Vzorové feSeni soutéze Kasiopea

1 Potfebny vypocet

Hlavnim cilem této tlohy bylo naucit se efektivné mocnit ¢isla. Ukdzeme si,
jak se uloha d4 vyftesit v case O(loga + logb).

Nejdifve si pfedpo¢itdime mocniny a',a?,a?,a®,... Poté vyuzijeme toho, ze

a®-a¥ = a®tY a podle bindrnfho zapisu &isla b vynasobime piislusné predpoéitané
mocniny a a dostaneme a®. Obdobné spocitame i b®.

Pii samotném programovani dokazeme mocninu spocitat dokonce i bez pred-
vypoctu. Zaroven si budeme pamatovat mezivysledek, aktualni po¢itanou moc-
ninu a jen budeme zjistovat, zda je na daném misté v bindrnim zépise exponentu
jednicka. Viz zdrojovy kéd programu.

Pii samotné implementaci si musime dat pozor, abychom pfii kazdém vypoctu
modulili a pouzivali datovy typ long long, jinak bychom brzy pretekli. A kone-
¢né si musime dat pozor na moduleni zapornych ¢isel, které ve vétsiné jazycich
vychéazi zaporné.

2 Koné na Sachovnici

Mame pét koni a pét cilovych policek. Hodilo by se nam zjistit, jak je kazdy
kun od kazdého cilového policka daleko. K tomu pouZzijeme algoritmus pro-
hled4dvani do siiky a pro kazdého koné zvlast zjistime, jaky je nejmensi pocet
skoceni, kterymi se muze dostat do jednotlivych cilovych policek.

Nyni se uz jen podivame na vSechny moznosti toho, kam ktery kan muze
doskakat, a z nich vybereme tu nejlepsi. Moznosti je jen 5! = 120, takze je
muzeme vyzkouset viechny. Pozor existuje pfiklad vstupu, kdy koné neni mozné
do cilové pozice preskladat. Schvalné zkuste prijit na to, jaky to je.

Pii implementaci je dulezité nespoustét prohleddvani do sitky pii kazdé ze
120 moznosti, ale jen jednou na zacitku a vysledky si zapamatovat. Déale na
konci nesmime zapomenout ovérit, ze jsme néjaké feseni opravdu nasli. To se
obvykle déla tak, ze si nejlepsi feSeni zinicializujeme na INT_MAX, nebo jinou
velkou hodnotu a pied vypisem vysledku ovéiime, zda se hodnota zménila.

Resen{ mé casovou slozitost O(N2+5!) = O(N?), kde N je rozmér sachovnice.
Pamétova slozitost je také O(N?).

3 Kufr s XORem

Tato tloha je modifikaci na zndmou lohu jménem ”Problém batohu”. Rozdil
je v tom, ze kromé maximalizace objemu musime navic zajistit maximalizaci
XORu a poctu véci. Celkové vsak budeme postupovat velmi podobné.



Vytvorime si tabulku velkou (M +1) x (M +1), kde prvni rozmér bude udédvat
zaplnénost batohu a druhy rozmér XOR véci. Do téhto tabulky si postupné
budeme psat, kolik véci do kufru dokazeme dat, aby spliovaly parametry daného
policka. Na zacdtku v celé tabulce budou —1, akorét na souradnicich (0, 0) bude
0, tj. stav se kterym zacindme.

Nyni budeme tabulku postupné vylepSovat. Z tabulky pro zadnou véc ziskame
tabulku pro jednu véc, z ni pak tabulku pro dvé véci, ... Pokud mame tabulku
vysledku pro i — 1 véci, tak z ni vyrobime tabulku pro ¢ véci nésledujicim
zpusobem:

1. Pro vsechny véhy m od M do vahal[i], pro vSechny = od M do 0 délej:

2. Pokud existuje Feseni na soufadnicich [m — vahali]; x ® vahal[i]] a je
mozné pomoci néj vylepsit feseni na [m, ], tak jej vylepsi.

Po tdpravé tabulky s (¢ — 1) vécmi dostaneme tabulku nejlepsich vysledku
pro i véci, protoze jsme jen zkusili zlepsit vSechny nejlepsi vysledky s (i — 1)
vécmi. Tim, zZe jsme tabulku zlepSovali od nejvétsich vah mame zajisténé, ze
vylepSované udaje pochézi jesté z predchozi iterace tabulky. Tato technika je
v informatice ¢asto pouzivana a patii do kategorie, kterd se nazyva Dynamické
programovani.

Casové slozitost algoritmu je O(M? - N) a paméfové slozitost je O(M?).
Na zavér jesté poznamenejme, ze XOR véci nikdy nemtze byt vétsi nez jejich
celkova vaha. Zkuste si schvalné ovérit, ze je to pravda.

4 Cesta pres celnice

Kdyby v tloze zadné celnice nebyly, tak bychom tlohu vyftesili klasickym
Dijkstrovym algoritmem. Celnice tam ale jsou a tento postup nam kazi. Co
s tim?

Presto pouzijeme Dijkstruv algoritmus, akordt namisto vzdalenosti, které
jsme ujeli, budeme porovnavat dvojice ¢isel, skladajici se z poctu celnic, ptes
které jsme projeli, a po¢tu kilometru, které jsme ujeli. Pocet celnic pii cesté
z mista A do mista B budeme zvySovat pravé tehdy, kdyz misto B je celnici
a neni cilovym mistem.

A to je vlastné celé. Casovd slozitost je O((N + M) -log M). K ziskén{ plného
poctu bodu bylo nutné pro pocet kilomentria pouzivat typ long long.

5 Divny jazyk
Tato uloha byla ze vSech asi nejtrikovéjsi. Jak slova rychle rozdélit do skupinek

nezavisle na rotaci?

Nejdiive se nam bude hodit si vSechna slova pfevést do néjakého standar-
dizovaného tvaru, ve kterém vsSechna slova patiici do stejné skupinky budou



vypadat stejné. Tento pozadavek spliiuje napiiklad lexikograficky nejmensi ro-
tace slova. Stac¢i ndam tedy u kazdého slova najit jeho lexikograficky nejmensi
rotaci a vyrobit trii, ve které si kazdy vrchol pamatuje, kolik slov v ném konéi.

Jediny problém na tomto algoritmu je najit rychle onu lexikograficky nejmensi
slové. Vezmeme tedy vSechny tyto znaky jako mozné zacatky a podivame se na
jejich druhou pozici. Z nich uchovame jen ty, které jsou nejnizsi mezi druhymi
pozicemi. Ve zbytku se stejnym zpusobem podivdme na znaky na tietich pozicich
atd.

V nékterém kroku se nam vSak muze stat, ze na néjakych nésledujicich po-
zicich jsou opét nejmensi znaky slova. To jsou nase puvodni zacatky, u kterych
jiz mame spocitano jak dlouho byly ve vybéru nejmensich moznosti. Pomoci
téchto informaci tedy prodlouzime jen ty moznosti, které pokracuji nejdelsimi
jiz spocitanymi ¢astmi, a ostatni zahodime. Déle se posuneme o délku téchto
¢asti a pokracujeme na dalsf pozici. Nakonec nam bud zbyde jen jedna moznost,
a nebo se vSechny moznosti na sebe napoji. V pripadé napojeni bez Gjmu na
obecnosti vezmeme tu prvni z nich. Tuto pozici pak prohlasime za zacatek lexi-
kograficky nejmensi rotace. Pokud béhem algoritmu za sebe napojujeme nékolik
stejné velkych tdseki, tak si nadédle ponechdme jen tu prvni z nich, sami si roz-
myslete proc.

Casové slozitost nalezeni lexikograficky nejmensi rotace je O(d), kde d je
délka slova. Na kazdy znak se vlastné koukneme jen dvakrat, vyjimecné tiikrat,
a jen konstantakrat napojujeme tseky. Casové slozitost celého algoritmu je tedy
O(D), kde D je celkové délka vsech slov, protoze s trii umime pracovat linedrné
vzhlede k délce slov. Pamétova slozitost je linedrni, ale pozor: trie ma v sobé
pomérné velkou multiplikativni konstantu, proto je potieba paméti Settit.

Jinym moznym feSenim bylo pouzit hashovani namisto trie. Hashovéni sice
obecné nefunguje bez ovérovani, ale pravdépodobnost nefunkénosti je tak mala,
Ze se pri soutézich standardné nebere v potaz.
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