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SOUTEZ KASIOPEA

26. rocénik Vzorova reSeni Duben 2014

V tomto textu naleznete popis a zdivodnéni autorskych feSeni tiloh online soutéze
Kasiopea 2014, ktera probéhla o vikendu 22. — 23. biezna. Veskeré informace o soutézi
véetné vysledku, zadani, vzorovych zdrojovych kéda a dalsich informaci naleznete
na strance soutéze: hitp://ksp.mff.cuni.cz/akce/kasiopea,/2014/

V pripadé nejasnosti kolem téchto feseni ¢i jinych podnétt nevahejte napsat na nasi
adresu kasiopea@ksp.mff.cuni.cz.

26-K-1 Néreidky 10 bodu

Ukolem bylo ze seznamu trojihelnikii zadangch soufadnicemi vybrat ten, kterj naby-
vé nejvétsiho obsahu. Ozna¢me si vrcholy trojthelnika jako A = [x1,41], B = [22, y2]
a C = [x3,y3]

Pravouhlé trojiahelniky

Ve vstupech za polovinu bodi byly vSechny trojuhelniky pravouhlé s odvésnami AB
a AC. Obsah takového trojuhelnika lze vypocitat jako

_ |AB| - |AC| _ Vi —22)2 + (g1 —y2)? - /(21 — 23)% + (y1 — y3)2.

S 2 2

Délky stran AB a AC jsme spocetli pomoci Pythagorovy véty. ProtoZe nas nezaji-
maji skuteéné obsahy, ale pouze jejich vzajemné porovnani, mizeme si usetfit praci
a neodmociiovat ani nedélit dvéma. Ve skuteénosti tak budeme poéitat hodnotu 252.

Dovolit si to muzeme z toho davodu, Ze umocnéni i vynasobeni dvojkou jsou na
nezapornych ¢islech rostoucimi funkcemi. Pro nezaporna a,b je ekvivalentni a < b
s 2a% < 2b%. Diky tomu si pii vypoctu vystacime pouze s celymi éisly.

Obecné trojuhelniky

Obsah by slo spocitat tfeba pomoci Heronova vzorce, zde si ale ukdzeme postup,
ktery vede k jednodussimu vzorecku.

Podobné jako u pravouhlych trojuhelnikti se pokusime najit zptisob, jak si vysta-
Cit pouze s celymi ¢isly. Misto pocitani obsahu tohoto trojihelnika budeme pocitat
obsah rovnobézniku daného stranami AB a AC. Konkrétné myslime rovnobéznik
ABCD, kde bod D ziskdme jako prusecik rovnobézky se stranou AB vedenou bo-
dem C' a rovnobézky se stranou AC vedenou bodem B. Obsah rovnobé&zniku ABC D
je prirozené dvojnasobkem obsahu trojuhelnika ABC.

Abychom se dostali k rozumnym vyrazim, posuneme si rovnobéZznik do nuly. Tedy
zavedeme dvojici vektori u = B — A a v = C — A. Jejich slozky oznac¢me jako
U= (Ty,Yu) = (T2 — T1,92 — Y1) 3 v = (T, Yo) = (T3 — T1,Y3 — y1). Vzorecek pro
spocitani obsahu rovnobéZniku daného témito vektory je |z, Yy — YuTo|-
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Vzorecek si mizete pfimo odvodit, kdyz si celou situaci nakreslite. Také jej miizete
odvodit jako determinant matice, jejimiz fadky budou souradnice vektord u a v, ¢i
jej odvodit pomoci vektorového souéinu. (Tyto metody davaji obsah se znaménkem,
je potieba pfidat jesté absolutni hodnotu.)

S vyuzitim vzorecku ziskdvame obecny vzorec pro obsah trojuhelnika ABC:
S — |(z2 — 1) (ys — y1) — (y2 — y1) (@3 — 1)
2

Stejné jako u pravothlych trojihelniki mizeme v programu pocitat rovnou s dvoj-
nasobkem a vystacime si tak s celymi cCisly.

26-K-2 Permutace 10 bodu

Tato tloha po vas vyzadovala generovani vSech permutaci predepsané délky, kte-
ré neobsahuji zakdzanou podpermutaci. Jako podpermutaci dané permutace jsme
oznacovali libovolnou posloupnost, kterou z dané permutace ziskdme vysSkrtanim
nékterych prvkia. Tedy pro permutaci 3214 jsou 32, 34 i 314 jejimi podpermutacemi,
kdezto 231 neni jeji podpermutaci.

Ulohu vyfesime tak, Ze vygenerujeme viechny permutace a pak z nich vybereme ty,
které neobsahuji zakizanou podpermutaci.

Generovani podpermutaci

V deviti vstupech bylo N < 6, coz je tak malo, Ze se permutace daly generovat skoro
jakkoliv. Tteba generovanim vsSech posloupnosti délky N a nasledného ovérovani,
které z nich jsou permutacemi. Pro ziskani posledniho desatého bodu jste museli
zvladnout N = 9, zde uz bylo potieba pfijit s efektivnim fesenim.

Abychom vibec méli prehled o tom, které permutace jsme jiz vygenerovali a které
ne, hodi se zavést si nad permutacemi néjaké usporadani. Pouzijeme lexikografické
uspofddani (tedy pfesné to, kterym jsou usporddina hesla ve slovniku). Prvnich
pét permutaci mnoziny {1,2,3,4,5} v lexikografickém uspofadani tvofi permutace
12345, 12354, 12435, 12453 a 12534. Poslednimi péti jsou pak permutace 54132,
54213, 54231, 54312 a 54321.

Vysvétlime si, jak napsat funkci, kterd danou permutaci preméni na nasledujici per-
mutaci v lexikografickém poradi. Navic nas funkce u posledni permutace upozorni
na to, Ze uz mame skoncit.

Oznacme si jako po,...,pny—1 permutaci, pro kterou chceme nalézt dalsi permutaci.
Onu dalsi permutaci oznac¢me jako qo,...,qNn—1-

Necht « je index prvniho prvku, ve kterém se obé permutace budou lisit. Tedy
pro vSechna i < « bude platit p; = ¢;. ProtoZe chceme dalsi permutaci, musi byt
Pa < qo- Z povahy lexikografického usporadani pfimo plyne, Ze index « musi byt
nejvyssi mozny.

Uvazujme, jak o najit. Pokud by platilo py_1 < pny_2 < -+ < po, neni mozné
vybrat g, tak, aby byla splnéna nerovnost p, < ¢o. Jako g, muze totiz byt zvolen
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pouze néktery z prvkl p; pro ¢ > «a. Zvolime tedy « jako nejvétsi index, pro ktery
plati p, < po+1. Pak uz bude zaruceno, ze existuje prvek, kterym ptijde p, nahradit.

Jak nyni vybrat q,? Vybirdme jej z prvkd py41,...,pN—1 a pfirozené vybereme
nejmensi z téch, které jsou vétsi nez p,. Oznacme jej jako pg. VSimnéme si, zZe
zbyvajici prvky splituji nerovnosti pa4+1 > -+ > pg—1 > Pa > Pg+1 > -+ > PN-1-

Jak mame tyto zbyvajici prvky ptvodni posloupnosti usporadat? Protoze generu-
jeme nejblizsi permutaci v lexikografickém poradi, chceme je dostat do vzestup-
ného poradi. Diky pfedchozim nerovnostem ziskdme q,41,...,q9n—1 tak, ze prvky
Dat1s--+>PB—1,PasPB+1s- -+ PN—1 zapiSeme v opacném poradi.

Vsimnéme si, Ze pro novou permutaci nemusime alokovat zadny prostor, misto toho
mizeme rovnou piepisovat tu ptvodni.

Cely postup si zrekapitulujme: Nalezneme « nejvétsi index takovy, Ze po < Pa+1,
pokud neexistuje, uz jsme u posledni posloupnosti. Z prvkd pa+1,...,PN—1 Vybe-
reme nejmensi pg spliujici pg > po. Prohodime prvky na pozicich a a 3, celou
podposloupnot py41,...,pN—1 obratime.

Efektivita generovani

Jaka je efektivita popsaného algoritmu? Hned vidime, ze pfechod k dalsi permutaci
potfebuje pouze konstantné mnoho operaci na kazdy prvek permutace, tedy mizeme
odhadnout ¢asovou slozitost pfechodu k dalsi permutaci jako O(N). Tim bychom
ziskali odhad O(N - N!) na ¢asovou slozitost vygenerovani vSech permutaci. To by
pro ucely tlohy stacilo. Nas odhad celkové slozitosti totiz nebude zaviset na délce
zakézané podpermutace a pro D = 0 musime vypsat vSechny permutace, coz samo
0 sobé stoji ¢as O(N - N).

@ KdyzZ uz jsme si dali praci se samotnym algoritmem, mtzeme si dat jesté trochu
vice prace a zjistit, jak dobry algoritmus jsme to vlastné popsali. Vyuzijeme
k tomu takzvanou penizkovou metodu.

Nejdiive si musime zavést nas penézni systém. Konkrétné aktualni pocet korun,
P . R N-1
kterymi disponujeme, vyjadiime jako ® = . " k;, kde

b 1, pokud p; > pit1,
' 0, pokud p; < pit1.

Jinymi slovy zménou nerovnosti < na > jednu korunu ziskdme, naopak za zménu >
na < jednu korunu zaplatime. Jak to souvisi s nasim algoritmem? P#i jednom kroku
algoritmu oto¢ime posloupnost pa+1,-..,P8—1,Pa;sPs+1,---,PN—1, tedy zaplatime
N — 2 — a korun. To je ale pfesné slozitost jednoho kroku algoritmu! (To bychom
méli mozna formulovat o néco opatrnéji. Z naseho postupu primo vyplyva, ze casova
slozitost jednoho kroku lezi ve slozitostni t¥idé ©(N — «). A funkce N —2 — « v této
tfidé lezi také, coz ndm pro tuto analyzu plné postacuje.)

Na zac¢atku mame 0 korun a nemiizeme se zadluzit, ¢asovéa slozitost algoritmu je tedy
nejvyse tak vysoka jako celkovy pocet korun, které vydélame. Na kazdé permutaci

3



mizeme vydélat nejvyse jednu korunu, protoze zména nerovnosti < na nerovnost >
mize nastat pouze mezi prvky na pozicich o a o + 1.

Tak ziskdvame odhad na ¢asovou slozitost vygenerovani vSech permutaci O(NV).
Protoze ale na kazdé permutaci provedeme alespon jednu operaci, zjistujeme, ze
tato slozitost je presné O(N!).

Pro praktické acely se hodi védét, ze treba jazyk C++ ve své standardni knihovné
nabizi funkci std: :next_permutation, kterda déla totéz jako nase funkce a pracuje

stejné efektivné.
Hledani zakazané podpermutace

Potfebujeme zjistit, jestli permutace po, ..., pny_1 neobsahuje jako svou podpermu-
taci qo, . . ., qr—1. To ale znamené pouze zjistit, jestli pozice prvki qq, ..., qr_1 v nasi
permutaci tvori rostouci posloupnost.

V case O(N) to mizeme udélat zhruba takto: Za¢neme s hodnotou iy = 0. A na-
vySujeme %g, dokud neplati go = p;,. Pak polozime i; = ip + 1 a opét tuto hodnotu
navysujeme, dokud neplati g; = p;,, obdobné hleddme is,13,...,71_1.

Pokud najdeme vSechny hodnoty ig,...,iy_1, mame zakdzanou podpermutaci. Po-
kud naopak libovolné ¢ pfi hledani presadhne N — 1, pak se zakdzand podpermutaci
v nasi permutaci neobjevuje.

Vsech permutaci je N!, na vygenerovani, zpracovani a piipadné vypséni permutace
potiebujeme ¢as O(NN), nase FeSeni mé tedy celkovou ¢asovou slozitost O(N - N!).

26-K-3 Bezpecné kralovstvi 10 bodu

Zpusobt, jak se dalo tulohu fesit, bylo vice, mohli jste si vyhrat s ndhodnymi al-
goritmy ¢i zkusit pouzit techniku lokalniho prohleddvani. Zde si predvedeme feSeni
pomoci hladového algoritmu. Jako hladové oznacujeme takové algoritmy, které se
ve svém rozhodovani neohlizi prili§ dopfedu. Misto toho se rozhodnou pro feseni,
které se aktualné zda byti nejlepsim, i kdyz jesté tfeba nezpracovali vSechna data.
Nejslavnéjsim piikladem hladového algoritmu je Kruskaltiv algoritmus pro nalezeni
nejmensi kostry ohodnoceného grafu.

Hladovy algoritmus

Na zacatku si u vSech mést poznacime, ze jsme jim jesté zadného strédzného neur-
¢ili. Mésta nyni postupné zpracovavame (na poradi nezélezi). Oznadme si aktuélné
zpracovavané meésto jako m. Pro kazdy rod si spoc¢teme, kolik sousedd mésta m ma
svého straZce z tohoto rodu. Vybereme rod, pro ktery je tento pocet nejmensi (pokud
jich je vice se stejnym po¢tem, volime libovolng). Strazce z tohoto rodu pfidélime
méstu m.

Jak vhodné implementovat algoritmus? Kdybychom pro kazdy vrchol prosli vSechny
sousedské dvojice, dostali bychom se na slozitost ©@(NM). Misto toho si pro kazdy
vrchol na zacatku ulozime seznam jeho sousedtl, tak se v prtibéhu volby rodt na
kazdou sousedskou dvojici podivame pouze dvakrat. Pocty mést z jednotlivych ro-
da si uchovame v poli délky K. Pokud budeme toto pole pro kazdé mésto pokazdé
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nulovat, dosdhneme celkové slozitosti ©(NK + M). Takovéto FeSeni postacuje, mu-
zeme vSak byt peclivéjsi a nenulovat pole celé, ale pouze ty jeho pozice, kam jsme
néco zapsali. Pak dosdhneme ¢asové slozitosti ©(N + M + K). Protoze je K < N,
miZeme ji zapsat pouze jako O(N + M). To je asymptoticky optimélni. ©(M) je
totiz velikost vstupu, ktery musime ptecist, ©(N) je zase velikost vystupu.

Prostorova slozitost vychézi stejné.
Dukaz spravnosti

Oznacme si jako D,,, mnozinu vSech dvojic mést takovych, Ze obsahuji mésto m a
ze v dob€ zpracovani mésta m méa druhé mésto jiz pridéleného strazného. Jako R,,
oznacme pocet dvojic mést z D,, takovych, ze obé mésta takovychto dvojic maji
strazné z rtiznych mést. Jako R oznacme pocet vSech dvojic mést, které maji oba

strazné z riznych rodid. Potiebujeme dokazat R > % - M.

Predpokladejme, Ze jsme méstu m pridélili strazného z rodu k. Z volby rodu k
vyplyva, Ze nejvyse % dvojic mést z D,, ma strazného z rodu k. Tak ziskdvame

odhad Rm Z |Dm‘ - lDf;;n‘ - % . |Dm|-

Secteme-li tyto nerovnice pres vSechna mésta, ziskame:

K-1 K-1 K-1
me{l,....N} me{l,....N} me{l,....N}

To je pfesné odhad, ktery jsme potiebovali. Dtikaz je timto hotov.

26-K-4 Méstsky ruch 10 bodu

Stejné jako v zadani budeme pocet rfadkid a sloupctt mapy mésta znacit jako R a S.
Jako K oznacime pocet druht zalezitosti, které musi poddani vytidit. Tato hodnota
byla v tloze nastavena pevné na K = 10 a i ve vzorovém programu je tato konstanta
pevné  zadratovana“. Pro analyzu algoritmt ale bude vhodnéjsi si tuto konstantu
oznacit obecné, abychom vidéli, jaky vliv jeji velikost ma.

Pomalé FeSeni

Uloha od pohledu spada do kategorie hledani nejkratsich cest. A skutecné miizeme
z kazdého policka spustit prohledavani do sifky, abychom pro kazdou zaleZitost na-
lezli nejblizsi misto, kde ji 1ze vyfidit. Prichod do sitky m4 obecné ¢asovou slozitost
O(|V] + |E|), kde |V| znadi pocet vrcholti prohleddvaného grafu a |E| pocet hran.

V nasem pfipadé tedy priuchod do sitky zabere ¢as O(RS).

Policek mapy je RS, vysledny algoritus tak dosahuje ¢asové slozitosti O(K R?S?)
nebo O(R?S?) v z4vislosti na konkrétn{ implementaci.

Ukéazeme si, ze tlohu dokézeme vyfesit i mnohem rychleji. Jak bychom ale v tomto
okamziku mohli vytusit, Zze nas algoritmus je zbyteéné pomaly? VSimnéme si, ze
najit nejkratsi cestu je v nasi tloze trividlni — délka nejkratsi cesty mezi policky
[a,b] a [c,d] je vidy ddna vyrazem |a — c| + |b — d| a snadno né&jakou cestu takové
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délky najdeme. Tedy asi budeme hledat néco trochu jiného nez standardni algoritmy
pro hledani nejkratsich cest.

Podstatné pozorovani je toto: Zafixujme si pevné aktivitu A a hledejme pro néjaké
policko [r, s] nejblizsi policko s aktivitou A. Pokud je aktivita A p¥imo na policku
[, s], je to trividlni, hledané poli¢ko je rovnou [r, s|. Pfedpokladdejme nyni, Ze jsme
nejblizsi vhodné poli¢ko nasli pro v8echna policka sousedici s [r, s]. Potfebujeme nyni
spoustét znovu cely prichod do Sirky?

Nepotiebujeme! K onomu hledému poli¢ku urcité ptijdeme ptes nékteré ze sousednich
policek, staci se tedy podivat na sousedni policka a zjistit, ktera policka s aktivitou A
jsou jim nejbliz, z téchto poliGek si vybereme to, které je nejbliz policku [r, s].

Rychlé feseni

Myslenka, ke které jsme se vas snazili navést v predchozim odstavci, patii mezi stan-
dardni techniky a oznacujeme ji jako dynamické programovdni. Je to velmi obecné
oznaceni pro ruzné techniky zalozené na tom, Ze si zkratime vypocet Sikovnym vy-
uzitim jiz spocitanych hodnot. Pokud tuto techniku neznate, viele doporucujeme si
nékdy vyhradit chvilku na piislusnou kuchaiku.!

Ulohu vyfesime pro kazdou aktivitu zvlast a jako vysledek pak vratime soucet pres
vSechny aktivity. Zvolme si pevné aktivitu A, pro kterou budeme vzdélenosti pocitat.

Pro zacatek uvazujme zjednodusenou verzi, ve které se poddani mohou pohybovat
pouze smérem nahoru a vlevo a ve které mohou aktivitu vyfidit i na svém vlastnim
policku. Jako D, ; ozna¢me vzdélenost policka [r, s] od nejblizsiho policka s aktivi-
tou A.

Chceme spo¢itat D, s pro vSechna r a s. Pro poli¢ko [0, 0] je vypocet snadny. Pokud
se nachazi na tomto policku aktivita A, pak Do ¢ = 0, jinak je aktivita A nedostupnd,
to vyjadiime jako Dg g = oo.

Uvazme nyni poli¢ko [r, s]. Pokud je na tomto policku aktivita A, opét D, , = 0.
V opaéném piipadé D, ¢ = 14+min(D,_1 s, D, s_1), vzoreéek presné vyjadiuje to, Ze
si miizeme vybrat krok nahoru nebo vlevo, pak uz mtzeme pouzit vysledek policka,
na které dojdeme. (Poznamka: Pro p¥ipad, kdy je r = 0, pouzijeme pfirozené Dy , =
14 Dy s—1 a obdobné pro s = 0.)

Dulezité je, ze kdyz budeme policka prochazet postupné po fadcich a v kazdém radku
zac¢neme v nultém sloupci, budeme mit v okamziku, kdy pocitame D, ; jiz dostupné
hodnoty D,_1 s a D, s_1. V ase O(RS) tedy spocteme vSechna D, ,.

Uvédomme si, ze obdobné muzeme vyfesit i varianty, kdy se pohybujeme pou-
ze doprava a nahoru, nahoru a vlevo nebo vlevo a doli. Akorat musime trochu
poupravit parametry, ukazme si to na pripadu, kdy se pohybujeme pouze doprava
a nahoru. Jako pocatec¢ni policko nyni zvolime policko v pravém hornim rohu, te-
dy to na soufadnicich [0,.S — 1]. ,Dynamicky vypocet* nyni budeme provadét jako

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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D, s =14+min(D,_1s, Dy s4+1), policka opét prochazime po Fadcich, policka jednoho
radku ale nyni musime prochéazet odzadu.

Kdyz uz budeme mit spocteny vSechny ¢tyfi moznosti pohybu, budeme se moci
dostat z kazdého policka na libovolné jiné policko. Tedy vzdalenost k nejblizsimu
poli¢ku s aktivitou A bude minimem ze vzdalenosti pro tyto ¢tyfi moznosti pohybu.

A jak se vypofaddme s tim, Ze poddani nemohou pouzit své vlastni policko? Krom
D, s si v kazdém sméru budeme jesté pocitat D, , které budeme rovnou pocitat

jako 1+ min(D;_1 s, Dy s—1), at uz je na poli [r, s| aktivita A nebo ne. (Pro rtizné
sméry samoziejmé misto [r — 1, s] a [r, s — 1] pouzijeme jiné sousedy.)

Vysledné vzdalenost pak bude minimum ze vsech D’ ro ¢tyfi rizné smeéry.
TS

Protoze tento postup opakujeme pro kazdou aktivitu, ziskali jsme feSeni o casové
slozitosti O(KRS). Prostorova slozitost je O(RS), protoze ndm staél uchovavat
pouze konstantné mnoho poli velikosti RS.

26-K-5 Myticky strom 10 bodnu

Operaci magického navySovani hodnot vrcholu ozna¢ujme prosté jako pricitaci ope-
raci. Jako syny vrcholu budeme oznacovat vrcholy, které jsou s nim spojeny s hranou
a jsou ,pod nim“. Jako potomky vrcholu budeme oznacovat jeho syny, syny jeho
synt, syny synu jeho synt atd.

Ulohu lze Fesit piimocaie. PFi¢itaci operaci mizeme realizovat prosté tak, ze viechny
potomky navstivime a upravime jejich hodnotu, napiiklad priichodem do hloubky.
Pii tom si akorat musime udrZovat informaci o tom, zda jsme na sudé nebo liché
hladiné, abychom védéli, zda mame pricitat nebo odcitat.

Takto na pfiéitaci operaci potfebujeme ¢as O(N). Vypisovaci operace proti tomu
stoji pouze O(1), prosté vypiseme hodnotu, kterou uz mame dévnou spoctenou.

V pripadech, kdy je pri¢itacich operaci alespon tolik co vypisovacich, se dostavame
na slozitost O(NM). Za takové FeSeni se dalo ziskat pét i vice bodi v zavislosti na
tom, jak jste jej naprogramovali. Efektivnéjsi feSeni, které zvlada obé operace v Case
O(log N), si nyni pfedvedeme.

Efektivni FeSeni

Pro prehlednost si feSeni popiSme pro zacatek pro pripad, kdy pric¢itaci operace
nestiida znaménka, ale prosté ke v8em potomktim (i vrcholu samotnému) pficte
zadané x. Uprava pro pfi¢itaci operaci stiidajici znaménka uz nebude obtizna.

Abychom mohli vrcholy rozumné zpracovavat hromadné, potfebujeme si je nejprve
vhodné usporadat. K tomu se ndm bude velmi hodit prichod do hloubky. Predstav-
me si, ze pfi tomto prichodu mame ¢asomiru. Na zacatku nastavme T = 0 a pfi
kazdém vstupu do nového vrcholu ji navysme o jedna. Po vstupu do vrcholu v si
aktualni T" ulozme jako ¢islo vrcholu, budeme jej znacit L,. Pfi vystupu z vrcholu
si aktudlni 7" ulozme jako R,. VSimnéme si, ze vSichni potomci vrcholu v mayji ¢isla
L,+1az R,.



Od tohoto okamziku se uz o ptivodnim stromu nemusime viibec bavit. Cela pfi¢itaci
operace se redukuje na pri¢teni dané hodnoty ke vSem prvkiém urcitého intervalu.

K tomu se, jak ndzev napovida, budou hodit intervalové stromy. Seznamit se s nimi
mizete v intervalové kuchaice.? Konkrétné vyuzijeme Fenwicktv strom operajici
nad hodnotami hy,...,hxn. Ten umi v ¢ase O(log N) dvé operace. Prvni operaci je
pro dané i navyseni h; o predepsanou hodnotu. Druhou operaci je pro dané 7 urcéeni
souc¢tu hy +--- + h;.

Hodnotu vrcholu v bude reprezentovat soucet hy + --- + hy, . Jak ted realizovat
pric¢itaci operaci? Chceme-li pfic¢ist x ke vSem vrcholim s ¢isly p aZ ¢, navySime
jednoduse h, o x a naopak snizime hqy41 o . Hodnoty vrcholt pied p se tak nijak
nezméni. Hodnoty vrcholi za ¢ se také nijak nezméni, protoze se vyrusi z a —zx.
Hodnoty vrcholt od p po ¢ se zvysi o x. Operaci tedy provadime korektneé.

Tak jsme ziskali feSeni, které obé operace (pfi¢itaci i vypisovaci) provadi v Case
O(log N). Upravit toto FeSeni i pro magickou operaci, kterd stfidd znaménka by
uz mélo byt snadnym cvi¢enim. Opét bude potfeba vhodné rozliSovat sudé a liché
hladiny jako u pfimocarého feseni. Miize se také hodit pouzit dva Fenwickovy stromy.

Pokud byste tuto ipravu nevymysleli, podivejte se do autorského zdrojového kédu.

26-K-6 Zajimava posloupnost 10 bodu

Zptsob1i, jak tuto tlohu vyresit, je vice. Pravdépodobné by slo pouzit néjakou verzi
dvourozmérného intervalového stromu a vyfesit tak tlohu v ase O(nlog?n). To
my ale délat nebudeme, my si ukdZeme autorské feSeni, které pouziva jen zakladni
programatorské techniky.

Nejdfive si posloupnost v ¢ase O(nlogn) precislujeme na hodnoty 0 az n — 1 a
oznacime ji jako P. Déle v ¢ase O(n) spoc¢itdme indexy next(i) a back(i) — indexy
dalsiho a predchazejiciho prvku stejné hodnoty. Tyto hodnoty pouzijeme v jadru
naseho algoritmu. Budeme se snazit najit podposloupnost, ktera neobsahuje zadny
unikatni prvek.

Pro podposloupnost [a,b] je prvek na indexu ¢ (a < ¢ < b) unikdtni, pravé kdyz
back(c) < a a zaroven next(c) > b. Déle si vSimneme, Ze pokud je prvek na indexu ¢
unikétni, tak vSechny podposloupnosti posloupnosti [a, b] jdouci pfes ¢ jiz unikatni
prvek obsahuji. Tedy ndm staé{ se zaméfit jen na podposloupnosti [a,c—1] a [c+1, b].

Myslenka algoritmu je jednoducha: v posloupnosti [0, n — 1] zkusime najit unikétni
prvek. Pokud se ndm to nepovede, posloupnost neni zajimava. Nechf se ndm to
podafi a unikatni prvek najdeme na indexu c. Pak stejny algoritmus znova zavolame
na prislusné dvé podposloupnosti.

Ted uz ndm jen zbyva vytesit, jak hledat unikétni prvek. Prvni ndpad je, Ze bude-
me prochazet jeden prvek po druhém a ovéfovat, jestli ndhodou neni unikatni. Pti

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-strom
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prvnim nalezeném se rekurzivné zavolame na levou a pravou podposloupnost. V nej-
horsim pripadé se nam stane, Ze nalezeny prvek bude vzdy az u konce posloupnosti
a to nam zptisobi v nejhorsim piipadé éasovou sloZitost O(n?).

Kdybychom ale unikatni prvek vzdy nasli v prvni poloviné, tak nas rozdéleni posloup-
nosti bude vzdy stat ¢as O(velikost mensi édsti), coz nas dostane na ¢as O(nlogn),
protoze v nejhorsim ptipadé za O(n) kroki rozdélime posloupnost na poloviny.

v ov s

My ale vzdycky muZeme najit unikatni prvek v ¢ase O(velikost mensi édsti). Staci
jen nehledat prvek pouze z jedné strany, ale postupovat z obou stran zaroven. Pak se
podivdme maximéalné na dvakrat tolik prvk, kolik obsahuje mensi ¢ast po rozdéleni.
A to je cely trik této tlohy!

Pronich pét uloh pripravil a jejich Teseni sepsal Lukds Folwarczny, Sestou ulohu
zpracoval Karel Tesar.
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