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Hopcroft-Karptv algoritmus

Hopcroft-Karpuv algoritmus slouzi k rychlému nalezeni ma-
ximéalniho parovani v bipartitnim grafu.! Vychézi z podob-
né myslenky jako zadkladni algoritmus popsany v c¢lanku
o parovani (postupné hledani zlepsujicich cest).

P1i odhadu slozitosti tohoto algoritmu jsme vychazeli z to-
ho, ze pfi hledani zlepSujici cesty projdeme v nejhorsim
piipadé az cely graf (coz ndm potrva pro husté grafy az
O(N?)), ¢imZ toho o ném zjistime hodné, ale nakonec z to-
ho pouZijeme jedinou zlepsujici cestu délky O(N) a vSechny
ostatni informace ziskané prohledavanim zahodime. Neslo
by to lépe?

Tady pouzijeme jeden z populdrnich informatickych triki:
kdyz se neumime zbavit néjaké narocné operace, zkusme ji
alespon vyuzit k tomu, abychom udélali co nejvice uzitec-
né prace.? Kdybychom piedpokladali, ze pokaZdé projde-
me graf cely, slozitost jednoho hledéni (fikejme mu fdze)
se nezmeéni, ale zlepsujicich cest najdeme potencialné mno-
ho. Coz v idealnim piipadé zpusobi, ze bude potieba méné
fazi pro nalezeni maximalniho parovani, a tedy bude cely
algoritmus rychlejsi.

Ovsem nalezené zlepSujici cesty se mohou (a budou) pfe-
kryvat a pokud néjakou pouzijeme ke zlepSeni parovani,
spousta jinych muze najednou prestat existovat nebo nao-
pak vzniknout. Abychom tomuto pfredesli, budeme hledat
disjunktni zlepsujici cesty, tedy takové, které nesdili zadné
vrcholy. Pak urcité miizeme vSechny nezavisle na sobé po-
uzit ke zvétseni parovani o vice nez jedna za fazi. Tomuto
postupu se rika Hopcroft-Karpuv algoritmus.

Presnéji: v kazdé fazi najdeme néjakou v inkluzi maximalni
mnozinu® disjunktnich nejkratsich zlepsujicich cest a kaz-
dou z nich pouzijeme ke zlepseni parovani.

Toto hledani se bude skladat ze dvou casti: BFS a DFS.
V obou castech budeme provadét néco jako prohledavani
grafu do $itky/hloubky, ale ne tak uplné: chceme chodit
pouze po potencialné zlepsugjicich cestach (tedy st¥idavych
cestach zacdinajicich volnym vrcholem v levé partité; o konci
nic nevime, dokud na néj nenarazime).

Vime, Ze na takovychto cestach pijdeme zleva doprava vzdy
po neparovaci hrané a zprava doleva po parovaci. To nam
umozni divat se na to jako na prohledavani orientovaného
grafu, kde nepéarovaci hrany jsou orientované zleva doprava
a parovaci zprava doleva. Potencidlné zlepSujici cesty pak
odpovidaji pravé orientovanym cestdm z volnych vrchola
levé partity. Pokud takovato orientovana cesta navic konci
volnym vrcholem, je zlepsujici. Na algoritmu nic nezméni-
me, ale bude se ndm o ném snéaze premyslet, neb prohleda-
vani orientovaného grafu je néco davérné znamého.

Priabéh algoritmu

V BFS casti graf takto orientované projdeme do sitky ze
vSech volnych vrchold v levé partité (musime zacit ,ze vSech
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soucasné®; jinymi slovy prosté na zac¢atku do fronty umis-
time vSechny volné levé vrcholy), ¢imz pro kazdy vrchol
ur¢ime délku nejkrats$i potencialné zlepsujici cesty do néj
vedouci.

Takto rozdélime vrcholy grafu do pomyslnych vrstev pod-
le této vzdalenosti. Le¢ vzhledem k tomu, Ze nas zajimaji
pouze nejkratsi zlepsujici cesty, jakmile poprvé narazime na
konec zlepsujici cesty, muzeme aktualni vrstvu prohlasit za
posledni a po ni prohledavani ukoncit — cokoli za ni uz je
moc daleko a nezajimé nas. Oznacime-li ¢ délku nejkratsi
zlepsujici cesty v grafu, rozdélili jsme vrcholy na vrstvy 0..4
a hromadu nezafazenych.

V DFS ¢asti prochazime graf do hloubky, opét dle orientace
hran, opét ze vSech volnych vrcholi v levé partité, ale tento-
krat postupné. Pfi tom pouzivame BFS vrstvy jako voditko
— sestupujeme vzdy pouze do vrcholl z nasledujici vrstvy.
Tim mame zaruceno, Ze vSechny cesty, které najdeme, bu-
dou nejkratsi. Pokazdé, kdyz prohledavani dojde k volnému
vrcholu vpravo, nasli jsme zlepsujici cestu a pouzijeme ji ke
zvétSeni parovani (to si v nasi analogii lze pfedstavit jako
otoCeni orientace vSech hran na cesté).

V tuto chvili aktualni prohledévani ukonc¢ime, neb vrchol,
ze kterého jsme zacinali, jiz neni volny, a zatneme znovu
z nasledujiciho volného vrcholu v levé partité. DFS znac-
ky uchovavame napfi¢ vSemi vyhleddvanimi v dané fazi,
abychom zbytecné pokazdé znovu nenavstévovali podstro-
my, které k zddnému volnému vrcholu nevedou. Takto ma-
me zajisténo, Ze kazdy vrchol a hranu navstivime nejvyse
jednou za fazi, a tedy celou DFS &ast (a BFS rovnéz) zv1ad-
neme v O(|E|).

Casovy odhad

Ukazeme, ze takovémuto algoritmu stac¢i na nalezeni maxi-
mélniho parovani O(y/|M|) fazi. Nejprve si uvédomime, ze
po kazdé fazi vzroste délka nejkratsi zlepsujici cesty alespon
o jednicku. Pokud na zacatku faze byla ¢, pro kazdy volny
levy vrchol, ze kterého vedla zlepSujici cesta délky ¢, jsme
na této obratili hrany, procez feceny vrchol jiz neni volny.
Tedy vSechny zlepsujici cesty délky /¢, které na zacatku faze
existovaly, jsme znicili.

Z4dné nové volné vrcholy jsme ani v jedné partité nevytvo-
fili. Ale nemohlo se stat, Ze jsme néjakou zlepsSujici cestu
zkratili? Neni tézké dokazat (tfeba indukci podle vrstev),
7e otocenim hran na néjaké nejkratsi cesté nemutzeme zad-
nému vrcholu snizit vzdalenost. Tedy po k fazich bude nej-
kratsi zlepSujici cesta dlouhé alespon k + 1.

Pokracovat budeme podlym trikem: pfedstavime si, ze algo-
ritmus zastavime po \/|M| fazich a podivame se na dosud
nalezené parovani P. Déale uvazujme libovolné maximalni
parovani M a sestrojme , modro-purpurovy® rozdilovy graf
stejné jako v dikazu existence zlepSujici cesty. A ze stej-
ného rozboru moznych komponent tohoto grafu vidime, ze

2 Aneb téinnost Ize ziskat nejen snizovanim pifkonu, ale také zvysovanim vykonu ;-).
3 Tedy takovou, ke které se jiz ned4 zadna dalsi pridat (to nemusi nutné znamenat, Ze je nejvétsi mozna).
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|M| — |P| = # komponent tvofenych cestou s obéma konci
modrymi (¥ikejme jim hezké komponenty).

Kazda hezkd komponenta odpovida zlepsujici cesté v P,
tedy dle pfedchoziho obsahuje alespont \/|M| hran. Da-
le si vSimneme, ze celkem je v rozdilovém grafu nejvyse
2|M| hran. Tedy v grafu je nejvyse 2|M|/+\/|M| hezkych
komponent, tedy |M| — |P| = O(y/|M|). A protoze v kaz-

dé fazi zvétsime P alespon o jednicku, do konce algoritmu
zbyva nejvyse O(\/|M]) fazi. Tedy i celkovy pocet fazi je

o(

| M]).
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