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Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Vsichni jisté zndte zdkladni axiom lacingch romantickych
pribéhi: kazdy clovek, bez ohledu na to, jak usilovné se (vé-
domé ¢ nevédomé) pokousi o opak, nakonec vidy néjakym
Fizenim osudu potkd ,toho pravého/tu pravou®. Upiimné,
Osud je z tohoto nové pFirknutého tkolu trochu nestastny.
Viibec netust, jak by takovou véc mel udélat. Nastésti se v
nudngch chvilich bavil Tesenim KSP (osobné Zddné mepo-
slal, ale kdo vi za kolika napady stoji v pozadi...) a vi, Ze
s trochou Sikovné manipulace se cely svét dda pouZit jako
opravdu vykonny pocitac.

Pro zacatek by Osud rad védél, koho viibec s kym dohro-
mady davat. Pfedpokladejme, Ze méa pro kazdou dvojici lidi
k dispozici informaci o tom, zda jsou k sobé kompatibilni
(jedna osoba mtize byt kompatibilni s vice rtiznymi lidmi).
To si mizeme znazornit grafem: vrcholy jsou vsichni lidé na
Zemi a hrany spojuji kompatibilni dvojice. P¥ipadné men-
Siny mezi fesiteli jisté odpusti, budeme-li pro jednoduchost
prepokladat, Ze je tento graf bipartitni.!

Osud by rad z lidi vytvoril pary takové, ze kazdy par je tvo-
fen dvojici kompatibilnich lidi a zadné osoba nepatii do vic
nez jednoho paru. Tomu odpovida pojem pdrovani v grafu,
coz je podmnozina jeho hran takova, ze zddné dvé nesdi-
li spole¢ny vrchol. Pochopitelné neptijde sparovat vSechny:
tfeba uz protoze partity nejspis nebudou stejné velké. Misto
toho budeme chtit najit parovani mazimdlni, tedy tvorené
nejvétsim moZnym poctem hran (spokojenych pard).

Nasledujici obrazek zobrazuje graf a jedno jeho mozné ma-
ximdlni parovani (majici, stejné jako vSechna ostatni maxi-
malni parovani v tomto grafu, velikost 5):

Budeme postupovat tak, ze zacneme s prazdnym parova-
nim (sparovan neni nikdo) a budeme ho postupné zlep-
Sovat, dokud nebude maximéalni. Jednoduché je parovani
zlepsit, pokud existuje dvojice kompatibilnich nesparova-
nych jedinci. Takovou hranu mizmeme do parovani prosté
pridat, ¢imz ho zvétSime a neporusime pfi tom zadnou z
podminek. Pokud takova dvojice neexistuje, znamena to,

Ze parovani zlepsit nejde? Rozhnodné ne. Uvazte nasledu-
jici graf (plné ¢ary znadi pary, teckované kompatibilitu):
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Zlepsujici cesty
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Pokud bychom a sparovali s d, uvolni se ndm ¢ ke sparo-
vani s b. Jak takovou myslenku zobecnit? Zavedeme néko-
lik pojmti: (ne)pdrovaci hrana je hrana ptivodniho grafu
(ne)patiici do aktuélniho parovani, volng vrchol je takovy,
ktery neni sparovan (vSechny hrany s nim incidentni jsou
nepéarovaci), stiidavd cesta je cesta v grafu, na které se st¥i-
daji parovaci a neparovaci hrany, a nakonec zlepsujici cesta
(téz volnd stridavd cesta) je stfidava cesta zacinajici a kon-
¢icl volnym vrcholem (a tedy nutné i neparovaci hranou).

Napriklad v grafu vyse existuje jedina zlepsujici cesta, b —
¢ — a — d. Neni tézké si vSimnout, ze pokud na néjaké zlep-
Sujici cesté prohodime hrany (z neparovacich hran udéldme
parovaci a naopak; téz se na to da divat tak, ze ptvodni
parovani ,pfexorujeme” touto cestou), vysledek bude stale
parovani, ale o jedna vétsi.

Ted bychom radi dokdzali, ze takovéto zlepSovani uz staci:
tedy ze kdykoli mame parovani, které neni maximalni, exis-
tuje v ném zlepsujici cesta. Méjme néjaké parovani P, které
neni maximalni a néjaké jiné parovani M, které maximalni
je. Predstavme si, ze obé parovani polozime ,pfes sebe“.
Zahodime vSechny hrany, které nepatii ani do jednoho pa-
rovani, nebo patii do obou. Zbude nam graf majici feknéme
modré (patfici jen do parovani M) a purpurové (pat¥ici jen
do parovani P) hrany. Tedy vlastné jakysi rozdilovy graf:
modfe jsou oznaceny hrany, které ma M navic oproti P, a
purpurové ty, jez ma P navic oproti M.

Vsimnéme si, Ze tento graf se nemtze nikde vétvit (vSech-
ny jeho vrcholy maji stupen nejvyse 2). Kdyby existoval
néjaky vrchol stupné > 3, povedou z néj dvé hrany stejné
barvy, coz by znamenalo, Ze prislusné parovani obsahuje dvé
hrany sdilejici vrchol. Tedy vSechny komponenty souvislos-
ti tohoto grafu jsou cesty nebo kruznice, navic se na nich
vzdy stiidaji barvy (ze stejného divodu). To automaticky
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Tento text vyzaduje znalost pojmii jako graf, bipartitni graf ¢i prohleddvani do ($irky / hloubky). Pokud je slySite poprvé,
doporuéujeme nejprve nahlédnout do nasi grafové kuchaiky (http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy).
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znamena, ze vSechny kruznice maji sudou délku a obsahuji
stejny pocet hran z obou parovani. Protoze predpoklada-
me, ze M je vétsi nez P, musi byt v grafu vice modrych
hran nez purpurovych. Tedy musi existovat alespon jedna
komponenta majici pfevahu modrych hran a uz vime, ze
to bude cesta. Jelikoz se barvy sttfidaji, aby bylo modrych
vice, musi cesta zacinat i konc¢it modrou hranou.

Takova cesta odpovida zlepsujici cesté v P: stfidaji se na ni
hrany obsazené v P (purpurové) a neobsazené v P (modré)

a oba koncové vrcholy jsou volné (snadné cviceni). A tim je
dokazano.

Algoritmus
Z vyse feceného uz primo plyne trividlni algoritmus na hle-
dani maximalniho parovani:
P « prazdné parovani
Opakuj:
Zkus najit zlepsujici cestu (jednoduché aplikace DFS).
Pokud existuje, prexoruj s ni P.
Pokud ne, vrat P jako maximéalni parovani.
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Jedno hledani zlepsujici cesty trva O(|E|) a provedeme jich
|M]|, kde |E| je pocet hran grafu a | M| velikost maximalni-
ho parovani. Maximalni parovani tedy umime najit v case
O(|M||E)), a jelikoz |M| < |V| (pocet vrcholu grafu), mi-
zeme jej shora odhadnout O(|V||E|).

Tento jednoduchy algoritmus pochopitelné neni nejrychlej-

goritmu? mizeme doséhnout slozitosti O(|E|\/|M]), resp.

O(|E[VIVD.

Zavérem jesté jedna poznamka pro ty z vas, kdoz znate toky
v sitich:® popsany algoritmus je naprosto ekvivalentni Ford-
Fulkersonovu algoritmu spusténému na parovaci sit. Zlep-
Sujici cesty, jak jsme si je zde definovali, pfesné odpovidaji
tokovym zlepSujicim (nékdy téz nenasycenym) cestam.
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