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KORESPONDENCNIHO SEMINARE Z PROGRAMOVANI

Vektory

Tento studigni text vznikl pro tucely seridlu o pocitacové gra-
fice a shaderech, proto se na né misty odkazuje.

Vektor je objekt z linearni algebry, ktery mize byt spoustou
raznych véci. Pro nase ucely je vektor usporadana n-tice
desetinnych ¢isel. Budeme pracovat jen s vektory o dvou
nebo o tfech ¢islech (¢i komponentéch) a zaméfime se na
jejich geometricky vyznam.

Dvourozmérny vektor obsahuje dvé ¢isla (¢i komponenty),
typicky se jim k& x a y podle os souradnic, které bézné
reprezentuji. Trojrozmérny k nim pfidava komponentu z,
Ctyfrozmérny w. S vicerozmérnymi vektory se u shadert
nesetkame.

Co miize takovy 2D vektor popisovat? Jisté do néj mtzeme
ulozit treba soufadnice néjakého bodu v roviné jako dvé
¢isla, potom vektor tento bod popisuje. Lze se na néj divat
ale také z jiného thlu: takovy vektor totiz zaroven popisuje
rozdil polohy mezi pocatkem soufadnic a danym bodem
nebo také smér z pocatku do néjakého bodu.
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V obrézku jsou dva vektory c. Oba jsou stejné (1,—0.5),
jen jsou zakreslené s riznymi pocatky. Dolni mutze repre-
zentovat soufadnice bodu na (1, —0.5), horn{ je néco jako
,smér® z bodu (1,2).

Systém soufadnic

Kdyz se bavime o soufadnicich, méli bychom si poradné de-
finovat co znamenaji. V celém seridlu bude platit, Ze = roste
smérem ,doprava“, y roste ,nahoru“ a z roste ,dozadu“.
Tedy pokud je vas monitor v roviné x a y, tak z bude rtst
smérem ven z monitoru k vam.

Operace s vektory

S vektory mizeme provadét nékolik riznych operaci. Ty-
to operace vzdy provadime na vektorech o stejném poctu
komponent.

Mizeme je scitat: soucet dvou vektort je vektor, jehoz kaz-
da komponenta je soucet odpovidajicich komponent vstup-
nich vektort, tedy napiiklad (1,2)+(3,1) = (4, 3). Vlastné
jsme aplikovali klasickou operaci souc¢tu dvou ¢isel na kaz-
dou komponentu zv1ast.

Geometricky vyznam souctu vektori a + b je takovy, ze
nejdrive se z poc¢atku souradnic pfesuneme podle vektoru a
a poté se z tohoto mista pfesuneme podle vektoru b.
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Stejnym zptsobem muzeme vektory i odecist. DileZitou
vlastnosti rozdilu vektori a — b je, Ze vysledny vektor odpo-
vida sméru z mista b do mista a. Toto je dobré si pamatovat.
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Téz muzeme po komponentdch i ndsobit a délit, coz vektor
néjak natdhne nebo zkrati, a to i rizné v raznych kom-
ponentach. Dilezité je uvédomit si, Ze vynasobeni vektort
po komponentach je jind operace nez skalarni a vektorovy
soucin, ktery popiSeme pozdé&ji. V matematice se nasobeni
vektorid po komponentach pfili§ nepouziva, v shaderech je
ale velmi uzitecné.

Také je obcas uzitecné provést néjakou operaci, tieba vy-
nésobeni, s vektorem a skaldrem (coz je obycejné déislo,
tedy ,jednokomponentovy“ vektor). Operaci stéle prove-
deme zvlast po slozkdch. Chova se to tedy stejné, jako
bychom napfiklad nasobili vektor vektorem, kde je kazda
komponenta nastavena na hodnotu tohoto skalaru, napfi-
klad (2,3) -4 = (8,12) nebo (1,2) + 3 = (4,5). Nasobeni
a déleni skalarem se v matematice pouziva bézné, s¢itani a
od¢itani je spiSe syntakticka zkratka v shaderech.

Délka vektoru a normalizace

Délku vektoru, neboli jeho wvelikost, snadno spocitame po-
moci Pythagorovy véty. Osy x a y jsou na sebe kolmé, tu-
diz pokud si 2D vektor predstavime jako nejdiive posunuti
po z, poté po y, vznikne nam pravouhly trojihelnik, u né-
hoz zndme délky odvésen (hodnoty komponent vektoru),
a délka vektoru je rovna délce pfepony. Stejny princip lze
snadno prenést i do tii rozmérd.



Casto chceme védét jak jsou od sebe dva body a a b vzda-
lené. Nyni uz znadme vse potiebné k tomu, abychom to spo-
Citali: nejdfive nalezneme vektor z a do b, coz je b — a, poté
spoéitame jeho délku (stejné dobfe mizeme vzit vektor z b
do a, tedy a — b).

Kdyz pfemyslime o néjakém vektoru jako o sméru, typicky
nds jeho délka nezajim4 a spiSe ndm prekazi (jak uvidime
u skaldrniho souc¢inu). Proto se hodi zafidit, aby mél tento
vektor délku pravé jedna. Tato operace se nazyva normali-
zace. Provadi se tak, ze spo¢teme délku daného vektoru a
touto délkou ho vydélime.

V GLSL je pro spocitani délky vektoru zabudované funkce
length a pro normalizaci normalize.

Skalarni soucin

Skaldrni soucin, anglicky scalar product ¢i dot product (pro-
toZe se typicky znadi teckou), spocitdme pro dva vektory
tak, Ze nejdfive vyndsobime slozky zvlast (jako u kompo-
nentového nasobeni) a poté vSechny vysledné slozky seéte-
me. Vysledkem tedy neni vektor, ale skaldr). V. GLSL je
pro skalarni souc¢in zabudované funkce dot.

Spocitame-li dot (vec2(1, 2), vec2(3, 4)), dostaneme

1-34+2-4=11.
Nejdtlezitéjsi vlastnosti skalarniho soucinu je, ze pokud se
na vstupni vektory divame jako na sméry, vysledek operace
je roven kosinu tthlu mezi témito vektory vynésobeny je-
jich velikostmi. Pokud thel mezi vektory a, b oznacime s
a velikost vektoru budeme znacit jako |a|, plati:

dot(a,b) = |al - |b] - coss.

Pokud oba vstupni vektory nejdfive znormalizujeme, plati:
dot(a,b) = |a| - |b] - coss =1-1-coss = coss.

Skalarni soucin tedy lze pouzit k vypoctu thlu mezi dvéma
vektory ¢i jeho kosinu.

Vektorovy souéin

Vektorovy soucin, anglicky cross product (znaéi se typic-
ky kiizkem), je operace definovana pouze pro trojrozmérné
vektory. Vstupem jsou dva vektory a vystupem je opét vek-
tor. Tento vystupni vektor je vzdy kolmy na rovinu tvore-
nou vstupnimi vektory (stale o vektorech pfemyslime jako
o ,smérech” ukazujicich z poéatku soutadnic). Navic veli-
kost vysledného vektoru je rovna:

la x b = |a| - |b| - sin s.

Vysledek je kolmy na rovinu vstupnich vektort, jenze k ro-
viné existuji kolmé vektory dva (kdyZ nds zajima jen smér
a ne délka), pro vodorovnou rovinu by to byl vektor ,naho-
ru“ a vektor ,dola“. Ktery z nich vektorovy soucin vraci, si
Ize zapamatovat pomoci pravidla pravé ruky: nastavte svou
pravou ruku nasledujicim zptsobem:

e Ukazovacek ukazuje dopfedu a symbolizuje prvni vstup
operace.

® Prostfednicek ukazuje doleva a symbolizuje druhy vstup
operace.

® Palec ukazuje nahoru a symbolizuje vysledek.

Dejte ovsem pozor na to, ze toto nemusi platit v kazdém
soufadnicovém systému. Kdybychom nadefinovali, Ze z je
dopfedu, pravidlo by fungovalo obracené (museli bychom
pouzit levou ruku misto pravé).

V grafice se vyuziva predevsim toho, Ze vektorovy soudin
dokéaze najit vektor kolmy na rovinu néjakych dvou jinych
vektorti.

Barva jako vektor

V shaderech ¢asto reprezentujeme barvu jako trojrozmérny
vektor. Komponenta x odpovida Cervené, y zelené a z mod-
ré. Hodnoty mezi 0 a 1 odpovidaji riznému rozsviceni pi-
xelu na monitoru.

Jak se barvy chovaji vzhledem ke komponentovym opera-
cim na vektorech?

Soucet a je néco mezi zesvétlenim a smichanim barev:

(0.2,0.0,0.0) + (0.5) = (0.7,0.5,0.5).

Nasobeni a déleni je zesvétleni ¢i ztmaveni pfi zachovani od-
stinu a sytosti barvy, aspon dokud hodnoty ztstavaji v zob-
razitelném rozsahu 0. .. 1:

(0.2,0.8,0.2) - 0.5 = (0.1,0.4,0.1).

Pokud hodnoty presdhnou 1, tak se stale zobrazi jako 1:
barva (0.2,0.8,0.2) -4 = (0.8, 3.2,0.8) se zobrazi stejné jako
(0.8,1.0,0.8)

Komplexni éisla

V prvnim dile grafického seridlu se i kratce setkdme s kom-
plexnimi ¢isly, takze v rychlosti shrneme, co to vlastné je.

Co kdyby $lo odmocnit zaporna ¢isla? To je zakladni mys-
lenka za komplexnimi ¢isly. Odmociiovani zapornych éisel
realizujeme tak, Ze definujeme vysledek odmocnéni —1 jako
i, nazyvané imagindrni jednotka.

V-1=i.
V—d=+v4-y/=1=2i

Co se stane, kdyz k nasobku i pfi¢teme nebo odecteme re-
alné ¢islo? Samoziejmé se s i nemuze ,zkombinovat“, takze
dostaneme vyraz typu a + bi, kde a, b jsou redlna cisla.
Slozku a nazyvame redlnd ¢dst, b imagindrni édst. Cislim,
které mohou mit imaginarni ¢ast, fikdme komplexni cisla.

Komplexni ¢islo v tomto tvaru se chova skoro jako dvoj-
rozmérny vektor: a a b jsou jeho komponenty. Casto kom-
plexni ¢isla vizualizujeme v roviné stejné jako vektory. S¢i-
tani a odc¢itani komplexnich ¢isel se chova tplné stejné ja-
ko u dvojrozmérnych vektord, tedy (a + bi) + (c + di)
((a 4 b) + (c+ d)i).

Podobné se také chova absolutni hodnota komplexnich ¢isel
— je totiz definovana stejné jako délka vektoru.



Nasobeni a déleni komplexnich ¢isel jingmi komplexnimy
Cisly se ale chova aplné jinak. My si ukdzeme jen nasobeni,
které lze snadno odvodit:

(a4 bi) - (c+di) = a-c+ adi+ bei + bdi® =
= ac + (ad + be)i — bd.

Nasobeni a déleni komplexniho ¢isla redlnym ¢islem se cho-
vé stejné jako u vektort: (a + bi) - ¢ = ac + bei
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