Céstecné vrcholové pokryti

Pripomenuti

Ve standardnim vrcholovém pokryti dostaneme na vstupu graf G a pfirozené ¢islo k£ a chceme
zjistit, zda v G existuje vrcholové pokryti velikosti nejvys k, to je podmnozina nanejvys k
vrcholu G, tz. kazda hrana G obsahuje néjaky vrchol této podmnoziny (zkratka podivame-li
se na libovolnou hranu, alespon jeden ze dvou jejich vrcholu je souéasti vrcholového pokryti).

Na prednésce jsme vidéli tii algoritmy, které tento problém fesily v F'PT case s paramet-
rem k. Ten nejrychlejsi, zaloZeny na omezeném vétveni, to zvladl v ¢ase O(m+/n+ 14656Fk°),
tj. O*(14656%).

V problému Césteéné vrcholové pokryti na vstupu dostaneme opét néjaky graf G, a
tentokrat dvé pfirozena cisla s a k. Ptame se, zda existuje mnozina vrcholi v G velikosti
nejvys k, kterd pokryje alesponi s ruznych hran (zkratka v grafu existuje alespoil s rtiznych
hran, kde kazda obsahuje alespon jeden zvoleny vrchol).

Rikali jsme si, 7e s parametrem k je tato tloha W[1]-tézk4 a nikdo ji neumi fesit v FPT
case, tj. O(f(k) - n¢), kde f je libovolna funkce zavisla jen na k a c libovolné pevné ¢islo
(hypotéza exponencialniho ¢asu FTH implikuje, ze takovy algoritmus nemiize existovat).

Pokud za parametr zvolime s, F'PT" algoritmus najit ptijde. Neni to ale iplné pfimocaré:

FPT teSeni

Nejprve avaha: Ndrocéné na problému je, Ze nevime, kterych s hran konkrétne pujde pokryt
mazx. k vrcholy, coZ znemoznuje primocaré omezené vetveni. Potrebujeme néjakou informaci
navic o strukture mozného resent, a tu ziskame pravdépodobnostneé.

Konkrétné si predstavme, ze ndm nékdo da funkei y, kterd kazdé hrané e € E(G) pridéli
¢islo x(e) od 1 do s, a slibi ndm, Ze néjaké ¢astecné vrcholové pokryti pokryje s hran, kde
kazdd ma jinou hodnotu x. Funkci x budeme fikat ,obarveni® hran a kdyz si predstavime
néjaké konkrétni ¢astec¢né vrcholové pokryti, chceme, aby s jeho pokrytych hran mélo po dvou
rizné barvy.

Kdyz takové y mame, jak ovéfime existenci ¢astecného vrcholového pokryti? Muzeme si
udélat tabulku dynamického programovani s hodnotami 7'[X, j|] pro X podmnoZinu barev
{1,...,s} a j ¢islo od jedné do k. V T'[X, j] chceme mit ulozeno True tehdy, kdyZ je mozné s
pouzitim j vrcholt pokryt hrany vsech barev v X (pro kazdé b v X néktery z j vrcholu lezi
na hrané e barvy x(e) = b).

Pak iterujme index j od jedné do k a v kazdé iteraci pro kazdy vrchol v najdéme vsechna
T[X,j— 1] s hodnotou True a True prifadmé taky do T'[Y, j], kde Y je X sjednocené navic s
barvami hran v. Jde tak vlastné o ¢tyfnasobnou iteraci: indexu j, pres vSechny vrcholy, pfes
hodnoty T z predchozi iterace, a jesté pres hrany v k ziskani jejich barev.



Kdyz tak ziskdme True pro X rovno celé mnoziné barev {1, ..., s}, vime, Ze existuje platné
¢astené vrcholové pokryti s (rtizné barevnych) hran. Také ziejmé pokud takové céstecné
vrcholové pokryti existuje, True v pfislusné hodnoté tabulky dostat musime. Hledani ndm za-
bralo ¢as O*(2%), ackoli stoji za zminku, ze narozdil od vSech ostatnich algoritmi z prednasky,
zde kromé exponencialniho ¢asu potfebujeme i exponencialni mnozstvi paméti.

Dobre, umime fesit problém s pomoci funkce x, kde ji ale vezmeme? Ptjdeme na to od
lesa: obarvime si kazdou hranu nahodné, tj. kazdé hrané e prifadime rovnomérné ndhodné
x(e) od jedné do s. Predpokladejme, Ze existuje ¢astecné vrcholové pokryti, které pokryva s
néjakych konkrétnich hran. Jaka je pravdépodobnost, ze nase x prifadilo kazdé z nich jinou
barvu? Vsech obarveni je s° - (m — s)® (kde m je pocet hran) a téch, kde nasich s hran ma
jiné barvy je s!- (m —s)°.

(m — s)*® se zkréati a dostaneme pravdépodobnost dobrého obarveni SS—;

Ted miZeme pouzit standardni nerovnost s! > (g)s a odvodit, Ze nas primitivni pokus
ziskat spravné obarveni se povedl s pravdépodobnosti alespon
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Kdyz tak x zvolime takto ndhodné a pak aplikujeme nas predesly algoritmus, dostaneme
finalni algoritmus, ktery

e v pripadé, ze ¢astecné vrcholové pokryti v GG neexistuje, nikdy neuspéje, a
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e v piipadé, Ze existuje, ho detekuje s pravdépodobnosti alespon ;.

Pravdépodobnost v druhém piipadé ale umime zvysit prosté opakovanim béhu algoritmu.
Béhem e®-krat dostaneme s vyuzitim nerovnosti e* > 1 + z (platné pro kazdé redlné x)
pravdépodobnost neuspéchu algoritmu nejméné
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coz je konstantni pravdépodobnost. Pro libovolné malou (pevnou) pravdépodobnost nenale-
zeni ¢astecného pokryti v pripadé, Ze existuje, tak staci uz jen nésobit pocet béhti algoritmu
konstantou.

Mdme tak pravdépodobnostni algoritmus bézZici v FPT ¢ase O*((2¢)%), ktery vidy sprdvné
rekne, Ze cdstecné pokryti neexistuje, pokud skutecné neexistuje v G, a v pripadé Ze existuje,
ho detekuje s libovolné vysokou pravdépodobonsti.
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