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Uvod Roénik Sestnacty, 2003/2004

Uvod

Korespondenéni semindf z programovani (dale jen KSP), jehoz Sestnicty
ro¢nik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitam pofadanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovéani z fad studenta stfednich skol.
Resice ulohy naseho seminaie, stiedoskolaci ziskdvaji praxi ve zdolavani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémt, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky. Proto nékteré tlohy KSP svou obtiznosti vysoko presahuji ramec
béZzného stredoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim Fizeni
na vysoké skoly, MFF z toho nevyjimaje. To ovSsem vibec neznamend, ze nem4
smysl takové problémy feSit — pri troSe premysleni neni prilis obtizné néjaké
(i kdyZ nékdy ne to nejlepsi) feseni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probiha tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane poStou zadéni
nékolika (Gtyt ¢i péti) tloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vSechny) vyte-
81, sva feseni v priméfené vzhledné podobé sepise a do uréeného terminu zasle
na nize uvedenou adresu (at uz fyzickou ¢i elektronickou). My je poté opravi-
me a spolu se vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pti vhodné
prilezitosti zpét na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhnou Ctyti série, v letech hojnéjsich pak
pét. Zavérecnym bonbdnkem je pak pravidelné soustredéni nejlepSich fesitelt
seminare, konané obvykle na za¢atku ro¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty pro-
gram Citajici jak aktivity ryze odborné (pfedndsky na rizné zajimava témata
apod.), tak aktivity ryze neodborné (kuptikladu hry a soutéze v pfirodé).

N4&s korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu — exis-
tuji korespondencni seminare z fyziky a matematiky pfi MFF, jakoz i jiné pro-
gramatorské seminéafe (kupiikladu bratislavsky). Rozhodné si vSak nekonku-
rujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi néco trochu jiného, feSitelé
si mohou vybrat z bohaté nabidky tloh a najdou se i takovi nadSenci, kteri
Uspésné Tesi neékolik seminaid najednou.

Velice radi vam odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nasi fakulté, tak i stran jakychkoliv informatickych ¢i programatorskych
problémt. Jakykoliv problém, jakdkoliv iniciativa ¢i nabidka ke spolupraci je
vitdna na adrese:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/
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Zadani uloh 16-1-1

Zadani uloh

16-1-1 Telefonni seznam 10 bodu

Vytrvalejsim feSitelim naseho seminéfe jiz zndma spole¢nost Shumm & Brumm
rozsifuje své podnikani v oblasti telekomunikaci a jejim nejnovéjsim pocinem
mé byt vSeobsahujici telefonni seznam. Oddéleni pro shromazdovani idajt jiz
ziskalo vSechna jména a telefonni ¢isla a predalo je Oddéleni pro tridéni ida-
ja, které zacalo jména ttfidit. T¥idéni je nicméné prace znac¢né vycCerpavajici
a pracovnici oddéleni si to postupné srovnavali v hlavé a odchéazeli za lepSim
vydélkem. A tak se jednoho dne stalo, Ze nezbyl nikdo, kdo by tfidil. Vedeni
spolec¢nosti se v zoufalstvi obratilo na vas, abyste pomohli dotfidit onen seznam.

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus a napsat program, ktery dostane na
vstupu pocet jmen v seznamu N a dale pfedtiidény seznam jmen (hacky a ¢arky
ve jménech ¢i Ceskou specialitu s t¥idénim ,ch“ nebudeme uvazovat). Seznam
je predtfidény tak, Ze libovolné jméno se v ném nachézi nejvyse ve vzdalenos-
ti k od mista, kde bude v setfidéném seznamu. Toto ¢islo k£ téz dostane vas
program na vstupu. Na vystup mé vas program vypsat setfidény seznam jmen.

Priklad: Pro seznam sedmi jmen Pycha, Kopyto, Pytel, Netopyr, Pysk, Spyti-
hnev, Slepys je setfidény seznam Kopyto, Netopyr, Pycha, Pysk, Pytel, Slepys,
Spytihnev. Jako k by mohl vas program dostat 2, protoze nejvzdalenéjsi od
svych spravnych pozic byla slova Netopyr, Pycha a Pytel a ta se posunula
o dvé mista.

16-1-2 Lokalni minimum 10 bodu

Méjme pole A s N celymi ¢&isly. Rekneme, Ze na pozici i je lokdlni minimum
pokud A[i — 1] > A[i] < A[i + 1] (pro jednoduchost pfedpokladame, ze A[0] =
A[N + 1] = o0). Vasim tkolem v této tloze nebude nic tézsiho, nez nalézt
v daném poli pozici libovolného lokéalniho minima. Problém ale spoc¢iva v tom,
ze byste to méli udélat skuteéné rychle — asymptoticka casova slozitost vaseho
algoritmu (nepo¢itdme nacitani pole) by méla byt mensi nez O(N).

Priklad: V poli 1,3,2,1,4,2,5 se lokdlni minima nachézi na pozicich 1, 4 a 6
a vas program tedy muze vratit libovolnou z téchto pozic.

16-1-3 Dl 11 bodi

Tézarska spole¢nost Coppermine ziskala povoleni k tézbé médi v Kaputanii.
Patfiény geologicky prizkum jiz byl proveden, stroje nakoupeny, jediny pro-
blém, ktery jesté zbyva vytesit, je doprava vytézené médéné rudy ke zpracovani.
Spole¢nost sice disponuje velkymi ndkladnimi auty, nicméné silnice v Kaputanii

7



Korespondenéni seminar z programovani MFF 2003/2004

jsou pomeérné nizké kvality a plné nalozené nakladni auto by nemusely unést.
Planovace spole¢nosti Coppermine by pfirozené zajimalo, jaké nejtézsi auto
miize projet z dolu do tovarny na zpracovani rudy, a proto se obratili na vas.

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus a napsat program, ktery dostane
na vstupu pocet mést v Kaputanii N, pocet silnic M a dale popis onéch silnic.
Kazda silnice vede mezi dvéma mésty a predpokladame, ze mimo mésta se
silnice nek¥izi. Silnici proto popisuji jednozna¢né ¢isla dvou mést (mésta si
odislujeme od jedné do N), mezi kterymi vede. Déle je u kazdé silnice udana
jeji nosnost. Na vystup mé vas program vypsat cestu z dolu do tovarny (dul je
ve mésté s Cislem 1 a tovarna ve mésté s Cislem N), po které mize projet co
je minimum z nosnosti jednotlivych usektu co nejvétsi. Muzete predpokladat,
ze mezi dolem a tovarnou vzdy vede néjaka cesta. Pokud je cest se stejnou
nosnosti vice, muzete vratit libovolnou z nich.

Priklad: Pro situaci jako na obrazku by mél vas program nalézt cestu 1,2, 3,5,
po které muze projet auto s vahou 4.

16-1-4 Nerus$ mé trojuhelniky! 10 bodu

V prubéhu veéku lidé vymysleli mnoho rtznych vice ¢i méné silenych Sifrovacich
metod. Jednu z nich vymysleli kryptografi¢ti odbornici z Artustanu. Zasifrova-
na zprava vypadala jako nékolik nevinné vyhlizejicich kruznic s vyznacenymi
nékterymi body na obvodu. Vyzvédna sluzba ze sousedniho Bosstanu dlouho
nemohla Sifru rozlustit, az se jednomu z jejich $piént podarilo vypéatrat, Ze pro
§ifru je podstatny pocet trojuhelnika s vrcholy ve vyznacenych bodech, které
obsahuji stfed kruznice. Zjistit toto ¢islo ruc¢né je ovsem pracné, a tak jste byli
pozadani o pomoc.

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus a napsat program, ktery dostane
na vstupu pocet vyznacenych bodiu na obvodu kruznice N a déle N realnych
¢isel udavajicich uhly, pod kterymi jednotlivé body lezi (0° je bod ,na sever®
od stfedu, thel roste proti sméru hodinovych ruciéek). Na vystup pak vypise
pocet trojihelnikt s vrcholy v zadanych bodech, které obsahuji stfed kruznice.
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Priklad: Pro kruznici s péti body na pozicich 0°,45°,135°,215°,270° (viz ob-
razek) existuje pét trojihelniki obsahujicich stied.

16-1-5 Pravdépodobnostni algoritmy 10 bodu

V letosnim ro¢niku jsme se rozhodli, ze v rdmci obvyklého seridlu uvedeme
nékolik tloh zaméfenych na pravdépodobnostni algoritmy. Co to takovy prav-
dépodobnostni algoritmus je? Inu je to vlastné obycéejny algoritmus, ktery ale
navic pfi svém béhu vyuzivd ndhodnd c¢isla. Asi si feknete: ,K ¢emu nam jsou
nahodna ¢isla dobra?“ Ac¢ to je mozna na prvni pohled prekvapivé, ndhodna
¢isla mohou pomoci vyrazné urychlit béh naseho algoritmu.

Protoze ndhodna ¢isla se budou objevovat v celém nasem serialu, méli
bychom si nejdfive ujasnit, co si pod timto pojmem predstavujeme. Obvykle
budeme potfebovat generovat ndhodna cela ¢isla z néjakého intervalu0... N—1
tak, aby v8echna ¢isla méla stejnou pravdépodobnost (tedy abychom kazdé ¢islo
vygenerovali s pravdépodobnosti 1/N). Ziskat takové ndhodné ¢islo ale neni tak
jednoduché, jak by se mohlo zdat a my toho vyuzijeme v nasi prvni uloze.

Predstavte si, Ze mate k dispozici generator ndhodnych biti — tedy néjakou
funkci randbit, kterd vam s pravdépodobnosti 1/2 vréati 0 a s pravdépodobnos-
ti 1/2 vrati 1 — a chcete s jeji pomoci vytvorit funkci random(N), kterd vraci
ndhodné éislo z intervalu 0... N — 1 (takové, jaké jsme popsali v pfedchozim
odstavci). Navic bychom chtéli, aby vase funkce random potiebovala na vyge-
nerovani jednoho nahodného ¢isla co nejméné volani funkce randbit. Soucasti
vaseho Teseni by mélo byt jednak zduvodnéni, pro¢ vas generdtor vygeneruje
kazdé ¢islo z daného intervalu se stejnou pravdépodobnosti a jednak odhad
poctu volani funkce randbit.

16-1-K Recepty z programatorské kucharky Dan Kral

Nase povidani o algoritmech a datovych strukturach za¢neme u jednoho z nej-
znameéjsich algoritmi, Dijkstrova algoritmu pro hledani nejkratsich cest v gra-
fech. A protoze se nam k tomu bude hodit Sikovna datova strukturka zvana
halda, tak si popiseme nejdfive ji.

Halda je datové struktura pro uchovavani mnoziny ¢isel (¢ jakychkoliv
jinych objektt, na kterych mame definovano usporadani, tj. umime je porov-
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nivat). Tato datova struktura obvykle podporuje nasledujici operace: PFidani
nového prvku do haldy, odebrani nejmensiho prvku a dotaz na nejmensi prvek.
My si ukazeme takovou implementaci haldy, ze pokud halda obsahuje N ¢isel
(prvkl), tak na pfidani ¢i odebrani jednoho prvku potiebujeme ¢as O(log V),
a na zjisténi hodnoty nejmensiho prvku v haldé ¢as konstantni, tj. O(1).

Jedna takova implementace haldy je nasledujici: Pokud halda obsahuje IV
prvki, pak jeji prvky mame uloZeny v poli na pozicich 0 az N — 1. Prvek na
pozici s indexem k ma dva ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k + 1 a 2k + 2;
samoziejmeé, pokud je k velké, a tedy napf. 2k + 2 > N — 1, pak ma takovy
prvek jednoho ¢ dokonce zadného naslednika. Prvek na pozici | (k —1)/2] pak
nazyvame predchidcem prvku na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji binarni stromy,
jisté rozpoznali ve vyse uvedeném moznost, jak v poli uchovavat vyvazené
bindrni stromy (naslednici jsou synové a predchtdci otcové v obvyklé stromové
terminologii).

My vsSak v poli neuchovavame prvky haldy uplné v libovolném poradi.
Chceme, aby platilo, ze kazdy prvek je mensi nez kterykoliv z jeho néaslednik.
TakzZe nase halda muze vypadat napt. nasledovné:

0|12 3|45 |6]|7]|8
5| 6 (2025 7 | 2122|2627

Z toho, co jsme si pravé popsali je jasné, ze nejmensi prvek je uloZen na
pozici s indexem 0 a tedy muzeme snadno v konstantnim case zjistit jeho hodno-
tu. V nasledujicim odstavci prozradime, jak 1ze prvky do haldy rychle pfidavat
a odebirat.

Popisme si nejprve, jak lze prvek do haldy pridat. Jestlize halda obsahuje
N prvku, pak novy prvek, fikejme mu tfeba X, nejprve umistime na konec po-
le, tj. na pozici s indexem N. Nyni X porovname s jeho predchidcem. Pokud
je jeho pfedchiiddce mensi, pak je vSe v porddku a jsme hotovi. V opa¢ném pii-
padé X prohodime s jeho predchiidcem. Ziejmé je X nyni mensi nez kterykoliv
z jeho nasledniki, ale stale by mohl byt mensi nez jeho novy predchiidce. Takze
X porovname s jeho soucasnym predchiidcem a pokud je X mensi, tak tyto
dva prvky opét prohodime. A takto pokracujeme, dokud soucasny predchtudce
X neni mensi nez X nebo X nemd zddného pfedchtidce (tj. X je na pozici
0). Protoze se v kazdém kroku index pozice, kde se prvek X prévé nachdzi,
zmensi zhruba na polovinu, tak celkové provedeme nejvyse O(log N) vymeén,
a tedy spotfebujeme ¢as O(log N). Odebirani prvkt probihd podobné: Prvek
z posledni pozice (tj. z pozice N —1) pfesuneme na pozici 0. Misto s pfedchidci
jej vSak porovname s jeho nasledniky a v ptripadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
néaslednikt, tak je prohodime (pokud je vétsi neZ oba jeho néaslednici, pak ho
prohodime s mensim z nich). A protoZe se ndm v kazdém kroku index ,bubla-
jictho“ prvku v poli zhruba zdvojnéasobi, opét spotfebujeme ¢as O(log N).
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Jako cviceni si rozmyslete, ze kdyZ si pamatujeme pro kazdy prvek, kde se
v haldé nachazi, pak 1ze z haldy libovolny prvek odstranit (nebo zménit jeho
hodnotu) v ¢ase O(log N).

Ukéazkovou implementaci haldy si miuzete prohlédnout na konci nasi ku-
charky.

Dijkstriv algoritmus se pouziva pro hledani nejkratsich cest v grafu. Graf si
muZeme predstavovat jako néjaké body, kterym fikame vrcholy, spojené navza-
jem Carami, kterym pro zménu fikdme hrany. V nasem piipad€ budou mit hrany
pfifazeny wvdhy, tedy néco jako délku ¢ary. Cestou pak nazveme posloupnost
vrcholi v1vs . .. vg takovou, ze kazdé dva po sobé jdouci vrcholy jsou spojeny
hranou, a délkou cesty soucet vah hran spojujicich takové dvojice vrcholu. Graf
si muzeme predstavit jako napt. mésta spojena silnicemi, kde vaha je délka sil-
nice a délka cesty je pak vzdalenost, kterou ujedeme mezi mésty. Nékdy se
také setkame s orientovanymi grafy, ve kterych maji hrany pfifazenu orientaci,
tj. smeér z jednoho z krajnich vrchold do druhého, a je po nich mozné cestovat
pouze v tomto daném sméru.

Dijkstrav algoritmus nalezne v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi
vrcholy za predpokladu, ze védhy vSech hran jsou nezadporné. Ve skutecnosti
tento algoritmus déla o malinko vice: Najde totiz nejkratsi cesty z jednoho
zadaného vrcholu do vSech ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme uréit délky nejkratSich cest.
Budeme si udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vg do vSech
ostatnich vrcholu grafu. Navic u nékterych vrcholtt budeme mit poznamenano,
Ze cesta nalezend do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholim budeme
tikat trvale ohodnocené. Na zacatku inicializujeme v poli vSechny hodnoty na
oo kromé hodnoty odpovidajici vrcholu v, kterou inicializujeme na 0 (délka
nejkratsi cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak provedeme
nasledujici: Vybereme vrchol w, ktery neni trvale ohodnoceny, a mezi vSemi
takovymi vrcholy je délka zatim nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w
prohlasime za trvale ohodnoceny. Dale otestujeme, zda pro néjaky vrchol v cesta
z vrcholu vy do w a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta
z vg do v a je-li tomu tak, pak zménime délku zatim nalezené cesty do v. Toto
provedeme pro vSechny takové vrcholy v.

Cely algoritmus skon¢i, pokud jsou uz vSechny vrcholy trvale ohodnocené
nebo vSechny vrcholy, co nejsou trvale ohodnocené, maji délku cesty do nich
rovnou oo (v takovém pripadé se graf sklad4 z vice nesouvislych ¢asti). Pied tim,
nez dokazeme, ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne délky nejkrat-
Sich cest z vrcholu vy, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti: K uchovavani
délek dosud nalezenych cest pouzijeme haldu. Zfejmé halda bude obsahovat
na zacatku N prvka a v kazdém kroku se pocet jejich prvka snizi o jeden.
Cely algoritmus mé nejvyse N krokt, kde N je pocet vrcholi vstupniho grafu.
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V kazdému kroku musime zkontrolovat tolik vrcholt v, kolik hran vede z vrcho-
lu w. Kazda takova kontrola mtze vyustit ve vyjmuti a pfidani prvku v haldé,
tj. mizeme na ni potfebovat ¢as O(log N). Pocet takovych zmén pro vSechny
kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je pocet hran vstupniho grafu.
Celkova Gasové slozitost naseho algoritmu je O((N + M) log N).

MiZe se samoziejmé stat, ze nas graf ma hodné hran, az kvadraticky mnoho
v poc¢tu vrcholt N. V takovém pfipadé je lepsi haldu vibec nepouzit a v kaz-
dém kroku uréit w v ¢éase O(N) prostym vybérem nejmensi hodnoty z trvale
neohodnocenych vrcholdl (a tyto hodnoty si uchovavat v normalnim poli). Ca-
sova slozitost této implementace Dijkstrova algoritmu, jejiz kdéd lze najit na
konci nasi kuchaiky, je O(N?).

Pozndmka pro zvidavé: pouzitim jiného druhu haldy, tzv. Fibonacciho hal-
dy, lze zlepsit ¢asovou slozitost Dijkstrova algoritmu az na O(M + N log N).

Vratme se nyni k ditkazu spravnosti Dijkstrova algoritmu. UkéZeme, Ze po
kazdém kroku algoritmu plati nésledujici tvrzeni: Nechf A je mnozina trvale
ohodnocenych vrcholit. Pak délka dosud nalezené cesty z vg do v (v je libovol-
ny vrchol grafu) je délka nejkratsi cesty vovs . . . vgv takové, ze vSechny vrcholy
Vg, V1, ...,V jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokdzeme indukci, dle poc¢tu kroki
algoritmu, které jiz probéhly. Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku
algoritmu. Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohldsen za tr-
vale ohodnoceny. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery je trvale ohodnoceny.
Pokud v = w, tvrzeni je trividlni. V opaéném piipadé ukazeme, Ze existuje
nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Ozna¢me
D délku cesty z vg do v pfes vrcholy A\ {w}. ProtoZe v kazdém kroku vybirdme
vrchol s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrchold v jednotli-
vych krocich tvoii neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak
délka cesty z vy do w pres vrcholy z A je alesponn D. Ale potom délka libovolné
cesty z vy do v pfes w pouzivajici vrcholy z A je alesponi D. Z volby D pak
vime, Ze existuje nejkrat$i cesta z vy do v pies vrcholy z A, kterd nepouziva
vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery jesté neni trvale ohodnoceny. Necht
Vo1 . . . Vv je nejkratsi cesta z vy do v takova, ze vSechny vrcholy vg, v1, ..., v
jsou v mnoziné A. Pokud vy = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této
cesty v pravé probéhlém kroku. Pokud vy # w, pak vgvi,...,vr je nejkratsi
cesta z vy do vy pres vrcholy z mnoziny A, a tedy muzeme predpokladat, ze
zadny z vrcholl vy, ..., vx neni w (podle toho, co jsme si rozmysleli na konci
minulého odstavce). Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz
ptred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Zze po poslednim kroku mnozina A obsahuje pravé ty
vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokéazali jsme, Ze nas algoritmus
funguje spravné.
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16-1-K

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstruv algoritmus funguje i pro orien-
tované grafy a Ze jej lze snadno upravit tak, aby nam kromé délky nejkratsi
cesty i takovou cestu nasel: U kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu méni-
me ohodnoceni, poznamename, ze kterého vrcholu do néj pfichazime. Nejkratsi
cestu do néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, Zze u posledniho vrcholu
této cesty zjistime, ktery vrchol je predposledni, u predposledniho, ktery je

predpredposledni, atd.
Implementace haldy

var halda:array[0..MAX] of integer;
N: word; { poget prvkd v haldé }

procedure chyba; { néco je Spatné }

function nejmensi:integer;
begin
if N=0 then chyba;
nejmensi:=haldal[0]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i,j:word;
x:integer;

begin
if N=MAX then chyba;
i:=N; N:=N+1;

halda[i] :=prvek;
while (i>0) and (halda[(i-1) div 2]>haldal[i]) do
begin
ji=(@i-1) div 2;
x:=halda[j];halda[j] :=halda[i];haldal[i] :=x;
i:=j;
end
end;

procedure zrus_nejmensi;
var i, j:word;
x:integer;
begin
if N=0 then chyba;
halda[0] :=halda[N-1];

13
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N:=N-1; i:=0;
while 2*i+1<=N-1 do
begin
j:=1;

if (2*%i+1<=N-1) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2*i+1;
if (2*%i+2<=N-1) and (halda[j]l>halda[2*i+2]) then j:=2*i+2;
if i=j then break;
x:=halda[i]; halda[i] :=halda[j]; haldal[j]:=x;
i:=j
end
end;

Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word; { po&et vrchold }
vahy: array[1..MAX,1..MAX] of integer;
{ vahy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1..MAX] of integer;
{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekonecno }
trvaly: array[1..MAX] of boolean;
{ trvale ohodnocen? }

procedure Dijkstra(odkud: word) ;
var i: word;

w,V: word;
begin
for i:=1 to N do
begin
trvaly[i] :=false;
delky[i]:=-1;
end;

trvaly [odkud] :=true;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1to N do
if not(trvaly[i]) then
if w=0 then
w:i=i
else
if delky[i]<delky[w] then
Wi=i;

14
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if w<>0 then

begin
trvaly[w] :=true;
for i:=1 to N do

if (vahy[w] [i]<>-1) and not(trvaly[i]) and
{ podminku "not (trvaly[i])" lze vypustit }
(delky [w]+vahy [w] [i]<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;

16-2-1 Kral Eeek 10 bodu

Byl-nebyl jednou jeden kral, ktery se jmenoval Eeek a mél tuze rad knizky.
Jeho palac se uz davno stal jednou velikdnskou knihovnou a kral Eeek travil
celé dny vysedavanim u krbu ve své soukromé ¢itarné. Az jednoho dne za nim
prisel lord nejvyssi knihovnik a svéril se krali, ze objevil knihu, které ani za mak
nerozumi.

Cely text onoho masivniho fasciklu byl tvofen jen a pouze ¢islicemi, uspora-
danymi zdanlivé bez jakéhokoliv fadu, a spolehlivé ¢inil zmatek jak v pomazané
hlavé kralovské, tak v ponékud méné vznesené, le¢ vzdélangjsi hlavé knihovni-
kové. Dlouho o tom pri dobrém viné premysleli, az dospéli k nasledujici teorii:

Kdysi davno Zila civilizace, jejiz filosofové radi zapisovali své mySlenky jako
dlouhatanska ¢isla v roztodivnych ¢iselnych soustavach. Ovsem zaklady téchto
soustav byly natolik velké, Ze jim brzy dosly symboly pro ¢islice, a tak jednotlivé
Cislice zacali zapisovat v desitkové soustavé. Navic jesté za Cislo pripojovali
zéklad soustavy, rovnéz zapsany desitkové. Cisla tedy vypadala napiiklad takto:

(1)(6)[10

(10)(10)[11

(14)(10)(5)[16

(M@ (1)(0)(B)(1)[6

Pfitom zapisy ¢islic nikdy nezacinaly nulou, pokud neslo o nulu samotnou,
a byla to vzdy celd nezaporna ¢isla mensi nez zaklad. Zaklad byl celé ¢islo

vétsi nez 1 a také nikdy nezacinal nulou. Formalné receno, hodnota disla se
stanovovala podle nésledujiciho pravidla:

=1-10'+6-10°= 16
=10-11'4+10-11° =120
=14-16%+10-16' +5-16° = 3749
=1-6°+...41-6°=13207

n

(an)(an-1)...(a1)(ag)lz] = Zai -2

=0
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,Léty ovSem zavorky v zapisu vybledly a zbyly jen ¢islice, takZze ptuvodni
¢islo uz stézi kdo rozpozna,* povzdechl si kral Eeek. Knihovnik na to ale opa-
¢il, ze zatimco se Jeho velicenstvo racilo vénovati hodnotné literatute, poddani
mezitim objevili pocitace a dokonce si uz zalozili i programéatorsky korespon-
denéni seminaf, takze jisté dokazi napsat program, ktery o daném fetézci Cisel
rozhodne, kolik existuje zptsobt, jak doplnit zavorky tak, aby vznikl korektni
zapis néjakého cisla.

Co tikate, dokazete to?

Priklad: Posloupnost 1410516 odpovida zapistm:

W@OWO G (1)4)1)0)[516]
WOW)O)(B)16]  (14)(1)(0)[516]
(4)L)O)(B)16]  (1)(41)(0)[516]
()(A)(10)(5)16]  (141)(0)[516]
(14)(10)(5)(16] (1)(4)(10)[516]
(1)(4)[10516] (14)(10)[516]
(14)[10516] (1)(410)[516]
(1)[410516]

Naproti tomu posloupnost 100 zadnému zapisu neodpovida.

16-2-2 Kral Ovopole 10 bodu

Nebyl-byl jednou jiny kral, kterému fikali Ovopole, nebot mél zvlastni zali-
bu ve vajickdch — mimo to, Ze si na nich radd pochutnéval, je také védecky
zkoumal. Jednoho dne ho napadlo, Ze zjisti, ze kterého nejnizsiho patra jeho
vysokéanského (takto N-patrového) paléce se vajicko pusténé z okna na nadvoii
rozbije.

To je samoziejmeé snadné zjistit pokusy: V kazdém pokusu krél vajicko pus-
t1 z néjakého patra a kdyz se vajicko nerozbije, necha si ho pfinést a mize s nim
podniknout dalsi pokus; pokud se rozbije, musi kral sdhnout po dalsim vajic-
ku. To je snadné, ale ouha, Ovopole pravé s u(div|dés|zas)em zjistil, Ze v celém
paléci se nachazi jen k vajicek, kterd doposud nepodlehla pifedchozim experi-
mentim. Navic kral je ponékud netrpélivy, takze by s témito k vajicky chtél
ziskat spravnou odpovéd na co nejméné pokusi.

Napiste proto nasemu krali program, ktery jeho problém vyfesi (jisté se
vam za to dostane krélovské odmény). Takovy program dostane na vstupu
pocet pater N a pocet vajicek k a postupné bude navrhovat jednotlivé pokusy
a prijimat odpovédi, jak pravé vypsany pokus dopadl. Nakonec program odpovi
¢islem hledaného nejnizsiho patra.
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16-2-3 Kral Potvornik 10 bodu

Kral Potvornik (matematiky vétsinou zvany , Ten, ktery zaddvé “ nebo prosté
Nepftitel) si u svych zeméméFi¢u objednal pfeméfeni své kralovské potvorolo-
gické zahrady za ucelem stavby nového plotu. Zahrada ma, jak je znamo, tvar
nepravidelného konvexniho n-thelniku (to, Ze je konvexni, znamena, ze vSechny
vnitini thly jsou mensi nez 180°) a Potvornik pot¥ebuje zjistit jeji obvod, aby
védél, kolik pletiva a ostnatého dratu musi objednat.

pfesné ve vrcholech n-thelnika a kdyz se uzuz chystali dat se do pocitani,
pribéhla jedna z obyvatelek zahrady a jako na potvoru do hroméadky listkt
s napsanymi souradnicemi stréila a beznadéjné je pomichala. Nedosti na tom,
zamichala mezi né i jiné listky, na nichz byly soufadnice rtznych objektu lezi-
cich uvnitt zahrady.

Na vés je, abyste zeméméfice zachranili pfed krélovskou odménou (kterd
by je jisté neminula, kdyby nespodcitali v¢éas) tim, Ze napiSete program, ktery
dostane na vstupu vSechny nasbirané soufadnice (tedy soufadnice vrcholt a né-
jakych bodt uvnit¥, to vSe v libovolné zpotvoreném poradi) a odpovi co mozna
nejrychleji, jaky je obvod zahrady (jak jiz asi tusite, ani tento kral neni zrovna
vzorem trpélivosti).

16-2-4 Krizovy kral 10 bodu

Pii putovani ki¥izem kraz svétem ve sluzbach Kiizového (nebo Krazového?)
krale jste se dostali az do jeskyné obyvané ohnivym drakem. Drak vas viele
privital a rovnou véas pozval k obédu. Brzy jste bohuzel zjistili, ze se také
milzete stat jeho podstatnou soucasti. Nicméné draci jsou cestni a navic se
tento uz dlouho nudil, takZe jste dostali Sanci zachranit si zivot. Stac¢i porazit
draka ve hfe.

Hra je velmi jednoduché: drak si zvoli néjaké prirozené ¢islo mezi 1 a N
(kterézto N je pfedem zndmo) a na vas je, abyste ho uhodli. Vy si v kazdém
tahu zvolite mnozinu ¢isel a drak vam fekne, zda se v ni jeho ¢islo nachézi
¢i nikoliv. Kdyz jste si jisti, feknete ¢islo, o kterém si myslite, ze si ho drak
mysli, a drak zfejmym postupem rozhodne, zda si pochutnate na pecince nebo
skonéite na pekadi.

Nicméné drak je velmi stary a bud se definice ¢estnosti od dob jeho mladi
trochu zmeénila, nebo zac¢ind byt ponékud skleroticky. Drak povazuje za zcela
estné podvadét, pokud to oviem neudéld éastéji nez jednou za hru. Cili ve vasi
hfe jedna z jeho odpovédi mize (ale také nemusi) byt chybna.

Pokud ovsem s odpovédi prilis otalite a ptate se prilis dlouho, drak zac¢ne
byt z nutnosti provadét komplikované operace s mnozinami hladovy a samo-
zfejmé v takové situaci netouzite po tom, aby mu dosla trpélivost.
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Je tu jesté jeden drobny hacek — v dradi Teci si nejste zrovna nejjistéjsi
a drak sice ¢estinu ovlada bez problémt, nicméné nedavno si nechal nabrousit
zuby a jeho vyslovnost od té doby neni pfili§ dobra. Abyste predesli nedoro-
zumnénim, dohodli jste se, ze budete komunikovat v jazycich zvanych Pascal
nebo C a misto toho, abyste hrali pfimo, popisete svou strategii jako program.

P.S.: Zarucend informace od predkrmu ¥iké, ze pti N = 1000000 drakovi
trpélivost vydrzi alespon 26 kol.

16-2-5 Kral Popleta 10 bodu

Panovnik Popleta XI. (nebo Ze by uz XII., kdo vi?) jistého nejmenovaného
krélovstvi se jiz chysta na odpocinek (moderné bychom fekli do diichodu) a je
potfeba, aby své kralovstvi prenechal svym potomktm. A to je pravé ten pro-
blém. Kral mé dva syny, Petra a Pavla, a shodou okolnosti jsou to dvojc¢ata.
Jak tak léta bézela, dvofané uz davno zapomnéli, ktery ze syni je vlastné ten
prvorozeny, a bude proto potieba kralovstvi mezi né spravedlivé rozdélit.

Kralovstvi je tvofeno n provinciemi, které jsou ocislovany ¢isly od 1 do n.
Kazda ptipadne pravé jednomu ze synt. Synové sepsali své pozadavky na to,
jak by takové rozdéleni mélo vypadat. Petrovy podminky jsou nasledujiciho
tvaru:

® Dostanu provincii s ¢islem 3.
® Dostane-li provincii s ¢islem ¢ druhy syn, pak ja dostanu provincii
s Cislem j.

e Dostanu provincii s éislem ¢ nebo s ¢islem j (nebo jesté lépe obé).

Stejné t¥i typy podminek (aZ na to, Ze provincie chce pro sebe) mé i Pavel.

Popletovi XI. jde z toho hlava kolem, a tak povolal své moudré radce, aby
kralovstvi rozdélili. Radcové podminky synt podrobné zkoumali a brzy zjistili,
Ze neexistuje zadné rozdéleni provincii, které by vSechny sepsané podminky
splnilo nardz. Na druhou stranu také zjistili, ze libovolné t¥i podminky naraz
splnit lze, tj., napf. se mezi podminkami nevyskytuje nasledujici trojice:

e Petr pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 2.

e Petr pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 4.

e Pavel pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 2 nebo s ¢islem 4.

I pres tato objevna pozorovani, nakonec radci krali Popletovi XI. poradili,
at si u kazdé provincie hodi korunou a podle vysledku hodu pak provincii
pienech4 bud Petrovi nebo Pavlovi. Ze pry takto (v priimérném piipadé), splni
alespon polovinu vSech podminek, které si oba synové dohromady vymysleli.
Vsimnéte si, ze podminky syni by byly splnény s pravdépodobnosti 1/2 a 3/4
(dle jejich typu) a tedy v primérném piipadé je splnéna alespon polovina vSech
podminek. Popletovi XI. se to vSak néjak nezdédlo (pfece nebude hazet svou
zlatou kralovskou korunou, co nosi na hlavé, to da rozum) a obratil se na vés.
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Vasim tkolem je vymyslet pravdépodobnostni algoritmus, ktery v primeér-
ném ptipadé splni co nejvétsi mnozstvi podminek na rozdéleni kralovstvi. Tedy,
naleznéte co nejvétsi ¢islo a, 0 < a < 1, a k nému piislusny pravdépodobnostni
algoritmus takovy, ze stfedni hodnota poctu splnénych podminek na rozdéleni
kralovstvi je am, tj. rozdéleni provincii nalezené algoritmem pramérné splni
alesponi am podminek ze vsech m podminek. Vas algoritmus by mél pracovat
v polynomiédlnim ¢ase (krél chce pfedat kralovstvi svym synim jesté za svého
Zivota).

16-2-K Recepty z programatorské kucharky Tomas Valla

Jestli programator ve své praxi bude délat néco velmi ¢asto, tak to bude doza-
jista t¥idéni nejruznéjsich dat. Co to znamena? Pojem t7idént je mozna malicko
nepfesny, nehodlame data (¢isla, zdznamy, fetézce a jiné) rozdélovat do néja-
kych tfid, ale chceme stanovit jejich spravné potadi. Se setfidénymi udaji se
mnohem lépe pracuje, usnadnime si zejména pozdé€jsi vyhledavani ulozenych
dat. Ttidici algoritmy jsou jedny z nejstudovanéjsich algoritmu, my vsak nebu-
deme do néjakych velkych detailii a specialit prilis zabihat. Zkratka a dobfe —
budeme chtit t¥idit adaje rychle, isporné a radostné.

V programech obvykle tfidime jednotlivé exemplare néjaké datové struk-
tury typu pascalského zaznamu. V takové struktufe byva obsaZena jedna vy-
znac¢né polozka oznacovana vétsinou jako kli¢, podle které se zaznamy fadi.
Abychom si zjednodusili vyklad, budeme nadéle predpokladat, Ze tfidime za-
znamy obsahujici pouze kli¢, a to dejme tomu celociselny. Cisla budeme chtit
sefadit od nejmensiho k nejvétsimu. Pomoci poctu tfidénych ¢isel N budeme
vyjadfovat Casovou slozitost jednotlivych algoritmi. Metody tfidéni muzeme
rozdélit do dvou hlavnich skupin, a to na tzv. vnitrni tridéni, kdy si mizeme
dovolit vSechna data nacist do paméti pocitace, a vnéjsi tridéni, kdy jiz t¥idéni
musime realizovat opakovanym ¢tenim a vytvarenim diskovych soubort. My se
omezime pouze na algoritmy vnitiniho tf¥idéni a t¥idéné pole si nadeklarujeme
takto:

const N = 20;
type Pole = array[1..N] of integer;

Nejjednodussi tfidici algoritmy patii do skupiny primgch metod. VSechny
maji nékolik spole¢nych rysi: jsou kratké a jednoduché a t¥idi pfimo v poli (ne-
potfebujeme pomocné). Tyto algoritmy maji ¢asovou slozitost O(N?). Z toho
vyplyvé, Ze jsou pouzitelné, jen kdyz t¥idénych dat neni ptili§ mnoho. Strucéné
si pfiblizime t¥i nejznaméjsi pfimé metody:

TFidéni pfimym vybérem (SelectSort) spociva v opakovaném vybirdni nej-
mensiho ¢isla m z dosud nesetiidénych cisel. Nalezené ¢islo m si Sikovné pro-
hodime se zac¢atkem pole a postup opakujeme, tentokrat na indexech 2,..., N.
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Nalezeny nejmensi prvek se tak dostane tésné za ¢islo m. Je snadné si uvédo-
mit, ze kdyz takto postupné vybirdme minimum z mensich a mensich intervald,
setfidime celé pole.

procedure SelectSort(var A: Pole);

var i,j,k,x: integer;

begin

for i:=1 to N-1do
begin
k:=1i;
for j:=i+1 to N do
if A[j] < A[k] then k:=j;
if k > i then
begin x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]:=x end
end

end;

TFidéni piimym vklddanim (InsertSort) funguje na podobném principu,
vlevo na zacatku pole si stidddme jiz spravné ut¥idénou posloupnost. Cisla
z pravého tseku se berou jedno po druhém a do levého tseku se vkladanim
zat¥iduji podle velikosti, kam pat¥i.

procedure InsertSort(var A: Pole);

var i,j,x: integer;

begin

for i:=2 to N do
begin
x:=A[i];
ji=i-1;
while (j>0) and (x < A[j]) do
begin
Alj+11:=A[3]1;
j:=j-1;
end;
A[j+1] :=x;
end

end;

(Upozornéni: ve nasich piikladech pfedpoklddédme, Ze méame v prekladaci
zapnuto zkracené vyhodnocovani logickych vyrazu, tfeba v predchozim while
cyklu se pfi j=0 jiz s prvkem A[0] neporovnéva. Zdrojaky pro uplné vyhodno-
covani si jisté kazdy dokaze sdm upravit.)
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Bublinkové tiidéni (BubbleSort) pracuje malicko jinak. Postupné se syste-
maticky porovnavaji dvojice sousednich prvki a vymeénuji se spolu vzdy, kdyz
mensi ¢islo nasleduje po vétsim. Na konci vypoctu jsou vSechny dvojice soused-
nich prvku usporadané, pole je tedy setfidéné. Algoritmu se fika ,,bublinkovy*
proto, Ze podobné jako bublinky v limonadé stoupaji vysoka ¢isla v poli vzhuru.

procedure BubbleSort (var A: Pole);

var i,j,x: integer;

begin

for i:=2 to N do
for j:=N downto i do
if A[j-1] > A[j] then
begin
x:=A[j-11; A[j-1]:=A[j]; A[j]:=x
end

end;

Lepsi t¥idici algoritmy bézi v ¢ase O(N log N). V minulé Kuchafce jsme si
ukazali datovou strukturu zvanou halda. Do haldy umime vkladat prvek v case
O(log N) a odebirat z haldy nejmensi prvek taktéz v ¢ase O(log N). Coz tedy
si nejdfive vSechna t¥idéna ¢isla postupné vlozit do haldy a nasledné z haldy
N-krat odebrat minimum? A ejhle, vymysleli jsme algoritmus, ktery na prvni,
vkladaci fazi potiebuje N log N kroki, na fazi vybiraci taktéz N log N kroki.

TFidéni haldou (HeapSort) tedy bézi celé v éase O(N log N) a lze ho vy-
hodné naprogramovat tak, aby potieboval pouze jediné pole.

procedure HeapSort(var A: Pole);

var i,x: integer;

{ "zabublani" prvku v halds }

procedure bubbledown(n,i: integer);

var j,x: integer;

begin

while 2*i <=n do begin
j 1= 2%i;
if (j<n) and (A[j+1] > A[j]) then j:=j+1;
if A[i] >= A[j] then break;
x :=A[i];
A[i] := A[j];
Alj] :=x;
i:=73;
end;
{ postav haldu }
for i:=N div 2 downto 1 do bubbledown(N,i);

21



Korespondenéni seminar z programovani MFF 2003/2004

{ vybirej nejmensi prvek }
for i:=N downto 2 do begin
x :=A[1];
A[1] := A[i];
A[i] :=x;
bubbledown(i-1,1);
end;

end;

TFidéni slévanim (MergeSort) je zaloZené na principu slévani jiz set¥idénych
posloupnosti dohromady v jedinou setfidénou. Dvé posloupnosti jednoduse v li-
nearnim case slijeme tak, ze se divame na nejmensi prvky obou posloupnosti
a na vystup vydame mensi z nich, ktery z jeho posloupnosti poté odmazeme.
Algoritmus, ktery umi slévat dvé posloupnosti uvniti jednoho pole, je dosti
slozity, my budeme proto vyslednou slitou posloupnost uklddat do pomocného
pole.

Na pocatku je kazdy prvek jednoprvkovou setiidénou posloupnosti. V dal-
§1 fazi se ze vSech sousednich jednoprvkovych slitim vytvofi dvouprvkové po-
sloupnosti, poté ze vSech sousednich dvouprvkovych posloupnosti ¢tyfprvkova,
a tak dale, obecné v i-té fazi ze dvou 2'~!-prvkovych posloupnosti vytvofime
2i_prvkovou. Takto pokracujeme, dokud nezbude jedina set¥idéna posloupnost
— celé pole. Zjevné v kazdé fazi vykondme O(N) kroku, dvé posloupnosti totiz
umime slévat v linedrnim case vzhledem k jejich délce, a naSe posloupnosti
pokryvaji celé t¥idéné pole. Pocet fazi bude O(log N), nebot v kazdé fazi pra-
cujeme s dvojnasobné velkymi posloupnostmi a tedy nejpozdéji v (logy N)-té
fazi jiz celé pole bude jedinou setfidénou posloupnosti. Dohromady proto Mer-
geSort spotfebuje éas O(N log N).

V samotném programu ovsem s vyhodou pouzijeme metodu Rozdél & Pa-
nuj: nechame si zvlast rekurzivné setiidit levou i pravou polovinu pole a vysled-
ky slijeme. Nevyhodou algoritmu MergeSort je, ze na slévani potiebuje jesté
jedno pomocné pole.

procedure MergeSort(var A,P:Pole; 1,r:integer);

var i,j,k,s: integer;

begin

s:=(1+r) div 2;

if 1 < s then MergeSort(A, P, 1, s);

if s+1 < r then MergeSort (A, P, s+1, r);
i:=1;

ji=s+1;

k:=1;

while (i <=s) and (j <=r) do

begin
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if A[i] <= A[j] then
begin P[k] :=A[i]; i:=i+1 end
else
begin P[k] :=A[j]; j:=j+1 end;
k:=k+1
end;
while i <=s do
begin P[k]:=A[i]; i:=i+1; k:=k+1 end;
while j <=1 do
begin P[k]:=A[j]; j:=j+1; k:=k+1 end;
for k:=1 tor do
A[k] :=P[k]
end;

Jako posledni rychly algoritmus si predvedeme QuickSort. Podobné jako
MergeSort, i on je postaven na jednoduché myslence a metodé Rozdél & Panuj.
Nejprve si zvolime néjaké ¢islo, kterému budeme fikat pivot. Vice o jeho volbé
pozdéji. Poté prvky v poli takto pfeusporadame: v levé ¢asti pole budou pouze
prvky mensi nez pivot, v prostfedni ¢asti prvky rovné pivotu a v pravé c¢asti
prvky vétsi nez pivot. A poté si prvky levé i pravé ¢asti rekurzivnim volanim
setfidime. Jisté tak spravné setfidime celé pole.

Velka zrada ovSem spociva ve volbé pivota. Pro nase ucely by se hodilo,
aby po prehazeni prvki leva i prava ¢ast pole byly pfiblizné stejné velké. Nej-
lepsi volbou pivota by tedy byl tzv. medidn t¥idéného tseku, tj. prvek takovy,
jenz by se po set¥idéni vyskytoval uprostied tiseku. Preusporadani jisté zvlad-
neme v linedrnim ¢ase a stejnym argumentem jako pfi analyze MergeSortu
(v i-té trovni rekurze tiidime tseky dlouhé N/2%) dostdvdme Gasovou sloZi-
tost O(N log N). Ackoli existuje algoritmus, ktery medidn pole nalezne v Case
O(N), v QuickSortu se obvykle nepouzivd, jelikoz konstanta u ¢lenu N je dost
velka. Namisto toho se vétsinou pivot voli libovolné z naseho dosud nesetiidé-
ného useku — zkratka se sdhne nékam do pole a nalezeny prvek se prohlasi za
pivot. D4 se ukazat, Ze algoritmus s velmi vysokou pravdépodobnosti pobézi
v Case O(N log N). Dikaz je netrividlni a my ho zde nebudeme predvadét.

Je vSak potfeba si uvédomit, ze QuickSort mize v ojedinélych pripadech
nepfijemné zpomalit. Pfedstavme si, Ze pivot v kazdém rekurzivnim volani
neustéle nestastné volime jako nejvétsi prvek z t¥idéného tseku. V takovém
pfipadé€ bude prava ¢ast pole prazdné a levd bude mit velikost N — 1. Rekurze
dosdhne hloubky N a ¢as tak vyjde O(N?).

procedure QuickSort(var A:Pole; 1,r:integer);

var i,j,k,x: integer;

begin

i:=1; j:=r;
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k:=A[(i+]) div 2];

repeat
while A[i] < k do i:=i+1;
while A[j] >k do j:=j-1;
if i<=j then

begin
x:=A[i]; A[i]:=A[31; A[j]:=x;
j:=i+1;
3i=i1

end

until i >= j;
if j>1 then QuickSort(A, 1, j);
if i<r then QuickSort(A, i, r);

end;

Trosicku stranou vSech zminénych algoritmu stoji pfihradkové tfidéni (Ra-
dixSort). RadixSort se vyznacuje tim, ze t¥idénd ¢isla sice musi lezet v jistém
nevelkém intervalu, nicméné s touto podminkou je zvladne setfidit v linedrnim
Case. Predpokladejme tedy, Ze vSechna t¥idéna ¢isla jsou z intervalu [D, H].
Pripravime si H — D + 1 ptihradek indexovanych ¢isly D, D +1,...,H -1, H.
Postupné ¢teme tfidéné zaznamy a ,sypeme® je do té prihradky, jejiz index se
shoduje s klicem zaznamu. Po precteni vstupu projdeme prihradky od nejmen-
$1 k nejvétsi a vypiSeme obsazené zaznamy. Zjevné jsme data set¥idili v Case
O(N + (H — D)), tedy O(N) pokud jsou D a H konstantni.

Pokud by bylo tfeba prihradek ptili§ mnoho, mizeme pouzit tzv. vicepri-
chodovy RadixSort. V prvni fazi ¢isla rozdélime do pfihradek podle nejméné
vyznamné cifry. Je dulezité, aby se uvniti prihradky zachovalo poradi, v jakém
byla ¢isla vlozena. Poté postupné vybereme prvky od nejnizsi po nejvyssi pfi-
hradku. V druhé fazi ¢isla opétovné rozdélime do ptihradek, tentokrat podle
druhé cifry, a opét je z nich vybereme. A tak déle, dokud nezpracujeme vSechny
cifry (jejichz pocet je podle zadédni tlohy néjaky maly). Zbyva si jen rozmyslet,
7e po i-té fazi jsou Cisla spravné utfidéna podle i-té a nizsich cifer.

const
D=1;
H=100;

procedure RadixSort(var A: Pole);
var C: array[D. .H] of integer;
i,j,k: integer;
begin
for i:=D to Hdo C[i] :=0;
for i:=1to Ndo C[A[i]] :=C[A[i]] + 1;
k:=1;
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for i:=D to H do
for j:=1to C[i] do

begin
Alk]:=1i;
k:=k+1;
end

end;

Na zavér naseho povidani o t¥idicich algoritmech si ukazeme, ze tfidit obec-
né udaje, se kterymi neumime provadét nic jiného, nez je navzajem porovnavat,
rychleji nez O(N log N) nejen nikdo neumi, ale také ani umét nemuze. Libovol-
ny tfidici algoritmus zalozeny na porovnavani a prohazovani prvka totiz musi
na nékteré vstupy vynalozit fadové alespoii N log N krokt. (RadixSort na prv-
ni pohled tento vysledek porusuje, na druhy vsak uz ne, kdyz si uvédomime,
o jak specidlni druh t¥idénych dat se jednd.)

Tridici algoritmus v prubéhu své ¢innosti néjak porovnava prvky a néjak
je prehazuje. Provedeme myslenkovy experiment. Pozménime algoritmus tak,
ze nejdiive bude pouze porovnavat, podle toho zjisti, jak jsou prvky v poli
usporadany, a kdyz uz si je jisty spravnym poradim, prvky najednou popieha-
zi. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze vSechny t¥idéné tidaje jsou navzajem
ruzné. Porovnéavaci ¢innost algoritmu si mizeme popsat tzv. rozhodovacim stro-
mem. Zde je priklad rozhodovaciho stromu pro tfiprvkové pole:

L1322 ’ T3T122 ‘ ’ L2T3L1 ‘ ’ L2L1T3 ‘

Kazdy vrchol obsahuje porovnani dvou prvka z a y, v levém podstromu
daného vrcholu je ¢innost algoritmu pokud = < y, v pravém podstromu ¢innost
pri x > y. V listech je uz jisté spravné poradi prvka.

Kazdému algoritmu odpovida néjaky rozhodovaci strom a kazdy prabéh
¢innosti algoritmu odpovida prichodu rozhodovacim stromem od kotfene do
néjakého listu. Nasim cilem bude ukézat, ze v libovolném rozhodovacim stromu
(a tedy i libovolném odpovidajicim algoritmu) bude existovat cesta z kofene
do néjakého listu (neboli vypocet algoritmu) délky N log N.
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Kolik maximélné hladin £ a tedy i jaka nejdelsi cesta se v takovém stromu
miuZe vyskytnout? Nas strom mé tolik listl, kolik je moznych pofadi t¥idénych
prvki, tedy pravé N!. Riznym potradim odpovidaji razné listy. V i-té hladiné
se poCet vrcholt oproti (i — 1)-ni hladiné nejvyse zdvojnéasobi, plati tedy

2 > NI,

neboli
h > logy(NY).

Existuje nékolik zpusobu, jak si h zdola odhadnout, my pouZzijeme skutecnost,
ze

n" > nl>n"?2
Rozepsano

N
h > logy(N!) > log, (NN/?) > — log N,

Vidime tedy, ze pro kazdy tfidici algoritmus existuje vstup, na kterém se bude
muset provést alespori N log N krokd. Zkuste si téZ rozmyslet (drobnou modi-
fikaci predchoziho dikazu), Ze ani primérny Gas tfidéni nemuZe byt rychlejsi
nez N log N.

16-3-1 Fyzikova blecha 10 bodu

Newtoon trénuje svoji blechu na blesi turnaj. Ten probihd na svislé sténé,
na které jsou vodorovné plosinky. Cilem blechy je slézt ze startovaci polohy
co nejdrive na podlahu. Pohyb blechy zavisi na tom, zda je blecha na néjaké
plosince, ¢i pada. Pokud padd, klesne za jednu blechovtefinu o jeden blechome-
tr. Pokud je na ploSince, posune se za jednu blechovtefinu o jeden blechometr
vlevo ¢i vpravo.

Zavod tedy probiha tak, ze blecha pada, pada, az dopadne na ploSinku.
Pak se rozhodne (nebo ji jeji majitel pfikaze), zda pijde doleva nebo doprava,
a jde, dokud nedojde na konec plosinky. Z ni pak sesko¢i a zase pada, dokud
se nedostane na podlahu. Vitézi blecha, kterd pristane na podlaze jako prvni.
Ovsem je nutné, aby zadna blecha nespadla z vétsi vysky nez v blechometri,
jinak se totiz po dopadu urazi a odmitne pokracovat v zavodeé.

Newtoon jiz vytrénoval svou blechu tak, ze ho posloucha na slovo. Problém
je ten, ze sdm nevi, jak blechu navigovat, aby prosla bludistém nejkratsi moznou
cestou. Protoze Vas ale zajim4, jak vypadé blecha, kterd poslouché, rozhodli
jste se Newtoonovi pomoci.

Na vstupu dostanete jednak poc¢ateéni souradnice blechy (v celych blecho-
metrech), v, coZ je nejvétsi vyska, ze které muize blecha spadnout, aby se neu-
razila, a N, coz je pocet plosinek na sténé. Dale dostanete popis N plosinek,
u kazdé plosinky soutadnice jejiho levého horniho rohu a jeji sifku (vSe opét
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v celych blechometrech). VSechny plosinky jsou vysoké jeden blechometr a zad-
né dvé se nedotykaji. Blecha je na podlaze, pokud se nachéazi na soutfadnicich
[x; 0], kde z je libovolné celé &islo.

Vystupem Vaseho programu je nejmensi pocet blechovtefin, které bude

blecha potfebovat, aby se dostala na podlahu. Kromé tohoto poc¢tu vypiste
i pocet plosinek, na které blecha dopadne, a u kazdé plosinky (v potadi, jak na
né blecha dopada) rozhodnéte, zda méa blecha jit vlevo ¢i vpravo. Pokud tloha
nemd FeSeni (moc malé v), vypiSte odpovidajici zpravu.
Priklad: Blecha se nachézi na soufadnicich [5;12], v = 4, N = 3. Plosinky jsou
[3;8];5, [3;4];5 a [7;6]; 3 ([soufadnice levého horniho rohu]; délka). Nejkratsi
cesta trva 17 blechovtefin, blecha navstivi vSechny tii ploSinky a ptjde vpravo
na prvni, vlevo na druhé a vpravo na tfeti navstivené plosince.

16-3-2 Historikova past 10 bodu

Vas pritel historik Vykopéavka si na Vas prichystal, aby vylepsil Vase (podle
néj pondkud zanedbané) historické vzdélani, ndsledujici hru. Hraje se ve dvou-
rozmérném bludisti N x M poli. V bludisti se (samozfejmé kromé zdi, ty se
vyskytuji v kazdém poraddném bludisti) nachézi Theseus a Minotaurus. Abyste
uspokojili svého piitele Vykopavku, musite si tato jména nejprve zapamatovat.
Theseus a Minotaurus. Theseus a Minotaurus. . .

Vy budete ovladat Thesea a budete se snazit dostat z bludisté ven, ¢ili
dostat se na hranici bludisté a nasledujicim krokem z bludisté utéct. Ovsem
nikdy nesmite narazit na Minotaura, sic bidné zhynete. Na Minotaura narazite,
pokud s nim sdilite policko.

Jeden tah probiha nasledovné: nejprve se hybe Minotaurus a tdhne k-krat
nasledujicim zptsobem. Pokud nejsou postavy Minotaura a Thesea ve stejném
sloupci, chce se Minotaurus pohnout o jedno policko vlevo mebo vpravo, aby
se Theseovi priblizil. Pokud neni na policku, kam se Minotaurus chce posu-
nout, zed, skuteéné se tam posune. Pokud nejsou obé postavy na stejném tddku
bludiste, chce se Minotaurus pohnout nahoru ¢i doli opét smérem k Theseo-
vi. Opét se na zvolené policko Minotaurus pFesune jen tehdy, neni-li tam zed.
V jednom kroku provddi Minotaurus tyto pohyby v zadaném potadi a miZe
provést oba dva, cili se muze dostat na jedno z okolnich osmi policek.

Po k takovychto krocich Minotaura se hybe Theseus, a to na jedno ze
Styt okolnich volnych poli. Takto se oba st¥idaji na tahu, dokud bud Theseus
neutece z bludisté, nebo dokud Minotaurus nedohoni Thesea.

Vasim tkolem bude najit pro Thesea nejkratsi posloupnost pohybi vlevo,
vpravo, nahoru, doli, aby se dostal bezpecné z bludisté, pripadné Tici, Ze to
neni mozné.
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Priklad: Pro k = 2 a bludisté o rozmérech 8 x 10

XXXXXXXXXX

X.M...... X

Xooooo... X

Xooooo... X

X...X....X . -volné policko
X.XXX....X X -zed
X....T.... M- Minotaurus

XXXXXXXXXX T - Theseus

je nejkratsi cesta z bludisté «—————————.

16-3-3 Genetikova evoluce 10 bodu

Kdyz si Blatoslap bral ponozky ze svého pradelniku, zjistil, Ze se mu v ném
vyvinula celd kolonie neznamych zivocichii. Protoze to byl genetik, jal se hned
tyto zivocichy zkoumat a zjistil, Zze i kdyz se jedna o jediny druh, jeho zastupci
jsou velmi rozmaniti. Kazdy jedinec mé totiz 30 znaki, které ho charakterizuji
a které se mohou ménit pouze mutaci. Dalsim vyzkumem zjistil, ze v pradelniku
mé N riznych poddruhii (poddruhy se navzajem lisi alespoii v jednom znaku),
i kdyz jeden z nich prevazuje.

Thned se dovtipil, Ze v jeho pradelniku doslo k evoluci. A protoze ho zajima
jeji pribéh, byli jste pozadani o vyTeseni tohoto problému.

Blatoslap Vam zada N a déale popis jednotlivych poddruht. Kazdy poddruh
je charakterizovany ¢islem 0..23° — 1, pficemz i-ty bit tohoto ¢isla vyjadiuje,
zda je i-ty z 30 znakd, které poddruh charakterizuji, pritomen. Pokud bychom
si ¢islo poddruhu napsali ve dvojkové soustavé, i-ty bit tohoto ¢isla je i-ta cifra
(poéitdno zprava od nuly) v tomto zapisu. Jinak Feceno, pokud ¢islo i-krat
vydélime dvéma a spocteme zbytek po déleni tohoto ¢isla dvéma, vysledek
je i-ty bit ptivodniho disla.

Vasim tkolem je zjistit, jaky poddruh se vyvinul z jakého, a pocet mutaci,
ke kterym muselo pfi tomto vyvoji dojit. Predpokladejte, ze vyvoj probihal tak,
7e kazdy poddruh kromé toho, ktery Vam Blatoslap zadal jako prvni (to je
ten nejpocetnéjsi), se vyvinul pravé z jednoho jiného poddruhu. Navic prvni
zadany poddruh je pivodnim prapfedkem vsech poddruhti v pradelniku. Dale
predpokladejte, ze evoluce probihala nejjednodussi moznou cestou, a tedy pocet
mutaci v evoluci je nejmensi mozny. Pocet mutaci je soucet vSech rozdilnych
znaki mezi kazdym poddruhem (kromé prvniho zadaného) a jeho pfedkem.

Navic zadny poddruh v Blatoslapové pradelniku nevymfel, vSechny evoluci
vzniklé poddruhy prezily az do dnesni doby.

Priklad: Pro N = 4 a poddruhy 0,3,7,12 je hledana evoluce tato: poddruhy
3 a 12 se vyvinuly z poddruhu 0, poddruh 7 se vyvinul z poddruhu 3. Pocet
mutaci, ke kterym muselo v evoluci dojit, je roven 5.
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16-3-4 Ekonomova odména 10 bodu

Dlouhoprst byl velmi bohaty ekonom. Jednoho dne si uminil, ze by zase mohl
zvySit své jméni. Ale jak? Vzdyt vSichni lidé uz zjistili, ze jeho finanéni po-
radenstvi je spise finanénim proradenstvim. A tak se rozhodl dojit za dablem
a upsat mu svou dusi za par stfibrnaku.

Po cesté do pekla potkal skupinku pirati, ktefi se handrkovali nad truhlou
plnou stiibrnakt. Dlouhoprstovi to nedalo, dal se s nimi do feci a zjistil, ze se
pirati domlouvaji, jak si poklad rozdéli. Jiz se shodli na nasledujicim zpisobu
déleni.

Reknéme, Ze v truhle je S st¥ibriidkii a pirati je P. Pirati se o¢isluji, ¢ili
kazdy dostane prave jedno ¢islo od 1 do P. Pirat s poradovym ¢islem P navrhne
zpisob rozdéleni vSech stiibriidkt mezi piraty (kazdému pirdtovi véetné sebe
pridéli nezadporny pocet stiibriidki). Ostatni o tomto rozdéleni hlasuji a pokud
je jich alespon polovina pro, navrh je prijat. V opacném ptipadé je pirat P zabit
a navrhuje pirat s ¢islem P — 1.

Pri hlasovani se pirati fidi témito pravidly: nejdilezitéjsi je prezit. Pokud
pirat vi, Ze v budoucnu urcité zemfte, hlasuje vzdy pro, nezavisle na vysi svého
podilu. Druhé pravidlo je zisk. Pokud méa pirat v budoucnu Sanci, Ze ziska
vic, nez kolik je mu pravé nabidnuto, hlasuje proti (ovSem jen pokud vi, ze
prezije). Tieti pravidlo je touha popravit co nejvic piratd, ¢ili pokud pirat vi,
ze v budoucnu bude moci urcité ziskat stejny obmnos, jaky je mu nabidnut,
hlasuje proti. Dilezité je, ze se vSichni pirati ridi stejnymi pravidly a navzajem
to o sobé védi.

Dlouhoprst vycitil pfilezitost, a protoze piréti se doted nedohodli na tom,
jak se ocisluji, nabidl jim své finan¢ni proradenstvi. O¢isluje je, ale za odménu
se bude moci do rozdélovani zapojit, a to s poradovym ¢islem P + 1. A pirati
souhlasili. Dlouhoprst ovsem zjistil, Ze je to i nad jeho sily, a poprosil Vés
0 pomoc.

Vas program dostane na vstupu ¢isla S (pocet stiibridkt v pokladu)
a P (pofet pirdti). Musite zjistit, zda mtze Dlouhoprst vibec pfezit a po-
kud ano, poradte mu ndvrh rozdéleni st¥ibriidkd mezi P pirdta takovy, aby byl
jeho zisk (pocet st¥ibriidkii, které nemusi mezi pirdty rozdélit) co nejvétsi.
Priklad: Pro S = 100 a P = 2 Dlouhoprst pfezit mize a jeho zisk je 100
stiibrnakt. Jeho névrh je dat obéma piratim nula st¥ibrndkt. Pirat céislo 2
pro jeho navrh hlasuje, protoze jinak (kdyby byl Dlouhoprst popraven) by
pirdt 1 hlasoval proti libovolnému jeho navrhu a on sam by byl popraven.

16-3-5 Botanikova setba 10 bodu

Znédmy botanik Konopnik se rozhodl, samoziejmé z Cisté védeckych divodi,
zasit svoji nejoblibenéjsi rostlinu. Bohuzel je pronasledovan davy laiki, kteri
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by se radi podileli na sklizni, a tak je nucen zasit na poli, kde uz je zaseta
kukuftice, aby jeho tiroda nebyla lidem na oéich.

Protoze ale Konopnik chce, aby troda byla co nejvétsi, rozdélil kukuticné
pole na pravidelnou sif oblasti a u kazdé oblasti zjistil jeji predpokladanou
arodnost. Ta muize byt i zdpornéd, pokud dand oblast brani v péstovani na
okolnich oblastech. Konopnik by chtél osit jediné pravouhlé tizemi takové, aby
soucet trodnosti na tomto izemi byl nejvétsi mozny. Ovsem protozZe je biolog,
obratil se s timto problémem na Vas.

Na vstupu dostanete N a M, ¢ili Sifku a délku kukufiécného pole. Dale
dostanete matici N x M, jejiz hodnoty jsou urodnosti jednotlivych oblasti ku-
kufi¢ného pole. Vasim tkolem je najit podmatici (souvislou pravouhlou oblast)
takovou, ze soucet jejich prvki je nejvétsi mozny. Pokud je takovych podmatic
vic, najdéte takovou, kterd ma nejmensi obsah.

Priklad: Pro pole o rozmérech 4 x 5 a irodnostech

1 -1 4 5 3
-2 3 -2 -5 8
2 -4 2 1-7
4 -3 2 1 1

ma hledana podmatice levy roh v prvnim radku a druhém sloupci, pravy dolni
roh v druhém fadku a patém sloupci.

16-3-6 Matematikova sonda 10 bodu

Matematici jsou zvlastni lidé a jako takovym se jim obcas v hlavé zhmotni
zvlastni napady. Jako tfeba vyslat sondu na Mars.

K tomuto problému je samoziejmé potieba pristupovat systematicky. Nas
matematik si nejprve studiem odborné literatury a pfedchozich publikovanych
praci v tomto oboru zjistil, ze existuji dva postupy.

e MiZe si za v zdsadé nepatrnou éastku (kterou si oznaéime jako jednu
jednotku) nechat sondu vyrobit a vyslat. Je ovSem mozné, Ze se néco
nezdafi a pokus bude potfeba opakovat.

e Muze si ji vlastnorucné sestrojit za k > 1 jednotek. Samoziejme si je
naprosto jisty, Ze v nécem tak trividlnim by pfece on nemohl udélat
chybu.

Chtél by samoziejmeé zvolit levnéjsi variantu, nicméné ktera to je, zalezi na

tom, kolik koupenych sond se rozbije. Proto vymyslel néasledujici algoritmus:

Prvnich £ — 1 sond si koupi. Pokud zaddna z nich neuspéje, sondu si sam

vyrobi.

Tento algoritmus mu zajistuje, Ze nikdy nezaplati vic nez (2 — 1/k) krat

tolik, kolik by musel: Nechf uspéje n-t4 sonda. Pak bud n < k — 1, pak zaplati
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n jednotek, coz je optimalni. Nebo n > k, pak zaplati 2k — 1 jednotek, zatimco
optimalni feseni by bylo vyrobit si sondu rovnou a zaplatit pouze k jednotek.

A také si okamzité dokazal, Ze tento postup je nejlepsi mozny. Zjevné je-
dind moznost, jak si volit strategii, je néjakym zptisobem urcit pocet sond d,
po jejichz zniceni si sondu vyrobi. Necht uspéje (d + 1)-ni sonda, pak zaplati
k + d jednotek. Pokud by d bylo vétsi nebo rovno k, optimum je k, tedy by
zaplatil alesponl dvakrat tolik, kolik musel. Naopak kdyby d bylo mensi nez
k-1, optimumjed—l—laz—i“f > % > 2.

Po chvili si vsak uvédomil, ze by mozna mohl uSettit alespon v primérném
pfipadé, kdyby jednu z minci nasSetfenych na pofizeni sondy pouzil jako gene-
rator nahodnych ¢isel. Nicméné protoze je to stary zkuSeny profesor, prenechal
vam vyfeSeni této tlozky jako jednoduché domaéci cviceni.

Vasim tkolem je tedy nalézt pravdépodobnostni strategii, pro kterou by
existovala néjakd konstanta ¢ (pokud moZno co nejmensi) takova, Ze at uz
se porouchd libovolny pocet sond, profesor zaplati v priméru nanejvys c-krat
tolik, nez kolik musi.

16-3-K Recepty z programatorské kuchairky Dan Kral, MM a MS

V dnesnim, v pofadi jiz tfetim, dilu kuchatky popiSeme problém minimalni
kostry a ukazeme si, jak ho fesit. Také popiseme datovou strukturu Disjoint-
Find-Union (jeji nazev je Casto zkracovan na DFU), kterou sikovné pouZijeme
pravé na hledani minimalni kostry grafu.

Co je to graf jsme si vysvétlili jiz dfive. Podgraf néjakého grafu vznikne
z puvodniho grafu odebranim libovolnych vrcholt a libovolnych hran. Cesta
v grafu je posloupnost vrcholu takova, ze kazdy vrchol je s nasledujicim spojen
hranou a vrcholy se na cesté neopakuji (Gasto za cestu povazujeme i tyto hrany).
Kruznice v grafu je podobnd posloupnost vrcholil, pouze prvni vrchol je shodny
s poslednim a nikde jinde se opét vrcholy neopakuji. (Pro tplnost: tah bychom
tomu fikali tehdy, kdyby se vrcholy mohly opakovat, ale hrany nikoliv, a sled
tehdy, pokud by se mohlo opakovat cokoliv.)

Pokud v grafu mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta (coz je totéz,
jako kdyZ mezi nimi existuje sled, rozmyslete si, pro¢), ¥kame takovému gra-
fu souwisly. Pokud graf souvisly neni, muZzeme ho rozdélit na podgrafy, které
jiz souvislé jsou a nevedou mezi nimi zadné hrany. Takovym podgrafim se
pak fika komponenty souvislosti. U souvislého grafu za komponentu souvislosti
povazujeme cely graf.

Strom je graf, ktery je souvisly a zaroven acyklicky (¢ili neexistuje v ném
z4dné kruznice). List stromu je takovy vrchol, ze kterého vede jen jedna hrana.
Kazdy koneény strom o dvou ¢i vice vrcholech mé vzdy alesponi dva listy.
MiZeme je nalézt tieba tak, Ze sestrojime ve stromé nejdelsi cestu (rozmyslete
si, pro¢ bude mit tato cesta kone¢nou délku) a vS§imneme si, Ze koncové vrcholy
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této cesty jsou hledané listy (kdyby z koncovych vrcholi cesty vedla vice nez
jedna hrana, pak bychom ji budto o ni budto mohli cestu prodlouzit nebo
by tato hrana vedla do vrcholu, ktery na cesté jiz lezi, jenze tim by tvotila
kruZnici).

Zajimavé je to, ze strom s N vrcholy ma pravé N — 1 hran. To mtizeme
dokazat indukci podle poctu vrchold stromu: Strom s jednim vrcholem neobsa-
huje hranu zadnou. Pokud méme strom s N > 1 vrcholy, vime, Ze m4 alespon
dva listy. Vezmeme tedy libovolny list a ze stromu ho odebereme. Tim ziskame
opét strom (souvislost jsme porusit nemohli a kruznici jsme také nevytvorili)
a jeho pocet vrchold je o 1 mensi, ¢ili podle indukéniho predpokladu ma o 1 mé-
né hran nez vrcholt. Nyni list , pfilepime” zpét, ¢imz zvysime pocet vrcholi
i hran o 1 a tvrzeni stale plati.

A nyni k slibovanym kostram. Kostra grafu budeme ¥ikat podgrafu, ktery
obsahuje vSechny vrcholy a nejmensi pocet hran takovy, aby cesta mezi dveé-
ma raznymi vrcholy existovala v kostfe grafu pravé tehdy, existuje-li v grafu
puvodnim. Vs8imnéte si, ze kostra souvislého grafu je sama souvisld a navic
neobsahuje zaddnou kruZnici (jinak bychom mohli libovolnou hranu leZici na
kruznici z kostry beze skody odebrat, ¢imz bychom ziskali mensi kostru, a to
nam definice zakazuje.) Cili kazd4 kostra souvislého grafu je strom a jelikoz
vSechny stromy na N vrcholech maji N — 1 hran, vSechny kostry také. Po-
kud je graf nesouvisly, staci tuto tvahu provést pro kazdou komponentu zv1ast
a zjistime, Ze kostra je les (to je graf, jehoz kazd4 komponenta je strom) s N —k
hranami, kde k je pocet komponent souvislosti.

Pokud kazdé hrané grafu prifadime néjaké ohodnoceni, coz bude néjaké
¢islo (pro nase potieby vZdy kladné), dostaneme ohodnoceny graf. V takovych
grafech pak obvykle hleddme mezi vSemi kostrami kostru minimdlni, a to je
takova, pro kterou je soucet ohodnoceni jejich hran nejmensi mozny.

Algoritmus hledani minimalni kostry

N4&s algoritmus na hleddni minimalni kostry (tzv. hladovy algoritmus) bude
velmi jednoduchy. Nejprve setfidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kost-
ru budeme postupné vytvaret pridavanim hran od té s nejmensi vahou tak,
7e hranu do kostry pfiddme prévé tehdy, pokud spojuje dvé (prozatim) rtizné
komponenty souvislosti vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytva-
fené kostry pridame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy, které
zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklicky podgraf grafu,
ktery je souvisly (pokud vstupni graf je souvisly, ale toto mlcky predpoklada-
me). To, Ze nalezend kostra je minimalni, si ukdZzeme pozdéji. Nyni se podivejme
na ¢asovou sloZitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf ma N vrcholi a M
hran, pak tvodni setfidéni hran vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery
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z rychlych t¥idicich algoritmi popsanych v minulém dile) a poté se pokusime
pridat kazdou z M hran. V druhé ¢asti kuchatky si ukdzeme datovou struk-
turu, s jejiz pomoci bude M testid toho, zda mezi dvéma vrcholy vede hrana,
trvat méné nez O(M log M). Celkova ¢asova sloZitost naseho algoritmu je tedy
O(M log N) (vsimnéte si, ze log M < log N? = 2log N). Pamétova slozitost je
linedrni vzhledem k poc¢tu hran, tj. O(M).

Dikaz spravnosti hladového algoritmu

Zbyva dokazat, ze nalezend kostra vstupniho grafu je minimalni. Bez jmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze vahy vsech hran grafu jsou vesmés razné:
Pokud tomu tak neni jiz na zacatku, ptricteme k nékterym z hran, jejichz vahy
jsou duplicitni, velmi mala kladna celd c¢isla tak, aby pofadi hran nalezené
nasim t¥idicim algoritmem zustalo zachovano. Tim se kostra nalezend nasim
algoritmem nezméni a pokud bude tato kostra minimalni s modifikovanymi
vahami, bude minimalni i pro puvodni zadéani.

Oznacme T, kostru nalezenou nasim algoritmem a T,in minimalni kostru.
Necht e1, ..., en—1 jsou hrany kostry Ty v pofadi, v jakém byly pridany nasim
algoritmem do kostry. Pokud jsou kostry Thie a Tmin 10zné, pak existuje hrana
e;, kterd neni obsazena v kostfe This. Zvolme nejmensi takové ¢, tzn., Ze kostra
Thin Obsahuje vSechny hrany ey, ..., e;—1. Vaha kazdé hrany kostry Ty, kromé
i—1hraney,...,e;_1 je ostfe vétsi nez vaha hrany e;: Kdyby tomu tak nebylo,
pak by kostra Ty, obsahovala hranu f s mensi vahou neZ e; a na$ algoritmus
by hranu f pfidal k hrandm ey, ..., e;—1 pfi vytvafeni kostry T.i,. Hrana f pak
by musela byt mezi hranami e, ..., e;_1, protoze jeji viha je mensi nez vaha
hrany e;, ale tomu tak neni. Tedy takova hrana f neexistuje.

Pridejme nyni hranu e; ke kostie Tp,i,. Takto vznikly podgraf vstupniho
grafu zjevné obsahuje kruznici (uz pfed pfidanim hrany e; existovala v kostfe
Tmin cesta mezi koncovymi vrcholy hrany e;, protoze kostra Tinin je souvisld).
Tuto kruznici si ozna¢me C'. Protoze T}, neobsahuje zddnou kruznici, kruznice
C' obsahuje alesponi jednu hranu €', kterd neni v kostfe Thi,. Protoze hrana
¢’ neni zddnou z hran ey, ...,e;_1, je jeji vdha ostie v&tsi nez vaha hrany e;.
Odstrafime nyni hranu e’. Ozna¢me T’ vysledny podgraf vstupniho grafu, tj.
graf ziskany z kostry Ty, zdménou hrany e’ za hranu e;. ProtoZe €’ a e; leZely
ve spole¢né kruznici C, je T' souvisly podgraf, a tedy kostra vstupniho grafu.
Soucet vah hran kostry T’ je vSak ostfe mensi neZ soudet vah hran kostry
Tmin, coZ neni mozné, nebot Ty;, je minimalni kostra vstupniho grafu. Tedy
neexistuje zddné i takové, Ze hrana e; neni obsazena v kostie Tiin & kostry Thie
a Thin jsou shodné.

Disjoint-Find-Union
Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik dis-

junktnich podmnozin (¢ili takovych, ze zddné dvé nemaji spoleény prvek). To
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znamena, ze pomoci této struktury muzeme pro kazdé dva z ulozenych prvku
Fici, zda pat¥i ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani miniméalni kostry budou prvky v DFU vrcholy zada-
ného grafu a budou nélezet do jedné podmnoziny rozkladu, pokud mezi nimi
jiz ve vytvarené kostie existuje cesta, ¢ili podmnoziny v DFU budou odpovidat
komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura DFU provadét
nasledujici dvé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Ta-
to operace bude v nasem piipadé odpovidat testu, zda dva vrcholy
lezi ve stejné komponenté souvislosti. Tato operace byva ¢asto im-
plementovana tak, ze vraci néjakého pevné zvoleného reprezentanta
podmnoziny. Test, zda jsou dva prvky ve stejné podmnoziné se pak
provede porovnanim prislusnych reprezentanti. V této podobé by
tato operace odpovidala niZe popsané funkci root.

® union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tato operace bude v nasi

aplikaci odpovidat pfidani hrany mezi dvé rizné komponenty grafu.

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny reprezentovat. Prv-
ky obsazené v jedné podmnoziné budou tvofit zakorenény strom. V tomto stro-
mé vSak povedou ukazatele, trochu nezvykle, od list ke kofenu. Operaci £ind
Ize pak jednoduse implementovat tak, ze pro oba zadané prvky nejprve nalez-
neme kofeny jejich stromi. Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném
stromé, a tedy i stejné podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rtizné, jsou za-
dané prvky v rtznych stromech, a tedy jsou i v rtiznych podmnozinach repre-
zentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak, Ze mezi kofeny stromu
reprezentujicich slu¢ované podmnoziny pridame ukazatel a tim tyto dva stromy
spojime dohromady.

Implementace dvou vyse popsanych operaci, jak jsme si ji pravé popsali,
nasleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz rozklad reprezentujeme, bude mno-
zina ¢isel od 1 do N. Ukazatele ve stromé si pak pamatujeme v poli parent,
kde 0 znamend, Ze prvek nemd rodice, tj. je kofenem svého stromu. Funkce
root (v) vraci kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

var parent:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;
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function root(v: integer) :integer;
begin
if parent [v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root (w));
end;

procedure union(v,w:integer);
begin
v:=root(v);
w:=root(w);
if v<>w then parent[v] :=w;
end;

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by se nam mohlo
stat, ze stromy odpovidajici podmnozinam budou vypadat jako ,hadi“ a pokud
budou obsahovat N prvki, nalezeni kofene zabere ¢as O(N). Tedy operace find
a union vyzaduji ¢as az O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoducha vylepseni:

¢ union by rank: Kazdy prvek ma pfifazen rank. Na zacatku jsou
ranky vSech prvka rovny nule. P¥i provadéni operace union, pripo-
jime strom s kofenem mensiho ranku ke kofeni stromu s vétsim ran-
kem. Ranky kofenti stromt se v tomto pfipadé neméni. Pokud koreny
obou stromid maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale rank kofenu
vysledného stromu zvétsime o jedna.

e path compression: Ve funkci root (v) pfepojime vSechny prvky na
cesté od prvku v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zménime jejich rodice
na kofen daného stromu.

NezZ si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni funkce
root a union:

var parent:array[1l..N] of integer;
rank:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1to N do
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begin
parent [i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zmena kvuli path compression}
function root(v: integer) :integer;
begin
if parent [v]=0 then root:=v
else begin
parent [v]=root (parent [v]);
root:=parent [v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zmena kvuli union by rank}
procedure union(v,w:integer);
begin
v:=root(v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank[w] :=rank[w]+1;
end
else
if rank[v]<rank([w] then parent [v]:=w
else parent [w] :=v;
end;

2003/2004

Zaméime se nyni blize na metodu ,union by rank“. Nejprve u¢inime na-
sledujici pozorovani: Pokud je prvek v s rankem r kofenem stromu v datové
struktuie DFU, pak tento strom obsahuje alespon 2" prvki. Nase pozorovani
dokézeme indukci podle r. Pro r = 0 tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy r > 0.
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V okamziku, kdy se rank prvku v méni z r — 1 na r, slucujeme dva stromy,
jejichz kotfeny maji rank r» — 1. Kazdy z téchto dvou strom® ma dle induké-
niho predpokladu alespoii 2"~ prvki a tedy vysledny strom mé alespoii 27
prvki, jak jsme pozadovali. Z naseho pozorovani ihned plyne, Ze rank kazdého
prvku je nejvyse log, N a prvki s rankem r je nejvyse N/2" (vSimnéme si, ze
rank prvku v DFU se neméni po okamziku, kdy dany prvek prestane byt kofen
néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen ,union by rank“, je hloubka kazdého stromu
v DFU rovna ranku jeho korene, protoze rank korene se méni pravé tehdy,
kdyz zvétsujeme hloubku stromu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je
nanejvys log, N, hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N. Tim
padem ale nalezeni reprezentanta (¢ili kofene) libovolné skupiny trva O(log N)
a tedy operace find a union budou vyzadovat ¢as O(log N).

Amortizovana éasova slozitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co znamend amortizova-
nd Casova slozitost. Pokud fekneme, ze néjaka operace vyzaduje amortizované
¢as O(t), pak provedeni k takovych operaci vyzaduje ¢as nejvyse O(kt), ale pro-
vedeni jedné konkrétni z nich muze vyzadovat ¢as vétsi. Tento vétsi ¢as je pak
ve vysledném odhadu kompenzovan kratsim ¢asem, ktery spotiebovaly nékteré
predchozi operace.

Pfedvedme si to na piikladé. Reknéme, Ze mame ¢&islo zapsané ve dvojkové
soustavé. Pric¢ist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva konstantni Cas, zalezi
na tom, kolik jednicek se vyskytuje na konci zadaného ¢isla. Pokud se nam ale
povede ukézat, Ze pricist jednicku k tomuto ¢islu N-krat ndm zabere ¢as O(N),
pak mutzeme ¥ici, Ze pFi¢ist k éislu jednic¢ku trva amortizované O(1).

Jak tedy ukdzeme, ze N pfic¢teni jednicky k ¢islu zabere éas O(N)? Pouzi-
jeme k tomu ,,penizkovou metodu”. Kazda operace nas bude stat jeden penizek
a pokud jich na N operaci pouzijeme jen O(N), uspéjeme. Predpokladejme te-
dy, ze kazda jednicka v dvojkovém zapisu daného ¢isla uz ma jeden sviij penizek
(kdyZ za¢neme jednicky pfic¢itat k nule, tuto podminku splnime). Kazdé jednié-
ce, kterou chceme pricist, dame ze zacatku dva penizky. Pri¢itani bude probihat
tak, Ze pri¢itana jednicka se ,podivad“ na posledni bit (tj. ve dvojkovém zapise
na posledni cifru) zadaného éisla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula,
zméni ji na jednicku a da ji svij zbyly penizek. Pokud to je jednicka, vezme si
pri¢itand jednicka jeji penizek (¢ili uz ma zase dva), zméni zkoumanou jednié-
ku na nulu a pokracuje u dalsiho bitu... dokud nenajde nulu. Takto zachova
podminku, ze kazda jednicka v dvojkovém zapisu ¢isla ma jeden penizek.

Tedy N pricitani jednotky nés stoji 2N penizkt a tim padem cas O(N).
Ackoli jedno konkrétni pri¢teni jednic¢ky k danému ¢islu muze trvat déle nez
konstantni ¢as, amortizovana slozitost pricteni jednicky k ¢islu je konstantni.
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Dokoncéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze ,,path compression“ a nikoliv ,union by rank*,
dalo by se dokazat, ze kazda z operaci £ind a union vyzaduje amortizované
¢as O(log N). To ale nebudeme dokazovat, protoze tim bychom si nijak oproti
samotnému ,,union by rank“ nepomohli. Pro¢ tedy vlastné hovofime o obou vy-
lepSenich? Inu proto, Ze pfi pouziti obou sou¢asné dosahneme mnohem lepsiho
amortizovaného ¢asu O(a(N)) na jednu operaci find nebo union, kde a(N)
je inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici muzete nalézt na konci kuchai-
ky, zde jen poznamenejme, Ze hodnota inverzni Ackermannovy funkce «(N)
je pro viechny praktické hodnoty N nejvyse ¢tyfi. Cili dosdhneme v podstaté
amortizované konstantni ¢asovou sloZitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.

My si zde predvedeme ponékud horsi, ale technicky jednodussi ¢asovy od-
had O((N + L)log™ N), kde L je pocet provedenych operaci £ind nebo union
a log* N je tzv. iterovany logaritmus, jeho# definice nasleduje. Nejprve si defi-
nujeme funkci 2 T k£ rekurzivnim predpisem:

210=1, 27k=2%k"1D,

Méme tedy 2 71=2,212=22=4,213=2*=16,214 = 26 = 65536,
275 =26%36 atd. A kone¢né, iterovany logaritmus log* N ¢&isla N je nejmensi
prirozené Cislo k takové, ze N < 2 T k. Jind (ale ekvivalentni) definice itero-
vaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi podet, kolikrat musime éislo N
opakované logaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.
Zbyva provést slibenou analyzu struktury DFU s vylepsujicimi metodami
yunion by rank“ a ,path compression“. Prvky si rozdélime do skupin podle
jejich ranku: K-ta skupina prvki bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi
(27(K —-1))4+1a217 K. Napf. tfeti skupina obsahuje ty prvky, jejichz rank
je mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéleny do 1+log* log N = O(log™ N) skupin.
Odhadnéme shora pocet prvka v K-té skupiné:
N N N NK-21(K-1)

SCI(R—TN+1 T T 92K T (R 2 2] =
P

<N -7
= 2M(K-1) T T 21K’

Ted miiZzeme provést ¢asovou analyzu funkce root (v). Cas, ktery spotiebuje
funkce root (v), je tmérny délce cesty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta
je pak néasledné rozpojena a vSechny prvky na ni jsou pfepojeny pfimo na
kofen stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, které ,natctujeme”
tomuto volan{ funkce root(v), a ty, které zahrneme do faktoru O(N log* N)
v dokazovaném casovém odhadu. Do volani funkce root(v) zapocitame ty
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hrany cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v raznych skupinach. Takovych
hran je ziejmé nejvyse O(log™ n) (v8imnéte si, Ze ranky prvki na cesté z listu
do kofene tvofi rostouci posloupnost).

UvaZme prvek v v K-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Pfi kaz-
dém prepojeni rank rodice prvku v vzroste. Tedy po 2 | K prepojenich je rodic¢
prvku v v (K + 1)-ni nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v K-té skuping, pak
hrana z néj na cesté do kofene nebude uc¢tovana volani funkce root (v) nejvyse
(2 7 K)-krat. Protoze K-t skupina obsahuje nejvyse N/(2 T K) prvkd, je po-
éet takovych hran pro vSechny prvky této skupiny nejvyse N. A protoZe pocet
skupin je nejvyse O(log™ N), je celkovy pocet hran, které nejsou zapocitany vo-
lanim funkce root (v), nejvyse O(N log" N). Protoze funkce root (v) je voldna
2L-krét, plyne ¢asovy odhad O((N + L)log" N) z pravé dokdzanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce a(N)
Ackermannovu funkci 1ze definovat nasledujici konstrukei:
Ao(i) =i+1, Agga(i) = AL(i) pro k >0,
kde vyraz A} zastupuje slozeni i funkci A, napf. A1(3) = A¢(Ao(Ao(3))). Plati

tedy nasledujici rovnosti:

Ao(i) =i+1, Ai(i)=2i, As(i)=2"-1.
Ackermannova funkce A(k) je pak rovna hodnoté Ay (2), ¢ili A(2) = A3(2) =8,
A(3) = A3(2) = 211, A(4) = A4(2) =~ 2 T 2048 atd... Hodnota inverzni

Ackermannovy funkce a(N) je pak nejmensi pfirozené ¢islo k takové, ze N <
A(k) = Ar(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich plati, ze a(N) < 4.

Mnichova posedlost aneb

Hanoi strikes back 10 bodu

16-4-1

Vsichni jisté vite, co jsou to Hanojské véze. Jednd se o tfi koliky, na kterych
je nasazeno celkem N diskd riznych velikosti. Na zacatku jsou vSechny disky
nasazeny na krajnim koliku a uspofdddny podle velikosti (dole lezi nejvétsi
disk). Vasim tikolem je pfemistit vSechny disky na jiny kolik a pfitom dodrzet
pravidlo, ze vzdy musi mensi disk lezet na vétsim.

Mnichtim v Tibetu se v ¢asech ddvno minulych zjevil sam Buhdha a slibil
jim, Ze az pfesunou v Hanojskych vézich 64 diskd z jednoho koliku na jiny,
svét bude u konce. A mnichové se snazi jim zadany kol splnit jiz po tisicileti,
protoze k tomu potfebuji (jak jisté vite) 264 — 1 pfesunti.

Vzhledem k tomu, Ze je to prace velmi jednotvarnd, stalo se jednou, Ze
do mnicha Askejtaka vstoupil démon Kazisvét, ktery nechce, aby svét skoncil
(jinak by ho uz nemohl dal kazit). Mnich pod vlivem Kazisvéta pfesouval disky
sice podle pravidla, Ze mensi disk musi lezet na vétsim, avSak viibec nedodrzoval
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jiZ tisice let stanoveny postup. Poté, co Kazisvét odesel, mnisi zjistili, ze vibec
nevédi, jak dal. Ale Vy jisté védét budete.

Na vstupu dostanete pocet diski N. Predpokladejte, ze disky jsou ocislo-
vany podle velikosti od nejvétsiho (1) k nejmensimu (N). Déale dostanete popis
situace na Hanojskych vézich (jaké disky jsou na kterych kolicich; uvédomte si,
7e potadi diskt na koliku je urceno vzdy jednoznaé¢né). Vasim tikolem je Fici, na
jaky kolik bude pro mnichy nejvyhodnéjsi vSechny disky nakonec nasadit a ko-
lik k tomu budou potfebovat krokt. Muzete pro jednoduchost predpokladat,
7e pocet potrebngch krokd bude mensi nez 264 — 1.

Priklad: Pokud N = 7 a na prvnim koliku jsou disky 6,7, na druhém koliku
disk 5 a na tfetim koliku disky 1,2, 3,4, je pro mnichy nejvyhodnéjsi premistit
vSechny disky na kolik ¢islo t¥i. Dokazou to pomoci ¢ty presund.

16-4-2 Technologické trable 8 bodu

Jedna nejmenovana pocitacova spolecnost nedavno zvetejnila, ze hodla vrhnout
na trh naprosto originalni novinku mezi dloznymi zafizenimi. Jeji naprosta
nepirekonatelnd moderni nedostizné a prosté skvéla prednost tkvi v tom, ze bude
mit nekone¢nou kapacitu.

Toto tlozné zafizeni slouzi k uchovani nekonecné mnoha celych ¢isel. Jed-
notliva ¢isla jsou ulozena v bunkach, které jsou ocislovany prirozenymi disly,
a navic plati, Ze obsahy pamétovych bunék jsou uloZeny ve vzestupném pofadi.

Spole¢nost se ovSem natolik vycerpala nékolikatydenni letdkovou, novino-
vou, televizni a billboardovou propagandou, Ze jiz neni schopna napsat pro-
gram, ktery bude s propagovanym zafizenim zachazet.

Vasim ukolem je napsat program, ktery najde zadanou hodnotu v nekonec-
né velkém vzestupné usporadaném poli se zacatkem. Pozor na to, Ze jednotlivé
hodnoty se mohou opakovat. Protoze toto pole je nekonecné velké, nemtizete
ho dostat na vstupu. Hodnoty toho pole budete zjistovat tak, Ze se budete za-
fizeni ptat na hodnotu v konkrétni paméfové buiice (pro nés to znamena, Ze
se budete ptat uzivatele). Vysledkem programu mé byt éislo pamétové buiiky,
kde se hledana hodnota vyskytuje, pripadné —1, pokud se hledand hodnota
v zafizeni nevyskytuje viibec.

Dulezité na Vasem programu je to, kolik hodnot si z popisovaného zafizeni
vyzada. Zkuste také dokéazat, Ze VaSe FeSeni je optimalni (pokud opravdu je).

Priklad: Hledand hodnota je 15, odpovédi na dotazy jsou tyto: v buiice 1 je
ulozena hodnota —8, v burice 3 je 14 a v bunce 4 je hodnota 16. Vysledek
programu je —1.
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16-4-3 Stavka programatoru 10 bodu

Pondéli rino. Ustiedi televize TeleNovela. Telefon zvoni. ,Prosim?“ , Pa-
ne tediteli, hrozna véc! Programdtori stavkugi, prij Ze i programdtor md prdvo na
lidskd praval® ,Ale my jsme televize TeleNovela. Tohle nds vibec nezajimd.“

To samé pondéli rano. Ustiedi televize CNN. Telefon zvoni. ,Prosim?“
»Pane tediteli, hroznd véec! Programdtori stdvkuji, pry Ze i programdtor md
pravo na lidskd prava!*  ,To je ale hriza! O tom musime natocit reportdz!“

Programatori ve znaAmém mésté Jsi-li con, vdlej se rozhodli usporadat stav-
ku. Chtéji mit vSechna lidské prava, hlavné pravo dostat za praci pfiméfenou
odmeénu. Vétsina z nich je totiz netinosné pieplacena. A oni chté&ji spravedlnost.

Mésto si miizeme predstavit jako pravothlou sit ulic, kterych je ve vodo-
rovném i svislém sméru N. Ulice si oc¢islujeme, ty vodorovné odspoda, ty svislé
zleva. Kazdou kfiZovatku miZeme oznacit dvojici (z,y), kde z je ¢islo ulice
svislé a y je ¢islo ulice vodorovné.

Programatori budou postupné stavkovat na M ruznych kiizovatkach. A te-
levize CNN chce o vsech stavkach natocit reportaz. K tomu, aby natocili re-
portdZ o stdvce na kfiZovatce (z,y) vSak nemusi byt pfimo na této kfizovatce,
ale staci, kdyz jsou ve svislé ulici « nebo ve vodorovné ulici y (maji totiz velmi
dobré objektivy).

Televize CNN mad ustfedi na kiizovatce (cnng, cnn,). M4 k dispozici bo-
huzel jediny viz, ktery na zacitku vyjede z tstfedi, nafilmuje vSech M stavek
v potradi, v jakém se budou konat, a vrati se zpét do tstfedi. Vasim tkolem je
naplanovat jeho cestu tak, aby nafilmoval vSechny stdvky (jak uz bylo feéeno,
nemusi byt pfimo u stavky, staci, kdyz bude na ulici prochézejici kfizovatkou
stavky) a jeho cesta byla nejkratsi mozna.

Priklad: Pro N = 4, M = 3, stavky na k¥izovatkach v poradi (1,4), (4,1), (3,4)
a pro centrum CNN (2, 2) je nejkrat$i moznd cesta filmového vozu | ——1«.

16-4-4 Dlouhoprstova zapeklita hra 10 bodu

Dlouhoprstova hrabivost byla sice jeho vitézstvim nad piraty na chvilku utlu-
mena, ale jeho sebevédomi ponékud stouplo. A tak si fekl, Ze kdyz uz je jednou
na cesté do pekla, aby upsal dablu dusi za par stiibridki, tak tam dojde.

V pekle byl Dlouhoprst Satanem pékné uvitan, ale navrh, Ze upise svou du-
81, mu neprosel. Satan tvrdil, Ze Dlouhoprstova duse skonéi tak jako tak v pekle,
takze pro¢ by mu za to mél jesté platit. Nicméné souhlasil, Ze si s Dlouhoprstem
zahraje karetni hru.

Hraje se na jedné strané o Dlouhoprstiv zivot, o truhlu stfibrnaku na
strané druhé. Hry prsi se samoziejmé v horoucim pekle boji jako krize a ani
s maridSem Satan nesouhlasil. Vidél totiz Dlouhoprstovy rukdvy nadité fales-
nymi kartami. A tak Satan navrhl hru vlastni.
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Hraje se se specidlnimi pekelnymi kartami, kazda karta je oznacend bud
malym nebo velkym pismenem nebo ¢islici. Satan pred sebe polozi dvé fady
karet, obé v néjakém konkrétnim poradi. V jedné fadé je karet NV, v druhé M.
V kazdé fadé otoci néjaké karty vzhiiru rubem a néjaké licem. Kazdou fadu
tedy miuZzeme zaznamenat jako posloupnost malych a velkych pismen a ¢islic
(to jsou konkrétni karty), otaznik (prave jedna libovolna karta) a hvézdiéek
(0 a vice libovolnych karet).

Protoze Satan vi o Dlouhoprstovych falesnych kartach, dostal Dlouhoprst
za kol vytdhnout z utrob svého obleku takovou nejkratsi posloupnost karet,
7e muze byt stejnd jako obé Satanovy fady karet. Pfipadné m4 ¥ici, Ze to neni
mozné. Pokud je nejkratsich posloupnosti vice, staci libovolna z nich.

Priklad: Pokud jsou Satanovy fady karet t72*f? a t*fg, Dlouhoprst ma vy-
tahnout napiiklad karty tX2fg.

16-4-5 Obchodnici s destém 10 bodu

Pro svou praci na novém operac¢nim systému potiebujete spolehlivy generator
pseudondhodnych ¢isel. A to takovy, ktery bude generovat nelokalni posloup-
nosti nahodnych ¢isel. To jsou takové posloupnosti, jejichz ¢leny jsou rozptylené
na celém pouzivaném intervalu. Jinak feceno, nejmensi vzdalenost mezi dvéma
libovolnymi prvky je pokud mozno co nejvétsi.

Bohuzel jedin firma, kterd generatory tohoto typu nabizi, je O. S. Kubal
a synové. Tu musite urcité€ znat. Je to jedind spolec¢nost, ktera dokazala pro-
dat tisic kusi lednicek znacky ,Mrazik* Eskymédkam, patentovala si v USA
perpetuum mobile a dokazala si prodat vlastni nos mezi svyma oc¢ima.

Ale protoze znate O. S. Kubala i jeho syny a chcete, aby generator doo-
pravdy fungoval, rozhodli jste se ho nejprve vyzkouset. A k tomuto ucelu si
potiebujete napsat nasledujici program.

Na vstupu dostanete N a K. Pak budete postupné nacitat N rtznych
ndhodnych éisel. Hned po nacteni jednoho ndhodného ¢isla (kromé prvniho)
vypisete, jaky je nejmensi rozdil mezi libovolnymi riznymi dvéma z poslednich
K nactenych ndhodnych ¢isel.

Priklad: Pro N = 6, K = 3 ma vypadat vstup a vystup programu nasledovné:

ndhodné cislo aktudlni nejmensi rozdil
5
7
4
15
6
20

TN W N
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16-4-6 Sikma vé% v Kocourkové 10 bodu

V Kocourkové se radni buftipani rozhodli, Zze si postavi Sikmou véz. VSichni
s jejich navrhem souhlasili a vSichni chtéli hned pomoci. Sildk se hned nabidl,
ze vykopa do zemé diru, aby byla véz sikma, Bohemina tvrdila, ze z hromady
vajec dokaze udélat skvélou maltu, Zpivarotti slibil, Ze za trochu piva zazpiva
a vSem pujde prace p€kné od ruky.

Brzy (po nékolika postavenych vézich) ale zjistili, Ze to nebude tak jedno-
duché. Neékteré tkoly bylo totiz nutné vyfesit pfed tim, nez jiné za¢nou. Sildk
bohuzel nedokéazal pod jiz postavenou vézi vykopat dost velkou diru, aby véz
byla Sikmé. A i kdyZ Lamzelezo byl silék a s velkym rozbéhem zvladl vybourat
dvefe v jiz postavené zdi, postavit zed i s dvefmi bylo preci jen lepsi.

Dale zjistili, ze néjaké prace jsou klicové. Zpozdéni takovych klicovych pra-
ci totiz vede ke zpoZdéni celé stavby. A protoZe chtéji mit Kocourkovsti véz
postavenou co nejdrive, poslali si pro Vés, abyste jim pomohli.

Vas program dostane na vstupu IV, coz je pocet pracovnich tikont, které je
tfeba k postaveni véze vykonat. U kazdého tikonu vite dobu, jakou trva, a dale
seznam jinych ukonit, které musi byt dokonceny pied tim, nez zacne prace na
tomto tkonu. Vystupem programu by mélo byt bud slovo ,nelze, pokud véz
postavit viibec nejde (naptiklad Zpivarotti zpiva jen za pivo a hospodsky chce
dat pivo jen za douSek pékného zpévu). Pokud véz postavit jde, mél by VAas
program vypsat nejmensi dobu, za jakou mohou Kocourkovsti véz postavit,
a ty ukony, které jsou klicové.

Priklad: N =5, tkon 1 trva 4 casové jednotky, tkon 2 trva 2 casové jednotky,
tkon 3 trva 5 ¢asovych jednotek, tkon 4 trva 10 ¢asovych jednotek a ikon 5 trva
2 ¢asové jednotky. Ukon 2 je mozné zaéit, az kdyz jsou hotové tikony 1 a 3.
Ukon 4 mtiZe za¢it az po skonceni tkont 5 a 2.

Tehdy lze véz postavit za 17 ¢asovych jednotek, klicové jsou tkony 2, 3 a 4.

16-4-K Recepty z programatorské kucharky MM a Tomas Valla

V nedavném vydani programatorské kucharky jsme se zabyvali tfidénim dat,
tentokrate si povime, jak v uspofddanych datech néco efektivné najit a jak si
data udrzovat stale usporddana. K tomu se ndm bude hodit zejména binarni
vyhledavani a rizné druhy vyhledavacich stromai.
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Binarni vyhledavani

Predstavte si, ze jste k narozeninam dostali obrovské pole setfidénych zaznami
(to je, pravda, trochu netradi¢ni dérek, ale pro¢ ne — mtize to byt tfeba telefonni
seznam). Zéznamy mohou vypadat libovolné a to, Ze jsou set¥{déné, znamena
jen a pouze, Zze x1 < T2 < ... < xN, kde < je néjaka relace, kterd ndm fekne,
ktery ze dvou zaznamu je mensi (pro jednoduchost predpokladime, ze zadné
dva zdznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem pocneme? Zkusime si v ném najit néjaky kon-
krétni zdznam z. To mizeme udélat tieba tak, Ze si nalistujeme prostiedni
zdznam (oznaéime si ho z,,) a porovname s nim nase z. Pokud z < z,,, vime,
ze se z nemuze vyskytovat ,napravo“ od x,,, protoze tam jsou vSechny zazna-
my vétsi nez x,, a tim spiSe nez z. Analogicky pokud z > x,,, z se nemuze
vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pfipadech ndm zbude jedna polovina
a v ni budeme pokracovat stejnym zpusobem. Tak budeme postupné zmensovat
interval, ve kterém se z mtiZe nachazet, az budto z najdeme nebo vylouc¢ime
v8echny prvky, kde by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fikd bindrni vyhleddvani nebo také hleddni
ptlenim intervalu a snadno ho naprogramujeme budto rekursivné nebo pomoci
cyklu, v némz si budeme udrzovat interval (I, ), ve kterém se hledany prvek
miuZe nachéazet:

function BinSearch(z : integer) :integer;
var 1,r,m : integer;

begin
1:=1; { interval, ve kterém hledéame }
r :=N;

while 1 <= r do begin { je3t& neni prézdny }
m := (1+r) div 2; { st¥ed intervalu }
if z < x[m] then

r:=m-1 { je vlievo }
else if z > x[m] then
1:=m+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej :=m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }
end;

Vsimnéte si, Ze pruchodi cyklem while muZe byt nejvyse [log, N, protoze
interval (I, ) na poc¢atku obsahuje N prvka a v kazdém prtichodu jej zmensi-
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me na polovinu (ve skuteénosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro nés), takze
po k priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2* prvki. Jenze pokud
by k bylo vétsi nez log, N, bude N/2* < 1 a tehdy se algoritmus uréité musi
zastavit. Casova slozitost binarniho vyhleddvani tedy bude O(log N). [Zaklad
logaritmu nemusime psat, protoze log, b = log, b/ log, a, ¢li logaritmy o riz-
nych zakladech se lisi jen konstantou, kterd se ,schova do O-¢ka.“]

Hledani ptlenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud méame moznost si da-
ta pfedem settidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu programu pridavat a ode-
birat zdznamy, potazeme se se zlou: budto budeme mit zdznamy uloZené v poli,
a pak nezbyva nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout®, coz muze
trvat az N kroki, a nebo si je budeme udrzovat v néjakém seznamu, do které-
ho dokazeme pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebudeme pri
vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moznymi cestami se muze v naSem poli binarni
vyhledavani ubirat. Na zacatku porovnavame s prostfednim prvkem a podle
vysledku se vyddme jednou ze dvou moZnjch cest (nebo rovnou zjistime, Ze se
jednd o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy ptipad). Na kazdé cesté nas
zase Ceka porovnani se stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle jednou
ze dvou dalsich cest atd. To si mazeme prehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude odpovidat celému
poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému budou ptipojené vrcholy obou polo-
vin pole (opét obsahujici pfislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile
zname tento strom, miizeme nas pulici algoritmus provadét primo podle stromu
(ani k tomu nepotfebujeme vidét puvodni pole a umét v ném hledat poloviny):
zacneme v kofeni, porovname a podle vysledku se budto presuneme do levé-
ho nebo pravého podstromu a tak déale. Kazdy prubéh algoritmu bude tedy
odpovidat néjaké cesté z kofene stromu do hledaného vrcholu z.

Ted si ale vSimné&te, Ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom
viubec nemusel vzniknout presné pilenim intervalu — stacilo, aby v kazdém
vrcholu platilo, ze vSechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento
vrchol a naopak hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by
tedy popisovaly nasledujici stromy (napft.):
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Hledaci algoritmus podle jinych stromi samoziejmé uz nemusi mit péknou
logaritmickou slozitost (kdyZ bychom hledali podle ,degenerovaného“ stromu
z pravého obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Dilezité ale je, Ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pfi trose Sikovnosti muzeme
udrzet dostateéné podobné idedlnimu piileni intervalu. Pak bude hloubka stro-
mu stale O(log N) (a tedy i ¢asova slozitost hledani a, jak za chvilku uvidime,
i dalsich operaci).

Definice

Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po domécku BVS) je budto prézdnd mnoZina
nebo koren obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz
jsou opét BVS, ovSsem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstromu
jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty
ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak
kofentim téchto podstromt (pokud nejsou préazdné) budeme fikat levy a pravy
syn vrcholu x a naopak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je
néktery z podstroma prazdny, pak vrchol x pfislusného syna nema. Vrcholu,
ktery nema zadné syny, budeme fikat list vyhledavaciho stromu. Vsimnéte si,
ze pokud x ma jen jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy
nebo pravy, protoze potfebujeme udrzet spravné usporadani hodnot. Také si
v§imnéte, ze pokud zname syny kazdého vrcholu, mizeme jiz rekonstruovat
vSechny podstromy.

Kazdy BVS také mtuzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record
1, r : pvrchol; { levy a pravy syn }
x : integer; { hodnota }
end;
Pokud néktery ze synt neexistuje, zapiSeme do prislusné polozky hodnotu
nil.

Find

V fe¢i BVS miZzeme preformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:
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function TreeFind(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane koten stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1i. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v”.x then

v:=v_.l
else
vV:i=vo.r
end;
TreeFind :=v;
end;

Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu,
protoze zacina v kofeni a v kazdém prichodu cyklem postoupi o jednu hladinu
nize.

Insert

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom se ted
starali o to, zda tim strom nemfize degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu najit
a pokud tam jesté nebyla, ur¢ité pfi hledéani narazime na odbocku, ktera je
nil. A pfesné na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné
uspofddan vzhledem k ostatnim vrcholtim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi
hledani jsme postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota byt
nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokréte si ukdZeme rekurzivni za-
chéazeni se stromy:

function TreeIns(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane ko¥en stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prédzdny strom => zaloZime novy ko¥en }
new(v) ;
v™.1l :=nil;
ve.r :=nil;
VT .X :=X;
end else if x<v~.x then { vkl&dame vlevo }
v~.1l :=Treelns(v~.1, x)
else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v™.r := Treelns(v~™.r, X);
Treelns :=v;

end;
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Delete

Mazani bude o kousic¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit tii pfipady: Pokud je
mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna,
stac¢i nas vrchol v ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. A pokud mé
syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, Ze
ptjdeme jednou doleva a pak pofad doprava), umistime ji do stromu namisto
mazaného vrcholu a v levém podstromu ji pak smazeme (coZ uz umime, protoze
mé 1 nebo 0 synt). Program néasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Parametry stejné& jako Treelns }
var w:pvrchol;

begin
TreeDel :=v;
if v=nil then exit { prazdny strom }

else if x<v~.x then

v™.1l :=TreeDel(v~.1, x) { jeSt& hledéame x }
else if x>v~.x then

v™.r := TreeDel(v™.r, x)

else begin { nasli jsme }
if (v~.1=nil) and (v~ .r=nil) then begin
TreeDel :=nil; { maZeme 1list }

dispose(v);

end else if v~.1=nil then begin
TreeDel :=v~.r; { jen pravy syn }
dispose(v);

end else if v~.r=nil then begin

TreeDel :=v~.1; { jen levy }
dispose (V) ;

end else begin { ma oba syny }
w:=v".1l; { hledame max(L) }

while w™.r<>nildow :=w".r;
ve.x 1= w.x; { prohazujeme }
{ a maZeme ptvodni max(L) }
v™.1l :=TreeDel(v~.1, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime pfidéavat nebo z néj
odebirat prvky, dopadne to takto:
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(5)
e Delete 4 e

(5) (1)
e Delete 2 e e Delete 5 e
@ @ @ @

Jak vkladani, tak mazdni opét budou trvat O(h). Ale pozor, jejich pouzi-
vanim muze h nekontrolovatelné rist — sami zkuste najit néjaky piiklad, kdy
h dosdhne az N.

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vypsat, staci strom rekursiv-
né projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu nadm zajisti, Ze hodnoty
vypiseme ve vzestupném potadi: nejdrive levy podstrom, pak kofen a pak pod-
strom pravy. Casova slozitost je, jak se snadno nahlédne, linearni, protoze stra-
vime konstantni ¢as vypisovanim kazdého prvku a téch je pravé N. Program
opét snadny:
procedure TreeShow(v:pvrchol);
begin
if v=nil then exit; { neni co d&lat }
TreeShow(v~.1);
writeln(v~.x);
TreeShow(v™.r);
end;

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vSelijakd kouzla. Ale prakticky vSechny stromo-
vé algoritmy maji spolecné to, ze jejich casova slozitost je linearni v hloubce
stromu. (Pravda, pravé ten posledni byl vyjimka, ale vSechny prvky opravdu
rychleji nez linedrné s N nevypiSeme.) Jenze jak jsme vidéli, neopatrnym in-
sertovanim a deletovanim prvkt mohou snadno vznikat vselijaké degenerované
stromy, které maji linearni hloubku. Abychom tomu zabranili, musime stromy
vyvazovat. To znamend definovat si néjaké Sikovné omezeni na tvar stromu, aby
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hloubka byla vzdy O(log N). Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty nejdile-

Dokonale vyvizZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy
vrchol plati, Ze pocet vrchold v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse
o jednicku. Takové stromy kopiruji déleni na poloviny pfi binarnim vyhledavani,
a proto (jak jsme jiz dokdzali) maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im
se lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas pilici algoritmus
zaokrouhloval polovinu vzdy dolu, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi
neZ pravy. Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci puliciho algoritmu da
dokonale vyvazeny BVS v linedrnim ¢ase vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel
se ale pri Insertu a Deletu nedd v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyzadovat pouze, aby se
u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromii, nybrz jejich
hloubky. Takovym stromim se ¥ikd AVL stromy a mohou vypadat tfeba takto:

T

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét
na predchozim obrazku, opac¢né to platit nemusi. To, Zze hloubka AVL stromut
je také logaritmicka, proto neni uplné zfejmé a zaslouZi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Ozna¢me Ay nejmensi mozny pocet vrchold, jaky muze byt v AVL
stromu hloubky d. Snadno vyzkous$ime, ze A1 =1, Ay =2, Ag=4a Ay =7
(pFislusné minimélni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, Ze
Ag =14 Ayg_1 + Ag_2, protoze kazdy minimalni strom hloubky d musi mit
kofen a 2 podstromy, které budou opét minimalni, protoze jinak bychom je
mohli vyménit za minimalni a tim snizit pocet vrcholi celého stromu. Navic
alespoii jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka
celého stromu nebyla d) a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu
mize mit d — 1 nebo d — 2, ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné
vrcholi).

Spocitat, kolik presné je Ay, neni uplné snadné, ale ndm bude stacit doka-
zat, 7e Ag > 2"/2. To provedeme indukci: Pro d < 4 to plyne z ruéné spoéita-
nych hodnot. Pro d > 4 je pak Ag = 14 Ag_1 + Ag_o > 2(d=1/2 4 9(d=2)/2 _
24/2 . (271/2 4 271) > 24/2 (soucet ¢isel v zavorce je = 1.207).

Jakmile ale uz vime, Ze A,y roste s d alesponl exponencialné, tedy ze Jc :
Ag > ¢, ditkaz je u konce: Mame-li AVL strom 7 na N vrcholech, najdeme
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si nejmensi d takové, ze Ay < N. Hloubka stromu 7" miZe byt maximélné
d, protoze jinak by T musel mit alespon Agy; vrchold, ale to je vice nez N.
A jelikoz A, rostou exponencialng, je d < log. N, ¢ili d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, ale jesté stdle nevime, jak provadét
Insert a Delete tak, aby AVL vyvazenost zachovavaly. NemiiZzeme si totiz dovolit
strukturu stromu ménit libovolné — stale musime dodrzovat spravné usporadani
hodnot. K tomu se ndm bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych
dokazeme, ze jsou korektni, a pak strukturu stromu ménit vzdy jen pomoci
téchto operaci. Budou to:

Rotace

Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu) nazveme jeho ,pfe-
korenéni“ za nékterého ze synt kofene. Misto formalni definice ukazme radéji

obrézek: - .
(¥) N/ (x)
/a\ /5\ /B\ /o)

Strom jsme prekorenili za vrchol y a prepojili jednotlivé podstromy tak,
aby byly vzhledem k z a y opét uspofadané spravné (vSimnéte si, zZe je jen
jediny zpisob, jak to udélat). JelikoZ se tim okoli vrcholu y ,otocilo“ po sméru
hodinovych rucicek, ika se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (tj.
prekofenéni za pravého syna kofene) se ¥ika rotace doleva a na nasem obrazku
odpovida prechodu zprava doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace nad sebou lisici
se smérem (tj. jednu levou a jednu pravou nebo opacéné). Tomu se ¥ika dvojro-
tace a jejim vysledkem je prekorenéni podstromu za vnuka kofene pfipojeného
,cikcak“. Radéji opét predvedeme na obrazku:
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Znaménka

P1i vyvazovani se nam bude hodit pamatovat si u kazdého vrcholu, v jakém
vztahu jsou hloubky jeho podstromti. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu
a bude budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi a +
pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive vrcholy se znaménky
znacit @, © a ©.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu),
znaménka se zméni na opacnd (@ a © se prohodi, 0 zistane). Toho budeme
Casto vyuzivat a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu
s tim, ze druhé se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce né&jakého vrcholu. To miizeme
zafidit budto tak, Ze si do zdznamt popisujicich vrcholy stromu pfiddme jesté
ukazatele na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, Zze jsme do daného vrcholu museli nékudy pfijit z kofene, celou
cestu z kofene si zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme
vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich
stromt, ptibude ndm ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvéZenost neporusila,
staél pouze opravit znaménka na cesté z nového listu do kofene (vSude jinde
zustala zachovana). Paklize porusila, musime s tim néco provést, konkrétné
ji sikovné zvolenymi rotacemi opét opravit. Popiseme algoritmus, ktery bude
postupovat od listu ke kofeni a vSe potfebné zaridi:

Nejprve pridani listu samotné:

R

Pokud jsme pridali list (bez 4jmy na obecnosti levy, jinak vyFesime zrcadlo-
vé) vrcholu se znaménkem ®, zménime znaménko na & a posleme o patro vys
informaci o tom, Ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znadit Sipkou).
Pridali-li jsme list k @, zméni se na ® a hloubka podstromu se neméni, takze
muzeme skoncit.

Nyni rozebereme pripady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz
nam z néjakého podstromu pfijde Sipka. Opét budeme predpokladat, ze pfisla
zleva; pokud zprava, vyfesime zrcadlové. Pokud pfisla do & nebo ®, oSetfime
to stejné jako pfi pridani listu:
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oﬂé l@ﬂ :

Pokud ale vrchol x méa znaménko ©, nastanou potize: levy podstrom méa
ted hloubku o 2 vyS$i neZ pravy, takze musime rotovat. Proto se podivame
o patro niz, jaké je znaménko vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou
rotaci provést. Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami
jsme prikreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznacime jako h,
B musi mit hloubku i — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme je$té © nepfepoditali (vede tam pfeci Sipka), takze ve skutecnosti
je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub$i nez pravy (ptivodni hloubky jsme
na obrazku naznacili v [zdvorkach]). Po zrotovani vyjdou u = i y znaménka ©
a celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &®:

Tehdy se podivame je$té o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (Nemtize
se nam stit, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @.) Hloubky
opét najdete na obrazku. Jelikoz z muze mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromi B a C budto h nebo h — 1, coz zna¢ime h~. Podle toho pak vyjdou
znaménka vrcholl x a y po rotaci. Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova
hloubka se neméni, takze konc¢ime.
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Posledni moznost je, Ze by y byl @, ale tu vyfesime velmi snadno: vSimneme
si, ze nemize nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ®.
(Kontrolni otézka: jak to, ze ® muZe nastat?)

Vyvazovani po Deletu

vvvvvv

Nejdiive opét rozebereme zakladni situace: odebirdame list (BUNO levy) nebo
vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny syn listem, jinak by to
nebyl AVL strom):

FC g0

Sipkou dolt zna¢ime, ze o patro vys posilame informaci o tom, Ze se hloubka
podstromu snizila o 1. Pokud Sipku dostane vrchol typu & nebo ®, vyfesime

to snadno:
-5 g 20 S 20 .g 2—|—

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy Sipku dostane @. Tehdy
se musime podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni
moznost je, ze opacny syn ma ®:

h h+1 h h

Tehdy provedeme rotaci vlevo, = i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu
se snizi o hladinu, takze nezbyvéa, nez poslat Sipku o patro vys.
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Pokud by y byl ®:

h+1

B
h+1 h+1 h  h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se
nezménila.
Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoz y je typu
©), vrcholy = a y obdrzi znaménka v zavislosti na ptivodnim znaménku vrcholu
z a cely strom se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pii Insertu, tak pii Deletu se ndm podarilo strom upravit tak, aby byl opét
AVL stromem, a trvalo nam to linearné s hloubkou stromu (koname konstantni
praci na kazdé hladiné), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze
o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji hloubku vzdy logaritmickou, takze
jak hledani, tak Insert a Delete zvlddneme v logaritmickém case (vzhledem
k aktudlnimu poctu prvkl ve stromu).

Dalsi typy stromu

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpiuisob, jak zavést stromovou datovou
strukturu s logaritmicky rychlymi operacemi. Dalsi jsou tfeba:

o (Cerveno-Cerné stromy — ty si misto znamének vrcholy barvi, kazdy je
budto ¢erveny nebo éerny a plati, Ze nikdy nejsou dva ¢ervené vrcholy
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pod sebou a Ze na kazdé cesté z korene do listu je stejny pocet ¢ernych
vrcholi. Opét je hloubka stromu logaritmické, po Insertu a Deletu
barvy opravujeme pfebarvovanim na cesté do kofene a rotovanim,
ovsem je potfeba rozebrat podstatné vice pfipada nez u AVL strom.
(Za to jsme ale odménéni tim, Ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.)

e 2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame uloZenu jednu hodnotu, ny-
brz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nézev). Hloub-
ka opét logaritmickd, vyvazovani fesime pomoci spojovani a rozdélo-
véni vrcholi.

e Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz de-
finujeme, Ze kdykoliv pracujeme s néjakym vrcholem, vzdy si jej vy-
rotujeme do kofene a pokud to jde, preferujeme dvojrotace. Takové
operaci se fikd Splay a daji se pomoci ni definovat operace ostat-
ni: Find hodnotu najde a poté na ni zavola Splay. Insert si nechéa
vysplayovat pfedchtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi pfed-
chiidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
uvnitt pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude mit jen
jednoho syna a muzeme jim tedy nahradit mazany prvek v kofeni.
Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linearné dlouho, ale
d4 se o nich dokdzat, Ze jejich amortizovand slozitost (co to je, na-
jdete v kuchafce k pfedchozi sérii) je vidy O(log N). To u vétsiny
pouziti stac¢i (datovou strukturu obvykle pouzivate uvniti néjakého
algoritmu a zajiméa vés, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady)
a navic je Splay stromy daleko snazs$i naprogramovat nez néjaké vy-
vazované stromy. [Mimo to maji i jiné krasné vlastnosti: pfizptisobuji
svij tvar Cetnostem hledéni, takze ¢asto hledané prvky jsou pak bliz
ke kofeni, snadno se daji rozdélovat a spojovat atd.]

® Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem
(tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifadime vdhu, coZ je ndhod-
né ¢&islo z intervalu (0, 1). Strom pak udrzujeme uspofddany stromové
podle hodnot a haldové podle vah (vSimnéte si, ze tim je jeho tvar
urcen jednozna¢né). Insert a Delete opravuji haldové usporadani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casova slozitost v primérném piipadé
je O(log N).

® BB-a stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym smérem: zvoli-
me si vhodné ¢islo o a vyzadujeme, aby se velikost podstromt kazdé-
ho vrcholu lisila maximélné a-krat (prazdné podstromy néjak oSetti-
me, abychom nedélili nulou; dokonald vyvéazenost odpovidd o = 1 [az
na zaokrouhlovani]). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik
vrcholi obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a Deletu
prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene a zkontrolujeme,
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jestli je strom jesté stale a-vyvazeny. Pokud ne, najdeme nejvyssi
misto, ve kterém se velikosti podstromu pfilis lisi, a vSe od tohoto
mista dolt znovu vytvorime algoritmem na vyrobu dokonale vyvaze-
nych stromd. Ten, pravda, bézi v linedrnim case, ale ¢im vétsi pod-
strom prebudovavame, tim to délame méné Casto, takze vyjde opét
amortizované O(log V) na operaci.

Cviceni
Neékolik véci, které se do kucharky uz nevesly, ale mtzete si je zkusit vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy

2. jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy

3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho naslednika, coz je
prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde pfedpokladejte, Ze ke kazdému
prvku méate uloZeny ukazatel na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a budete postupné
hledat nasledniky (i kdyz nalezeni néslednika muze trvat az O(h),
v8imnéte si, Ze projiti celého stromu pfes nasledniky bude linearni)

5. jak do vrcholu stromu ukladat rizné pomocné informace, jako treba
pocet vrcholi v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace pri
operacich se stromem udrzovat (pii Insertu, Deletu, rotaci)

6. ze libovolny interval (a,b) lze rozlozit na logaritmicky mnoho inter-
vali odpovidajicich podstromim

7. a ze zkombinovanim piedchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otéz-
ky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu® v lo-
garitmickém case. . .

Neékolik poznamek na zavér

® Pokud zaznamy muzeme jenom porovnavat, je bindrni vyhledavani
nejlepsi mozné. Je totiz vzdy popsano né€jakym binarnim stromem
a bindrni strom s N vrcholy musi mit vzdy hloubku alespoii |log N |.

® Pokud bychom ale predpokladali, ze se zdznamy muzeme zachazet
i jinak, daji se nékteré operace provadét i v konstantnim Case (alesporti
prumérné). K tomu se hodi napiiklad hashovdni, a to si popiSeme
v nékteré z kuchatek v pfistim rocéniku KSP. Jeho nevyhodou ovsem
je, ze udrzuje jenom mnozinu prvki, nikoliv usporadani na ni, takze
napfiklad nelze najit k zadanému prvku nejblizsi vyssi.

® Pokud bychom pfipustili, ze se mohou vyskytnout dva stejné zazna-
my, bude vSe také fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor
na to, co vSechno pri operacich se stromem muize nastat.
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e Jakpak ptisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle svych obje-
viteli panti Adelsona-Velského a Landise.

® Rekurenci Ag =1+ Ag_1+ Aqg_2, A1 =1, As = 2 pro velikosti mi-
nimalnich AVL stromfi je samoziejmé mozné vytesit i presné. Zadné
prekvapeni se nekoné, objevi se totiz stara znama Fibonacciho ¢isla:
An = Ln+2 — 1.
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Vzorova reseni

16-1-1 Telefonni seznam Zdenek Dvorak

Jak vétsSina Tesiteld spravné poznala, tato Glozka se da feSit pouzitim haldy.
Snadno si rozmyslime, ze kdyz ,prefiltrujeme” zadanou posloupnost slov hal-
dou velikosti k£ — tj. do haldy vlozime prvnich k prvki a pak st¥idavé odebirame
minimum a pridavame dalsi prvky — je vysledna posloupnost setiidéna. Pridani
do haldy i odebréani z ni vyzaduje O(log k) porovnéani a téchto operaci prove-
deme O(n). Je ovSem nutné vzit v Gvahu také to, Ze porovnéani fetézcl nelze
provést v konstantnim case. V nejhorsim pripadé se mize stat, ze se dva retézce
lisi az na nékteré z poslednich pozic, pak jejich porovnani zabere ¢as O(L), kde
L je jejich délka. Vyslednd casova slozitost tohoto feSeni je tedy O(n - L-logk).
V paméti si sta¢i udrzovat pouze haldu, prvky se nacitaji postupné a lze je
rovnou vypisovat, tedy pamétova slozitost je O(k - L).

Existuji ovSem nejméné dvé feseni dosahujici stejné nebo lepsi ¢asové slo-
Zitosti:

Je mozné prosté zapomenout na k a setfidit slova pomoci pfihradkového
tfidéni. Toto FeSeni pracuje s ¢asovou slozitosti O((n + p) - L), kde p je pocet
pismen v abecedé, a pamétovou slozitosti O(n - L).

Dalsi feseni pracuje na podobném principu jako prvni feseni, nicméné vy-
hyba se pouziti haldy. Funguje takto: z posloupnosti slov si vezmeme prvnich 2k
a settidime je, to vyzaduje O(k-log k) porovnani. k nejmensich z nich vypiSeme,
zbytek pridame na zacatek posloupnosti a opakujeme. Pro dikaz spravnosti je
potfeba uvédomit si dvé véci:

1) Vzhledem k tomu, Ze pozice kazdého prvku v posloupnosti se od své
spravné pozice v setfidéné posloupnosti lisi nejvyse o k, k nejmensich
musi byt mezi prvnimi 2k prvky posloupnosti, a tedy po setifidéni
tohoto tiseku budou na spravnych pozicich.

2) Pferovnanim zbyvajicich k prvk nepokazime to, Ze prvky jsou ve
vzdalenosti nejvyse k od spravné pozice. UkdZeme to sporem. Necht
tedy takovy ,,pokazeny“ prvek existuje. Bud x nejvétsi takovy. Pokud
je jeho spravnd pozice (v pivodni nezkrécené posloupnosti) nejvyse
2k, nemohli jsme nic pokazit. Tedy tato pozice je néjaké q, ¢ > 2k.
Oznaéme t novou pozici slova x, vime ze ¢ — t > k. Jestlize t = 2k,
je x vibec nejvétsi z prvnich 2k, a mohli jsme ho posunout pouze
smérem ke ¢. Tedy ¢ < 2k. Slovo y na pozici t + 1 je vétsi nez x, jeho
spravnd pozice je tedy alespon ¢ + 1. Nicméné (¢ + 1) — (¢t +1) > k
a to je spor s tim, Ze x je nejvétsi s touto vlastnosti.
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Casova slozitost tohoto feseni je opét O(n-L-log k), protoze tiidénych tsekii
je O(n/k). Pamétova je O(k - L), protoze si sta¢i pamatovat aktudlné tfidény
tsek. Program implementuje toto feseni, protoze se nejsnaze naprogramuje a ja
jsem liny.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#define MAX K 100
#define L 100

static char xwords[2 * MAX_K + 1J;

static void read_-words (int #n, int k, char xxtgt)

{
char buffer[L + 1J;
while (xn > 0 && k—— > 0)
scanf (“%s”, buffer);
tgt[k] = strdup (buffer);
(+n)——;
while (k—— > 0) tgt[k] = NULL;
}
static int cmps (const void *a, const void xb)
{
const char xsa = * (const char *x*) a;
const char #sb = x (const char #x) b;
if (!sa) return 1;
if (!sb) return —1;
return strcmp (sa, sb);
}
int main (void)
{

int n, k, i
scanf (“%d%d”, &n, &k);

read-words (&n, k, words + k);
while (1)

read_words (&n, k, words);
gsort (words, 2 x k, sizeof (char %), cmps);
if (In)
break;
for (i =0;14 < k;it++)

puts (words[i]);

%
free (wordsli]);

}
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for (i = 0; words[i]; i++)

puts (words[i]);
free (wordsli]);

}
return 0;
}
16-1-2 Lokalni minimum Pavel Sanda

Je podivu hodné, kolik lidi se upokojilo s trividlnim algoritmem o linearni ¢asové
slozitosti — i pfes explicitni upozornéni, ze to jde lépe. Pravda, nechalo se najit
par vylepseni typu ¢ist kazdy druhy prvek, pouzivat pouze konstatni pamétovou
slozitost, le¢ k nalezeni logaritmické slozitosti (co asi tak muze byt mezi O(n)
anesmyslem O(1)?) je tato cesta neperspektivni. Jestlize ma néco logaritmickou
slozitost, obvykle se tam néjakym zptisobem rovnomérné rozdéluji vstupni data
— v tomto pfipadé se bude piilit cely interval a po vybéru spravné poloviny se
tloha bude rekurzivné fesit pouze uvnitt této.

Vintervalu [zg ... 2, /2 ... Tpy1] existuje Lokalni Minimum (sporem). Vez-
meme prostfedni prvek. Pokud je LM, tloha je vyfeSena. Jinak se LM nutné
naléza v poloviné (¢i v obou), jejiz krajni prvek ,, /541 je mensi nez x,, /5.

Pro¢? Necht bez Gjmy na obecnosti 2,3 > 2,/241. Pro spor predpokla-
dejme, Ze v pravé poloviné neni LM. Proto nutné z,, /241 > 2, /242 a stejnym
argumentem pokracuji az dostdvam xz, > xniy1, coz je hledany spor, nebot
Tp41 = OQ.

Ulohu proto staéi rekurzivné spustit na vybranou polovinu.

I Plovaci sval nahlédne, ze to lze provést nejvyse logaritmus-krat, z ¢ehoz
plyne i celkova slozitost algoritmu O(logn). VSechna ¢isla jsou uloZena v poli,
a tedy pamétova slozitost je O(n).

program minimum;
const MAXP = 100;
var
1, r, m : Integer; {Levy, pravy konec a st¥ed zkoumaného intervalu}
n : Integer; {Délka posloupnosti}
A : Array[0..MAXP+1] of Integer; {Pole s prvky}
begin
{Inicializace - vlastne je3t& neni soudasti hledani minima}
Read(n);
forl :=1tondo
Read(A[1]);
A[0] := MAXINT;
A[n+1] := MAXINT;
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{Za&iname hledat lokalni minimum}
1:=0; r :=nt+1;
while 1 <> r do begin
m := (1l+r) div 2;
if A[m] < A[m+1] then
if A[m-1] < A[m] then

r :=m-1
else begin
1l :=m;
r :=m;
end
else
1l :=m+1;
end;
WriteLn(’Minimum je na pozici ’, (1+r) div 2, ’.’);
end.

A jesté lahidka pro céckare:

for (1=0, r=N+1, m= (I+7r)/2; l!=r; m= (I4+r)/2, A[m]<A[m+1] ? ( A[m—1]<A[m]
r=m—1l:l=r=m ): (I=m+1) );

16-1-3 Dnul Dan Kral

Vétsina z vas spravné rozpoznala, Ze tento priklad je jednim z onéch dvou, na
které se ma pouzit recept z nasi programatorské kuchaiky. Ulohu lze vcelku
jednoduse vyfesit modifikovanym Dijkstrovym algoritmem, kde misto délky
cesty uvazujeme nosnost nejhorsi silnice, kterou cesta obsahuje.

Zminme tedy jen stru¢né rozdily oproti algoritmu z nasi kucharky. Ohod-
noceni mést neni tvoreno délkami nejkratsich cest, ale maximalnimi nosnostmi
dosud nalezenych cest, kde nosnost cesty je minimum nosnosti vSech silnic, které
obsahuje. V kazdém kroku vybereme docasné ohodnocené mésto M s nejvét-
$im ohodnocenim, a jeho ohodnoceni prohlasime za trvalé. Poté zkusime nalézt
vyhodnéjsi cesty pfes mésto M do zbylych (doc¢asné ohodnocenych) mést. Po-
znamenejme, ze nosnost cesty pfes mésto M je minimum z nosnosti cesty do
mésta M a silnice z mésta M do sousedniho mésta. Diikaz spréavnosti se provede
podobné jako dikaz spravnosti ptivodniho Dijkstrova algoritmu.

Primocara implementace pravé popsaného algoritmu bez pouziti haldy méa
¢asovou slozitost O(n?) a pamétovou slozitost O(n + m), kde n je podet mést
a m je pocet silnic. ReSeni bez pouziti haldy, lze nalézt ve vzorovém programu.
Za pomoci haldy, lze dosdhnout ¢asové slozitosti O(mlogn).

Existuje i alternativni feSeni pomoci datové struktury zvané disjoint find
union (DFU), kterou si podrobné popiSeme v nékterém z nasledujicich dilt nasi
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kuchatky. Datova struktura DFU nam umoziiuje udrzovat si rozklad mnoziny
na disjunktni podmnoziny. Na zacatku je mnozina rozlozena na jednobodové
podmnoziny a v pribéhu prace s ni miizeme podmnoziny sjednocovat do vét-
Sich. Tato datova struktura nam pak umoznuje odpovidat na dotazy, zda dva
prvky jsou ve stejné podmnoziné ¢i nikoliv. Provedeme-li celkem K operaci na
n-prvkové mnoziné, pak ¢as spotfebovany touto datovou strukturou je nejvyse
O((K +n)-a(n)), kde a(n) je inverzni funkce k tzv. Ackermannové funkci. Po-
znamenejme, Ze funkce a(n) roste s n velmi velmi pomalu a pro podet atomu
ve vesmiru je tato tato funkce rovna 4.

Jak tedy takovéto feseni bude fungovat? Nejdiive si silnice setfidime od
té s nejveétsi nosnosti po tu s nejmensi. Nasledné budeme postupné povolovat
silnice, které muzeme pouzit, tak dlouho dokud nebude existovat cesta z dolu
do tovarny jen po povolenych silnicich. Silnice povolujeme od té s nejvétsi
nosnosti. Na zacatku neni zadna silnice povolena. Mnoziny mést, mezi kterymi
existuje cesta jen po povolenych silnicich, tvori pravé rozklad mnoziny vsech
mést, ktery udrzujeme pomoci DFU. Pravé popsané feseni méa ¢asovou slozitost
O(mlogm)+O((m+n)-a(n)) = O(mlogn) a pamétovou slozitost O(n +m).

program dul;
const MAX=100;
var N: word; { podet mést }
nosnosti: array[1..MAX,1..MAX] of integer; { nosnosti silnic }

ohodnoceni: array[1..MAX] of integer; { nosnosti nal. cest }
odkud: array[1..MAX] of integer; { ptedchozi mésto }
trvaly: array[1..MAX] of boolean; { trvale ohodnocen? }

i,j,w:word;
max_nosnost:integer;
procedure vypis (konec: word) ;
begin
if odkud[konec]<>-1 then vypis (odkud [konec])
else write(’Nalezena cesta:’);
write(’ ’,konec);
end;
begin
{ Nejdfive nadteme popis silniéni situace Kaputanii }
readln(N);
max_nosnost:=0;
for i:=1 to N do
for j:=i+1 to N do
begin
readln(nosnostilil [j1);
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nosnosti[j] [i] :=nosnosti[i] [j];
if max_nosnost<nosnosti[i] [j] then
max_nosnost:=nosnosti[i] [j];
end;
for i:=1 to N do
begin
trvaly[i] :=false;
ohodnocenil[i] :=-1;

end;
odkud[1] :=-1;
ohodnoceni[1] :=max_nosnost;
repeat

w:=0;

for i:=1to N do
if not(trvaly[i]) then
if w=0 then
w:i=i
else
if ohodnoceni[i]>ohodnoceni[w] then w:=1i;
if w<>0 then
begin
trvaly[w] :=true;
for i:=1 to N do
if (nosnostil[w] [1]1<>-1) and not (trvaly[i]) and
{ podminku "not (trvaly[i])" lze vypustit }
(ohodnoceni[i]<ohodnoceni[w]) and
{ podminka ohodnoceni[i]<ohodnoceni [w] je vZdy splnéna !}
(ohodnoceni[i]<nosnosti[w] [i]) then
begin
if (nosnosti[w] [i]<ohodnoceni[w]) then
ohodnoceni [i] :=nosnosti [w] [i]

else
ohodnoceni[i] :=ohodnoceni [w] ;
odkud[i] :=w;
end

end
until trvaly[N] or (w=0);
if trvaly[N] then vypis(N)
else write(’Cesta z dolu do tovarny neexistuje.’);
writeln;
end.
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16-1-4 Nerus mé trojuhelniky! Tomas Vyskocil

Predstavitele Bosstanu by jisté potésilo, Ze se naslo tolik Feseni jejich sifrovaci-
ho problému. AvSak ne vSechna feSeni byla dost rychlé, aby se dala pouzivat.
Spousta z vés fesila problém naprosto pfimocarym zptsobem, ktery ovsem bé-
7 v dase O(n?), a tedy velice pomalu uz pro malé n. S malym pozorovanim
Ize tento algoritmus vylepsit az na slozitost O(n?). Algoritmus vlastné funguje
stejné jako primocaré feseni jen s tim rozdilem, Ze si pro kazdou dvojici bodu
pamatujeme interval, ve kterém muze lezet t¥eti bod (a vysledny trojihelnik
pfitom bude obsahovat stfed) a ten pouze updatujeme. AvSak ani toto Fese-
ni, jak mnozi poznali, neni nejlepsi. Vzorové feseni pracuje v ¢ase O(nlogn)
nasledujicim zpisobem:

Nejprve si vstupni data, body udané uhly, setfidime. Pak si problém pte-
vedeme na opac¢nou ulohu, tedy kolik trojihelniku neobsahuje stfed. Tato tlo-
ha se fesi velice jednoduse, presnéji v linearnim c¢ase. Nejprve si urc¢ime, kdy
trojuhelnik neobsahuje stfed. To nastava pravé tehdy, kdyz jsou body troja-
helnika v intervalu dlouhém < 180 stupnt, tedy jednoduseji, jsou pouze na
jedné pilce kruznice. A tyto body se jiz urci velice jednoduse. Postupné voli-
me body na kruznici a pro né ur¢ujeme nejvzdalenéjsi bod po sméru kruznice
takovy, Ze jejich thlova vzdalenost je < 180 stupmi. Protoze konec intervalu
pro bod y nésledujici na kruznici po x staci hledat za koncem intervalu pro
bod x, celou kruznici objedeme maximéalné 2-krat. Tedy algoritmus ma linearni
slozitost. Zbyva snad uz jen dodat, ze je nutné si dat pozor na to, abychom
zapocitali kazdy trojahelnik pravé jednou.

Slozitost t¥idéni je O(nlogn) a algoritmus na hledani poctu trojihelnika
neobsahujicich stfed mé sloZitost O(n). Tedy celkova ¢asova slozitost algoritmu
je O(nlogn) a pamétova slozitost je O(n).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX 1024

float p[MAX];

int n;

int cmp (const void *a, const void *b)

{ return * (float x)a — * (float *)b;
}
int test (int ¢, int j)
{ int h = (j+1)/n;
if (p[i] 4+ 180 > p[ (+1) % n] + 360 * h)
return 1;
return 0;
}
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int main (void)

{
int ¢, k, sum,;
scanf (“%d”, &n);
for (i=0; i<n; i++){
scanf (“%f”, &pli]);
}

gsort (p, n, sizeof (float), cmp);

k = 0;
while (test (0, k)) k++;

sum = (k—1)xk /2
for (i=1; i<n; i++){
while (test (¢, k)) k++;
sum += (k —14)x (k—1—1) /2
}
printf (“%d\n”, nx (n—1)% (n—2)/6—sum);

return 0;

}

16-1-5 Pravdépodobnostni algoritmy Martin Mares

Jak se ukdzalo (a jak ostatné napovi i pohled na vysledkovou listinu), genero-
véani ndhodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti je problém
trochu potvornéjsi, nez jak na prvni pohled vypada. Nejdfive si ho proto vy-
fesme pro piipad, kdy je N mocninou dvojky, tedy rovné néjakému 2*. Tehdy
nam staci k-krat si ,hodit korunou“ (tj. zavolat funkci randbit) a vysledek si
vylozit jako dvojkovy zapis néjakého ¢isla mezi 0 a N — 1:

int random2 (int N)

{
int z = 0;
N——;
while (N)

{
z = 2%z + randbit ();

N /=%

}

return z;

}

(vSimnéte si, Ze k ani nemusime poditat, ze sta¢i N — 1 postupné délit dvojkou
tak dlouho, nez vyjde 0).

Vsechny vysledky jsou urcité stejné pravdépodobné, protoze kazdé ¢islo je
urceno pravé jednim dvojkovym zapisem a pravdépodobnost kazdého dvojko-
vého zapisu je (1/2)-(1/2)-...-(1/2) =2"% =1/N.
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Ale co kdyZz N nebude mocninou dvojky? Mohli bychom napfiklad zvolit
néjaké N’ > N, které mocninou dvojky bude (a takové urcité najdeme mezi
N a 2N), vygenerovat x v rozsahu 0 az N’ — 1 a vysledek n&jak ,upravit, aby
byl vzdy mensi nez N. Jak to ale pfesné provést?

Pokus ¢. 1: Spocist x mod N: to nebude fungovat, protoze ¢islo 0 mtuzeme
vygenerovat dvojim zptsobem (pro z = 0 i z = N), zatimco tfeba ¢islo N — 1
pouze jednim zpusobem (xr = N — 1), a proto mé 0 dvojndsobnou pravdépo-
dobnost nez N — 1.

Pokus ¢. 2: Postupné generovani dvojkového ¢isla po bitech si mzeme
také vylozit jako hleddni néjakého ¢isla v poli (0,1,..., N — 1) ptilenim inter-
vald, pricemz v kazdém kroku se nerozhodujeme podle nerovnosti s hledanym
¢islem, nybrz ndhodné. To je bezpochyby pro N = 2* totéz, ale v ostatnich
pfipadech musime dfive nebo pozdéji narazit na interval, ktery se na dva stej-
né dlouhé rozdélit neda. At uz to osetfime jakkoliv, opét dostaneme nestejné
pravdépodobnosti vygenerovanych cisel.

A neni ndhodou, Ze se ndm nedaii rovnomérného rozdéleni dosdhnout — ono
to totiz na zadny konecny pocet volani funkce randbit nelze. Poslyste dikaz:
Kdyby stacilo A hod minci, mazeme si program upravit tak, aby randbit volal
vzdy pravé h-krat (pocitali bychom si, kolikrét ho zavolal, a nakonec bychom
doplnili pfislusny pocet volani, kterd by nijak neovlivnila vysledek programu).
Program pak mtize probihat 2" riiznymi zptisoby podle toho, jakou posloupnost
nahodnych bitt od funkce randbit dostal, pri¢emz vSechny tyto pribéhy jsou
stejné pravdépodobné. Kazdé cislo x, které program muze vygenerovat, pak
odpovida nékterym z téchto pribéht (muze jich byt vice, protoZe lze dospét
riznymi cestami k témuz vysledku) a ozna¢ime-li si pocet takovych pribéht ¢,
bude pravdépodobnost vygenerovani ¢isla 2 rovna piesné c,/2". Jenze pokud
nen{ N mocnina dvojky, nemtzeme Z7ddanou pravdépodobnost 1/N vyjadiit
jako c,/2" pro z4dné c,. [Pokud je a/b = c/d, pak ad = be, ¢ili v nasem
piipadé 2" = N -¢,. Jenze v rozkladu levé strany na soucin prvocisel vystupuji
jen dvojky, v rozkladu pravé i jind prvodcisla.] Takze na$ program opravdu
nemuze fungovat.

Zkusme tedy na konec¢nost na chvili zapomenout a navrhnout naprosto
pfimocaré feSeni: Vygenerujeme ndhodné ¢islo mezi 0 a N’ — 1. Pokud bude
mensi jak N, prohlasime ho za vysledek, jinak ho zahodime a generujeme znovu:

int random (int N)
{
int z;
do
z = random2 (N);
while (z >= N);
return z;
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(zde zneuzivdme toho, ze vypocet k ve funkci random2 zaokrouhluje nahoru,
takZe misto do N — 1 generujeme az do N’ — 1, jak pot¥ebujeme).

Jelikoz vysledky funkce random?2 jsou, jak uz vime, vSechny stejné prav-
dépodobné a my si z nich pouze vybirdme a v pripadé, Ze si ¢islo nevybereme,
zapomeneme veskery dosavadni pribéh vypoctu, musi byt i vysledky nasi nové
funkce vsechny stejné pravdépodobné.

Hacek ovSsem muze byt v tom, Ze nedokazeme predpovédét, kolik iteraci
bude nase funkce na vygenerovani jednoho ¢isla potifebovat. Muze se to povést
uz napoprvé, ale také se to nemusi povést viibec — treba tehdy, bude-li nam
funkce randbit vracet stale samé jednicky. Nicméné pravdépodobnost toho, Ze
se ndm prvni ¢islo nebude hodit, je p = 1— N/N’ < 1/2, pravdépodobnost toho,
7e ani to druhé ne, je p*> < 1/4, ..., | netispé&snych pokusti nastane s pravdépo-
dobnosti p! < 27! a nekoneéna posloupnost netspéchtt méa pravdépodobnost 0.
[Coz neznamend, Ze by nemohla nastat.]

Zkusme tedy spocitat, kolik pokust budeme potiebovat v prumeéru. Nej-
prve si ale nadefinujme, co takovy prumér piesné je: Mé&me néjakou mnozinu
ndhodnych jevlt Q = {w1,ws, ...}, pii¢emzZ jev w € Q nastava s pravdépodob-
nosti p(w). Pak pro kazdou funkci F, kterd pfifazuje témto jevim néjaka redlnd
C¢isla, mizeme nadefinovat stredni hodnotu EF takto:

EF =Y F(w)-p).

weN

Pokud maji vSechny jevy stejnou pravdépodobnost, tedy Vw € Q : p(w) =
1/1€2|, splyva tato definice s obyCejnym (aritmetickym) primérem vsech funké-
nich hodnot; pokud ale jsou nékteré jevy pravdépodobnéjsi, davame jim vétsi
vahu, a tak pramér ovlivnuji vice.

Priklad 1: Pokud budeme héazet kostkou a budeme chtit spocitat, kolik nam
v primeéru padne, bude nase mnozina = {1,2,3,4,5,6} a vechna p(w) budou
rovna 1/6. Pak si sta¢i zvolit funkci I(x) = = a spoc¢itat jeji stiedni hodnotu:

6

Priklad 2: Hazime dvéma kostkami a chceme spocist primérny soucet.
Mnozina Q bude tentokrat zahrnovat vSechny usporadané dvojice (x,y), kde
1 < 2,y <6, kazda dvojice bude mit pravdépodobnost 1/36 a stiedni hodnotu
budeme poditat z funkce S((z,y)) = = + y [dvojich zévorek se nelekejte, pouze
vyjadiuji, Ze parametrem funkce nejsou dvé ¢isla, nybrz jedna usporadand dvo-
jice ¢isel]. Mohli bychom po¢itat otrocky podle definice, ale radéji si v§imneme
jedné zajimavé vlastnosti stfednich hodnot:
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Odbocka: Stredni hodnota je linedrni, to znamena, ze plati:

E(F+G) = Z(F—i— G)(w) - p(w) =

=) (F(w)+GWw)) pw)=
_ (z Fo) p<w>) ‘ (z 6) p<w>) _
- (};;) + (EQ). -
a také (coz se dokaze obdobné):
E(a-F)=...=a-(EF)  prokaidé a € R.

Intuitivné feceno: E lze ,pretahnout® jak pres +, tak pres nasobeni konstantou.
Také si vSimnéme, Ze stiedni hodnotu lze ekvivalentné definovat jako:

EF:Zx-Prw[F(u)):x], (%)

kde s¢itdme pfes vSechna x z oboru hodnot funkce F' a Pr,[podminka] zna-
¢ime pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané w € ) spliiuje podminku, jinymi
slovy souéet vSech p(w) vyhovujicich prvki w. Pokud je jasné, co je ndhodna
promeénna, misto Pr,, ¢asto piSeme jenom Pr. Stejné tak zavorky okolo (EF)
budeme vynechavat.

Zpét k prikladu 2: Funkci S mizeme vyjadrit jako soucet dvou jednodussich
funkei S1((x,y)) = = a Sa((x,y)) =y, jejichz stfedni hodnota je ES; = ES; =
% (stadi si vS§imnout, ze kazdou hodnotu x dosdhneme pro 6 raznych y, takze
jsme ve stejné situaci jako v pfedchozim pfikladu). Proto

T 7
ES = E(Sl + Sg) = (ESl) + (ESQ) = 5 + 5

Zpét k analyze naseho algoritmu: Zkusme spocitat primérny pocet volani
funkce random2 béhem vypoctu, ¢ili stfedni hodnotu funkce R, ktera kazdému
moznému pritbéhu vypodétu (tj. tomu, jaké jsme dostali ndhodné bity — zbytek je
jiz jednozna¢né uréen) pfifadi, kolikrat byla v tomto pfipadé random?2 zavolana.
To muzeme elegantné spocitat tieba tak, ze R vyjadiime jako soucet funkci
R1, Rs, ..., kde R; = 1, pokud ¢-té volani nastalo, jinak R; = 0. Pak dostaneme:

(o) o0
ER=E (Z Ri> = ZERi.
=1 =1
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Pravdépodobnost toho, ze R; = 1, jsme jiz spocitali a je to p;_1 < 2'7%, takze
podle (%) dostaneme:

ER; =0-Pr[R; =0]+1-Pr[R; =1]=0+p;_; < 2' 7%

7 toho:
ER<22H‘:2-22”:2-1:2
i=1 i=1

[to neni nic jiného neZ soucet nekoneéné geometrické rady].
Spocitat z toho primeérnou ¢asovou slozitost naseho algoritmu je uz hracka:
necht T'(w) znadi ¢asovou slozitost vypoétu w, ¢ili O(R(w) - log N). Pak

ET = EO(R -log N) = O((ER) - log N) = O(log N).

[Cvicenicko: dokazte, Ze stfedni hodnotu lze ,pFetahovat pfes O“.]

TakZe i pfesto, Ze nas algoritmus na prvni pohled vypadal velmi neefek-
tivné, v primérném piipadé bézi jen logaritmicky dlouho (a tim padem také
funkei randbit vola jen logaritmicky-krat).

Jing, moznd elegantnéjsi, zpusob odvozeni hodnoty ER muzeme ziskat tak-
to: Algoritmus v kazdém ptipadé zavola funkci random2 jednou a pokud ziska
moc velké éislo (to nastdvd s pravdépodobnosti p < 1/2), dostane se opét
na zacatek a nic si z predchoziho nepamatuje. Proto plati:

ER=1+p-ER,
kterdzto rovnice ma feSeni
ER=1/1-p) <2.

[Cvi¢enicko: chvili pfemitejte o tom, proc¢ je tato tvaha opravdu korektni.]

Pozndmka: Nékteri Fesitelé vymysleli rizné dimyslné (a nékdy i korektni)
zpusoby, jak ¢ast ndhodnych bitt z netspésnych pokusi ,recyklovat® v po-
kusech dalsich. To samoziejmé lze, ale jediné, co tim dokazeme, je pro nékte-
rd N zmenSit multiplikativni konstantu schovanou v O-¢ku, coz nestoji za tu
namahu. Kdybychom ovsem fesili obecnéjsi tilohu a bylo nasim cilem generovat
n nahodnych ¢isel namisto jednoho, zacalo by se recyklovani ndhodnosti vypla-
cet a dosli bychom (po tctyhodném mnozstvi poéitani) k tomu, Ze ¢im vétsi
je n, tim vice se primérny pocet ndhodnych biti blizi k n -log N (pfesné, tedy
bez O-¢kal). To si ale tfeba nechme na jindy, pro zvidavé napovim jen, Ze jeden
ze zpusobi, jak toho dosahnout, je vzit popularni kompresni algoritmus feceny
aritmetické kédovani, inicializovat mu pravdépodobnosti vSech znakd na 1/N
a poté nechat dekomprimovat posloupnost nahodnych bitii.
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Jesté jedna pozndmka: V mnohych fesenich se vyskytlo pocitani dvojko-
vych logaritmti pomoci vzorci typu

|log, N | = trunc(log(NV)/log(2)).

To by bylo spravné, nebyt jednoho zadrhele: pocita¢ nepocita s opravdovymi
realnymi Cisly, nybrz pouze s jejich aproximacemi. Proto vsechny vypocty v ty-
pech jako je real, float apod. jsou zatiZeny chybami, které i po zaokrouhleni
mohou byt podstatné. Casto se samoziejmé da dokazat, ze v daném piipadé
je vysledek spravny, ale nebyva to jednoduché, takze pokud se chcete tako-
vym problémum vyhnout, je praktické pfi pocitani s celymi ¢isly pouzivat jen
celociselné operace.
Tak, to uz je pravdépodobné vsechno.

16-2-1 Kral Eeek Pavel Sanda

Jednociferny zdklad vytesime zvIast: jestlize vSechny cifry jsou mensi nez za-
klad, méme jednu jedinou moznost, jinak nemame zadnou.

Necht n je pocet cifer na vstupu, si] jsou vstupni cifry.

Reseni v ¢ase O(n?) je jednoduché: V poli pli] si budeme udrzovat pocet
moznosti, které by existovaly, kdyby na vstupu chybélo prvnich i ¢isel. Pro
v8echny délky zdkladu z provedeme nasledujici vypocet:

® p[n—z—1] = 1, protoze jednociferné ¢islo je ur¢ité mensi nez alespor
2-ciferny zaklad (tohle plati samozfejmé pouze tehdy, nezacina-li za-
klad cifrou nula).

e Necht mame vSechna p[i + 1], p[i + 2], ... a chceme spoéitat p[i].
Zjistime, kolikaciferné ¢islo mize byt na této pozici (dle konkrétnich
cifer to mize byt z nebo z — 1, nebo pouze 1-ciferné, pokud ta cifra
je 0; toto Tesi funkce kolik_cifer), a poc¢et moznosti pro p[i] bude
pli + 1] (pouzijeme jednociferné ¢islo) + p[i + 2] (nebo dvouciferné)

+ p[i + 3] (nebo trojciferné) + ...+ p[i + z — 1] (a mozna + p[i + 2]).

Pokud zéklad neza¢inal nulou (viz. dfive), miZzeme k celkovému feSeni pii-

¢ist p[0]. Na kazdé ciffe provedeme z kroki, cifer je n — z, vSech zékladu je n,
¢ili algoritmus pracuje v ¢ase O(n?).
Casovou slozitost Ize vylepsit:
a) potfebujeme rychle zjisfovat, jestli na daném misté smi byt z nebo
z — 1 cifer
b) potfebujeme poéitat soucet p[i + 1]+ p[i + 2] +. ..+ p[i + z — 1] n&jak
inteligentné (tj. v konstantnim case)

a) jde vyresit vyhleddvacim automatem, ale to je tak trochu kanén na
vrabce. Lepsi je jit s délkou zadkladu postupné od dvojky nahoru
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a pamatovat si, jestli ¢islo bylo v minulém kroku dlouhé z ¢ z — 1.
zékladu, neni co Fesit a zkoumané ¢islo urc¢ité muize byt plné délky.
Jestlize nejlevéjsi cifra je vétsi, také neni co Fesit — ¢islo musi byt krat-
§i. Jestlize se nejlevéjsi cifry shoduji, staci se podivat, jak to dopadlo
v minulém kroku; v tomto kroce dopadne porovnani stejné.

b) zavedeme pomocné pole c[i] takové, ze bude platit c[i] = E;:f_l plj]-
Kdyz budeme potiebovat zjistit soucet p[a] + ...+ p[b], spoc¢itdme ho
jako c[a] — c[b+ 1].

Timto algoritmus urychlime na O(n?), pamétova slozitost ztistane O(n).

#include <stdio.h>
#define MAXN 10240
#define min (a, b) (((a) < (b)) 7 (a): (b))

char s{MAXNTJ;
int mensi[MAXN], nove_mensi|MAXN], n;

int kolik cifer (int 4, int z)

{
int m = —1, res;
if (s[i] < s[n—z])
m = 1;
else if (s[i] == s[n—=z]) m = mensi[i+1];
else m = 0;
nove_mensili] = m;
if (s[i] ==‘0) /#* pfipada v Gvahu jeding cifra - nula =/
return 1;
res = min (z—1+m, n—z—1); /* jinak méme nanejvys res cifer =/
return res;
}
int main (void)
{

int ¢([MAXN], p[MAXN];

int 4, z, result;

gets (s);

n = strlen (s);

for (i=0; i<n—1; i++) {
mensili] = 0;

}

result = 1; /* Vyfesime jednociferny zdklad =/
for (i=0; i<n—1; i++) {
if (s[i] >= s[n—1])
result = 0;
if (s[i] < s[n—1])
mensifi] = 1;
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for (2=2; z<n; z++) { /% A jesté viceciferné zaklady =/
cln—z2] = 1; c[n—2z+1] = 0; p[n—2] = 1;

for (i=n—z—1; i>=0; i——) {
int h = kolik cifer (i, z);
pli] = cli+1] — cli+h+1];
cli] = c[i+1] + pld);
if (s[n—z] !1=‘0) /* Pokud zdklad neza¢ina nulou, OK x*/
result += p[0];
for (i=0; i<n; i++)

mensi[i] = nove.mensi[i;

printf (“%d\n”, result);
return 0;

16-2-2 Kral Ovopole Honza Kara

Vétsina Tesiteld této tlohy nevyslovné zkousela kralovu trpélivost, kdyz jejich
feSeni vyzadovala vice pokusii, nez bylo nezbytné nutné. Své pocateéni roz-
hodnuti, Ze vSichni $vindlifi budou setnuti nebo pfinejmensim vsazeni do véze,
musel Ovopole brzy ponékud pozménit pro nedostatek popravéich mistra a vé-
7i. I bombardovani pukavci krale brzy prestalo bavit, a tak vétsina Spatnych
fesitelt byla potrestana jen nizkym bodovym ohodnocenim. Abychom ale ne-
byli jednostranni, je tfeba uvést, Ze se naslo i nékolik péknych FeSeni, z nichz
jedno dokonce predcilo ocekavani organizatorti. Na snad vSechna Spatné feSeni
fungoval nésledujici protiptiklad (proto ho uvddim zde a neopisoval jsem ho
do kazdého Spatného feseni): Mé&jme dvé vejce a 28 pater. Pro tuto konfiguraci
je spravné (viz algoritmus nize) hodit nejdiive vejce ze Sestého patra (patra
¢islujeme od nuly), pokud se nerozbije, tak ze dvanactého, pokud se nerozbije,
tak ze sedmnactého, pak z dvacatého prvniho, dvacatého ¢tvrtého, dvacatého
Sestého a nakonec z dvacdtého sedmého patra (pfedpokladime, ze v néjakém
patfe se vejce rozbit musi — diskuse tohoto pfedpokladu je téZ uvedena nize).
Pokud se vejce pri nékterém pokusu rozbije, tak prosté budeme prochazet pa-
tra od posledniho, kde se vejce nerozbilo, smérem vzhtiru, az najdeme hledané
patro. V nejhorsich piipadech potiebuje tento algoritmus pouze 7 pokusi na
nalezeni hledaného patra.

A nyni jiz jak ma vypadat spréavné feSeni: Protoze v zadani nebylo zcela
jasné Teceno, jestli se vejce musi rozbit pfi padu z nejvyssiho patra a jestli
se nerozbije pfi padu z nejnizsiho patra, budeme pfedpokladat, ze oba tyto
pfipady mohou nastat. Abychom je nemuseli specidlné oSetifovat, pfidame si
nad posledni patro jesté jedno s tim, ze pfi padu z tohoto patra se vejce zarucené
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rozbije. Nyni uz mizeme zacit hledat nejnizsi patro, pfi padu z néjz se vejce
rozbije, protoze vime, ze takové patro zarucené existuje.

Budeme zkoumat, mezi kolika nejvyse patry je mozné rozeznat nase hle-
dané patro, kdyz mame k dispozici k£ vajec a | pokustl — tento pocet pater si
oznadime P(k,l). Je zfejmé, ze P(0,l) = 1 — vime, Ze z néjakého patra se vejce
rozbije, nemame zadny pokus, takZe naSe patro lze rozeznat pouze pokud neni
na vybér. Dale vime, ze P(k,k) = 2¥, protoze mtizeme pouzit pileni intervalu
a lépe to nejde. Interval pater, ve kterém hledame, si vzdy udrzujeme tak, aby
zarucené obsahoval nase hledané patro. Tedy pokud se vejce nerozbije z pa-
tra i, tak pocatek intervalu nastavime na ¢ + 1, pokud se vejce rozbije, tak
konec nastavime na i. Pro k > [ je ziejmé P(k,l) = P(l,1). Dalsim dilezitym
pozorovanim je, ze P(k,l) = P(k — 1,1l — 1) + P(k,l — 1). Tato rovnost ply-
ne z toho, ze pokud vejce pustime z néjakého patra a ono se rozbije, tak lze
nase hledané patro nalézt mezi P(k — 1,1 — 1) patry (rozbili jsme jedno vejce
a udélali jeden pokus), pokud se vejce nerozbije, tak lze nase patro nalézt mezi
P(k,l—1) patry. A nyni pfijde kouzlo (pro matematiky znalejsi to asi nebude
az takové kouzlo, ale dluzno poznamenat, ze mé téz nenapadlo, ale uvidél jsem
ho v jednom feseni): Tvrdime, ze P(k,l) = Zf:o (l) Ovéfeni této rovnosti je

)

snadné aplikace matematické indukce (vyuZije se, Ze (i) + (ifrl) = (ii})), a pro-

to ho vynechame. Pro ty, kdo nevi, co znamena (Z) je to tzv. kombinacni cislo
a 1ika, kolik rtiznych k-prvkovych podmnozin Ize vybrat z mnoziny velikosti n.
Je urceno nasledujicim vzoreckem:

W) =mom

kden!=n-(n—-1)-(n—2)- -+ -2-1.
Daéle se ndm bude hodit, ze z P(k,l) umime rychle spocitat:

P(k—1,1) = P(k,1) — <Il€>

P(k,l+1) = P(k,1) + P(k — 1,1) = 2- P(k,1) — (;)

Pk—1,1-1)= (P(k;—l,l)—i— (1{;:11» /2 =

= (ron- () +(,20) 2

Pozn.: Jak zajistime, ze mame vzdy po ruce spocitané potiebné kombinacni
¢islo, si miizete nalézt v programu.
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Matematickou pfipravu jiz mame za sebou a nyni je ¢as ukazat, jak to vse
vyuzijeme v nasem algoritmu. Nejdfive musime nalézt nejmensi [ takové, ze
P(k,l) > n+1 (n je poCet pater, mame jedno patro pfidané nahofe). To snadno
udélame tak, ze budeme zkouset | od 0 a pribézné poéitat P(k,l) — vyuZivame,
7e umime spocitat P(k,l+1) z P(k,1). KdyZ toto nejmensi [ nalezneme, za¢nou
skutecné pokusy. V proménné nejmensi si budeme uchovavat nejnizsi ¢islo
patra, ze kterého se vejce miZze rozbit (na poc¢dtku nejmensi= 0). Vejce vzdy
pustime z patra nejmensi+P(k—1,1—1)—1. Pokud se vejce rozbilo, tak snizime
k il o jedna, pfepocitame P a pokracujeme dal$im pokusem. Pokud se vejce
nerozbilo, zvy$ime nejmensi o P(k — 1,1 — 1), snizime [ o jedna, pfepocitame
P (na pfepocitavani P pouzivame rovnosti uvedené vyse) a opét pokracujeme
dalsim pokusem. Z definice P takto zjevné po [ krocich nalezneme hledané
patro a pocet kroki byl nejmensi mozny.

Pamétova slozitost algoritmu je O(1), ¢asova O(1), kde [ je nejmensi mozny
pocet pokust potfebny k nalezeni patra.

Pro zdjemce: pro¢ je P(k,k) = 28?7 Tento zapis znamena, 7e na k pokust
@ umime najit hledané patro, jen pokud ho hleddme nanejvys mezi 2* pat-
ry (vime, Ze jedno z nich je ono hledané). Pokud pouZijeme piileni intervalu,
opravdu tohoto vysledku dosdhneme (pfi kazdém pokusu se miizeme zbavit
poloviny pater). Ale nejde to lépe?

Jeden pokus skonéi jednou ze dvou rtznych moznosti (vajicko se rozbi-
je/nerozbije). Dva pokusy skonéi jednou ze ¢tyf rznych moZnosti (prvni vajic-
ko se rozbije/nerozbije a druhé se rozbije/nerozbije). Obecné k pokust skonéi
jednou z 2* moznosti. Hledané patro uréime podle toho, jakou moznosti nasich
k provedenych pokust skoncilo. Jedné takové moznosti (posloupnosti vysledki)
miize odpovidat nanejvys jedno patro, protoze jinak bychom po provedeni k po-
kusu stale nebyli rozhodnuti, které patro je to hledané. Protoze ale moZnosti
je 2%, neni mozno najit hledané patro mezi vice nez 2% patry.

program KingsField;

var
n, k, 1 : Integer; {Pocet pater; polet vajec; pocet pokust}
P, C : Integer; {Spo&itany max. podet pater;Predpolitané k.&.}

nejmensi : Integer; {Nejniz3i patro, odkud se vejce miiZe rozbit}
rozbilo : Integer; {Rozbilo se hodem vejce?}
begin
Write(’Pocet pater:’);
Read(n);
Write(’Pocet vajec:’);
Read (k) ;
1:=0;
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P:=1;
C:=1; {v C bude ulozeno (1 nad k), pokud 1>=k}

while P < n+1 do begin {Najdeme minimalni nutny pocet pokusi}

if 1 < k then {Dokud je dost vajec, ptlime}
P :=2x%P
else begin
P :=2%P - C;
C :=Cx(1+1) div (1+1-k); {(1 nad k) -> (1+1 nad k)}
end;
Inc(1);
end;
nejmensi := 0; {Jdeme zkouset hody}

while 1 > 0 do begin
P := (P-C+C*k div 1) div 2; {Pfepoclteme P(k,1) na P(k-1,1-1)}

Write(’Hod vejce z patra ’,nejmensi+P-1,’. Rozbilo se?’);
Read(rozbilo);
if rozbilo = 1 then begin
C :=Cxk div 1; {Prepo&teme (1 nad k) na (1-1 nad k-1)}
Dec (k) ; {P uz je spravné p¥epolteno...}
end

else begin
nejmensi := nejmensi + P;
C :=Cx(1-k) div 1;{Pfepocteme (1 nad k) na (1-1 nad k) }
P:=P+C; {Pfepocteme P(k-1,1-1) na P(k,1-1)}
end;
Dec(1);
end;
if nejmensi = n then
WriteLn(’Vejce se nerozbije z zadneho patra.’)
else
WriteLn(’Vejce se rozbije z patra ’,nejmensi,’.’);

end.
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16-2-3 Kral Potvornik Pavel Cizek

Idea algoritmu je jednoducha. Vezmeme body, setfidime je dle X, vezmeme
provazek, privazeme ho k nejlevéjsimu bodu a budeme jim nasi mnozinu sloupt
obtahovat po sméru hodinovych rucicek. Konvexni obal tedy bude po celou
dobu ,zatécet* doprava. Nyni necht mame zpracované body 1..N zleva a zndme
jejich konvexni obal. Chceme pridat dalsi bod. Pfipojime ho tedy k seznamu
konvexniho obalu a ,zatdhneme® za provazek. Ten se vzdali ode vSech sloupu
u nichz ,zatacel vlevo®. Za povsimnuti stoji, ze tyto sloupy tvori v konvexnim
obalu souvisly usek, ktery konéi pred pravé pridanym bodem (tGsek mize byt
i prazdny). Takze v programu se sta¢i kouknout na 3 posledni body nynéjsiho
obalu a dokud tam obal ,zatac¢i* vlevo (¢ili je nekonvexni), pfedposledni bod
vyhazovat. Protoze kazdy bod miuzeme vlozit, resp. vyhodit nejvyse jednou,
N kroku trva O(N).

Pokud zapod¢itame i t¥idéni, sloZitost celého algoritmu je O(N log N). Ale
ma to drobny hacek. Takhle bychom dopadli jako v jistém vecernicku, protoze
bychom vytvorili jen horni ¢ast konvexniho obalu. Nicméné neni tézké si roz-
myslet, Ze stejné lze zkonstruovat i dolni polovinu (nebo k ,vstupni“ posloup-
nosti bodi pripojit na konec posloupnost stejnych bodu, které budou settidéné
obracené, a pustit vyse popsany algoritmus na tuto prodlouzenou posloupnost.
Ziejmé pak bude provazek stale ,zatacet doprava®, ale jelikoz jsme se ,otoc¢ili“
o0 180 stupiitl, vytvorii i dolni ¢4st obalu).

Program je jen implementaci vyse uvedeného algoritmu, ¢asova naroc¢nost
je O(Nlog N) a pamétova O(N).

Na zavér bych pridal jednu poznamku k doslym feSenim. Relativné hod-
né jich béhalo v ¢ase O(N log N), ale pouzivalo pfi tom funkce typu ArcTan
apod. .. Pro¢? Tyto funkce nepatii, pfiznejme si, zrovna k nejrychlejs$im a pro-
gram lze napsat bez nich stejné jednoduse. Ideélni je pouzit vektorovy soudcin.

Vektorovy soucin trislozkovych vektora A a B je takovy tfislozkovy vektor

C, pro ktery plati:

1) Velikost C' je rovna plose rovnobézniku definovaného vektory A a B.
Matematicky: |C| = |A| - |B| - sin(p), kde ¢ je thel, ktery sviraji
vektory A a B.

2) Vektor C je kolmy na vektory A a B (zfejmé je-li B ndsobkem vektoru
A, vektor C' nemtZe byt uréen jednoznacéné (vektoru kolmych na A
a B je mnoho). V tomto pfipadé je nastésti — dle bodu 1 — vektor C
nulovy).

3) Vektor C m4 (neni-li nulovy) smér, ktery odpovidd sméru palce pravé
ruky,pokud ji pfilozime k vektoru A a prsty ,stoéime“ po mensim
thlu k vektoru B. Tato podminka vlastné pouze urcuje znaménko
vektoru C.
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Tohle staci k tomu, abychom vysledny vektor jednoznacné definovali. Jak
se tedy vektorovy soudin t¥islozkovych vektori A a B pocita?

AxB=(Ay-B.— A, By, A, -B,— A, B.,A,-B, — A, - B,)

My pouzijeme vektorovy soucin takto: pro tfi body A,B,C, které lezi v tom-
to pofadi na obvodu zahrady, ndm vektorovy soucet fekne, zda |ZABC| < 180°,
méfeno od polopfimky BA po sméru hodinovych rucdic¢ek. Vlastné ndm povi,
zda bude provazek v bodé B ,zatdcet* doleva (|/ABC| > 180°) ¢ doprava
(|ILABC| < 180°), tedy zda bod B patii nebo nepatii do konvexniho obalu.

Vypocet provedeme takto: vektor U bude vektor od bodu B k bodu A,
vektor V bude vektor od bodu B k bodu C'. Spo¢teme z-ovou soutradnici souéinu
U x V (v8imnéte si, Ze pfi tomto vypoctu nepotfebujeme z-ové slozky vektort
U a V, takze tyto vektory mohou byt pouze dvouslozkové — to ale chceme, nebot
zadané body lezi v roviné a tedy maji pouze dvé soufadnice). Bude-li z-ova
soufadnice soudinu kladna, |ZABC| < 180°, bude-li zaporna, |/ABC| > 180°
(rozmyslete si, jak to plyne z bodu 3).

program KralPotvornik;
const Presnost = 1E-10; {U redlnjch ¢isel musime po¢itat s chybou}
type PSloup = "TSloup;
TSloup = record
X,Y:real;
Dalsi:PSloup;
end;
var Sloupy:PSloup;

function Nacti:PSloup;

var NovySloup:PSloup;
Vystup:PSloup;
PocetSloupu:longint;

begin
Vystup:=nil;
Readln(PocetSloupu) ;

if PocetSloupu<3 then begin
writeln(’A z tohohle chces vytvorit konvexni obal?!’);
halt;

end;

while PocetSloupu>0 do begin
new(NovySloup) ;
readln(NovySloup~.X,NovySloup~.Y);
NovySloup~.Dalsi:=Vystup; {Pfidame do seznamu sloupt}
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Vystup:=NovySloup;

dec(PocetSloupu);
end;
Nacti:=Vystup;

end;

procedure MergeSort (var Co:PSloup) ;
var Seznam:array[boolean] of PSloup;
DalsiPrvek,PosledniPrvek:PSloup;
KterySeznam:boolean;
begin
if Co~.Dalsi=nil then exit; {Neni co fedit}
KterySeznam:=false;
Seznam[false] :=nil;Seznam[true] :=nil;
while Co<>nil do begin
DalsiPrvek:=Co~.Dalsi;
Co~.Dalsi:=Seznam[KterySeznam] ;
Seznam[KterySeznam] : =Co;
KterySeznam:=not (KterySeznam) ;
Co:=DalsiPrvek;
end;
MergeSort (Seznam[false]) ;
MergeSort (Seznam[truel);
PosledniPrvek:=nil;
while (Seznam[false]<>nil) and (Seznam[true]<>nil) do begin
KterySeznam:=Seznam[true] ~.X<Seznam[false]~.X;
if abs(Seznam[true] ~.X-Seznam[false] ~.X)<Presnost then
KterySeznam:=Seznam[true] ~.Y>Seznam[false]~.Y;
DalsiPrvek:=Seznam[KterySeznam] ;
Seznam[KterySeznam] : =Seznam [KterySeznam] ~.Dalsi;
if PosledniPrvek=nil then
Co:=DalsiPrvek {Vystup je zatim prézdnj}
else
PosledniPrvek”.Dalsi:=DalsiPrvek; {P¥idame na konec}
DalsiPrvek~.Dalsi:=nil; {Opravime konec}
PosledniPrvek:=DalsiPrvek;
end;
PosledniPrvek”.Dalsi:=Seznam[Seznam[false]=nil];
end; {...a je to set¥idéné}

79



Korespondenéni seminar z programovani MFF 2003/2004

procedure PridejKopii(Sloupy:PSloup) ;
var Kopie,Nova:PSloup;
begin
Kopie:=nil;
while Sloupy~.Dalsi<>nil do begin
new(Nova) ;
Nova~™:=Sloupy”;
Nova~.Dalsi:=Kopie;
Kopie:=Nova;
Sloupy:=Sloupy”.Dalsi;
end;
Sloupy~.Dalsi:=Kopie; {...a p¥idame kopii na konec}
end;

function KonvexniObal (ZCeho:PSloup) :PSloup;
var Obal,DalsiSloup:PSloup;
Vektorl,Vektor2:record X,Y:real; end;
begin
DalsiSloup:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho~.Dalsi;
DalsiSloup”.Dalsi:=nil;
Obal:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho~ .Dalsi;
Obal~.Dalsi:=DalsiSloup; {VloZime prvni 2 body do posloupnosti}
while ZCeho<>nil do begin
DalsiSloup:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho~ .Dalsi;
DalsiSloup~.Dalsi:=0bal;
Obal:=DalsiSloup;
while Obal”.Dalsi”.Dalsi<>nil do begin {Méame alespoii 3 body?}
{Vektor2 uréuje smér predposl. a posl. sloupu}
Vektor2.X:=0bal".X-0bal"~.Dalsi".X;
Vektor2.Y:=0bal".Y-0Obal".Dalsi"~.Y;
{Vektorl je totéz vzhledem k pfedchozim dvéma}
Vektorl.X:=0bal".Dalsi”.X-0bal"~.Dalsi”~.Dalsi”.X;
Vektorl.Y:=0bal".Dalsi”.Y-0bal~.Dalsi”~.Dalsi”.Y;

if (Vektorl.X*Vektor2.Y-Vektorl.Y*Vektor2.X)>Presnost then
break;

DalsiSloup:=0bal”.Dalsi; {Bod je t¥eba odebrat}

Obal~.Dalsi:=0bal”.Dalsi”~.Dalsi;
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dispose(DalsiSloup) ;
end;
end;
KonvexniObal:=0bal;
end;

function Delka(Obal:PSloup) :real;
var Vystup:real;
begin
Vystup:=0;
while Obal~.Dalsi<>nil do begin
Vystup:=Vystup+sqrt(sqr(Obal”.X-0bal"~.Dalsi”~.X)+
sqr(0bal~.Y-0bal"~.Dalsi”~.Y));
Obal:=0bal”.Dalsi;

end;
Delka:=Vystup;

end;

begin
Sloupy:=Nacti;
MergeSort (Sloupy) ;
PridejKopii(Sloupy) ;

Sloupy :=KonvexniObal (Sloupy) ;
writeln(’Delka plotu je:’,Delka(Sloupy):10:3);
end.

16-2-4 Ki¥izovy kral Martin Mares

Hojnost neoptimalnich feseni, kterd jsme dostali, zda se nasvédcovat tomu, ze
drak je v poslednich letech vyjimecné syty a dobie naladény, ¢i Ze mu mozna
poslednich par set let nejde pocitani pokusi tak bystre, jako ve starych dobrych
casech udatnych a hlavné kiupavych téch, no, rytifa. Zde budeme cténému pu-
bliku demonstrovati zarucené spolehlivy navod, kterak draka dimyslem svym
prechytraditi (¢ili tzv. ndvod na draka).

Abychom si zjednodusili praci, pfedpokladejme bez jmy na obecnosti, Ze
nehadame ¢isla od 1 do NV, nybrz od 0 do N — 1 a ze N je mocnina dvojky
(kdyby nebylo, staci N zvysit, ¢imz si, jak uvidime, pohor$ime jen nepatrné).

Kdyby drak nelhal (coz je podobné pravdépodobné, jako kdyby peklo za-
mrzlo a turecky med byl zadarmo... ale potéSme se tou predstavou aspon
chvili¢ku), bylo by vSechno jednodussi: stacilo by se postupné vyptat na hod-
noty jednotlivych bitd ¢isla, tj. v i-tém kroku hry nabidnout drakovi ta ¢isla,
jejichz i-ty bit je jednickovy. Takto bychom ¢islo uhodli po log N krocich (log
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bude vzdy znaéit dvojkovy logaritmus). Podobnost s ptlenim intervald neni
nikterak ndhodna. Také si v§imnéte, Ze nasSe strategie nijak nespoléhd na to,
ze hadame ¢islo z intervalu — kdybychom volili mezi néjakymi obecnymi moz-
nostmi ag,...,ay, postupovali bychom plné stejné, az na to, ze bychom se
nerozhodovali podle bitt ¢isel a;, nybrz podle bitt jejich indexa 1.

Jenze drak samoziejmé 1ze (a peklo neni studené a turecky med je nekies-
tansky drahy...), takZe kdyZ se zeptdme stejné jako pfedtim, nedostaneme
mu, ze drak nelhal, a dale log N dalsich, odpovidajicich vS§em moZnym otazkam,
na které drak mohl odpovédét 1zivé. Ale jaképak s tim cirdty, pouZijeme jesté
jednou stejnou strategii, tentokrate ovsem pouze na zbylych log N + 1 moznos-
ti (zde pouzijeme trik s indexy). Na to budeme potfebovat [log(1 + log N)]
otéazek.

Le¢ drak nam také mohl lhat béhem této druhé faze, proto mezi prvni
a druhou fazi pridame jesté jeden dotaz, kterym si ovéfime, zda vysledek prvni
faze byl spravny a pokud byl, druhou fazi ani nespustime.

Nyni si rozmysleme, jak by ndm drak mohl lhat: Pokud 1ze v prvni fazi,
ovéfeni neprojde a druhd faze (uréité bez 17i) najde spravny vysledek. Pokud
1Ze v ovéreni, jsou vSechny ostatni odpovédi spravné a druhé faze opét vyda
spravny vysledek. Kdyby se vyskytovala lez v druhé fazi, znamenalo by to,
ze odpovédi jak v prvni fazi, tak béhem ovéfeni byly pravdivé, coz by ovSem
znamenalo, Ze jsme se do druhé faze ani nedostali.

Dohromady jsme potfebovali (v&etné zaokrouhleni na mocninu dvojky)
[log N+ [log(1+ [log N])] + 1 otazek, coz pro N = 1000000 opravdu da ky-
zenych 26. Otazky a odpovédi zvladneme zpracovat jednoduchym programem
s Gasovou slozitosti O(N -log N) a pamétovou O(N).

Pozor, matematika! Pro odolnéjsi povahy pfipojime navic dikaz (skoro)op-

timality naseho feSeni. Pfedstavme si, ze mame program hadajici ¢islo po-
moci bindrnich otézek, pricemz kazda otdzka je jednoznac¢né uréena odpovédmi
na predchézejici otazky. Predpokladejme navic, ze program pokazdé pouzije
stejny poclet r otdzek (pokud nepouzije, miizeme vZzdy na konec doplnit zby-
teéné otdzky, které nijak neovlivni vysledek). P¥itadme kazdému ¢islu x po-
sloupnost pi(z),...,pr(z) odpovédi (kédovanych O=ne, 1=ano), které vedou
k tomuto ¢&slu bez lhani, a déle posloupnosti pi(z),...,p.(z) proi =1,...,r
popisujici odpovédi v pripadé, ze drak zalhal pfi i-té otazce.

Snadno nahlédneme, ze vSech r+ 1 posloupnosti odpovidajicich témuz ¢islu
musi byt navzdjem rizngch (dvéma riznymi lzemi neni mozné dojit k témuz
vysledku) a Ze libovolnd posloupnost pro ¢éislo  musi byt raznd od libovol-
né posloupnosti pro kazdé jiné ¢islo y (protoze jinak bychom nebyli schopni
z posloupnosti odpovédi jednoznaéné zrekonstruovat drakovo éislo).
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Existuje tedy N - (r + 1) riiznych posloupnosti odpovédi, ty se ovSem musi
vejit do mnoziny vSech moznych binarnich posloupnosti délky r, kterych je 27,
a proto musi platit N - (r +1) < 27 ¢li N < 27/(r + 1), coz ndm pro kazdy
pocet dotazu r tika, kolik nejvyse ¢isel jsme schopni rozlisit. Pokud zkusime
nerovnost ,,obratit“, vyjde nam opravdu priblizné r > log N + loglog N, ¢ili
nas algoritmus je velice blizko k optimu.

Pro ty, jimz by nedalo spat, ze jsme jim nabidli feSeni jenom skoro
@@ optimélni, pfidavame konstrukci fungujici pro libovolné r = 2% — 1,
ktera opravdu dosdhne maximalniho mozného N, které ndm z nasi nerovnosti
vyslo, tedy N =27 /(r 4+ 1) = 2" *. Nejdfive si sestrojime bindrni kod se vzdd-
lenosti 8, ¢ili mnozinu N dvojkovych posloupnosti délky r (tém budeme fikat
slova) takovych, ze kazdé dvé slova se 1isi v alespoii t¥ech prvcich. K tomu staci
vzit vSechny mozné (r — z)-bitové posloupnosti (téch je N) a za kazdou z nich
pridat z kontrolnich biti, abychom dosahli pozadované vzdalenosti. Pivodnim
bitim budeme fikat datové a oindexujeme si je z-cifernymi dvojkovymi ¢isly,
pfiGemz vynechame nulu a v8echna ¢isla obsahujici pravé jednu jednicku (takze
nam zbude 2% — z — 1 = r — z index1, jak potfebujeme). Kontrolni bity pak
spocitame takto: i-ty kontrolni bit bude urcovat paritu datovych bitt, jejichz
index mé4 i-ty bit jedni¢kovy (parita je 0, pokud je mezi vybranymi datovymi
bity sudy podet jednicek, jinak je 1). P¥iklad pro N = 11 a z = 4 nésleduje:

[do|dy |dz|ds|da|ds e [dr[ds[dy]dio coer]ca]es]
1101101010 1«

10110110011
011100011171
00001111111

Kazda dvé sestrojena slova se budou lisit alespon jednim bitem v datové
¢asti. Pokud se lisi pravé jednim, budou se liSit i alesponn dvéma kontrolnimi
bity (protoze v indexu zménéného datového bitu jsou alesponn dvé jednicky).
Kdyby se datové ¢asti lisily dvéma bity, musi mit jejich indexy alespon jeden
bit rozdilny, takze alespoti jeden kontrolni bit se také lisi. Cili kazda dvé slova
se lisi v alespon tfech bitech, jak jsme slibili.

Nasi mnozinu slov 1ze pouzit jako samoopravny kéd na opravu jedné chyby:
pokud nam nékdo posle libovolné ze slov a pfi pfenosu nastane nejvyse jedna
chyba, jsme schopni jednozna¢né urcit, které slovo bylo vyslano. (Pokud by se
slovo  zménéné v jednom bitu shodovalo se slovem y zménénym rovnéz nejvyse
v jednom bitu, znamenalo by to, Ze slova x a y se lis§i v max. dvou bitech, coz
vime, Ze neni mozné.)

Stejnym zpisobem ovSem miizeme komunikovat s drakem: ¢islim 0 az N —1
prifadime naSich N slov a v i-tém kole se draka zeptame na -ty bit slova
(vyjmenujeme C¢isla, jejichz slova maji tento bit jednickovy), ¢imz dostaneme
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hledané slovo s maximalné jednim bitem zménénym a ten je mozno opravit.
Méme tedy strategii, kterd je optimdlni pro vybrana r (zkuste nahlédnout,
Ze funguje a je optimdlni i pro ostatni r), je ji moZno naprogramovat v Case
O(N -log N) a paméti O(N) a dokonce nam i spolehlivé odhali, zda drak zalhal.
N4&s program se nicméné bude drzet mnohem jednodussiho prvniho feseni, které
je vzdy o nejvyse 2 dotazy horsi nez optimalni.

#include <stdio.h>

#define MAX 1048576 /#* Do kolika umi draci po&itat */
int query[MAX]; /* Na co se ptdme (my pocitdme od 0, drak
od 1) =/
int glen;
int ask dragon (void) /* Zeptame se draka, copak ndm fekne? x/
{
int ;

for (i=0; i<glen; i++)

printf (“%dy”, query[i]+1);
printf (“4?”);
scanf (“%d”, &i);

return 7;
}
int main (void)
{ int N; /+ Hledané &islo je mezi 0 az N-1 x/
int guess; /* Jaké jsme zatim uhddli =/
int bit; /* Ktery bit zkoumdme x/
int ¢; /* Cislo, které zrovna zkoumame */

printf (“Velevazeny draku, rci N!,”);
scanf (“%d”, &N);

guess = 0; / 1. faze: Puleni intervalt na 0..N-1 x/
for (bit=1; bit<N; bit += bit) {
qlen = 0;
for (c=0; c<N; c++)
if (c & bit)

query[qlen++] = c;
if (ask dragon ())

guess |= bit;
}
query[0] = guess; /* Kontrola (pro N=1 ji nedélame) =/
glen = 1;
if (N !=1 && lask.dragon ()) { /+ Nékdy lhal, ve 2. fazi najdeme, kdy =/
int rest[8«sizeof (int)+1]; /* Jaké jsou moznosti? */
int nrest;
nrest = 0; /* Spatné byla kontrola x*/

rest[nrest++4| = guess;
for (bit=1; bit<N; bit += bit) /* Nebo jednotlivé bity =/
rest[nrest++] = guess ~ bit;
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guess = 0; /+ Pleni intervalii pro zbylé moznosti */
for (bit=1; bit<nrest; bit += bit) {
qlen = 0;
for (c=0; c<nrest; c++)
if (¢ & bit)

query[qlen—++] = rest[c];
if (ask.dragon ())

guess |= bit;
}
guess = rest[guess]; /* Jdeme na jisto */
}
printf (“Ha, Tve cislo je %d!\n”, guess+1);
return 0;
}
16-2-5 Kral Popleta Zdendk Dvoiak a Kral Dan

Nejprve si tllohu prevedeme do feci logickych vyrazi, ¢ili vyrazt nad promén-
nymi, které mohou nabyvat pouze hodnot true a false. S témito proménnymi
muzeme provadét ruzné logické operace. Pro nas priklad budou dulezité pouze
dvé — negace, definovana vztahy not false = true a not true = false, a dis-
junkce, definované vztahy false or false = false, false or true = true,
true or false = true a true or true = true.

Pro kazdou provincii si zavedeme jednu proménnou. Ta bude nabyvat hod-
noty true, pokud provincii ziska Petr, a false, pokud ji ziska Pavel.

Jak snadno nahlédneme, pozadavky druhého a tfetiho typu jsou ve sku-
tecnosti stejné — oba jsou splnény, pokud Petr (resp. Pavel) dostane alespori
jednu ze zminovanych provincii. VSechny pozadavky tedy jdou vyjadfit jednim
z téchto zptlsobi:

e Jestlize Petr pozaduje provincii «, odpovida tomu vyraz (x).

e Jestlize Pavel pozaduje provincii z, odpovida tomu vyraz (not x).

e Jestlize Petr pozaduje provincii  nebo provincii y, odpovida tomu

vyraz (x or y).
e Jestlize Pavel pozaduje provincii  nebo provincii y, odpovida tomu
vyraz (not x or not y).

Ukolem této tilohy je nalézt takové pfitazeni hodnot true a false promeén-
nym, aby co nejvice z téchto vyrazi mélo hodnotu true.
Protoze kazdé tii pozadavky lze splnit, plati:

® Pro zadnou proménnou x se mezi pozadavky nevyskytuje jak (z),
tak (not x). Muzeme tedy bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze
vSechny pozadavky, které obsahuji pouze jednu proménnou, jsou ve
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tvaru (z) — pokud je pozadavek ve tvaru (not z), ve vSech pozadav-
cich prohodime x za not x a naopak. Tim zjevné nezménime pocet
splnitelnych pozadavki — pokud by feSeni nové vzniklé tlohy davalo
x hodnotu false, dame mu v feSeni ptivodni tllohy hodnotu true
a naopak.

e NemiiZe se stat, ze by (not = or not y), (z) a (y) byly pozadavky.
Tedy plati, Ze pro kazdy pozadavek tvaru (not z or not y) se bud
(z) nebo (y) nevyskytuji jako pozadavek.

Nyni se vratme k feSeni tlohy. ReSeni, které se krali nelibilo, bylo dat kazdé
proménné hodnotu true s pravdépodobnosti 1/2. Tim by splnil pozadavky
zminujici dvé provincie s pravdépodobnosti 3/4, nicméné kazi mu to pozadavky
na jednotlivé provincie, které splni s pravdépodobnosti pouze 1/2. Zkusme tedy
pomoci témto pozadavkim — dejme proménné z, ktera se vyskytuje sama jako
pozadavek, hodnotu true s pravdépodobnosti p > 1/2. Ostatni proménné,
které se nevyskytuji jako samostatné pozadavky, dale volme s pravdépodobnosti
1/2.

Pozadavky typu (z) na jednotlivé provincie splnime s pravdépodobnosti p.
Pozadavky typu (not z or not y) splnime s pravdépodobnosti 1 —p/2 pokud se
pravé jedno z z, y vyskytuje jako pozadavek, nebo s pravdépodobnosti 3/4, po-
kud se tak nevyskytuje ani jedno z nich (3/4 je zfejmé vétsi nez 1—p/2). Snadno
si rozmyslime, Ze ve vSech ostatnich pfipadech bude pravdépodobnost splnéni
poZzadavku také alespoii 1 — p/2. Dohromady tedy v priméru splnime alespori
min (p,1 — p/2) z pozadavki. Toto ¢islo bude nejvétsi, pokud p =1 — p/2, ¢&i-
li kdyz p = 2/3. V tomto piipadé jsme schopni splnit primérné alesponl 2/3
pozadavki.

Navic se krali doneslo, ze v sousednim kralovstvi, kde méli podobny pro-
blém, si kralovsti synové dokazali naklast takové pozadavky, Ze z nich opravdu
vice nez 2/3 splnit nesly. Tajnd sluzba uvedla, Ze tyto pozadavky byly natolik
slozité formulované, Ze je neni vhodné krali detailné prezentovat, a on se s tim
spokojil — tedy i vy budete muset.

Zbyva vyresit to, ze ani k tomuto feseni kral nehodla propijcit svou korunu.
Chteéli bychom se tedy obejit bez generatoru ndhodnych cisel.

Nejprve si rozmysleme, jak presné spocitame, kolik pozadavki v praméru
splnime: Oznacme si p, pravdépodobnost, ze x bude true. Pak pravdépodob-
nost, ze splnime pozadavek

® (z) je ps.

® (x ory)jel—papy.

e (z or not y) je 1 — pu(1 —py).

® (not z or y) je 1 — (1 — pz)py.

® (not z or not y) je 1 — (1 —pg)(1 —py).
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Kdyz vsechny tyto pravdépodobnosti seCteme, dostaneme hledany primeér-
ny pocet splnénych pozadavkid, oznacme si ho P.

Nyni feknéme, Ze bychom si napevno zvolili z jako true (tedy polozi-
li p, = 1) a ostatni proménné volili stdle ndhodné se stejnymi pravdépo-
dobnostmi. Stejnym postupem si spocitdme prumeérny pocet splnénych po-
zadavkl v tomto piipadé a oznac¢ime si ho Pgrye. Analogicky, pokud si na-
pevno zvolime z jako false, v priméru splnime Pggy1ge. Nyni nahlédneme,
7e P = py - Perue + (1 — px) - Pralse- Reknéme, ze volbu, které provincie
dostane ktery syn, provadime postupné pocinajice provincii z. S pravdépodob-
nosti p, se rozhodneme dat provincii & Petrovi, v tom pfipadé splnime pri-
mérné Prrye pozadavkil. S pravdépodobnosti (1 — p,) ji naopak ddme Pavlovi
a splnime primeérné Pry1ge pozadavki. Dohromady tedy primérné splnime
Dz - Prrue + (1 — p2) - Pralse pozadavki, coz musi byt rovno P.

P je tedy vazeny primér Pirye a Pfalge; jedno z Prrue a Pra1ge te-
dy musi byt alespon tak velké jako P, protoze kdyby byly obé mensi nez P,
i jejich priumér by musel byt mensi nez P. To nam fika, komu pridélit provin-
cii x — pokud je Pgyrye > P, ddme ji Petrovi, jinak Pavlovi. Nyni si za « do
vsech pozadavki dosadime zvolenou hodnotu a tento postup opakujeme s takto
modifikovanymi pozadavky pro dalsi proménnou.

Algoritmus bude tedy pracovat takto: Na zacatku nastavime p, pro vSech-
ny proménné podle popsaného postupu (bud 1/2 nebo 2/3). Poté spoc¢teme
P (soucet pravdépodobnosti splnéni vSech pozadavka). Nyni vybereme jed-
nu proménnou z, které jsme jesté nedali zadnou hodnotu, a spocteme Prrye
a Praige- Tyto hodnoty se pocitaji jako P, jen jednou pouzijeme p, = true
a jednou p, = false. Vime, Ze bud Pyrye nebo Praqge je vétsi nez P. Pokud
tedy Ptyue > P, ddme proménné x hodnotu true a p, = 1. Jinak polozme
r = false a p, = 0. Se zménénou hodnotou p, prepocitime P, vybereme
jinou proménnou, které jsme jesté nedali hodnotu, a tu zpracujeme stejnym
zpusobem. Algoritmus skonéi, pokud jsme jiz vSem proménnym pridélili néjaké
hodnoty, ¢ili jsme rozdélili vSechny provincie.

V celém tomto postupu si nikde nepotiebujeme volit zadna ndhodnéa cisla
(pouze provadime vypoéty s pravdépodobnostmi), ¢imz jsme se vyhnuli nut-
nosti otloukat kralovskou korunu.

Casov4 slozitost pfimocaré implementace tohoto algoritmu je O(N?), kde
N je poclet pozadavki, protoZe spocteni P ndm trvd O(N) a pocitdme ho t¥i-
krét pro kazdou proménnou (kterych je nanejvys dvakrat tolik, co pozadavki).
Ovsem pokud si vSimneme toho, Zze pfi zméné pouze jedné p, se P ,moc*
nezméni, a trochu se zamyslime, miZzeme ¢asovou slozitost snizit na O(N).
Pamétovou slozitost dokdzeme také, pfi trose snahy, udrzet na O(N).
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16-3-1 Fyzikova blecha Tomas Vyskocil a MS

Tak jak to vSechno dopadlo... U nékterych reseni by se blecha urazila nebo
dokonce pfimo unudila, nez by dostala feseni. Tim myslim pfedevsim algoritmy
s exponencialni ¢asovou slozitosti, uz daleko lepsi byly kvadratické a nejlepsi
algoritmy byly se sloZitosti O(N log N). A takovy si zde ukdzeme.

Jak tento blesi problém vyfeSime? ZaCneme tim, Ze si ploSinky utfidime
podle y-ové souradnice. Pfredpokladejme, Ze u koncu kazdé plosinky vime, na
jakou jinou plosinku z tohoto konce blecha spadne. Budeme probirat ploSinky
podle stoupajici y-ové soutadnice a u kazdé plosinky si budeme u obou koncii
pocitat nejkratsi cestu na podlahu. To provedeme tak, ze zkusime ze zpraco-
vavaného konce plosinky spadnout na nizsi plosinku (vime na kterou). Protoze
plosinka, na kterou dopadneme, je niz nez zpracovavana, uz u ni zname nej-
kratsi cestu z obou koncti — vybereme si, zda jit doleva nebo doprava, aby byla
cesta co nejkratsi.

Cely tento postup zvlddneme v éase O(N), protoze u kazdé plosinky udé-
ldme jen konstantné mnoho operaci (zjistime na kterou ploSinku spadneme, jak
bude dlouha cesta kdyz po dopadu zahneme nalevo, jak bude dlouhé cesta kdyz
po dopadu zahneme napravo, vybereme minimum).

Jak tedy budeme u ploSinky urcovat, na jakou nizsi blecha z jejiho konce
spadne? Pouzijeme k tomu staticky intervalovy strom. To je struktura, ktera si
pro kazdy prvek s indexem 1 az P pamatuje néjaké ¢islo, pficemz P musi byt
pevné po celou dobu béhu programu. Intervalovy strom umi dvé operace: zjisti
hodnotu prvku ¢ a nastav hodnotu prvki v intervalu ¢...j na co, obé v Case
O(log N).

Predpokladejme, ze uz takovou strukturu znadme. Pouzijeme ji timto zpt-
sobem: Jednotlivé prvky intervalového stromu budou pouzité z-ové soufadnice
ploginek (je jich nanejvys 2N) a hodnota prvku i (i-t4 nejmensi z-ové sou-
fadnice) je ¢islo nejvyse umisténé plosinky, kterd se na této xz-ové soufadnici
vyskytuje. Abychom mohli z-ové souradnice oc¢islovat, musime si je za zacatku
opét setridit.

Na zacatku dame do intervalového stromu jen podlahu. Probereme si plo-
Sinky opét podle vzristajici y-ové soufadnice a u kazdého konce (soufadnice
left,, right,; pfedpokladejme, Ze po oéislovani maji indexy left;, right;) se in-
tervalového stromu zeptame, jaka je hodnota prvku left; a right; (0 znamena
podlaha, jiné &islo je pofadové ¢islo plosinky). Tim jsme zjistili, na kterou plo-
Sinku spadne blecha z levého a pravého konce plosinky. Poté zpracovavanou
plosinku ,pfiddme“ do intervalového stromu, ¢ili (pokud zpracovavéame i-ou
odspoda) do intervalového stromu zapiSeme hodnotu i do prvki v intervalu
left; .. .right;.

Pokud tedy zvladneme naimplementovat popsany intervalovy strom, mame
FeSeni s Casovou sloZitosti O(N log N), protoze tfidéni nas stoji O(N log N)
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a déle zpracovavame N plosinek a kazdou v ¢ase O(log N). Pamétova slozitost
je jako obvykle O(N).

Staticky intervalovy strom si muZeme pfedstavit jako dokonale vyvazeny

binarni strom. Jednotlivé vrcholy odpovidaji intervalim z rozmezi 1 az P
tak, Ze listy tohoto stromu jsou jednotlivé prvky (odpovidaji intervaltim i. . .1%)
a kazdy vnitini vrchol odpovid4 intervalu, ktery je roven sjednoceni intervalii
synfi tohoto vrcholu. Cili vrchol celého stromu odpovidé intervalu 1. .. P, jeho
levy syn intervalu 1...|P/2] a pravy syn intervalu (| P/2| +1)...P.

U kazdého vrcholu si budeme pamatovat jednak hodnotu h; a jednak in-
formaci p;, zda hodnota h; odpovida vSem prvkim na intervalu, ktery tento
vrchol reprezentuje (u listd je to vzdy true). Zjisténi hodnoty néjakého prvku
potom provedeme nasledovné: za¢neme ve vrcholu. Pokud je p, true, vratime
hodnotu h,. Jinak si vybereme levého nebo pravého syna (podle indexu prvku,
jehoz hodnotu zjistujeme), a rekurzime (urcité se zastavime, listy maji p; na
true).

Jak dopadne nastaveni hodnoty prvka na intervalu i...j? Opét za¢neme
ve vrcholu. Pokud interval, ktery zkoumany vrchol v pokryva, je podinterval
i...Jj, nastavime p, na true a h, na nastavovanou hodnotu. Jinak se spus-
time na toho syna (pfipadné na oba), jehoz interval ma neprézdny prinik
s intervalem 7. .. j. (Pozor: Bylo-li p, true, je tfeba nejprve rozdélit vrcholem
reprezentovany interval synim.)

Protoze strom je dokonale vyvazeny, méa logaritmickou vysku. Obé operace
zavisi na vysce stromu (u nastavovani intervalu je si to tieba rozmyslet - nékdy
se sice spustime na pravého i levého syna, ale kdyZ to nastane, jednoho syna
pokryjeme celého — nebudeme se z néj spoustét nize), maji tedy logaritmickou
slozitost.

Zbyva vyresit jedinou drobnost — jak si rozumné vytvorit takovy binar-
ni strom? Pouzijeme pro to pole o velikosti 2N. Rekneme, ze prvek s inde-
xem 1 odpovida intervalu 1...P. Dale fekneme, ze synové prvku ¢ pokry-
vajictho interval left;...right; jsou 2i levy a 2i + 1 pravy. Levy syn bude
pokryvat interval left; ... |left; + right;)/2], pravy syn bude pokryvat inter-
val (|left; + right;)/2] + 1)...right;. Timto trikem mtizeme chépat pole jako
strom, pficemz jednotlivé intervaly, které vrcholy pokryvaji, si po¢itame az pri
prichodu timto stromem/polem.

#include <stdio.h>

#define MAX 1024
#define INF Oxftffff

int n, zb, yb, v, o[2xMAX], value[4xMAX]; /x value - hodnoty int. stromu */
int p[4xMAX], /#* p - vrchol int. stromu je pokryt x/

int cmp (const void *a, const void *b) /* porovnani dle y =/
{ return ( (int *)a)[2] — ( (int *)b)[2]; }
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int cmp2 (const void *a, const void *b) /* adle x */
{ return * (int x)a — * (int *)b; }

int find (int node, int lnode, int rnode, int ) /* najdi nejblizsi nizsi plosinku x/

{

int m = (Ilnode + rnode) / 2;

if (p[node]) /* méme koncovy vrchol =/
return value[node;
if (z <= o[m]) /* jinak jdeme vlevo nebo vpravo */

return find (2 * node, lnode, m, z);
return find (2 * node + 1, m+1, rnode, z);

}

void add (int node, int lnode, int rnode, int from, int to, int indez)
/#* ptidej plosinku do int. stromu */
{

int m;

if (o[lnode] >= from && o[rnode] <= to){

p[node] = 1;
value[node] = index;
} else {

if (p[node] && Inode < rnode){ /#* rozdélime interval na dva mensi x/
p[2 * node] = p[2 * node + 1] = 1, p[node] = 0;
value[2 * node] = value[2 * node + 1] = value[node];

}

m = (Ilnode + rnode) / 2; /* a pokryjeme zbytek */

if (from <= o[m]) add (2 * node, Inode, m, from, to, indez);
if (o[m] < to) add (2 * node, m + 1, rnode, from, to, indez);

int main (void)

int 4, on, j, k, d[MAX][3], lpred[MAX], rpred[MAX], lsum[MAX], rsum[MAX];
int left, right, mazi, maz, result{MAX];

bzero (0, MAX xsizeof (int));

scanf (“%d”, &n); /* nacitame */
scanf (“%d %d %d”, &zb, &yb, &wv);
for (i=0; i<n; i++){
scanf (“%d %d %d”, &d[:][0], &d[i][2], &d[][1]);
df2][1] += d[:][0];

d[n][0] = —INF, dn][1] = INF, d[n++][2] = 0;

gsort (d, n, sizeof (int)x3, cmp); /* t¥idime podle vysky =/
for (i=0; 1<2%n; i++) o[2%i] = d[4][0], o[2xi+1] = d[4][1];

gsort (o, 2#n, sizeof (int), cmp2); /* t¥idime si z-ovou osu */
1=0, 7=0;
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while (i < 2xn){

while (i < 2+n && o[i] == o[i+1])

i+t
olj++] = oli++];

on = j; /#* poCet rtznych z-ovych hodnot */

for (k=1; on<k; kx=2);

for (i=1; i<k; i++) pli] =
for (i=k; 1<2xk; i++) { p[

0; /* p-cka vnitfnich vrchold 0 */
1] = 1; value[i] = 0; } /* p-cka listd 1 */

add (1, 1, on, 4[0][0], 4[0][1], 0);
for (i=1; i<n; i++){ /* na které plosinky dopadneme? */

lpred[i] = find (1, 0, on, d[][0]);

if (d[i][2] — d[lpred[i]][2] > v) lpred[i] = n;
rpred[i] = find (1, 0, n, d[:][1]);

if (d[i][2] — d[rpred[i]][2] > v) lpred[i] = n;
add (1, 0, on, d[4][0], d[:][1], i);

}

lsum[n] = rsum[n] = INF;

lsum|[0] = rsum|0] = 0;

for (i=1; i<n; i++){ /#* hleddme nejkratsi cestu */

left = lpred[i], right = rpred][i];
if (left && lsumlleft] + abs (d[i][0] — d[left][0]) < rsum[left] + abs (d[:][0] —
d[left][1]))
lsum[i] = lsum|left] + abs (d[3][0] — d[left][0]);
else if (left)
lsum|i] = rsum[left] + abs (d[Z][0] — d[left][1]);

else lsum[i] = 0;

right = lpred[i], right = rpred|il;
if (right && lsum[right] + abs (d[:][0] — d[right][0]) > rsum[right] + abs (d[i][0] —
dlright][1]))
rsum[i] = lsum[right] + abs (d[i][0] — d[right][0]);
else if (right)
| rsum[i][T rszém[right] + abs (d[:][0] — d[right][1]);

for (maz=0, mazi=0, i=0; i<n; i++){ /* najdeme prvni plosinku %/

}

if (d[i][2] > maz && yb >= d[i][2] && d[:][0] < zb && d[i][1] > xb){
maz = d[i][2];

}

1 = mazi, j = 0; /#* a vysledujeme zpateéni cestu /
while (llpred[i] && !rpred[i] && i != n){

if (zb — lsum[mazi] < rsum[mazi] — zb){
i = lpred[mazil;
result[j] = ‘1;

} else {
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i = rpred|mazt];

result[j] = ‘r’;
}
Jt+;
}
if (1 == n) printf (“Chudak blecha asi se nam urazi!\n”);
else {

for (i=0; i<j; i++){
printf (“%c\n”, result[j]);

}
if (zb — lsum[mazi] < rsum|[mazi] — xb)
printf (“%d\n”, zb+lsum|[mazi]);
else
printf (“%d\n”, zb+rsum|[mazi]);
}
return 0;
}
16-3-2 Historikova past Tomas Valla

Nejprve se zamysleme nad tim, jak bychom tlohu fesili, kdyby v bludisti ne-
prekazel Minotauros. V tomto jednoduchém piipadé potiebujeme pouze najit
nejkratsi cestu ze startu k cili.

Vyuzijeme pfi tom algoritmus vlny. Pfedstavme si, Zze v prvnim kroku
vylijeme vodu na startovni policko, coz si na ném poznacime napiiklad ¢islem
1. V druhém kroku nam voda pretece do policek sousedicich se startovnim
(samozfejmé téch, kde neni zed) a to si na nich pozna¢ime ¢islem 2. A tak déle,
obecné v i-tém kroku oznacime ¢islem i vSechny dosud nezaplavené sousedy
policek s ¢islem ¢ — 1. Zjevné ¢islo prifazené policku udava délku nejkratsi cesty
do néj. Samotnou cestu vypiseme zpétnym prichodem od cile tak, Ze z policka
s Cislem j popojdeme do libovolného souseda s ¢islem j — 1, pfipadné si miizeme
pamatovat matici pfedchidcti, odkud do poli¢ka voda natekla.

Vlastné se probirame grafem, kde vrcholy (stavy bloudéni) jsou vSechny
mozné pripustné polohy Thesea, hrana mezi dvéma vrcholy vede pokud pozice
v bludisti sousedi a hledame v ném nejkratsi cestu ze startu do cile. Jak podobny
pristup pouzit i za pfitomnosti zravého Minotaura?

Stav bloudéni je tentokrat urcen jak polohou Thesea, tak polohou Mi-
notaura. VSechny pfipustné stavy jsou tedy dvojice (poloha Thesea, poloha
Minotaura), kde ani jeden zrovna nestoji ve zdi a Minotaurus nezere Thesea.
Jakmile se Theseus pohne, umime jednozna¢né urcit v ¢ase O(k), jak na to
zareaguje Minotaurus. Opét tedy muzeme hledat nejkratsi cestu v grafu, jehoz
vrcholy budou vSechny stavy bloudéni a hrana povede z (T, M) do (7', M’),
pokud T je sousedem T' a Minotaurus na pfesun Thesea do polohy T” zareaguje
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posunem z M na M’. Na tento graf (stavovy prostor), kde cilové stavy jsou ta-
kové, ve kterych Theseus stoji v cili, sta¢i pouze vypustit algoritmus viny. (Graf
si samoziejmé nemusime pamatovat zaddnym z popularnich zptsobt uchovava-
ni grafu v paméti, prechazet mezi vrcholy umime jednoduse i bez konstrukce
hran.)

Zbyva si pouze rozmyslet, jak vinu efektivné naprogramovat. Zavedeme si
frontu na vrcholy, ze ktery se bude rozlévat voda. Vzdy vyzvedneme prvek ze za-
¢atku fronty, zaplavime jeho dosud nezaplavené sousedy a zaradime je na konec
fronty. Tim si zaru¢ime, e na kazdy stav (kterych je nyni nejvyse (NM)?) pri
vlné sdhneme jen konstantnékrat. Pfechod mezi dvéma stavy umime vypocitat
v ¢ase O(k), zpétny vypis zvlddneme v ¢ase linedrnim k poétu stavi, celko-
vy ¢as vypocétu tudiz bude O(N2M?k). Potfebujeme si zapamatovat matici
N x M s bludistém, stavovy prostor velikosti (N M)?) reprezentovany ¢tyfroz-
mérnym polem, kam si ukladame cas zaplaveni, stejné mnoho predchidcti pro
vypis cesty a opét stejné velkou frontu. Celkova spotiebovand pamét tedy bude
O(N2M?).

#include <stdio.h>
#include <ctype.h>

#define INFTY 999999
#define MAX 20

struct state {
int tz, ty; /* Theseus */
int mz, my; /* Minotaurus =/
};
struct state queue[MAX+*MAX«MAX+MAX];
int queue_head, queue_tail;

int N, M, K;
int Ex, Ey; /x cil %/
int BIMAX]|[MAX]; /* bludisté */
int D[MAX|[MAX|[MAX|[MAX]; /* stavovy prostor */
struct state PIMAX|[MAX|[MAX]|[MAX]; /#* predchudci */
struct state m_move (struct state s) /#* pohni s Minotaurem a vrat novy stav =/
{
int ¢;
for (i=0; i<K;i++) {
if (s.my > s.ty && Bls.mz|[s.my—1] == ‘") s.my——;
if (s.my < s.ty && Bls.mz|[s.my+1] == ‘") s.my++;
if (s.mz > s.tz && B[s.mz—1]|[s.my] == ‘") s.mz——;
if (s.mz < s.tx && B[s.mz+1][s.my] == ‘") s.mz++;
}
return s;
}
void add (struct state s, int step, int dz, int dy) /* zafad “rozlévaci” stav do fronty =/
{

struct state t = s;
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t.tx += dz;
t.ty += dy;
if (t.tz>=0 && t.tz<N && t.ty>=0 && t.ty<M && Blt.tz][t.ty] == &&

D[t.tz][¢t.ty][t.mz][¢t.my] > step) {
queue|queue_tail++] = t;
Dlt.tz][¢t.ty][t.mz][t.my] = step;
Plt.tz][t.ty][t.mz][t.my] = s;

}
}
int main (void)
{
int ¢, j, z, ¥, ¢
struct state s;
scanf (“%d %d %d”, &N, &M, &K);
scanf (“%d %d %d %d %d %d”, /* soufadnice Thesea, Minotaura a vychodu
*/
&s.tr, &s.ty, &s.mz, &s.my, &Ez, &Ey);
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<M; j++) {
while (isspace (c=getchar ()));
Bli][j] = ¢
for (z=0; z<N; z++) for (y=0; y<M; y++)
DlAelly] = INFTY;
queue[0] = s; /* pocateéni stav zafad do fronty =/
queue_tail = 1;
D[s.tz][s.ty][s.mz][s.my] = 0;
while (queue_head < queue_tail) {
s = queue[queue_head~++];
j = Dls.tz][s.ty][s.mz][s.my] + 1;
s = m_move (8);
if (s.mz == s.tz && s.my == s.ty) /* unhappy end */
continue;
if (s.tx == Fzr && s.ty == Ey) /+ happy end %/
break;
add (s, j, —1, 0);
add (s, j, 1, 0);
add (s, j, 0, —1);
add (87 j7 07 1);
}
if (queue_head < queue_tail) { /* happy end */
i = Dls.tz][s.ty][s.mz][s.my] + 1;
printf (“Cesta nalezena (v opacnem poradi):\n”);
while (i——) {
printf (“(%d,%d)\n”, s.tz, s.ty);
s = P[s.tz][s.ty][s.mz][s.my];
} else printf (“Cesta neexistuje\n”);
return 0;
}
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16-3-3 Genetikova evoluce Pavel Sanda

Vétsina z vas spravné uhodla, ze hledana evoluce je vlastné minimalni kostrou
grafu, jehoz vrcholy jsou jednotlivé druhy, hrany mezi nimi mozné evoluc¢ni
skoky a ohodnoceni hran (vzdélenost mezi vrcholy) odpovidd poctu mutaci
mezi jednotlivymi druhy.

Stacilo pak opsat kuchaiku a feSeni mzouralo na svét. Zel, jak pfi rodinné
veceri u Blatoslapt vyslo najevo, nikoliv optimalni. Hned poté, co se Blato-
slapovi podafilo umléet nejmladsiho Blatomarcka, (jsa genetikou dosud nein-
fikovén, neustdle cosi drmolil o povstavani z blata), musel zazehnavat hadku
s pubertalnim vzdorem Blatotapky - jeho jedinou zdbavou toho roku bylo neu-
stale rozvracet genetikiv svaty svét (jde preci o vyvoj toho, kdo text ¢te, nikoliv
jen o vyvoj textu samotného. .. ). Nejstarsi Blatotlacka byla jedind, s kym byla
ten den rozumné fe¢ - a jakd ! Thned si v§imla dvou detailt.

Casova slozitost v kuchafce je tak velik4, hlavné kvili setiidéni véech hran
a nenapadnd zminka o maximalnim poctu sledovanych znakd, ji privedla na
myslenku tiidicich algoritmi, které za uréitych podminek pracuji rychleji (Ra-
dixSort, CountedSort, atd). P¥i troSe péce se pak nechd ¢asovéa slozitost zmensit
az na kvadratickou vzhledem k poctu vrcholt.

Druhy podstatny detail - nepracujeme s obecnym grafem, ale jen se speciél-
ni podtiidou grafi, kde je kazdy vrchol spojen s kazdym, ¢ili pocet hran je vzdy
O(n?). Diky tomu si pii pouzit{i DFU mtizeme dovolit investovat do sliti dvou
tiid ¢as O(n) (je to strom, slévat budu n-1 krat), tak abychom byli schopni
zjistit reprezentanta t¥idy vzdy v O(1) - nepotfebujeme pak zadné zrychlovaci
finty, které zachrani amortizovany ¢as. Tim se muZeme vyhnout nabobtnalym
zdrojaktm, ve kterych se vrsi chyba na chybé.

A jaké bude nage feSeni: vime, ze hran je O(n?) , takze je nepravdépodob-
né, ze se nékdy dostaneme pod tuto sloZitost. Nenechame se zmast naraficenou
kuchafkou a vzpomeneme/vyhleddme Prim-Jarniktv algoritmus, ktery lze im-
plementovat v O(n?).

Jaka je jeho myslenka: Budeme kostru budovat postupné, podle vrchola
(nikoliv hran). V kazdém kroku bude budovany podgraf G souvisly a nebude
obsahovat kruznice, tj. bude to strom. Z toho plyne, ze po pfidani posledniho
vrcholu budeme mit v rukou kostru ptavodniho grafu.

Indukeéni krok: Dalsi vrchol vybirdm z mnoziny sousedit budovaného pod-
grafu (tj. takové vrcholy, které sousedi v ptivodnim grafu s G, ale dosud do G ne-
byly zafazeny). Z této mnoziny vyberu ten, ktery je ,nejblizsi“ ke G, tj. vyberu
vrchol, ktery v daném kroku zvysi celkovy soucet mutaci v G minimalnim moz-
nym zpisobem.

V naSem pfipadé za¢neme budovat G vzdy od vrcholu, ktery reprezentu-
je prvotniho ptredka v evoluci, ¢imZ zarucime spravné poradi otec — syn pfi
generovani evoluce.
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To, Zze je nalezena kostra vskutku minimélni by se dokazovalo sporem,
a zvidavéjsi povahy nechf hledaji napf. letosni MOP, kde je diikaz proveden se
v§i paradou.

Implementacni detaily: budeme zarazovat celkové n vrcholi, tedy pro kaz-
dé zafazeni smim spotfebovat maximalné O(n) ¢asu. Zavedu si pole min, které
pro kazdy nezafazeny vrchol, uchovéva nejblizsi zafazeny(tj.jiz v podgrafu G).
Vyhledani minima v tomto poli jisté v O(n) zvlddnu. Aktualizaci pole po za-
fazeni, znamenda zkontrolovat, nema-li néjaky nezarazeny vrchol blize k prave
zafazenému - a to v O(n) zvladnu také.

Zjisténi velikosti mutace mezi dvéma druhy (bits), je ekvivalentni zjistovani
poc¢tu jednicek v- XORu znaki jednotlivych druhi. V naSem feSeni linedrni
vzhledem k poctu znaki - téch je ovSem konstantné mnoho, i ono proto trva
konstantni ¢as (existuje vSak také algoritmus logaritmicky vzhledem k poctu
znaki). Zjistovani vzdélenosti mezi dvéma vrcholy se bude vicekrdt opakovat,
takze by bylo mozné vypocet urychlit zavedenim pomocného pole pro spoctené
vysledky. Odnesli bychom to vSak zhorSenim paméfové slozitosti ze souc¢asnych
O(n) na O(n?).

#include <values.h>
#include <stdio.h>
#define M 30 /* Max. vrcholu x/
int used[M], min[M], gens|M]; /#* v kostie?;nejblizsi vrch. v kostte;vstup */
int bits (int z, int y){
int b=0, i, c=gens[z]" gens[y];
for (i=0; i<30; i++) b+=c%2, ¢/=2;

return b;
} /* bits x/
int main (){
int j, 4, b, N, mutat=0; /* N=vrcholy; # mutaci x/
int minl, minV=MAXINT, /#* index nejbliz§iho vrch. min edge val %/
used[0]=1; /#* root of tree */

scanf (“%d”, &N); for (i=0; i<N; i++) scanf (“%d”, &gens|i]);

for (j=0; j<N-1; j++) { /* kostra m& n — 1 hran */
for (=0, minV=MAXINT; i<N; i++) /* nejblizsi vrchol %/
if (lused[i]) b=Dbits (i, min[i]), minV= b<minV Tminl=i, b:minV;

used[minl|=1; mutat+=bits (minl, min[minl]); /* pfidej ho =/
printf (“%d—>%d;”, gens[min[minl]|, gens[minI));

for (i=0; i<N; i++) /* uprav seznam nejblizsich vrch. */
if (lused[d]) if (bits (¢, minl)<bits (¢, min[i])) min[i]=minl;
/x for j =/

printf (“\nCelkove %d mutaci\n”, mutat);
} /* main %/
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16-3-4 Ekonomova odména Milan Straka

Vétsina z Vas sice neodsoudila Dlouhoprsta k smrti, ale zato ho odsoudila
k chudobé. A ta je pro zlodéje snad jesté horsi nez smrt. AvSak ne nadarmo se
Dlouhoprst zove Dlouhoprstem — brzy priSel na to, jak piraty ozebracit.

Nejprve predpokladejme, ze méame stfibrinaki nepocitané, a zkusme zjistit,
kolik nejméné jich potfebujeme k tomu, aby byl Dlouhoprstiv navrh pfijat.
Prvni dulezité pozorovani je to, ze je-li P # 1, tak Dlouhoprst prezije. Pokud
Dlouhoprst zaplati dost, mtze na svou stranu ziskat vSechny piraty kromé toho
s Cislem P.

Nejprve si ukazme, jak bude situace vypadat pro mala P:

P

0 S

1 S -1

2 0 0 S

3 1 1 0 S—2

4 0 2 1 0 S —3 nebo

4 2 0 1 0 S -3

5 0 2 2 1 0 S —5 mnebo
5 2 0 2 1 0 S —5 mnebo
5 2 2 0 1 0 S—5

Pozn.: Posledni ¢islo na fadku je Dlouhoprstiv zisk, -1 = .

Dulezité je to, pro¢ piratim 1,2 staci v pfipadé P = 5 pouze 2 stiibr-
néky. Vzhledem k tomu, ze situace mtze v pfipadé P = 4 dopadnout dvéma
zpusoby (bud dostane zaplaceno 1. nebo 2. pirat), nemaji tito pirati jistotu,
7e ony 2 stfibrnaky ziskaji. Proto se pfi P = 5 spokoji s dvéma stiibrnaky
(ov8em jeden by jim nestacil - maji nadé&ji na dva).

Pokud budeme pokracovat v rozboru dale, zjistime, Ze kromé pocatacnich
piipadil (P < 3) je optimdlni FeSeni takovéhle: chceme, aby pro Dlouhoprsta
hlasovalo [ P/2] pirati. Pirdtovi P nedame nic, pirdtovi P —1 dame 1 st¥ibrinak
a ze zbylych pirdta 1... P —2 vybereme libovolnych [P/2] —1 a ddme kazdému
z nich 2 st¥ibriidky (pro jednoduchost vybereme napf. prvnich [ P/2]—1 pirdti).
Celkem pouzijeme 2 ([P/2] — 1) + 1 = 2[P/2] — 1 stiibrnidka.

Pokud je tedy S > 2[P/2] —1, umime tlohu vyfesit dokonce v konstantnim
Case a prostoru. Pripad P < 3 vyfesime tabulkou a pro ostatni hodnoty P po-
uzijeme popsané rozdéleni (pozor na to, Ze nesmime vypsat pocet stiibridki
pro kazdého pirata — to by mélo slozitost O(P)).

Situace za¢ne byt slozitéjsi, je-li S mensi nez 2[ P/2] — 1. Neni totiz pravda,
@ ze pak nikdy neexistuje feseni. Napi:
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S=1 P
01
1 1-1
2 0 01
3 0 0 1-1
4 01 0 0 O
5 01 0 0 0-1
6 01 0 0 0-1-1
7 01 00 0-1-1-1
8 01 000 O0O0OO0OTO

Ackoli se pirati déli o jediny sti¥ibriidk, pokud je jich 8, Dlouhoprst muze
prezit, protoze pro néj zadarmo budou hlasovat pirati 6, 7, 8, ktefi jinak zemfou.

Reseni situace, kdy je S malé, zalozime na dynamickém programovéani. Bu-
deme postupné fesit situaci pro rostouci P az do zadaného. U kazdého pirata si
budeme pamatovat, jaky pocet stfibrnaki ma ,,jisty“ a zda méa Sanci ziskat vic
nez svou , jistotu“. Vsimnéte si, ze dale popsany postup funguje pro libovolna
S, mohli bychom tak Fesit (byf pomaleji) i pfipad dostateéné velkého S.

Reknéme, Zze zname feSeni pro P — 1 piratfi a zajima nas feSeni situace
s P piraty. Hledame [P/2] piratl, kterym zaplatime nejméné. Pokud budeme
chtit, aby pro Dlouhoprsta hlasovali vSichni pirati, ktefi maji jistych R stii-
brnakt, nabidneme jim R + 1 stfibrndkd a upravime jejich ,jistotu“. Pokud
budeme chtit, aby hlasovali jenom néktefi pirati z téch s ,,jistotou* R stfibrna-
ki, nabidneme jim taktéz R+ 1 stiibrnakt. Nezménime ovSem jejich ,,jistotu”,
jenom si u nich poznamename, ze maji Sanci ziskat vice nez svou ,,jistotu“.

Nyni si vSimneme dillezité véci: zadny pirat (kromé toho, ktery préavé navr-
huje rozdéleni) nemtize dostat vice nez dva st¥ibriidky, neboli ,,jistota“ kazdého
pirdta je mensi nez dva. To plati proto, ze aby mél néjaky pirat jisté dva stii-
brnaky, musel by nékdy Dlouhoprst nabidnout dva stfibrinaky vsem piratim,
ktefi méli jisty jeden. Uvazujme nyni situaci, kdy Dlouhoprst poprvé nabizi
dva stfibrnaky vSem piratam, ktefi maji jisty jeden. V tuto chvili jsou jesté
»jistoty“ vSech piratid mensi nez dva. Kdyz uz by ovSsem Dlouhoprst uplacel
piraty s jednim jistym stiibrndkem, piraty s nizsi ,,jistotou” by uz museli byt
uplaceni (jsou totiz levnéjsi). Tedy pirati s ,jistotou® mensi nez jedna jsou jiz
uplaceni, vSichni pirati s ,,jistotou” rovnou jedné jsou uplaceni a zadni jini pi-
rati neexistuji. Cili Dlouhoprst by uplacel vSechny piraty! To je ovSem spor
s tim, ze Dlouhoprst chce uplatit jen [ P/2] pirdta.

Pokud tedy zjistujeme FeSeni situace s P pirdty ze situace s P — 1 piraty,
nejprve zjistime, kterym piratim bude Dlouhoprst platit. Vzhledem k tomu,
ze ,jistoty* vSech piratd jsou mensi nez dva, dokazeme to v konstantnim case
(pokud si pamatujeme, kolik pirdtd mé ,jistotu“ rovnu —1 (smrt), kolik ji mé
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nulovou a kolik pirdti mé jisty 1 stéibridk). Poté mizeme jednim prichodem
nad piraty 1...P upravit jejich ,jistoty“ a Sance na ziskani vétsiho poctu
stiibriidkt. To celé zvladneme v case O(P).

Cely algoritmus bude fungovat tak, ze bude zjisfovat, jak dopadnou né-
vrhy pro 1,2,..., P piratd a posledni z téchto navrhi vypise. Pfi vypisu vsem
piratam, ktefi nemaji Sanci na nic vic nez jejich , jistotu®, zaplatime. Ovsem
pirattm, ktefi maji nadéji na vic, platime o jeden st¥ibrnak vic a nemusime jim
platit vSem, jenom tolika, abychom uplatili celkem [P/2] pirati.

Celkem P-krat opakujeme postup o slozitosti O(P) a poté vysledky v ¢a-
se O(P) vypiSeme, ¢ili celkové ¢asova sloZitost popsaného algoritmu je O(P?).
Pamétova slozitost je O(P). A ackoliv popsany algoritmus pouzivame jen v pfi-
padé, kdy S < 2[P/2] — 1, funguje korektné pro vSechna S.

A pokud si vS§imnete chovani tohoto algoritmu, muze Vam bézet az v O(P).

#include <stdio.h>
#define MAX P 100

int coins[ MAX_PJ; /* toto jsou ”jistoty” pirata */
int unsure_thing| MAX_P]; /* mé pirat nadéji na vic nez ”jistotu”? x/
int fregs[3]; /* kolik pirata s jistotami -1,0,1 existuje */
int S, P;
int main (void) {
int i, 7, paid; /#* paid — tolik musi Dlouhoprst platit */
int needed, have; /#* kolik potfebuji a mam hlast =/
int whom_to_pay; /* kterym piratim platim */
int not_paid_to; /#* kolika piratim cht&jicim whom_ to_pay

jsem neplatil =/

o

printf (“Zadejte pocet Pirdtd a Stiibriaka:”);
scanf (“%d %d”, &P, &5);

if (S>= (2« ((P+1)/2) — 1)) { /% S je dostateéné — zname feSeni */
switch (P) {
case 0:printf (“Nesmysl, zddny pirat neexistuje.\n”); break;
case l:printf (“Dlouhoprst zemfe.\n”); break;
case 2:printf (“Navrh je nedat nikomu nic, zisk je %d.\n”, S); break;
case 3:printf (“Navrh je dat prvnim dvéma pirdtim 1 st¥ibriak, zisk je %d.\n”,
S—2); break;
default:printf (“Navrh je dat prvnim %d piratim dva st¥ibriaky,”
“piratovi %d jeden a ostatnim nic. Zisk je %d.\n”, (P+1)/2—1, P—1, S—2x ( (P+1)/2)+1);

return 0;
}
for (i=0; i<=P; i++) { /* S je malé — simuluj */
needed= (i+1)/2;
have=paid=0;
whom_to_pay=—1;
while (whom_to_pay<2) {
if (have+fregs|[whom_to_pay+1]>=needed) {
paid+= (needed—have)* (whom_to_pay+1);
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not_paid_to=have+fregs[whom_to_pay+1]—needed;
break;
}
have+=freqs|whom_to_pay+1];
paid+=freqs|whom_to_pay+1]* (whom_to_pay+1);
whom_to_pay—++;

if (paid > S) whom_to_pay=2; /* nemam na to dost penéz */
if (whom_to_pay<2) { /* §lo to uplatit =/
for (j=0; j<i; j++) {
if (coins[j]<2) fregs[coins[j]+1]——;
if (coins[j]>whom_to_pay) coins|j]l=unsure_thing[j]=0;
else if (! (coins[j]l==whom_to_pay && mnotpaid to)) coins[j]++,
unsure_thing[j]=0;
else unsure_thing[j]=1;
if (coins[j]<2) fregs[coins[j]+1]++;

coins[i]=S—paid;
} else { /* neslo to uplatit */
coins[t]=—1;

if (coins[i]<2) fregs[coins[i]+1]++;
}
if (coins[P]==-1) puts (“Dlouhoprst prezit nemtize.”);
else {
printf (“Dlouhoprst pfezit muze a vydéld si %d st¥ibriidka.\nNavr je tento:”, S—paid);
not_paid_to=needed— have;
for (i=0; i<P; i++) printf (“%dy”, (unsure_thing[i] && not_paid to>0) ?

(not_paid_-to——, coins[i|+1) : (unsure_thing[i]) 70:coins[i]);
}
return 0;
}
16-3-5 Botanikova setba Pavel Machek

V jednorozmérném prtipadé je tloha pomeérné jednoducha:

Udrzujeme si dvé proménné (a,, b,), které nam fikaji odkud a kam sahd
zkoumany tsek. Pokud trodnost ve zkoumaném useku je vétsi nez prozatimni
nejvétsi, upravime ji. Pokud je naopak trodnost mensi nebo rovna nule, nevy-
plati se ndm tento tsek pouZit, a je lepsi na néj zapomenout (tj. a, = b, + 1).
Pokud je soucet prvkt aspon jedna, vzdy se nam vyplati a, ponechat a tyto
prvky pridat k nasi zkoumané oblasti. Casova slozitost tohoto je O(n).

Nyni prevedeme dvojrozmérny pfipad na jednorozmeérny:

Projdeme vSechny horni fadky a,. Nyni budeme prochézet vSechny spodni
radky by, a zroven si udrzovat soucet vSech prvki ve sloupeccich v poli c. Ca-
sové slozitost této ¢asti je O(n?). Na pomocné pole ¢ je nyni mozné aplikovat
jednorozmérné fegeni. Celkova slozitost tak bude O(n?).
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P1i implementaci je trochu potfeba dat pozor na matici plnou zapornych
C¢isel, ale v této implementaci jsme to zvladli bez specidlniho kédu. (Takovy
piipad jde fesit v O(n?), ale kdo by sazel rostlinky se zapornym ziskem?)

Vhodnym predotocenim matice je mozné slozitost vylepsit pro nectvercové
matice na O(m * n * min(m, n)) (s diky Martinu Dobrouckému).

#include <stdio.h>

#define N 4
#define M 5
int p[N][M]; /* plyllx] =/
int c[M]; /* Soucty sloupeckt */
int ay, by;
int mar=-—100000, mazax, mazay, mazxbr, maxby, mazrobsah;
void
na_primce (void)
{
int axz=0, bz, h=0;
for (bz=0; bz<M; bz++) {
int obsah = (bz—az)* (by—ay);
h+=cl[bz];
if ((h > maz) || ( (h == maz) && (obsah<mazobsah))) {
mazar=azr; mazray=ay; marbr=>bxr; marby=>by; mar=h;
mazobsah = obsah;
}
if (h<=0)
h=0, azx=bx+1;
}
}
int

main (void)
{
int ;
for (i=0; i<N*M; i++)
scanf (“%dy”, &p[0][4]);

for (ay=0; ay<N; ay++) {
for (i=0; i<M; i++) c[i] = 0;
for (by=ay; by<N; by++) {
for (i=0; i<M; i++) c[i] += p[by][i];
na._primce ();
}
}

printf (“Hledand podmatice m4 levy horni roh v %d. sloupci, %d. fadku,,”
“a pravy dolni v %d. sloupci a %d. faddku.\n”, mazaz+1, mazay+1, mazbz+1, mazby+1);
return 0;

}
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16-3-6 Matematikova sonda Martin Mares

Kdyby nas matematik byl védél, jaké nesnaze fesitelim KSP zptisobi, asi by
kosmicky vyzkum povésil na hiebik a radéji by poradal prednasky o pravdé-
podobnosti nebo okopaval na zahradce integraly. Pfisla nam totiz necela dvé
feSeni. My si ukdZeme celé tfeti. Drzte se, jedeme s kopce!

Pokud se matematik rozhodne pouzivat pravdépodobnostni strategii,
@@ bude jeho (pravda, misty ponékud jednotvarny) Zivot probihat takto:
Osud si nejdfive rozmysli, kolik pokusi se sondami kupovanymi na mistnim
jarmarku bude nedspésnych (to si oznacime ¢ — 1, ¢ili ¢-t4 kupovana sonda by
uz uspéla). Nésledné matematik spusti sv{ij algoritmus a ten se v i-tém tahu
s pravdépodobnosti p; rozhodne, Ze nastal ¢as sondu si za K grost vyrobit,
nebo naopak (tedy s pravdépodobnosti 1 — p;) si ji zajit na jarmark za 1 gro$
koupit. V prumérném pripadé tedy za sondy zaplati

sz (K+i—-1)+ <1—Zpl> L)
_sz (K+i—1)+> pi-t ]

i>t

(prvni suma odpovidé pFipadim, kdy si matematik koupi sondu v i-tém kroku,
¢éili si ji (¢ — 1)-krat koupi za 1, pak zaplati K za vyrobu svépomoci a pak uz
nic; druhéd suma popisuje ptipad, kdy si ji vZdy koupil). Optimalni strategie
(kterou by pouzil kazdy spravny véstec) by stala O = min(¢, K) (pokud je
t < K, vyplati se sondy kupovat, jinak si ji hned na za¢dtku za K vyrobit).

Vsimnéte si, ze kazda volba ¢isel p1, p2,ps, ..., kde Vip; € (0,1) a >, p; =
1, odpovida néjaké pravdépodobnostni strategii, a naopak kazda p. s. se da
néjakou takovou posloupnosti popsat. My tedy chceme najit takova p;, aby
relativni cena nasi strategie vii¢i optimalni (af uz je na nds Osud sebevic zly)
— tedy C' = max; A;/O; — byla nejmensi mozna.

Nejdrive dokazeme, ze pro i > K se vyplati p; ponechat nulové: Pokud
t >t > K, je také Ay > Ay, protoze pii prechodu od A; k Ay prejdou v ©
nékterd p; (prot > i > t') z prvni sumy do druhé, takze se misto K +i—1 budou
nasobit t’, coZ je ¢islo mensi. Pokud bychom ale libovolné p;- x vynulovali a jeho
ptvodni hodnotu piicetli k px (tim ztstane ), p; zachovana), vSechna A
zistanou nezménéna, A;>; se snizi a A; pro K < j < i se sice zvysi, ale jelikoz
A;j/O; = Aj/K < A;/K = A;/O;, urcité si tim nepohorsime. Takto mizeme
postupné vynulovat vSechna p;~ i a ziskat stejné dobrou nebo dokonce lepsi
strategii.

Situace se tim nekoneénékrat zjednodusi — misto nekoneéné mnoha p; ted
sta¢i najit pouze pi,...,px a také neni tfeba uvazovat ¢t > K, jelikoz pro

102



Vzorova fesSeni 16-3-6

takova t se jak nas, tak optimalni algoritmus chovaji stejné jako pro t = K.

Pokud ma nase strategie mit relativni cenu C, musi tedy pro vSechna ¢t < K
byt A; < C - t, coz si rozepiSeme pomoci # a misto C pouzijeme ¢ = C' — 1,
aby se nam lépe pocitalo:

t t
Ap—t=) pi-(K+i-1)—t-Y pi<c-t.

i=1 i=1

Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze pro vSechna ¢ dokonce na-
stava rovnost (vyzkousejte si, Zze kdyby nenastévala, mohli bychom p; trochu
pozménit a budto zvétsit pocet rovnosti, nebo dokonce snizit ¢). Pokud si pak
do této rovnosti dosadite t = 1, vyjde, ze:

p1=c/(K —1).

A pokud misto toho rovnost pro ¢ = j + 1 odeétete od rovnosti pro t = 7,
dozvite se, Ze:

J
piv1 - (K+5) =G +1)pjsi— Y pi=c

i=1
¢ili

J
pit1- (K —1)= C+Zpi~
i=1

Tuto rovnost opét odecteme od sebe samé pro j-c¢ka lisici se o jednicku a kone¢né
dostaneme rozumny rekurentni vztah:

K
Pj+1 =Py - H’

K\’
bj = D1 (ﬁ) .

Tim jsou pro kazdé ¢ vSechna p; jednozna¢né urcena, ovsem obvykle nebudou
davat korektni rozdéleni pravdépodobnosti. Musime proto ¢ nastavit tak, aby
platilo:

z néjz plyne, Ze:

K

K c K i—1
1_2pi_K—1'Z<K—1> -
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Jenze jak kazdy spravny matematik vi uz od kolébky, vyraz (1 + 1/K)¥ se
pro rostouci K blizi k Eulerovu ¢islu e ~ 2.718281828459045 a stejné tak
(14 1/(K —1))X, kteryzto vyraz je dokonce i pro mald K zarucené > e. Plati
tedy, ze ¢ < 1/(e—1),atudiz C =1+c¢ <e/(e —1) = 1.5819767068693264.
Takze jsme nasli pravdépodobnostni strategii pro pofizovani kosmickych sond,
podstatné lepsi, nez je ta deterministicka, a dokonce jsme dokazali, ze takova
strategie je nejlepsi moznd. (Tedy alespoii za pfedpokladu, ze Osud a bohyné
Fortuna stanovuji své uradky ,offline“, ¢ili nezdvisle na nasich experimentech.
Zkuste si rozmyslet, ze nad online Osudem jiz neuhrajeme vice nez determinis-
ticky algoritmus.)

Tak konc¢i nase malé sonda do zivota matematik. A prominte, uz musim
letét, pravé mi pristava létajici talif vyhodné porizeny od mistniho hokynare. . .

Mnichova posedlost aneb

Mil k
Hanoi strikes back ilan Straka

16-4-1

Radéni Askejtdka mnichy zméatlo natolik, Ze nechali nédpravu pouze na Vis.
Ovsem c¢asto jenom cekali a ¢ekali a spali a ¢ekali. .. Nakonec se na nekoneéné
posouvani diskd nemohl divat ani sdm Bihdha a rozhodl se pfispét svou troskou
k napravé toho, co jeho pribuzny Kazisvét napachal.

Zacénéme jednoduchym pozorovanim: véz je vzdy nejlepsi postavit na tom
koliku, kde lezi nejvétsi disk. Kdybychom ji chtéli postavit na jiném koliku,
museli bychom vSech N — 1 disk® pfesunout na néjaky volny kolik, pak presu-
nout nejvétsi disk na cilovy kolik a pak na néj presunout zbytek diskd. Nicméné
v tom stavu, kdy bylo vsech NV — 1 diskt na néjakém volném koliku a nejvétsi
disk nebyl dosud pfesunuty, jsme mohli rovnou presunout N — 1 diskti na ten
nejvetsi a usettit tak jedno pfesunuti (nejvétsiho disku).

Dale bychom potiebovali védét, na kolik presunuti dokdzeme premistit véz
o m discich na jiny kolik. Ozna¢me tento pocet T'(m) (evidentné T'(1) = 1).
Kdyz tedy chceme presunout véz o m discich na jiny kolik, musime nejprve m—1
diskt pfesunout na volny kolik, nejvétsi disk pfesunout na cilovy a zbylych m—1
diska vratit zpatky na nejvétsi disk. Toto jednoduché pozorovani se da vyjadrit
takto: T(m) =T(m—1)+1+T(m —1) = 2T(m — 1) + 1. Po chvilce po¢itani
zjistime, ze T'(m) = 2™ — 1.

Vyzbrojeni (Bihdhou) témito dvéma pozorovanimi miZeme se sméle pus-
titi do naseho pivodniho problému. Budeme si pro kazdy disk ¢ pocitat, kolik
presunt by nam zabralo postavit véz s disky 4, ..., N na kazdy z koliku 1,2, 3.
Tuto hodnotu muZeme znacit Tahy(i, k), kde k je ¢islo koliku. Jesté si K (4)
oznacme, na jakém koliku je i-ty disk.

Je jasné, Ze hledand hodnota je Tahy(l, K(1)). Jak ale tyto hodnoty po-
Gitat? Pro jediny disk urcité plati, Ze na néjakém koliku uz je, nebo ho tam
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mohu pfesunout jedinym tahem, tedy Tahy(N,k = K(N)) =1 a Tahy(N,k #
K(N))=0.

Pokud chceme piesunout disky od i-tého az po nejmensi (N-ty) na kolik k,
muZou nastat dva pfipady. Bud je i-ty disk na koliku & a pak je nutné pfesunout
zbylé disky na kolik k, ¢ili Tahy(i,k = K (i)) = Tahy(i + 1, k). Nebo disk i na
tomto koliku nelezi a pak je nutné pfesunout disky od (i 4+ 1)-niho na volny
kolik pom (ani k ani K (7)), disk ¢ pfesunout na kolik k a pak vSechny disky od
(z + 1)-niho vrétit na kolik k, ¢ili Tahy(i, k # K(i)) = Tahy(i + 1, pom) + 1+
T(N —1i) = Tahy(i + 1, pom) + 2N~

Z toho plyne feSeni s linedrni ¢asovou slozitosti. Budeme pocitat jednotlivé
hodnoty T'ahy(i, k) pro i=N, ..., 1 a nakonec vypiSeme hodnotu Tahy(1, K(1)).
Takto by byla pamétova slozitost také linedrni. Nicméné mizeme si vimnout
toho, Ze hodnotu Tahy(i, k) potfebujeme jen k vypoétu hodnot Tahy(i — 1, k),
takze neni nutné si pole Tahy pamatovat celé, ale staci ndm aktualni dva radky.
Pokud by vstupni data byla ¢isla kolikti, na kterém lezi disky N,...,1, bude
pamétova slozitost konstantni.

Jesté poznamka k doslym fesenim — malokdo vzal v ivahu, Ze pocet piesuni
miize byt az 254 — 1 a Ze se tedy nejspis nevejde do bé&zného 32-bitového &isla.
Nicméné vétsina dnesnich jazyka 64-bitové ¢isla podporuje a tak stacilo pouzit
prislusny 64-bitovy typ.

Navic mnozi FeSitelé pouzivali pfi vypoctu mocniny dvojky a tak si je
predpocitali do pole. To ale neni viibec tieba, protoze jak v Pascalu tak v Cécku
existuji operace bitového posunu, ktery se da pouzit presné k tomuto vypoctu:
20 =1<<i=1shli.

Ve zkratce: vime, kde mé skoncit nejvétsi disk. Koncéime tedy tim, ze pre-
@ suneme druhy nejvétsi disk (evidentné také z mista, kde byl na zac¢atku)
na prvni a ze zbylého koliku pak prestéhujeme vsechny zbylé disky nad dru-
hy disk. Jinymi slovy potfebujeme 2V =2 tahii + tahy na slozeni zbylych diskt
na zbyly kolik, coZ je ale ta sam4 tloha (oba velké disky ndm v tom nemohou ni-
jak prekazet). TakZe miizeme vSechny disky zpracovat pozpatku v konstantnim
prostoru, linedrnim ¢ase a jednom fadku programu (viz dal). -M.M.

#include <stdio.h>
#define MAX_N 1000
int N, kolik|[ MAX_NJ; /* na jakém koliku je i-ty disk */
unsigned long long min_tahu[MAX N+1][3]; /* jak pfendat disky od i-tého na lib. kol. x/
int main (void) {
int k, i, disk;
printf (“Zadejte pocet disku:”);
scanf (“%d”, &N);
for (k=0; k<3; k++) {
printf (“Zadejte disky na koliku %d:”, k+1);
while (scanf (“%d”, &1), i) kolik[i—1]=k; }
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for (disk=N-—1; disk>=0; disk——)

for (k=0; k<3; k++) /* disky od ,disk“-tého na k-ty kolik x/
if (kolik[disk]==k) { /* disk je uz na misté =/
man_tahu|disk][k]=min_tahu|disk+1][k];
} else { /x disk neni na misté */
1=3—k—kolik|disk]; /* pomocny kolik */

man_tahu|disk][k]=min_tahu[disk+1][i] + (1< (N—disk—1));

printf (“Nejlepsi to bude na kolik %d, celkem %llu pfesunt.\n”, kolik[0]+1,
man_tahu[0][kolik[0]]);
return 0;

}
A jesté jedna lahiidka v cécku (pouze do 232

¢isla koliki (0,1,2) a ¢tou se ze vstupu vSechna):

— 1 pfesuni, na vstupu jsou

int n,a,k,_;main(){scanf ("%d",&a) ;while(scanf ("%d",&k)>0)
_+=_,k!=a?_++,a=3-a-k:0;printf ("%d\n",_);}

16-4-2 Technologické trable Pavel Sanda

Kucharka a pocet bodu svadi k tomu, abychom na naSe pole prosté napasovali
binarni vyhledavani a hotovo. Jenze zakladni problém se svétem je ten, Ze kro-
kodyla stékat nenaucis a ptlenim nekonecéna se ke konstanté nedoberes (a tedy
ani k hledané hodnoté).

Proto budeme muset nejprve vyftesit tii problémy:

a) Vzhledem k ¢emu méfit éasovou slozitost, jestlize pole ve kterém hle-
dame je nekonecné.

1. Kdyz se standardné uvazuje o casové slozitosti operaci na poli
(oréni), bere se vzhledem k jeho velikosti — to v nasem ptipadé
zFejmé neni pouzitelnd cesta, navic pfimo v zadani je dano, Ze
pole neméame povazovat za vstup.

2. Dalsi moznost by byla méfit ji vzhledem k hodnoté hledaného
c¢isla, které je skutecnym vstupem, o coz se néktefi z vas pokusili.
Zel bohu, ¢&sla se mohou v poli opakovat, takze pro libovolné
rychly algoritmus hledani stejného nebo vyssiho ¢isla vymyslim
takové pole, ze misto vysledku dostanete koprivku.

3. Zbyva tedy pouzit index N hledaného ¢&isla = v poli, byt ze zadani
nejsme schopni o jeho velikosti nic Tici.

b) Zéadny algoritmus v principu nemiiZe byt kone¢ny, nebot u nekoneéného
pole plného jednic¢ek neméme Sanci zjistit, Ze se v ném hledana dvojka
nevyskytuje. Proto nase odhady budou platit pouze pro pripad, kdy
algoritmus skonci.

¢) Jak naucit krokodyla Stékat. (Haf!)
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A jak tedy hledat?

Jediné, co o posloupnosti ¢isel v poli vim, je, Ze je neklesajici. Dale mohu
dotazem zjistit konkrétni hodnotu v urcité bunce. Z toho vSak nemohu nic
usoudit o rychlosti riistu v neprobadanych oblastech — z tohoto divodu byly
vSechny vasSe snahy o néstiel pozice hledaného ¢isla na zakladé hodnot bunék
marné (vzhledem k nejhor§imu moznému odhadu, a o ten nadm jde). Zbyva ndm
vyuzit monotonii — kazdy dotaz na buiiku nam dava pouze informaci, ve které
poloviné pole vic¢i bunce se hodnota nalézd — zabyvat se druhou ¢asti pole je
¢iré plytvani, neb se nic nového nedovime.

Podtrzeno sec¢teno, jde o to, jak se pomoci pileni intervalu co nejrychleji
dostat k hledané hodnoté. Kazdy dotaz nam fekne, v které poloviné pole hledat,
coz nas dovede k tomu, Ze prvni faze algoritmu se tyka nalezeni stejné nebo vyssi
hodnoty nez je hledana. VSimnéte si, ze pokud by se jednalo pouze o tuto tlohu,
je otazka optimality nefesitelna — ke kazdému algoritmu najdu jesté rychlejsi.
Jenomze nadm se bude stavat, ze najdeme cislo, které je vyssi, a tak nastane
druhd faze — klasické binarni vyhledévéani v intervalu I ohrani¢eném poslednimi
dvéma dotazy. Nasleduje dalsi pozorovani — ¢im rychlejsi bude prvni faze, tim
vétsi budou intervaly mezi jednotlivymi dotazy, a tedy i posledni interval pro
druhou fazi (BUNO piedpokladam, ze posledni interval neni kratsi nez intervaly
predchozi). S pomoci piileni intervalti — a nic vic dotazem na buiiku nezjistim
— jsem v i-tém kroku schopen zuzit prohleddvany interval I na I/2¢, coz dava
slozitost log, I pro druhou fazi.

Nyni rozeberme slozitosti pro vybrané strategie v prvni fazi:

1. Pokud budu hledat pravy konec intervalu pri¢itanim konstanty k k in-
dexu, bude ndm prvni faze trvat O(N), druha faze O(logk) = O(1);
celkové O(N).

2. Pokud budu hledat pravy konec nasobenim indexu konstantou k, bu-
de prvni fize trvat [log, N] a druhd fize dostane interval délky
< (k—=1)- N, na kterém bude hledani trvat O(logy(k — 1) + log, N);
celkové tedy O(log N).

3. Pokud budu hledat pravy konec v ¢ase O(F(N)), kde F' je asympto-
ticky pomalejsi nez log N, dostane druhd faze interval Ir a bude trvat
O(log IF), coz se bude rovnat O(log N) pouze v ptipadé, ze Ir neni
vétsi nez mocnina N. Prikladem strategie, kdy se interval jesté ve-
jde do mocniny, je nasobeni indexu sebou samym misto konstanty
(O(log N?) = O(log N)). Piikladem strategie, kdy se do mocniny ne-
vejdeme, budiz vypocet dalsiho indexu pomoci Ackermannovy funkce
— v takovém pripadé se nam druhd faze obecné dostane nad logarit-
mus.

Z hlediska asymptotického chovani je optimum na slozitosti O(log N), stou-
rové zajimajici se o optimalitu poc¢tu dotazti do pole bez zanedbavani multipli-
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kativnich konstant mohou zacit zkoumat vzajemnou zavislost F' a .

Nekter{ z vas fesili, jak je to s pamétovou slozitosti, jestlize budu chtit
ukladat velké indexy nekonec¢ného pole. Uvédomte si, ze tento problém nastava
i za normalni situace, kdy je velikost pole n — zjevné s velikosti n bude muset
rust i rozsah hodnot, které jsme schopni ulozit v registru. Na to jsou dvé mozné
odpoveédi:

1. Standardni: pfedpoklddame nezaludnost programatora a do kazdého
registru mu dovolime ulozit libovolné velké ¢islo. Nezaludnost spoci-
va v tom, Ze ho nenapadne do tohoto registru zacit néjak kédovat
dalsi informaci — kazdy program bychom pak mohli spocitat pomoci
konstantni pamétové slozitosti.

2. Pro zaludné prestaneme pocitat pamétové buiiky na ¢isla a zacneme
pocitat bity. Kazdy registr pak dostane pamétovou slozitost logn;
zvedne se také dosud konstantni slozitost na atomické operace s re-
gistry atd. Celkové se proto zvysi odhady slozitosti jednotlivych al-
goritmt, nicméné stile nam zistane schopnost porovnavat rychlosti
jednotlivych algoritmii mezi sebou.

V implementaci je pouzito pfimo pole; povazuji-li pfistupy do néj za dotaz
na uzivatele, je pamétova slozitost konstantni; nenechte se mylit céckem, pole
zacind od indexu 1.

Stoura se hlasi o slovo. Nejprve si uvédomme, Ze Sandiktv dvojfazovy al-
@ goritmus je vlastné jediny mozny: polozime-li prvni dotaz a zjistime, Ze
¢islo v poli je mensi nez hledana hodnota, nema se smysl dale ptat na cokoliv
pred ni, analogicky pro dalsi dotazy, takze musime jit doprava, dokud nedo-
staneme vétsi hodnotu. Ale jakmile ji dostaneme, zase vime, Ze hledané ¢islo
je mezi touto hodnotou a pfedchozim dotazem, a tady uz je optimalni binarni
vyhledavani.

Co se optimalniho pocétu dotazti tyce: co to vlastné znamend optimal-
ni? Libovolny algoritmus muZeme pieci pro prvnich n hodnot zlepsit az na
[logo(n — 1)] + 2 tim, Ze prvni dotaz bude na n-ty prvek a pokud je hledana
hodnota mensi, spustime ptleni intervalu, jinak pfepneme na ptuvodni algorit-
mus, ktery jsme tim na ostatnich prvcich o konstantu zlepsili. Naopak pokud
v uvedeném algoritmu s k-nasobenim zvolime vétsi k, bude nam prvni faze tr-
vat log, k-krat rychleji a druhou si tim zpomalime jen o konstantu log,(k — 1),
¢ili jsme algoritmus zrychlili vSude az na prvnich nékolik hodnot. Analogicky
misto libovolné funkce F' muzeme pouzit funkci o konstantu pomalejsi. Do-
chazime tak k prekvapivému zavéru, ze ke kazdému algoritmu mutzeme najit
takovy, ktery pro vybrané hodnoty bude o néco rychlejsi. Ale na druhou stra-
nu, alespoi log, n je urcité potieba, takze dokud néas nezajimaji multiplikativni
konstanty, je O(logn) dozajista optimélni. Haf! -M.M.
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int main (void) {

int =1, r=1, 1; /* left, right, index */
int w[4]={0, 1, 2, 3}; /* nekoneéné pole :-) x/
int z=2; /#* hodnota, kterou hleddme */
while (w(r]<z) l=r+1, r«=2; /* prava zarazka x/
while (I<=r) { /#* binarni vyhledavani */
i= (41)/2;
if (w[i]==z) return g;

if (w[i]>z) r=i-1;
if (wli]<z) I=i+1;

return —1;

}
16-4-3 Stavka programatoru Milan Straka

Stavkova reportaz televize CNN nedopadla tplné tak, jak jeji majitel cekal.
Byla to vlastné docela katastrofa. Jedni dali fidicovi filmového vozu radu, af
chvili poc¢kd, Ze to hned v momenté vyfesi (a jestli neumfeli, fesi dodnes). Jini
ho instruovali, aby si vybral vzdy cestu, ktera je nejkratsi, takze ho vsSichni
ostatni (lépe instruovani) ¥idi¢i pfedjeli a reportaz televize CNN byla odvysilani
s velkym zpozdénim. Je tedy nutno Fici, ze stavka programéator neméla nélezity
dopad (kdy?z ji televize CNN nestihla béhem tydne okomentovat) a tak budou
muset brat programatori dal obrovské sumy penéz za tak lehkou praci.
Vétsina feSeni radila ¥idici, aby si mezi dvéma stdvkami vybral cestu bud
pfimo vodorovné nebo pifimo svisle. A z téchto dvou tu, kterd je kratsi. To je
bohuzel feseni chybné a dostalo nula bodi. Mizeme si to ukazat na nasledujicim

protiprikladeé: ) )

Pokud si vyberete nejkratsi cestu na stavku 1, pojedete o jednu ulici doleva.
Pak na stavku druhou pojedete o dvé nahoru a pak o tii zpét do CNN, ¢ili
celkem Sest. OvSem pokud byste se ovsem vydali na za¢atku nahoru o dveé ulice,
nafilmovali byste obé stavky a stacilo by se vratit — celkem tedy pouze 4 ulice.

Uloha se dala fesit nékolika zptisoby. Jeden z nich je prohledavani do sitky.
Predstavme si ne jedno, ale M mést presné nad sebou, pficemz v prvnim je jen
CNN a prvni stavka, v druhém je jen druha stavka, ... , v M-tém mésté je M-ta
stavka a opét CNN. Pokud si pfedstavime, Ze z mésta i se do (i + 1)-niho da
dostat jen z ulic v mést€ i, ze kterych je vidét i-ta stavka, tak hledame nejkratsi
cestu z CNN v prvnim mésté do CNN v mésté M-tém. Tato nalezené cesta bude
nejkratsi a vzhledem k tomu, jak prechézime mezi mésty, bude u kazdé stavky.

Toto feseni mé ¢asovou i pamétovou slozitost imérnou velikosti prohleddavaného
prostoru, ¢ili O(M - N?).
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Jiny pohled na feSeni miiZze byt tento: pro mésta ¢ od M-tého k prvnimu
si spo¢teme matici C;, ve které budeme mit pro kazdou kiizovatku v daném
mésté nejkrat$i vzdélenost cesty, kterd nafilmuje stavky ¢,..., M a vréati se
do CNN. Pokud tyto matice vzdalenosti budeme pocitat v popsaném poiadi
od M-té k prvni, mizeme spocitat délku jedné nejkratsi cestu (jeden prvek
matice) v konstantnim ¢ase: v i-tém mésté na kiizovatce (z,y) vede hledana
nejkratsi cesta bud horizontalné nebo vertikalné na ulici, ze které je mozné na-
filmovat i-tou stavku a a pak pokracuje dale (pfi¢emz délku tohoto pokracovani
uz zname). Cili délka této cesty (pokud i-t4 stavka je na kiizovatce (i,j)) je
min(abs(x — i) + Cit1(i, y), abs(y — j) + Cita(, j))-

Timto mame dalsi feseni, které musi pocitat M- N2 &isel, kazdé v konstant-
nim ¢ase. To neni o nic lepsi. Ale miZeme si vS§imnout jedné véci — hodnoty
matice C;11, které pfi vypoctu skuteéné pouzijeme, lezi vzdy jen na ulicich,
ze kterych je vidét i-ta stavka. Takze vlastné nepotfebujeme pocitat hodnoty
v celé matici C;1, stacl pouze ty, ze kterych je vidét i-tou stavku. Téch je ale
docela malo — pfesnéji 2N — 1.

7 toho plyne nasledujici feseni: pro kazdou stavku od M-té k prvni si
spocteme délku nejkratsi cesty, ktera nafilmuje stavky i, ..., M a skoné¢i v CNN.
Tyto délky budeme ale pocitat jen ve kiizovatkach, ze kterych muzeme i-tou

stédvku nafilmovat. K vypoctu téchto délek nam poslouZi jiz popsany vzorecek.

Navic pokud si u kazdé kiizovatky budeme pamatovat, kudy z ni nejkratsi
cesta vede, miizeme nakonec i vypsat cestu vozu (a popfedu — proto jsme hledali
nejkratsi cesty od posledni stdvky). Celkem m4 nase Feseni ¢asovou i pamétovou
slozitost O(M - N)). Pamétova by $la snizit na O(N), ovSem jen pokud bychom
nechtéli znat cestu, ale jen jeji délku.

Dalsi moznost, i kdyz ponékud zbésila: Jak vime, hodnoty, které po-
@@ tFebujeme, lezi na kiizi“ 1 aktudlni stavky (tak budeme Fikat kiizo-
vatkdm, ze kterych je tato stdvka vidét) a pocitdme je z hodnot na kifzi {
nasledujici stavky. Kazdy kiiz si ale mizeme rozdélit na svislou a vodorovnou
¢ast. Pak hodnoty na vodorovné ¢éasti T budou hodnoty z vodorovné éasti 1/,
pouze zvysSené o vzdalenost obou primek, a navic jesté prumeét vsech hodnot
ze svislé ¢asti k¥ize 1/ do priseéiku prislusné svislé pfimky s nasi vodorovnou,
ktery ohodnotime minimem z (vzdélenost bodu od vodorovné pfimky + ohod-
noceni bodu). To neni o mnoho lepsi feseni, ale jen do okamziku, kdy si uvé-
domime, Ze by se cela situace dala udrzovat ve dvou vyhledavacich stromech
— jednom pro svisly smér a jednom pro vodorovny —, pri¢emz podobné jako
si v tloze 16-4-5 udrzujeme minimélni rozdil, bychom si udrzovali minimum
z (soufadnice ve sméru pfimky + ohodnoceni bodu), a tak bychom dokéza-
li od jednoho kiize k druhému pfejit v ¢ase O(log N), dosahujice tak celkové
Casové slozitosti O(M - log N). -M.M.
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#include <stdio.h>

#define MAX N 100

#define MAX M (MAX NxMAXN)

#define min (a, b) (((a) < (b)) ? (a): (b))
#define abs (a) (((a) >0) ? (a):— (a))
enum {ROW, COL};

struct krizovatka {int z, y; };
struct krizovatka cnn;

struct krizovatka stavky[MAX_M]; /* pole se stavkami */
int delky[MAX_M|[2][MAX_N+1]; /* délky do Fadku a sloupce na stavce %/
int M, N;

int main (void) {
int 4, stavka;
struct krizovatka m;
int m_delka;

printf (“Zadejte N a M:”);

scanf (“%d %d”, &N, &M);

printf (“Zadejte soufadnice CNN:”);

scanf (“%d %d”, &cnn.z, &cenn.y);

for (i=0; i<M; i++) {
printf (“Zadejte soufadnice %d. stavky:”, i+1);
scanf (“%d %d”, &stavky[i].z, &stavky[i].y);

}

for (i=1; i<=N; i++) { /* pocateéni nastaveni cest do CNN x/
delky[M —1][ROW][i]=abs (i—cnn.z)+abs (stavky[M —1].y—cnn.y);
delky[M —1][COL|[:]=abs (stavky[M —1].z—cnn.z)+abs (i—cnn.y);

for (stavka=M —2; stavka>=0; stavka——) { /* pro vSechny stavky */
for (i=1; i<=N; i++) {
delky[stavka][ROW][i|=min (abs (stavky|stavka].y—stavky[stavka+1].y)+
delky[stavka+1][ROW][4],
abs (i—stavky[stavka+1].z)+delky[stavka+1][ COL][stavky[stavkal.y]);
delky[stavka|[COL][i{|]=min (abs (stavky[stavka].z—stavky|stavka+1].z)+
delky[stavka+1][COL][i],
abs (i—stavky[stavka+1].y)+delky[stavka+1][ROW][stavky[stavka].z]);

}

printf (“CNN—>"); /* vypis trasy */
m=cnn;
m_delka=min (abs (cnn.y—stavky[0].y)+delky[0][ROW][cnn.z],
abs (cnn.z—stavky[0].z)+delky[0][ COL][cnn.y]);
for (stavka=0; stavka<M; stavka+-+) {
if (delky[stavka][ROW][m.z]+abs (m.y—stavky[stavka].y) == m_delka)
m.y=stavky|stavka].y;
else m.z=stavky|stavka).z;
printf (“(%d,%d)—>", m.z, m.y);

}
printf (“CNN\n”); return 0; }
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16-4-4 Dlouhoprstova zapeklita hra Martin Mares

Vétsina z vés, zd4 se, prala Dlouhoprstovi budto predlouhy Zivot nebo z pekla
Stésti, jelikoz vétsina feSeni byla budto dabelsky pomald (pracovala v expo-
nencidlnim nebo dokonce faktoridlovém Gase) nebo to byly po ¢ertech podivné
heuristiky fungujici pouze pro nékteré vstupy a pro jiné se chovajici znacné
démonicky. Ale preci jen néktefi dokdzali naemu hrdinovi (nefikdm, ze klad-
nému) s dlouhymi prsty a kratkyma nohama pomoci. Jde to tfeba takto:

Ozna¢me si D(«, 8) nejkratsi moZznou posloupnost Dlouhoprstovych ka-
ret (Dlouhoprstova posloupnost, zkrdcené DP), kterd odpovida Satanovym po-
sloupnostem (SP) « a 3. Podle toho, jak « a 3 za¢inaji, muzeme rozlisit nésle-
dujici pripady:

® D(za,z8) = zD(a, §) — pokud zac¢inaji obé SP stejnym pismenem,
musi DP zacinat také timto pismenem a za nim bude nasledovat DP
pro puvodni SP bez tohoto pismena.

® D(za,yB) = ¥ — pokud SP zalinaji riznymi pismeny, evidentné
prislusna DP neexistuje, takze vratime chybu, a tu budeme znacit W.

® D(g,e) = € — pokud jsou obé SP prazdné, je DP také (¢ budeme
znadit prazdny Fetézec).

¢ D(za,*8) = min(D(za, 8), D(o, %3)) — pokud se objevi hvézdicka,
mtZeme ji budto splnit prazdnym Fetézcem a nebo ji nechat ,spolk-
nout* prvni pismenko druhého Fetézce (pfipadné i néjaka dalsi, pro-
toZe * v Tetézci ponechdme). Vybereme si samoziejmé kratsi z obou
variant (jako min znacime minimum Fetézcové, které z dvou Fetézch
vrati ten kratsi a pokud maji stejnou délku, tak libovolny z nich;
navic U je delsi nez vSechny Fetézce).

® D(g,%0) = D(e, ) — pokud je leva strana prazdnd, musi hvézdic-
ce vyhovovat prazdny fetézec, ale jesté musime pokracovat, protoze
napravo mize byt hvézdicek vice.

e D(xa,zf), D(xa,e) — analogicky.

® D(xa,*() = min(D(a, x3), D(xa, 3)) — pokud obé SP zad¢inaji na *,
nemé smysl do DP pridavat znaky, které by mély vyhovovat obéma
hvézdickam — ty by byly zbytec¢né. Takze chceme jednu z hvézdicek
vypustit a druhou ponechat, jen si musime vybrat tu spravnou, pro-
¢ez zkusime obé.

® pokud se nékde vyskytne otaznik, mizeme ho chipat jako pismeno,
které se rovna libovolnému jinému pismenu a pokud bychom ho chtéli
vypsat do vystupu, vypiSeme misto néj libovolné jedno pismeno.

® D(za,¢e) a ostatni zbylé pfipady (jedna SP dosla a druhd jesté ne)
jsou nefesitelné, a tak odpovime V.
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Rekursivnim pouzitim téchto pravidel uz muzeme spocitat D pro libovol-
nou dvojici Satanovych posloupnosti, ale ma to jeden hacek: rekurse se nam
na hvézdickach vétvi, takze miZe trvat exponenciilné dlouho. Jak z toho ven?

Vsimneme si, Ze vSechny Fetézce, pro které D pocitame, jsou vzdy suffixy
ptivodnich SP (suffix je ¢ast Fetézce od néjakého mista az do konce) a rekurse je
exponencidlni jen proto, Ze se pro mnohé dvojice suffixti pocita totéz vicekrat.
Budeme si proto jiz spoc¢tené hodnoty pamatovat v pomocném poli a kdykoliv
by po nas nékdo chtél hodnotu spocitat znovu, prosté ji jen vytdhneme z pole
jako kralika z klobouku a hned se vratime bez dalsiho rekursivniho volani.
Moznych dvojic suffixi je jenom (M + 1) - (N + 1), takZe netrividlnich volani
funkce D mize byt jen O(M - N).

Jiz z toho by plynul pékny algoritmus se slozitosti (M - N - (M + N)),
ale ten by vétsinu Casu travil predavanim fetézcti mezi funkcemi. Tak se ho
jesté zkusime zbavit: VSimneme si, Ze kazdé D(«, 3) vzdy ziskdme z néjakého
D(c/,3) (kde o je n&jaky suffix fetézce a a obdobné ') pfidanim jednoho nebo
zadného znaku na zacatek. Nase funkce tedy misto toho, aby vratila fetézec, jen
poznamend do néjakého pomocného pole, jak méa hodnota vzniknout a jak bude
dlouhd (to zvlddneme na konstantni pocet operaci), a po ukonéeni vypoctu ten
spravny fetézec podle téchto pozndmek zrekonstruujeme (v linedrnim case).

Celkové ma tedy nas algoritmus ¢asovou i pamétovou slozitost O(M - N).

#include <stdio.h>

#£define MAX 100 /* sizeof(Hell) s/
#define INF' 100000 /* Nekone¢no =/
char a[MAX], b[MAX]; /* Satanovy Fetézce, ukoncené kédem 0 x*/
int opt[MAX][MAX]; /+ Optimalni délka Fetézce pro danou
dvojici suffixi SP %/
int opte[ MAX|[MAX], opty[MAX][MAX]; /* Poznamky ke konstrukei Fetézcit */
char optc[MAX][MAX];
int D (int z, int y) /* Spocte D pro zadané suffixy SP =/
{
int ret; /* Budouci vysledek x*/
int bz=0, by=0; /* Odkud jsme ho vzali */
int bc=0; /* Co musime pfipsat, aby vznikl */
if (opt[z][y] >= 0) return opt[z][y]; /* Kralik z klobouku? =/

/* Dvé pomocna makra: nastaveni vysledku a pokus o jeho vylepSeni */
#define SET (zz, yy, cc) do { ret=D (zz, yy); bz=zz; by=yy; bc=cc; } while (0)
#define UPDATE (zz, yy, cc) do { int 72=D (zz, yy); \

if (r2 < ret) { ret=r2; bz=zz; by=yy; bc=cc; } } while (0)
if (la[z] && !b[y]) ret = 0; /* Oba Fetézce skonéily =/

else if (afz] == ‘*¥’&& bly] == ¥) { /* Dvé& hvézdicky =/

SET (z+1, y, 0);
UPDATE (=, y+1, 0);
} else if (a[z] == ‘¥’) { /* Hvézdicka vlevo ... x/
SET (z+1, y, 0);
if (bly]) UPDATE (z, y+1, b[y]);
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}else if (b[y] == ‘¥) { /* ... nebo vpravo x/
SET (z, y+1, 0);
if (a[z]) UPDATE (z+1, y, a[z]);

} else if (alz] == bly]) SET (z+1, y+1, alz]); /* 2 stejné znaky =/
else if (alz] == ‘V&& b[y]) SET (z+1, y+1, bly]); /* Otazniky */
else if (alz] && bly] == ‘?’) SET (z+1, y+1, a[z]);

else ret = INF; /* Jinak nemozno x*/

optz(z][y] = bz;
opty[=][y] = by;
opte(z][y] = be;
return opt|z][y] = ret;
}
int main (void)
{
int 1, 7, I;
scanf (“%s%s”, a, b);
for (i=0; i<MAX; i++)
for (j=0; j<MAX; j++)
opt[i]lj] = —1;
if (D (0, 0) >= INF) {
printf (“Pomooooc! Prohraavaaaaam!\n”);
return 0;
}
int £=0, y=0, nz; /* Rekonstrukce vysledného fetézce =/
while (a[z] && bly]) {
if (optc[z][y])
putchar (optc[z][y] == P ? ‘X’ optelz][y]);
nz = optz[z][yl;
y = opty[z][y];
z = nz;

putchar (‘\n’);
return 0;

}
16-4-5 Obchodnici s destém Milan Straka

Velkou ¢ast nasich fesiteld O. S .Kubal, véren svému jménu, zel Bihdhovi,
o.8.kubal. Svymi pomalymi programy totiz nedokazali zjistit, jaky zmetek jim
chtéji Kubalovi prodat.

Prvni véci, které si vSimneme, je to, Ze ¢as potiebny na jednu odpovéd
(vypséani aktudlniho rozdilu po pieéteni jednoho €isla) by nemél byt zavisly
na NV, ale jenom na K.

Nejjednodussi feseni je, po nacteni dalsi hodnoty, spocitat vSechny vzda-
lenosti dvojic poslednich K vrcholti a z nich si vybrat tu nejmensi. To urcité
zvlddneme v O(N - K?).

Vylepsit to mtzeme napiiklad tak, Ze si v§Simneme, ze pokud bychom méli
poslednich K hodnot setiidénych, nemusime zkoumat O(K?) vzdalenosti, staci
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nam spocitat vzdalenosti mezi dvéma sousednimi prvky (sousedi v setiidéném
poli). Téch uz je jenom K — 1, nicméné tiidéni nas stoji zase O(K log K).
Celkem vylepseni na O(N - K log K).

Dalsi pozorovani je, Ze po nacteni jednoho ¢isla se pole poslednich K ¢isel
moc nezmeéni — ur¢ité nema cenu ho t¥idit vzdy znova. Pokud mame setfidé-
né pole poslednich K ¢isel a nacitame dalsi, stac¢i to nejstarsi z pole vyhodit
(O(K)) a nové pridat (O(K)) tak, aby pole zistalo usporddané. Pak staci
v jednom pritichodu nad polem spocitat vzdalenosti sousednich prvki a vypsat
nejmensi. Tim jsme na O(N - K).

Vylepsovat ale jde jesté dale. Ukazeme si dvé mozna feseni se slozitosti
O(N -log K). Prvni z nich je zaloZeno na tomto pozorovani: pokud uvazujeme
o postupu s linedrnim ¢asem, tak pocet dvojic, jejichz vzdalenost pocitame, se
pfinacteni jednoho ¢isla méni velmi mélo. Mizeme tedy mit vSechny vzdalenos-
ti sousednich prvki (sousednich v setfidéném poli) v haldé. Pfi na¢teni nového
¢isla ho zatfidime do néjaké struktury (pouzijeme napf. AVL stromy z minu-
1é kuchaiky), kterd ndm fekne jeho sousedy (vétsiho a mensiho) v setfidéném
poli. Pokud uz je mame, z haldy odebereme vzdélenost téchto dvou sousedii
a naopak do ni vlozime vzdalenost aktualniho prvku od mensiho a vzdalenost
aktualniho prvku od vétsiho souseda. Pfi mazani ¢isla udélame podobnou tipra-
vu (zase si najdeme sousedy mazaného prvku, z haldy odebereme dvé hodnoty
a ddme tam misto nich jednu [vzdalenost sousedit mazaného prvkul).

Pokud pouZijeme ke zjistovani sousedt néjaky druh vyvaZenjch stromi
(tfeba AVL :-), mizeme hledani sousedi, vkladani a mazani provadét v Gase
O(log K). Stejnou slozitost maji i operace s haldou — a protoze vSeho tohoto
délame konstantni pocet, mame FeSeni se slozitosti O(N -log K).

To bylo jedno feseni, slibili jsme jesté druhé: opét pouzijeme néjaky vyva-
zeny binarni strom. Kazdy jeho vrchol bude odpovidat jednomu z poslednich
K cisel, nicméné ve vrcholu si kromé hodnoty budeme pamatovat jesté tyto
adaje:

® min — minimum hodnot v tomto podstromé.

® mar — maximum hodnot v tomto podstromsé.
® delta — nejmensi vzdalenost hodnot v tomto podstromé.

Pokud mame vrchol a zname tyto hodnoty u obou jeho synt, mtzeme si
spocitat i1 jeho hodnoty v konstantnim case:

® min — vezmeme minimum od levého syna.

® mar — vezmeme maximum od pravého syna.

® delta — vezmeme minimum z delt levého a pravého syna, dale ze vzda-
lenosti hodnoty aktualniho vrcholu od maxima levého syna a jesté
rozdil hodnoty aktudlniho vrcholu a minima pravého syna.
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MizZeme tedy nactené hodnoty vlozit do stromu, prepocitat popsané hod-
noty a vypsat deltu kofene. Pfepocitani hodnot miizeme provadét tak, ze po
vlozeni/smazéni prvku budeme stromem prochézet od vloZeného/smazaného
prvku smérem ke kofeni a po cesté upravovat popsané hodnoty. Pokud bu-
de strom opravdu vyvazeny, bude mit logaritmickou hloubku a tedy popsané
operace budou mit slozitost O(log K) a celé feseni tedy O(N -log K).

Ve vzorovém feSeni jsme schvalné nepouzili AVL stromy, ty uz znate. Po-
uzili jsme tzv. BB-« stromy, které maji logaritmickou slozitost pouze amorti-
zované. To ndm ale viibec nevadi, protoze nas zajima slozitost N operaci a ne
jedné.

BB-a strom je normalni binarni vyhledavaci strom takovy, ze v kazdém
@ vrcholu plati podminka, Ze pocet vrcholi v levém a pravém podstromé
se 1isi nanejvic a-krat. Takovy strom mé vzdy logaritmickou hloubku, protoze
podstrom néjakého stromu mé nanejvys a/(a + 1) vrcholi — poéet vrcholl
v podstromu tak klesa geometrickou radou a maximéalni mozna vyska stromu
Je tak log(41y/0 V.

A jak takovou podminku dodrzet? U kazdého vrcholu si budeme udrzovat
pocet vrchold v levém a pravém podstromu. Pokud kdykoliv zjistime, Ze se
lis1 vice nez a-krat, cely podstrom odpojime, vytvorime z néj vyvazeny strom
a vratime zpatky. Takové ,,vybalancovani® urcité trva linearné vzhledem k po-
¢tu vrcholi ve vybalancovavaném stromecku.

Predpokladejme nyni, ze o = 2, stejné jako ve vzorovém programu. Kolik
stoji jedno vkladani ¢i mazani? Na to, aby se néjaké vybalancovani spustilo, se
musi liSit hodnoty v levém a pravém podstromu dvakrat, ¢ili od minulého reba-
lancovani muselo dojit k fadové tolika vkladanim a mazanim, kolik je vrcholi
ve zkoumaném stromecku. Cili stacilo, aby kazdé vkladani a mazani pfispélo
aktudlnimu vrcholu konstantnim ¢asem (jednim penizkem), ze kterého se pak
vybalancovani ,uplati“. Kazdé vkladani a mazani musi prispét na rebalanco-
vani vSem vrcholtim, pres které projde. Téch je ale nanejvic tolik, jaka je vyska
stromu — a ta je logaritmicka. Cili amortizovana sloZitost vklad4ani nebo mazéani
prvku je O(log K) (amortizovand znamend, ze i kdyZz nevime, jak dlouho bude
jedna operace doopravdy trvat, N operaci bude trvat nejvys O(N - K)).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX K 100

struct node {
int value;
int min, mazx, delta;
struct node xleft, xright, *parent;
int left_c, right_c;

};

struct node xroot=NULL; /* kofen stromu */
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int hodnoty[MAX K]; /* poslednich K nactenych hodnot x/
int N, K;
void bbtree oprav (struct node x); /* nadeklarujeme az pozdé&ji */

struct node *bbtree_find (struct node *ptr, int value) {
if (value < ptr—>walue && ptr—>left) return bbtree_find (ptr—>left, value);
if (value > ptr—>walue && ptr—>right) return bbtree_find (ptr—>right, value);
return pir;

}

void bbtree_insert (int value) { /* vlozi vrchol do stromu */
struct node xnew=malloc (sizeof (struct node)), xptr;
new—>value=new—>min=new—>mazr=value;
new—>left=new—>right=new—>parent=NULL;
new—>delta=new—>left_c=new—>right_c=0;

if (lroot) root=new; /* jesté nemam root x/
else {

ptr=Dbbtree_find (root, value);

new—>parent=ptr; /* napojime na rodice */

if (value < ptr—>walue) ptr—>left=new; else ptr—>right=new;
/* a rodi¢e na mé =/
bbtree_oprav (new);
}
}

void bbtree_remove (int value) { /* odebere vrchol */
struct node xptr=bbtree_find (root, value), *son;

if (Iptr || ptr—>value != value) return;  /* nenasli jsme — to se nam nestane %/

if (ptr—>left && ptr—>right) { /* mam 2 syny — najdi za sebe nadhradu */
struct node xnahrada= (ptr—>left_c>ptr—>right.c) ? ptr—>left : ptr—>right;
while ( (ptr—>left.c>ptr—>right_c) ? nahrada—>right : nahrada—>left)

nahrada= (ptr—>left.c>ptr—>right_c) ? nahrada—>right : nahrada—>left;

ptr—>wvalue=nahrada—>value;
ptr=nahrada;

}

son= (ptr—>left) ? ptr—>left : ptr—>right;

if (son) son—>parent=ptr—>parent; /* Uprava syna */

if (Iptr—>parent) root=son; /* Uprava rodice */

else if (ptr—>parent—>left==ptr) ptr—>parent—>left=son;

else ptr—>parent—>right=son;
if (ptr—>parent) bbtree_oprav (ptr—>parent);
free (ptr);

void bbtree_update_vrcholu (struct node xptr) { /+ pfepocitd min, maz, delta, left_c a
right_c aktualniho vrcholu */
#define upr_delta (a) if ( (a)&& (ptr—>delta==—1|| (a)<ptr—>delta)) ptr—>delta= (a);
ptr—>min= (ptr—>left) 7 ptr—>left—>min : ptr—>value;
ptr—>maz= (ptr—>right) ? ptr—>right—>maz : ptr—>value;
ptr—>delta=—1; /#* delta neinicializovana =/
if (ptr—>left) { /* pomiZze mi levy syn? x/
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upr_delta (ptr—>left—>delta);
upr_delta (ptr—>value — ptr—>left—>maz);

if (ptr—>right) { /* a co pravy syn? */
upr_delta (ptr—>right—>delta);
upr_delta (ptr—>right—>min — ptr—>wvalue);

if (ptr—>delta<0) ptr—>delta=0;
ptr—>left.c= (ptr—>left) 7 ptr—>left—>left.c + 1 + ptr—>left—>right_c: 0;
ptr—>right_c= (ptr—>right) ? ptr—>right—>left.c + 1 + ptr—>right—>right_c: 0;

/* tohle vytvori spojak z vrcholll v stromu s vrcholem ptr a vrati to prvni prvek p */
/* spojak je svazany —>left pointerama, jenom p—>right je konec spojicku */
/* a p—>right_c je pocdet prvkl ve spojacku */
struct node *bbtree_collect (struct node *ptr) {
struct node xbegin;
if (ptr—>left) { /* nékdo vlevo? x/
begin=bbtree_collect (ptr—>left);
begin—>left—>right=ptr;
} else {begin=ptr; begin—>right_c=0; }
begin—>left=ptr;
begin—>right_c++;
if (ptr—>right) { /* a co vpravo? x/
begin—>left—>right=Dbbtree_collect (ptr—>right);
begin—>right_c+=begin—>left—>right —>right_c;
begin—>left=begin—>left —>right—>left;
}

return begin;

/* tohle z vySe popsaného spojacku udéld vyvazeny strom */
/* parametr next ukazuje na prvni dosud nepouzity prvek z popsaného seznamu */
struct node *bbtree_rebuild (struct node *spojak, struct node *xnext) {
int l=spojak—>right_c/2; /% pocet vrchold vlevo x/
int r=spojak—>right_c—1—1; /* a vpravo */
struct node xleft=NULL, *right=NULL;

if (1) {spojak—>right_.c=l; left=bbtree_rebuild (spojak, next); spojak=xnext; }

*next=spojak—>right; /* toto je momentalné prvni nepouzity
prvek =/

if (r) {spojak—>right—>right_c=r; right=bbtree_rebuild (spojak—>right, next); }

spojak—>left=left; /#* spojak bude kofen */

if (left) left—>parent=spojak; /* upravit pointery na syny a rodice */

spojak—>right=right;

if (right) right—>parent=spojak;
bbtree_update_vrcholu (spojak);
return spojak;

/* tato funkce se stard o opravu hodnot min,maz a delta ve stromé */
/* podle potieby prestavuje strom funkcemi bbtree collect a bbtree rebuild x*/
void bbtree_oprav (struct node *ptr) {
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struct node xparent=ptr—>parent;
bbtree_update_vrcholu (ptr);
if (ptr—>left_c/2 > ptr—>right_c || ptr—>right_c/2 > ptr—>left.c) {
/* prestavba stromu? */
struct node xtmp;
tmp=bbtree_rebuild (bbtree_collect (ptr), &tmp);

if (parent && parent—>value > ptr—>wvalue) parent—>left=tmp;
else if (parent && parent—>value < ptr—>value) parent—>right=tmp;
else root=tmp;
tmp—>parent=parent;
}
if (parent) bbtree_oprav (ptr—>parent); /* propagace vys§ x/
}
int main (void) {
int 1;
printf (“Zadejte N a K:”);
scanf (“%d %d”, &N, &K);
for (i=0; i<N; i++) {
int v=1%K;
if (i >= K) bbtree_remove (hodnoty[v]); /+ budeme mazat? */
scanf (“%d”, hodnoty+v);
bbtree_insert (hodnoty[v]);

if (%) printf (“Aktuélni nejmensi rozdil je %d.\n”, root—>delta);

}

return 0;

}

16-4-6 Sikma v&% v Kocourkové Martin Mares

Reseni potizi nagich vézechtivych Kocourkovant v kostce: Klicové tkony lezi
na nejdelsi cesté v zavislostnim grafu (acyklickém!) a vSechny takové cesty
muZeme najit projitim grafu v topologickém poradi.

Pfipustme ale ponékud pomalejsi ch(r)apani kocourkovskych buitipand
a zkusme tento napad ponékud rozvést:

Nejdrive si sestrojime zdvislostni graf: to bude orientovany graf, jehoz vr-
choly budou odpovidat tkonim a z u do v povede hrana pravé tehdy, kdyz je
nutné tikon u dokoncit pred zapocetim tikonu v; navic si kazdy vrchol ohodno-
time c¢islem, které bude udévat, jak dlouho pfislusny tkon trva. Jesté pridame
pocateéni tkon « odpovidajici polozeni zdkladniho kamene stavby (ohodnoce-
na nulou a vedou z ni hrany do vSech ostatnich tkont) a titkon w odpovidajici
kolaudaci (opét nula [naivni, vim], hrany ze vSech ostatnich ukoni). Délkou
cesty budeme nazyvat soucet ohodnoceni vrchold, které na ni lezi, bez pocdtec-
ntho a koncového vrcholu, coz je sice trochu nesystematické, ale usnadni nam
to poéitani. Odlehlosti z vrcholu (tikonu) u do v pak nazveme délku nejdels?
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cesty z u do v (to je svym zpisobem opak vzdalenosti, kterd je délkou cesty
nejkratsi).

Pokud je v zavislostnim grafu cyklus, véZ evidentné postavit nelze. Budeme
tedy predpokladat, ze graf je acyklicky a ukazeme, Ze véZ postavit ptjde, a to
v Case rovném odlehlosti L z o do w. Jesté trocha znaceni: pro kazdy tkon u bu-
de I(u) délka tohoto tikonu, a(u) odlehlost z « do u a z(u) odlehlost z u do w.

Ted ale na chvili odbo¢ime od tématu a zavedeme si topologické poradi
vrchola grafu. Tak budeme Fikat takovému potadi vy, ve,. .., v, vSech vrchold,
pro které plati, ze pokud vede hrana z v; do v;, je vzdy 7 < j. V libovolném
acyklickém grafu takové poradi existuje, coz si dokazeme tak, Ze si rovnou
predvedeme linearni algoritmus, ktery ho najde.

Pokud je graf acyklicky, musi v ném existovat vrchol v1, kam nevede Zadna
hrana: staci vyjit z libovolného vrcholu a stale jit proti sméru hran — jelikoz
graf je konecny, nemutzeme prichazet do stale novych vrchold, takze ¢asem na-
razime budto na vrchol, do kterého nic nevede, nebo na vrchol, ve kterém jsme
uz byli, coz ovSem neni mozné, protoze bychom tim uzavteli cyklus. Nalezeny
vrchol v oéislujeme jednickou (to je urcité spravné, nevede do néj pfeci zZadna
hrana) a z grafu ho odebereme v¢etné vSech hran, které z néj vedou. Tim zis-
kame opét acyklicky graf a v ném pokrac¢ujeme stejné od dvojky. AZ nezbude
zadny vrchol, budeme mit hotové topologické poradi; pokud by néjaky zbyl,
znamena to, Ze se v grafu nachézely cykly. Abychom ale doséhli linedrni ¢aso-
vé slozitosti, potfebujeme umét takové vrcholy nachazet v konstantnim cCase.
K tomu staci zapamatovat si pro kazdy vrchol pocet hran, které do néj vedou,
pfi odebirani hran tyto pocty aktualizovat a udrzovat si frontu vrchold, které
uz maji nulu, ale jesté jsme je neodebrali.

[Ve vzorovém programu nepfifazujeme ¢isla explicitng, ale vyuzivame toho,
Ze ve front€ jsou vrcholy uloZeny také v topologickém poradi. Jesté jiny zpusob,
jak topologické poradi najit, by byl prohledat graf do hloubky a vSimnout si,
ze potradi, ve kterém se z vrcholi vracime, je obracené topologické poradi.
Zkuste si rozmyslet, pro¢ to plati, v nékteré z kuchafek v pristim rocniku se
na to podivdme podrobnéji.]

Hodnoty a(u) pak mtZeme spocitat velice snadno indukei: bereme vrcholy
v topologickém pofadi, za¢indme s a(a) = 0. Pro kazdy dalsi vrchol vyuZije-
me toho, Ze jiz zndme a(v) pro vSechny pfedchiidce v vrcholu u, ¢ili vrcholy,
z nichz vede do u hrana, a polozime a(u) = max,(a(v) + I(v)) (nejdelsi cesta
z o do w musi byt nutné nejdelsi cestou do nékterého z predchtidct u prodlouze-
né o hranu do u). To zvladneme v linedrnim Gase a stejné tak mtizeme spocitat
i b(u) pomoci opaéného topologického poradi a L jako a(w) nebo z(«).

(Konec odbocky.) Nyni si vSimnéme, ze zadny tkon nelze zacit provadét
dfive nez v ¢ase a(u): vime totiZ, Ze existuje posloupnost tkoni, které musi
byt vSechny provedeny po sobé a pfed u a dohromady trvaji a(u). Z toho
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také plyne, Ze celou véZ nemizeme dostavét diive nez za L = a(w). Ted uz
staci ukédzat, Ze si mtzeme tkony rozvrhnout tak, abychom u dokondili v case
a(u) +1(u), a tedy celou stavbu v ¢ase L. To je snadné: kazdy tkon u zacneme
provadét v ¢ase a(u) a vzorec pro a(u) z minulého odstavce vlastné fika presné
to, ze vSechny predchozi tkoly jsou nejpozdéji v tomto okamziku hotové.

Zbyva jesté zjistit, které tikoly jsou klicové: jsou to ty, které lezi na nékteré
z nejdelsich cest (tedy ty, pro které je L, = L, kde L,, = a(u) + b(u) + I(u) je
délka nejdelsi cesty z o do w, kterd obsahuje u). Pokud tikon u na nejdelsi cesté
lezi, je nutné klicovy, protoze na tkonech na nejdelsi cesté pracujeme po celou
dobu L bez prestavek, takze pokud libovolny tkon prodlouzime, prodlouzime
i celou dobu stavby. Naopak pokud tikon u nelezi na nejdelsi cesté, mtuzeme ho
prodlouzit az o L — L,, a celkovou dobu tim nezménime.

Program je toliko formalnim zépisem nasSich tvah a méa linedrni ¢asovou
sloZitost a kvadratickou pamétovou (ale jen proto, Ze jsme si uSetfili praci
s naéitdnim hran; jinak by byla také linearni).

[Vschn thle b s smzijm dlo smrsknt d jdnh prchdu grfm, le bl b t ¢tlné as
jko thl vta. -M.M.]

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAXN 100

int N; /* Pocet tikonti: ikon 0 je a, N jew */
int {[MAXNT]; /* Délky tkond */
int a[MAXN], z[MAXN]; /* Délky maximalnich cest (viz popis) */
int edges[ MAXN|[MAXN]; /* Hrany vedouci z jednotlivych vrcholia x*/
int outdeg[ MAXN], indeg[MAXN]; /* Vstupni a vystupni stupen vrchold =/
int top[ MAXN]; /* Topologické potadi vrchold =/
void add_edge (int v, int w) /* P¥id4 hranu do zéavislostniho grafu =/
edges[v][outdeg[v]] = w;
outdeg[v]++;
indeg[w]++;
void read (void) /* Pfeéte vstup a vytvori graf =/
{
int v, w;
scanf (“%d”, &N); N++; /* Pocet tikoni a jejich ceny x/

for (v=1; v<N; v++)
scanf (“%d”, &l[v]);
while (scanf (“%d%d”, &v, &w) == 2 && v > 0) /* Zavislosti, ukonéeny (0,0) */
add_edge (v, w);
for (v=1; v<N; v++) { /* Zéavislosti pro vrcholy av a w */
add_edge (0, v);
add_edge (v, N);
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void topsort (void) /+ Topologicky setfidi graf =/
{
intr=0, w=1, i, u, v;
top[0] = 0; /* Prvni je vrchol a %/
while (r < w) { /* Probirdme frontu vrcholi (v)stupné 0 =/
u = top[r++];
for (i=0; i<outdeg[ul]; i++) { /* Projdeme vSechny hrany */
v = edges|u][i];
if (!——indeg[v]) /#* Snizime stupen cilového vrcholu x/
top[w++] = v; /* a pokud je 0, pfidame do fronty */
}
if (w!=N+1) { /* Objevili jsme cyklus */
printf (“Nelze.\n”);
exit (0);
}
}
void paths (void) /* Spocte délky nejdelsich cest =/
int ¢, j, v, w;
for (i=0; i<=N; i++) { /* a[v] poCitdme poptfedu x*/
v = top[i];
for (j=0; j<outdeg[v]; j++) {
w = edges[v][j]; /* hrana (v,w) */

if (a[w] < afv]+1[v]) aw] = a[v]+I[v];

}
for (i=N; i>0; i—) { /* z[v] zase pozpatku x/
v = topli];
for (j=0; j<outdeg[v]; j++) {
w = edges[o] 1] /+ brana (v,w) */
if (z[v] < z[w]+l[w]) z[v] = z[w]+[w];
}
}
void answer (void) /* Vypise odpovéd =/
{
int 1;

printf (“Véz lze postavit za %d TUK.\n”, a[N]); /* Time Unit of Kocourkov x/
for (i=1; i<N; i++)
if (a[i] + z[i] + I[i] == a[N]) printf (“Ukon %d je klicovy.\n”, i);

int main (void)
{
read ();
topsort ();
paths ();
answer ();
return 0;
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Poradi resitelu

Poradi Jméno Skola Roénik  Uloh Bodd
magw. 22 219

1. Peter Peresini GJGTajov 2 20 180
2. Miroslav Cicko GJGTajov 3 21 177
3. Petr Skoda GUstavniPH 4 21 175
4. Jan Bulének G Klatovy 3 17 147
5. Krystof Hoder GKptJaroBO 4 13 120
6. Jana Kravalova G VKlobou 4 18 113
7.—8. Ondrej Bilka G Zlin 2 15 103
Miroslav Klimos G Langkr 0 18 103

9. David Matousek GZborovPH 4 12 93
10. Pavel Klavik G Chrudim 1 21 92
11. Marek Jancuska G Nitra 4 9 88
12. Jan Hrncir GFXSaldy 2 19 86
13. Ondrej Garncarz G Piibor 3 22 84
14. Michal Repovsky G Trebisov 4 12 83
15. Pavel Motloch GPBezruce 1 12 77
16. Zbynék Falt GNeumZdar 3 12 74
17. Marek Blahus G UHradi 3 10 72
18. Jana Fabrikova GKptJaroBO 4 14 66
19. Martin Konicek G UBrod 3 11 62
20. Martin Podloucky G Straznic 3 11 60
21. Eva Schlosérikova G Piestany 3 14 58
22. —24.  Martin Cech G UBrod 3 13 56
Petr Kratochvil G Svétla 1 12 56

Filip Sauer G Klatovy 3 13 56

25. Peter Sufliarsky G NZamky 4 11 55
26. — 27.  Stanislav Basovnik G Kromériz 3 7 51
Martin Dobroucky G MTfebova 3 8 51

28. Stanislav Haviar G Klatovy 3 8 50
29. Michal Becka G MTfebova 4 7 48
30. Peter Cerno GLSttra 3 6 46
31. —32. Petr Kortanek G Sedl¢a 2 11 45
Martina Tomisova GZborovPH 4 13 45

33.—34. Jindfich Flidr G Lanskr 4 7 43
Tomés Gavendciak G Bilovec 4 5 43

35. Daniel Marek GZborovPH 2 5 42
36. Petr Sobéslavsky GJHeyrovPH 3 14 41
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37. —38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.

46.
47.

49.
50.
ol.

53.

95.
56.
57.
58.

61.
62.
63.
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— 45.

—48.

—52.

— 54.

— 60.

— 64.

Cyril Hrubis
Martin Kfivanek
Jan Zahornadsky
Petr Svec
Jaroslav Havlin
Adam Pienosil
Marek Ludha
Jan Kietinsky
Martin Kupec
Benjamin Vejnar

Miroslav Kratochvil

Petr Musil

Milan Dvorak
Zbynék Koneény
Jifi Bélohradsky
Jan Richter

Jiri Cabal ml.
Kristyna Knapova
Michal Potfaj
Martin Schmid
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