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Treti série dvacatého prvniho roéniku KSP

Dnes sdhneme do trochu jiného soudku. Po dvou vydaie-
nych reportazich jsme se rozhodli zafadit trochu oddycho-
véjsi téma. O par fadkd nize se mizete zakousnout do krat-
ké sci-fi povidky s naddechem cyberpunku, kterou pro vas
pripravil Martin ,,Bobiik* Krulis. Méli jste nékdy sen, kte-
ry vypadal jako skute¢ny? Co kdyz to neni jen zdani a sen
zacne zit vlastnim Zzivotem ...7

,Zase jsem mel ten sen.“

,Opravdu? A ktery?“ pozvedl doktor oboci a ddl ¢mdral
cost do svého pozndmkového bloku. Sam nevim, jestli je to
vlastnost vsech psychologi, nebo zda to déld jen tenm mdy,
ale obéas mdm pocit, Ze vdm vibec mevénuji pozornost a
snazi se jen udrZovat konverzaci hloupymi dotazy.

wIen o téch lidech,” Tekl jsem unavené. ,Vyspéld civili-
zace, utopickd spolecnost a tak dale. UZ ani nevim, kdy se
mi naposledy zdalo néco jineho.“

A zdd se vam pokaZdé to samé, nebo pozorujete drobné
rozdily?“ zeptal se s dobte hranym viyrazem neutuchagjiciho
zajmau.

»Je to pokaZdé ... trochu jiné. Skoro jako seridl — kazdy
sen je o nécem novém, ale zdroven stale o tom samém ...~

* * x

Opét mi nerekl nic prevratného. Stdle ty samé 7eci o pre-
pracovani a stresu. Nemyslim, Ze by to byl zrovna maij pri-
pad. Jmenuji se Harold a tohle je miyj Zivot. Pracuji na
pozici Tadového drednika v ucetni firmé. Prochdzim formu-
late a pocitam nejruznéjsi statistiky. Mgy Zivot je klidny
a predvidatelny. Nejvétsi vzruseni jsem zaZil, kdyzZ kolega
z kanceldare ztratil sesivacku a celd sména uredniki mu ji
pomdahala hledat. TakZe jak jsem rikal — s tim stresem se
doktor trochu netrefil.

Po navstéve ordinace mé cekala prace. Cely den probé-
hl poklidné — ostatné jako kaZdy jiny den. Zddné vzrusent.
Zddngj stres. Kanceldr jsem opustil presné v 17 hodin a za-
miTil do podzemky. Byla oskliveé preplnénd, ale takovy uz
je Zivot. Stdalo mé to zpozdéni dlouh€ presné tri minuty a
Ctyricet pet vterin.

Doma ndsledovala obvykld vecerni rutina. Nakrmit rybic-
ky, vecere a televizni zprdvy na kandlu 6. Délam to tak kazdy
den. Do postele jsem ulehl s rozectenou knihou a pomalu se
ukolébal ctenim.

* x *

Pohled na mésto byl nadherny. Tdhlo se od obzoru k ob-
zoru a stribrné lesklé vijskové budovy $plhaly k nebi. KazZdy
den vyrostla alespori jedna novd. A mezi nimi na riznych
letovyjch hladindch proplouvala vzndsedla. Uchvatnij pohled,

a pritom nic neobvyklého. BéZna denni doprava. Lidé jedou
do prdce, déti do skoly ...

V jedné nevyznamné budové na okraji mésta vvnitr veli-
kého sdlu mezitim pobihali lidé v bilych pldstich a kriceli na
sebe nesrozumitelné véci. Podobali se mravencum, kterym
praveé nekdo slapl do mravenisté. Shlukovali se do skupinek
a vdsnive debatovali. Co chvili se zase rozprchli do vsSech
smeért a vytvorili nove skupinky. Hluk silil a s nim i zoufal-
stvi pobihagicich lids.

Mistnost protizl ostry piskavy zvuk. VSichni jako na po-
vel utichli a obrdtili se k Tecnickému pultu, ke kterému prdave
z davu vystoupil postarsi muz s plnovousem. Opatrné pre-
jel ostatni nervoznim pohledem a napjatou atmosféru jesté
vylepsil vahavgm odkasldnim.

,VdzZeni kolegové, “ zacal rozechvélym hlasem, ,nent o tom
JiZ nejmensich pochyb. Vsechny nase hypotézy se poturdily
sérit nezavislych experimenti, a tak zbyvd jediné rozummné
vysvétlent ... “ Na chvili se odmlicel, aby si osusil pot z cela,
a pak pokracoval: ,Zijeme ve snu! Celd nase civilizace byla
vytvorena snem nékoho jiného! Navic nejsme schopni urcit,
kdy tento sen —“

* x *

Probudil jsem se. Byly c¢tyri hodiny rdno a na okno tise
bubnoval dést. Posledni itrzky snu pomalu zahaloval mrak
zapomnéni. Oc¢i se prodiraly tmou a postupné rozezndvaly
obrysy nabytku mého pokoje. Posadil jsem se na posteli a
snazil se uklidnit. Neslo to. Ubehla skoro hodina a jd stdle
nehybne sedel. Hlavou se mi honily nejruznéjsi myslenky a
pamét se snaZila sen usporddat. Unava mé piemdhala, ale
strach mé drZel vzhiiru. Nakonec mé ukolébal dést a jd spal
az do rdna.

Budik zazvonil ve c¢tvrt na osm. Z rozespalosti mé pro-
budila aZ studend sprcha spolecné s teplou kdavou a dvéma
croissanty. Zacetl jsem se do rannich novin. Titulni stranu
opet zdobil clanek o néjakém vedeckém objevu. Oci byly za-
méstnany ctenim, ale mou mysl ovlddaly vzpominky na mu-
Ze v bilych pldstich, na jejich experimenty a teorie ... Z roz-
jimani mé probral pohled na hodiny. K certu, prolétlo mi
hlavou. Nasledovalo jesté mnoho slov. Nepéknyjch slov.

Do prace jsem dorazil s velkym zpozdénim. Stalo mé to
napomenuti nadrizeného a ostudu pred vsemi kolegy. Prv-
ni zameskdni po tolika letech. BohuZel to nebyl jeding pro-
blém, ktery mé cekal. Md mysl se potulovala kdesi daleko.
Soustredit se bylo extrémné tézkeé a prace mi nesla od ruky.
V poledne mé mij nadiizeny poslal doma, protoZe jsem za
celé dopoledne nevyplnil jeding formuldr sprdavné.

Doma ale také nebylo k vydrieni. Chodil jsem nervozné
po svém byté sem a tam. Unava mne prondsledovala a jd se



ji snazil unikat. Nakonec mé ale prece jen premohla. Krdtky
spdnek béhem dne nemuze uskodit. Natdhl jsem se obleceny)
na postel a opatrné zavrel oci. Jen krdtké zdrimnuti. Jen
tak krdatke, aby se mi nic nemohlo zddt . ..

* x *

Pohled na mésto byl nadherny. Prdvée zapadalo slunce a
jeho odraz se zrcadlil na lesklém povrchu budov. Vzduch se
lehce tetelil a podtrhdval tak atmosféru letniho vecera.

,Mdme to! Mdame to!“ ozvalo se odkudsi. V malé pra-
covn€ jedn€ bezvyznamné budovy na kraji mésta se rozlétly
dvere. Do nich se vfitila postava mladého muze v brylich
a bilém plasti, ktery nad hlavou vitézoslavné mdval stosem
papiri.

,Mdme co?“ podival se na né&j postarsi muz, kterému
ocividné ona pracovna patrila.

,Prisli jsme na to, jak modifikovat memgramy! Tim mi-
zeme posilat informace primo do mozku naseho Spdace!l“

/
e

21-3-1 Koddovani memgramu

9 bodu

Memgram, tedy zaznam nesouci jednu myslenku, si mi-
zZeme predstavit jako miizku obsahujici 8 x 8 poli. Kazdé
pole muze nabyvat dvou hodnot — 0 a 1. Védci se snazi
memgramy modifikovat, aby pomoci nich mohli pfenaset
své informace. Otazka je, kolik informace muzou zakédovat
do jednoho memgramu.

Posilani informace probiha tak, ze védci dostanou mem-
gram, ktery nese (z jejich pohledu) ndhodnou informaci —
tj. nelze délat zadné predpoklady o tom, kde jsou jednicky
a kde nuly. Tomuto memgramu mizou — ba co vic, dokonce
musi — zménit jeden bit (jednu jedni¢ku pieklopi na nulu
nebo obricené). Mfizka se nesmi otédet, tzn. policka jsou
jasné a jednoznacné ocislovana.

Pfijemce (mozek Space) pak dostane upraveny memgram.
Pritom ale nevi, jak vypadal ptivodni memgram, tedy ani
ktery bit byl zménén. Protoze nas zajima maximélni ve-
likost prenasené informace, predpokladejte, ze mozek umi
informaci rozkédovat, at je jakkoli zakédovand (znd komu-
nika¢ni protokol).

Pro lepsi pfedstavu si uvedme trividlni pfiklad, na kterém
si ukdZeme, jak prenést jeden bit. Reknéme, ze hodnota to-
hoto bitu se bude pfenéset na pozici (1,1) a vSechna ostat-
ni policka budou pro prijemce nepodstatni. Kdyz prijde
memgram, podivame se na nasi pozici. Bud tam pfimo do-
staneme hodnotu, kterou chceme prenést, a pak zménime
libovolny jiny bit (vZdy musime néco zménit, tak sdhne-
me jinam, abychom si polic¢ko (1,1) nerozbili). Pokud tam
je opacné hodnota, zménime poli¢ko (1,1) a tim ho nasta-
vime spravné. Prijemci pak staci precist toto policko, aby

ziskal posilanou informaci.

Vasim tkolem je urcit, kolik nejvice bitd informace lze tak-
to pfenést v jednom memgramu, a popsat, jak bude tato
informace kédovéana.

Pokud tlohu vyftesite i obecné pro memgram obsahujici li-
bovolny podet (V) bitli, pfipadné pokud dokézete, ze vase
feSeni je nejlepsi mozné, bonusové body vas jisté neminou.

w10 vypadd zajimave,“ pokyval hlavou starsi muz, kdyZ
procital papiry mladsiho kolegy. ,A za jak dlouho mizZe byt
zarizent pripravené?“

»Kdyz budeme vsichni pracovat jen na tomto projektu,
mohli bychom to stihnout uZ za pdr dni.“

»Hmm, to neni $patné. Ale pomyslel jste, pane kolego,
na moznost, Ze se mezitim Spac probudi?“

* x *

Probudil jsem se a posadil na posteli. Bylo pozdni odpo-
ledne a venku se zacinalo stmivat. Tyhle sny zacinaji byt
¢im dal realistictéjsi. A také désivéjsi. Musim prijit na ji-
né myslenky! Krdtkd prochdzka by mi mohla vycistit hlavu.
Oblekl jsem se a vyrazil.

V parku se pohybovali nejriznéjsi lide. Bylo to idedlni
misto na odpocinek, prestoZe o sobé ddval podzim védét vti-
ravym chladem a vsudypritomnym zazZloutlym listim. Posa-
dil jsem se na lavicku, pohodlné se oprel. Vecerni vanek mi
lehce foukal do tvdre. Bylo to prijemné osvézujici.

Kolem prosel muz v biléem plasti. Snazil jsem se mu nevé-
novat pozornost. Kazdy prece miZe nosit bily pldst! V opac-
ném smeéru prosla dvojice lidi. Také v bilych pldstich. Vdsni-
v€ diskutovali nad néjakymi dokumenty. Nedaleko se zasta-
vila Zena ve strednich letech. Byla zahalend do bilého pldaste
a vencila malého bilého psa. Vypadal roztomile, ale néco
na ném nebylo v porddku. BliZsi pohled odhalil, Ze pes neni
bily. Byl obleceny do bilého oblecku, ktery ndpadné pripo-
minal pldst. Kdo miZe obléknout psa do néceho takového?!

Mam snad vidiny, nebo se ti lidé okolo zblaznili? Vydal
jsem se smeérem domi a snaZil se prilis merozhlizet po li-
dech. Prepracovani, stres, to bude urcité ono! Nic jiného to
nemauze byjt.

Tepla sprcha, nekolik praski na spani a rychle do postele.
Prosté se z toho vyspim a bude to! UZ Zddné sny o biljch
pldstich. Usilovné jsem se snazil myslet na jiné véci a prasky
pomalu zabraly . ..

* x *

Na rozlehlé, syte zelené louce se pdsly ovce. Uprostied
nich sedél baca a hrdl na vlastnorucéné vyrezanou pistalku.
Ovce klidné prezvykovaly travu a sem tam se ozvalo zabece-
ni. Baca odloZil pistalku a odkudsi vytdhl dizku na mliéko.
Sedl si na stolicku vedle nejblizsi ovce a zacal ji dojit.

Néco nebylo v poradku. Ovce znervoznély a zacaly pobi-
hat sem a tam. Hustd bild vina na nich poskakovala a vldla.
Jako by v ni byly jen oblecené a mohly ji kdykoli shodit.
Trava se podivné leskla a jeji zelend barva vybledla a zme-
nila se na stribrnou. Jednotliva stébla se prestala kyvat ve
vétru a stala vzprimené kolmo k nebi jako vyskové budovy.
Ovce si stouply na zadni. Stdle pobihaly kolem a vdsnive
spolu diskutovaly becivgmi hlasy. Uz na sobé nemély vinu —
byly to bilé pldsté! Baca zmizel neznamo kam a z louky se
stala obrovskd prosvétlend mistnost . ..

Jedna ovce — védec se pritocil k jinéemu a do vseobecného
hluku témeér zakvicel: ,UZ to muzZeme spustit?!“

,Iémeér! Prdvé provddime kalibraci!® odpovédél mu rov-
néz krikem druhy védec.



Uprostred mistnosti stdl pristroj, ktery vypadal jako ja-
derny reaktor zkriZeny s obrim kdvovarem. Okolo pobihala
hromada védci v bilych pldstich, kterti usilovné pracovali na
riznych castech pristroje. Trvalo notnou chvili, neZ dokon-
cili vsechny drobnosti.

,Jsme pripraveni!* zamdval jeden védec z vrcholu pTi-
stroje na kolegu u ovlddacitho pultu. Ten mu zamdval nazpét
a pomalu zatdhl za velkou pdku. Navzdory vsem predpokla-
dum pristroj nezacal ani hucet, ani blikat, jen mald kont-
rolka signalizovala, Ze byl uveden do provozu. Veédci z celé
mistnosti se shromazdili u informacni obrazovky, kde s na-
pétim cekali na pront vysledky. Ciselné ukazatele se pohnuly
a zacaly stoupat. Ozvalo se hromadné oddechnuti a cely dav
zacal optimisticky svitorit.

,Viborné! A ted uloZime nds svét do dlouhodobé pamé-
ti Spdce,“ zavelel nejstarsi védec. Ostatni se rozprchli po
nejblizsim okoli a zacali opét pilné pracovat.

21-3-2 Nadposloupnost 10 bodu

Védci se snazi ulozit informace o jejich svété do paméti
Spéace. Problém je, ze v paméti uz nékteré véci jsou a zadné
nesmi zmizet — to by mohlo mit nedozirné nasledky.

Pamét si pfedstavte jako usporddanou posloupnost vzpomi-
nek. Jednu vzpominku budeme pro jednoduchost brat jako
Tetézec. Zaroven je dana posloupnost vzpominek, které by
védci radi do paméti ulozili. Nékteré vzpominky se mizou
prekryvat s témi, které uz v paméti jsou.

Cilem je najit nadposloupnost takovou, aby puvodni pa-
mét 1 nové vzpominky predstavovaly podposloupnosti této
nadposloupnosti. Vzhledem k tomu, Ze pamét neni svou ka-
pacitou neomezena, méla by byt nadposloupnost nejkratsi
mozna, aby se minimalizovalo riziko zapominani.

X

Priklad: V paméti je ,snidané&
ci chtéji pridat ,,vegete“, ,sen“ a ,snidan&“. Jeden z moz-
nych vysledkt je ,,snidang“,  prace“, ,velefe“, ,sen“ a
»,Snidang“. Vyskrtnutim snu a druhé snidané dostaneme
ptvodni pamét a vyskrtnutim prvni snidané a prace dosta-
neme posloupnost, kterou by radi védci do paméti dostali.

, yprace® a  velete®. Véd-

Probudilo mé drncent budiku. Musel jsem spdt opravdu
tvrde, protoze zvonil uZ nékolik minut v kuse. Hlava byla
cistda a celym télem mi pulzovala energie. Byl to nddherny
pocit. Stacilo pdr minut, abych se osprchoval, nasnidal a
vyrazil do kanceldre.

Prdce mi sla od ruky. Formulare, které se mi nahromadi-
ly za véerejsek, zmizely jesté pred dopoledni poradou a chvili
po poledni jsem mél splnéné vSechny povinnosti na dnesni
den.

»Dobrda prace, Harolde!* pochvdlil mé nadrizeny prede
vsemi kolegy. ,,Vidim, Ze jsi prekonal tu vcéerejsi krizi.“

»Potreboval jsem se z toho jen poradné vyspat,“ odpove-
del jsem ledabyle a pribral si dalsi formuldre navic od svijch
koleg.

Prdce mé tplné pohltila. Cas ubihal a kanceldr se postup-
né vyprazdnovala. Vyrusil mé aZ vratny, kdyzZ kontroloval,
zda v budové nikdo nezbyl. To byl ale produktivni den! Mu-
sel jsem udélat prdci nejméné za pét lidi! Cesta domu byla
klidnéjsi nez obvykle. Podzemka byla poloprdazdnd. Aby také
ne, v tuhle dobu.

Cekal mne pravidelny vecerni ritudl. Nakrmit rybicky,
vecere a vecerni zpravy. Mij prescas v prdaci ale zpisobil,
Ze zprdvy na kandlu 6 uZ ddvno skoncily. Na obrazovce po-
bihala néjakd zvirata, zatimco hlas na pozadi vyprdavél od-
borné pikantnosti z jejich Zivota. Zajimave, ale ne zas tolik.

-3 -

Vypnul jsem televizi a Sel si ¢ist do postele.
* Kk Kk

Pohled na mésto byl nddherny. Vychdzelo slunce a spo-
leécné s nim se probouzeli lidé. Proudy vznasedel houstly a
mésto pomalu oZivalo. Do jedné uz ne tak bezvyjznamné bu-
dovy na kraji mésta se sbihali védci. Predndska na téma
Snovych svéetu se bude konat od deviti hodin ve Velké aule,
informovaly vSudypritomné plakdty.

Aula se plnila a s pribjvajicim mnoZstvim lidi se zvySoval
i hluk. Sepot se brzy zmeénil v kiik a v mistnosti nebylo
slyset vlastniho slova. K Tecnickému pultu vystoupil starsi
muz s plnovousem. Chvili pockal, neZ hluk v sdle utichl na
prijatelnou droven, a zacal predndset.

Mluvil dlouze o nejriznéjsich vecech. Jak je mozné Zit
ve snu a jak€ filozofické problémy jsou s tim spojené. Kolik
takovych snovych svétu mize existovat, jak jsou propojené
a zda se dd mezi nimi cestovat. Zda mohou existovat sno-
v€ svéty vytvorené snem osoby, kterd je rovnéz uvéznéna ve
snu. Jak mohou snové svéty ovlivriovat redlné svéty a nao-
pak. A na zavér upozornil posluchace na vazny problém.

»Jak jisté€ vsichni vite, jsme uvéznéni v mysli Spdce.
Spusténim pristroje na dpravu memgrami se nam podaii-
lo zafixovat nasi existenci primo v jeho paméti a podvé-
domi, takZe nehrozi, Ze by na nds v blizké dobé zapommeél.
Ale stdle tu existuje jeden problém ...« Predndsejici se na
chvili odmlcel, prohrabl si plnovous a promitl dalsi hologra-
ficky obrdzek. ,,Co kdyz naseho spdce potkd Teknéme mald
mozkovd prihoda? Co kdyZ ho zitra prejede cestou do prdce
auto? A i kdybychom meéli §tésti a nic z toho se nestalo,
spdc je jen obycejny clovek. Za néjakych padesdt, moznd
Sedesdt let stejné zemre prirozenou smrti a nase civilizace
zanikne s nim.“

Posledni véta wisela ve vzduchu a v aule se rozhostilo
uplné ticho. Po chvili se mezi posluchaci zvedla ruka tés-
né ndsledovand i jejim magitelem. Stoupl si, rozhlédl se po
okolnich posluchacich a pak se rozechvélym hlasem zeptal:
»A myslite, Ze s tim pujde néco udélat, pane profesore?*

, UpTimné teceno, nevim. Stdle nad tim bdddme. Prav-
dépodobné je nasi jedinou moznosti vytvorit tunel mezi re-
dalnym a snovygm svétem. Problém je, Ze by si to vyZddalo
obrovské mnoZstvi energie a také uplnou znalost topologie
vSech snovych svétu Space.

Aula zacala tise Sumét vzruSenymi debatami. O chuvili
pozdéji se z davu zvedla jind ruka. ,Myslim, pane profesore,
Ze bych pro vds mohl vyresit to druhé ...«

21-3-3 Topologie snu 10 bodu

Topologie snovych svétl je reprezentovana binarnim stro-
mem. Katedra snového inZenyrstvi se pokusila zmapovat
okolni svéty, ale zatim maji k dispozici jen netiplna data.

Podaftilo se jim ziskat tento strom vypsany v prefixové a
infixové notaci. Problém je, Ze pro dalsi zpracovani by velice
potiebovali mit strom vypsany také v postfixové notaci.

Napiste algoritmus, ktery z prefixového a infixového vypisu
sestavi vypis postfixovy, pfipadné oznami, ze ze zadanych
dat nelze sestavit tento vypis jednoznacné.

Jednotlivé vrcholy jsou ve stromé oznaceny celymi ndhod-
nymi Cisly. Oznaceni je navic jednoznacné — tj. zadné dva
vrcholy nemaji stejné ¢islo.

Priklad: Pro strom s prefixovym vypisem 16 11 19 3 42 a
infixovym 11 16 3 19 42 bude postfixovy vypis 11 3 42 19 16.



Nasledugjicich nékolik dni bylo velmi zajimavych. Ener-
gie mne neopoustéla, a tak jsem strdvil v prdci i cely vi-
kend. Muj pldn byl nasetrit néjaké prescasy a pak si udélat
dovolenou. Ale neslo to. Mozek byl prilis aktivni a neustd-
le potreboval néco resit. KaZdou noc se mi zddly tytéz sny
o védcich usilovné pracugicich na zarizent, které by je mélo
dostat ven ze snu. Zacinalo mé to desit. Opét jsem navsti-
vil svého psychologa a prevyprdvél mu své sny i to, co se se
mnou v posledni dobe deje . . .

»lakZe Tikdte, Ze oni — tedy jako v tom vasem snu — néco
stavi?“ zeptal se uz asi po cturte.

LAno. Jak jsem tikal, stavi néjaké zarizeni, které by je
mélo dostat ven ze snu.“

»Hm. Velmi zajimavé, “ pokyval doktor hlavou a zamyslel
se. ,,Myslim, Ze byste je mél nechat, aby to dostaveli.“

»A nemohlo by to byt — ja nevim — nebezpecné?“

»onad nemyslite, Ze by to mohlo byt skutecné,* usmdl
se. ,Ten stroj symbolizuje néjakou véc ve vasem podvédo-
mi, kterd cekd, aZ ji vyresite. Pomozte jim. Méjte dobrou
vuli ten stroj dostavét. Jedine tak vase podvédomi wvyresi
problém, ktery zrejmé mdte.“

Uzasné! Psychologové magi prosté na vsechno vysvétlend.
Cestou do prdace se mi hlavou honily nejruznejsi myslenky.
Na jednu stranu mohl mit pravdu. Na druhou stranu, co
kdyz je ten sen skutecny. Nebo je také mozné, Ze mi Splou-
chd na magjdk! V duchu jsem se zasmdl t€ hloupé myslence,
ale veselo mi nebylo.

Vecer jsem dal na radu psychologa. Od ted bude mou jedi-
nou myslenkou pred spanim dostavét ten zatraceny pristroj.
At to stoji co to stoji.

* x *

Pohled na mésto byl nadherny, ale zdaleka uzZ ne tak
uchvatny. Byl to stdle ten stejny pohled, ktery se vracel noc
co noc. Budova na okraji mésta, ve které védci pripravova-
li svuj pristroj, byla stdle plnd a Zila cilou kreativni praci.
Prave resili dalst problem . ..

»UZ se nam podarilo rozmistit jednotlivé sny na ruzné
frekvence, ale stale nemdme potrebny vykon, abychom je
dokdzali vSechny pokryt,“ tikal prave jeden védec druhému.

A co kdybychom optimalizovali hierarchii snu?“

»1o by mohlo jit, ale vyslednd struktura by musela mit
co nejmenst praumer!“ prikyvl védec a zacal pocitat potrebné
uUpravy.

21-3-4 Optimalizace stromu 11 bodu

Hierarchie, do které védci preusporadali jednotlivé sny, je
vlastné strom. Ale uz nemusi byt nutné binarni a také neni
zakofenény. Manipulace se sny je velmi slozita, takze miize-
te jen jednu hranu odebrat a jednu hranu pfidat. Vysledek
musi byt opét souvisly strom a navic musi mit nejmensi
mozny prumer.

Pro upresnéni: Terminem prumér zde myslime pocet hran
na cesté mezi dvéma nejvzdalengjsimi vrcholy grafu (v na-
Sem piipadé stromu).

Priklad: Na nésledujicich obréazcich je uveden strom, ktery
mame modifikovat. Na prvnim obrazku je zvyraznéna hra-
na, kterou odebirame, na druhém hrana, kterou jsme pfi-
dali. Pvodni strom ma primér 5, po Gpravé se dostaneme
na hodnotu 3.

»To by mélo stacit, prikyvl postarsi védec, kdyz prosel
vSechna cisla. ,Zkontrolujte znovu vsechny systémy! Zbyva
neceld hodina do spusténi!“

Zatizeni mélo tvar obrovského ovdlu. Po obvodu byly pri-
delany mohutné civky, ke kterym se tahly tlusté kabely. Po-
bihajici vedci kontrolovali posledni detaily pred prunim spus-
ténim. Cas pomalu ubithal a jednotlivé tymy postupné po-
turzovaly funkénost jednotlivych systémi. Pripravy byly do-
konceny a cekalo se pouze na pokyn z nejuyssich mist. Pan
profesor, ktery cely vyvoj Tidil, se postavil pred shromdzZdéné
védce.

»Erperiment, ktery nyni provedeme, je velice nebezpec-
ny. Pokud jsme nékde udélali chybu, ten, kdo projde brdnou
na druhou stranu, muze skoncit kdekoli. Treba v néjaké noc-
ni mure, nebo jesté hur ... “ ShromdzZdeni védci se podivali
jeden na druhého.

»Nemohu po nikom z vds chtit, aby takto riskoval sviyj
Zivot,“ mavdzal profesor. ,,Proto jsem se rozhodl, Ze brdnou
projdu sam.“ Z hloucku pritomnyjch lidi se ozvalo prekvape-
né€ zalapdni po dechu.

»Spustte to!“ zavelel profesor a otodil se k zarizeni. Ozva-
lo se hlasité cvaknuti spinanych kontakti a hluboké brucent
transformdatori. Vzduch uvniti ovdlu se zacal vinit a tmav-
nout. Ve vzduchu byl citit silny elektrostaticky ndboj. Obraz
uvnitt portdlu se ustdlil a skupinka védcu zirala do tmavé
mistnosti. Uprostred ni byla postel, ve které kdosi spal.

Profesor pomalu vykrocil k ovdlu. Naposledy se otocil a
kyvl svgm kolegim na pozdrav. Zhluboka se nadechl a jed-
nim krokem prosel skrz. Obraz loZnice se zavinil. Pak zacal
rychle blednout, aZ zmizel docela . ..

Probudil jsem se a posadil se. U postele stdla postava.
O¢i pomalu privykly Seru a rozeznaly dlouhy pldst a plno-
VOUS . ..

* x *

»Vzpomindte na ty védce z mého snu? Tok uzZ dostavéli
to zarizeni.“

,Opravdu? A mélo to na vds néjaky ucinek?“ zeptal se
doktor.

»Myslim, Ze ano,“ prikyvl jsem. ,KaZdopdadné se mnou
dnes prisel nekdo, kdo by se s vami rad sezndmil ...«

21-3-5 Prakticka: Rozklad na souéty 10 bodu

V této sérii se ndm praktickd tloha ne-
vesla do pfibéhu. Ale nebojte se, o to 1lépe
se vam bude Tesit . . .

Tuto tlohu odevzdavejte vyhradné pro-
stfednictvim webové aplikace CodEx
(https://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp/).
Pokud jste s fesenim zacali teprve v té-
to sérii a nevite, co je CodEx, podivejte se tfeba na tlohu
21-1-2 , Optimalizace kotli“, ve které naleznete tivodni po-
vidani o CodExu.

Zadani:

Na standardnim vstupu je zadéno éislo N (1 < N < 40).
Vypiste na standardni vystup vSechny moznosti, jak toto
¢islo rozlozit na soucet celych kladnych ¢isel. Kazdy rozklad



musi byt uveden na samostatném radku, sCitance vyjmeno-
vany od nejmensiho k nejvétsimu a oddéleny znaménkem
»+¢. Na poradi radki nezalezi.
Napriklad pro N =5 je jeden ze spravnych vystupt nasle-
dujici:

1+1+1+1+1

1+1+1+42

1+1+3

1+2+2

1+4

2+3

5

21-3-6 Pan Cowmess 12 bodu

Tuto tlohu musite fesit v programovacim jazyce RAPL, je-
hoz popis najdete v zadani tlohy 21-1-6 z prvni série.

Pan Cowmess [¢téte Koumes] si zalozil softwarovou firmu
Zkratil a Zrychlil, s.r.o., ktera se hodla zabyvat programo-
vanim nejkratsich a nejrychlejSich programi na svété. Pro
svého prvniho zdkaznika napsal nasledujici program:
n=20

y 1

An] =x % 2

n+1
x=x/2
if n < 32
i=0-1
i i+1
if i >=
if A[il
j = 0-1
j= g%
if j >=n =>
if A[j] <> 1
Ali] = 2
A[j]1 = 2
jump hledej
if A[k] = 2 => jump ok
y=20

k = k+1

if k < n => jump zkus

cyklus:

n

jump cyklus

hledej:
jump zkus

=> jump hledej

druhe:
jump hledej
=> jump druhe

zkus:

ok:

Vam se (zcela opravnéné) nezd4, Ze by tento program byl
obzvlast kratky nebo rychly. Zkuste tedy pfijit na to, co
Cowmesstv program déla, a zdtvodnit, pro¢ to déla (za 6
bodi). Pak napiSte daleko kratsi program, ktery pocita to-
té% (za dalsich 6 bodi). Tim myslime, Ze v4$ program ma
pro libovolnou pocatecni hodnotu registru x odpovédét stej-
nou hodnotou y jako ptivodni program. Vase feSeni miize
byt i pomalejsi, hlavni je, aby mélo co nejméné instrukeci.

Recepty z programatorské kucharky

V dnesnim dilu kuchatky si zavedeme zakladni pojmy z teo-
rie graft a ukazeme si, jak fesit problém nalezeni minimalni
kostry grafu. Také si popiseme datovou strukturu Disjoint-
Find-Union (jeji ndzev je ¢asto zkracovan na DFU), kterou
Sikovné pouzijeme pravé na resSeni tohoto problému.

Grafy

Neorientovany graf je urCen mnozinou vrcholi V' a mno-
zinou hran F, pri¢emz hrany jsou neusporiadané dvojice
vrcholt. Hrana e = {x,y} spojuje vrcholy z a y. Vétsinou
pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym

(takovym hrandm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vr-
choly nevedla vice nez jedna hrana (pokud toto neplati,
mluvime o multigrafech). Neorientovany graf vétsinou zob-
razujeme jako body pospojované ¢arami.

Neorientovany graf a jeho kostra; multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechdnim nékterych (a nebo zadngch) hran a vr-
chold.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu z dojit po hranach
do vrcholu y. OvSem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu
zavadéjici, proto si zavedeme par pojmu:

® sled budeme tikat takové posloupnosti vrcholti a hran
tvaru vy, e1,v2,€2,...,€n_1,0p, 7€ €; = {v;,vi41} pro
kazdé . Sled je tedy né€jakd prochazka po grafu. Délku
sledu mérime poc¢tem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v;
pro i # j. Vsimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, ze pokud existuje sled z vrcholu x do y
(v1 =z, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu x do vr-
cholu y: Kazdy sled, ktery neni cestou, obsahuje néjaky
vrchol u dvakrat, necht u = v; = v;, i < j. Z takového sle-
du ale mtizeme vypustit posloupnost e;, vit1,...,€;-1,v;
a dostat také sled spojujici v; a v,, ktery je urcité kratsi
nez puvodni sled. Tak muzeme po koneé¢ném poctu tprav
dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat,
tedy k cesté.

Kruznici nazyvame cestu délky alespon 3, ve které oproti
definici plati v; = v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruznice
v grafu také divame jako na podgrafy, které ziskame tak,
ze z grafu vypustime vSechny ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu ¢. To vyplyva z faktu, Ze existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mtzeme dostat napiiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b az b do c. A jak jsme si
ukazali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na pfedchozim obrézku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fim budeme fikat souvislé. Pokud je graf nesouvisly, miize-
me ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na par graf z prirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. Ukdzeme, ze kazdy strom s ale-
sponi dvéma vrcholy mé nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci
si najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime
libovolnou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty museji
byt nutné listy: kdyby z nékterého z nich vedla hrana, mu-
sela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by
ve stromu byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu
mohli prodlouzit, takze by ptivodni cesta nebyla nejdelsi.



Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.

PRSI

Les, jak ho vidi matematici

Nékdy se hodi jeden z vrcholti stromu prohlésit za koren,
¢imz jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni
— je to zvlastni, ale informatici obvykle kresli stromy kote-
nem vzhiru) a dolt (od kofene). Souseda vrcholu smérem
nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem doli
jeho syny.

Jesté se nam bude hodit nahlédnout, ze strom s n vrcholy
ma pravé n— 1 hran: Budeme postupovat matematickou in-
dukci podle poc¢tu vrchold stromu. Strom s jednim vrcholem
neobsahuje zadnou hranu. Pokud mame strom s n > 1 vr-
choly, vezméme libovolny jeho list a odeberme ho ze stromu.
Tim ziskdme opét strom (souvislost jsme porusit nemohli a
kruznici jsme také nevytvorili) a jeho podet vrchola je o 1
mensi. Podle indukéniho pfedpokladu mé o jednu hranu
méneé nez vrcholt. Nyni list , pfilepime® zpét, ¢imz zvysime
pocet vrcholi i hran o 1, a tvrzeni stale plati.

A nyni k slibovanym kostram. Mé&jme néjaky souvisly graf.
Jeho kostrou nazveme libovolny podgraf, ktery obsahuje
v8echny vrcholy a nejmensi pocet hran takovy, aby kaz-
dé dva vrcholy byly spojeny néjakou cestou. Vsimnéte si,
7e kostra musi byt sama souvisld a navic neobsahuje zad-
nou kruznici (jinak bychom mohli libovolnou hranu lezici
na kruznici z kostry beze skody odebrat, ¢cimz bychom zis-
kali mensi kostru, a to nam definice zakazuje.) Cili kazda
kostra je strom. Na prvnim obrazku je kostra levého grafu
znazornéna silnymi hranami.

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz
v nasem pripadé bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohod-
noceny graf. V takovych grafech pak obvykle hleddme mezi
vSemi kostrami kostru minimdlni, coz je takova, pro kte-
rou je soucet vah jejich hran nejmensi mozny. Graf mize
mit vice miniméalnich koster — napriklad jestlize jsou vsech-
ny vahy hran jednicky, vSechny kostry maji stejnou vahu
n — 1 (kde n je pocet vrcholt grafu), a tedy jsou vSechny
minimélni. Pokud si graf predstavime jako mésta spojena
silnicemi, problém nalezeni minimélni kostry mizeme vidét
nasledovné: Chceme urcit silnice, které se budou v zimé
udrzovat sjizdné tak, aby soucet délek silnic, které je treba
udrzovat, byl co nejmensi mozny a zaroven se stale bylo
mozné piepravit mezi kazdymi dvéma mésty.

Algoritmus pro hledani minimalni kostry

Algoritmus na hledani minimélni kostry, ktery si predvede-
me, je typickou ukézkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve
setfidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kostru bude-
me postupné vytvaret pridavanim hran od té s nejmensi
vahou tak, Ze hranu do kostry pfidame pravé tehdy, po-
kud spojuje dvé (prozatim) riizné komponenty souvislosti
vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené
kostry pridame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vr-
choly, které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklic-
ky podgraf grafu, ktery je souvisly (pokud vstupni graf je
souvisly, coz mléky predpokladdme). Nez si ukdzeme, Ze

nalezena kostra je opravdu minimalni, podivejme se na ¢a-
sovou slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf mé
N vrcholi a M hran, tak Gvodni setfidéni hran vyzadu-
je ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych t¥idicich
algoritmt popsanych v jednom z minulych dild kuchai-
ky) a poté se pokusime pfidat kazdou z M hran. V dru-
hé casti kucharky si ukdzeme datovou strukturu, s jejiz
pomoci bude M testd toho, zda mezi dvéma vrcholy ve-
de hrana, trvat nejvyse O(M log M). Celkova ¢asova slozi-
tost naseho algoritmu je tedy O(M log N) (vSimnéte si, Ze
log M < log N? = 2log N). Paméfova slozitost je linearni
vzhledem k po¢tu hran, tj. O(M).

Dikaz spravnosti hladového algoritmu

Zbyva dokézat, zZe nalezena kostra vstupniho grafu je mini-
malni. Bez 1jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze va-
hy vSech hran grafu jsou navzajem rizné: Pokud tomu tak
neni jiz na zacatku, pricteme k nékterym z hran, jejichz
véhy jsou duplicitni, velmi malé kladné cela ¢isla tak, aby
poradi hran nalezené nasim tfidicim algoritmem ztstalo za-
chovano. Tim se kostra nalezend hladovym algoritmem ne-
zméni a pokud bude tato kostra minimalni s modifikovany-
mi vahami, bude minimalni i pro ptivodni zadéni.
Oznac¢me si nyni T,j; kostru nalezenou hladovym algorit-
mem a T,i, néjakou minimalni kostru. Co by se stalo, kdy-
by byly rizné? Vime, ze vSechny kostry maji stejny pocet
hran, takze musi existovat alesponi jedna hrana e, ktera je
v Thig, ale neni v Tinin. Ze vSech takovych hran si vyberme
tu, kterd ma nejmensi vahu, tedy kterou algoritmus pridal
jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu tésné pred
pridanim e, vidime, Ze sestrojil néjakou ¢astec¢nou kostru F,
kterd je jesté soucésti jak Tinin, tak Thig.

Pridejme nyni hranu e ke kostie Tiyin- Tim vznikl podgraf
vstupniho grafu, ktery zjevné obsahuje néjakou kruznici C'
—uz pred pridanim hrany e totiz Ti,;, byla souvisla. Protoze
kostra T4, neobsahuje Zddnou kruznici, na kruznici C' musi
byt alespoii jeda hrana e’, kterd neni v Tyi,.

Vsimnéme si, ze hranu ¢’ nemohl algoritmus zpracovat pred
hranou e: hrana e’ nelezi v Ty,;, na zadném cyklu, takze
tim spi$ netvofi cyklus v F' a kdyby ji algoritmus zpraco-
val, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil. Z toho
plyne, Ze vdha hrany e’ je v&tSi nez vaha hrany e. Kdyz
nyni z kostry Tiin odebereme hranu ¢’ a pfiddme misto
ni hranu e, musime opét dostat souvisly podgraf (e a e’
preci lezely na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho
grafu. Jenze tato kostra mé celkové mensi vdhu neZ mini-
malni kostra Ti,in, oz neni mozné. Tim jsme dosli ke sporu,
a proto Tmin & Th1e nemohou byt rizné.

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny
na nékolik disjunktnich podmnozin (¢ili takovych, Ze Zadné
dvé nemaji spoleény prvek). To znamend, %e pomoci této
struktury muzeme pro kazdé dva z ulozenych prvki fFici,
zda patti ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU
vrcholy zadaného grafu a budou nélezet do stejné podmno-
ziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvorené ¢asti kostry
existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou od-
povidat komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura
DFU provadét nasledujici dvé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné roz-
kladu. Tato operace bude v pfipadé naseho algoritmu od-



povidat testu, zda dva vrcholy lezi ve stejné komponenté
souvislosti.

® union: Slouc¢eni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci
v naSem algoritmu na hledani kostry provedeme vzdy,
kdyz do vytvafené kostry pfiddme hranu (tehdy spojime
dvé rizné komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny re-
prezentovat. Prvky obsazené v jedné podmnoziné budou
tvorit zakofenény strom. V tomto stromé vsak povedou uka-
zatele (trochu nezvykle) od listi ke kofeni. Operaci find lze
pak jednoduse implementovat tak, Ze pro oba zadané prvky
nejprve nalezneme koteny jejich stromt. Jsou-li tyto kofeny
stejné, jsou prvky ve stejném stromeé, a tedy i ve stejné pod-
mnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rizné, jsou zadané prvky
v ruznych stromech, a tedy jsou i v riznych podmnozinach
reprezentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak,
7e mezi kofeny stromt reprezentujicich slucované podmno-
ziny ptriddme ukazatel a tim tyto dva stromy spojime do-
hromady.

Implementace dvou vyse popsanych operaci, jak jsme se ji
prévé popsali, nésleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz
rozklad reprezentujeme, bude mnozina ¢isel od 1 do N. Ro-
dice jednotlivych vrcholt stromu si pak pamatujeme v poli
parent, kde 0 znamena, Ze prvek rodice nema, tj. zZe je ko-
fenem svého stromu. Funkce root(v) vrati kofen stromu,
ktery obsahuje prvek v.

var parent:array[l..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v,w:integer):boolean;
begin

find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v,w:integer);
begin
:=root(v);

w:=root (w) ;

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

v

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by
se ale mohlo stéat, Zze stromy odpovidajici podmnozindm bu-
dou vypadat jako ,hadi“ a pokud budou obsahovat N prv-
ki, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(NV).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoducha vy-
lepSeni:

® union by rank: Kazdy prvek ma prifazen rank. Na za-
¢atku jsou ranky vsech prvkid rovny nule. Pfi provadéni
operace union pripojime strom s kofenem mensiho ranku
ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofenti stromt
se v tomto piipadé neméni. Pokud kofeny obou stromt
maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale rank kofenu
vysledného stromu zvétsime o jedna.

path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny
prvky na cesté od prvku v ke kofeni rovnou na kofen, tj.
zménime jejich rodice na kofen daného stromu.
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Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se
zméni implementace funkci root a union:

var parent:array[l..N] of integer;
rank:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;

begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;

end;

{zmena kvuli path compression}
function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]) ;
root:=parent[v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zmena kvuli union by rank}
procedure union(v,w:integer);
begin
=root (v);
=root (w) ;
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;

v
W

end
else
if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zaméfme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve
ufinime nasledujici pozorovani: Pokud je prvek v s ran-
kem r kofenem stromu v datové struktuie DFU, pak tento
strom obsahuje alespon 2" prvki. Nase pozorovani dokaze-
me indukei podle r. Pro » = 0 tvrzeni zfejmé plati. Necht
tedy r > 0. V okamziku, kdy se rank prvku v méni z r — 1
na r, sluéujeme dva stromy, jejichz kofeny maji rank r — 1.
Kazdy z téchto dvou strom® méa dle indukéniho predpokla-
du alesponi 2771 prvki, a tedy vysledny strom méa alespoii
2" prvki, jak jsme pozadovali. Z naseho pozorovani ihned
plyne, ze rank kazdého prvku je nejvyse log, N a prvka
s rankem 7 je nejvySe N/2" (v8imnéme si, Ze rank prvku
v DFU se neméni po okamziku, kdy dany prvek prestane
byt kofen néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého
stromu v DFU rovna ranku jeho korene, protoze rank ko-
fene se méni pravé tehdy, kdyz zvétsujeme hloubku stromu
o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, N,
hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N.
Potom ale procedura root spotiebuje ¢as nejvyse O(log N),
a tedy operace find a union stihneme v ¢ase O(log N).



Amortizovana ¢asova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je
amortizovand ¢asova slozitost. Rekneme, Ze néjaka opera-
ce pracuje v amortizovaném ¢ase O(t), paklize provedeni
libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). Pfitom
provedeni kterékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat cas
vétsi. Tento vétsi cas je pak v souctu kompenzovan kratsim
Casem, ktery spotfebovaly nékteré predchozi operace.

Nejdfive si pfedvedme tento pojem na jednoduchém piikla-
dé. Reknéme, Ze mame ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé.
Pricist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva konstantni cas,
nebot zalezi na tom, kolik jedni¢ek se vyskytuje na kon-
ci zadaného cisla. Pokud se ndm ale povede ukazat, ze N
priceni jednicky k cislu, které je na pocatku nula, zabere
¢as O(N), pak muZeme Fici, Ze kazdé takové pficteni trvalo
amortizované O(1).

Jak tedy ukdzeme, ze N pficteni jednicky k cislu zabere
¢as O(N)? PouZijeme k tomu ,penizkovou metodu“. Kaz-
da operace nas bude stat jeden penizek a pokud jich na N
operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokdzano. Kazdé
jednicce, kterou chceme pficist, ddme dva penizky. V pri-
béhu celého pri¢itani bude platit, ze kazda jednicka ve dvoj-
kovém zapisu ¢isla mé jeden penizek (kdyZ zacneme jednié-
ky pri¢itat k nule, tuto podminku splnime). Pfi¢itani bude
probihat tak, Ze pri¢itand jednicka se ,podiva“ na nejniz-
§i bit (tj. ve dvojkovém zapise na posledni cifru) zadaného
¢isla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula, zméni ji
na jednicku a da ji svij zbyly penizek. Pokud to je jednic-
ka, vezme si pfi¢itand jednicka jeji penizek (¢ili uz ma zase
dva), zméni zkoumanou jedni¢ku na nulu a pokrac¢uje u dal-
$iho bitu, atd. Takto splnime podminku, Ze kazda jednicka
v dvojkovém zapisu ¢isla ma jeden penizek. Tedy N pricita-
ni nas stoji 2N penizkd. Protoze pocet penizkt utracenych
béhem jedné operace je imérny spotrebovanému casu, vidi-
me, %e vSech N pfi¢teni probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké
si uvédomit, ze pricteni nékterych jednicek mize trvat az
O(log N), ale amortizovana ¢asové slozitost pficteni jedné
jednicky je konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a niko-
liv union by rank, dalo by se dokazat, ze kazda z operaci
find a union vyzaduje amortizované ¢as O(log N), kde N
je pocet prvki. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze
tim bychom si nijak oproti samotnému wunion by rank ne-
pomohli. Pro¢ tedy vlastné hovofime o obou vylepsenich?
Inu proto, ze pii pouziti obou metod soucasné dosahneme
mnohem lep§iho amortizovaného ¢asu O(a(N)) na jednu
operaci find nebo union, kde a(N) je inverzni Ackerman-
nova funkce. Jeji definici mizete nalézt na konci kucharky,
zde jen poznamenejme, Ze hodnota inverzni Ackermannovy
funkce a(N) je pro v8echny praktické hodnoty N nejvyse
¢tyfi. Cili dosdhneme v podstaté amortizované konstantni
¢asovou slozitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.

Dokézat vyse zminény odhad ¢asové slozitosti funk-
@@ cl a(N) je docela tézké, my si zde pfedvedeme po-
nékud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ¢asovy odhad
O((N+L)log™ N), kde L je pocet provedenych operaci find
nebo union a log* N je tzv. iterovany logaritmus, jeho# de-
finice nasleduje. Nejprve si definujeme funkci 2 T k rekur-
zivnim predpisem:

210=1, 21k=2210h"1

Méme tedy 211 =2,212=2%2=4,2713=2%= 16,
2 174 =21 =65536,2 T 5 = 269936 atd. A konec¢ns,
iterovany logaritmus log* N ¢isla N je nejmensi pfirozené
Cislo k takové, ze N < 2 1 k. Jind (ale ekvivalentni) defini-
ce iterovaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet,
kolikrat musime ¢islo N opakované zlogaritmovat, nez do-
staneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyvé provést slibenou analyzu struktury DFU pii soucas-
ném pouziti obou metod union by rank a path compression.
Prvky si rozdélime do skupin podle jejich ranku: k-ta sku-
pina prvki bude tvorena témi prvky, jejichz rank je mezi
(21 (k—1))+1a27 k. Napt. tieti skupina obsahuje ty
prvky, jejichz rank je mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéle-
ny do 1+log™ log N = O(log" N) skupin. Odhadnéme shora
pocet prvku v k-té skupiné:

21k—21(k—1)

N N N 1
9(21(k—1))+1 +oeet 227k — 921(k—1) Zl 5 | =
__N N
=20 T T 21k

Ted miizeme provést ¢asovou analyzu funkce root(v). Cas,
ktery spotiebuje funkce root(v), je pfimo tmérny délce ces-
ty od prvku v ke koreni stromu. Tato cesta je pak nasledné
rozpojena a vSechny prvky na ni jsou prepojeny piimo na
kofen stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty,
které ,natctujeme” tomuto volani funkce root(v), a ty, kte-
ré zahrneme do faktoru O(N log* N) v dokazovaném ¢aso-
vém odhadu. Do volani funkce root(v) zapocitdme ty hrany
cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v riznjych skupi-
néach. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log™ n) (vSimnéte
si, ze ranky prvki na cesté z listu do kofene tvori rostouci
posloupnost).

Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stro-
mu. Pii kazdém pfepojeni rank rodice prvku v vzroste. Te-
dy po 2 T k pfepojenich je rodi¢ prvku v v (k + 1)-ni nebo
vys$si skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hra-
na z néj na cesté do kofene nebude t¢tovana volani funkce
root(v) nejvyse (2 T k)-krat. ProtoZe k-ta skupina obsahuje
nejvyse N/(2 1 k) prvka, je pocet takovych hran pro vSech-
ny prvky této skupiny nejvyse N. A protoze pocet skupin
je nejvyse O(log™ N), je celkovy podet hran, které nejsou
zapocitany voldnim funkce root(v), nejvyse O(N log" N).
Protoze funkce root(v) je volana 2L-krat, plyne ¢asovy od-
had O((N + L)log™ N) z pravé dokdzanych tvrzeni.
Inverzni Ackermannova funkce «(N)

Ackermannovu funkci lze definovat nasledujici konstrukei:

Ag(i) =i+1, Agi1(i) = AL(3) pro k >0,
kde vyraz Al zastupuje slozeni i funkci A, napi. 4;(3) =
Ap(Ap(A0(3))). Plati tedy nésledujici rovnosti:

Ao(i) =i+1, Ai(i)=2i, As(i)=2"-4.
Jednoparametrova Ackermannova funkce A(k) je pak rovna
hodnoté A (2), ¢ili A(2) = A2(2) =8, A(3) = A3(2) =21,
A(4) = A4(2) =~ 2 7 2048 atd... Hodnota inverzni Acker-
mannovy funkce a(N) je tedy nejmensi pfirozené &islo k
takové, ze N < A(k) = Ay(2). Jak je vidét, ve vSech redl-
nych aplikacich plati, ze a(N) < 4.
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