Mili Tesitelé a resitelky!

Jako nasi otcové a dédové, i my vam piinasime feSeni ctvrté série. Pata série je rovnéz uzaviend
a opravujeme ji, se¢ muzeme, takze si uzivejte zacatek prazdnin a téSte se na soustiedéni!
Kdyz uz si vase nohy tak p€kné lebedi nahote, mii- Korespondenéni seminar z programovani
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ké tlohy, pochvélit pilné organizatory a mudrovat Malostranské namésti 25

nad tim, co bychom pro vés jesté mohli ucinit, Praha 1, 118 00

abyste se v KSPécku citili jako doma.

Vsechny vase komunika¢ni touhy si miizete splnit na féru http: //ksp.mff.cuni.cz/forum/ a za-
ludné dotazy organizatortim lze zasilat e-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Vzorova FeSeni ¢tvrté série dvacatého prvniho roéniku KSP

21-4-1 DIlazdéni Sachovnice

,Pravé jste splnili kvalifika¢ni test na soutéZ o Nejlepsiho
crackera roku 2009!“ Podobnou zpravu by obdrzela vétsina
Tesitelt této tlohy. Naopak co misty pokulhavalo byl popis
feseni. Pojdme se tedy na cely problém Sachovnice podivat
poradné.

Kazdou $achovnici o rozméru 2%V lze pokryt L-ky bez jedno-
ho libovolného policka a budeme to dokazovat matematic-
kou indukci. Pro N = 1 mame Sachovnici 2 x 2 a tu snadno
vyplnim jednim L-kem. Pro N > 1 celou Sachovnici roz-
délime na étvrtiny (o strané 2V~1) a radi bychom vyuzili
indukéniho pfedpokladu. V jedné ¢tvrtiné se nachazi chy-
béjici policko a tuto ¢tvrtinu umime z predpokladu celou
vyplnit L-ky. Zbyva ndm jesté vyplnit zbyvajici t¥i ¢tvrti-
ny. Abychom mohli nasadit indukéni pfedpoklad, musime
z kazdé Ctvrtiny vybrat jedno policko, které nevyplnime.
Pokud vybereme tfi rohova policka, jak je naznaceno na ob-
razku, jsme je schopni zaplnit jednim L-kem. Zbytek kazdé
¢tvrtiny potom umime vyplnit z indukéniho predpokladu.
Tim jsme nalezli vyplnéni celé Sachovnice o velikosti 2V
a dikaz je dokoncen.
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Dtkaz nam fika, jak vytvorit rekurzivni algoritmus, kte-
ry bude vyplnéni pfimo hledat. Stacilo by napsat rekur-
zivni funkci, kterd by dostala velikost Sachovnice a pozici
vykousnutého poli¢ka a vratila pokryti L-kami. Casova slo-
zitost algoritmu je pocdet policek Sachovnice, tedy O(22V)
a rychleji to ani nejde, protoze pozici presné tolika L-ek
musime popsat. Psat vSak do feSeni pfimo program nebylo
zapotiebi.

Pavel Klavik

21-4-2 Dosah kouzla

Uloha je zcela ziejmé. Prosté ke kazdému vrcholu projdu
vS8echny ostatni a spocitam vzdalenosti. Z nich vybrat nej-
vétsi je cviceni prvni hodiny programovani. Casova slozitost
je zcela o¢ividné O(n?).

Ale moment, 9 boda za dva jednoduché cykly v sobé? To
by se KSP dopustilo urdzky na cti vSech fesiteliu. To ptjde
lépe.

Toto feseni by urcité fungovalo na libovolnou mnozinu bo-
da. Tak pro¢ je zadany sklep konvexni? V§imneme si, zZe
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kdyz se posadime do jednoho vybraného rohu k Mirielo-
vi, od nés doleva vybéhne krysa a pobézi po obvodu, tak
se bude napted stale vzdalovat, nez dobéhne do nejvzda-
lenéjsiho rohu, a potom uz se zase bude pouze pribliZovat.
Jinymi slovy, posloupnost vrcholt je v prvni ¢asti rostouci
a v druhé klesajici.

Jak takové véci vyuzit? Mohli bychom pouzit néco, co az
napadné pripomina bindrni vyhledévani v setfidéném poli.
Méme néjaky interval (na zac¢atku je to celd posloupnost
vrcholt n-thelniku bez jednoho, ve kterém sedime). Vybe-
reme si vzdy prostfedni, tim interval rozdélime na dvé ¢as-
ti. Z kazdé casti si vybereme jeden vzorek a vezmeme tu,
kde vyjde vzdélenost vétsi (v té se bude nachizet nejvét-
§i). Pokud se ndm vzdalenosti vzorkl rovnaji, pak interval
nemuzeme rozpulit podle prostfedniho, ale urcité bude nej-
vétsl mezi nimi. Pokud budeme brat vzorky ve vzdalenosti
i od kraji, pak interval také zmensime na polovinu.

Pokud takto nalezneme nejvzdalenéjsi vrcholy pro kazdy
vrchol, zlepsime si ¢asovou slozitost na O(n - logn). S tim
se ale jesté nespokojime.

Kdyz mame spocitany nejvzdalenéjsi vrchol od vrcholu, ve
kterém pravé sedime a presedneme si o jeden vrchol po smé-
ru hodinovych rucicek (trochu obtiZzna pfedstava na dobu,
kdy byly hodiny pfesypaci), co se stane s nejvzdalendjsim
vrcholem? Bud bude stdle na tom samém misté, nebo se
posune také po sméru hodinovych ruéicek (nevime ale, jak
daleko). A vida, to pfimo nabada k tomu na tom zaloZit
algoritmus.

Na zacatku tedy néjak sezeneme nejvzdalen€jsi vrchol
k prvnimu vrcholu. Poté si (n —1)x ,pfesedneme®. Tim ja-
koby jednou obéhneme celé sklepeni. Prestoze nevime, jak
daleko se pfi kazdém presunu pohne nejvzdalenéjsi vrchol,
po celém kolecku urcité skon¢i na stejném misté a nikdy
nés nepredbéhne (ty by nds musel dohnat a vrchol sdm sobé
nejvzdalenéjsi byt nemutize). Tedy, obéhne celé sklepeni také
pravé jednou. Toto obihdni m4 tedy slozitost O(n). Pokud
stihneme spocitat nejvzdalenéjsi vrchol v case O(n), tak
jsme vyhrali. Rychleji to uz urc¢ité nepijde, nacteni vstupu
nam zabere alespon takovéto mnozstvi casu.

Co se tyce pamétové slozitosti, sta¢i ndm pamatovat si jed-
notlivé vrcholy.

Jesté si lze vSimnout, Ze si pfi porovnavani mizeme zcela
odpustit odmocnovani, nebof odmocnina z kladnych disel
je rostouci a tedy /a < Vb < a < b.

Michal ,vorner“ Vaner

21-4-3 Stavéni robota

Netrpaslicka nebyla jen velikost Boendalova ¢isla, ale i ob-
tiznost této tlohy. Provolejme t¥ikrat slava tém fesSiteltim,



ktefi se namodeni do algebry nezalekli, a pojdme si osvétlit
fesSeni.

Jak si jisté pamatujete, cilem bylo spocitat kombinac¢ni ¢is-
lo (%), respektive jeho zbytek po déleni ¢islem R. Stan-
dardni metody na pocitani kombinacnich ¢isel zde selhavaji
— konstrukce dynamickym programovanim by trvala prili§
dlouho a rekurentni definice kombina¢nich ¢isel by potie-
bovala dlouhé ¢isla, ktera v povolenych jazycich k dispozici
nemame. Je tedy treba zkusit vyuzit déleni modulo, které
bychom tak jako tak museli provést.

Vezméme si hledané kombinacni ¢islo (%) Mozna uz ze
skoly vite, ze kombinaé¢ni ¢islo se da také zapsat jako H/K!,
kde H je sou¢in K klesajicich ¢isel od N do N — K + 1.
Reéeno jazykem matematikovym: Pokud

H=N-(N-1)-(N-2)-...-(N— K +1),

(%) -

Tento zapis je pro kombina¢ni ¢isla prirozenéjsi, nebot vy-
stihuje 1épe jejich podstatu — kombinacni ¢islo je pocet K-
tic, které mtizeme vybrat z N prvki, pokud neuvazujeme
opakovani. A pfesné tak pocité i vzorec H/K!. Nejprve vy-
bereme prvni prvek K-tice, na to mame N moznosti, pak
zvolime druhy, to madme N — 1 moZnosti (ten prvni znovu
vybrat nemiizeme) a tak déle, az vybereme posledni, K-ty,
na néj mame N — K + 1 moznosti. Nicméné timto vybérem
jsme si porusili druhé pravidlo — nékteré K-tice se ndm
tam opakuji. My ale vime, které a kolikrat. Timto tahanim
prvka jsme vybrali kazdou K-tici pravé tolikrat, kolik je
zpfehdzeni (permutaci) K prvki. Napfiklad pokud vybira-
me trojice z prvki {1...6}, pak trojici (1,2, 3) jsme vybrali
jesté jako trojice (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1).
Abychom vsechny tyto pfipady zahodili, postac¢i nam celé
¢islo H vydélit poctem permutaci na K prvki, a jak vSichni
vi, téch je K.

Nam se tenhle zapis bude hodit, protoze déleni modulo se
chova hezky pii s¢itani a nasobeni. Bota nas bude tlacit jen
tehdy, kdyz budeme chtit spocist H/K!, nebot celo¢iselné
déleni pri operacich se zbytky k dispozici nemame. Budeme
si jej muset ,,odsimulovat®.

pak

Pljdeme na to pres prvociselné reprezentace, kterych se
kazdy nabazil na zédkladni skole — rozlozime zadane kombi-
nacni ¢islo na mocniny prvocisel. Za¢neme zlehka, rozkla-
dem soucinu H. Nejprve si najdeme Eratosthenovym sitem
vSechna prvocisla od 1 do N. U ¢isel slozenych v tomto roz-
sahu si jeSté poznacime, jaké nejvétsi prvodislo je déli (to
nam sito udéld takika samo).

S prvocisly po ruce jiz miazeme rozkladat. Budeme si udr-
zovat aktualni rozklad ¢isla (ktery nemusi byt prvoéiselny,
napiiklad 360 = 72 - 5), setfidény podle zdklada. Tento
rozklad si budeme pamatovat v poli, kde hodnota Z-tého
prvku je rovna exponentu E takovému, ze Z¥ je pfitomno
v nasem rozkladu. Tento seznam rozklad budeme postup-
né drolit na mensi kousky.

Vezméme nejvétsi neprobrany zaklad Z a odpovidajici ex-
ponent E. Je-li Z cislo slozené, pak se podivame do sita
a najdeme nejvétsi prvocislo P, které Z déli. Tim se nam
rozlozi Z¥ na PE . (Z/P)F. Obé &isla jsou mensi nez Z,
pridame je tedy s odpovidajicim exponentem do rozkladu a
pokracujeme déle. Je-li Z prvocislo, pak mohu tento zaklad
a exponent vzit jako hotovy (a pfejdu k mensimu zakladu).

Pro nas priklad bude rozklad probihat takto:

72t .5l =941 .51 .31 =gl.51.32 =
751 41 32 21 51 32 23

360 =

Pouziti téchto netplnych rozkladt se nam velice hodi — algo-
ritmus totiz muze rozlozit libovolné ¢islo zadané soucinem,
a presné takové je H, které rozlozit potiebujeme. Nyni pfi-
Sel ¢as vyresit déleni ¢islem K!. To mtzeme udélat chytrym
trikem — uz dopredu vime, Ze vysledek bude celociselny. Za-
¢néme tedy s nasledujicim rozkladem:

<N> =N (N-1)'.. . (N-K+1)" K (K1)~ 27!

K
Rozklad je to korektni a algoritmus ndm urcité neporusi,
nebot jakmile budeme rozkladat ¢isla mensi nez K, uz jsme
rozlozili véechna vétsi nez K, a tedy (diky celodiselnosti
vysledku) nikde nemtizeme narazit na zdporny exponent.

Maéame rozlozeno, co dal? Ted si trochu zapoéitame. Jak
jsme fFekli uz vyse, pfi operacich modulo mtzZzeme pouzi-
vat séitani a nasobeni, jak jsme zvykli. Tedy pokud chceme
spocist (%) a uz zname jeho prvociselny rozklad, budeme
délit modulo ne celé ¢islo, ale jednotlivé mocniny prvocisel,
a mezivysledky vynasobime dohromady. Na konci jesté ne-
smime zapomenout cely soucin vydélit modulo R, protoze
béhem néasobeni se nam mohlo stat, ze jsme z modulo R
utekli.

Matematik by to napsal takto Pokud si zapiSeme prvoci-
selny rozklad ( ) jako pit L2 .- pi'*, pak plati:

“P2
(g) (mod R) = p"

(p1"* (mod R)) - (p2'2(mod R)) - ...
. (pkl’“( mod R))( mod R)

-png . -pklk( mod R) =

Fajn, presli jsme kopec, preplavali feku a nyni nam zbjva
se poprat s tim, mame-li velkou mocninu prvoéisla p! (jests
stale se ndm cely vysledek nevejde do integeru), jak rychle
spocitat jeji zbytek modulo R. Nastésti vime, Ze exponent
I naseho prvoéisla bude relativné maly (to, ze exponent za-
visi nejvyse linedrné na N, muzeme vypozorovat napiiklad
7z rovnice Zszo (JZ ) = 2%). Miizeme si tedy dovolit napii-
klad prepoéitani v O(loga N ). To udélame tak, Ze rozlozime
l na soucet mocnin dvojky, kde se kazda vyskytuje nejvyse
jednou (rozmyslete si, ze kazdé ¢islo lze rozlozit na tako-
v§ soudet). Nynf mame &slo ve tvaru p2 +2'+2°2" kde
0<a<b<ed... <z <logyP. To si podle starych dob-
rrch aritmetickych pravidel piepigeme na p2* - p2 ---p?* a
muzeme pristoupit k pocitani. Jako obvykle u toho vyuzi-
jeme faktu, ze zbytek soucinu modulo dvou ¢isel je roven
soucinu zbytkt jednotlivych ¢isel.

Za¢neme od 0, p'modR uloZzime jako zéklad. Pak v kazdém
kroku pristoupime k dalsi mocniné. Nejprve si ovéfime, jest-
li tato mocnina zrovna v nasem rozkladu figuruje, a pokud
ano, Cislo, kterym mame prlnasoblt vysledek vypocitame
snadno z predchoziho: p2* = p2* " - p2" .

A tim jsme hotovi! Ukazali jsme si, jak spocitat modulo
mocninu velkého prvocisla, tyto vysledky vynasobime do-
hromady pro kazdé prvocislo, které se ucastnilo rozkladu
kombinac¢niho ¢isla a celkovy soudin vypiSeme na vystup
(nezapomeneme v pritbéhu délit modulo R, aby ndm vysle-
dek nepfetekl).

Zbyvé prohodit par slov o ¢asové a pamétové slozitosti. Na
rozklad na prvocisla jsme potfebovali dvé pole o N prv-
cich, zbytek se da zvladnout jen s péar integery. Paméfové



naroky jsou tedy O(N). Co se tyce naroku ¢asovych, by-
lo by tfeba spocitat, jak rychle probéhlo hledani prvocisel
Eratosthenovym sitem. To zde nebudeme dokazovat, pou-
ze poznamenejme ze je to O(N loglog N). Co se tyce dru-
hé ¢asti algoritmu, bude asymptoticky alesponi O(N log N).
Na optimalitu si naroky neddlame, nebot u teorie ¢isel sko-
ro vzdy plati, Ze miZeme nasadit lepsi sito a dosdhneme
asymptoticky lepsiho vypoctu.

Dik patii Zbynkovi Faltt za vzorové feseni!

Martin Bohm & Martin Krulis € CodEx

21-4-4 Heslo

K dané permutaci s prvky, které se mohou opakovat, lze
nalézt nasledujici v linedrnim case s jeji délkou (staci najit
nejdelsi nerostouci konec, cifru pred nim prohodit s nej-
blizs vyssi z onoho konce a ten pak obrétit); K-ndsobné
zopakovani tohoto postupu vede k feSeni tlohy, le¢ v ¢ase
O(KN), pficemz K by mohlo byt pomérné velké i pro mala
N, takze se pokusme o rychlejsi algoritmus.

Kdybychom chtéli najit K-tou permutaci v lexikografickém
uspofddani od zacatku (tedy ne od néjaké dané na vstupu),
vezmeme si nejprve tu nejnizsi (cifry usporddané vzestupné)
a podivame se, za jak dlouho se zméni prvni cifra. Ziejmeé
se pred tim musi vystiidat vSechny permutace, které na
ni zacinaji, a téch je tolik, kolik je permutaci zbyvajicich
cifer (oznacme tento pocéet P). (P + 1)-ni permutace tedy
vypada tak, Ze na prvnim misté je druhd nejmensi cifra
a zbytek je opét setfidény vzestupné (rozmyslete si, ze od
prvni permutace se li§i jen prohozenim dvou cifer).

Pokud je K < P, cifru na prvnim misté ménit nepotiebu-
jeme a jen zopakujeme tyZz postup pro permutaci zbylych
Cisel. V opacném pripadé zaménime prvni cifru s nejblizsi
vyssi, od K odeCteme P, jakozto pocet permutaci, které
jsme pieskodili, a opét mizeme postupovat stejné (podivat
se, jestli dalsim zménou na prvnim misté K ,nepieskoci-
me“, a bud prislusné prohozeni udélat, nebo jit na dalsi
pozici) dokud K nesnizime na 0.

Popsany postup vsak funguje, jen kdyz mame za cifrou,
s niz pravé pracujeme, cifry sefazené. Vsimnéme si ale, ze
stejné lze cifry i snizovat: pokud mame permutaci za¢inajici
na néjakou cifru, za niz jsou cifry jiz usporadané, miuzeme
tu prvni prohodit s nejblizsi nizsi, ¢imz se dostaneme zpét
o pocet permutaci na téchto cifrach bez té, kterou jsme dali
na zacatek.

Pujdeme tedy odzadu a cifru na kazdé pozici budeme po-
stupné vyménovat za mensi az na tu nejnizsi s tim, ze cifry
za ni jsou vZdy sefazené (na zaCatku — pro pozici na kon-
ci — to plati trivialné a po skonceni tprav tuto podminku
ziejmé rozsifime i na aktudlni pozici); zaroveii budeme pii-
slusné zvysovat K. Ve chvili, kdy K bude mensi nez pocet
permutaci od aktudlni pozice do konce, znamena to, Ze cif-
ry nalevo ménit uz nepotiebujeme a staci jen najit K-tou
permutaci na cifrach, které jsme prosli.

Abychom vzdy nejblizsi vyssi cifru k té aktualni nasli rych-
le, misto ,preskladaného“ konce si budeme pamatovat po-
Cty jednotlivych cifer, které jsme vidéli, coz také staci k to-
mu, abychom védéli, jak ma vypadat.

Zbyvé si uz jen rozmyslet, jak zjistovat poéty permutaci.
Jelikoz se cifry mohou opakovat, musime N! jesté vydélit
faktoridly poctt jednotlivych cifer. Pocitat to pokazdé ce-
1é by stalo prili§ casu, ale nastésti vidy potfebujeme jen
drobnou tpravu, pokud do permutace délky n pridavame

néjakou cifru ¢, pocet permutaci sta¢i vynasobit (n 4+ 1) a
vydélit novym poctem cifer ¢; analogicky pak pro odebirani
a vymeénovani cifer.

Kromé nacteni vstupu projdeme celou permutaci nejvyse
dvakrat a pro kazdou pozici potfebujeme jen konstantni
Cas, takze Casova slozitost je O(N), stejné tak i pamétova.
To ovSem za predpokladu, ze ¢isla, se kterymi budeme pra-
covat, budou dostatecné mala na to, abychom ¢as spotiebo-
vany na jednotlivé operace mohli za konstantni povazovat.
Nicméné, jak bylo naznaceno v ivodu, pocty permutaci mo-
hou byt pomérné velké; v pfipadé permutaci deseti cifer by
jich mohlo byt O(10%) a na potiebné vypoéty s takovymito
¢isly by byl nutny éas O(log 10V) = O(N), coz by vedlo na
celkovou ¢asovou slozitost O(N?).

Roman Smrz

21-4-5 Znaky

Ulohu vyfesime jednoduchym algoritmem: v kazdém kroku
precteme jeden znak ze vstupu, pfevedeme ho do néjaké
vhodné reprezentace a postupné ho porovname se vsSemi
dosud prectenymi jedineénymi znaky. Pokud se neshoduje
s zadnym z nich, pfiddme ho do seznamu. Protoze nam
v této tloze jde hlavné o pamétovou naro¢nost, soustiedime
se na to, jak reprezentovat znaky v paméti co nejlispornéji.

Vzhledem k tomu, ze v kazdém rfadku znaku je vybarveny
pravé jeden pixel, nabizi se feSeni uklddat znak jako po-
sloupnost N ¢isel s hodnotami 1... N, kde . ¢islo udava,
v kolikatém sloupci i. fadku je vybarveny pixel. Kolik bitu
bude jeden takovyto znak zabirat? Na kazdy radek potiebu-
jeme [logy, N b, na cely znak tedy N-[logy, N b. Abychom
takovéto velikosti opravdu dosahli, nemtzeme uklddat kaz-
dy fadek do samostatného prvku pole, ale budeme znak
v této reprezentaci chapat jako posloupnost bitt, které roz-
délime po osmi a ulozime do pole byti. Na konci pole pak
zbude az sedm nevyuzitych biti, ale s tim uZ nic neudéla-
me. Casové sloZitost tohoto feseni je O(K - (N? + KN)),
protoze kazdy z K znakt nejdifve naétu v ¢ase O(N?) a pak
porovnam s az K prectenymi znaky fadek po fadku. Lepsi
Casové slozitosti by §lo dosahnout t¥eba pouzitim binarniho
vyhledavani, ale o ¢as ndm tentokrat moc nejde.

K dosazeni mensi pamétové naro¢nosti mizeme vyuzit to-
ho, Ze kazdé ¢islo sloupce se v zapisu znaku vyskytuje jen
jednou. Hodnota pro kazdy fadek tak nebude urcovat, v ko-
likatém sloupci ze vsech moznych je vybarveny pixel, ale bu-
deme brat v ivahu jen povolené sloupce, tedy ty, ve kterych
jesté neni zadny vybarveny pixel. Kdyz zapisu kazdy radek
jako dvojici ¢islo sloupce / maximdlni ¢&islo sloupce, tak
znak s N = 5 a zapisem 2/5, 5/5, 3/5, 1/5, 4/5 (zabira-
jici 15 b) mizu s vyuZitim vySe zminéného postupu zapsat
jako 2/5, 4/4, 2/3, 1/2, 1/1 (8 b). Je vidét, Ze na ulo-
zeni predposledniho fadku stac¢i jeden bit a pro posledni
radek je to dokonce nula biti. Na zapsani jednoho znaku
tak potfebujeme Zili_ol [logo(N —4)] b = Zf;l [log, i] b.

Zatim jsme jesté nevyuzili toho, Ze na kazdé diagonale je vy-
barveny nejvyse jeden pixel. Pouzijeme stejny postup jako
v predchozim pfipadé, jenom pro kazdy radek budou povo-
lené ty pixely, pro které sloupec a obé diagonaly, na kterych
lezi, neobsahuji zatim zadny pixel. VysSe uvedeny znak tak
miizeme piepsat jako 2/5, 2/2, 2/2, 1/1, 1/1 (5 b). Celkova
velikost takto zapsaného znaku muze byt rtizna i pro dva
znaky se stejnym N. Casova slozitost téchto dvou Fesen,
vyuzivajicich povolené sloupce, je O(K - (N? + KN?))
O(K?N?). Zhorseni oproti prvni varianté je zptisobené tim,



7e pri porovnavani znakd musime navic pro kazdy fadek
znaku ze seznamu uz prectenych projit seznamy povolenych
sloupcti, abychom zjistili, kolik bitti mame precist pfi ¢teni
nasledujiciho fadku.

Dalsi moznosti, jak jesté snizit pamétové naroky je pouZi-
ti trie, ale my zkusime néco jiného: feseni, které ma jes-
t& mens$i paméfové naroky, ale na druhou stranu zase vel-
kou ¢asovou slozitost. Jeho myslenka je velice jednoduché:
vSechny mozné znaky si o€islujeme a pro kazdy znak si bu-
deme pamatovat jen jeho ¢islo. Pokud je moznych znakt M,
tak kazdy z nich bude zabirat [log, M| b. Jeden znak ani
do méné bitu zapsat nejde, protoze pak by moznych za-
pist bylo méné nez rtiznych znakt. Kdyz ted do seznamu
prectenych jedinecnych znaki ukladame primo ¢isla, mohli
bychom, podobné jak jsme to uz délali, pocitat s tim, zZe ¢is-
lo, které se v seznamu uz vyskytlo, tam znovu nebude. Jde
to ale lip. Tentokrat nam totiz nezalezi na potradi a tak si
mizeme tento seznam udrzovat setridény. Kdyz v seznamu
najdu ¢islo x, tak vim, Ze za nim musi nasledovat ¢islo mezi
x+1 a M, takze na jeho uloZeni bude stacit [log,(M —x)] b.
Jinou variantou, jak si pfectené znaky uklddat je posloup-
nost M bith, kde 7. bit urcuje, jestli jsem uz precetl znak
s Cislem ¢. Rozumnym kompromisem mezi témito dvéma
feSenimi je pouzit ze zaCatku seznam znakt a jakmile je-
ho velikost prekro¢i M bitt, ptejit na druhou variantu. Jak
ale vlastné urc¢ime ¢islo znaku, ktery dostaneme na vstupu?
Snadno, prochazime postupné vSechny permutace N ¢isel a
pokud néktera z nich vyhovuje definici znaku, zapocitame
ji. Pokud narazime na tu z nich, ktera je shodna se zpra-
covdvanym znakem, znadme jeho cislo. Jesté pred prectenim
prvniho znaku ze vstupu ale musime podobnym zptsobem
projit vsechny znaky, abychom védéli, kolik jich je celkem
a kolik bitt tak budeme potiebovat na jeden znak. A nako-
nec ¢asova slozitost: O(NN!+K(NN!+N!)) = O(KNN!).
Na zacatku totiz spocitame véechny mozné znaky a pak pro
kazdy znak na vstupu urcime jeho ¢islo a v pripadé prvni
varianty jej porovnadme s uz prec¢tenymi unikétnimi znaky,
kterych nemuze byt vic nez N!. Takto velkd Casova sloZitost
samoziejmé zpusobi praktickou nepouzitelnost popsaného
algoritmu uz i pro relativné malé V.

Petr Onderka

21-4-6 Nejtézsi cCislo

Za¢neme podulohou b), nebot nejtézsi ¢islo bylo nakonec
prekvapivé lehké :-) Stadi si totiz vzpomenout na trik z Fese-
ni Pana Cowmesse (iloha 21-3-6): pomoci x@x ,sklepeme
vS8echny jednicky v ¢isle smérem k nejniz$imu radu. Pak si
jesté vsimneme toho, Ze Cislo a je t€z8i nez Cislo b pravé
tehdy, kdyz a@a je vétsi nez b@b, a feSeni je nasnadé:

sem: a = A[n] @ Aln]
if a<=m => goto tam
m=a
y = A[n]

tam: n =n-1

if n>0 => goto sem

Program pro n cisel pouzije 4n + 2m instrukei, kde m fika,
kolikrat se béhem prochéazeni pole zvysi vaha cisla. To se
muze stat nejvyse 32-krat, takze mtzeme pocet instrukci
odhadnout shora vyrazem 4n + 64.

Toto FeSeni miizeme jesté zrychlit (diky, Jitko!), kdyz si
jeho sklepané verze stac¢i pamatovat pozici takového ¢isla
ve vstupu:

sem: Bln] = A[n] @ A[n]
if B[n]<=B[m] => goto tam
m=n

tam: n = n-1

if n>0 => goto sem
y = B[m]

Tak pocet provedenych instrukci snizime na 4n +m + 1 <
4n + 33.

Podtloha a), tedy zvéazeni jednoho ¢isla, byla naopak lehce
prekvapiva :-) Nejrychlejsi zndmy program mé totiz pfi-
blizné 2 - 10? instrukci, z nich# se ovSem pro kazdy vstup
provede nejvyse pét.

Jak funguje? Nejprve si zadané ¢islo sklepeme a pak roze-
bereme 33 pripadi, které mohou nastat. To bychom pfimo-
cate zvladli 32 podminkami nebo pomoci ptleni intervalu
6 podminkami. Ale my radéji nepouzijeme podminku zad-
nou: Vyuzijeme toho, Ze parametr instrukce skoku muze byt
nejen konkrétni ¢&islo (¢i navésti), ale také obsah registru,
a jednim skokem se pfesuneme na spravné misto v pro-
gramu, které pouze vrati vysledek. Vypadat to bude takto
(v zévorkéch jsou napsdny adresy instrukei):

(0) z = x0x
(1) z = z+4
(2) jump z
(3) w = 32 // p¥i z=2"32-1
(4 jump hotovo // p¥i z=0
(5) w=1 // pti z=1
(6) jump hotovo
(7 wo=2 // pti z=3
(8) jump hotovo
(11) w=3 // pti z=T7
jump hotovo
(2731+3) w = 31 // p¥i z=2"31-1
hotovo:

(Vsimnéte si, ze x@x stale potFebujeme, protoze kdybychom
chtéli rozebrat tplné vSechny piipady, nevesel by se pro-
gram do 232 instrukci, které dovedeme adresovat.)

Jako zakusek pridavame jesté feSeni, které si vystacis 12 in-
strukcemi bez jediného skoku. Konstanty zacinajici Ob jsou
dvojkové. Zkuste prijit na to, pro¢ funguje:

x & 0b10101010101010101010101010101010

& 0b01010101010101010101010101010101

>> 1

ty

& 0b00110000110000110000110000110000

& 0b00001100001100001100001100001100

& 0b11000011000011000011000011000011

>> 4

>> 2

ty

+ z

% 63

Z M OH N <D M NS M9 X<

X
y
X
X
X
X
y
z
X
X
X

Martin Mares € Milan Straka



Uloha 21-3-2 — Dosah kouzla — program

program kouzlo;

const max =

1000;

{ Sklep s vice vrcholy uz je prakticky kruhovy }

type

var

function dist2(i, j:

tcoord = record
X, y: real;
end;
tcorners = array[0..max-1] of tcoord;

n: integer;
corners: tcorners;

f: text;

best, bestLoc: real;

bestPos, bestPairl, bestPair2: integer;

i: integer;

integer): real;

begin

end;

dist2
- corners[j].x) + (corners[i]l.y - cormers[jl.y)
* (corners[i]l.y - corners[jl.y);

begin

end.

{ Trocha naditéni }

assign(f, ’kouzlo.in’);

reset (f);

n := 0;

while not seekeof(f) do begin
read(f, corners[n].x, corners[n].y);
inc(n);

end;

close(f);

{ Zatim nic nenalezeno }

bestPos := 1;

best := 0;

{ Ke vSem najdeme ten nejlepsi}

for i := 0 to n - 1 do begin
bestLoc := dist2(i, bestPos mod n);
{ Posouvame tak dlouho, dokud se to zlep3Zuje }
while dist2(i, (bestPos + 1) mod n) > bestLoc do
begin inc(bestPos);

bestLoc := dist2(i, bestPos mod n);

end;
{ Zlepsilo se celkové? }
if bestLoc > best then begin

bestPairl := i;
bestPair2 := bestPos;
best := bestLoc;
end;
end;
{ Vypsat }

writeln(’[’, corners[bestPairil].x, ’,’,
corners[bestPairl].y, °’],
’,?, corners[bestPair2].y,

’17);

:= (corners[i].x - cormers[jl.x) * (cornmers[i].x

[’, corners[bestPair2].x,

Uloha 21-3-3 — Stavéni robota — program

program robot;

var

sito : array [ 1..1000000 ] of longint;
N, K, M : longint;
i, j : longint;
vysledek : longint;

{

r

mocnina

begin
r

£

(S

{

i

{

rozklad[i] odpovida nejvétsimu

exponentu z takovému, Ze i“z dé&li (N nad K).}
ozklad array [ 1..1000000 ] of longint;
longint;

eadln(N,K,M);

or i:=2 to N do begin
sito[i]:=0;
rozklad[i] :=0;

nd;

Jednoduché zrychleni.}
f K > N-K then
K:=N-K;

Eratostenovo sito, které navic pocita
nejvétsi prvocislo délici kazdé sloZené
gislo.}

for i:=2 to N do begin
if sito[i]=0 then begin
ji=ix2;
while j<=N do begin
sito[jl:=1;
Je=j+is
end;
end;
end;

{Kombinaéniislo je sou&in &isel od

N-K+1 do N ...}

for i:=N-K+1 to N do

inc(rozklad[il);

{...délen k! }

for

i:=2 to K do
dec(rozklad[il);

vysledek:=1;
for i:=N downto 2 do begin

if sito[i]=0 then begin
mocnina:=i mod M;
while rozklad[i]<>0 do begin
{Nejvyssi &islo rozkladu je prvocislo,}
{zpracujeme je. RozloZime exponent na
souCet mocnin dvojky a ty spolitame
prostym mocnénim modulo M.}

if rozklad[i] mod 2 = 1 then
vysledek:=(vysledek*mocnina) mod M;

{Zkus vysSininu.}
mocnina:=(mocnina*mocnina) mod M;
rozklad[i] :=rozklad[i] div 2;

end;

end else begin

{Nejvyssi &islo rozkladu je &islo sloZené.}

rozklad[sito[il] :=rozklad[sito[i]]+rozklad[i];

rozklad[i div sitol[i]]:=rozklad[i div sito[i]]
+rozklad[i];

end;

end;

writeln(vysledek);

end.

Uloha 21-3-4 — Heslo — program

#include <stdio.h>



int n, k;

int heslo[N_MAX]; // cela permutace

int pocty[10]; // po&ty jednotlivjch cifer v podpermutaci
// od aktudlni pozice do konce

int poc_perm = 1; // po&et podpermutaci, které mohou vytvoF¥it

// cifry zaznamenané v poli ’pocty’

int main(void)

{
scanf ("%d%d\n", &n, &k);
for (int i = 0; i < n; i++) heslo[i] = getchar()-’0’;
int i;
for (i = n-1; k >= poc_perm; i--) {
// kazdou cifru postupné vyméiiujeme za mensi
for (int j = heslo[il-1; j >= 0; j—) {
if (pocty[jl) {
poc_perm *= pocty[jl--;
poc_perm /= ++poctylheslo[i]];
k += poc_perm;
heslo[i]l = j;
}
}
// ... a nakonec rozsi¥ime podpermutaci i o aktudlni pozici
poc_perm *= n-i;
poc_perm /= ++pocty[heslo[il];
}
for (i++; i < mn; i++) {
// najdeme nejnizsi dostupnou cifru ...
heslo[i] = 0;
while (!poctyl[heslo[i]l]) heslo[i]++;
// ... tu odebereme z podpermutace
poc_perm *= poctylheslo[i]]--;
poc_perm /= n-ij;
// ... a poté se ji budeme poukouSet postupné zvySovat
for (int j = heslo[i]l+1; j < 10 &% k >= poc_perm; j++) {
if (pocty[jl) {
k -= poc_perm;
poc_perm *= pocty[jl--;
poc_perm /= ++poctylheslo[i]];
heslo[i] = j;
}
}
}
for (int i = 0; i < n; i++) putchar(heslo[i]+’0’);
putchar(’\n’);
return O;
}

Uloha 21-3-5 — Znaky — program

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

#include <stdint.h>
#include <stdbool.h>

struct znak { //znak reprezentovanjy polem ¥adkd, pro kazdj Fadek je hodnotou &islo vybrveného sloupce
unsigned * radky;

};

struct bitove_pole {
uint8_t * bity;
unsigned pozicel, pozice2; //aktuadlni pozice pf¥i priichodu, pozicel uréuje byte, pozice2 bit v bytu
unsigned obsazenol, obsazeno2; //polet plné& obsazenjch bytd, obsazenych bitd v poslednim bytu
unsigned alokovano; //alokovanjch bytd

};

unsigned N, K;
struct bitove_pole prectene; //seznam pfeltenjch znakd

unsigned log_2(unsigned x) { //spocitd ceil(log_2(x))
x =x - 1;
unsigned result = 0;



while (x > 0)
{
result++;
x >>= 1;
}
return result;

}

//vrati &islo zadaného znaku; pokud je zadany znak vét3i neZ nejv&t3i platny znak, vrati polet moznjch znakd
//prochazi postupné permutace ¥adkd a porovnava se zadanym znakem
unsigned cislo_znaku(struct znak z) {

struct znak generovany;

generovany.radky = malloc(sizeof (&generovany.radky) * N);

bool * sloupce = calloc(N, sizeof(bool)); //sloupce a diagonaly zakazané v aktuadlnim Fadku

bool * diagl = calloc(2 * N - 1, sizeof(bool));

bool * diag2 = calloc(2 * N - 1, sizeof(bool));

generovany.radky[0] = 0;

unsigned shodnych_radku = 0;

unsigned nalezenych_znaku =

unsigned i = 0;

bool konec = false;

while (!'konec) {

unsigned j = generovany.radky[i];
if (j >=N) { //pro8li jsme cely Fadek
if (i ==0)
konec = true; //pro8li jsme vSechny znaky
else { //vracime se o tfadek vys
i-—;

0;

j = generovany.radky[i];
sloupcel[j] = false;
diagi[i+j] = false;
diag2[N+i-j] = false;
generovany.radky [i]++;
}

}

else if (!sloupcel[j] && 'diagil[i+j] && !'diag2[N+i-j]) { //jde umistit pixel

if (z.radky[i]l == j && i == shodnych_radku)
shodnych_radku++;

if (i == N - 1) { //posledni Fadek
if (shodnych_radku == N)

konec = true; //nasli jsme shodnjy znak
else { //nasgli jsme dal3i (neshodny) znak, vracime se o Fadek vys
nalezenych_znaku++;
i--3
j = generovany.radky[i];
sloupce[j] = false;
diagl[i+j] = false;
diag2[N+i-j] = false;
generovany.radky [i]++;
}

} else { //jdeme o ¥adek niZ
sloupcelj]l =
diagl[i+j] = true;
diag2[N+i-j] = true;
i++;

generovany.radky[i] = 0;
}
} else
generovany.radky[il++; //zkusime dal3i sloupec v Fadku
}
free(generovany.radky) ;
free(sloupce);
free(diagl);
free(diag2);
return nalezenych_znaku;

}

void nacti_znak(struct znak * z) { //do z ulozi znak nadtenjy ze vstupu
unsigned x;
for (unsigned i = 0; i < N; i++)
for (unsigned j = 0; j < N; j++)

{
scanf ("u", &x);
if (x == 1)
z->radky[i] = j;
}

}

//uruje, jestli je3té jsou v bitovém poli p né&jaké nepiectené bity
bool jde_cist_bity(struct bitove_pole * p) {
return (p->pozicel < p->obsazenol) || ((p->pozicel == p->obsazenol) && (p->pozice2 < p->obsazeno2));

-7 -



}

unsigned cti_bity(struct bitove_pole * p, unsigned n) { //pfete n bitd z bitového pole
unsigned result = 0;
unsigned precteno = 0;
while (precteno < n) {
if (n - precteno >= 8 - p->pozice2) //ctu do konce bytu

{
result |= (p->bity[p->pozicell >> p->pozice2) << precteno;
precteno += 8 - p->pozice2;
p->pozicel++;
p->pozice2 = 0;
} else {
result |= ((p->bity[p->pozicel] >> p->pozice2) & ((1 << (n-precteno)) - 1)) << precteno;
p->pozice2 += n - precteno;
precteno += n - precteno;
}
}
return result;
}
//p¥e&te z bitového pole &islo z {a, ..., b}

unsigned cti_z_intervalu(struct bitove_pole * p, unsigned a, unsigned b) {
return a + cti_bity(p, log_2(b-a+1));
}

//zapiSe na konec bitového pole n bitd uloZenjch v parametru x
void zapis_bity(struct bitove_pole * p, unsigned x, unsigned n) {
if ((p->alokovano - p->obsazenol) * 8 - p->obsazeno2 < n) { //musime zvétZit pole
p—>alokovano = p->alokovano + (n - ((p->alokovano - p->obsazenol) * 8 - p->obsazeno2) + 7) / 8;
//+7 kvili zaokrouhleni nahoru
p->bity = (uint8_t *)realloc(p->bity, p->alokovano);
}
unsigned zapsano = 0;
while (zapsano < n) {
if (p->obsazeno2 == 0)
p->bity[p->obsazenol] = 0; //vynuluju nové p¥id&lenou pamé&t
if (n - zapsano < 8 - p->obsazeno2) {
p—>bity[p->obsazenol] |= (x >> zapsano) << p->obsazeno2;
p—>obsazeno2 += n - zapsano;
zapsano += n - zapsano;
} else {
p—>bity[p->obsazenol] |= ((x >> zapsano) & ((1 << (8 - p->obsazeno2)) - 1)) << p->obsazeno2;
zapsano += 8 - p->obsazeno2;
p->obsazenol++;
p->obsazeno2 = 0;

}

//zapiSe x na konec p, vime, Ze x je z {a, ..., b}

void zapis_z_intervalu(struct bitove_pole * p, unsigned x, unsigned a, unsigned b) {
zapis_bity(p, x - a, log_2(b-a+1));

}

//p¥ida do bitového pole hodnotu x, M je maximalni hodnota
//zachovava set¥idénost, takZe musime pfepsat celé pole, abychom mohli vloZit novou hodnotu
void zapis_cislo(struct bitove_pole * p, unsigned x, unsigned M) {
struct bitove_pole nove;
nove.alokovano = p->alokovano;
nove.bity = malloc(nove.alokovano);
nove.obsazenol = nove.obsazeno2 = 0;
bool zapsano = false;
unsigned min = 0;
p->pozicel = p->pozice2 = 0;
while (jde_cist_bity(p)) {
unsigned ¢ = cti_z_intervalu(p, min, M);
if (!zapsano && x < c¢) {
zapis_z_intervalu(&nove, x, min, M);
min = x + 1;
zapsano = true;
}
zapis_z_intervalu(&nove, c, min, M);
min = c + 1;
}
if (!zapsano)
zapis_z_intervalu(&nove, x, min, M);

free(p->bity);
*p = nove;



bool get_bit(uint8_t * p, unsigned i) { //pfelte bit na pozici i z pole byt

}

return (p[i / 8] & (1 << (1 % 8))) !'= 0;

void set_bit(uint8_t * p, unsigned i, bool x) { //zapiSe bit x na pozici i v poli bytd

}

if (x) pli /8] I= (1 << (i % 8));
else pli / 8] &= ~(1 << (i % 8));

//hlavni funkce programu, vraci polet jedine&njch znakd na vstupu
unsigned jedinecnych_znaku(void) {

}

prectene.bity = NULL;
prectene.alokovano = prectene.obsazenol = prectene.obsazeno2 = 0;
unsigned znaku = 0;
bool zpusob2 = false;
scanf ("ju %u", &N, &K);
struct znak z;
z.radky = (unsigned *)malloc(N * sizeof (&z.radky));
for (unsigned i = 0; i < N; i++)
z.radky[i] = N;
unsigned M = cislo_znaku(z);
unsigned logM = log_2(M);
for (unsigned i = 0; i < K; i++) {
nacti_znak(&z);
unsigned ¢ = cislo_znaku(z);
if (!zpusob2) { //pouZijeme prvni zplsob: seznam pfeétenjch znaki, uloZenjch pod svym Eislem
prectene.pozicel = prectene.pozice2 = 0;
unsigned min = 0;
bool nalezeno = false;
while (!nalezeno && jde_cist_bity(&prectene)) {
unsigned c2 = cti_z_intervalu(&prectene, min, M);
if (¢2 == ¢)
nalezeno = true;

else
min = c2 + 1;
}
if (!'nalezeno) {
znaku++;
zapis_cislo(&prectene, c, M);
}

if (prectene.alokovano >= (M + 7) / 8) { //ptejdeme na druhj zpisob
zpusob2 = true;
uint8_t * bity = (uint8_t *)calloc((M + 7) / 8, 1);
prectene.pozicel = prectene.pozice2 = 0;
unsigned min = 0;
while (jde_cist_bity(&prectene)) {
unsigned ¢ = cti_z_intervalu(&prectene, min, M);
set_bit(bity, c, true);
min = c + 1;
}
free(prectene.bity);
prectene.bity = bity;
}
} else {
//pouzivame druhy zpisob: pole bitd, kdyZz je i. bit 1, tak jsme uZ nékdy preletli znak
if (!get_bit(prectene.bity, c)) {
znaku++;
set_bit(prectene.bity, c, true);

}
}
free(z.radky);
free(prectene.bity) ;
return znaku;

int main(void) {

printf ("%u", jedinecnych_znaku());
return O;

[N

¢islem i
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