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Uvod Ro¢nik dvacaty t¥eti, 2010/2011

Uvod

Korespondenéni seminé¥ z programovani (déle jen KSP), jehoz dvacaty tfeti roé-
nik se vam dostava do rukou, patii k nejznaméjsim aktivitdm poradanym MFF pro
zéjemce o informatiku a programovani z fad studentfi stiednich skol. ReSenim tiloh
naseho seminare ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdolavani nejruznéjsich algoritmic-
kych problému, jakoZz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny informatiky.

Roc¢nik KSP je obvykle rozdélen do péti sérii, neboli kol. Béhem kazdé rozesleme
fesitelim zadani sedmi tloh okofenéné pribéhem. Posledni tloha je doplnéna tzv.
seridlem, coz je povidani o néjakém zajimavém informatickém tématu prolinajici se
celym ro¢nikem. Ten je zde uveden samostatné.

Na sepsani TeSeni v klidu doméaciho krbu a odevzdani pres nase stranky nebo
postou byva nékolik tydni. Poté vse opravime, vysledkovou listinu se vzorovymi fe-
Senimi vystavime na internet a posleme postou s dalsi sérii. Zavéreénym bonbénkem
je pak pravidelné tydenni soustredéni nejlepsich Tesitelti seminare, konané obvykle
na zacatku ro¢niku dalsitho a zahrnujici bohaty program citajici jak aktivity ryze
odborné (prednasky na ritizna zajimava témata apod.), tak aktivity ryze neodborné
(kuptikladu hry a soutéze v pfirodé). Pro zaéinajici fesitele jiz nékolik let pofaddme
o trochu kratsi jarni soustfedéni, kam muze jet kterykoliv stfedoskolak se zdjmem
o programovani ¢i informatiku, i kdyZ tfeba jesté nic nevytesil.

KSP se i ptes svou dlouhou tradici neustale vyviji. V tomto ro¢niku pf¥ibyla jedna
tézka tloha pro pokrocilé a jiz nékolik let zafazujeme do zadani také praktickou dlohu
(odevzdavanou pouze ve formé zdrojového kédu pres internet do vyhodnocovaciho
systému CodEx). Vylepsili jsme odevzdavani pres internet, nyni je mozné stahnout si
opravené tlohy pred tim, nez je donese posta. V predchozim ro¢niku se navic objevila
na internetu nova soutéz nazvana Programatorska dzungle, jez umozinuje komukoliv
vyzkouSet své dovednosti na tzv. open datovych tlohdch (soutézici si stdhne u kazdé
ulohy vstup a mé za tikol vypocitat jakymikoliv prostfedky do hodiny vystup) nebo
na kratkych logickych hrickach.

Chcete-li se na cokoliv zeptat, at uz ohledné seminafe, studia na nasi fakulté nebo
néjakého informatického ¢i programétorského problému, nevahejte a napiste nam
na diskusni férum na stréance http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ nebo na nasi postovni
adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25
118 00 Praha 1
e-mail:  ksp@mfff.cuni.cz
www:  http: //ksp.mff.cuni.cz/
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/ / 4
Zadani tloh
Prvni série
Mily denicku,

oproti minulému tydnu, kdy jsem slavila osmé narozeminy a dostala hiibé, byl
neZ ten predchozi. Navic se ji pry mdm vénovat o dvé hodiny tydneé vic.

Uz takhle skoro medéldm nic jiného. Moc rdda bych ted, kdyZ umim flétnu, zacala
hrdt na klavir a slecna Jane, nase komornd, mi nabidla, Ze mé to nauci, ale matce
se to nelibilo, Ze pry mi seZene porddného ucitele, ale Ze mdm na hudbu dost ¢asu.

Véera se mi povedlo utéct z domu a zasit se s Charliem do dilny. Mél tam schova-
nou Zdbu. Povidal mi, Ze od svého tdty, naseho zahradnika, slysel, Ze muyj tdta valci
v Recku. PFislo mi to divngj, ale pry to vi fakt urcité.

Zitra mé cekaji nerovnice. Netésim se.

23-1-1 Basnikuv denik 9 bodu

@ Zahradnikiav syn mél pravdu: otec nasi hrdinky, slavVny romanticky basnik lord
Byron, se na zacatku roku 1824 skutecné ucastnil Recké valky za nezavislost
na Otomanské #{8i. Jako zaminku (&, chcete-li, motivaci) pro prvni tlohu nového
ro¢niku naseho seminére si vezmeme jeho denik, ve kterém popisoval své vylety a

cesty Reckem ptedtim, nez 19. dubna umfel.

Reknéme, 7e si kazdy veder pred spanim zaznamenal, o kolik metrii nize & vyse za
ubéhly den sestoupil ¢i vystoupil. VAS program dostane seznam téchto udaji (jedno

s xs

celé ¢islo za kazdy den) na vstupu a vasim tikolem je vypsat dvé éisla:

V jaké vysce se lord Byron na konci kazdého dne nachézel nejcastéji? Je-li vice
moznych odpovédi, vypiste libovolnou z nich.

V jaké nejvétsi nadmotské vysce jeho lordstvo prenocovalo?

Predpokladejte, ze putovani zacalo u mofské hladiny (této vysce pfifadime, jak
je zvykem, nulu), a nikdy pod motskou hladinu nesestoupilo.

Priklad vstupu: 103 20 -20 50 -82
Odpovidajici vystup: nejéastéji: 103, nejvyse: 153

Vizeny pane de Morgane,

jsem vdm velice vdécna, Ze jste si i na cestdch nasel cas a sepsal mi obsahly dopis
plny dloh, jejichZ resenim se posledni dva tydny tésim. Vézte prosim, Ze matema-
tiku studuji stejné pilné jako pod Vasim laskavym dozorem a Ze aZ na den mych
patndctych narozenin nebyla md pozornost odvedena od pocti ni¢im zdsadnim.

V priloze vam zasildm néktere vysledky a uprimné doufdm, Ze v nich nejsou ony
trapn€ numerické chyby, které mne posledni dobou tak prondsleduji.

S netrpélivosti v srdci vyhlizim vds ndvrat,

Ada
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23-1-2 Jedna geometricka 10 bodu

Z mnozstvi fiktivnich tloh od pana de Morgana vybirame dvé takové, které dava
smysl zpracovavat moderni vypocetni technikou.

Méjme v kartézské soustavé soufadnic zadany body, jejichz soutfadnice obecné
nemusi byt celociselné. Ptame se na nejmensi kruh, ktery je vsechny obsahuje —
tedy kde je jeho stfed a jaky ma polomér.

Priklad vstupu: [0;0] [0;1] [1;0] [2;2]
Odpovidajict vystup: S=[1;1], r=1.4142135

23-1-3 Jedna maticova 11 bodu

Na vstupu dostaneme matici, tj. dvojrozmérné pole celych ¢isel, kterd ma navic
tu zvlastni vlastnost, ze jsou ¢isla v kazdém jejim fadku a sloupci ostfe rostouci.
Potiebovali bychom rychle zjistit, zdali v ni neexistuje néjaké policko v i-tém Ffadku
a j-tém sloupci, které by mélo hodnotu pfesné i + j.

Pokud hledanych polic¢ek existuje vic, mizete vypsat libovolné z nich. Par bodi-
ki navic si muzete vyslouzit, pokud vymyslite, jak rychle spocitat, kolik takovych
policek je.

P1i zvazovani casové slozitosti nepocitejte dobu nacitani: predstavujte si, ze uz
mate matici v paméti. Zkuste zdivodnit, pro¢ nelze dosdhnout rychlejsiho feseni.

Priklad vstupu:

w

~N
© O~
= o b

1
Odpovidajici vystup: 1. Fadek, 3. sloupec

Priklad vstupu:

3 4 5
4 5 6
5 6 7

Odpovidajict vystup: Zadné takové polilko neni

23-1-4 Ale co trapné numerické chyby? 10 bodu

EI Ada vsak evidentné s matematikou pomoct nepotiebuje: trapi ji trapné nume-
rické chyby. Mohli byste ji pomoci s tim? Tteba... s délenim?

Na vstupu dostanete délence a délitele a vas program by mél na vystup vypsat
cely desetinny rozvoj podilu. Pokud je rozvoj nekonecny, vyznacte nejkratsi moznou
periodu.

Priklad vstupu: 1 2 Jing priklad: 1 3
Odpovidajici vijstup: 0.5 Vystup: 0.(3)

Jesté jeden priklad: 143 56
Vistup: 2.553(571428)
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VazZeny pane Babbagei,

mrzi mne, Ze Vas zdrzuji od duleZité prace, ale nase setkani na zahradni slavnosti
u pana Dickense mi nedd spdt. Byla jsem Vam predstavena pani Somervillovou jako
Ada, plnym jménem jsem Augusta Byronovd.

Je mi teprve sedmndct let, ale md matka mi zajistila dobré matematické vzdéldni
a Vase myslenka Diferencidlniho stroje, ktery by zautomatizoval vypocty matematic-
kych a technickych tabulek, mi prijde ichvatnd a podivné samozrejmd.

V priloze Vam zasilam seznam dokumenti a knih, o kterych od pani Somervillové
vim, Ze je vlastnite, a o kterych doufam, Ze byste mi je, samoziejmé za patiicnou
protisluzbu, mohl zapujcit.

Velice rada bych se s Vami téz opét setkala osobneé.

Zdravi

Augusta ,Ada“ Byronovd

23-1-5 Adina knihovna 10 bodu

Velké zésilka knih od pana Babbageho co nevidét ptijde, Ada si proto musi udélat
poradek v knihovné a uvolnit pro ni zvlastni police. Trva ji to samoziejmé predlouho,
kazdé zarazeni publikace do spravné policky se neobejde bez zbézného projiti az
procteni jejiho obsahu.

Jakmile to Ada dodéla, napadne ji nasledujici logickd hficka, nad kterou stravi
zbytek vecera:

Méjme fadu N knih spravné sefazenou podle svého nazvu (ktery ma kazda kniha
rtizny). Nyni ji pfeskladdme tak, aby kazda knizka byla na pozici pravé o K vétsi
nebo mensi, nez byla po sefazeni. Pro jakd K v zavislosti na N jde néco takového
udélat a kolika zpisoby?

(adresovdno Charlesi Babbageovi)
Drahy pritels,

v priloze vam zasilam findlni text prekladu Menabreaova textu spolecné s pozndm-
kami, na kterych jsme se dohodli. Venujte prosim pozornost zneni popisu vypoctu
Bernoulliovych cisel, opét jsem do toho hrabla, doufam, Ze nyni uZ bez Ujmy na
matematicke presnosti.

Mym détem se dari dobre, dékuji za optdni. Byron uzZ dorustd do véku, kdy se mu-
stm rozhodnout, zdali ho hodldm obtézovat matematikou, nebo jeho vzdéldni nechdm
obuyklejsi humanitni tvar. Je to tézké rozhodovdni a budu potrebovat Vasi radu.

Rdda bych Vis tu v Ockhamu zase nékdy vidéla. S mou financéni podporou sa-
mozrejmé muZete naddle pocitat. Oba vime, kde by penize, které bych Vam uprela,
skoncily.

Vase Ada
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23-1-6 Babbageova cesta 10 bodu

Z posledniho dopisu vidime, Ze Babbage nemd penéz nazbyt. Samoziejmeé se chce
za pani Adou, hrabénkou z Lovelace, dostat v co nejkrat$im case, ale ze vSech moz-
nosti, ze vSech tras, které mu dosazeni tohoto nejkratsiho ¢asu nabizeji, potiebuje
vybrat takovou, ktera je nejlevnéjsi.

Na vstupu dostaneme dopravni mapu Anglie zadanou jako seznam spojeni (Zelez-
ni¢nich tras), které vedou mezi riznymi mésty (vzdy obéma sméry). Pro jednodu-
chost predpokladejme, ze pouziti takového spojeni trva jednotkovy cas. U kazdého
spojeni je na vstupu také napsano prirozené ¢islo, kolik pana Babbage jeho pouziti
stoji. Také dostanete napsano, ve kterém mésté Babbage zac¢ina a kde bydli Ada.

Na vystupu vypiste posloupnost spojeni (neboli cestu), kterd ze vSech cest z Ba-
bbageho stanovisté do Adina bydlisté, které pouzivaji nejméné spojeni, stoji nejméné
penéz, tj. soucet ohodnoceni vSech spojeni na cesté je nejmensi. Pokud je takovych
cest vic, vypiSte libovolnou z nich.

Ada zemiela v 36 letech na rakovinu délohy. Nechala za sebou tri déti, které uZ
jsou samozrejmé také ddvno mrtvé, a pruni pocitacovy algoritmus, ktery by pry na
Analytickém stroji, Babaggeové vylepSené verzi stroje Diferencidlniho, skutecné bézel
a generoval Bernoulliho ¢isla.

Vedou se neplodné diskuse o tom, nakolik byl program jejim dilem a nakolik slo
o prdci Babbage, ktery toliko obdivoval jeji slohové schopnosti. Ada sice jeho sna-
Zeni podporovala znacnymi cdstkami, stejné nemalé penize ale prohyrila v sdazkdch
na koné. Ke svym détem pry méla ambivalentni vztah — Diferencidlni stroj vSak
povaZovala za ,pritele’

Sterling s Gibsonem kolem jeji postavy sepsali steampunkovy roman Masina zd-
zraku. Po Adé se jmenuje relativné pouZitelny programovaci jazyk. Ada je skvéld.
Ada je krdsnd. Ada je dévée viech matfyzdkia bez dévcat.
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Druha série

Alan Mathison Turing se narodil 23. ¢ervna 1912 a zemiel o 42 (!) let pozdéji.
Nevite-li o ném nic dalsitho, nez Ze si nejakym zpusobem musel zaslouzit, abychom
tu o ném psali, muzete zacit premyslet nad tim, proc¢ tak brzo. Ale radsi ¢téte dal.
Do sebevrazdy se mozna trefite, jeji okolnosti jsou véak krajné zajimave.

Gordon Brown se omluvil 10. zdri 2009. Vyjddril se v tom smyslu, Ze je mu to
celé moc lito a Ze za vsechny, kteri diky Turingové prdaci mohou Zit ve svobodé,
rikd, Ze. .. je mu celd véc moc lito. Ucinil tak diky petici, kterou zaridil jisty britsky
programdtor.

23-2-1 Bali¢ky balicku 10 bodu

E‘ Petice byla samoziejmé elektronicka, ale aby ji pan premiér nemohl zamést pod
koberec, rozhodne se ji jeji inicidtor John Graham-Cumming vytisknout a zaslat
postou. Poprvé po mnoha letech studuje postovné a co nevidi?

>
O
Y

o\

Vyhodné nabidky balicki! Muzete poslat jeden o vaze N kg, dva o vaze N —1 kg,
tfi o vaze N —2 kg, ..., N o vaze 1 kg, kde N zavisi na ro¢nim obdobi, denni hodiné
a sjizdnosti silnic. To vas nemusi trapit, /N dostane vas program na vstupu.

Dale dostanete vahu H petice v celych kilogramech. Vasim tkolem bude vymyslet,
které nabidky balickt je tfeba vybrat, aby se do nich dohromady veslo H kg petice,
ale zaroven aby jejich kapacita byla co nejblize tomuto H.

Je tfeba zduraznit, ze ,,3 balicky, kazdy o vaze N —2 kg“ je jedna nabidka, kterou
jako celek bud pfijmete, nebo nepiijmete. Chcete-li poslat 3N — 6 kg, je to idedlni
volba.

Chcete-li poslat N — 2 kg a N neni Gplné malé (tfeba N = 100), je lepsi zvolit
nabidku ,1 balicek o vaze N kg“, pfestoze dva kilogramy nevyuzijete. Stejné dobré
feSeni by pak bylo vybrat ,, N balicki o vaze 1 kg“ a nam je jedno, které z takovych
dvou stejné dobrych reseni vypisete.

Chcete-li poslat 100 kg a N = 12, mlzete vybrat tfeba kombinaci 3 x (N —2) +
IXx(N—=2)+5x(N—-4)=3x10+3x10+5x8.

8
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Turing byl ,zakladatel moderni informatiky’ Co myslite, datilo se mu na néco
takového balit holky?

Zavedl nejvyznaméjsi teoreticky model pocitace, kterému se dnes 7ika Turingiv
stroj. MizZeme si ho predstavit jako nekonecnou pdsku popsanou symboly z néjaké ko-
necné€ mnoziny. Nad pdskou se pohybuje hlava stroje a v kazdém kroku vipoctu podle
jednoduché tabulky pravidel precte symbol, nahradi ho jinym, a presune se doleva ne-
bo doprava. Existuje teze, Ze prace kaZdého rozumného (teoretického i skutecného)
pocitace se da na prdaci Turingova stroje prevést.

Na zdkladé tohoto modelu dokdzal, Ze neezistuje zarucené konecny algoritmus,
ktery by dokdzal posoudit, zdali se jiny dany algoritmus na danych datech zastavi.

Tim rozhodnul Hilbertiv problém z roku 1928, ktery se ptal po existenci zarucené
konecného algoritmu, ktery dostane matematické axiomy a domnénku a rozhodne,
je-li domnénka z téchto axiomi odvoditelnd. Zamitnul existenci takového algoritmu,
protoze diky formalizaci Turingova stroje umél vyjddrit ,zastavi se algoritmus na
dangch datech?“ jako matematickou domnénku.

Vymyslel téz ,, Turinguv test’ Jde v podstaté o clovekostiednou definici inteligence,
kdy je objekt inteligentni praveé tehdy, nerozeznd-li lidsky pozorovatel jeho lingvisticky
vystup od lingvistického vystupu cloveka. Takové Turingovské testovdni provadi kazZdy
z nds vidy, kdyz mu pise nezndmd entita po IM a nabizi vyrobek.

Co na tom, Ze ho v mnoha (i zminéngch) vécech asi o rok piedbéhl Alonzo Church;
Turinguv pFistup se ukdzal byt stravitelnéjsi nezZ Churchiv lambda kalkulus.

23-2-2 Zastaveni 10 bodu

Kdyz uz jsme u toho zastavovani... Mame-li spravedlivou Sestisténnou kostku,
umime na ni generovat (celd) ndhodna éisla mezi 1 a 6 (véetné) se stejnou pravdé-
podobnosti 1/6. Pfedstavme si, Ze mame po ruce 4-, 6-, 8-, 12- a 20sténnou kostku.
Pro které hodnoty n umime pomoci téchto kostek generovat (celd nahodnd) éisla
mezi 1 a n (véetné) tak, aby vSechna padala se stejnou pravdépodobnosti a trvalo
nam to zarucené konec¢ny pocet kroka?

Pokud piSeme generovat, myslime tim prosté, ze néjaky vas algoritmus dostane
kostku ,zaptijcenou” a miZze si s jeji pomoci generovat nahodna ¢isla, na jejichz
zakladé nakonec spocita pozadované vysledné ndhodné ¢islo. Jakékoli jiné nahodné
generatory jsou zakazdny. Nepijde-li vAm to ve v8i obecnosti, zkuste ovéfit, jestli (a
jak) jdou vygenerovat ¢isla od 1 do 120.

Tteba nahodné ¢islo v intervalu 1 az 32 snadno ziskdme na dva hody vyrazem
(8(dy — 1) + dg), kde dy je ¢islo hozené na ¢tyfsténné kostce a ds ¢islo hozené na
osmisténné kostce.

O Turingovi se povidd spousta ,geekovskych® drbi. Casto se zmirugje jeho kolo,
byl to ndruzivy cyklista. Zacal mu pry jednou padat Tetéz a on nedbal opravy, misto
toho si pri jizdé pocital otocky a pokaZdé, kdyzZ se to melo stdat, seskocil z kola a
opatrné posunul Tetéz o par pozic ddl.
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To zni straslivé neprakticky, dokud si neosvétlime, Ze Tetéz padal prave a jen tehdy,
sedel-li se jeden ohnuty zoubek na kotouci s jednou nedokonalou pozici na fetézu. Je
pak otazka délitelnosti, kdy se pri jizdé takové dvé chyby setkaji: klidné to mohlo
nastavat ,jen“ kazdych deset minut.

23-2-3 Projizdka 12 bodu

Predstavme si Turinga mificiho vlakem do krajiny, kterou si chce na kole projet.
Dostaneme na vstupu seznam rozcesti a cest, které vedou mezi nimi. Jeho kolo je
tentokrat bezvadné, lec¢ terén je obtizny a hlavné nevyrovnany — nékteré silnice jsou
kratké a klidné, dokonce vedou z kopce; jiné jsou dlouhé, klikaté a strmé, takze velmi
unavuji.

Turing kazdé z nich pii pohledu do mapy pridélil celé ¢islo vyjadiujici tuhle
subjektivni obtiznost — na kladné ohodnocenych cestach si bude odpocivat a na
zaporné ohodnocenych tuhle nashromazdénou energii vyda.

Ted by od vés chtél, abyste napsali program, ktery mu najde takovou cestu (véetné
zaCatku — a miZe zacinat na libovolném rozcesti), po které jednak projede vSechny
silnice prdavé jednou, druhak bude na kazdém rozcesti soucet vsech Turingem do
té chvile projetych silnic nezdporny a navic se vrati na rozcesti, na kterém zacal.
Chcete-li a myslite-li si, ze vam to pomiZe, predpokladejte klidné, Ze z kazdého
rozcesti vychazi sudy pocet silnic.

Dulezité je, Ze Turingovy védecké vysledky blednou ve srovndni s jeho srdnatosti
za druhé svétové vdlky. Ucastnil se desifrovdni némeckého Sifrovaciho stroje Enigma
v anglickém Bletchley Parku, postavil pTi této prileZitosti jednoucelovy pocitac Bom-
be, ktery podstatné urychlil prochdzeni moznosti. Diky tomu, Ze byly kody Nemecka
zlomeny, nabrala vdlka ponékud jing rozmér, ktery hezky zachytil Neal Stephenson
ve své knizce Kryptonomikon (ve které mimochodem Turing skutecné vystupuje):

»[Ve filmech] se pravi, Ze Patton a MacArthur jsou odvazni generdlové. Svét bez
dechu ocekdava jejich dalsi neohroZené eskapady za neprdtelskou linii. Waterhouse vi,
Ze Patton a MacArthur jsou vic neZ cokoliv jiného inteligentni konzumenti [prolo-
menych Sifer] Ultra/Magic. PouZivagi je k tomu, aby zjistili, kde neptitel soustredil
stly, pak ho obejdou a uderi na misto, kde je nejslabsi. To je vSechno.“
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Zadani tloh Rocénik dvacaty t¥eti, 2010/2011

23-2-4 Planovani 10 bodu

Porad by ale bylo ponékud nespravedlivé uptit vSem spojeneckym generaliim
jakoukoliv tvofivost. I kdyz vam cizi zpravy diktuji, na ktera mista potiebujete kdy
zautocit, porad mate omezené zdroje.

V této tloze dostanete na vstupu seznam casovych intervali zadanych pfirozeny-
mi Cisly, ve kterych je potfeba likvidovat néjaky vyhodny cil plouzZici se za frontovou
linii. Seznam je usporadany podle poc¢atki téchto intervald.

Chceme od vas, abyste nasli minimalni pocet bombardéri, ktery staci k likvidaci
vSech cild, a jejich ¢asovy rozvrh.

Neuvazujte doby prilétani a odlétani, tankovani, adrzby a podobné, to uz je za-
pocitano v intervalech. Letadlo je vzdy plné vyuzito cely pozadovany interval, takze

se nesnazte o néjaké triky s pfedéasnym navratem, jednim letadlem na dvou mistech
apod.

Priklad vstupu:
5-8 7-12 11-13 12-15

Priklad vystupu:

N

1: 5-8 11-13
2: 7-12 12-15

23-2-5 Zamérovani 8 bodu

@ Historicky se matematika ve valkach pouzivala vedle Sifrovani také pii vSemozné
balistice. Nabizime vam touto historii velmi vzdalené inspirovanou tlohu:

Dostanete na vstupu pozici dvou kandéni v kartézské soustavé souradnic a po
fadé vrcholy i nekonvexniho mnohothelnika (ale zddné dvé jeho nesousedici hrany
se neprotinaji), na jehoZ obvod Sileny velitel piikazal st¥ilet. Souradnice nemusi byt
cela cisla.

Navic vyzaduje, aby oba kandny stfilely na takovy bod na obvodu, pro ktery
plati, Ze je obsah trojuihelnika urc¢eného obéma kanény a timto bodem co nejblizsi
zadanému ¢islu. Pokud je jich vice, vypiste libovolny z nich.

Piiklad vstupu (kandny, pevnost, obsah):

(1, 11 [1, 2]
[2, 11 [2, 2.5] [3.71, 2.5] [3.71, 6] [7, 1]
1

Odpovidajici vystup mtze byt tieba [3, 1].

Po wdlce pracoval Turing na stavbé pocitaci, tentokrdat uz ne jednoucelovych, a
néjakou dobu se mu davilo konkurovat podstatné lépe financovanému americkému
vyzkumau.
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23-2-6 Testovaci 10 bodu

Pottebujeme-li u takového jednoduchého pocitace otestovat bezchybnost, chceme
néjakou dosti jednoduchou ulohu, po jejimz vyfeSeni a naprogramovani si budeme
moci byt jisti, Ze pokud dava pocitac¢ Spatné vysledky, neni to nasim naprogramo-
vanim.

Co tfeba takovou?

Mate zadanou setfidénou posloupnost pfirozenych c¢isel a chcete vypsat vSechny
trojice ve tvaru a, a + k, a + 2k (pro v8echna mozna pfirozend a, k), které se v ni
nachéazeji.

Piiklady (vstup — vystup):
123589 —1-2-3 1-3-5 1-5-9 2-5-8

1 24 5 10 11 — nic (zde neni zddn4 takova trojice)

Turing byl take mimochodem homosezudl, v Britdinii to bylo do roku 1968 trestné
(u nds ,jen do roku 1960), a tak mu soud, kdyZ se na to p¥islo, zakdzal pracovat na
vladnich projektech na vystavbu pocitaci a naridil hormondlni ,lécbus O dva roky
pozdéji si Turing kousl do jablka, které predtim naplnil kyanidem. Bizarni? Mél moc
rad Snehurku a sedm trpasliki od Disneyho — inspiraci tedy moznd nasel v tomto
filmu.

KazZdopddné se vseobecné soudi, Ze ho k tomu dohnaly dosti nepékné vedlejsi icin-
ky provddénéeho léceni a to je onim duvodem, proc¢ se mu britsky premiér po 55 letech
omluwil.

Mezi informatiky je Turing oblibeny, protoZe jeho Zivotni pribéh dokumentuje, jak
muze byt takovy teoretik uzitecny, kdyz vyvstanou velké praktické probléemy. Eristuji
odhady, podle kterych analytici z Bletchley Parku zkrdtili valku o rok a zachrdnili
milion lidi, a je samoziejmé nemozné vict, jestli tomu tak je. Je rozhodné dojemné
st uvédomit, Ze po valce samoziejmé jako hrdinové oslavovdni nebyli, protoZe britskd
vlada nechtéla, aby se o proloment danych Sifer védélo. Mnoho jich tedy, stejné jako
Turing, zemrelo bez jakéhokoliv uzndni.

V éestiné vysla v edici Aliter popularizacni knizka ,Muz, ktery védél piilis mnoho;
ktera se cela vénuje Turingové Zivotu a snazi se jemné vysvétlovat jeho vysledky. Po-
kud vds zajima teoretickd informatika a chcete byt drsni, Charles Petzold neddvno
sepsal ,Annotated Turing) coZ je pretisk Turingovova tustredniho cldnku s pozndm-
kami.

Ezistuje docela znamd beletristickd kniZka o kryptoanalyticich z Bletchley Parku a
Spionaznich taneccich kolem, kterd se jmenuje ,, Enigma“ — dokonce podle ni natocili
film. Tam uZ ale naseho hrdinu nenajdete.
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Zadani dloh Ro¢nik dvacaty tf¥eti, 2010/2011
Treti série

FEdsger Dijkstra byl slavny holandsky muyslitel. Byl to samotdrsky, konzervativni
clovek, kterému se jen wvelmi tézko urcuje obor, jimzZ se zabyval. Narodil se roku
1930 v Rotterdamu, kde zustal aZ do svych vysokoskolskiyjch studii teoretické fyziky.
Pozdeji Zil a ucil v Eindhovenu, kde se venoval praktické i teoretické matematice a
informatice.

Zabyval se mimo jiné€ i grafy. Jednim z nejznaméjsich algoritma, které vymyslel,
je hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu, jenzZ po ném nese jméno a muzete si

ho precist treba v nasi kucharce.! My bychom po vds ted chtéli vymyslet jeden trochu
jednodussi, ale zdanlivé podobny algoritmus.

23-3-1 Usporny kofen 9 bodu

Na vstupu dostanete neohodnoceny strom? zadany po¢tem vrcholdl a seznamem
hran. Vrchol s hloubkou z bude takovy vrchol, od kterého je kazdy jiny vrchol vzda-
leny maximalné x. Usporny kofen je vrchol s nejmensi moznou hloubkou. Naleznéte
vSechny tsporné kofeny stromu.

Priklad vstupu:

5 1
12
23 2
3 4 3
35

Vystup: 2 3 4 5

Jako sprdavnyg samotar bydlel na vesnici, takZe do skoly jezdil jen v utery. Vedl
tam i semindr, kterému se prihodné Tikalo Tuesday Afternoon Club, kde se tesily
tlohy podobné tém z KSP. Kdykoliv tam ¢i jinde studenti prilis hlasité Suskali (to
asi dobfe zndte), nekiicel, ale naopak zacal Septat. To mélo ohromny efekt — vsichni
ztichli. Takovy mél respekt.

Kdyz se pozdéji stéhoval do Ameriky a cesta mu pripadala dlouhd, vymyslel ilohu,
kterou pak zadal americkym studentim p7i jejich pronim semindri Tuesday After-
noon Club.

23-3-2 Nejkratsi cesta pres ocean 14 bodu

A Pro zjednoduseni si severni Ameriku i Evropu pfedstavme jako dva konvexni
n-thelniky, které se neprotinaji. Chcete nalézt nejkrat$i cestu mezi nimi. Na
vstupu nejdiive dostanete soufadnice Ameriky a potom soufadnice Evropy jako
vrcholy v poradi, v jakém lezi na obvodu.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

Vasim ukolem je najit takové dva body, jeden na obvodu Ameriky a druhy na
obvodu Evropy, aby jejich vzdalenost byla co nejmensi. Pokud je vic moznosti, staci
vypsat libovolnou z nich.

Vstup (znézornény obrazkem):

5

0 75

10 20

90 0

130 80 SS
45 90

6

185 5

275 10

240 85

210 85 Vystup (¢arkovang):
190 80 118 56

150 40 150 40

Krom tisice jinych véci premyslel, jak pocitace naucit pocitat, treba odpovédét na
zadani 1+2+3. K tomu dcelu znovu objevil postfizovy zdpis a objevil, jak na néj bézny
infizovy zdpis rychle prevést. Pokud to chcete umét taky, muzete se podivat treba do
Wikipedie.?

Abychom nezustali u teorie, podilel se na vjvoji programovaciho jazyka ALGOL
60 a pozdéji i jeho pruniho prekladace. Tento jazyk vznikl pro snadny zapis algoritmi
a jako konkurence tehdy mohutné nasazovaného BASICu.

Edsger Dijkstra vibec velmi brojil proti prikazu goto a zasazoval se o strukturova-
né programovdni. Prikaz goto povaZoval za neprehledny. Samoziejmé, Ze na drovni
procesoru se stdle pouzivd, ale programdtor by od néj mél byt odstinén, pokud to jen
jde.

Meél rad programovdni rovnou na cisto, nejdiiv si program rozmyslet a pak jej
plynule psdt. Lepsi je chyby nedélat, nezZ je hledat.

Nasledugict ulohu vymyslete rovnou bez chyb a tak, aby sla zapsat bez goto. Pokud
nevite, co to goto je, mdte to snazsi, budte jen rddi.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Shunting-yard_%28algoritmus29
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23-3-3 Skok bez padaku 13 bodu

Z letadla vyskocil American, le¢ az po vyskoku si uvédomil, Ze misto padaku si
vzal batoh spolucestujiciho Cecha. Nagtésti pro néj je na strani pod nim rozmisténo
N trampolin.

Predstavme si stran jako rovinu postavenou svisle, tedy soutadnice x urcuje ho-
rizontalni pozici a soufadnice y je vyska.

Kazd4 trampolina je uréena dvojici soufadnic (z,y). Parasutista méa né&jakou po-
¢atecni pozici (zg,yo). Padad ve sméru osy y, dokud nenarazi na trampolinu, ktera
je o d niZe nez on. Od ni se odraz{ a vyleti o d/2 vySe, pak si mize vybrat, jestli se
posune o 1 vlevo, nebo vpravo (posunout se musi) a posune se podle toho.

Toto se opakuje, dokud nedopadne na zem. Na vstupu také dostanete vysku h;
pokud spadne na zem z vétsi vysky, zpusobi si zranéni neslucitelnd se zivotem a
privolany lékatr konstatuje smrt.

a) Urcete, jestli ma Sanci pfezit, a pokud ano, jak ma postupovat. Naleznéte nejkratsi
mozné feseni (nejméné odrazt). (5 bodu)
b) Naleznéte vSechna mozné y < yo, pro ktera ptezije pad s pocateéni pozici (zg,y). (8

bodii)

Priklad vstupu: Na prvnim fadku jeho pocateéni soufadnice a hg, na druhém
fadku K, na dalsich K soufadnice trampolin.

Na obrazku vlevo naért zadani, vpravo mozné feseni (nejprve skdde po plnych,
nésledné po ¢arkovanych Sipkach).

15 3

O W NEFE, OOO,N
= O
o

aoww
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Zasazoval se o eleganci nejen zdrojovych kodi, ale i matematickych dikazi. Ty
jeho byly zvldst pékné. Mdlokdy presdhly 16 stran a kaZdou vétu peclivé vybiral, aby
nebyla zbytecnd, nudnd ani nepochopitelnd. Dikazy psal jako pohddky. Nemél rad
dlouhé formdlni tady implikaci ani diukazy sporem, zato zvlddl i treba v geometrii
nebo algebre pouZit algoritmické dikazy a jiné prekvapive finty z programatorského
svéta.

Jeho konzervativni pristup k védé se projevoval treba tim, Ze nerad jezdil na kon-
ference, ale radéji vykladal v mensi skupiné lidi. Vétsinu své prdace psal na stroji.
Osobni pocitac si poridil aZ ke konci Zivota, ale i tehdy ho pouZival minimdlné a
preferoval psant rukou. Mél krdsné technické tiskaci pismo, které se pouzivd i jako
pocitacovy font.

23-3-4 Psani pismen 10 bodu

E. Kazdé pismeno se skladéa z bodti a linii, které je spojuji. V jednom bodé muize
zacinat i koncit vice linii. Pfi psani perem lze psat vic navazujicich linii jednim
tahem, nejde-li to, musi se pero zvednout a zacit jinde. Kolikrat nejméné je potieba
pero zvednout?

Na vstupu dostanete neorientovany graf o N vrcholech a M hranéich a vypiste,
kolika nejméné tahy lze nakreslit.

Samoziejmé Setfime, takze je zakdzano jakoukoli hranu nakreslit vice nez jednou.
Jinak fedeno, nesmite se vracet po jiz nakreslenych liniich.

Priklad vstupu:

5 6 Jiny priklad:

12 55 )
23 ! s 14

34 2 4 2

42 4 25 VRS
25 3 53 . 3
51 4 5

vystup: 1 vystup: 2

Jeden z mnoha jeho texti (EWD 1250) — znamy problém dvou pdri, lodky a feky.
K rece prisly dva pdry a potrebuji prekonat reku tak, aby nikdy nezistal sam pdn
z jednoho pdru s ddmou z druhého pdru. Lodka unese mazimdiné dva lidi.
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The cou?}S, Jhe river, and the \ittle boal

Here 1s Yhe Pro‘olemz

“TFro husbands and dwo wives hove o cross
o river in o kool wWhich con hold only twe
Pgor:\e. How can ‘Hw-:j cross so thal no woman
s n Hpe compon o{)a man wunless her hus-

boand is al\so Prescn*? »

CC'OP&T\'SH)‘ @ 1967 bJ Morris Kline)

Pamatoval i na ty, kteri uz ulohu znali, nebo hned vyresili. ,Zddost: Pokud vdm
pripadd tento problém prilis jednoduchy na to, abyste na néj plytvali svym casem,
hledejte prosim misto toho pocet riznych Feseni. Dékuji. (Konec Zddosti.)“

f\?eques* 1(] you Hink dhis Pro)o’em +oo Hrivial
o de:xs}e Your -)ima on, Please stcote ins}an-
“‘O\r\QOU.SI; the number OF C“-?Fer’en)‘ solutions.

Thank you. C BEnd of "Reques}.)

Mimochodem, nékteri organizatori KSP maji velmi podobné pismo. .. také vdm
pripadd virazné citelnéjsi neZ klasické psaci pismo?

Neékdy mu bylo vycitdno, Ze neuvddél Zadné nebo mdlo zdroji. Ale co mél délat,
kdyz néco vymyslel jen tak? Navic vétsinu své prace nepublikoval v ¢asopisech, ale
postlal pratelim a zndmym. Tyto éldnky jsou oznacovdny EWD (jeho inicidlami) a
éislem, tieba EWD 1250, a daji se stahnout volné na internetu.*

Analogii muzeme najit v hudbé, kde se takhle oznacuji dila slavnych skladate-
li, asi nejzndméjsi jsou BWYV (Bach-Werke-Verzeichnis) a HWV (Hindel-Werke-
Verzeichnis). Zdsadni rozdil je ov§em, Ze Dijkstra si to ¢isloval sam, kdezto hudebnici
to neresili a udélal to za né nékdo jing o mnoho let pozdéji.

EWD shromaZduje pan Ham Richards. Jednou, kdyZ je nesl, zakopl a rozsypaly
se mu po podlaze.

4 http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/welcome.html|

17


http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/welcome.html

Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

23-3-5 Rozhazené EWD 7 bodu

@ Chudék pan Richards ma jen svou zapomeétlivou hlavu a par papiri, tak budete
muset vymyslet, jak setfidit EWD v konstantni paméti. To jest, ze si miize udélat
t¥eba 1000 zéznamii, ale ne pro kazdou z N EWD jeden. Vami spotfebovand pamét
prosté na N viibec nesmi zéviset (a N muze byt libovolné velké — argument, ze EWD
je koneéné mnoho, vdm neprojde). Davejte si pozor na rekurzi, spotiebovava tolik
paméti, jak hluboko je zanofena.

Prehdzena EWD budeme reprezentovat jako spojovy seznam. V programu dosta-
nete ukazatel na prvni prvek spojového seznamu, kde je ¢islo EWD a ukazatel na
dalsi. Vasim tikolem je ho settidit a vratit ukazatel na prvni prvek (nejstarsi EWD).

Spojovy seznam uZz méate v paméti, vasim ukolem je prepojit jej do setfidéného
stavu.

Priklad pred setfidénim: A po setfidéni:

O HO M I e

Z uplné jiného soudku je jeho ndvrh operacniho systému THE multiprogramming
system, zaméreneho na sekvencéni zpracovdani uloh a s podporou multitaskingu a pa-
ralelizace. Velkého rozsireni se sice nedockal, nicméné myslenky vytvorené pro néj
se ujaly. Jestli vds paralelni svét zajimd, méli jsme o ném kdysi seridl® a také o ném
byla série uloh pred pdr lety v Matematické olympiddé.

Jako uzZ stary se vrdtil do Holandska do svého puvodniho domu ve vesnici Nuen,
kde roku 2002 zemtel na rakovinu.

Pozustali pak premysleli, jestli mu na hrob napsat, Ze byl matematik, nebo infor-
matik. Hodilo by se jim k rozhodovdni védét, kolik procent lidi si nejcastéji myslelo,
Ze byl informatik.

5 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/19
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23-3-6 Vyzkum vefejného minéni 9 bodu

Za jeho zivota se délalo N vyzkumii vefejného minéni, jestli byl informatik. Vy-
sledkem bylo vzdy ¢islo v procentech s presnosti na M desetinnych mist. IV je fadové
tolik jako 2M. MuZzeme pfedpokladat, Ze vyzkumy odpovidaly realité a mezi jednot-
livymi vyzkumy procento lidi, ktefi si mysli, Ze ano, bud jen stoupalo, nebo jen
klesalo. Vasim tkolem je zjistit, jaké procento bylo béhem jeho zivota nejcastéjsi.
Pripadné urcit libovolné z nejcastéjsich. Nezapomente, Ze to nutné nemuselo byt
v dobé, kdy se konal vyzkum.

Priklad vstupu: 7

6 5
8.124 45.223 28.8723 73.117 13.3 5.0

Vystup (vyznacen ¢arkovanou ¢arou):

42.42 (4x) |
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Ctvrta série

Jen vyjimecné se najdou lidé pisici programy s dokumentaci obsdhlejsi neZ sa-
motny kod a provddéjici veskerou cinnost s obdivuhodnou peclivosti. V této sérii
st predstavime osobnost, pro niZ je psani dobre okomentovangch programu takrka
dennim chlebem a kterd povysila programovdni na umeni programovdny.

Moznad uZ tusite, Ze se jednd o Donalda Ervina Knutha, a vybavilo se vam jeho
dilo Uménd programovdni (v origindle The Art of Computer Programming), obsahu-
jict mnohé znalosti informatiky, popisy zdkladnich algoritmi a jejich matematickou
analyzu. Vyjimeénost tohoto muZe potvrzuje i titul emeritniho profesora (plngm nd-
zvem Professor Emeritus of The Art of Computer Programming) na Stanfordové
univerzité v USA.

Emeritni znamend, Ze odesel z profesiondlniho Zivota, nicméné mu zustal cestny
profesorsky titul. Knuth se totiz rozhodl opustit univerzitu, aby se mohl plné vénovat
prdci na Uméni programovdni. Chce-li totiZ napsat o néjakém tématu, hluboko se do
ného ponori, precte o ném spoustu cldnki, z nichz vybere pro c¢tendre nejprinosnéjsi
poznatky, kazdy algoritmus si naprogramuge. . .

Proto také jeho price na Umeéni programovani trvd jiz od roku 1962, nyni jsou
napsdny t¥i svazky (Zdakladni algoritmy, Seminumerické algoritmy, Vyhleddvdni a
tridéng), cturty (Kombinatorické algoritmy) se dokoncuge, ale v pldnu jsou jesté dalsi
t7i. Celkem by tedy mélo vyjit sedm svazkii.

23-4-1 Studenti a profesori 12 bodua

Jedna z véci, jez ho na univerzité zaméstnavala (a tedy mu ubirala ¢as od psani),
bylo vedeni védeckych praci studentd (napf. psani ¢lankd do odbornych ¢asopisi).

Studenti na Stanfordové univerzité se chtéji prosadit a napsat co nejvice ¢lanki,
pricemz kazdy z nich ma vytipovano nékolik profesori, pod jejichZ vedenim by chtél
¢lanek psat. S jinymi profesory spolupracovat nechce a nebude.

Studenti jsou schopni psidt maximalné K ¢lanka najednou. Le¢ ¢as profesoru je
omezeny, kazdy z nich je totiz ochoten spolupracovat maximalné s K studenty,
pricemz je jim jedno, kteii to budou.

Vasim tkolem je najit algoritmus, ktery zjisti, jestli je mozné, aby kazdy student
psal pravé K ¢lankt a kazdy profesor spolupracoval pravé s K studenty, a pokud
ano, tak vypsat, ktery student bude spolupracovat s kterym profesorem.

MizZete predpokladat, ze profesort i studentt je stejné, totiz N, a nemusite uva-
Zovat situaci, Ze by student chtél psat u jednoho profesora vice ¢lank.

Priklady: pro vstup N =4, K = 2, student S1 chce psat ¢lanek s profesory P1 a
P2, student S2 s P1, P2, P3, P4, student S3 s P2, P3, P4 a student S4 s profesory P3,
P4, jsou feSenim tyto pary student—profesor: S1-P1, S1-P2, S2-P1, S2-P3, S3-P2,
S3-P4, S4-P3, S4-P4.

Pro vstup N = 5, K = 2, studenti S1 a S2 chtéji psat u profesora P1, P2, P3,

student S3 u P3, P4, P5 a studenti S4, S5 u P4, P5, feSeni neexistuje. Existovalo
by, kdyby bylo K =1, ale to uz je zase jiny vstup.
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Aby byl Knuth pfi své prdci co nejméné vyrusovdn, zrusil 1. ledna 1990 e-mailovou
adresu. Jak pise na svém webu, citi se nyni §tastnéjsi, protoZe mu uz nechodi nevy-
Zadand posta. I presto vyhod elektronické komunikace a internetu stdle vyuzivd, ale
vétsinu e-maill za néj vyrizuje jeho sekretarka.

23-4-2 Paralelni profesofi 10 bodu

Na chvili si pfedstavme, Ze neexistuje nic jako e-mail, internet, ba dokonce oby-

v

¢ejna ,$neci“ posta. Jak by si takovi profesofi sdélovali své poznatky?

Na univerzité pracuje N profesori. Na zacatku dne ma kazdy svij unikatni novy
objev, ktery chce sdélit vsem ostatnim.

Jelikoz vsak ve skupince tfech a vice profesort je vzajemné sdélovani poznatki
nemozné kvuli prekiikovani, poradaji profesofi béhem dne obcas sezeni. Béhem nich
utvori dvojice (ne nutné vsichni jsou ve dvojici) a ve dvojicich si vymeéni vSechny
objevy, které maji (tedy i objevy ziskané dfive od jingch profesorii). Béhem sezeni
se dvojice neméni.

Jaky je pro rizna N minimalni pocet sezeni, ktera musi probéhnout, aby kazdy
profesor znal objevy vSech svych kolegu?

Treba pro N = 2 stadi jedno sezeni, pro N = 4 jsou potieba dvé (nejdiiv A-B a
C-D a potom A-C a B-D).

Jak D. E. Knuth neddvno v jednom rozhovoru poznamenal, mnohdy nardzi na
odborné texty, jejichZ jedingm cilem je prekonat tajuplnymi metodami jednodussi
algoritmy, ale pouze, kdyZ bude velikost vstupu vétsi neZ pocet protoni ve vesmiru.
Ve svych knihdch proto predklddd jednodussi, ale stdle efektivni metody.

Jak vsak ukdZe ndsledujici uloha, ne vZdy jsou jednoduché a rychlé metody dobre.

23-4-3 Zabugovany program 8 bodu

@ Dva zlatokopové objevili bohaté lozisko zlata a spoleéné vykopali velké mnoZstvi
nugettt. Chtéji se o né rozdélit rovnym dilem, na coz si napsali program. Kazdy
nuget mé svoji zadanou cenu (p¥irozené ¢islo), seznam nugettt program dostane na
vstupu, na vystup vypise, jak si je maji rozdélit, nebo oznami, Ze feSeni neexistuje.

Napftiklad pro nugety o hodnotach 3, 3, 5, 5 dostanou oba nugety s cenou 3, 5;
pro sadu nugett 3, 3, 5 FeSeni neexistuje.

Co &ert (nebo spi§ zlatokop) nechtél, v programu je chyba a ne mald, nehledejte
tedy zapomenuty stfednik, chybu v pouziti knihovni funkce jako gqsort nebo neo-
Setfeni ¢teni vstupu. Zlatokopové Spatné vymysleli cely algoritmus a program by si
zaslouzil od zakladu prepsat.

To vsak nechte na nich, at se pocvi¢i v algoritmizaci, vasim tkolem bude pouze
presvédcit je, ze program napsali Spatné — najit jim vstup, na némz vypise Spatny
vysledek, a urcit pro tento vstup spravny vysledek. Bonusové body neminou fesitele,
ktefi najdou nejmensi takovy vstup co do poc¢tu pfedméti nebo celkové ceny.
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Zdrojovy kéd (C):
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX 1000

int N; // polet nugett
int ceny[MAX]; // ceny nugeti
int la[MAX], 1b[MAX]; // co dostane kdo

// Vypise zadané pole o N prvcich
void vystup(int *pole, int N) {
for (int i=0; i<N; i++) {
if (i>0)
printf(" ");
printf("%d", polelil);
}
printf("\n");
}

// Porovnavaci funkce pro gsort()

int cmp(const void *a, const void *b) {
return (x((int *)b) - *((int *)a));

}

int main(void) {
// Pfe&teme vstup
scanf ("%d", &N);
for (int i=0; i<N; i++)
scanf ("%d", &cenyl[il);

// Set¥idime vstup
gsort(ceny, N, sizeof(int), cmp);

int a=0, ai=0, b=0, bi=0;
for (int i=0; i<N; i++) {
// Ktery zlatokop md zatim méné&?
if (a < b) { // A -> pfidame A
lafai] = cenyl[il;

ai++;
a += cenyl[il;
} else { // B —-> ptidéme B
1b[bil = ceny[il;
bi++;
b += cenylil;

}
}

if (b == a) { // Povedlo se rozdé&lit
// Tak to vypiSeme

2010/2011

Zdrojovy kéd (Python):
#!/usr/bin/python

n = # # # #®

-*- coding: utf-8 —*-

Cteni vstupu (zde neni chyba)
N je pocet nugeti

ceny je pole s jejich cenami
= long(raw_input())

= raw_input ()

ceny = map(long,s.split(" "))
if len(ceny) != N:

print "(Po)Chybny vstup"
exit (1)

# Vstup uspé&Sné prelten

# Setfidime ceny
ceny.sort()

A=0
B=0
LA =

LB =

# a rozhazZeme
while len(ceny) > O:

¢ = ceny.pop()

if A > B:
LB.append(c)
B += ¢

else:
LA.append(c)
A +=c

# Vypis (zde neni chyba)

if A == B:
print " ".join(map(str,LA))
print " ".join(map(str,LB))
else:

vystup(la,ai);
vystup(1lb,bi);
} else // Nepovedlo se rozdélit
printf ("Nelze spravedlivé rozd&lit.\n");
exit(0);
}
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Zmanme jesté trochu biografickych udaji. Donald Ervin Knuth se narodil v Toce
1938 ve Wisconsinu. UZ od mldadi vykazoval vysokou inteligenci, kdyZ v 8 letech
dokdzal slozit z pismen ,, Ziegler’s Giant Bar“ 4500 anglickych slov do jedné soutéZe,
prestoZe porota meéla jen 2500 slov. V roce 1956 nastoupil na Case Institute of
Technology na fyziku, ale byl zdahy presvédcen, aby se vénoval matematice.

K informatice se dostal v podstaté ndhodou pFi své letni praci, kdyZ narazil na
pocitac IBM 650. Zaujal ho natolik, Ze u néj stravil dlouhé hodiny jeho zkoumdnim.
Ve 20 letech napsal program na analyzu vykonnosti univerzitniho basketbalového
tymu, ktery mu vynesl trochu slavy. Tomuto pocitaci dokonce pozdéji vénoval jednu
svoji praci slovy ,ma pamdtku mnohych prijemnych odpoledni.

S pracemi na Uméni programovdni zacal jiZ v roce 1962 (tedy 6 let po ndstupu
na vysokou $kolu) a pruni t¥i svazky vysly v letech 1968, 1969 a 1973. Poté byl
vsak zklamadn zmeénou techniky sazby jeho knih, protoZe se zménilo pismo a sniZila
kvalita. Rozhodl se proto vyvinout vlastni systém pro sazbu texti, a tak vznikly jeho
dva dalsi zndmé pociny: TEX jako novy systém pro sdzeni textu a METAFONT pro
tvorbu fontu.

Dotahl sazbu a propracovanost svijch knih dokonce tak daleko, Ze se rozhodl vypla-
tit 0x$1.00 (jeden hexadecimdlni dolar, tedy $2.56) kazdému, kdo najde v néjaké jeho
knize chybu. Na svych strankdich md seznam odménéngch, ktery dnes c¢itd bezmdla
400 jmen.

23-4-4 Zavorky v TgXu 10 bodu

V TEXu se hojné vyuzivaji slozené zavorky (napf. v definicich ¢i volanich maker)
a lze je i libovolné vnofovat. Obcas se ale stane, Ze se ¢lovék pieklepne a misto {
napiSe } nebo naopak.

Vymyslete algoritmus, ktery na vstupu dostane posloupnost (fetézec) N slozenych
oteviracich a zaviracich zévorek (bez dalsich jinych znakil) a nalezne miniméln{ pocet
zmén znaku { na znak } nebo naopak, aby byl Fetézec spravné uzavorkovany. Zadné
jiné zmény, kromé prepsani jednoho znaku na druhy, nejsou povoleny.

Spravné uzavorkovany znamenad, ze ke kazdé oteviraci zavorce existuje odpovida-
jici uzaviraci, ktera je od ni napravo, a podobné ke kazdé uzaviraci existuje odpovi-
dajici oteviraci, jez je od ni nalevo.

Neptjde-li posloupnost zavorek zadnym zptisobem zménit na spravné uzavorko-
vany Fetézec, mél by to byt vas algoritmus schopen rozpoznat.

Priklad: pro vstup {{}{}}}{{} je jednim z moznych nejkratsich postupi ke sprav-
nému uzavorkovani tento:

OO
1
OO
1
{HOO

Vysledek je tedy 2.
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Jak je uvedeno na zacdtku, Knuth pise dobie dokumentované programy. V 70.
letech, kdy vznikal TEX, st vymyslel dokonce vlastni styl programovani, v origindle
nazvany literate programming (Gesky by se dalo preloZit jako ,kultivované progra-
movdni®), ktery se snaZi programovdni vice pFiblizit mysleni ¢lovéka a ne potiebdm
strojii.

Ve zdrojovém kddu se michd dokumentace a samotny kod (napt. v Pascalu éi C),
pricemzZ Knuth si naprogramoval utility na vyertrahovani cistého zdrojového kddu
pro ucely kompilace a programdtorské dokumentace v TEXu.

O tom, Ze Knuth neni Zddny suchar a rdd si hraje s ¢isly, vypovidd nékolik véci. Uz
jako stredoskolsky student odeslal do soutéze védeckych talentiu sviy proni matema-
ticky clanek o c¢iselnyjch soustavdch se zapornym ¢i dokonce komplexnim zdakladem.
Vymyslel soustavu o zdkladu 2i, jejiz specialni vlastnosti je, Ze kaZdé komplexni cislo
muze byt reprezentovdno pouze cislicemi 0, 1, 2 a 8 a bez znaménka.

Zvlastni je také systém cislovani verzi TpXu a METAFONTuw. Jak se TEX stdvd
c¢islo verze programu TEX s definitivni platnosti ustdli na m a véechny zbyvajici bugy
se stanou vlastnostmi programu. Podobné se verze METAFONTu bliZi zdkladu pri-
rozeného logaritmu, cislu e, a po jeho smrti bude provedena podobnd zmeéna jako

23-4-5 Palindromnasobky 11 bodu

E. Kdyz uz jsme u téch ¢isel, naprogramujeme si jednu zajimavou tlohu z této
oblasti. Vite, co je zajimavé na roce 19917 Kdyz ho vydélite 11, ziskate 181,
pri¢emz vSechna tato t¥i ¢isla jsou palindromy. (Palindrom je takovy fetézec, ktery
se stejné Cte zleva i zprava.)

Vasim tkolem bude napsat program, ktery na vstupu dostane ¢isla K a D a na
vystup vypiSe podet ndsobki ¢isla K, jez maji délku D a jsou palindromy (vSechno
v desitkovém zapise). 1 < K <1000 a D < 20.

7Zda-li se vam, zZe takovych Cisel musi byt hrozné maélo, tak vézte, ze pro kazdé
K nedélitelné 10 existuje nekoneéné mnoho jeho palindromickych nasobki. Cislo
délitelné 10 takovy nasobek nema, protoze se nuly na zac¢atku nepisi.

Format vstupu a vystupu: v souboru vstup.in jsou na prvnim fadku dvé piiro-

zena ¢isla K a D oddélena mezerou. Do souboru pocet.out vypiSte na prvni fadku
pocet nasobkd K délky D, které jsou palindromy.

Priklady:
vstup.in pocet.out
31 3

O O NN
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Veskery svij cas vsak Don Knuth nevénuje jen informatice. Se svou Zenou Jill
maji doma napriklad vlastni varhany s 812 pistalama.

Dalsi zagimavou zdlibou je foceni kosoctverecnijch dopravnich znacek, které se
vyskytuji napr. v USA, Kanadé a Austrdlii. Na svgch strdnkdach md slusnou sbirku
1069 fotek riznijch dopravnich znacek,® véetné kuriozit jako znacky s ndpisem ,, Anti-
icing spray system’

23-4-6 Knuthovy cesty po statech 9 bodu

Knuth si béhem jedné cesty po statech, pfi niz fotil znacky, pfi priujezdu kiizo-
vatkou vzdy zapsal jeji ¢islo. On si je totiz predem ocisloval. Zajimalo by ho, jakou
nejvétsi souvislou ¢ést cesty (podle poétu kiizovatek) neprosel Zadnou kiizovatkou
vice nez jednou.

Napriklad pro posloupnost kiizovatek
3,4,1,2,4,8,7,2,3,8,2,9,1,4
je spravnym fesenim posloupnost
3,8,2,9,1,4.

Jako tresnicku na informatickém dortu si uwvedeme citat z jednoho jeho dopisu:
,Beware of bugs in the above code; I have only proved it correct, not tried it.“ (,,Pozor
na chyby ve vyse uvedeném kddu; pouze jsem dokdzal jeho sprdvnost, ale nezkousel
jsem ho.)

I pres stdit 73 let pouzivd Knuth moderni prostredky. Své internetové strdanky”
casto aktualizuje a pracuje na dvou pocitacich: md Mac na vytvdreni grafiky a pristup
k internetu a notebook s Linuxem na prdci. Je tedy mozné, Ze pouZivd i nekteré
z utilit zminéngch v dalsim dile seridlu (ackoliv pise v editoru Emacs a ne ve Vimu,).

http://www-cs—faculty.stanford.edu/ uno/diamondsigns/diam.html|
http://www-cs-faculty.stanford.edu/ uno/|
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Pata série

John von Neumann se narodil v Madarsku (vlastné v Rakousku-Uhersku) v roce
1903 a zemtel v roce 1957 v USA. Byl to velmi univerzdlni védec — pracoval na
matematice Cisté i aplikované a vyznamnou mérou prispél k rozvoji pocitaci.

S jeho jménem se jde obcas potkat dokonce i ve stiedoskolské vijuce informatiky,
kde je c¢asto jmenovina ,von Neumannova architektura; jejiz hlavni rys tkvi v jediné
pameéti pro program i data.

Néco takového je skutecné dobry ndpad, ktery stoji za dnesni univerzdlnosti po-
¢itact, ale tehdy to byl velmi pokrokovy koncept, nebot pruni vypoletni stroje se
programovaly prepojovdnim drdti.

Vymyslel také jednoduchy a ne zcela nepouZitelny zpiusob generovdni pseudond-
hodngjch cisel, ktery funguje tak, Ze predchozi vygenerované ndhodné ¢islo umocnime
na druhou a vezmeme z jeho desitkoveého zdpisu prostiedni ¢dst, kterou ohldsime jako
nové ,nahodné® cislo.

Von Neumann si byl védom omezeni podobnych (pseudondhodngch) metod pro
generovani c¢isel a zndmy je jeho vyrok ,kazdy, kdo chce generovat ndhodné cislice
aritmetickymi prostredky, je hrisnik? On sam jich véak potreboval neobvykle hodné
pro ndhodné simulace vodikoveé bomby, a tak vzal zavdek takovymto hiisnym zpiso-
bem.

Spolecné se Stanistawem Ulamem je uwvadeén jako prikopnik bunécnych automa-
ti, zjednodusengch modeli vyjvoje fyzikalnich systémi. Podarilo se mu v jednom
takovém modelu vytvorit sebereplikujici stroj a napsal na toto téma celou knihu.
Navrhoval podobné sebesestavujici stroje pouZit pro rozsdahlé tézZebni operace, kde by
obvykld tovdrni vyroba potrebnych stroju stdla lidstvo prilisne usili.

Podobné myslenky poslednich nékolik desitek let budi hruzu technologickych nad-
Sencu, kteri predvidaji, Ze nanotechnologie umozni stavbu tak dobrijch sebereplikuji-
cich jednotek, Ze na sebe premeéni celou planetu. Ostatné o tom byl jeden z poslednich
prouki na rked.®

23-5-1 Boj s nanoboty 11 bodu

Preneseme se ted do fiktivniho svéta knihy Diamantovy vek, ve které nejriznéjsi
nanoboti vesele poletuji po svété a zkazu svéta to nevyvola.

Existuji totiz certifika¢ni organizace, které pomoci svych bojovych nanobotu vy-
nucuji, aby mél kazdy stroj, ktery se chce pohybovat v ovzdusi, jisté nanorazitko,
které zarucuje jeho bezpecénost.

Pokud se zloduch rozhodne, Ze zaplavi svét necertifikovanymi nanoboty, nastane
»tonerova valka“ — nanoboti se do sebe pusti, lidé z jejich zbytkd dostanou rakovinu
plic a vymfou.

Méjme kousek svéta zadany jako ¢tvercovou sit. Na prvnim fddku dostaneme M;
na kazdém z nasledujicich M tadkd dostaneme soufadnice mésta z; a y;, pocet
obyvatel C; a ¢as pfichodu padoucha T;.

http://xkcd.com/865/
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N4&s hrdina chce predejit tonerové valce a z ni vyplyvajicim zdravotnim rizikiim
pro obyvatele daného mésta. Proto cestuje po mapé a snazi se v tom padouchovi
zabranit. Povede se mu to vzdy tehdy, kdyz je ve spravny cas ve spravném meésteé.

Hrdina za¢ina na policku (0,0) v ¢ase 0 a za jednotku ¢asu se miize pfemistit na
sousedni policko, nebo zlstat stat.

Vasim tkolem je najit posloupnost mést, které ma navstivit, aby zachranil co
nejvice lidi.
Naptiklad pro vstup
4
1 6 1000 18

program odpovi 4 1 (zachrani 1500 lidi).

Podilel se na konstrukci atomové bomby. Na rozdil od vétsiny ostatnich vyznam-
nych vedcu projektu Manhattan se dokonce zapojil do navazujictho programu pro
vyvoj bomby vodikové.

Oznacoval své ndazory za ,militantnéjsi, nez je obvyklé“ a prosazoval kuprikladu
preventivni jaderny dder na Sovétsky svaz predtim, neZ si obstard vlastni jaderné
zbrané.

Postupné se tak zapojovoval do riznych armddnich poradnich sbori. Prisel na to,
Ze je efektivnéjsi nechat detonovat atomovou ndloz vysoko nad zemi, neZ pri dopadu.

Zucastnil se tedy treba komise pro vybér japonskych mést, nad kterymi bude bomba
pouZita, aby pomohl spocitat pripadné japonské ztraty.

23-5-2 Zjednoduseni situace 13 bodu

E] Kdyz je mapa bitevniho pole moc nepiehledna, odstrani se méné vyznamné
jednotky, popf. se sdruzi pod souhrnnou vlajecku. Mohli bychom ale v takové
situaci chtit zazoomovat na c¢ast bitevniho pole tak, aby se nezménil zobrazeny
pomér sil.

Na vstupu dostaneme 2N pozic vojakd nasi strany a 2M pozic vojakt nepfi-
tele; 2N, 2M € [2,600]. Pozice budou dvojice nezédpornych celych éisel v intervalu
(0,100 000].

Ukolem bude najit takovou p¥imku, kterd rozdéli bojisté na dveé ¢asti, kde v kazdé
z Casti lezi pravé N nasich vojakia a M nepratel. P¥imku vypiste jako trojici desetin-
nych ¢isel (a,b,c) (ve vystupu oddélenych mezerou), coz jsou koeficienty v rovnici
piimky ax + by + ¢ = 0.

Miizete predpokladat, Ze se zadné t¥i body na vstupu nenachézeji na jedné piimce.
Na délici pfimce nesmi lezet zadny ze zadanych bodid. Pokud pfimek bude nékolik,
staci vypsat libovolnou z nich.
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Na vstupu jsou na prvnim fadku éisla 2N a 2M, nasleduje 2N + 2M fadkid, na
kazdém jsou dvé cela c¢isla oddélend mezerou — soutadnice vrcholt. Nejdiive jsou

uvedeny nase pozice, poté pozice nepratel.
!

Priklad vstupu:

4 2
00
0 4
40 o / .
4 4 Dvé mozna feSeni jsou na obrazku vpravo. 4 -1 -2 - ,I,', ---
21 (kratké ¢arky) nebo 0 1 -3 (dlouhé Garky). /
2 8 [ ) ’/ ? [ )

V oblasti c¢isté matematiky pracoval na jejich zdkladech — dnesni zpisob mnoZinové

definice prirozenych cisel pochdzi pravé od néj.
Mozna znate algoritmus Minimaz, kterym se dd naucit pocitac¢ hrat piskvorky,
ale i mnohé dalsi hry. Von Neumann stal u zrodu teorie her a formuloval a dokdzal

tzv. minimazovou vétu.
pocitdm s nejhorsim pro mé“ k tomu, aby u her dvou hrdci (s nulovym souctem,)®

Mimimazovd véta vyuzivd principu ,,své tahy volim jako nejlepst, u tahu neptitele
prohldsila, Ze jeden hrd¢ muZe nejlépe vyhrdt stejnou merou, jako muze druhy hrdac

nejlépe (tj. nejméné) prohrdt.
9 bodu

23-5-3 Hra pro jednoho hrace
@ Hry pro dva hrace zname z bézné zkusenosti — piskvorky jsou jejich nejbéznéjsim
zéstupcem. Rekneme-li ,hra pro jednoho hrace“, napadne nas nejspis néco jako
solitaire.
Zajimava véc — existuje i pojem ,hra pro zadné hrace* a mysli se tim tfeba jiz

zminény bunéény automat (napiiklad Game of Life Johna Conwaye), kdy je cely
prubéh jeho vyvoje uréen pocatecnim stavem a jde se na néj jen koukat.

Hra, kterou budeme v této tloze uvazovat, pocita s hracem jednim. Jmenuje se
Hanojské véze a spociva v tom, Ze dostanete tii tyée A, B a C' a na ty¢i A maéte
navleCeny disky se zmenSujicim se priimérem (nahofe je nejmensi).

Vasim tkolem je pfemistit pfi zachovani potradi disky z tyce A na ty¢ C. Jediny
tah, ktery mate povolen, je premisténi svrchniho disku z libovolné tyce na jinou, ale
pouze tehdy, pokud je disk mensi, nez svrchni disk na cilové ty¢i.

Pro tuto znamou hru existuje jedinecna vyhravajici strategie, kterda ma 2" — 1
tahtl a na kterou neni t&7ké pfijit. Pro t¥i disky vypada kupiikladu tak,'® Ze se ten

nejmensi pfesune na ty¢ C, stfedni na ty¢ B, nejmensi na ty¢ B, nejvétsi na tyc

C... a pak uz je to jasné.
http://cs.wikipedia.org/wiki/Hra_s_nulovC3%BDm_sou},C47%8Dte
http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3ATower_of _Hanoi.gi
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Vasim tkolem v této tloze neni tuto strategii zahrat. Dostanete na vstupu pocet
diski D a ¢islo N a vypiSete, jak bude vypadat stav hry s D disky po odehrani N
krokd této optimalni strategie.

Tieba pro D = 3 a N = 3 je na ty¢i A disk nejvétsi, na ty¢i B disk stiedni a
nejmensi a na ty¢i C neni disk zadny.

I 0 von Neumannovi se vypravi fada veselych prihod. Byl pry spatny, ale vdsnivy
7idi¢ a casto si za volantem cetl.

23-5-4 Model étouciho Fidice 11 bodu

Méjme fidice, jenz kvuli kvalitni beletrii nema dost pozornosti na sledovani in-
formacnich tabuli, které by mu povédély, kam kterda odbocka vede. Jezdi po silni¢ni
siti, kterd je zadand ohodnocenym orientovanym grafem (tj. kazda silnice je jedno-
smérka), kde budeme kazdy vrchol chapat jako kruhovy objezd a dostaneme s nim
na vstupu i cyklické poradi hran.

Protoze fidi¢ nesleduje cedule, vyjede vzdy na nejbliz§im mozném néasledujicim
vyjezdu. Vasim tkolem je najit pro néj orientovanou cestu s nejnizsim moznym
souctem ohodnoceni, kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou.

Pro pfipad vlevo FeSeni neexistuje, pro ptipad vpravo je fesenim A-C—D-B. Hra-
ny bez Cisel chapejte jako ohodnocené 1.

Stephen Wolfram o von Neumannovi k stému vijroci narozeni napsal,'! e se od-
dané drzel aktudlnich trendi vyvoje matematiky a Ze je prekvapivé, Ze clovék tak
inteligentni jako on nikdy neprisel s Zadnym skutecné origindlnim a necekanym vy-
sledkem, ke kterym meél ve své dobé opravdu blizko.

Gadelovy véty ¢i Turingiv stroj mohly velmi dobfe pochdzet i od néj. ,Von Neu-
mannova architektura® se sice stala velmi vliivnym konceptem, jisté vsak neslo o prv-
nt myslenku svého druhu, o nékolik let ho s ni predbéhnul kuprikladu Turing.

Vysvétluje si to jednak tim, Ze mu soucasné metody Sly aplikovat tak hladce, Ze
k odvaznym vyletim za hranice obvyklého necitil potiebu, druhak tim, Ze byl kon-
formni clovek, ktery ctil autority a stejne jako byl zadobre s americkou vlddou a ar-

1 http://www.stephenwolfram.com/publications/recent/neumann/

29


http://www.stephenwolfram.com/publications/recent/neumann/

Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

madou, tak nechtél zpochybniovat velka Hilbertova presvédcent, proti kterym zminéné
origindlni vysledky sly.

Podle pamétniki to byl velmi spolecensky a prdtelsky clovek. Kazdy tyden uspo-
radal dva vecirky a mél rdd déti. Rad vypravel obhroublé vtipy. Jeho relativné brzkd
smrt nebyla tak tragickd (dd-li se srovndvat) jako v pFipadé zminéného Gdodela nebo
Turinga — mél rakovinu a do posledni chvile pracoval.

23-5-5 Kucharkova 12 bodu

Nésledujici problém si pojmenujeme Metr a vasim tkolem je dokazat, ze je NP-
aplny.

Jisté znate skladaci metry. Maji typicky pét ¢lank® po dvaceti centimetrech. Méj-
me metr nepravidelny, jehoZz jednotlivé ¢lanky jsou rtzné dlouhé. Tyto délky dosta-
neme v poradi na vstupu, stejné tak délku pouzdra, do kterého bychom chtéli metr
ulozit.

Podaii se nam to? Pro ¢lanky délek 6, 3, 3 a pouzdro délky 6 odpovéd jisté zni
ANO, pro vstup 6, 3, 4 a stejné dlouhé pouzdro to uz ale NEptjde.

23-5-6 Predposledni 13 bodu

Dostanete na vstupu orientovany graf s kladné celo¢iselné ohodnocenymi hrana-
mi. Dale tam bude pro kazdy vrchol dvojice kyzenych limiti — minimélni soucet
vstupnich hran a maximalni soucet vystupnich hran.

Vasim tkolem je najit nové nezaporné celociselné ohodnoceni kazdé hrany, které
nebude vétsi nez to puvodni a které bude dohromady se vSemi ostatnimi novymi
ohodnocenimi respektovat dané limity.

30



Serial: Regularni vyrazy Ro¢énik dvacaty t¥eti, 2010/2011

Serial: Regularni vyrazy
Jan ,Moskyto“ Matéjka

23-1-7 Regularni vyrazy 14 bodu

V letosnim roc¢niku si budeme povidat o regularnich vyrazech. Uz se vam jisté

nékdy stalo, Zze jste potfebovali néjak zbésile pfejmenovat soubory, nahradit
v textu vSechny vyskyty jména Markéta za jméno Dominika nebo jednoduse na-
jit vSechna slova zacinajici velkym pismenem. Dokud jsem nevédél o reguldrnich
vyrazech, délal jsem veskerou takovou préci ruéné, coz neni od deseti stran nic pii-
jemného, nehledé na to, ze lidské oko casto néjaky vyskyt opomene. ..

K nalezeni vsech padt jména Markéta v jednotném c¢isle by tedy naptiklad slouzil
vyraz Markét(alyl&lulolou).

Regularni vyraz umoziuje definovat mnozinu retézci, které mu vyhovuji. Kdyz
pak pomoci néj vyhledavate, najdete vSechny fetézce z té mnoziny.

Jak takovy regularni vyraz vypada? Je to fetézec poskladany z obycejnych a
specialnich znakt. Typickym obycejnym znakem je pismeno: vyrazu ab vyhovuje
jen Tetezec ab. Obycejny znak je obecné ,vsSechno ostatni“, tedy vSechny znaky,
o kterych si nefekneme nic zvlastniho.

Prvni dulezitd skupina specidlnich znakt, kterou si uvedeme, jsou znaky, které
urcuji, kolikrat se pfedchozi znak bude opakovat:

* libovolny pocet (0...00)

+ alesponl jednou (1...00)

? jednou nebo vibec

{n} pravé n-krat, kdy n je pfirozené ¢islo

{a,b} a- az b-krat, pricemz musi platit, Zze a < b < K, kde K je Cislo zavislé
na systému, obvykle 256, ale muze byt i vic. Pravd mez (b) mize byt
i vynechana. Pak je povazovana pravd mez za nekonecnou, nebo se to
chové, jako by tam bylo K — 1: to také zaleZi na systému.

TakZe vyrazu ab* vyhovuje fetézec, ktery zacina a a nasleduje libovolné mnozstvi
b; vyrazu a+b?c+ vyhovuje fetézec, ktery zacina alespon jednim a, pak v ném mozné
je b a konc¢i alespon jednim c. Vyraz d{3,5} je ekvivalentni s vyrazem dddd?d?,
nebot obéma vyhovuji préavé fetézce obsahujici 3, 4, nebo 5 d.

Opakovat jen jeden konkrétni znak by vSak bylo hloupé. Muzeme tedy néjaky kus
vyrazu uzavorkovat do kulatych zavorek a k nému celému se pak tenhle opakovaci
operdtor bude vztahovat: vyrazu (aa)* vyhovuje fetézec obsahujici sudy pocet a (ve
stejném smyslu se d& pouzit a{2}*). Vyrazu b7 (ab) *a? vyhovuje fetézec, ve kterém
se a a b pravidelné stfidaji. Vyrazu b7 (a+b)*ax pak vyhovuje fetézec slozeny z a a
b, ve kterém se nikde nevyskytuje dvojice b vedle sebe.

Do zavorek mtzeme dat vice variant za pouziti znaku | — vyrazu (bagr | kombajn)
vyhovuje jak Fetézec kombajn, tak Fetézec bagr (a nic jiného). Pozor, pokud napiSete
(alb){2}, budou vyrazu vyhovovat Fetézce aa, bb, ale i ab a ba. Opakovaci operatory
musime brat jen jako zkratku za nakopirovani toho, co opakuji, vedle sebe do vyrazu.
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Ukol 1 [2b]: Napiste jiny vyraz, kterému budou vyhovovat piesné stejné Fetézce
jako vyrazu b? (a+b) *.

Ukol 2 [2b]: Urcete, které viechny fetdzce vyhovuji virazu ((ab?)+| (ba?)+)*, a
pripadné naleznéte kratsi ekvivalentni vyraz.

Dalsi trik, ktery si v tomto dile ukdzeme, jsou hranaté zavorky. Do nich uvede-
me mnozinu znakt, které se na tomto misté mohou objevit. Tedy vyrazu [aZ!]*
vyhovuji Fetézce jakékoli délky, které jsou sloZené pouze ze znaku a, Z a !. Do
zévorek je mozno uvést i rozsah: Vyrazu [a-z] vyhovuje jakékoli malé pismeno.
Také je dovnitf mozno uvést tridu znaki: tieba [[:digit:]1] jsou vSechny cislice —
standardni je nasledujici dvanactice:

alnum pismeno nebo dislice

alpha pismeno

blank prazdny znak (obvykle mezera nebo tabulator)

cntrl Fidici znak (znaky s ASCII kédem mensim nez 32 a jesté par dalsich)
digit ¢islice (0-9)

graph tisknutelny znak kromé mezery (pismena, ¢isla, interpunkee, .. .)
lower malé pismeno

print tisknutelny znak vcetné mezery

punct tisknutelny znak mimo pismena, ¢isla a mezeru

space bily znak (mezera, novy fadek, tabuldtor, ...)

upper velké pismeno

xdigit hexadecimalni ¢islice ([0-9a-fA-F])

T¥idy znaki je mozno kombinovat: Vyrazu [[:digit:] [:lower:]1XYZ.] vyhovuji
vSechny ¢islice, mala pismena, X, Y, Z a tecka. Tfidu mizeme také znegovat, uvedeme-
li pfed vycet znaku strisku ~: vyrazu [“abc] vyhovuji vSechny znaky kromé a, b, c.

Takovou perlickou je pak vyraz, kterému vyhovuji znaky 1, = a -. Pomlcka totiz
musi byt na zacatku nebo na konci, jinak signalizuje vycet; st¥iska nesmi byt na
zacatku, jinak signalizuje negaci, a ] musi byt na zacatku, jinak signalizuje konec
zévorky: [1°-] je spravné feSeni problému.

Mize se hodit jesté jedna zkratka: tecka . symbolizuje jakykoli znak. Vyraz .*
pak symbolizuje libovolny retézec.

Ukol 3 [4b]: Napiste vyraz, kterému budou vyhovovat pravé desitkové zapisy &isel
deélitelnych osmi (takze 0, 8, 256, 344 vyhovuji, ale 42 ani 37 ne).

Ukol 4 [2b]: Uréete, které fetézce vyhovuji vyrazu (00)*[01] (11)*.

Ukol 5 [4b]: Tomuto vyrazu mély piivodn& vyhovovat viechny fetézce, které maji
sudy pocet nul i sudy pocet jednicek (a neobsahuji jiné znaky). Naleznéte protip¥i-
klad a zkuste vyraz opravit : (00]11)*(0(11/00)*1(11/00)*){2}

Tip: Existuji dva typy protiprikladi na regularni vyrazy: false positive je fetézec,
ktery vyhovuje, i kdyZz by nemél; false megative je Tetézec, ktery nevyhovuje, ale
mél by. Druhy z nich je obvykle zavaznéjsi, prvni z nich se Spatné hleda, zvlasté
v rozsahlejsich vyrazech.
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Pokud chcete pouzit jakykoli specialni znak v jeho obydejném vyznamu, prediadte
pred néj \ — vyrazu \.\*\\ vyhovuje tecka nasledovand hvézdickou a pak zpétnym
lomitkem.

Jesté by se hodila poznamka, Ze tohle vSechno zde vylozené jsou POSIX extended
reqular expressions, neboli rozsifené regularni vyrazy. Existuje totiz mnoho dalsich
dialektd reguldrnich vyrazt, néco vic si o nich povime priste.

Mnoho programi vyhledava v textu po fadkach, typicky grep vypisuje vSechny
rfadky, na nichz nasel vyhovujici fetézec. Existuji tedy specidlni znaky pro prispen-
dleni Yetézce na zacatek (~) nebo konec ($) fddku, takze vyrazu ~...$ vyhovuji
pravé triznakové radky a vyrazu ~a vyhovuji vSechna a na zacatku radku. Tyto
znaky mohou byt pouzity jen na tplném zacatku, resp. konci vyrazu, kdekoli jinde
jsou pouzity chybné. Takze vyraz (al~“b$lc) je chybny...

Nakonec, kde se vlastné s regexy (coZ je zkratka z regular expressions) setka-
me? S jejich pomoci vyhledavaji slavné editory Vim i Emacs, na Windowsech tieba
PSPad. Dennim chlebem jsou pro programatora v Perlu a taktéz program grep a
dalsi vyuzivaji regexy ke svoji bézné ¢innosti. Konkrétné pak egrep pouziva presné
ten forméat regexu, kterym jsme se tu zabyvali.

Regexy mtizete pouzivat i v drtivé vétsiné programovacich jazykt od C pres C#
az k Perlu a Pythonu — nékde jsou pfimo soucasti jazyka, jindy k dispozici jako
knihovna. ..

23-2-7 Regulomaty 12 bodu

Po predstaveni syntaxe regularnich vyrazi se podivame na zoubek tomu, co se
s nimi déje uvniti pocitace.
Pro¢ se vlastné oném vyrazim fikd regularni? Popisuji totiz regularni jazyky,
tedy jazyky rozpoznavané konecénymi stavovymi automaty. Ze nevite, o ¢em pisu?
Koneény automat je mnozina (Q, 4, §, qo, F) ... formalni definici nechme na seriél
17. série a tlohu 17-2-5.

Koneény automat si pfedstavme jako mnozinu stavii, mezi kterymi miazeme rtzné
prechéazet tim, Ze pre¢teme znak ze vstupu. [lustrativni obrazek napovi vic nez sucha

teorie. Tlusté sipky symbolizuji vstupni stav a vystupni stavy.
\ b Vystupem naseho automatu pak bude pfijeti, nebo odmit-
—2 . O nuti, podle toho, jestli fetézec vyhovuje, ¢i nikoli.
al b b |a Na zacdatku jsme v pocateénim stavu. Pfec¢teme pismenko
ze vstupu a vybereme si pfislusnou hranu a po ni pfejdeme do
¢ a

O dalsiho stavu. A zase pfecteme pismenko ze vstupu, vybereme
/ 7 si hranu, prejdeme. ..

KdyZ nemame co precist, sta¢i nam jednoduse zjistit, jestli
jsme zrovna ve vystupnim stavu, nebo nikoli. Pokud jsme ve vystupnim stavu, tak

jsme pfijali vstup, jinak ho odmitneme. Vstup taktéz odmitneme, pokud pfi béhu
zjistimeé, Ze z aktudlniho stavu zadna vhodnd hrana nevede.
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Automat na obrazku tedy pfijimé takové slova jako bba, bababa, aaaaaaa, ale
odmitne napiiklad slova abba, baba (skonéi vpravo dole), ababab (skonéi vpravo
nahoie), aaaa nebo A!'? (skonéi vlevo nahote).

Existuje hezka véta, ktera fika, ze kazdy koneény automat lze prevést na regu-
larni vyraz. To znamena, Ze umime najit regularni vyraz, ktery matchuje!* pravé
ty vstupy, které pfijme koneény automat (a zadné jiné). Diikaz té véty se d4 udélat
tfeba ukdzanim univerzalniho postupu, ktery ale bude az v autorském feSeni, jinak
byste prisli o tu zdbavu vymyslet, jak na to.

Ukol 1 [4b]: Pfevedte automat na obrazku na regu- '\ /
larni vyraz: .

Nebylo to tak hrozné, ne? Co si to vzit obracené? 3 / &
Existuje docela hezka véta, kterd dokazuje, ze kazdy Q, 1
regularni vyraz lze pfevést na konecny automat.

Ol

Nékteré jdou i rucné.
Ukol 2 [3b]: Prevedte zadany vyraz na koneény automat: X
(1(23132)12(31113) [3(12]21) ) * O
2

Cim méné hran a stavil, tim vice bodfi mate Sanci ziskat (za automat majici vice
nez 10 stavi nebudou ani 2 body).

Drtivou vétsinu vyraza ale hned tak jednoduse
prevést neptijde, nebo to alesponn neni na prvni
pohled vidét. Zavedeme proto nedeterministické
kone¢né automaty (NKA).

NKA je automat, u kterého muze z jednoho sta-
vu vést vice hran pro jedno pismenko. Program si
tedy mutze vybrat, kterou cestou pujde. Vstup je
pak pfijat, pokud existuje moznost, jak ho pri-
jmout, neboli pokud existuje vhodna cesta (tedy
po které program mohl jit), kterd konéi v néjakém
z vystupnich stavi.

Navic si dovolime takzvané e-piechody. To jsou hrany, po kterych je mozno pfejit,
aniz prec¢teme znak ze vstupu. Aby bylo poznat, Ze jsme k hrané nezapomnéli pfipsat
jeji znak, piseme k ni € — symbol pro prazdny retézec.

Tento automat prijima tieba fetézce 10111, 1111, ale tfeba ne 000 nebo 111.
Vyzkousejte si sami, jak.

Ukol 3 [5b]: Pievedte vyraz (10(1(10)*1)*01)* na NKA s e-pfechody. Bonus 2b
pro ty, kdo vymysli jednodussi (tedy kratsi) ekvivalentni vyraz.

A je obvykle pouzivana zkratka pro prazdné slovo.
regex néco matchuje = regexu vyhovuje néco
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23-3-7 Automaty stokrat jinak 12 bodu

Q Minule jsme si popsali nedeterministicky koneény automat (NKA) s e-pfechody.
Definovali jsme, Ze vstup pfijme, pokud v ném existuje alespon jedna mozZnost,
jak pfi ¢teni onoho vstupu skoncit ve vystupnim stavu.

Bézny program ale neumoziuje paralelné zkoumat vSechny vétve, kterymi by
mohl prochéazet. To bychom si museli poridit tfeba paralelizator jako v jednom ze
starych ro¢niki olympiady.

Mohli bychom vsak zkusit prevést NKA na DKA, ktery programem simulovat
velmi jednoduSe umime. D4 se dokazat, ze pfevod je mozné provést vzdycky (i kdyz
vysledny automat miZe mit az exponencidln{ velikost), ale obvykle se to déla uka-
zanim obecného postupu a ten si ukazeme az v feseni.

Ukol 1 [6b]: Vymyslete, jak simulovat
NKA a jak pfevést NKA na DKA. Pokud
vam to nepiijde ve vsi obecnosti, mate San- o
ci ziskat 2 body za pfevod tohoto konkrét-
niho automatu:

Samoziejmé, kdyz vytesite ilohu obec-
né, tak ji nemusite fesit konkrétné na tom-
to automatu, nicméné snad nic nebrani je-
ho pouziti tfeba k nazornému ilustrovani o
vaseho postupu. Za pomoci masinérie, kte-
rou jsme si zatim ukazali, by pro vas nemél
byt problém zjistit nasledujici (ale mtuzete
to délat i jinak, jestli chcete): 1

Ukol 2 [5b]: Zjistéte, jestli tyto dva re-
gexy popisuji stejny jazyk (tedy vyhovuji
jim pravé stejné retézce): 1 1
(AB)* (AA(BA)*(A|BB) (AB) *) *

(A(AB)*(B|AA))*

Ukol 3 [1b]: Naleznéte nejmensi nasobek deviti, jeho# desitkovy zapis vyhovuje
tomuto vyrazu:

(102)*101(201)*((01202) (102)*101 (201) *) *

Nezapomente, ze soucasti kazdého tikolu je presvédcit opravujiciho, ze vase feseni
je spravné. Regex bez jakéhokoli vysvétleni neni tiplné feSeni a nemé narok na plny
pocet bodt. Stejné tak konstatovani ,NE: 10202010102“ nebo ,nelze ..

Tim jsme uzavieli kapitolu konecénych automatt. Pristé se vratime zpatky k re-
gextim, ukazeme si, jak se programem sed nahrazuji fetézce za jiné, co délat, kdyz
regex pro pozadovany Ietézec prosté neexistuje a jak s tim v§im souvisi Chuck Norris.
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23-4-7 Bratrstvo Seda a Grepa 16 bodu

Ukazeme si, jak regularni vyrazy pouzivame v praxi. Programy, které nas budou
zajimat, jsou UNIXové néstroje sed, grep a pripadné svétoznadmy editor Vim.
Jsou snad v kazdé distribuci Linuxu, na Windows je mozné pouzit balik Cygwin.'®

Na vyhledavani v textu se pouziva program grep. Neni to zadna aplikace s kli-
kacim frontendem, pouziva se trapné v terminalu. O to je vSak rychlejsi. Zakladni
pouziti je egrep <regex>, kdy program ¢te standardni vstup (to, co mu piSete na
klavesnici) a vypisuje na standardn{ vystup (termindl). Vypisuje ty fadky, na kterych
nasel podfetézec vyhovujici zadanému regexu.

Mozn4 si iikéte — pro¢ egrep? Pohled do manuédlu (man grep) napovi, ze existo-
valy starsi regexy, které toho umély méné a maji trochu jinou syntaxi. Kvili zpétné
kompatibilité starych skripti byla tedy pfidana tato varianta programu grep. Ze
stejného divodu budeme pozdéji u programu sed pouzivat prepinac -r.

Kdyz si tedy pustime egrep ’ba*gr+’, tak na vstup

grbagr
baagrr
rgba
bbarg
rbgrbgg

dostaneme vystup

grbagr
baagrr
rbgrbgg

Miuzeme chtit, aby grep Cetl vstup ze souboru. Za zadany regex mtizeme napsat
libovolné mnoho jmen souborti, které ma ¢ist (oddélené mezerami).

Pokud ¢te jeden, vypiSe prosté vhodné fadky. Kdyz jich je vic, vypiSe na zacatku
kazdého fadku jesté jméno souboru, ve kterém jej nasel. Toto chovani se da regulovat
volbami -h (bez jmen) a -H (vypi§ jméno, i kdyz je soubor sam), které mtizete napsat
pred vyraz.

Takze naptiklad egrep -h Kaja jmena prijmeni archiv vyhledd vSechny rad-
ky ze souborl jmena, prijmeni a archiv, které obsahuji vjraz Kaja. Volba -h po-
tlacila vypis jmen soubort.

Jesté existuje zajimava volba -v, kterd logicky obrati vypis (vypisuje jen ty fadky,
které hledany vyraz neobsahuji). Napiiklad kdyz hledéte, jak ¢asto k vam na web
chodi lidé z jinych prohlizec¢u nez IE a FF, tak ze zdznamu prosté vyradite radky
odpovidajici IE a FF...

http://www.cygwin.com/
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Programy za sebe muzete fetézit znakem | — vezme standardni vystup prvniho
programu a nevypisuje ho na terminal, ale pfedhodi ho druhému programu na stan-
dardnim vstupu. Napiiklad egrep batgr|egrep -v baaagr. Nékdy je jednodussi
programy zietézit nez psat jeden dlouhy vyraz, ktery pojme vSechno.

Tento znak se také oznacuje jako ,roura® (pipe), protoze to ddvnym programa-
torim pfipadalo, jako by mezi programy prosté natahovali potrubi.

vvvvvv

tovat jesté termindl samotny a z a* udélat seznam soubort, které zacinaji a, coz
rozhodné nechcete, a to je to nejmensi, mizou se stat daleko horsi véci. . .

Dosud jsme regularnimi vyrazy pouze vyhledavali. Jde vSak o daleko mocnéj-
§1 zbran, vyrazné vétsi kladivo. Jak bylo zminéno uz v prvnim dilu, regexy casto
pouzivame k systematickému nahrazovani v textu.

Na nahrazovani se hodi program sed. Jeho zakladni pouziti je podobné jako
u programu grep.

Jak ale vypada nahrazovaci vyraz? Zacina pismenkem s, pak nasleduje oddélovac
(typicky / nebo #, ale muze to byt libovolny znak, klidné pismenko), pak hledany
fetézec, potom znovu stejny oddélovac, potom Fetézec k nahrazeni, a nakonec zase
oddélovaé. Napfiklad nahrazovaci vjraz s/ahoj/nazdar/ nahrazuje slovo ahoj za
nazdar.

Oddélovac se potom stava specidlnim znakem a pokud jej chcete pouzit v ptavod-
nim vyznamu, je potfeba to Fict — obackslashovat jej. (\/, \#)

Jak to funguje jako prikaz? Kdyz pustite piikaz
sed -r ’s/ahoj/nazdar/’,
¢te standardni vstup po fadkach, na kazdém fadku hledd vyraz ahoj, jeho prvni
nalezeny vyskyt zméni na nazdar a zménény rfadek vypiSe na vystup.
Takze pokud vstup

moskyto@atrey.karlin.mff.cuni.cz
bagr

ksp@mff.cuni.cz bait@uu.ucw.cz
kombajn

proZeneme tieba piikazem sed -r ’s/@/ (at) /’, dostaneme vystup

moskyto (at) atrey.karlin.mff.cuni.cz
bagr

ksp (at) mff.cuni.cz bait@uu.ucw.cz
kombajn

Vsimnéte si na tfetim fadku zbylého zavinace. Kdybyste potiebovali nahrazovat
vSechny vyskyty, ne jen ten prvni, tak musite za vyraz jesté pfipsat g (od ,globally*):

sed -r ’s/@/ (at) /g’
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Pokud potfebujete ,prispendlit* cely vyraz na zacatek nebo na konec fetézce,
uvedte stfisku ~ na jeho tplném zacétku nebo dolar $ na jeho konci. To funguje jak
pro sed, tak pro grep.

Ukol 1 [1b]: Napiste nahrazovaci vyraz, ktery smaze viechny ,trailing spaces® —
bilé znaky na koncich Fadki (staci asi mezera, \t a \r).

Jenom takhle by to ale bylo trapné. Co kdyz potiebujeme z fddku jenom néco
vytahnout? Pak opravdu mizeme ,najit* tieba cely fadek jednim vyrazem a vybrat
si z néj jenom tu ¢ast, kterou potfebujeme.

sed -r ’s/”.x"(.*%)".*$/\1/’ z celého radku necha jen fetézec v uvozovkach.

Takze vstup vlevo se pfepise na vystup vpravo.

bagr bagr
bll agllr ag
bllallgllr g

Kdyz tedy kus Fetézce uzavorkujete, muzete se na tyto zavorky pak odkazovat
pomoci znaku \ nésledovaného &islici (1 — 9). Zavorky jsou éislovany zleva dopra-
va podle své oteviraci zavorky. Takze tfeba sed -r ’s/(.) (.)/\2\1/’ na kazdém
fadku prohodi prvni dva znaky.

Pamatujte si, Zze pokud sed na fadku nenajde zadny vyskyt hledaného vyrazu,
vypise fadek beze zmény.

Také je potfeba si uvédomit ,Zravost® nékterych operaci. Znaky * i + jsou ,nena-
zrané“. To znamenad, Ze pokud by si sed mél vybrat mezi vice podietézci, které by
prifadil do oné hvézdicky, tak vybere ten nejdelsi z nich. Pfednost ve zravosti mé

ze ty prvni byly polknuty do .* na zacatku.

Podobné je zravy i vybér z vice moznosti — bere prvni variantu, kterd se na dané
misto hodi, takze (.]..) vidy uloZi do \1 jeden znak (a druha ptlka zavorky je
tedy zbyteénd), kdezto (..1.) uloZ do \1 dva znaky, pokud to jenom trochu jde.

Pravidlo ¢islovani u oteviraci zéavorky se hodi u vnorenych zéavorek:
sed -r ’s/"(abxcd(eflgh)i+j)$/\1: \2/’

pripise za kazdy fadek, pokud je v onom pomérné slozitém tvaru, dvojtecku a ef
nebo gh. ..

mennou predlozku nebo spojku, vyjimkou je spojka a, pokud se pfed ni nevyskytuje
néjaké interpunkéni znaménko (tecka, ¢arka, zavorka, ...).

Rizné programy to fesi rtzné, v TEpXu se za predlozku misto mezery vklada
vinka (7). NapiSte vyraz pro sed, ktery zafidi korektni ,ovinkovani textu“ (pfipad,
kdy je ptredlozka/spojka pfimo na zac¢atku nebo na konci fadku, fesit nemusite).
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Tyhle ,odkazy zpatky“ (backreferences) mtizeme ale pouzivat i ve vyhleddvaném
vyrazu. s/~ (.*)\1$/\1/ tedy najde vSechny fadky, na kterych je Fetézec dvakrat
za sebou, a nahradi tyto vyskyty jen jednim opakovanim fetézce. Na vstup

aa

ab
abeceda
bagrbagr

odpovi
a
ab
abeceda
bagr

Mimochodem, napiiklad také slova sentence, sequence nebo statement jsou
nahrazovacimi vyrazy. ..

Ukol 3 [4b]: Napiste vyhledavaci vyraz, ktery ze slovniku ,vygrepuje“ vSechna
slova, ktera jsou validnimi nahrazovacimi vyrazy pro sed. I grep umi backreferen-
ce (stejné jako sed). Bonusové 4 body dostane ten, kdo vyrobi takovy vyraz bez
backreferenci.

Vyraz musi byt samoziejmé nezavisly na pouzité abecedé, takze neni spravnym
feSenim vygenerovat pro kazdy mozny oddélovac¢ separatni vyraz. . .

Ve slovniku je na kazdém fadku pravé jedno slovo (a vlevo a vpravo od néj nejsou
z4dné mezery).

Misto jednoho vyrazu muzete pouzit az tii volani grep spojend za sebou rourou.

Nyni si zavedeme fiktivni programovaci jazyk, budeme mu fikat tieba ,, ReProg

Programem v ReProgu bude posloupnost nahrazovacich vyrazi pro sed.

Nad vstupnimi daty se postupné spusti kazdy z vyrazi. Kdyz program dobéhne
na konec, zjisti ReProg, jestli néjaky z vyrazi ménil data. Pokud ano, spusti se cely
program od zacatku znovu; pokud ne, data se prohlési za vystup a program skondi.

Takovy vzorovy program je tfeba
statement
sentence
samaria

Kdyz mu predhodime sebe sama jako vstup, pak po prvnim pribéhu budeme mit
steriencement
sencence
serienmaria

Po druhém prichodu mame
steriencerienc
sencence
serienriemenria
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a tak dale, az paty prichod data nezméni a vystupem je

steriencerienc
sencence
serienrierienrierien

Ukol 4 [7b]: Napiste program pro ReProg, ktery na vstupu na kazdém fadku
dostane dvé pfirozena c¢isla ve dvojkovém zépisu oddélend mezerou a na vystupu
bude na kazdém tadku to vétsi z nich. Napiiklad pro jednoradkovy vstup 1011 110
bude vystup 1011.

Za zminku jesté stoji, Ze i sed podobné iterovani umi, byt na jiném principu a
s trochu jinou syntaxi. To uz je ale trochu jiny pfibéh, tfeba na néjakou soustied-
kovou prednasku.

A kdybyste se bali, Ze se na soustfedko nedostanete, prectéte si tfeba manualovou
stranku (man sed), nebo dosti obséhlou dokumentaci na internetu.'6

To je pro tentokrat vse, v zavérecném dilu si ukdzeme temnou a mocnou silu
jedné zajimavé mutace regexil — téch v Perlu. Pry se v nich da napsat vyraz, ktery
nahradi dvojici ¢isel na vstupu za jejich podil. ..

23-5-7 Perlim, Perlis, Perlime 15 bodu

V zéavéreéném dile seridlu si ukazeme, kam doslo vSemozné rozsifovani regext

v Perlu — jazyce ur¢eném zvlasté na zpracovani textu. Nebudeme probirat kom-
pletni PerlRe, kdybyste se o nich chtéli dozvédét vice, prectéte si piehlednou doku-
mentaci.!”

Prvni kroky v Perlu

Nejprve je potteba Perl néjak ziskat. Pokud méate Linux, méate jej uz pravdépodob-
né davno nainstalovany, jen o ném nevite. Kdybyste jej ndhodou neméli, nainstalujte
si jej z balickovace, maji jej snad vSechny rozumné distribuce.

Na Windows si nainstalujte Cygwin,'® néktefi jej asi mate uz od minulé série.
V ném by mél Perl jit nainstalovat.

Do Cygwinu se balicky doinstalovavaji spusténim setupu, ¢lovék si vybere néjaky
server a dostane se na seznam bali¢k. Tam da vyhledat, co potfebuje, zaskrtne,
odklikne a pfi pfistim spusténi Cygwinu muze nové balicky pouzivat.

Perl je programovaci jazyk mnoha zajimavych vlastnosti, zdjemci o vice informaci
si piectou rozsahlou dokumentaci,'® pfipadné se zeptaji na féru.

http://www.gnu.org/software/sed/manual/sed.html|
http://perldoc.perl.org/perlre.html]
http://www.cygwin.com/|
http://perldoc.perl.org/perlintro.html|
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My si ukdZeme jenom minimélni program, ktery muzete pouzivat k testovani
svych pokusti s PerlRe.
#!/usr/bin/perl
use strict; use warnings; # hlidaci pes

# cyklus pres vSechny radky vstupu
while (<>) {
# sem piste své prikazy
# nahrad vSechny bagry za kombajny
s/bagr/kombajn/g;

# sem uz své prikazy nepisSte
# vypis
print;

Tenhle program ¢te vstup po fadkach, pro kazdy fadek provede zadané prikazy
a pak jej vypiSe. Kazdy ptikaz konci stfednikem; komentafe jsou uvozeny znakem #
(krimindl), od néj dal se v8echno ignoruje.

Jak spustit program? V termindlu dojdéte do p¥islusné slozky (pomoci cd) a na-
piste perl minimal.pl, pokud jste pojmenovali svlij minimalni program mini-
mal.pl (obvykla pfipona programu v Perlu je .pl).

Pak na vstup pisSete podobné jako u sedu; ukonéit vstup je mozné stiskem Ctrl+D.
Uvedeny program by tedy pievedl vstup (vlevo) na vystup (vpravo):

Zluty bagr Zluty kombajn

Modry kombajn Modry kombajn

Mam dva bagry. Mam dva kombajny.
bagrbagrbagr kombajnkombajnkombajn

Nuze, po technickém tivodu pfijde koneéné néco o regexech (které také budeme
v tomto textu oznacovat jako PerlRe).

Zakladni regexy

Existuji dva typy regexovych ptikazt. Prvnim z nich je regex ve stylu grep, ktery
zjistuje, jestli je na vstupnim Fddku vyhovujici podfetézec. Vypada t¥eba takhle:
m#cosi#.

Prvni pismenko je vzdycky m, druhé pismenko je oddélovaé¢, pak nasleduje hle-
dany regex (ve kterém je pfipadné oddélova¢ nutno escapovat, viz nize) a pak zase
oddélovaé. Pouziva se tieba v podminkach:

print "obsahuje bagr\n" if m/bagr/;

Dalsi z mnoha vyuziti je pfi parsovani vstupu:
# $1 = hodiny, $2 = minuty, $3 = vtefiny
m/(..):(..):(..)/; print "Je $3. vtefina";

Takovéhle programy uz ale psat nebudeme, zistaneme jen u samotnych regext.
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Druhy typ je nahrazovaci — s#bagr#kombajn#g. Pismenko s, oddélovac, regex,
oddélovag, ¢im nahradit, oddélovaé, modifikatory (ty se ostatné mohou objevit i u
prvniho typu). Piikaz nalezne prvni vyskyt regexu a nahradi jej zadanym fetézcem.
Je-li uveden modifikator g, nalezne piikaz vSechny neprekryvajici se vyskyty a pak
je najednou nahradi.

Piikaz s/rr/tr/g; tedy pfevede vstup (vlevo) na vystup (vpravo):

rr tr
rrr trr
rrrr trtr
rrrrr trtrr

Jak vypada oddélovac? Muze to byt néjaky ze znakl
VUHSES) *+, ./ =>7@\] " [},

pripadné je moZné pouzit konstrukei s(a) (b)g (a analogicky s {}, <> a [1).

Jak vypada vyraz? Regexy, které jsme si definovali v prvnim dile, by mél Perl
pfijmout bez fec¢i. Backreference funguji také stejné, jen jich muze byt libovolné
mnoho. Navic pokud neni reference pouzita pfimo ve vyrazu, neodkazuje se na ni
\4, ale $4 (nebo tieba $2078). Takze napiiklad takhle: s/ (.*) (. *)\2\1/$2$1$1$2/

RozhliZeci pfedpoklady

Anglicky nézev je ,Look-around assertions; kdybyste si o tom chtéli pfecist v ma-
nualu.

Takova typickd konstrukce je s/bagr(?7=b)/rj&/g. Té vyhovuje bagr, pokud za
nim je pismeno b. To vSak neni zahrnuto do onoho fetézce, takze z retézce bagr-
bagrbagry udéla ryérycbagry.

Jak vypadaji tyto konstrukce formalné? (?=Vyraz) vyhovuje, pokud na tom-
to misté zac¢inad kus Fetézce, ktery mu vyhovuje. Pak se Perl vrati na jeho za-
éatek a tvari se, jako by tim kusem fFetézce je$té nikdy neproSel. Tfeba vyrazu
~(7=(..)*$) (...)*$ vyhovuji vSechny fadky, na kterych je pocet znaku délitelny
Sesti.

Konstrukce (?!vgraz) déla témér totéz, akorat v negaci. Vyhovuje, pokud se
Perlu nepodari najit zadny vyhovujici fetézec zacinajici na tomto misté. Po tomto
zjisténi se Perl vrati na jeho zacatek a pokracuje, jako by se nechumelilo.

Jesté existuji podobné konstrukce v obraceném sméru. Predeslé dvé byly ,koukni
dopfedu; nasledujici budou ,koukni zpatky*

Chcete-li tedy Perlu fict ,Tady zastav a zjisti, jestli na tomto misté konci fetézec
vyhovujici vyrazu,‘ pouzijete konstrukci (?<=vgraz); pokud chcete zajistit, aby na
tomto misté nekoncil zadny vyhovujici Tetézec, napisete (?<!wgraz) — napiiklad
vyrazu .*(7<!bagr) vyhovuji vSechny Fetézce, které nekonci ,bagr.

Vyrazy typu ,koukni dozadu“ maji jedno nepiijemné omezeni. Musi mit fixni
délku. To znamend, Ze v nich nejen nesmi byt kvantifikitory, ale ani tfeba (albb),
jde o dvé varianty ruzné délky.
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Rekurze

Drzte si klobouky, jedeme s kopce. Jak vyrobit vyraz, kterému by vyhovoval
palindromicky fadek? Tenhle to je: ~((.) (?1)\2].7)$

Co je na ném tak zajimavého? Ten malinky kousek (?71), ktery fiké néco takového:
»,Najdi zavorku, na kterou by ses normalné odkazoval pomoci $1. Ten vyraz, ktery
je uvnit¥, jako bys spustil na tomto misté. . . «

Nejlepsi bude asi rekurzi predvést na piikladech. Onen prvni je velice jednoduchy.
Cely se sklada ze dvou alternativnich vétvi — v prvni probiha rekurzivni krok, druha
funguje jako ukoncovaci podminka.

Prvni vétev vezme prvni znak, spusti rekurzi a zbytek pak zase musi byt prvni
znak. Rekurze konéi ve chvili, kdy dojde doprostied testovaného fetézce — zbyva
tam prazdny Fetézec (v palindromu sudé délky) nebo prostiedni znak, ktery je sdm
sobé parovym. Pfesné o to se stard druhd vétev.

Za pfipomenuti stoji, Ze zévorky se ¢isluji podle pozice jejich oteviraci zévorky
zleva doprava.

Jesté si uvedeme jeden rekurzivni piiklad — regex, kterému vyhovuji vSechna
spravna uzavorkovani. Prozkoumejte si jej sami.

AP *\) ) *

Ukol 1 [9b]: Na fadku jsou vzdy dvé rizna kladnd celd &isla zapsana ve dvojko-
vé soustavé oddélend mezerou. NapiSte (jeden) substituéni vyraz, ktery na faddku
zanecha to vétsi z nich.

Tedy na vstup (vlevo) dostanete vystup (vpravo):

1001 1101 1101
11100 11 11100
100 1111 1111

Ukol 2 [6b]: Na kazdém Fadku vstupu je pseudoXML. Jsou povolené jen parové
tagy bez atributll a prosty text libovolné mezi nimi a okolo. Néazev tagu (Fetézec
nenulové délky mezi < a >) smi byt sloZen pouze z [[:alnum:]] znakd. Prosty text
nesmi obsahovat znaky < a >.

Va3 (jeden) substitu¢ni vyraz zkontroluje validitu kazdého fadku na vstupu, tedy
jestli ma kazdy tag prislusny uzaviraci a jestli se tagy nekrizi. Pokud je fadek validni,
nechd jej byt, v opa¢ném piipadé jej smaze (nahradi prazdnym fetézcem).

Ze vstupu
xx<a>ehm<b>sgfd</b>dfsd</a>
xx<a>ehm<b>sgfd</a>dfsd</b>

nechd program jen prvni radek.

Pripominam, Ze k FeSeni patii zdtivodnéni. Zvlasté u této série si dejte zalezet na
popisu jednotlivych ¢asti regexti, stejné jako na zdivodnéni spravnosti.

Pouzivejte k feSeni jen tu ¢ast PerlRe, kterou jsme si zde vylozili, at maji vSichni
stejné podminky.
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Programatorské kucharky
Kuchaika prvni série — grafy

V dnesnim vydani zndmého bestselleru budeme péci grafy souvislé i nesouvislé,
orientované i neorientované. Rekneme si o zdkladnim prochézeni grafem, komponen-
téch souvislosti, topologickém uspotadani a dalsich grafovych algoritmech. Abychom
ale mohli za¢it, musime si nejprve ¥ici, s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je urcen mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E, coZ jsou
neusporadané dvojice vrchold. Hrana e = {z, y} spojuje vrcholy z a y. Vétsinou po-
zadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hrandm fikdme
smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice nez jedna hrana (pokud toto ne-
plati, mluvime o multigrafech). Obvykle také predpokladame, Ze vrcholl je koneéné
mnoho. Neorientovany graf vétsSinou zobrazujeme jako body pospojované carami.

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G', ktery vznikl z grafu G vynechanim nékte-
rych (a nebo zadnych) hran a vrcholi.

Casto nas zajima, zda se d4 z vrcholu = dojit po hranach do vrcholu y. Oviem
slovo ,,dojit“ by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme par pojmi:

sled budeme fikat posloupnosti vrcholli a hran ve tvaru vy, ey, ve, €3, ..., €,_1, Up,
ze e; = {v;, v;41} pro kazdé i. Sled je tedy néjakd prochazka po grafu. Délku sledu
méfime poctem hran v této posloupnosti.

tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro i # j.

cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro i # j. VSimnéte si, Ze
se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, Ze pokud existuje sled z vrcholu = do y (v; = z, v, = y), pak
také existuje cesta z vrcholu z do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, totiz
obsahuje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové, Ze u = v; = v;. Pak
ale mizeme z naseho sledu vypustit posloupnost e;, vi41,...,ej-1,v; a dostaneme
také sled spojujici v1 a vy, ktery je urcité kratsi nez ptivodni sled. Tak muzeme po
kone¢ném poctu tprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat,
tedy k cesté.
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Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3, ve které oproti definici
cesty plati v; = v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruznice v grafu také divame jako
na podgrafy, které ziskame tak, Ze z grafu vypustime vSechny ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukazeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcholu b
do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu,
ze existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mtZzeme dostat napiiklad tak, ze
spojime za sebe cesty z a do b a z b do c. A jak jsme si ukazali, kdyz existuje sled
z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (napiiklad v téch na pfedchozim obrazku) je kazdy vrchol do-
sazitelny cestou z kazdého. Takovym grafim budeme fikat souvislé. Pokud je graf
nesouvisly, mizeme ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi kterymi neve-
dou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmu z prirody: Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje
kruZnici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. UkdZeme, ze kazdy
strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si najit nejdelsi
cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich). Oba koncové vrcholy
této cesty musi byt nutné listy: kdyby z nékterého z nich vedla hrana, musela by
vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu byla kruznice), ale
o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit, takze by ptvodni cesta nebyla
nejdelsi.

Graftim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta souvis-
losti takového grafu je strom.

Nékdy se hodi jeden z vrcholt stromu
prohlésit za koten, ¢imz jsme si v kaz-

AN dém vrcholu uré¢ili smér nahoru (ke ko-
feni — je to zvlastni, ale matematici ob-
M vykle kresli stromy kofenem vzhtru) a do-

It (od kofene). Souseda vrcholu smérem

. . . nahoru pak nazyvame jeho otcem, souse-

Les, jak ho vidi matematici . o
dy smérem dolt jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kazdému jeho podgrafu, ktery je stromem a spo-
juje v8echny vrcholy grafu. Muzeme ji naptiklad ziskat tak, Ze dokud jsou v grafu
kruznice, odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvislé grafy nazveme
kostrou les tvoreny kostrami jednotlivych komponent. Na prvnim obrazku je jedna
z koster levého grafu zndzornéna silnymi hranami.

Cuiceni: Zkuste si dokazat, Ze stromy jsou pravé grafy, které jsou souvislé a maji
o jedna méné hran nez vrchold.
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Orientované grafy

Casto potfebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné. Takovému grafu iikdme
orientovany graf. Hrany jsou nyni usporddané dvojice vrcholt (z,y) a fikdme, Ze
hrana vede z vrcholu « do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y, x) jsou tedy dvé rtizné hrany.
Orientovany graf vétSinou zobrazujeme jako body spojené Sipkami. Vétsina pojmi,
které jsme definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy orientované,
jen si musime dat pozor na smér hran.

Se souvislosti orientovanych graft je to tro-
chu slozitéjsi. RozliSujeme slabou a silnou sou-
vislost: slabé souvisly je graf tehdy, pokud se

z néj zapomenutim orientace hran stane sou-
visly neorientovany graf. Silné souvislym ho
nazveme tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy z, y orientovana cesta v obou
smérech. Pokud je graf silné souvisly, je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek,
opacné to platit nemusi.

Silné a slabé souvisly orientovany graf

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je takovy podgraf G| ktery
je silné souvisly a neni podgrafem zadného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu
G. Komponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou propojeny, ale zadné
dvé nemohou leZet na spolecném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobits je ohodnotit jeho hrany ¢isly. Napiiklad
v grafu silni¢éni sité (vrcholy jsou mésta, hrany predstavuji silnice mezi nimi) je zcela
prirozené ohodnotit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym za prijezd
silnici. Prifazenym ¢isliim se proto ¢asto rika delky hran nebo jejich ceny. Pojmy,
které jsme si pred chvili nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno rozsitit
pro grafy ohodnocené — napt. délku sledu budeme namisto po¢tu hran sledu pocitat
jako soucet jejich ohodnoceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné muzeme pfifazovat ohodnoceni i vrcholtim, ale radéji si vSechny operace
s ohodnocenymi grafy nechdme na nékteré z dalsich dili kucharky. I tak budeme
mit prace dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak graf reprezentovat
v paméti pocitace. To muzeme udélat napiiklad tak, Ze vrcholy o¢islujeme pfiroze-
nymi ¢isly od 1 do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme jednim
z nasledujicich t¥i zpisobi:

123456789
matice sousednosti — to je pole A velikosti N x N. Na pozici Ali, j] 1 011000011
ulozime hodnotu 0 nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcholu j 2 100110001
- . . . . 3 100100000

vede hrana (1) nebo nevede (0). S matici sousednosti se zachazi velmi 4 611010000
snadno, ale m4 tu nevyhodu, zZe je vzdy kvadraticky velka bez ohledu na 5 010101000
o , A o , 6 000010110

to, kolik je hran. Vyhodou naopak je, Ze misto jednic¢ek miuzeme ukladat 7 000001011
néjaké dalsi informace o hranach, tfeba jejich délky. Vpravo od tohoto g 1‘1)888(1)188

odstavce najdete matici sousednosti grafu z prvniho obrazku.
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® seznam sousedi je obvykle tvofen dvéma poli, konkrétné polem sousedtt S[1...M]
obsahujicim postupné ¢isla vSech vrcholi, do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak
z vrcholu 2 atd., a polem zac¢atku Z[1...N], v némz se pro kazdy vrchol dozvime
zadatek odpovidajiciho useku v poli S. Pokud navic do Z[N + 1] ulozime M + 1,
bude platit, ze sousedé vrcholu 4 jsou ulozeni v S[Z[d]], ..., S[Z]i + 1] — 1]. Tato
reprezentace mé tu vyhodu, Ze zabird pouze prostor O(N + M) a sousedy kazdého
vrcholu mame pékné pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

1111

i 1234567890123
Sli] 2389/1459[14[235|

i 12345678910

Z[i] 1 5 9 11141720 23 26 29

111111
456789
246578

DO

2222222
1234567
89(16712

~ oo

Reprezentace grafu seznamem sousedi

® pulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud potifebujeme béhem vy-
poctu graf slozité upravovat. Je univerzélni, ale dost pracnd na naprogramovani.
Spociva v tom, Ze si kazdou hranu uloZime jako dvé ptulhrany (zadatek a konec
hrany), kazdy vrchol bude obsahovat spojové seznamy pfichazejicich a odchézeji-
cich pilhran a kazda pulhrana bude ukazovat na svou druhou polovici a na vrchol,
ze kterého vychazi.

V nésledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy sousedi, poli S budeme
fikat Sousedi, poli Z Zacatky a nadeklarujeme si je takto:
var N, M: Integer; { poet vrchold a hran }
Zacatky: array[l..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: arrayl[l..MaxM] of Integer;

7 pRoHLEDA VALY

Prohledavani do hloubky

NaSe povidani o grafovych algoritmech zacneme
dvéma zakladnimi zptisoby prochéazeni grafem. K to-
mu budeme potifebovat dvé podobné jednoduché da-
tové struktury: Fronta je konecna posloupnost prv-
ki, kterd ma oznaceny zacitek a konec. Kdyz do
ni pridavame novy prvek, pfidame ho na konec po-
sloupnosti. Kdyz z ni prvek odebirame, odebereme
ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky na-
zyva first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je
také konecna posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco prvky ptridava-
me také na konec, odebirdme je z téhoZ konce. Anglicky nazev je (prekvapivé) last
in, first out, ¢ili LIFO.

Algoritmus prohledévani grafu do hloubky:

Do HLoOUuBkY

47



Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

. Na za¢atku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu v
pamatujeme znacku z,, ktera rika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol je
oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho w.

. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u, pfiddme do zasobniku a ozna-
¢ime.

. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznacéeny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu w, te-
dy v pfipadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahujici w. To
muzeme snadno dokazat sporem: Predpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery neni
oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholti vice, vezmeme
si ten nejblizsi k w. Oznacme si y pfedchidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w; y je
uréité oznaceny (jinak by z nebyl nejblizsi neoznadeny). Vrchol y se tedy musel né-
kdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také museli ze zasobniku odebrat a
v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus nékdy skonéi, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik pfi-
davame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se
kazdy vrchol mize na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz ve 2. kroku pokaz-
dé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse
N opakovénich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu nejvyse
dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost celého algoritmu je tedy linedrni
vzhledem k poc¢tu vrchollt N a poétu hran M, ¢ili O(N + M). Pamétova slozitost je
stejnd, protoZe si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat a zasobnik neni
vétsi nez pamét na vrcholy.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsndze rekurzivni funkci. Jako zéa-
sobnik v tom pripadé pouzivame pfimo zasobnik programu, kde si program uklada
navratové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovneé:

var Oznacen: array[l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednoduché.
Projdeme postupné vSechny vrcholy grafu a pokud nejsou v zaddné z dosud ozna-
¢enych komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto vrcholu
prohleddame do hloubky. Vrcholy zna¢ime pfimo ¢islem komponenty, do které patii.
Protoze prohleddavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitos-
ti O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholt a hran komponenty, vyjde dohromady
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slozitost O(N + M). Nic nového si uklddat nemusime, a proto je pamétova slozitost
stale O(N + M).
var Komponenta: array[1l..MaxN] of Integer;
NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do KomponentalI] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I := 1 to N do
if Komponental[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.

Pribéh prohleddvéani grafu do hloubky miZzeme znazornit stromem (¥ikd se mu
DFS strom — podle anglického nazvu Depth-First Search pro prohledavani do hloub-
ky). Z poéate¢niho vrcholu w uéinime koren. Pak budeme graf prochézet do hloubky
a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholti, ze kterych jsme pfisli. Syny kazdého vrcho-
lu si usporadédme v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi budeme fikat
zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hranam mezi otci a syny budeme fikat
stromové hrany. Protoze jsme do zadného vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu
tvorit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenych vrchold na cesté, kterou jsme
prisli z kofene, nazveme zpétné hrany. Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize
koteni do uz oznaceného vrcholu dale od kofene. A kone¢né pricné hrany vedou mezi
dvéma riznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pri prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou hranu
dvakrét: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako
zpétnou a podruhé jako dopfednou. Pfi¢né hrany se objevit nemohou — pokud by
pricné hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného vrcholu, takze by se
prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemize: pfedstavme si stav prohledavani v okamziku, kdy jsme opoustéli levy
vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela byt pficnou vedouci doprava, ale
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o té uz vime, Ze neexistuje.

Prohledévani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni kostry neorientovaného
grafu, coz je strom, ktery jsme prosli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda graf neob-
sahuje cyklus: to pozname tak, ze nalezneme zpétnou hranu riznou od té stromové,
po niz jsme do vrcholu prisli.
jsou orientované vzdy ve stromé shora dolii, zpétné zdola nahoru a pfi¢né hrany
mohou existovat, ovSsem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do podstromt, které
jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

— stromova
zZpétnd

————— dopredna

Strom prohledivani do hloubky a typy hran

Prohledavani do Sirky

Algoritmus prohledavani do $ifky je zalozeny na podobné myslence jako prohle-
davani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:

. Na za¢atku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w. Déle si u kaz-
dého vrcholu z pamatujeme ¢islo H[z]. VSechny vrcholy budou mit na za¢atku
Hlz] = -1, jen H{w] = 0.

. Odebereme vrchol z fronty, oznac¢me ho u.

. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme do fronty a
nastavime jeho H[v] na H[u] + 1.

. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdné.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch vrchold,
do kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému
vrcholu pfifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vse se dokazuje podobné,
jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym cislem tvoii ve front€ jeden souvisly celek, protoze nejprve
odebereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, neZ zacneme odebirat vrcholy s ¢is-
lem n + 1. Navic plati, ze H[v] udava délku nejkratsi cesty z vrcholu w do v. Ze
neexistuje kratsi cesta, dokazeme sporem: Pokud existuje néjaky vrchol v, pro ktery
H{[v] neodpovida délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdalenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz Dv] je nejmensi. Pak nalezneme nejkratsi cestu z w do v a jeji
pfedposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v, takze pro néj uz musi byt D[z] = H|z].
Ovsem kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i jeho souseda v,
ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme mu museli pfidélit H[v] = H[z] + 1 =
DIv], a to je spor.
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Prohledavani do Sirky ma c¢asovou slozitost taktéz linearni s poctem hran a vr-
choli. Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta m4 linearni velikost k poctu
vrcholti, takze jsme si oproti prohleddvéni do hloubky nepohors$ili a i pamétova
slozitost je O(N + M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyklem, ktery bude
pracovat s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I := 1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;

H[PocatecniVrchol] := 0;

repeat
V := Fronta[Prvnil;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := SousedilI];
end;
Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prézdna }

end.

Prohledéavani do sifky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti a hledani
kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame orientovany graf G
s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy ¢isly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly
z vrcholu s vétSim ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou hranu
e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srovnani vrchold grafu na pfimku tak,
aby ,,Sipky“ vedly pouze zprava doleva.
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Nejprve si ukazeme, ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus, nelze
takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., vy, takZe hrana
vede z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,,. Pak vrchol vs musi dostat vyssi
¢éislo nez vrchol vy, v3 nez vy, ..., v, nez v,_1. Ale vrchol v; musi mit zéroven vyssi
¢islo nez v, coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co miize existenci topologického uspofadani zabranit.
Libovolny acyklicky graf lze usporadat nasledujicim algoritmem:

. Na zacatku mame orientovany graf G a nastavime proménnou p na 1.

. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadna hrana (budeme mu fikat stok).

Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.
. Prifadime vrcholu v ¢islo p.
. Proménnou p zvysime o 1.

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespoii jeden vrchol.

Pro¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mizeme mu uréité
prifadit ¢islo mensi nez vSem ostatnim vrcholim, protoze prekazet by nam v tom
mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok ocislujeme,
muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich vrchola. Tento po-
stup musi nékdy skoncit, jelikoz v grafu je pouze kone¢né mnoho vrcholu.

Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy existuje
alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede néjaka hrana,
pokracujme po ni do néjakého vrcholu vg, z néj do vs atd. Co se pfi tom muze stat?

Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna hrana. Vyhrali jsme, mame
stok.

Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo, Ze graf obsahuje
cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

Budeme objevovat stile a nové a nové vrcholy. V kone¢ném grafu nemozno.

Algoritmus mtZzeme navic snadno upravit tak, aby netratil pfili§ ¢asu hledanim
vrcholi, z nichZ nic nevede — stadi si takové vrcholy pamatovat ve fronté a kdykoliv
néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému jinému vr-
cholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano, pridat takovy vrchol
na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvlddneme v ¢ase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, Ze potradi, ve kterém
jsme se z vrcholu vraceli, je pravé topologické poradi. Pokud zrovna opouStime
néjaky vrchol a ¢islujeme ho dalsim ¢islem v potfadi, rozmysleme si, jaké druhy hran
z néj mohou vést: stromova nebo dopredna hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz
prifadili nizsi éislo, zpétnd existovat nemize (v grafu by byl cyklus) a pfi¢né hrany
vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz oéislovangch vrcholt. Casova slozitost
je opét O(N + M).
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var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznalime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;
begin

for I :=1 to N do
Ocislovanil[I] := -1;
Posledni := O;
for I :=1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikované&jsi formu souvislosti. Rikdme, e neo-
rientovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
e zUstane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptisobilo zvySeni poétu komponent souvislosti grafu,
nazyvame most.

Na hledani mostt nam poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a DFS
strom. VSimnéme si, Ze mostem muze byt jediné stromova hrana — kazda jind hrana
totiz lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne na ¢ast obsahujici
kofen DFS stromu a podstrom ,visici“ pod touto hranou. Jediné, co tomu miiZe
zabranit, je existence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti, coz musi
byt zpétna hrana, navic takova, kterd neni jenom stromovou hranou vidénou z druhé
strany. Takovym hrandm budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitdme hladinu, ve které se nachazi (kofen je na
hladiné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v
spoCitdme, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim ¢&islem) vedou ryzi zpétné hrany
z podstromu s kofenem v. To muzeme udélat piimo pii prochazeni do hloubky,

53



Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

protoZe nez se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je v, pak odebranim hrany
vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je
mostem. V opac¢ném piipadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana lezi, takze to
most byt nemutze. Vyjimku tvofi kofen, ktery zadného otce neméa a nemusime se
0 néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochazeni do hloubky a mé i stejnou
¢asovou a paméfovou slozitost O(N + M). Zde jsou dilezité ¢asti programu:
var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of Integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;
begin

Hladinal[V] NovaHladina;

Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin
W := SousedilI];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladinal[V] then
DvojSouvisle := False; { mame most }
end
else { zpétnad nebo dopfednd hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin

for I :=1 to N do
Hladinal[I]

DvojSouvisle :

Projdi(1, 0);

|
|
[

True;

end.
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Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vrcholové 2-souvisly, pravé
kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyZ odebereme, zvysi se poéet komponent
souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algoritmu
na zjistovani hranové 2-souvislosti. Jen si musime uvédomit, Ze odebirdme cely vr-
chol. Ze stromu prochazeni do hloubky mtze odebranim vrcholu vzniknout az néko-
lik podstromu, které vSechny musi byt spojeny zpétnou hranou s hlavnim stromem.
Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychazi, ze mize mit pouze jednoho syna, jinak bychom
ho mohli odebrat a vytvofit tak dvé nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se
od hledani hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti na neostrou,
sami zkuste najit, které nerovnosti.

Dnesni menu Vam servirovali
Martin Mares, David Matousek a Petr Skoda

Kuchatka druhé série — prochazky po grafech

Tento spisek hojné pouziva jazyka teorie grafii. Pokud jesté terminy jako ,hranas
»cesta® nebo ,stupen vrcholu® neznate, prectéte si prosim nejprve ivodni kucharku
o grafech.

Historicky problém

V roce 1735 se svycarskému matematikovi Leonhardu Eulerovi na stil dostal
na prvni pohled jednoduchy problém, ktery mu piedlozil starosta mésta Kralovec
(dnesni Kaliningrad). Kralovcem tece feka Pregola, na ni je nékolik ostrovii a ost-
rovy byly spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobova ilustrace situaci vystihla takto
(schématické kresba):

Pan starosta se pana matematika v dopise tazal,
jestli je mozné zacit z nékterého z biehi (nebo ost-
rovil) a udélat si vychazku po mésté tak, ze kazdym
mostem projdeme praveé jednou.

Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché ze-
mé, ze kterého jsme vysli. Euler jej nejprve chtél po-
slat k sipku — problém jde snadno vyfesit rozborem

pripadii, coz by zvl4dli i tehdejsi studenti stfedni Skoly (natoZ pak ti dnesni).

Profesor Euler se ovSem zachoval jako pravy mamematik — p¥isel na to, jak pro-
blém zobecnit, a mistrné vyfesil hadanku i pro vSechna mozna mésta, kterd kdy
budou chtit poradat podobné prochazky.
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Eulerovsky tah

Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si pfipomenout grafovou termi-
nologii. Vrcholy naseho grafu jsou kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta nebo
ostrovy. Mezi dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem, a onen
most odpovida hrané. V tomto zadani ma smysl uvazit, ze mezi dvéma kusy pevni-
ny povede mostu vice — napriklad v Praze jich vede tolik, Ze se na to ptaji v leckteré
zemépisné olympiadé. Graf, kde mezi vrcholy vede vice hran, nazyvame multigraf,
a pokud dvé hrany vedou mezi stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako o paralelnich
hranéach.

Obecnéa prochazka v grafu z vrcholu A do vrcholu B (posloup-
nost hran takova, ze cilovy vrchol predchozi hrany je pocatecni
vrchol hrany nésledujici) se nazyva sled z A do B. Ve sledu se
mohou opakovat jak hrany, tak vrcholy; sled tedy neni feSenim
naseho problému (ve sledu je mozné se vratit po hrané, ze které
jsme pravé prisli). Pro nasi tlohu se hodi posloupnost hran tako-
vé, ze vrcholy se opakovat mohou, ale hrany nikoli. Této posloupnosti se fika tah z A
do B. Kdyby se neopakovaly ani vrcholy, pak posloupnost oznacujeme jako cestu.
Tah (respektive sled) je uzavienyg, pokud za¢ind v A a kondi také v A.

Podivame-li se tedy na mapu Kralovce jako na multigraf, ptame se, zdali existuje
uzavieny tah takovy, Ze kazdou hranu navstivi pravé jednou. Takovému tahu pak
fikdme uzavreny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,tah“ nefikd jen tak ndhodou. Déti se Casto ve skolce
prekonavaji v uméni nakreslit obrazek jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo vracet
po uz nakreslené ¢afe. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢ary jsou hrany, mista
jejich setkani vrcholy), pak eulerovsky tah nalezneme jen v tom obrazku, ktery lze
nakreslit jednim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se pak vratime i do mista,
kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na ¢ase poodhalit feSeni naseho problému s eulerovskym tahem. Pijdeme na to
jako matematici — nejprve ukdzeme nutnou a hned nato postacujici podminku. Nutna
vlastnost grafu je takova, Ze bez ni eulerovsky tah neni mozné najit; postacujici
vlastnost je ta, se kterou vZdy eulerovsky tah najit umime. Je-li podminka nutna a
postacujici zaroven, pak se jedna o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Predstavme si, Ze jsme kouzlem néjaky uzavieny eulerovsky tah nasli, at uz je
jakykoli. Vzdy, kdyz se dostaneme do jednoho vrcholu (a neni dileZité, jestli uz jsme
v ném byli, nebo ne), tak abychom tah uzavieli, musime z néj hned také odejit. A
protoze tah je eulerovsky, kazdou hranou projdeme jen jednou, takze tyto dvé hrany
(tu ptichozi a odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo vychozi tedy plati,
Ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnit¥, a jedna, kterd z néj vedla ven.
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Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj nevstoupime poprvé pomoci
hrany, takze pocet navstivenych hran u néj bude stale lichy — ale jen do chvile, nez
se do néj naposledy vratime a skoncéime, protoze skoncenim jsme pouzili posledni
hranu, ktera bude tvofit dvojici s hranou prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, Ze graf ma sudy pocet hran (protoze
trojihelnik jednim tahem nakreslime a pfesto mé 3 hrany), ale plati, Ze do kazdého
vrcholu vede sudy pocet hran, tedy Ze graf mé vSechny stupné sudé. Nezapomeri-
me také na to, Ze graf musi byt souvisly — dva oddélené obrazky jednim tahem bez
zvednuti tuzky nenakreslime. Méme nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovérit, ze podminky jsou i postacujici. Mé&jme souvisly graf, ktery ma
vsechny stupné sudé. Umime v ném vzdy najit uzavieny eulerovsky tah? Ovéime
to, jak se na informatiky patii — algoritmem.

Predlozeny algoritmus je zaloZeny na vylepseném prohledavani do hloubky, tedy
DFS. To patii do zdkladniho arzenalu kazdého programatora, jeho popis naleznete
tfeba v predchozi kuchaice.

Vyberme si vrchol, v ném za¢neme. Nas algoritmus musi umét oznacovat hrany
jako ,probranés jako to déla DFS. Vyberme si tedy jednu hranu, a pokracujme déle,
zatim bez vypisovani.

Po néjakém tom prochazeni se jisté sta-
ne, ze jsme se zastavili — vrchol uz nema
zadné nepouzité hrany. Nutné to znamena,
ze to je ten vrchol, u kterého jsme zacinali.

IS V prochazeni do hloubky se vracime zpét,
ale my k tomu pfidame vypisovani cesty —
postupné pozpatku vypisujeme hrany, kte-
rymi se vracime zpét v prohledavani.

A Na obrazku vlevo je ptiklad pravé probi-

hajiciho algoritmu. Zacal ve zvyraznéném

vrcholu vlevo, prochézel po Sipkach az do bodu A, kde volil hrany tak, ze hned
skoncil na zacatku. Dale pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel zase do
bodu A. Zde si vybral jednu jesté nepouZitou hranu a po ni prosel celou druhou
kruZnici — zbytek hran — zpét do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme aZ na zac¢atek, nebo se dostaneme do vrcholu, ktery
mé jeSté néjaké nepouzité hrany (situace muZe vypadat tfeba jako na obrazku).
Potom vypisovani zastavime a pokracujeme v prohleddvani DFS pfes nepouzitou
hranu. I tam se to miZe zastavit (a zastavi), i tam za¢neme vypisovat pozpatku.
Nakonec dojdeme do ptavodniho mista rozboceni, a budeme opét pozpatku vypisovat
hrany, které nas nakonec dostanou az na pocatek, kde skoncime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerovsky tah? Graf byl sou-
visly a o algoritmu DFS se vi, Ze v takovém pfipadé navstivi kazdou hranu pravé
jednou.
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Algoritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni zptisob, jak ho
vypisuje. Kdyz dojde na kfizovatku s jesté nepouzitymi hranami, tak vypis zastavi,
tiSe po nich kraci, oznacuje si je a vypisuje, az kdyZz se po nich vraci. Ovéime si, Ze
hrany opravdu navazuji.

V duchu argumentti z predchézejici ¢asti vime, ze jediny vrchol grafu s lichym
poc¢tem nepouzitych hran je pravé ona kfiZzovatka — a algoritmus DFS prochazi
graf podobné, jako jsme ho prochéazeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto vrcholu
algoritmus dojde, az se priichod touto casti grafu zastavi. Jakmile sem program dojde
(a nezbudou mu volné hrany), za¢ne cestovat zpét a hrany vypisovat — a opravdu,
pokracuje se tedy z mista, kde naposledy pfestal, a program vskutku vypise tah pfes
vSechny hrany v grafu — uzavieny eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni:

(Multi)graf obsahuje uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyZ ma vSechny stup-
né sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, ze slozitost naseho algoritmu na bazi DFS je linearni vuci
velikosti grafu (poétu vrchold a hran). Existuji i jiné algoritmy pro hledani eulerov-
ského tahu, jedna varianta naptiklad prochéazi grafem a vybira si na kiizovatkach
takové hrany, které souvislost grafu pokud mozno neposkodi. Tyto algoritmy uz
nemusi mit nutné linearni ¢asovou slozitost.

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obréazki ze stejného bodu Ziv je ¢lovék. Co kdybychom mohli zaéit
a skoncit v jiném misté, tedy ptali se po neuzavienych eulerovskych tazich, zménilo
by se néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky si vyzadaji, aby
vSechny vrcholy mély sudy stupeii az na pravé dva vrcholy, které maji lichy stuperi.
Pokud ndm to nevéfite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou cestu — uzavienou
cestu pres vSechny vrcholy, ktera navstivi kazdy vrchol pravé jednou. Bohuzel, ackoli
jsou problémy pfibuzné, musime vés zklamat — nen{ zndm zadny efektivni (polyno-
mialni) algoritmus na tento problém, a kdyby jej nékdo z véas nalezl, vytesil by
otazku , P vs. NP2%“ g ziskal alespoii milion dolarti. Chcete-li si o tomto problému
precist néco dalsiho, napiste do vyhledavace ,Hamiltonovska cesta“ — tak se ona
tloha jmenuje.

V matematice se také nékdy zminuji ,nahodné prochazky“ po grafech — mizete si
je predstavit tak, ze se po mostech mésta Kralovce moté opilec, ktery si hazi (opilou
nebo spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pfes ktery most jit dal. Pou-
ziti maji tyto modely hlavné v matematické teorii grafi a teorii pravdépodobnosti.
O tom si mizeme povédét zase nékdy jindy.

Dnesni menu uvaril a serviruje
Martin Béhm

viz kucharku paté série, str. 65
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Kuchaika ¢tvrté série — toky v grafech

Ukéazeme si umeéle znéjici dlohu, kterou posléze zmatematizujeme, vyresime a
dokazeme vlastnosti feseni. Nakonec pfijdou ¢etna uziti, kterd oziejmi, pro¢ jsme se
snazili.

Latka je lehce pokrocila, takze vézte, Ze budete potiebovat znat grafy.

{ ]
Uméle znéjici uloha / P
Rusky petrobaron vlastni ropna nalezisté na Si- o 2 )
bifi a trubky vedouci do Evropy. Trubky vedou 2 A 3
mezi nalezisti, uzlovymi body a koncovymi 4
body, kde ropu prebiraji odbératelé. —s

Kazda trubka mutze a nemusi mit definova-
no, kterym smérem ji ma téci ropa. Pro kazdou
trubku zvlast vime, kolik nejvySe ji za hodinu
protlacime.

Nalezisté jsou bezedna a mohou posilat neo-
mezend mnozstvi ropy. Odbératelé také dokazi neome-
zend mnozstvi ropy z koncovych bodti odebirat. Petrobaron ©
celi problému, jak protlacit danou distribué¢ni siti co nejvice ropy za hodinu ze zdroju
k odbérateltm.

Zapeklité je to zejména kvuli tomu, Ze v uzlovych bodech nelze ropu hromadit,
ani palit — rozhodné tedy nejde bez rozmyslu piikazat, at kazdou trubkou tece
maximum, protoze bychom poskodili cennd zafizeni a v hnusu labuté zahubili.

Zmatematizovani

V zadani vidime graf, ktery obsahuje orientované i neo- ./ oo
rientované hrany, kde je néjakd podmnozina vrcholu
oznacend jako zdroje a jina jako... fikejme tomu

tfeba stoky.
Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se
hned na tvod mnohocetnosti zdroji a stokt.

Prikreslime si dva nové vrcholy — z nad- @
zdroje budeme posilat ropu do vSech zdroj,

do nadstoku budeme posilat ropu ze vSech
stoki. Kapacitu pfikreslenych hran pak na-
stavime na nekonecno.

o
/ \*o
Ted nam staci vymyslet algoritmus, ktery 3 5
fesi problém s pravé jednim zdrojem a pravé @ /
jednim stokem. \oo
°

Kazdy vstup totiz popsanym zptusobem pie- 4
vedeme, posleme ho algoritmu a z vystupu pros- O

té jen odstranime dva pfidané vrcholy a pfipojené hrany. Podobné se zbavime neo-
rientovanych hran.
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Kazdou takovou hranu v kazdém zadani zménime na dvojici protismérnych orien-
tovanych hran se stejnou kapacitou. V algoritmu pak uz muZeme pocitat jen s hra-
nami orientovanymi.

vvvvvv

Na vstupu dostavame ohodnoceni hran neza-
E f — E f pornymi ¢isly a nasim ukolem je sestavit jiné
ohodnoceni téch samych (vSech) hran.
N e
=~ e Je dulezité, aby se nam to nepletlo — ohodno-
ceni ze vstupu se k4 kapacita a znaci se c(e),

3 konstruované ohodnoceni se jmenuje tok a rika-
me mu f(e).

8
2 / Konstruované ohodnoceni se snazime maxi-
—_— 3 malizovat, ale omezuje nas kapacita a Kirchho-
—— 5 ffiv zékon.
/

Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet
toku na hranach, které do vrcholu vstupuji, mu-
si byt stejny jako soucet toku na hranéch, které

z vrcholu vystupuji. Mate-li radi fyziku nebo berete-li skolu vazné, duvod k takovému
pojmenovani jisté chapete.

Formalné ony dvé podminky vypadaji takto:

Ve e E: f(e) < c(e)

Vo eV \{zs}: Y flub)= Y f(vir)

uvek vueE

Kirchhoffova podminka se samoziejmé netyka ani zdroje, ani stoku — tam nam
naopak jde o to ji co nejvice porusit. Velikost toku je nejsnazsi mérit na nich. Budeme
ji definovat jako rozdil mezi souc¢tem odtokid a souctem pritokia ve zdroji.

K zamysleni:

e Nastavit ohodnoceni hrany (kapacitu) na skuteéné nekoneéno v nasem programo-
vacim jazyce nemusi jit. Pak se to fesi tim, Ze se zvoli dostatecné velké cislo. Jak
co nejmensi, ale stale bezpecné, rychle ze zadani ur¢it? Stejny problém se fesi tieba
v Dijkstrové algoritmu, ale i ve spousté dalsich.

® Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi podrobnéjsi rozbor, nez
jaky jsme jim vénovali v textu. Jak spolehlivé pfevedeme FeSeni algoritmu do ptavodni
site?

e Vymysleli jsme, jak vyfesit vice zdroji a stoku a jak oSetfit obousmérné trubky. Co
kdyby bylo v zadani omezeni na prutok vrcholy?

e Umite dokazat, ze je absolutni hodnota rozdilu pfitokt a odtok stejnad na zdroji i
na stoku? Tedy ze bychom mohli velikost toku stejné tak dobfe métit i na stoku?
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Reseni

Problém je velmi studovany a k jeho feSeni existuji dva velké pristupy, které jsou
humorné protikladné. Ten prvni vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje. Druhy si
napiska veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho opravuje.

Pfedvedeme si onen prvni zpusob a algoritmus, ktery se podle svych autora jme-
nuje Fordiv-Fulkersontiv. Bude se nam odted hodit tvafit se, jako ze mezi kazdymi
dvéma vrcholy vede obéma sméry hrana. Tam, kde ze vstupu nepfisla, si domyslime
jednu s nulovou kapacitou.

.K‘ Predstavme si graf, na kterém pocitame tok a dej-

\‘ me tomu, Ze uz néjaky tok mame — tfeba prazd-
/ ny. Predstavme si, ze jsme ropny magnat a kaz-
/ (

o\ / dy rozdil mezi kapacitou potrubi a jejim vyuzitim
ﬁ—_ £

tokem) nds stoji miliony dolart. UZ jsme se smi-
fili s tim, ze kazda trubka nemuze byt vyuzita na

maximum, ale... zkusme si vyznacit ty hrany, kde
c(e) # f(e).
Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do nadstoku, ktera

¢islo navysit tok na kazdé z nich!

/ D vede pouze po takovych hranach?
o / Mutzeme vzit minimum z rozdilt na kazdé hrané a o toto
< Ani kapacitni, ani Kirchhoffovu podminku to jisté neposkodi.

Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, ze tok vylepSit nejde? Ne
uplné. Predstavte si nasledujici situaci:

23 C=2

Copak nejde zleps$it? Jde! Neni na to prvni pohled tplné jasné, ale miZzeme zlep-
Sovat vysledny tok i tim, Ze ho na protismérné ¢asti cesty snizime. Samoziejmé vsak
nesmime nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, ze si ted trochu kazime grafovou terminologii — co je to za cestu
v orientovaném grafu, kterd nemusi respektovat orientaci hran?)

Takze jaka je pfesné podminka pro ,vyznaceni“ hrany ut? Nastava f(ud) < c(ud)
nebo f(vt) > 0. Potom ji lze zlepsit o c(ub) — f(ud) + f(vir).

Hled4ni vSech vhodnych (,zlepSujicich“) cest tedy muzeme délat prostym prohle-
davanim do sifky pres vyznacené hrany. Budeme to délat opakované znovu a znovu,
az zadnou takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysledek.

Analyza algoritmu
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Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do situace, ve které neexis-
tuje zlepsujici cesta. Znamena to, ze je vysledny tok maximalni? Opac¢nd implikace
je jasna — maximalni tok zlepsit zadnym zptisobem nepujde, takze ani pres zlepsujici
cesticky.

Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadné takova cesta neni, mizeme
si poznamenat vsechny vrcholy, kam jsme se pomoci prohledavani zlepsitelnych hran
jesté dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam jsme zacali) a jisté
nebude obsahovat stok (to by existovala zlepsujici cesta).

Na hranach mezi touto mnozinou a jejim dopliikem nemutzeme zlepsSovat, jinak
by se po nich nas program pustil dal a mnozinu vrchold, kam se dostal, by rozsiril.
Vsechny hrany sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro v8echny hrany sméfujic
dovnitf plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvori ez nasim grafem. Dovolam se v tuto chvili na vasi intuici — tok
nemuze byt vétsi nez libovolny fez. Z toho uz dostadvame, ze nas algoritmus nasel
tok maximalni, protoZe nasel také fez, ktery zarucuje, Ze nemize existovat tok vétsi.
Formalné&jsi predvedeni najdete ve skriptickach z kombinatoriky.?!

Casova slozitost

Je mozné dobu béhu omezit poétem vrchol a hran? Vyse uvedenym postupem
na grafu s celo¢iselnymi kapacitami kazdou nalezenou cestou zvysime tok alesponi o
jednotku, takze program nebude béZzet déle, nez je soucet vSech kapacit. Ale to neni
moc uspokojivy odhad, protoze zalezi na ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skutecné prohledavanim do $ifky, bude pocet krokt
v O(nm?), protoze se d4 ukazat, Ze se hrany, které pii zlepSovani cesty tvoii mi-
nimum, postupné vzdaluji od zdroje. Pak mame O(m) ¢asu k nalezeni cesty a m
hran, které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak skutecné je, je lehce zdlouha-
vé intelektudlni cvic¢eni. Nechat si prozradit postup muzete tieba v druhém vydani
Introduction to Algorithms na strané 662.

O vylepseni daného postupu si miZete piecist v zdznamu?? z jedné Medvédovy

prednasky predmétu ADS2, ukdzka druhého pfistupu k fesSeni hledédni maximalniho
toku je na zdznamu??® jejtho pokraovani.

K zamysleni:
Dilezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celo¢iselné kapacity, vrati celoCi-
selny tok. Bude se nam to hodit v aplikacich. Dokazete to?

Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hleda cesty obecnym zptsobem, a takovym,
ktery to déla prohledavanim do sitky, je ze slozitostniho hlediska docela velky, a proto
se tomu druhému obcas fika Edmondstuv-Karpiv. Najdéte maly graf a nevhodnou

http://kam.mff.cuni.cz/"valla/kg.html|
http://mj.ucw.cz/vyuka/0910/ads2/2-dinic.pdf|
http://mj.ucw.cz/vyuka/0910/ads2/3-goldberg. pdf]
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posloupnost cest, kterd zpusobi, ze F-F pobézi skuteéné v zavislosti na velikosti
kapacit.

Muzete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni grafu s redlnymi kapacitami,
na kterém F-F pro danou (nesikovnou) posloupnost cest nikdy neskonéi.

Skon¢i algoritmus v kone¢ném ¢ase, jsou-li kapacity ¢isla racionalni?

Uziti
Parovani v bipartitnich grafech

Mame-li za tkol najit na plese co nejvice tane¢nicim tanecnika, kterého znaji,
stojime pred zasadnim a nelehkym tkolem.

Co tfeba postavit na zakladé znamosti bipartitni graf mezi partitou tane¢niku a
partitou tanecnic, pridat zdroj za kluky a stok za holky, tyto k nim pfipojit hrana-
mi s jednotkovou kapacitou, hrandm v bipartitnim grafu také nastavit jednotkové
kapacity a nakonec vSechno zorientovat smérem do stoku?

Maximélni celo¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme, nam hrany bipartitniho
grafu rozdéli na nevybrané s tokem 0 a vybrané s tokem 1. Mizou vybrané hra-
ny sdilet tanecnika? Tézko, kdyz do néj tefe nejvyse jednotkovy tok a musi platit
Kirchhoffiiv zdkon. A podobné s tanecnicemi.

Vybrané hrany nam proto vytvoii parovani. A protoZze jsme nasli maximalni tok,
jde o parovani nejvétsi. Kdyby existovalo parovani vétsi, dokazali bychom z néj
zvetsit tok.

Hledéni hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu u do vrcholu v, miize nés zajimat (tfeba
kvuli spolehlivosti, s jakou se umime dostat do cile), kolik mezi nimi vede cest, které

nesdili hrany, nebo

nesdili vrcholy. (Tato podminka je silnéjsi. Kdyz dvé cesty nesdili vrcholy, nesdili
hrany.)
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Oba tyto problémy lze prevést na hledani maximélniho toku. V obou pfipadech
nastavime u jako zdroj a v jako stok. V prvnim piipadé nastavime jednotkové ka-
pacity vSem hranam, v druhém navic vSem vrcholim.

Ford-Fulkerson nastavil nékterym hranam jednotkovy tok, nékterym nulovy. Nu-
lové nyni z grafu vyhodime. Pokud jsme hledali hranové disjunktni cesty, miazeme
nyni ziskat tfeba takovyto graf:

zdroj - tok

Jak z néj vykifesat kyzeny vysledek? Zac¢neme prochézet ze zdroje zbylé hrany.
Vzdy, kdyz se dostaneme do vrcholu, ve kterém uz jsme v tom samém prichodu
byli, vyhodime z grafu vSechny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili. (Hodnota
toku se tim nezméni.)

Prichodem grafu se vzdy mtuzeme dostat az do stoku (vSude jinde budeme moci
podle Kirchhoffova zakona jit dal — dost to pfipomina tvahu o eulerovskych tazich)2*
a protoze jsme mezitim agilné odstranovali cykly, dostali jsme cestu. Vratime ji jako
jeden vysledek, smazeme jeji hrany a pokud jesté tok neni nulovy, pokracujeme dél.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty je pocet hranové/vrcholové
disjunktnich cest roven stupni hranové/vrcholové souvislosti grafu — mame tedy nyni
algoritmus, ktery ji najde.

K zamysleni:

Uvaha nebyla naprosto piimocara kvili cyklim v nalezeném toku. Rika se jim cir-
kulace. Je jasné, ze v pfipadé hledani hranové disjunktnich cest vzniknout mohou.
Co v pfipadé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme omezili tok vrcholy?

Nepracuje neupraveny Edmondstuv-Karpuv algoritmus rychleji, pokud je graf, jak
jsme ted opakované vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jednickami?

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/eulerovske-tahy
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Kuchatka paté série — tézké problémy

V této kuchafce konecné vysvétlime, coze je to onen velmi znamy problém za
milion dolart — Je P rovno NP?. Nez se k nému dostaneme, budeme si muset
ujasnit, které problémy jsou v informatice vlastné ,tézké

Kuchatka neni nijak komplikovana, ale doporu¢ujeme si aspon oprasit, co to zna-
mena linedrni a exponencialni ¢asova slozitost.

S mapou v bludisti

Predstavme si, Ze jsme v bludisti a hleddme (n4ds algoritmus hleda) nejkratsi cestu
ven. Rychle nas napadne, Ze bychom mohli pouzit prohledavani do sitky?® a cestu
najit v Case linearnim ku velikosti bludisté. To je asymptoticky nejlepsi mozné feseni,
v nejhorsim pripadé bude totiz bludisté jedna dlouha nudle a i nejkratsi cesta bude
dlouhé linearné vidi velikosti bludisté.

Ve skuteéném zivoté vSak ,kuliSdci® znaji lepsi feSeni — podvadét! Prosté si od
kamarada pujé¢ime mapu bludi$té s vyznacenou nejkratsi cestou a pak pobéZzime
hned tou nejkratsi cestou, aniz bychom kdekoli ztraceli ¢as.

V nudlovém bludisti (nejkratsi cesta ma zhruba stejné vrcholti jako cely graf) jsme
si vitbec nepomohli (takze je feSeni asymptoticky stejné dobré). V alespoil trochu
spletitém bludisti uz budeme v cili dfive nez nas kamarad, ktery bloudi (prohledava)
do sirky.

Existuji tedy problémy, kde by se i v nejhor$im mozném piripadé vyplatilo pod-
vadét pomoci tahdku? Ano, zde je priklad — opét jsme v labyrintu, ale tentokrat
jsou na vSech stanovistich umistény kolacky. Labyrint je to zvlastni, cesty se v ném
nek¥izi, ale je tam plno nadchodd a podchodu.

Nasim cilem je najit okruzni cestu ze startovniho mista zpatky na start, abychom
kazdé stanovisté s kolackem prosli pravé jednou (protoze vic nez jeden koldéek nam
nedajf).

Kdybychom tady chtéli pouzit prochéazeni do $itky, bylo by to opét mozné — ale
tentokrat bychom se museli mnohokrat vracet, protoze posloupnost stanovist (zaca-
tek, prvni, druhé) mize byt Spatnd, zatimco posloupnost (zac¢atek, druhé, prvni) uz
muze byt dobra.

Pfesnéji feceno, uz by neplatilo, ze pfi prohledavani do sitky kazdé stanovis-
té navstivime nejvyse jednou, ale kazdou posloupnost
stanovist navstivime nejvyse jednou. Projit vSechny
nam potrva, matematicky feceno, exponencialné
mnoho ¢asu viéi velikosti bludisté.

Kamarad s tahdkem je na tom porad dobfe —
prosté si poridi jiny plan, na kterém bude mit vy-
znacenou cestu, po které ma jit, aby vyhral.

25 http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook3.html|
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Ta cesta ma stejné kiizovatek jako bludisté samo, a tak bude jeho napovéda
linearné velka viici velikosti bludisté a priichod napovézenou cestou bude trvat také
linearné. Podvodnik tedy vyhrava i asymptoticky. Bidak!

Vsechny by nas zajimalo, jestli by bylo mozné najit tu nejlepsi cestu bez podva-
déni v rozumné kratkém (feknéme polynomialnim) ¢ase. Tato otézka je ekvivalentni
otazce P vs. NP. Pojdme ta tajemné pismena presné definovat.

Podvadime s certifikaty

V teorii slozitosti se ¢asto omezujeme jen na jeden typ problému, takzvany rozho-
dovaci problém. To je vlastné otazka, na kterou existuji dvé mozné odpovédi: ANO,
nebo NE. Napiiklad , Existuje cesta z bludisté délky k7“ nebo ,Je soucet Cisel 8 + 3
roven 57

Ve zbytku kuchaiky uz budeme pracovat jen s nimi — skoro vzdy se rychlé fe-
Seni rozhodovaciho problému da prevést na rychlé feSeni prislusného vyhledévaciho
problému, jako Naleznéte nejkratsi cestu z bludiste.

Rozhodovaci problém (dale uz jen problém) bude nalezet do tiidy problémd P
(t¥ida je zde jen pomocné oznaceni pro nekoneénou mnozinu), pokud existuje po-
lynomialni algoritmus, ktery pro zadany vstup odpovi korektné ANO nebo NE na
vystupu.

Tahaku z predchozi kapitolky se v literatufe fika certifikdt. Formalné to je jen
jakési polynomialné velkd informace. MuZeme si jej predstavit jako data, kterd nas
program nalezne v ,naSeptavajicim“ vstupnim souboru, ke kterému program z t¥idy
P nemé pristup.

Problém bude nélezet do t7idy problémd NP (nepoctivci), pokud existuje algorit-
mus a ke kazdé odpovédi ANO vhodny certifikat tak, Zze algoritmus je schopen pomoci
certifikdtu ovéfit, ze odpoved je skuteéné ANO. Cili ma-li ten program spravny tahak,
musi byt schopen bludistém projit rychle.

Zde si dejme pozor na to, ze definice nedovoluje ,,podvadét na druhou® — nemu-
Zeme si do pomocného souboru prosté ulozit ANO a pak jej vypsat. Tak by se pak
dal fesit libovolné slozity problém, i problémy mimo t¥idu NP! Jen tak na okraj —
takové opravdu existuji.

Onen algoritmus musi byt schopen FeSeni ovérit, tedy odpovédét ANO tehdy a jen
tehdy, pokud mu to napovédél certifikat a odpovéd je spravnéd. Kdyby byla skute¢na
odpovéd NE a certifikat chybné tvrdil, Ze ANO, algoritmus musi byt napsén tak, aby
oznamil NE.

Co pfesné bude certifikat, zalezi na zadané tloze — ¢asto to byva praveé ono nejlepsi
mozné FeSeni, kterého se sta¢i drzet a najdeme hledanou odpovéd (nebo zjistime, Ze
uloha nem4 feseni).

Asi vam bylo hned jasné, ze kazdy program z P patii také do NP — jakmile
zname polynomialni FeSeni bez napovédy, certifikitem mize byt i tfeba prazdny
soubor! Horsi je to s problémy, pro které potifebujeme pro polynomiélni vyfeSeni
néjaky certifikdt a zatim to lépe neumime.
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Ptikladem bud problém z povidani o bludisti. Rik4 se mu Hamiltonovsks kruznice.
Ndzev problému: Hamiltonovska kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochazejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Certifikat: Posloupnost vrcholti hamiltonovské kruznice.

Ovérent v polynomidlnim case s certifikdtem: Projdeme postupné vrcholy a ovéfime,
Ze jsou opravdu zapojeny do kruznice a kruznice je spravné délky. Vratime NE, pokud
tomu tak neni.

Zatim nikdo neprisel s FfeSenim, které by nepouzivalo viibec zadny certifikat. Do-
konce zatim nikdo nenalezl problém, ktery by byl v NP, ale bez certifikitu uz jej
nelze tesit v polynomidlnim case. Kdyby takovy neexistoval, tifidy P a NP by se
rovnaly. To je jadro otevieného problému P vs. NP.

Prevoditelnost a NP-uiplnost

Kdyz fesime néjakou algoritmickou tlohu, obvykle pfijdeme na néjaké feSeni vy-
uzivajici zdkladnich technik (prohledavani do $ifky, dynamické programovani, za-
metaci pfimka). Vzdcné se miZe i stat, Ze v problému rozpozndme problém jiny —
obcas lze geometricky problém prevést na tfidéni ¢isel nebo umime popsat situaci
néjakym vhodnym grafem.

Ukazuje se, Ze se ve tiidé NP ¢asto vyplati problémy prevadét, nebot piima reseni
jsou zde vzacna. Dokonce tak miizeme i zjistit, do které z probiranych t¥id problém
patii.

Prevodem budeme rozumét polynomidlni algoritmus, ktery upravi vstup jednoho
problému na vstup jiného problému. Musi navic problémy prevést tak, aby spravnd
odpovéd (ANO nebo NE) na vstup prvniho problému byla tataz, jako spravna odpovéd
na vstup druhého problému.

Jednoduchym prevodem je uprava problému Existuje cesta z bludisté ze zadaného
policka délky d? na Existuje cesta v grafu délky c zacinajici v zadaném vrcholu?.

Do vystupniho grafu za kazdou kiizovatku dame vrchol, za kazdou cestu mezi
kfizovatkami hranu a ke hrané si poznamendme, jak dlouha byla. Hodnotu ¢ pak
miizeme nechat stejné velkou, jako d.

Pokud najdu spravnou cestu v tomto grafu, pak nutné podobnéa cesta je i v blu-
disti, a pokud cesta v grafu neni, pak neni ani v bludisti. Pfevod je tedy korektni.

Zadefinujme si nyni pojem, ktery nam bude slouzit jako zkratka za to, Ze problém
je ve tfidé NP, ale neni zaroven lehky (v P). Nemuzeme jen tak ledabyle Fici ,je
v NP a neni v P§ protoZe to nevime. To je pravé ta slavna otazka.

Udélame tedy krok stranou — budeme fikat, ze problém je NP-iplny, pokud onen
problém je v NP a zaroven jdou vsechny ostatni problémy v NP pievést na tento
problém.
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VsSechny problémy v NP na néj jdou prevést? Pokud tuto definici vidite poprvé,
asi to pusobi dost zvlastné — je tézké si predstavit, Ze vSechny grafové, geometrické,
poditaci problémy, o kterych vite, Ze jsou v P (a tedy i v NP) jdou pfevést na néjaky
NP-tplny superproblém.

Ale je to spravné, ba co vic, Cookova véta?® iika, Ze existuje alespoii jeden takovy
problém. (Samotna definice NP-tiplného problému nezarucuje, Ze takovy problém
vitbec existuje.) Ukazuje se vSak, Ze neni sam, jsou jich stovky. Dokazovat existenci
dalgich NP-uplnych problémi je vSak o dost lehéi, nez dokazat Cookovu vétu! Staci
totiz jen najit nasledujici dva kroky:

Dokézat, ze problém je v NP — najit certifikdt a polynomidlni algoritmus, co jej
vyuziva.

Prevést zadani libovolného NP-tiplného problému na zadéani naseho problému tak,
ze nas algoritmus vlastné vyfesi onen NP-tuplny problém.

To postaci, protoze pak libovolny jiny problém v NP nejprve pfevedeme na zvo-
leny NP-tplny problém a pak pustime nami vymysleny pfevod. Zietézeni dvou po-
lynomiélnich algoritmu (pfevodi) je opét polynomidlni algoritmus, takZze podminka
prevoditelnosti je splnéna.

Ukazeme si diikkaz NP-tiplnosti jednoho problému na ptikladu, pokud nam uvéfite,
Ze jiz probirany problém Hamiltonovska kruznice je NP-tuplny. Nejprve zadefinujme
jiny problém:
Ndzev problému: Hamiltonovska cesta.

Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z x do y (posloupnost vrcholi,
ve které se zadné dva neopakuji), kterd prochazi kaz- \%
dym vrcholem pravé jednou?

Certifikat: Posloupnost vrchold tvorici spravnou cestu. v

Reseni v NP: Projdéme cestu z certifikdtu a ovéfme, Ze vrcholy
jdou za sebou, je jich spravny pocet a zadny jsme nevynechali. l

Diikaz NP-iplnosti: Pfevedeme pfedchozi problém (ha-
miltonovskou kruznici) na hledani hamiltonovské cesty.
Uvazme graf G, ve kterém chceme najit hamiltonovskou
kruZnici.

Vyberme si libovolny vrchol v a vytvoime vrchol v!
ktery bude kopii vrcholu v — do grafu pfidame hranu
mezi v a v, pokud uZ v ném je hrana mezi u a v.

Na upraveny graf zavolame FeSeni problému Hamiltonovska cesta mezi vrcholy v
a v/ Pokud takova cesta existuje, tak nutné v piivodnim grafu G existuje hamilto-
novské kruznice. Cesta z vrcholu v’ pfesné odpovida pokradovani kruznice poté, co
pfijde do vrcholu v.

http://en.wikipedia.org/wiki/Cook},E2%80%93Levin_theoren]
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Pseudopolynomialni algoritmy

Znate problém batohu? Jeho varianty jsou oblibené na programovacich soutézich.
Zadat se muze tfeba takto: méjme na vstupu seznam n dvojic kladnych pfirozenych
¢isel, kde kazda dvojice oznacuje vahu a cenu néjakého predmétu. Nakonec dosta-
neme na vstupu jesté ¢islo b, které udava nosnost naseho batohu.

Otéazka zni: Jaky je nejcennéjsi mozny naklad, ktery presto nepresahuje vahovy
limit batohu?

Mozna vite, ze tloha jde FeSit dynamickym programovanim — vytvofim si pole
podbatoh[] od 1 do b, kde podbatoh[i] je maximalni hodnota, kterou bych si
odnesl v batohu o nosnosti ¢. Postupné od prvni véci do posledni pak projdu celé
pole podbatoh[] ,zprava doleva® od b do 1 a zkusim, jestli je vyhodnéjsi do batohu
vlozit novou véc a volné misto doplnit starymi (optimélni volné misto pro predchozi
véci mame napoditané), nebo si nechat jen ty staré. Tuto hodnotu pak zapiSeme
jako aktudlni pro vadhu ¢ na misto podbatoh[:].

Po n prichodech tohoto pole dostaneme Feseni pro vSechny véci dohromady na
policku podbatoh[b]. Celkova slozitost je O(nb), to je polynom, algoritmus je tedy
polynomiélni.

Svéte div se, toto FeSeni je ve skuteénosti exponencidlni. Kde jsme v feseni udélali
chybu? Nikde — nase slozitost zavisela na b, ovSem kdyz se podivame do vstupnich
dat, tak pokud jsou zapsana v bindrnim (nebo ternarnim a vy$sim) tvaru, tak zapis
&isla b byl veliky O(log, b), ale nase sloZitost zavisela na b = 2!°82° tedy exponenci-
alné vici velikosti vstupu.

Problém batohu, respektive jeho rozhodovaci verze, je dokonce NP-tplny problém.

Algoritmiim, které fesi néjakou tlohu a jsou polynomiélni oproti hodnoté Cisel na
vstupu, ale exponencidlni ve velikosti zdpisu téchto ¢isel, fikame pseudopolynomidlni
algoritmy. Nékteré dalsi NP-tiplné problémy maji pseudopolynomiélni feseni (jako
napiiklad Dva loupeznici nize), ale d& se dokézat, Ze na jiné problémy pseudopoly-
nomiélni algoritmus neexistuje (pokud P # NP).

Mimochodem: pokud bychom na vstupu zapisovali ¢isla v unarnim zépisu, kazdy
pseudopolynomialni problém by lezel v P.

Poznamky na zavér

Otazku ,Je tfida P rovna NP7 se jiz snazilo rozlousknout mnoho matematiki
a informatika. Tato teorie prinesla spoustu zajimavych vysledkt, napiiklad uz se
podafilo dokazat, Ze nékterymi technikami tuto domnénku nelze nikdy dokazat, ani
vyvratit.

Kdyby platilo P = NP, pak by mnoho lidi zajasalo — mnoho pfirozenych problémii,
které nastavajii v realném zivoté, by najednou byla resitelna rychle. Navic by krachlo
dosavadni Sifrovani a bylo by mozné najit rychle dikaz ke kazdému pravdivému
tvrzeni vyrokové logiky.

Tato rovnost by se dala hypoteticky ukazat velice snadno — stacilo by najit je-
den polynomidlni algoritmus pro libovolny NP-tuplny problém! Vétsina informatikt
studujicich slozitost se vSak domniva, ze se t¥idy nerovnaji.
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To ale neznamen4, Ze si to nemate zkusit dokézat! Naopak, bojovat s NP-tplnymi
problémy je uzitecné i v redlném svété — napiiklad jde mnohdy vymyslet dobra
aproximace NP-uplného problému.

Naptiklad nenajdeme hamiltonovskou kruznici v polynomialnim case, ale nalez-

neme néjakou relativné dlouhou kruznici, kterd ndm v praxi mize stacit, pokud
podle ni tfeba chceme vést naroény cyklisticky zavod.

O aproximacich je toho v literatuie napsano mnoho zajimavého, pokud byste si
o nich chtéli pie¢ist vice v éesting, zkuste tfeba vypisky z pfedmétu na Matfyzu.2”

O NP-slozitosti mizete néco najit na stejné adrese, nebo zkuste vynikajici ang-
licky psanou knizku Algorithms od profesorii exotickych jmen Dasgupta, Papadimi-
triou a Vazirani.

Existuji i problémy, které jsou mimo P i NP, a dokonce existuje spousta rtznych
dalsich t¥id problém. Je jich celd zoologicka zahrada — miiZete ji najit na internetu.2®

Seznam NP-tplnych problémi

Sedite-li nad zatim nevyfesenou ulohou, kterou jste nalezli jinde nez v KSP, pak
se klidn€ muze stat, ze bude NP-uplna. Abyste mohli mezi NP-tplnymi tlohami
prevadét, tak je dobré znat jich aspor hrstku, podle toho, je-li problém grafovy,
rovnicovy, a tak dale.

V nésledujicim seznamu najdete nékolik uloh, které jsou zarucené NP-uplné. Pre-

vody se ndm sem sice nevesly, ale mnoho z nich (ne-li vSechny) zvladnete vymyslet
sami — zkuste si to!

Nazev problému: Hamiltonovska kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochézejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Nazev problému: Hamiltonovské cesta.
Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z x do y (posloupnost vrcholtl, ve které se zadné dva neo-
pakuji), ktera prochédzi kazdym vrcholem pravé jednou?

Nazev problému: Splnitelnost
Vstup: Logicka formule. Tu tvofi proménné a logické spojky negace —, konjunkce A
a disjunkce V. Napriklad

(A (my)) V2.
Problém: MiuZeme proménnym prifadit hodnoty 0 nebo 1 tak, Ze vysledna vyhod-
nocend formule ma hodnotu 17

http://mj.ucw.cz/vyuka/0910/ads2/12-apx . pdf|
http://qwiki.stanford.edu/index.php/Complexity_Zod
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Ndzev problému: Soucet podmnoziny
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel, specialni éislo k.

Problém: Existuje podmnozina ¢isel, jejiz soucet je pfesné k7

Nazev problému: Batoh

Vstup: Seznam dvojic nezapornych ¢isel, kde dvojice oznacuje hodnotu a véhu pied-
métu. Pfirozené ¢islo b — nosnost batohu, pfirozené ¢islo k.

Problém: Umime vlozit do batohu pfedméty o hodnoté alesponi k, aniz bychom pfesli
pres limit vahy b?

Nazev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel.

Problém: Existuje rozdéleni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé ¢islo bude
v pravé jedné hromadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet ¢isel?

Nazev problému: Klika
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu uplny podgraf o velikosti k, tedy k vrchold takovych, ze
mezi kazdymi dvéma z nich vede hrana?

Ndzev problému: Nezavisla mnozina
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu prazdny podgraf o velikosti k, tedy k vrcholu, ze zadné
dva z nich nejsou spojeny hranou?

Ndzev problému: Trojbarevnost grafu
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Lze vrcholy tohoto grafu obarvit tfemi barvami tak, ze kazda hrana sousedi
s vrcholy dvou rtznych barev?

Ndzev problému: Rozparcelovani roviny
Vstup: Seznam bodu v roviné, kde kazdy ma pfifazenu jednu z b barev, ¢islo k.

Problém: Umime rozdélit rovinu pomoci k primek tak, ze v kazdé oblasti jsou jen
body té samé barvy?

Ndzev problému: 3D parovani

Vstup: Seznam muzi, zen a zvifatek, nasledovany seznamem kompatibilnich trojic
tvaru {muz, zena, zvifatko}. Tyto trojice fikaji, kterd trojice muz, zena a zvifatko
by se dohromady snesla.

Problém: Muzeme vSechny muze, zeny a zvifatka z prvniho seznamu rozdélit do
trojic tak, ze kazda trojice je kompatibilni a kazda bytost je pravé v jedné trojici?

Kucharku sepsal Martin Béhm.
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Vzorova reseni

23-1-1 Basnikuv denik

Poduloha najit nejvyssi misto, kde spal, splnila sviij tcel: vytesili jste ji vSichni.
Stacilo si jen pocitat nadmorské vysky pric¢tenim toho, co za den usel, k vysledku
véerej$iho dne a pii tom si v proménné aktualizovat nejvyssi misto, kam dosel. Casu
to zabere O(n) a stejné tak paméti (n je poet dntl, po které psal denik).

Nalezeni nejcastéjsiho mista, kde pfespal, Slo fesit raznymi zptsoby. Nejoblibe-
néjsi byl pomoci tiidéni.

V setfidénych nadmorskych vyskach uz staci najit tu, kterd je nejdelsi. To jste
zvladli pfi jednom projiti. Prubézné si pamatovat, kolik stejnych ¢isel za sebou bylo
vidéno, a srovnavat to se zatim nejdel$im vidénym usekem. TFidéni trva lepsimi
algoritmy O(nlogn) a projiti O(n). Celkové tedy O(nlogn).

Hodné z vas taky vyuzivalo vyhledavaciho stromu, nékdy prevleceného za mapu
¢i slovnik, ale bylo podstatné si pfi tom uvédomit, Ze se o vyhledavaci strom jedna.
Slozitosti pfi tom zistavaji stejné.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-1.4

Jitka Novotnad

23-1-2 Jedna geometricka

Nejprve par slov k doslym FeSenim. Mnozi z vas se u této tlohy pokouseli hledat
dva nejvzdalenéjsi body a sestrojit nad nimi Thaletovu kruznici. To vsak obecné
nefunguje, viz obrazek 1. Hledany stfed kruhu dokonce ani nemusi lezet na ose dvou
nejvzdalengjsich bodi (neni tedy pravda, Ze oba tyto body lezi na jeho obvodu) —
protiptiklad si zkuste vymyslet sami.

Obrazek 1: protipfiklad na hledani 2 nejvzdalenéjsich boda. Mezi J
bodem nahote a obéma body na obvodu je mensi vzdalenost nez
mezi samotnymi body na obvodu.

Pouze par feseni fungovalo a z nich jen jedno pracovalo opti-
malné. Gratulace putuje k Jakubu Zikovi, jenz nastudoval linedrni
algoritmus nezaloZzeny na pravdépodobnosti (té751 na pochopeni nez zde prezento-
vané FeSeni pracujici linedrné jen v priméru) a pak ho popsal. Jak vidno, ne kazda
tloha s kratkym zadanim maé i kratké a jednoduché feseni.

Jedna se vSak o problém stary (poprvé se jim zabyval anglicky matematik Syl-
vester v roce 1857) a v praxi vyuzitelny. Vezméte si napiiklad firmu, kterd mé po
zemi rozmisténé klienty a hleda misto pro své stiedisko tak, aby k nému zadny klient
nemél moc daleko. Rik4 se mu také ,problém bomby“ (chceme zjistit, kde odpalit
vybusninu a jak mé byt velkd, abychom zni¢ili vSechny cile).
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Prvni pozorovani

Nyni k tomu, jak se tiloha Fesi. Nejmensi kruh obsahujici vsechny body si oznac¢ime
K. Pfi feseni tlohy se budou hodit nasledujici pozorovani:

Dostaneme-li na vstupu jen jeden bod, mé kruh nulovou velikost, tento pfipad tedy
nebudeme uvazovat.

Na obvodu kruhu K lezi minimélné dva body, jinak ho miiZzeme zmensit (viz obra-
zek 2).

Obrazek 2(vlevo): ¢arkované kruhy lze

zmensit, protoze se nedotykaji dvou

bodji. .

Obrazek 3(vpravo): necht jsou dva kru-
hy obsahujici vsechny body nejmensi,
ale pak jejich prunik, jenz se da ob-
klopit jesté mensim kruhem, obsahuje
vSechny body.

Kruh K je pro danou mnozinu bodiu unikatni, tj. neexistuji dva nejmensi kruhy
obsahujici v8echny body (pokud by byly dva rizné, jejich prinik obsahuje vSechny
body a zaroveni se musi vejit do kruhu s mensim polomérem, takze tyto dva kruhy
nejsou nejmensi, viz obrazek 3)

Na urceni kruhu nam staci maximalné 3 body na jeho obvodu. Pokud na jeho obvodu
lezi pouze dva body, primér kruhu je vzdalenost mezi nimi. Jestlize je kruh urcen
3 body, musi tvofit ostroihly nebo pravouhly trojuhelnik, jinak by mohl mit kruh
pramér rovny vzdalenosti strany proti tupému thlu a bod u tupého thlu by nelezel
na obvodu (viz obrézek 4). Jinak Fedeno, jsou-li na obvodu kruhu alespoii 3 body,
musi se mezi nimi vyskytovat 3 netvotici tupouhly trojihelnik.

Obrazek 4: pokud 3 body tvoii tupothly trojuhelnik, neni fe-
- Senim opsat jim kruznici.

/ " Pohled do ZOO algoritmi

i ' Algoritmu fesicich takovouto ulohu je vice, zde si letmo pred-

stavime ty jednodussi a letmo ten ,nejhustéjsiy ale kdo chce,
at rovnou presko¢i na sekci randomizovany algoritmus, kde bude pofadné vysvétleno
v praméru linedrni feseni.

O kousek vyse je v pozorovanich zminéno, ze kruh K je urcen 2 nebo 3 body. Co
prosté vzit vSechny dvojice a trojice bodd, opsat jim kruznici, zkontrolovat, jestli
v ni lezi vSechny body, a vybrat nejmensi? To bude urcite fungovat, jen casova
slozitost je nep&knych O(N*).

Existuje celkem piimocaré (geometricky mysleno) feseni bezici v ¢ase O(N?).
Sklada se z nasledujicich kroki:

1. Na zac¢atku vezméte néjaky kruh, ktery bude uréité obsahovat vSechny body (je
jedno jaky).
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2. Najdéte nejvzdalenéjsi bod A od stfedu kruhu a zmensete polomér na vzdalenost
mezi A a stfedem. Kruh se o¢ividné zmensi a stale bude obsahovat vSechny body.

3. Pokud na obvodu lezi jen bod A, posunujte stfed po pfimce mezi A a stfedem
smérem k A a zaroven zmensujte jeho polomér, aby A stale lezel na obvodu.
Pokracujte, dokud se obvod kruhu nedotkne jiného bodu B.

4. Nyni tedy lezi na obvodu minimélné 2 body. Dle nasich pozorovani potiebujeme
zjistit, jestli jsou mezi nimi 3 tvofici ostrouhly trojihelnik. Lze nahlédnout, ze
takové 3 body neexistuji pravé tehdy, kdyz na obvodu lze najit ¢ast neobsahu-
jici body, ktera je delsi nez ptilka obvodu (podivejte se na posledni obrazek u
pozorovani). Ta také mize byt vzdy maximalné jedna.

5. Pokud tam takova Cast neni, mizeme skoncit. Jinak vezméme dva body na
okrajich této ¢asti bez bodu (nazveme je D a E), zmenSujme polomér kruhu a
posouvejme stfed tak, ze D i E jsou stdle na jeho obvodu. Mohou nastat dva
pripady:

a) Pramér kruhu je vzdalenost mezi D a E: pak jsme nalezli nejmensi kruh
obsahujici vSechny body.

b) Na obvod kruhu se dostane bod F', mame tedy alespoti 3 body na obvodu a
muZzeme opét piejit na bod 4 (tj. zkusit najit ¢ast bez bodu delsi nez pilka
obvodu a pfipadné opét zmensovat kruh).

Implementace tohoto geometrického postupu je trochu obtizna. Naptiklad zmi-
néné zmensovani kruhu bude opét hledani jistym zptisobem nejvzdalenéjstho bodu
(pFesnéji Fedeno tfeba pro krok 2, pokud jsou dany dva body na obvodu a pfimka,
po niz se pohybuje stfed, je tfeba vypocitat, kde bude lezet stfed, z toho se ziskaji
poloméry a vybere se ten nejvétsi).

Kroky 1, 2 a 3 zaberou linearni ¢as, samotny krok 4 také, ale muze se stat az
(N — 2)-krat, ze se bude krok 4 opakovat. Proto je Casové slozitost v nejhorsim
piipadé O(N?).

Toto Teseni bylo objeveno az v roce 1972 pany Elzingou a Hearnem, potom néa-

sledovaly tésné po sobé napady na prvni O(N log N) algoritmy (Shamos a Hoey
v 1. 1975, Preparata v r. 1977 a Shamos v r. 1978).

Velmi zajimavy algoritmus vychézi z pozorovani, ze konvexni obal urcuje hledany
nejmensi kruh. V ¢ase O(N log N) (resp. O(N), mame-li body sefazené), najdeme
konvexni obal, jeho velikost budiz H, a na néj prosté pustime kvadraticky algoritmus,
coz dévé slozitost O(N log N + H?).

A7 v roce 1983 vymyslel Nimrod Megiddo k pfekvapeni vSech linedrni algoritmus
zaloZeny na metodé profezdvej a hledej (anglicky prune and search). Podstatou al-
goritmu je na zakladé nékolika geometrickych trik odstranit v linedrnim ¢ase n/16
bodid bez zmény nejmensiho kruhu obsahujicitho vSechny body.

Na zbylych 15n/16 bodu je pusten algoritmus znovu a tak déal, dokud nezbyde
jen celkem malo bodu (napt. 15), pro nez lze tlohu rychle vyfesit i kvadratickym
algoritmem.

74



29

Vzorova feSeni Ro¢nik dvacaty t¥eti, 2010/2011

Vtip je v tom, Ze slozitost jednotlivych kroki algoritmu se poscita diky vlastnos-
tem geometrické fady na linedrni slozitost, pfesnéji feceno: n+ 15n/16 +225n/256 +
... = 16n. Jelikoz Gplné vysvétleni by zabralo péknych par stranek, radéji si prectéte
ptivodni anglicky ¢lanek. 29

Randomizovany algoritmus

Jak jsme slibili, ted pfedvedeme randomizovany algoritmus (randomizovany zna-
mend zalozeny na ndhodé, v tomto pfipadé ndhoda ovliviiuje ¢asovou slozitost),
bézici v priméru linedrné. Vymyslel ho Welzl v roce 1991. Ten zacne s 2 body, jimz
opise kruznici, a poté postupné pfidava bod po bodu a upravuje nejmensi kruh K
obsahujici vSechny dosud pfidané body, je-li to nutné. Nahodné poradi pridavanych
bodt zajisti onu linedrni slozitost, jak pozdéji ukazeme.

Na zacéatku je tedy vhodné ndhodné uspofddat body v éase O(N), aby ,zly*
uzivatel nezadal pofadi, na némz program pobézi pomalu (tfeba i body setfidéné
dle soufadnice x zpusobi pomaly prubéh, jak se za chvili ukdze). Tohle muZeme
udélat napiiklad tak, ze vybereme nahodny prvek z pole (tedy vygenerujeme éis-
lo od 1 do N), ten prohodime s poslednim, pak vezmeme ndhodny prvek, ale uz
jen od 1 do N — 1, prohodime s pfedposlednim... A takto postupujeme, dokud
nedojdeme na zacatek.

Nyni pfijde trocha geometrickych hratek s body. Za¢néme tedy prvnimi dvéma
a opiSme jim kruh, jez nazveme K5. Obecné pak K; bude nejmensi kruh obsahujici
body 1...7. Co délat, kdyz pfidame i-ty bod a méame kruznici K; 17 Pokud bod
nédhodou padne do kruhu K;_; (nebo na jeho obvod), pak K; = K;_1, tedy kruh se
nezménil a muzeme pokracovat vesele dal.

vz

Mnohem zajimavéjsi je pfipad, kdy pfidavany bod lezi mimo kruh K;_;. Oznac¢me
tento bod B;. Je zfejmé, ze B; musi lezet na obvodu kruhu Kj;, jinak by uz lezel
uvnit¥ K;_; (neuréuje kruh, miZzeme ho tedy vynechat beze zmény kruhu). TakZe
nyni mame za kol spocitat nejmensi kruh pro i — 1 bodii s B; na obvodu. A jak?
Zavolanim stejné funkce pro ¢ — 1 bodu jen navic s informaci, Ze jisty bod ma byt
na obvodu.

Obrazek 5: bod B; lezi mimo K;_1, takze je tfeba zvétsit
kruh.

Nasim feSenim bude funkce, kterd v parametrech dosta-
ne mnozinu bodd M (ty, pro néz pocitd nejmensi kruh) a
seznam bod, jez musi lezet na obvodu (body na obvodu ne-
musi byt v mnoziné M). Funkce nejprve zkontroluje, jestli
uz na obvodu nemusi lezet 3 body (pak je kruh jednoznaéné

http://www.personal.kent.edu/ rmuhamma/Compgeometry/MyCG/CG-Applets

/Center/centercli.htm
N. Megiddo, Linear-Time Algorithms for Linear Programming in IR? and Related

Problems, STAM Journal on Computing, Vol. 12, 759-776, dostupné na:
http://www-ma2.upc.es/ geoc/m-lalparp-83.pdf.
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uréen a dopo€itd se) nebo neni M prazdna (v tom p¥ipadé
se kruh opise bodfim na obvodu, jsou-li néjaké).

Poté se rekurzivné zavold s mnozinou M o jeden bod B mensi (to je ten pfidavany
bod), ulozi si vraceny kruh K a néasledné zjisti, zdali bod B lezi v kruhu K nebo ne.
Pokud ano, vrati kruh K, jinak se rekurzivné zavola s mnozinou M o bod B mensi
a s B na obvodu.

Kdo se v tomto odstavci ztratil, miize se najit v nasledujicim pseudokédu (O je
mnoZina bodd na obvodu):

function nejmensiKruh(M, 0) {
if (IM| == 0 nebo 0| == 3) {
Vrat kruh spoétenyj pfimo z mnoZiny 0
}
Bod B = Vezmi n&hodny bod z M
Kruh K = nejmensiKruh(M - B, 0)
if (B nelezi v K) {
Pfidej B do O
Vrat nejmensiKruh(M - B, 0)

Néhodny vyber z mnoziny, diky némuz uz za chvili ziskdme primeérnou linedrni
slozitost, zajistime ndhodnym sefazenim pole. Pak prosté budeme brat posledni
prvek.

Tak a nyni k éasové slozitosti. Prostym pohledem na pseudokdd by ¢lovek fekl, ze
bude O(N3) (pro kazdy piidany bod spustime rekurzivné tu samou funkeci s jednim
bodem na obvodu navic), coz je také nejhorsi mozny piipad. JenZe néas ted zajima
prumeérnd casova slozitost, k niz ndm dopomuze nahodné serazeni bodu.

Prvni rekurzivni voldan{ minimalniKruh(M - B, 0) ted budeme tiSe ignorovat
(ono se totiz provede vzdy) a budeme pfedpokladat, Ze body postupné pridavame.
Zajima nas tedy, jaka je pravdépodobnost, Ze se s novym pfidanym bodem B zavola
funkce rekurzivné s B na obvodu navic. Uvazujme nejmensi kruh K obsahujici uz
bod B. Vsimnéte si, ze rekurzivni volani pti pfidavani bodu B je podobné zmenseni
kruhu K po odebrani bodu B, tedy pravdépodobnost ,drahého“ rekurzivniho volani
je stejna jako pravdépodobnost, ze se kruh K po odebrani bodu B zmensi.
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Obrazek 6 (vlevo): kruh se zmensi
pravé tehdy, kdyz odebereme jeden
ze dvou konkrétnich bodi.

Obrazek 7 (vpravo): To samé pro
3 body na obvodu, jez tvoii ost-
rothly trojuhelnik.

Nékde vysoko nahore v tomto textu jsem zminil, Ze nejmensi kruh je uréen 2 nebo
3 body. Hledan4 pravdépodobnost pii pfidavani i-tého bodu tak vyjde 2/i nebo 3/i
(pro jednoduchost budeme dale uvazovat jen 3/i, neni tezké si rozmyslet, ze pro 2/i
v8e vyjde stejné).

Dale budeme rozebirat ¢asovou slozitost podle po¢tu bodti, jez musi byt na ob-
vodu. Pro 3 je to trividlné O(1), takze za¢néme se 2 body na obvodu. Rekurzivni
volani algoritmu uZ nés stoji pouze O(1) (na obvodu musi byt 3 body) a pocet bodu
na obvodu se nikdy nezmensi, takze N boda se dvéma danymi body na obvodu
zvladne algoritmus vzdy v O(N).

Zajimavéjsi je situace, je-li dan jen jeden bod na obvodu. Nyni vyuZijeme pted
chvili spo¢tenou pravdépodobnost (zde 2/i a ne 3/i, protoze mame jeden bod pfedem
dany na obvodu), a tak muZeme napsat ¢asovou slozitost po pfidéni i-tého bodu

takto:
Z’ _

o)+ % 06) = 0(1)

2

Pro N bodt s jednim danym na obvodu se ¢asova sloZitost poséitd na O(N).
A co N danych bodi a Zadny, ktery by byl uréité na obvodu? To je pfeci nase
puvodni tdloha. Znovu vyuzijeme pravdépodobnost, takze na pridani i-tého bodu
spotfebujeme:

i—3

3
o) + A O@i) = 0(1)
Pri souctu jesté priddme pocatecni ndhodné zamichani pole bodii:
N
O(N)+> 0(1) = O(N).
i=1

Slava! Tak mame dokdzénu i ¢asovou sloZitost. Pamétova je zjevné vzdy linearni.
A pouceni do pristé? U nékterych tloh, jestlize si s nimi ldmete hlavu uz do-
cela dlouho, se vyplati zeptat se vyhledavace, zdali nezné feSeni, jez pak pripadné
prectete, pochopite a popiSete vlastnimi slovy.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-2.cpg

Pavel Vesely
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23-1-3 Jedna maticova

K této tloze ndm dosla spousta feseni, téméf kazdé fungovalo, ale problém byl ve
slozitosti. Néktera feseni byla pfilis pomald, u jinych byl problém se Spatné urcenou
slozitosti. Nezapominejte, Ze pro dobré hodnoceni je potfeba mit spravny a srozu-
mitelny popis vaseho algoritmu a také spravnou ¢asovou a prostorovou slozitost.

Prvni feseni spoc¢iva v prohledéani celé matice fadek po fadku a kontrole kazdého
prvku. Takové feSeni samoziejmé funguje, dokonce funguje i pro obecné matice. A to
je pravé kamen trazu.

Protoze toto feseni nevyuziva vlastnosti matice, musi se podivat na kazdy prvek.
Jeho slozitost je tedy O(n - m) pro matici velikosti n x m. To ani zdaleka neni to,
co bychom chtéli a za co bychom byli ochotni dat celych 11 bodi.

Néktefi si uvédomili, Zze kdyz je posloupnost ¢isel v fadku ostte rostouci, dalo by
se vyuzit bindrni vyhleddvani. A tak jde zlepsit slozitost z O(n - m) na O(nlogm).
Ale v&ite tomu nebo ne, ani to ndm nestaci.

Kdyz nesta¢i pouzit na kazdém radku binarni vyhledavani, co jeSté provést?
Spravné feseni pouziva bindrni vyhleddvani na hlavni diagonale matice (tak se ¥ika
uhlopiiéce vedouci doprava dolit). Pfed uvedenim algoritmu si musime uvédomit, Ze
plati dvé dulezité véci:

Pokud je v matici A na indexech ¢,j (oznacime jako A; ;) prvek, jehoz hodnota
je mensi nez i + j (A;; < i+ j), vime z usporadani prvkia v fadcich a sloupcich,
Ze jsou mensi i vSechny prvky v matici, jejichz soufadnice jsou mensi nez ¢ a j
(Vk <i,l S]Ak,l < k+l)

A; ; je alespon o jedna mensi nez i + j, tedy i nap¥. A;_, ; musi byt alespoii o jedna
mensi nez A;j, coz znamena, Ze je alespoit o jedna mensi nez i — 1 + j. A takto
tranzitivné dale.

Pokud plati A; ; > i+j, pak Vk > 4,1 > j : Ay, > k+1. Opét plati obdobné, A; ; je
alespon o jedna vétsi nez i + j, takze i vSechny nasledujici prvky musi byt alespon
o jedna vychyleny.

Z téchto dvou pozorovani plyne, ze pokud se podivame na prvek uprostied matice,
tak mohou nastat tfi moznosti. Mohli jsme narazit na spravny prvek. To znamend, ze
muzeme skoncit. Nebo je nalezeny prvek vétsi nez soucet jeho soutadnic, pak mizeme
zapomenout pravou dolni ¢tvrtinu matice, pfipadné je prvek mensi a zapomeneme
levou horni ¢tvrtinu matice.

TakZe budeme provadét bindrni vyhleddvani na hlavni diagonéle, bud najdeme
spravné feSeni, nebo nam nakonec zlstane jen prava horni a levd dolni ¢tvrtina
matice. Na ty zavolame rekurzivné stejny algoritmus. Pravé tento zptisob je pouzit
ve vzorovém kédu.

Toto feSeni nam prislo nékolikrat, ovSem pouze jednou u néj byla uvedena sprav-
né ¢asové slozitost. Pojdmé si ji tedy rozebrat detailng. Cas potfebny pro nalezeni
feSeni je definovan rekurzivné: T(n2?) = 27T (n?/4) + logy n (pro jednoduchost pied-
pokladame ¢tvercovou matici).
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Kazdy spravny programator je hlavné hrozny lenoch, vyuzijeme tedy kucharkovou
metodu pro pocitani slozitosti rekurzivnich algoritmi. Ta se jmenuje Master Theo-
rem a Fesi rekurzivni vztahy ve tvaru T'(N) = aT'(N/b)+ f(N),kdea > 1,b > 1. Dale
tvrdi, ze pokud f(N) = O(N'"9&:(9)=¢) pro ngjaké ¢ > 0, tak T(N) = O(N'0&: ).

Pro nasi rekurenci tohle vSechno plati:
a=2,b=4,logyn = O(n?'°8127¢)
takze vysledna slozitost je ©(n). Prostorova sloZitost je logaritmicka, protoze pou-
zivame zasobnik.

Existuje i jednodussi feseni, které také vede k cili. Pro néj si staci uvédomit,
7e pokud se podivame na prvek v levém dolnim rohu, tak bud jsme nasli spravné
feSeni, nebo je vétsi nez soucet soufadnic, pak muzeme zahodit cely posledni radek,
nebo je mensi nez soucet soufadnic a mizeme zahodit cely prvni sloupec. Nakonec se
posuneme bud nahoru nebo doprava, podle toho, ¢eho jsme se zbavili, a pokracujeme
stejné.

Takto se v kazdém kroku zbavime bud celého sloupce, nebo fadku. V nejhorsim
piipadé tedy provedeme O(n + m) operaci. Prostorova slozitost je zde konstantni.

Pokud bychom chtéli najit vSechny prvky matice, které odpovidaji zadani, tak je
snadné uvedené dva algoritmy upravit, vime totiz, ze pokud najdeme jedno feSeni,
budou s nim dalsi sousedit, nebo budou v zatim neprozkoumané ¢asti matice.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-3.4 David Marek & Karel Tesar

Vida, to je zvlastni druh algoritmu — rychlejsi nez linedrni ve velikosti vstupu (ta
je m x n), protoze si ani cely vstup nemusi pfeéist. Také vam vrtd hlavou, jestli by
nestacilo si ze vstupu precist jesté méné? Pojdme dokdzat, Ze nestacilo.

Nejdiiv si ulohu prevedeme na jinou, ekvivalentni, aby se ndm o ni snaze premys-
lelo. Misto zadané matice budeme uvazovat stejné velkou matici B; ; = A; ; —1 — 7.
Jelikoz A byla v fadcich i sloupcich rostouci, B bude alespori neklesajici (rozmyslete
si, pro¢). A hledané policko A; ; = ¢ + j odpovida policku B;; = 0. Pokud tedy
umime vyfesit pivodni tlohu, dokdzeme vyresit i tuto, a naopak.

Nyni uvazujme matici B, ktera bude mit na hlavni diagonale a nad ni hodnoty
+1 a pod diagonélou samé —1. To je neklesajici matice, v niz zadné nulové policko
neexistuje. Kdykoliv ale zménime nékterou z +1 na diagonale na 0, matice bude
porad neklesajici, ale feseni v ni uz bude existovat:

+1 +1 +1 +1 +1

-1 +1 +1 +1 +1

-1 -1 +1 +1 +1

-1 -1 -1 0 +1

-1 -1 -1 -1 +1
Pokud tedy libovolny algoritmus Fesici ilohu spustime na nasi matici B, musi precist
alespon vSechna policka na diagonéale, aby si ovéfil, ze v matici zddné nulové policko

neni. Martin Mares

79


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-3.c

Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

23-1-4 Ale co trapné numerické chyby?

Na této tloze nebylo mnoho tézkého, a tak spousta fesitelti dostala zaslouzenych
10 bodi. Blahopiejeme, ptisté uz to tak snadné nebude!

Prejdéme k tloze samotné. Periodu racionalniho ¢isla nelze poznat jen tak, Ze se
v desetinném zapisu opakuje Fetézec (zac¢atek 0.88 neznamend periodu 8, napiiklad
u 15/17). Kdyz délime ¢itatel a jmenovatel na papife, poznadme periodu tak, ze se
yzacyklime“ — délime uz jednou to samé éislo, ten samy zbytek. Tak proc to tak
neimplementovat? Zbytky po déleni jmenovatele ndm budou slouzit jako odkazy do
pole, uvniti pole si zapamatujeme prvni vyskyt odkazovaného zbytku — abychom
védeéli, kde zapsat zavorku. Hotovo!

Poznamenejme, Ze paméfova slozitost je O(N), kde N je velikost jmenovatele,
tedy pocet moZnych zbytkt, a ¢asova je linearni vici velikosti vystupu. (V nékterych
vstupu, ale podle velikosti vystupu. Nakonec, i kdybychom uméli délit rychleji nez
na papife, stejné musime vystup vypsat.)

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-4.4

Martin Béhm & CodEzx

23-1-5 Adina knihovna

Ocislujme si N knih po fadé zleva doprava 1 az N. Podivejme se na knihu s éis-
lem 1, ktera je jisté na kraji. Lze ji pfesunout na jediné misto, a to na pozici 1+ K.
Dalsim pohledem zjistime, Ze knihu z pozice 1 + K musime pfesunout na pozici 1,
protoze jinou tam dat nesmime.

Podivejme se na knihu s ¢islem ¢ < K. Lze ji pfesunout na jediné misto, a to na
pozici ¢ + K, odkud pfesuneme knihu na pozici ¢.

Tedy prvnich 2K knih povyménujeme mezi sebou a zbyde ndm N — 2K knih,
na které muzu pouzit stejny argument. Tohle opakujeme ¢ krokt, az nam zbyde
0 < N —2iK < 2K. Budto plati, ze N — 2iK = 0, pak jsme hotovi (a tedy plati,
7e 2K déli N, protoze N/2K = i € N). Nebo mame nenulovy zbytek, ale v tom
jisté umime najit knihu, kterou neumime pfesunout ani vlevo, ani vpravo (tfeba tu
uplné uprostted), tedy knihovnu s takovym K nelze preskladat.

Zbyva tedy prvni varianta, a tedy bereme pouze takova K, kterd déli N/2 (pro
lichd4 N tloha nemad feSeni). Zjevné je jen jeden zpusob, jak knihy preskladat, coz
byla druha véc, na kterou se zadani ptalo.

Nékteri fesitelé jesté uvazovali trividlni pripad, kdy K = 0, to funguje pro vSechna
N (i lichd). Nékdo také fesil moznost K < 0. To bylo mozné, i kdyZ jsme to nijak
extra nehodnotili.

Jan ,Moskyto“ Matéjka € Pali Rohdr
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23-1-6 Babbageova cesta

Piseme-li v zadani ,, Pro jednoduchost predpokladejme, ze pouziti takového spojeni
trva jednotkovy casi mizeme tim myslet rtizné véci. Takové omezeni zjednodusuje
popisovani zadani, zjednodusuje nacitani vstupu. . .

MiizZe se stat, ze bychom zjednodusovali praci procesoru, Ze by asymptoticka ¢a-
sovéa slozitost feseni s takto omezenym zadanim byla nizsi, nez slozitost feSeni, kde
by pouziti spojeni zabralo zadané vtefin?

Je to tak a vétsSinu z vas jsme na to nachytali. Pouziti Dijkstrova algoritmu je
v daném piipadé trividlné mozné: stadi métit vzdalenost v uspofadané dvojici (pocet
pouzitych hran, soudet cen na pouzitych hranach), kde p¥i porovndvani klademe
diraz na druhé slozky pouze v piipadé rovnosti prvnich slozek.

Do casové slozitosti takového Feseni se vSak nevyhnutelné vloudi logaritmy, kte-
ré tam zaneslo pouziti haldy coby rozumné implementace prioritni fronty, kterou
Dijkstriv algoritmus prosté potiebuje.

Poodstoupime o krok zpatky: dokud jsme nevédéli, co to Dijkstrav algoritmus je,
umeéli jsme méfit nejkratsi cesty pouze co se poctu hran tyce, a to prohledavanim
do sirky.

To nadm prirozené rozdéli vrcholy do vrstev podle vzdélenosti od vrcholu, ze kte-
rého jsme prohledavat zacali, staci si k vrcholu tuto vzdalenost pfipsat (vychozimu
vrcholu nastavit nulu) a pfi vkladani nezpracovanych vrcholtt do fronty jim ji p¥i-
délovat o jednotku zvysenou.

v zadani mluvi o ohodnoceni hran. S tim se ale vyrovna-

me snadno lehkou upravou prohledavani do $irky: kdy-
koliv dostaneme z fronty vrchol v s pfifazenou hranovou
vzdalenosti n, rozhlédneme se po sousednich vrcholech

(tj. téch, se kterymi v spojuje hrana), vybereme jen ty,
které jsou ve vrstvé vzdalené n —1 (od vychoziho bodu),

a vrcholu v nastavime coby minimalni cenu minimum ze
souctu cen vrchold z této vrstvy a prislusnych cen pte-
pravy (ohodnoceni hran) z téchto vrchold do naseho v.

A samoziejmé, abychom mohli posléze zrekonstruovat cestu, si ulozime, ktery ze to
vrchol z vrstvy vzdalené n — 1 byl pro nas v takto vyhodny.

Bude to fungovat? Do daného vrcholu prosté musime piijit z vrcholu ve vrst-
vé vzdalené nejvyse n — 1, chceme-li dodrZovat hranovou vzdélenost coby thlavni
kritérium. A z vrstvy s mensim pofadovym ¢islem ndm do vrcholu ve vrstvé n sa-
moziejmé zadna hrana vést nemize. Pokud tedy véfime, Ze mame ceny v nizsich
vrstvach spoéitany spravné, budeme je mit dobfe i ve spocitaném vrcholu. No a
protoze cena v pocateénim vrcholu je dobfe (0), roznese ndm matematickd indukce
tuto spravnost po vSech vrcholech v grafu.
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Samoziejmé nepotfebujeme vsechny cesty, ale to uz je ta potiz s algoritmy pro
hledani nejkratsi cesty z bodu A do bodu B, Ze toho vétsinou musi mimodék spocitat
o hodné vic. Casova slozitost naseho Feseni je kazdopadng O(n + m) a pamétova
stejné tak.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-6.4

Lukads Lansky

23-1-7 Regularni vyrazy

Seslo se nam pres 30 feseni rizné kvality a pristupu. Bylo nelehkym tkolem je
opravit a alespon pseudospravedlivé obodovat, takze pokud vam bude pripadat, ze
jsme zrovna k vam byli nespravedlivi, tak se ozvéte e-mailem opravujicim, nebo
tfeba na féru. Prostoru pro dotazy je dost, ty nejvice ocekavané se zde pokusime
zodpovédét rovnou.

Autorskym fesenim tkolu 1 byl vyraz ((b?a)*b)? — ten piijimé opravdu stejné
fetézce jako zadany b7 (a+b)* — za kazdym b musi nutné nasledovat alespon jedno
a, pokud tedy neni na konci fetézce. Musi vyhovovat i prazdny fetézec, coz bylo
¢asto opominano.

Reseni spoéivajici v ndhradé a+ za aa* nebo b? za b{0,1} jsme hodnotili stylové
desetinou bodu. On je to totiz vlastné stejny vyraz.

V feseni tkolu 2 jste se mohli odvazit dal. Mnoho z vés zistalo u vyrazu (a+|b+) *,
ktery slo po kratkém rozmyslu zredukovat na [ab]*, coZ je také autorské reseni.

Ukol 3 byl ponékud Sileny. Na ném jste si mohli vyzkouset tvorbu rozsahlych
regexi, na kterych je poznat kazda nesystematicnost, kazda vyjimka. Zde jsme str-
havali body i za pouzivani (012(4|68) misto [02468]. Ono to mé stejny vyznam,
akorat to prvni se ¢te vyrazné har.

Mnoho fesitelti jednoduse vypsalo vSechna koncova trojcisli délitelna 8. To je sice
hezké, ale pomalé. Kazdy znak navic je zpomaleni. Porovnejte s autorskym fesenim
(mezery a konce Fadki ignorujte):

(0l-7(8| [48] [08] | [159]16] [26]4]| [37]2] [2468] ([048] [08] | [159]6]
[26]41[37]12)| ([1-9][0-9]%)7[13579] ([048]4|[159]2] [26] [08] |
[3716) | [1-9] [0-9]1*[02468] ([048] [08] | [1569]6| [26]4| [37]12)))

Nelibila se nam déisla, kterd zacinala fadou nul, stejné tak drobné chyby jako
neuvazovani nuly nebo zapornych ¢isel, nicméné jsme za né strhavali vyrazné méné
nez za false positives nebo false negatives.

Nasledovalo cviceni z exaktniho vyjadfovani. V tkolu 4 bylo za kol popsat, co
danému vyrazu vyhovuje. Obycejny popis stylu ,sudy pocet nul, pak nula, nebo
jednicka, a potom sudy pocet jednicek“ vyfasoval bod. Napaditéjsi resitelé, kteri
napsali ,sudy pocet nul, pak lichy pocet jedni¢ek, nebo lichy pocet nul a pak sudy
pocet jednicek; ziskali body dva. Hodi se zminit, Ze nula je také sudé ¢islo. Mnoho
z vés si to neuvédomilo a fesili nulu zv14st.

82


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-1-6.c

Vzorova feSeni Ro¢nik dvacaty t¥eti, 2010/2011

Nakonec trochu p¥iblizeni reality. Ukol 5 vyzadoval opravu zadaného vjrazu, coz
je nejcastéjsi problém, se kterym se pii praci s regexy setkite. Zadanému regexu
mély vyhovovat pravé ty retézce, ve kterych je sudy pocet jednicek, sudy pocet nul
a nic jiného.

Zadany vyraz byl dost mimo. Jedna z moznosti, jak ho opravit, spocivala ve
zhruba dvojnasobném natazeni vyrazu, nebot kromé bloku 0(00111)*1(00|11)*
bylo potfeba jesté zahrnout blok 1(00]11)*0(00|11)*. Lepsi variantou bylo zadany
vyraz zahodit a vymyslet iplné novy.

Ma34-li fetézec sestavat ze sudého poctu nul a sudého poctu jednicek, pak musi
mit také celkem sudy pocet znaki, tedy nam rozhodné nebude vadit, ze jej budeme
kontrolovat po dvojicich.

Prazdny fetézec rozhodné vyhovuje. Pokud nyni pfec¢teme dvojici (00]11), bude
rozhodné vyhovovat taky. Naopak kdybychom méli fetézec, ktery nevyhovuje, tak
po precteni dvojice (00|11) vyhovovat také nebude. Tedy nas nezajima, kdy, kde a
v kolika exemplafich se néjaka tato dvojice objevi.

Pfesné obracené to plati pro dvojici (01]10). Ta vzdy pfepne mezi vyhovujicim
a nevyhovujicim fetézcem. Té tedy potfebujeme sudy pocet. Po poskladani vsech
pozadavk méame vyraz (00]11)*(((01]10) (00|11)*){2})*

Prvni ¢ast spolkne zacatek sestavajici z (00111)*, dalsi ¢ast vzdycky prejde do
stavu ,nevyhovujici fetézec”, spolkne (00|11)*, pfejde do stavu ,,vyhovujici feté-
zec“ a zase spolkne (00]11)*. Jednoduché a ucinné.

Jozef Gandzala € Jan ,Moskyto“ Matéjka
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23-2-1 Balicky balicka

Nase tloha se docela podoba problému batohu (viz kuchatka)3? takze by nés
mohlo napadnout pouzit modifikovanou verzi algoritmu, kterym se fesi.

Postupné prochazime celé ¢isla od nuly vzhiru a pokud jsme pravé na hodnoté,
kam se umime dostat, tak projdeme vSechny nabidky a pro kazdou z nich si po-
znacime, Ze se umime dostat na hodnotu, ktera je sou¢tem této nabidky a hodnoty,
na které pravé jsme. Na zacatku vime jenom to, Ze se umime dostat do ¢isla nula.
Takhle postupujeme, dokud se nedostaneme do ¢isla, které je vétsi nebo rovno H, a
mame TFeseni.

Tenhle postup sice funguje, ale dosti pomalu. K rychlejsimu algoritmu dojdeme,
kdyz si uvédomime, co to znamena, ze kazdou nabidku mtzeme pouzit, kolikrat
chceme — to, ze kdykoliv umime poslat = kg, tak umime poslat i z + kN kg pro
jakékoliv nezaporné celé ¢islo k (N kg je totiz hmotnost nejmensi nabidky).

Diky tomu si mizeme pole hmotnosti preusporadat do tabulky o N sloupcich.
Policko na i-tém Fadku j-tého sloupce pak ptedstavuje (i - N + j) kg.

K vypliovani této tabulky bychom mohli pouzit stejny postup jako pred chvili,
ale my si ho upravime tak, ze kdyz jsme na néjakém policku a umime se dostat
do néjakého policka nad nim (¢islo sloupce je stejné, ¢islo fadku mensi), tak si
poznacime, Ze se umime dostat i do aktudlniho policka, ale uz nemusime zjistovat,
kam se odsud muzeme dostat s pouzitim rtiznych nabidek.

To proto, ze pokud se na néjaké policko umime dostat z aktualniho pouzitim
nabidky x kg, tak se tam umime dostat i ze zminéného policka nad nim. A to
nejdfive pouzitim nabidky z kg a néasledné nékolikandsobnym pouzitim nabidky
N kg.

Tuto tabulku si ale nemusime pamatovat celou. Staci si pro kazdy sloupec pama-
tovat, ktery je prvni fadek v tomto sloupci, na ktery se umime dostat.

Tento seznam sloupci pak prochazime dokola podobné, jako jsme predtim pro-
chézeli celou tabulku — jeden priichod seznamem odpovida prichodu jednim radkem
v tabulce.

Navic ani nemusime prochéazet seznamem sloucti tolikrat, kolik fadkd bychom
prosli v tabulce. Jakmile se jednou umime dostat do sloupce, ktery obsahuje cilové
policko, tak vime, ze se umime dostat az tam.

Pro uréeni vysledné kombinace balickt si musime pro kazdy sloupec zapamatovat,
s pouzitim jakého balicku jsme se tam dostali.

Samotnou vyslednou kombinaci uré¢ime tak, ze nejdiive zapocitame nabidku N kg
tolikrat, kolik fadku by ¢inil rozdil v tabulce mezi cilovym polickem a polickem, kam
se umime dostat. Nasledné prochazime sloupce podle toho, pomoci kterého balicku
jsme se do néj dostali, dokud se nedostaneme do nultého sloupce. VSechny balicky,
které jsme na této cesté pouzili, zapocitame také a mame kyzeny vysledek.

http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/21/cook5.html|
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Jakou m4 tento algoritmus slozitost? Pamétova je O(IN) — nejvice zabira seznam
sloupct a téch je INV.

vvvvvv

krat pro kazdy sloupec, coz nam dava O(N?). ProtoZe se ale miiZe stat, Zze budeme
prochéazet seznamem opakované, dokud se neumime dostat do vSech sloupci, potie-
bujeme zjistit, kolikrat nejvyse to udélame.

Staci se podivat na jedinou nabidku: 2 - (N — 1). Pokud budeme pouzivat jenom
tuto nabidku, tak se v pripadé lichého N po N krocich dostaneme do kazdého
sloupce. Dosli jsme tedy az do éisla N -2 - (N — 1), a pocet priichodt seznamem je
tedy 2+ (N —1) = O(N).

V ptipadé sudého N se do lichych sloupct nedad dostat zadnym zptisobem a po-
uzitim stejné nabidky jako v pfedchozim p¥ipads se po N/2 krocich dostaneme do
v8ech dostupnych sloupci. Prosli jsme tedy seznamem opét O(N)-krat.

V obou piipadech tedy musime projit v nejhorsim piipadé O(N?) poli¢ek. Zpstny
prichod pro zjisténi vysledku projde kazdym sloupcem nejvyse jednou a slozitost
nam tedy nezhorsi. Celkova dasové slozitost tedy je O(N? + N? + N) = O(N?).
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-1.4

Petr Onderka € CodEx

23-2-2 Zastaveni

Zkusme nejprve generovat ¢isla 1 az 120. Hodime jednou Sestisténkou a jednou
dvacetisténkou, mame tedy 6 moznosti, jak dopadne hod prvni kostkou a 20 moz-
nosti, jak dopadne hod druhou kostkou. Celkem tedy mame 120 rtiznych moznosti
a pro kazdou moznost odpovime jinym ¢islem.

Kdybychom chteli generovat ¢isla od 1 do 50, hodime dvakrat desetisténkou a
dostaneme 100 rtiznych moznych vysledka ((3,1) a (1,3) jsou rozdilné vysledky).
Vsechny vysledky jsou stejné pravdépodobné, kazda kostka je dokonale ndhodna a
jednotlivé hody se neovliviiuji.

Pokud tedy program odpovi jedni¢kou pro prvni dva vysledky (pro libovolné uspo-
fadani), dvojkou pro dalsi dva atd., umi spravné generovat pozadovand ¢isla, protoze
generuje kazdé se stejnou pravdépodobnosti a potfebuje koneény pocet hodi.

Nyni obecnéjsi pripad, chceme generovat N ¢isel a N déli néjaky nasobek pocti
stén nasich kostek P — to je ve skute¢nosti pocet moznych vysledku, které mtzou
nastat po hodech témito kostkami. Rozdélime v8echny mozné vysledky na N (dis-
junktnich) ¢asti o P/N prvcich a pouZijeme pfedchozi postup.

Zbyva ukazat, ze pro jind N nedokdZeme na zarucené koneény pocet hodi vzdy
vygenerovat spravny vysledek. Nejmensi N takové, ze nedéli zadné mozné P, je 7.
V prvoéiselném rozkladu zadného poctu stén nasich kostek totiz neni 7.
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Napted rozeberme Spatné postupy. Zahozeni nékterych vysledkti — hodim osmis-
ténkou, pokud padne 8, hodim znova. Takovému algoritmu by mohla padat porad 8 a
nezastavil by se, leda by nam stacil priimérné koneény poéet hodi, viz tiloha 16-1-53!

KdyZ nemiizeme dostat vhodné P nasobenim, zkusime scitat — sec¢tu dvé pad-
14 ¢isla po hodu ¢tyisténkou a od toho odectu 1. Tento postup ale nedava stejné
pravdépodobnosti vSech ¢isel.

Jedni¢ka mize vzniknout jen poté, co padne (1,1), ale trojka mize vzniknout po
padu (1,3), (2,2) nebo (3,1), takze trojkou by algoritmus odpoveédél s t¥ikrat vétsi
pravdépodobnosti. Nékterym ¢islem odpovim i jindy — pokud padne 8, odpovim
jednickou, ale toto trividlné nedava stejnou pravdépodobnost vSem c¢islum.

Jak tedy dokazat, ze zadny algoritmus si nemutze vystacit s koneénym poctem
hoda?

Pro spor budeme predpokladat, ze existuje néjaky algoritmus, ktery spravné gene-
ruje pro N, ktera nedéli Zzadné mozné P. Po néjakém konecéném poctu hoda program
probéhne jednim z P riznych zptsobu (vSechny jsou stejné pravdépodobné) a na
konci kazdého odpovi néjakym z N pozadovanych disel.

Kdyby ale vsechny odpovédi mély stejnou pravdépodobnost, znamenalo by to, Ze
jsme dokazali P celociselné a bez zbytku vydélit ¢islem N, coz je spor s predpokla-
dem.

Umime tedy generovat jen pro takova N, kterd déli néjaké P.

Martin Béhm € Karel Krdl

23-2-3 Projizdka

Trocha magie

Mily ¢tenar mi jisté pro jednou odpusti, pokud si zahraji na kouzelnika a vytahnu
jednoho kralika z klobouku.

Napted, zadani slo chapat riznymi zpisoby, avSak pfilis neménilo podstatu feseni.
Predpokladejme tedy napriklad, ze vSechny cesty jsou jednosmérky a zZe .z rozces-
ti vychéazi sudy pocet cest znamend, Ze pravé polovina tohoto sudého poctu je
v prichozim a pravé polovina v odchozim sméru.

Opravdu nam staci takova podminka pro orientovany graf. V neorientovaném
@ jsme potfebovali sudy pocet, protoze kdykoliv jsme vesli do vrcholu, také z néj
nékudy musime odejit. Stejné to funguje pro orientovany, jen musime p¥ijit po vstup-
ni hrané a odejit po vystupni. Ze jde o podminku posta¢ujici, Ize nahlédnout také
zcela stejné jako v neorientovaném grafu. Jediné, na co si musime dat pozor, je, Ze
pfi vypisovani dostavame hrany pozpatku.

Na grafu na vstupu (rozcesti jsou vrcholy a cesty jsou hrany) si najdeme uzavieny
eulerovsky tah (to jiz za nas vyfesila kuchatrka). Nyni jej projdeme a budeme si udr-
Zovat pribézny soudet proslych hran (fikejme tomu souétu odpocatost). Rozeberme
dva ptipady.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/16-1-§
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Jako prvni piipad vezmeme situaci, kdy po projiti celého tahu dostaneme za-
porné ¢islo. Potom je soucet vSech hran zdporny a takovy zistane, at je vezmeme
v libovolném poradi. Proto iloha nema feseni.

Pokud prasvih popsany v minulém pfipadu nenastane, vezmeme misto v tahu, kde
se nachdz{ minimum ze v8ech odpocatosti (mistem v tahu neni myslen jen vrchol,
ale 1 ktery priichod timto vrcholem mame na mysli, nebof pfi rtiznych prichodech
mizeme mit rizné hodnoty odpocatosti). V tomto misté v tahu za¢neme (jakoby jej
pootoéime).

Slozitost

Méme hezké linearni feSeni (jak paméti, tak Casem), nebot jiz kuchatka nam
ukézala, Ze eulerovsky tah v dané slozitosti zvladneme najit, a pfidali jsme jen dva
pruchody vzniklym cyklem (jeden na prubézné pocitani, druhy na vypis ,, pootocené”
verze).

Proc¢ to funguje

Nyni uz jen zbyva zdivodnit, pro¢ tento algoritmus vlastné poc¢ita, co méa. Prvni
piipad je nezajimavy (nebot jsme jej jiz zdtvodnili vyse). Dale tedy pfedpokladejme,
ze nam nastal druhy pripad. Protoze mame uzavieny eulerovsky tah, projedeme
kazdou cestou pravé jednou. Zbyva dokazat, Ze odpocatost v pootoceném tahu nikde
neklesne do zapornych ¢isel.

Predpokladejme tedy, ze v misté § na tahu mame zadpornou odpocatost. Minimum
mame v misté m. Pokud by v pivodnim neotoceném tahu bylo § az za m, pak by
muselo byt také s mensim ¢islem nez m a m by tedy nebylo minimum. Tento piipad
tedy nenastal.

Takze § je pred m. Predstavme si, Zze jsme prosli tahem dvakrat misto jednou,
tedy p¥i druhém priichodu § jsme na niz$im ¢isle, nez pfi prvnim priicchodu m (proto
nam po pootoceni v § vyslo néco zdporného). Ale protoze druhy prichod nezac¢ina
od nuly, ale od néc¢eho nezaporného, odpocatost druhého prichodu § je alespon tak
velka, jako prvni. Tedy i pfi prvnim prichodu § jsme méli nizsi ¢islo nez u m, coz
je opét ve sporu s vybérem minima.

Jak na to prijit

Jednak, kdyby na to bylo jednoduché pfijit, nebyla by tloha za 12 bodi. Ale
presto si fekneme zpusob, jak na to prijit.

Mizeme si predstavit, ze jsme feSeni jiz nasli a koukat na jeho vlastnosti. To,
Ze je to uzavieny eulerovsky tah, je vidét celkem jednoduse. Déle si vSimneme, Ze
vybranim jiného zac¢atku se nam vSechna ¢isla posouvaji jen nahoru a doli, rozdi-
ly ztstavaji stejné (s vyjimkou rozpojeného konce — zaéatku). No a dale vime, Ze
nejmensi ¢islo je 0 a to je na pocatku.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-3.4

Michal ,Vorner“ Vaner
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23-2-4 Planovani

Budeme hladové ptifazovat letadla udalostem tak, jak ndm ze vstupu (sefazené
dle poé¢atki) pifijdou pod ruku.

Podrobnéji receno: v kazdé chvili béhu programu si budeme udrzovat hypotézu
»Stacéi ndm L letadeli kde L navysSime jen tehdy, ukaze-li se byti flagrantné spatna
tim, Ze nebudeme mit pfi zpracovani pocatku udalosti zadné volné letadlo.

Pokud volné letadlo mit budeme, prosté ho dané udalosti ptidélime — k uchovéavani
volnych letadel mizeme mit zasobnik, do kterého budeme hazet jejich poradova éisla.
Nebo frontu, pokud touzime vytvaret zdani spravedlivého rozvrhovani vici pilotim.
(Rozmyslete si.)

Timto jisté dojdeme ke spravnému minimu poctu letadel, protoze pokud nam
po posledni udalosti zbyla hypotéza ,staci ndm L letadely jisté se nékdy stalo, zZe
L — 1 letadel nedokazalo pokryt probihajici udédlosti. Zaroven je jasné, Ze tak umime
vytvorit spravné rozvrhy, protoze jsme si celou situaci de facto odsimulovali.

Z tohoto popisu to vypadd, ze nam staci linearni Cas, ale celd véc ma jeden hacek:
potfebujeme zpracovavat konce udédlosti (uvoltiovat letadla), ale kdy?

Musi to byt pred dalsimi odlety, abychom zbyteéné nezvysili L, musi to byt po
pfedchozich odletech, abychom nenabyli zdani, Ze letadel potfebujeme méné — asi
nam nezbyde nic jiného, nez tyto konce v O(N log N) zat¥idit do vstupni posloupnos-
ti, jejiz pocatecni setfizeni podle pocatkt nam nakonec z hlediska casové slozitosti
k ni¢emu nebylo.

Pamétova slozitost je samozfejmé linearni.

Uloha souvisi se specifickjmi grafy, kterym se ¥iké intervalové, ale jejich p¥imé
pouziti by program nevyhnutelné zpomalilo a vzhledem k jednoduchosti algoritmu
by nam nijak nepomohly ani ve vyse provedené tvaze.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-4.py|

Lukds Lansky

23-2-5 Zamérovani

Obsah trojuhelniku lze spoéist jako S = av, /2, kde a je zékladna a v, odpovidajici
vyska. Délka zdkladny je znama, a tedy pokud existuje bod, ktery spolu s kanény
tvori trojuhelnik s obsahem pravé S, bude leZet na priseciku mnohothelniku a
rovnobézek spojnice kanéni ve vzdalenosti v, od nich.

V programu si miizete vSimnout, Ze jsou ignorovany hrany rovnobézné se spojnici
kanénti. To si mtzeme dovolit, nebot u nich zélezi jen na okrajovych bodech a ty se
uvazi nejpozdéji v kroku, kdy nenalezneme prisecik.

Pokud takovy prisecik nenalezneme, tak bod, ktery by spolu s kandny tvoril
trojihelnik s obsahem pravé S, neexistuje. Potom je tfeba hledat bod, ktery spolu
s kanény vytvéarel trojihelnik s obsahem co nejbliz§im k zadani. Jeden z takovych
bodid bude uréité vrchol mnohotihelniku.
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To se snadno nahlédne sporem. Pokud by existoval takovy bod X uprostired

hrany AB, tak mohou nastat dvé moznosti. Bud je hrana AB rovnobézna se
spojnici kanénii (a pak je jedno, ktery bod z této hrany uvdzime — vSechny budou
vytvéfet trojihelnik se stejnym obsahem), nebo neni rovnobéznd, a pak pokud s X
hneme, tak na jednu stranu bude obsah trojihelniku rist, na druhou klesat. A jelikoz
vime, Ze trojuhelnik s obsahem pfesné S neexistuje, timto posunutim jsme nasli bod
s mensim rozdilem obsahii a mame spor.

Projdeme tedy vSechny vrcholy mnohothelniku a najdeme ten, ktery odpovida
uloze.

Casova slozitost je ©(N) — seznam vrcholdi projdeme pravé 2x — a pamétova také
O(N) — nékde musi byt uloZen vstup. Pokud bychom uvazili, Ze vstup nam bude
nékdo zadavat postupné, dal by se program upravit, aby potfeboval jen dalsi ©(1)
pameéti.

Nésleduje par poznamek k uzité analytické geometrii, kterou jsme hojné vyuzi-
@ vali ve zdrojovém kodu.

Skalarni soucin vektort @ a b se uréi jako
a-b=azby + ayb,.

Plati pro néj @-b=|al-|b| cosb, kde 6 je tihel, ktery spolu vektory @ a b sv1raJ1 a|dl,
resp. \b| jsou velikosti vektortu @ a b. Speciélné plati Va - a = |@] a - b = 0, pokud
jsou na sebe vektory @ a b kolmé.

Dale potfebujeme popsat usecku a primku. Nejjednodussi je parametricky popis.
UvaZzme, Ze usecka je mezi body, jejich polohu zapiSeme jako vektor od pocatku
soufadnic. Pro body X lezici na ni plati

)Z:A’th(é—/i’),

kde t je redlny parametr nabyvajici hodnot mezi nulou a jednickou. Ziejmé nula
odpovidé bodu A, jednicka bodu B a ostatni hodnoty bodim mezi okraji. Pokud
bychom z tohoto chtéli pfimku, staé{ vynechat omezeni t € (0, 1).

Pro prlmku vSak existuje i jiny zptisob popisu. Uvazme, ze zname vektor 77 kolmy
na B — A Pokud jim skalarné Vynasoblme parametricky zapis prlmky, dostaneme
rovnici X -ii4+c =0, kde ¢ = —A - i (tedy né&jaké konstanta) a X obecny bod. Této
rovnici se Tika implicitni zapis pfimky. Lze také ukazat, ze kazdé feSeni této rovnice
je popsano odpovidajicim parametrickym zapisem.

U implicitniho zapisu jesté chvili ztistaneme. Oznacme § vektor spojujici body
A a B, kterymi prochazi pfimka, § = B - A Normalovy vektor k nému zvolme
7l = (—S8y, Sz). Snadno nahlédneme, Ze opravdu 7 - § = 0. Implicitni tvar rovnice
pfimky prochézejici body A a B tak muze byt zapsan jako 71 - Z + ¢ = 0.

Nyni vsak uvazme, co se stane, pokud do ni dosadime bod, ktery na piimce
nelezi. Podivejme se podrobnéji, co dostaneme na pravé strané. Bod X lze zapsat
jako X =A+ait+ B8, kde a a (8 jsou né&jakd jednozna¢né uréend cisla (o uréuje
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posun po piimce od bodu A a  posun kolmo k ni). Po dosazeni do implicitni rovnice
dostaneme

ﬁ-(4+aﬁ+5§) — 7 A=pi-i= a2

Vzhledem k vySe popsané konstrukei 77 si snadno ¢tenaf oveéri, ze |7i| = |5], tedy ze
velikost normalového vektoru je rovna vzdalenosti bodi A a B. Kromé toho vime,
Ze B je takovy posun smérem kolmym na pfimku, abychom se z pfimky dostali do
bodu X. Tedy velikost tohoto vektoru (rovna |3| - |7i|) je vyska trojihelniku ABX
kolmé na stranu AB.

Proto vyraz |3 - |7i|* popisuje dvojnisobek obsahu trojihelniku ABX. Ten v pro-
gramu budeme urcovat vzorcem 2S = |X - 7i + ¢|. Funguje jak pro uréeni obsahu
trojuhelniku ABX, tak i pro urceni rovnobézky - zjevné staci upravit konstantu c
o +25.

Nakonec budeme potiebovat urcit prisecik pfimky a tsecky. Predpokladejme, ze
pfimku méme implicitné zadanou ve tvaru 7 - X 4 ¢ = 0 a tsecku mezi body P a
@ zadanou parametricky X =P+ t(@ - ﬁ) Dosazenim téchto rovnic do sebe a
vyjadfenim ¢ dostaneme

c+i-P
i-(@-r)

Pokud plati, Ze takto spoé¢tené t € (0,1), prisecik existuje, jinak ne.

t=—

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-5.4

Pavel Cizek

23-2-6 Testovaci

Nejjedndusi feseni, které se ndm na prvni pohled nabidne, je vyzkousSet vSechny
mozné trojice (a;,aj,ar), pro které plati ¢ < j < k, a pro kazdou takovou trojici
otestovat, zda plati rovnost a; — a; = ar — a;. Tim ziskdme jednoduché feseni
pracujici v O(N3).

Jak si spousta z vas vsimla, tento jednoduchy algoritmus mitizeme urychlit tim,
Ze vyuZijeme setfidénosti posloupnosti a pouzijeme binérni vyhledavéni (o kterém
se mizete doéist v jedné z nasich kuchafek). V nasi tloze bindrni hledani vyuzijeme
k nalezeni tfetiho prvku.

Tedy pro vSechny dvojice (a;,a;) si spo¢itdme
ar = aj + (a]- - ai)

a pokusime se aj vyhledat v intervalu a;yi az ay_;. Tim dostaneme feSeni se
slozitosti O(N?log N). Ale ani to jesté neni optimalnim fesenim.
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Optimalni feseni pracuje v ¢ase O(N?) a vyuziva jak setiidénosti posloupnosti,
tak toho, Ze ke kazdé dvojici (a;,a;) existuje nejvyse jedno ay spliujici podminku.
Jak na to?

Nejdiive si vS§imneme, ze pokud ay, — a; < a; — a; plati pro néjaké ko, tak tato
nerovnost bude platit i pro vSechna k < kq. Naopak pokud a;, — a; < aj — a;, plati
pro néjaké jo, tak stejnd nerovnost plati i pro vSechna j < jo. Neni tézké si na papife
rozmyset, proc.

A jak toho vyuzijeme v naSem feSeni? Pro vSechna moZna i zvolime j = i+ 1
a k = j+ 1 (nasledujici prvky), pokud tedy i + 2 < N (musi existovat), a dale
opakujeme nasledujici postup.

Pokud a; — a; = ax — a;, nalezli jsme feSeni, vypiSeme jej a k a j zvySime o jedna
(pro jedno a; nemize existovat vice ag).

Pokud a; — a; > ar — aj, zvySime k o jedna. Je dtlezité si uvédomit, Ze tuto
operaci muzeme udélat a nepfijdeme tak o zddné feseni, protoze pro vsechna nizsi
k TeSeni uz také neexistuje, nebo jsme jej uz vypsali.

Zbyva ndm moznost a; —a; < ar—a;. V tomto piipadé zvysime j o jedna, protoze
pro tohle j uz zadné feseni nebude.

Cely postup opakujeme, dokud &k < n.

Nyni si jen sta¢i uvédomit, Ze u neklesajici posloupnosti, kde miazou byt bloky
stejnych Cisel, se ndm nic hrozného nestane — jen kdyz po zvyseni néjakého indexu
x € {i,7,k} zjistime, Ze a; = a,_1, zvysSime jej jesté jednou.

Slozitost je O(N?), protoze pro kazdé i maximalng N-krat iterujeme j i k o jedna.
Toto feseni si muzete precist i jako zdrojovy kod.

Nyni jesté dokazeme, Ze lepsi casové slozitosti v nejhorsim pripadé nemuzeme do-
sahnout. Uvazme jednoduse posloupnost 1,2,..., N. V takové posloupnosti existuje

N — 2 trojic s diferenci 1, N — 4 s diferenci 2, N — 6 s diferenci 3 atd., az nakonec
1 trojice s diferenci (N —1)/3.

Pocet vsech trojic je tedy (N2 —1)/4, coZ je vzhledem k N kvadraticky mnoho,
takze algoritmus muize mit az kvadraticky velky vystup a nemizeme dosdhnout lepsi
slozitosti v nejhor$im piipadé nez ©(N?2).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-6.4

Karel Tesar

23-2-7 Regulomaty

Pievedte automat na obrdzku na regularni vyraz. To se drtivé vét$iné z vas po-
dafilo, strhaval jsem body za chybé&jici vysvétleni.

(1+2+3+) * bylo spravné feseni, néktefi z vas zapomnéli, ze existuje operator + a
zapsali to jako (11%22%33%)*, za coz jsem strhaval fadové desetiny bodu.
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Jak se ovsem tkol 1 Fesi obecné? Jak dostanete z kazdého automatu regex, kdyz
jsem se v zadéani chvéastal, Zze to umim pro vSechny? Existuje univerzalni postup,
ktery si tu predvedeme.

Postupné se budeme zbavovat vrcholi automatu, az nam b 5
jich zbyde jen par, konkrétné ty vstupni a vystupni. Budeme et —
na to porad dokola pouzivat tfi operace: &{' a
1) spojeni paralelnich hran
2) odstranéni smycek b T
3) odstranéni vrcholu (bj

Celou véc si budeme ilustrovat na jiném, nazornéjsim automatu, zde na obrazku.

Pred zapocdetim jesté musime automat upravit, aby mél jen jeden vystupni stav.
K tomu pouzijeme e-hrany, které si ted na chvili povolime.

a
b
CO c Vytvotime tedy jeden stav navic, ktery bude onim
a ]a\‘ jedinym vystupnim, a ze vSech byvalych vystupnich

/' ) stavii do né€j natdhneme e-hrany.
€

b O l
b
axb

Nyni budeme cyklit poidd dokola naSe tfi body. ¥ 2=>—_
Paralelni hrany zatim nemdme, ale smycky se néjaké ~__ 4 &‘
vyskytuji, tak je zrusime. Obalime je hvézdickou a a |b*a
pripojime na zacatek vystupnich hran. Ted uz nebu- { %
dou hrany oznaceny znakem, ale regexem. Nakonec b :
zbydou dva stavy — vstupni a vystupni — a jedind hrana mezi nimi, kterd bude
oznacena vyslednym regexem.

. —

Vybereme si néjaky vrchol a ten odstranime. Jed-
la*b noduse vytvoifime vSechny mozné kombinace hran,
A a . ar jez bylo mozné pouzit, abychom prosli timto vrcho-

% \ lem. Samoziejmé neodstratfiujeme vstupni a vystupni
+ == vrchol! VSimnéte si, Ze na obrizku uz jsou spojené
bt vyrazy bb*a do b+a a bb* do b+.

A zase od zacatku. Spojeni paralelnich hran, ten-
tokrat tady jeden pifpad méme, tak pry¢ s nimi! Vy- |,
razy a a b+a se mi spoji do (alb+a), coz mizeme [« TN
upravovat postupné na (b+)?a a b*a, coZ je vysled- % \
ny vyraz. ¢ —_—
b+
l Eliminaci smycek pro tentokrat vynechame, zadné
v automatu zrovna nemame, znovu budeme odstra-

o) bxa+ sy o o
s'/ fiovat vrchol, ted uz jediny odstranitelny.
bxa+b . —
Zase jsme mohli nové vzniklé vyrazy zjednodusit.
7 vyrazu b*aa* mame b*a+ a na smycce z ptivodniho
b*aa*b vznikl bxa+b.

b+
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Pfichazi na radu spojeni hran, pfi kterém vznikne l
ze dvojice vyrazll bxa+ a b+ postupné (b+|bxa+),

b*(bla+) a b*x[abla*. Posledni pfeména uz nebyla G %
plné mechanicks — vyrazu totiz odpovid4 libovolny b*a*b

fetézec nenulové délky, ktery nejdiiv obsahuje jen b

a potom jen a.

A po eliminaci smycek jsme u konce, na jediné hrané

mezi vstupnim a vystupnim stavem mame vysledek. -+ (bxayy, ) *by [ab]
ax
. —

Spravné feéeni druhého tkolu bylo velice jednoduché, drtiva vétSina TeSitelt za néj
dostala plny pocet bodii (s ob&asnym strzenim né-

jakych bodt za chybéjici slovni popis, co Ze to je
zac). Za nakresleni tohoto pfehledného tvaru jsem
l udéloval maly bodovy bonus.
Uvedenému vyrazu po kratkém zkoumani vyhovuji
vS8echny retézce sestavené z permutaci 123, na ob-
l razku jednicky symbolizuji posun doprava, dvojky
3 vlevo dolt a trojky vlevo nahoru. Abych tedy po
kazdém tfetim znaku byl v pocatecnim stavu, mu-
sim projit néjakou permutaci 123...

Posledni tkol nebyl tak jednoduchy na analyzu. Bylo
potieba aplikovat postup, ktery jsme \ /

si praveé predvedli, jenze obracené. Vic

fekne obrazovy materiél. 1 }/ ‘\1 }/ ‘\1
\/%<>%Rﬁﬁxf
0 )

10(1(10)*1)*01
Postup je tedy jednoduchy. Hvézdic-
1(10)*1 0
ku rozbalim na cyklus, znaky ze za- ¢ ) O <>
¢atku a konce vyrazu prevedu na samostatné hrany. 10 1

Vice hvézdickovanych vyrazi oddélim e-hranou. Kdyby se objevilo vice moznosti,
udéldm z nich paralelni hrany. Pfedvedu jesté na piikladu [13]*2%(11]3):

T P I P

[13]%2%(1113) GG O OQ
1 2

[13] 2

Mizete si stahnout zdrojové kédy obrazkt (Metapost).3?2
Jan ,Moskyto“ Matéjka

32 http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/s2327.mg
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23-3-1 Usporny koien

Resitelé, kteif maji dobrou grafovou intuici nebo dostateéné naposlouchano, si
uvédomili, ze jde dokazat, ze kyzené vrcholy najdou uprostied nejdelsi cesty stromu.
Jan Bok si dobfe v§imnul, ze v davné tloze 18-1-3 Kefik uz jsme dokonce obecnéjsi
variantu problému nejdelsi cesty ve stromu fesili.

Vezmeme zavdék algoritmem, ktery takové pozorovani nevyuziva. Bude se zakla-
dat na opakovaném obirani stromu o listy. Nejdfiv ale nékolik otazek:

Muze byt list stromu na alespon trech vrcholech dsporny koven? NemiiZe, protoze
soused takového listu je ke vSem ostatnim vrcholiim o jednotku blizsi (kazda cesta
z listu k dalsimu vrcholu totiz vedla pfes néj), takZze bude mit o jednotku mensi
hlobuku.

Zméni se mnozina uspornych koteni odstranénim vsech listd stromu na alespor
trech vrcholech? Ne, protoZe takovou operaci zmensime hloubku vSech zbylych vr-
cholll pravé o jednicku — vrcholy s minimalni hloubkou ztstanou tytéz.

Proé pravé o jednicku? Hloubka kazdého vrcholu je ddna vrcholy, které jsou od
néj nejdal. To ale musi byt listy, jinak by slo onu vzdéalenost méfici cestu protahnout
a hloubku zvétsit.

Tim, ze odstranime vSechny listy, tedy odstranime vSechny davody, pro¢ by ne-
mohla byt hloubka o jednotku mensi. O vic to byt nemuze, protoze sousedi odstra-
nénych nejvzdalenéjsich listt svédci o existenci cesty o jednotku kratsi.

Je dobré si rozmyslet, kde argumentace selhava na stromech, které ani tii vrcholy
nemaji.

Ted uz je ziejmé spravnost algoritmu, ktery vraci vysledek sama sebe pro strom

obrany o vSechny své listy, je-li spoustén na stromu s tfemi a vice vrcholy. Pro strom
na jednom ¢i dvou vrcholech je mnozina tspornych kofent rovna mnoziné vrcholi.

Algoritmus skon¢i, protoze kazdy strom na alespon dvou vrcholech obsahuje ale-
spoii dva listy (jsou to tfeba konce nejdelsi cesty).

Abychom se vesli do linedrni ¢asové slozitosti, pfedpocitame si stupeni (pocet sou-
sedil) kazdého vrcholu a pfi kazdém odtrhavani listh si jej zaktualizujeme. Budeme
si také udrzovat seznam listi grafu — vrcholy z néj zanikaji odtrhadvanim a ptibyvaji
sniZzenim stupné na jednotku.

Odtivodnénim linearnosti pak budiz to, ze odstranéni kazdého vrcholu nam trva
konstantné ¢asu — nezapomenme, ze odstranujeme listy, takze aktualizace seznamu
sousedu a stejné tak stupné se tyka jen jediného souseda tohoto odstranovaného.
Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-1.py|

Lukas Lansky
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23-3-2 Nejkratsi cesta pfes ocean

Nejprve se podivame na to, jak vypada ona nejkratsi tisecka, kterou hledame.
Jeji krajni body lezi na obvodech zadanych mnohoudhelniki, takze budto na néjaké
strané, nebo v néjakém vrcholu mnohothelnika.

Navic, kdyz si po chvili uvédomime, Ze feSenim urcité bude kombinace vrchol-
strana, nebo vrchol-vrchol, tak uz neni Zzadny problém vyzkouSet vSechny takové
kombinace v ¢ase O(N?). Mize existovat i TeSeni strana-strana, ale pak existuje i
jiné stejné dobré. ..

S trochou Stésti, tfidéni a binarniho vyhledavani se da takovy algoritmus zrychlit
az na O(Nlog N), ale to stale neni zadn4 slava.

Naservirujeme si tedy trochu geometrickych ditkazi a vykoukdme z nich algorit-
mus jeSté vyrazné rychlejsi.

Prvni pfipad. Pokud je feSenim kombinace strana-vrchol, pak ona hledana tsecka
bude na p¥islusnou stranu kolmé. Dtikaz sporem. Uvazme stranu XY jednoho mno-
hotihelnika, uvnit¥ které lezi bod B (rizny od X i Y); bod A je vrcholem druhého
mnohotihelnika. Hledanou tise¢kou budiz AB a tihel ABY necht neni pravy.

Pak necht B’ je pata kolmice z bodu A na pifimku XY. Pokud B’ lezi mezi X a
Y, pak rozhodné |AB’| < |AB|, a tedy mame kratsi tsecku a AB nebyla feSenim.

Pokud by bod B’ padl mimo XY, pak na piimce XY lezi body uréité v potadi
B! X,B,Y, nebo B.Y, B, X, pfiem# vzdalenost od bodu A v tomto poiadi roste
(AB’ je nejkratsi a AY resp. AX je nejdelsi). Specialné tedy jedna z AY a AX musi
byt kratsi nez tisetka AB, ktera tedy neni feSenim. Spor. QED

Podobnou tvahou zjistime, Ze pokud je fesenim kombinace vrchol-vrchol, pak
hledand tsecka musi s obéma pfilehlymi stranami svirat alespon pravy thel, jinak
na ni muzeme aplikovat argument z predchozich odstavci.

Takze pro kazdou hranu mame jen jeden smér, ve kte-
rém z ni muze vést hledana tusecka, a pro kazdy vrchol
interval smért.

Co vic, mnohothelniky jsou konvexni, takze kdyz si
fekneme libovolny smér (dhel), tak nalezneme jen jedno \
misto na kazdém mnohothelniku, pro které tento smér \
pfipada v tvahu.

Navic jsme dostali ony mnohothelniky zadané jako bo-
dy v pofadi na obvodu, takze mizeme jednoduse v line-
arnim case postupné projit vSechny mozné sméry.

Lze si to také predstavit tak, Ze mame dvé rovnobéz-
ky, které otacime kazdou okolo jednoho z mnohothelniki
stejnym smérem (tak, abychom nepfeskod¢ili Zadny vrchol), a vzdycky si uklddame,
kterého vrcholu se zrovna ktera ze primek dotyka. Tak je také implementovan vzo-
rovy program.
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Jak zjistime, Ze praveé prochézime okolo feseni? Pokud je spravnym fesenim kom-
binace vrchol-strana (A-BC'), rozhodné se v jednu chvili stane, Ze na jednom mno-
hothelniku mame zrovna vybrany bod A a na druhém piechazime z B do C.

Navic pro spravné feseni jako jediné plati, ze ABC je ostrouhly trojihelnik, ktery
se neprekryva se zadanymi mnohothelniky. Dikaz je jednoduchy — od spravného
FeSeni se rozchazi odpovidajici si vrcholy na rtzné strany, viz obrazek.

Pro ptipad, zZe feseni je vrchol-vrchol, si jesté ukladame vzdalenosti mezi projitymi
dvojicemi vrcholi. Pokud tedy dobéhne cyklus bez toho, abychom vypsali vysledek
a skondili, je spravnym feSenim nalezené minimum vrchol-vrchol.

Lineédrni feseni (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-2-1.4

Cas je tedy O(N), pamét taktéz. Vyiesili jsme tedy tlohu tak rychle, jak rychle
umime nadcist vstup.

@ Existuje drsnéjsi feSeni, které vyuziva modifikaci pileni intervalu. Jeho popis by

vystacil na samostatny ¢lanek a jeho Gasova sloZitost je O((log A)(log E)), kde
A a FE jsou pocty vrchold mnohothelniki. Nam vSak bohaté stacilo feSeni linearni.
@ V tloze se masivné pouziva analytickd geometrie a vektorovy pocet. Za zminku

stoji nékolik pouzitych fakti:

® Bod se da povazovat za vektor.

e Skaldrni soucin dvou vektort a, b je roven |a||b| cos ¢, tedy je kladny, pokud sviraji
ostry thel, zaporny pro tupy thel a nula pro pravy thel ¢.

e Normalovy vektor ay je kolmy na vektor a

e Skalarni soucin vektoru a a normalového vektoru by je kladny, je-li vektor b ,na
jedné strané“ od vektoru a, jinak zéporny (a pro vektory opa¢ného sméru nulovy).
Kladna a zaporna strana zavisi na definici norméalového vektoru (je-li to ,ten kolmy
vlevo“, nebo ,ten kolmy vpravo“).

Jan ,Moskyto“ Matéjka & Jitka Novotnd
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23-3-3 Skok bez padaku

Uloha mé piehrel parametri a u takovych se obvykle stava, Ze slozitost réiznjch
feSeni zavisi na riznych parametrech. Tak si je pojdme pojmenovat:

(z0,90) pocatecni pozice

ho vyska, ze které smime spadnout
T pocet trampolin
w

sifka (pozice nejpravéjsi trampoliny)

Ujasnént zaddni. Zadani zaryté mlcéi o dvou dutlezitych vécech:

Jsou souradnice celoc¢iselné? Nikoho z FeSitelid nastésti nenapadlo, ze by nemusely
byla by vibec Fesitelna v koneéném case?)

Co se stane, kdyz padame z vysky 17 Pak by mél nasledovat odraz do vysky 0.
A pokud spadneme na jednu z nékolika sousednich trampolin, mizeme po nich pak
volné chodit a na kraji seskocit doli? Radéji nulové odrazy zakazeme. (Kdybychom
je opravdu chtéli, nas algoritmus ptijde snadno upravit, aby s nimi pocital.)

Pdr pozorovdni pro zaddtek. Pfedng, pokud spadneme z bodu (x,y) na trampo-
linu (z,t), odrazime se do vysky v’ = [(y + ¢)/2] a odtamtud se posuneme budto
do (z — 1,¥'), nebo do (z + 1,y'). JelikoZ t < y (trampolina lezi pod nami) a nulové
odrazy jsme zakazali, musi byt i 3’ < y. TakZe postupné paddame z ¢im dal tim
nizsich bodi.

Proto at uz se odrézime jakkoliv, po kone¢né mnoha odrazech spadneme na zem
(zivi ¢ mrtvi; se schrodingerovsky kockovitymi paraSutisty nepocitdme). Dokonce
vime, Ze odrazi je vZdy nejvyse yq.

Rekurzivni Teseni. Nejprve se podivame na prvni podilohu. Chceme tedy napro-
gramovat funkci, ktera dostane po¢ateéni polohu (z, yo) a oznadmi, jaky je minimalni
pocet odrazii, chceme-li pfezit (nebo +oo, pokud neméme Sanci). Tato funkce si mu-
Ze spocitat, kterd trampolina lezi pod zadanym bodem, odrazit se od ni, a vyzkousSet
jak posunuti doleva, tak doprava.

Kazda z téchto moznosti zase dava néjaky bod, ze kterého budeme padat. Ktery
si vybrat? Nevime. Tak zkusime oba. Pro kazdy se zavolame rekurzivné a zjistime,
kterd moznost dava mensi pocet odrazi. O 1 vétsi pocet pak prohlasime za svij
vysledek. Jak uz vime, stale klesame, takze vypocet se nemtize zacyklit.

Zbyva oSetfit trividlni pripad, totiz ten, ze uz pod ndmi zadna trampolina nelezi.
Pak podle toho, zda uz jsme v bezpetné vysce, vratime bud 0 nebo +oo.

Toto je jisté funkéni feSeni, bohuzel ale ponékud hlemyzdi — pro kazdy odraz se
dvakrat rekurzivné volame, takZe pro nejvyse yo odrazi dostdvame exponencidlni
¢asovou slozitost O(2%). (N4§ odhad poétu odrazi je ponékud premrstény, ale i
s tim spravnym, ktery ¢asem dokdzeme, vyjde exponenciéla.)
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Jak neopakovat vijpocty. Cim viechen ten éas travime? Inu, poéitame potad dokola
totéz. Vstupem nasi funkce je totiz dvojice souradnic a raznych dvojic existuje pouze
W x Yo.

Algoritmus tedy mtZzeme vylepsit tim, Ze si pofidime pole (,,blbenku“) a budeme
si v ném pamatovat, pro které pocatecni polohy uz zname vysledek a jaky je. Pred
kazdym volanim funkce se tam podivame a pokud uz hodnotu zndme, pouZijeme
ji. Jinak volani provedeme a vysledek si poznamename. Tim celkovy pocet volani
snizime na O(Wyyg).

Jak najit trampolinu. V predchozim rozboru jsme ponékud zamluvili, Ze potiebuje
pro zadanou polohu zjistit, jaka je nejblizsi nizsi trampolina. Na to by se dalo jit
vselijak chytfe, tfeba si soufadnice trampolin setfidit lexikograficky a pak v nich
pulenim intervalu hledat.

My na to ale pujdeme jinak: pfedpocitame si ,navigaéni tabulku“ tvaru W x yq,
ktera nam pro kazdy bod fekne, jak hluboko pod nim je trampolina.

Nejprve tabulku vyplnime nulami, jen na pozice trampolin napiSeme jednicky.
Pak pole projdeme zespoda nahoru a dopliujeme hodnoty. Jednicky zistanou jed-
ni¢kami, pro kazdou nulu se podivame, co je pod ni. Pokud nula, ponechdme nasi
nulu. Pokud néco jiného, nase hodnota bude o 1 vétsi. Vypocet tabulky tedy bude
trvat ¢as O(Wyo + T).

Kazdy krok naSeho rekurzivniho algoritmu s blbenkou ted uz umime provést
v konstantnim ¢ase, cely algoritmus tedy pobézi v ¢ase O(Wyo + T).

Zespoda nahoru. Rekurzi s blbenkou obvykle miizeme zjednodusit na dynamické
programovani. Tim myslime, Ze budeme blbenku rovnou pocitat zespoda nahoru —
pro vypocet kazdé hodnoty potfebujeme jenom hodnoty z nizsich radku, které uz
budeme mit spocitané.

Pfesnéji feCeno, ozna¢ime si Pz, y] miniméln{ pocet odrazt pfi paddu z bodu (z, y)
a budeme zespoda nahoru provadeét toto:

Pokud pod (z,y) nelezi z4dné trampolina, polozime

_J0 pro y < ho,
Plz,y] = {—i—oo pro y > hg.

Pokud pod lezi (x,y) trampolina (z,t), spo¢itdme vysku po odrazu ¢y = |y +t] a
polozime
Plz,y] = min(P[z — 1,¥'], Plz + 1,%']) + 1.

Ptame-li se na hodnotu mimo tabulku, pouzijeme +oc.

S pfedvypoctem navigaéni tabulky sebéhne i tento algoritmus v ¢ase O(Wyo + T,
ale je daleko jednodussi. Proto jsme ukazkovy program psali podle néj.
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Podiloha b. Druhou podilohu, totiz stanoveni vsech vysek, ze kterych spadnuvse
bychom prezili, ziskame jako vedlejsi produkt pravé popsaného algoritmu. Staci se
totiz do tabulky P podivat na zo-ty sloupec a vypsat ta y, pro néz je Plxg,y]
koneéné. To stihneme v ¢ase O(yo), takZze nadm to ¢asovou slozitost nezhorsi.

Pseudopolynomidlni sloZitost. Algoritmus, ktery jsme si ukdzali, ma takzvané
@ pseudopolynomialni slozitost. Tim se mysli, ze slozitost neni polynom ve veli-
kosti vstupu, nybrz v hodnotach ¢isel obsazenych na vstupu. U opravdového poly-
nomialniho algoritmu by tedy sméla zaviset pouze na 7', nikoliv na yg, ho nebo W.
Piipadné pokud bychom (jak se ¢asto ¢ini) méFili velikost vstupu v bitech, byla by
vzhledem k velikosti vstupu polynomialni také ¢isla logyo, log hg a log W. Neuméli
bychom najit poctivé polynomidlni feSeni?

Lepst odhad na pocet odrazi. Predevsim si vSimneme, Ze nasSe omezeni poc¢tu
@ odrazi ¢islem 19 bylo naprosto pfemrsténé. Zaméfme se na jednu trampolinu
a sledujme vysky, do kterych se dostaneme po jednotlivych odrazech. Kdyby zadné
jiné trampoliny neexistovaly (a dovolili bychom si na chvili po odrazu neuhnout
doleva ani doprava), délila by se po kazdém odrazu vyska dvéma, takze po fadové
log 1o odrazech by byla nulova. Ted vratime ostatni trampoliny do hry a v§imneme
si, Ze tim, Ze jsme si na né odsko¢ili (doslova), jsme si pfi dalsim navratu na nasi
trampolinu mohli vysku jediné zmensit. TakZe i tehdy je pocet odrazu o jednu
trampolinu nejvyse log yo a celkem se proto mtizeme odrazit nejvyse (1" log yo)-krat.

Odstranéni zavislosti na W. Zavislosti na parametru W (8ifce mapy) se miizeme
@ zbavit snadno. VSimneme si totiz, ze se ve vodorovném sméru nikdy nedosta-
neme dal nez o T krokiu od pocatku. Do vzdalenosti 1" + 1 musi preci leZet aspon
jeden sloupec bez trampoliny a ten nemame jak pieskoc¢it. Staci tedy pole P v nasem
algoritmu omezit na velikost (27'4 1) X yo (sloupec odpovidajici soufadnici 2y bude
uprostied) a trampoliny lezici mimo ignorovat. Tim ¢asovou sloZitost zlepSime na

O(Tyo)-

Zavislost na yo. Ve svislém sméru to nedopadne tak skvéle. Nabizi se vyuzit toho,
@ Ze béhem jednoho seskoku spadneme na jednu trampolinu nejvyse (log yo)-krat,
takze bychom policka nad touto trampolinou mohli rozdélit na néjaké intervaly,
uvnitf kterych je P[z,y] konstantni, a pamatovat si pouze hranice intervali a jednu
hodnotu pro kazdy z nich. Takovych algoritmii se d4 vymyslet vicero, ale vSechny
selzou na tom, ze v ruznych seskocich miize byt toto rozdéleni na intervaly rtizné,
takze intervaly se mohou mnozit a mnozit, az jich nakonec bude Fadové yg.

Je tato hrozba realna? Bohuzel ano — ukazeme konstrukci vstupu, ktery
@@ se v téchto ohledech chova zna¢né osklivé. Pfedem varujeme, ze to nebude
uplné snadné; ¢tenai neprahnouci po dobrodruZstvi necht radéji pieskoci k podpisu
autora na konci feSeni.

Jesté tu jste? Dobra, jdeme na to. Nejdiive si uvédomime, jak se méni sourad-
nice, kdyz se béhem jednoho seskoku odrazime postupné od trampolin ve vyskach
ti,ta,...,t,. Uz vime, Ze po prvnim odrazu vyskoc¢ime do vysSky y1 = (yo + ¢1)/2
(zaokrouhleni s dovolenim zanedbame a pak budeme volit vysky tak, aby vzdy vy-
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slo celé ¢islo). Obecné y; = (y;—1 + t;)/2. Pokud tyto vztahy sloZime dohromady,
dostaneme:

_ Y 31 t2 tn
y"_2n+1+ﬁ+2n,71+"'+271' (%)
Nase konstrukce bude vypadat tak, ze si zvolime néjaka disla z1,...,z7 a roz-

mistime 7' trampolin na soufadnice (n — i,;). Uvazujme, do jakych vysek nad
nejpravejsi trampolinou se mizeme dostat pri rtiznych zptisobech seskoku. Ukéze-
me, ze moznych vysek je spousta, a to dokonce i tehdy, kdyz se omezime na nékteré
specialni druhy seskokti.

Kterykoliv seskok muzeme jednoznaéné popsat posloupnosti rozhodnuti o sméru
doleva/doprava po jednotlivych odrazech. Nas budou zajimat pouze seskoky sloze-
né z usekl tvaru PPLP nebo PLPP. Vsimnéte si, ze kazdy takovy tsek nas posune
presné o 2 trampoliny doprava, takze po T'/2 tsecich proskiceme celou posloupnost
trampolin; celkem se pfi tom odrazime 27-krat.

Nyni pouzijeme vzorecek (x) a uvdzime, jak k findlni vysce pfispéji trampoliny
v i-tém tseku. Useky pfitom oéislujeme od nultého tplné vpravo, takze i-ty tsek
bude sloZeny z trampolin (n — 2i — 2,29;12) a (n — 2¢ — 1,29,11) a navstivime ho
ve skocich s vahami (to jsou ty mocniny dvojky ve vzoretku) 24+4 az 24i+1

Pokud ho proskaceme zptisobem PPLP, prispéje k souc¢tu hodnotou

L2542 L2541 X2 L2541
A= — + — + 5+
24z+4 247.+3 247,+2 24z+1

Pri PLPP:

_ T2i42 | T2i41 | 242 | L2441
Bi = 94ita + 94i+3 + odi+2 + Q4i+1"
Rozdil téchto dvou hodnot oznacime
o _ T2i42 — X24

Finalni vysku tedy muzeme vyjadfit jako soucet vSech A;, ke kterému pficteme
ta C}, kterd odpovidaji tsekim typu PLPP.

Uvazujme nyni néjakou obecnou posloupnost ptirozenych éisel zg,...,zx (K =
T/2 — 2). V nasi konstrukci nastavime z; = 0 pro vSechna lich4 ¢, déle polozime
29 =0 a wojy2 = xa5 + 2j - 2412 pro viechna j. Navic zvolime pocateéni visku yg
tak, aby byla vétsi nez 227+! . max; z; — tim zafidime, 7e se béhem seskoku délky
2T nemiuzeme dostat pod zddnou z navrzenych trampolin.

Touto volbou hodnot z; jsme zafidili, ze rozdily C; z predchoziho vypoctu jsou
rovny pravé z;. Jinymi slovy, vysky dosazitelné zkoumanymi druhy seskoku se daji
napsat konstanta plus soucet néjaké podmnoziny cisel z;.

K dokonceni staéi klasicky trik: z mocnin dvojky 2°, ..., 2% se daji nas¢itat vSech-
na &isla od 0 do 25+ — 1 (tak funguje dvojkova soustava). Pro volbu z; = 2* tedy
existuje alesponi 25611 dosazitelnjch vysek, coZ je exponencialni vzhledem k T.
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Navic poéty pouzitych trampolin odpovidaji po¢tu jednicek v bindrnim zapisu
&isla, coz se méni p¥ilis rychle na to, aby intervaltt mohlo byt fadové méné. EPA.33
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-3.d Martin ,,Medvéd“ Mares

23-3-4 Psani pismen

Poznamka redakce: Zadavatel této ulohy do CodExu ji pozménil. Oproti zaddni
v letdku a na webu byl na vstupu zadan graf explicitné rozsekany na komponenty.
Navic zaddni v CodEzu vyZadovalo optimalizaci na pamét. Tomu odpovidd i zdrojovy
kad.

Abychom mohli tlohu vyfesit, méli bychom védét, co jsou to eulerovské tahy a
jaké podminky spliiuji grafy, které je obsahuji (nahlédnout muZete do nasich grafo-
vych kuchatek). To, ze jde obrazek nakreslit jednim tahem, znamend, Ze obsahuje
uzavrieny ¢i otevieny eulerovsky tah.

Pokud souvisly graf obsahuje pouze vrcholy sudého stupné, je v ném mozno nalézt
uzavieny eulerovsky tah.

Co se stane, pokud neobsahuje pouze vrcholy sudého stupné? Mezi dvojici lichych
vrchold pfiddme hranu (opakujeme, dokud méme vrcholy lichého stupné), takto po-
stupné dostaneme graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého stupné, tedy obsahuje
uzavieny eulerovsky tah.

Nyni odebereme hrany, které jsme pridali, a tento eulerovsky tah se nam rozpadne
na nékolik hranové disjunktnich tahi, které vzdy zacéinaji a konc¢i v néjakém vrcholu
lichého stupné (jeden poéatecni lichy vrchol a jeden koncovy lichy vrchol pro kazdy
tah), tudiz celkovy pocet téchto tahti je pocet lichych vrcholt déleno dvéma.

Zadny vrchol lichého stupné nemtize byt uprostfed tahu, tudiz tahéi nemiize byt
méné, nez jsme nasli.Stac¢i ndm védeét, kolik takovych tahti potifebujeme, neni tedy
potieba je konstruovat, sta¢i ndm uréit pocet lichych vrcholti (a dat si pozor na
grafy bez lichych vrcholit).

Samotné Feseni tlohy (provedeme pro kazdou komponentu samostatné):

Potfebujeme pole délky n (pocet vrcholit), pfi na¢itani si v ném udrzujeme stupné
jednotlivych vrchold. Po nacteni projdeme toto pole a urcime pocet lichych vrcholt,
ktery vydélime 2. Dostaneme, kolikrat musime zvednout pero pfi kresleni grafu.

Pamétova slozitost je O(n), ¢asova slozitost je O(m +n), m je poet hran grafu.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-4.4
Martin Béhm & Lucie Mohelnikovd € CodEx

Est post aves. To je néco jako ,Quod erat demonstrandumy ale znamena to ,A je
po ptakach:
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23-3-5 Rozhazené EWD

Ukolem bylo set¥idit zadany jednosmérny spojovy seznam co nejrychleji, ale v kon-
stantni paméti, coz znamena jen s pfedem danym pocétem proménnych, bez rekurze
a dalsich pomocnych poli, tedy pouze pfepojovanim ptuvodniho spojového seznamu.

Ur¢ité bylo dobrym napadem podivat se do nasi kuchaiky o t¥idéni3* A co s tak
malou paméti? Bublinkové tfidéni (bubble sort) bude zcela jisté fungovat, protoze
v prubéhu algoritmu prohazujeme jen dva sousedni prvky, coz lze udélat jednoduse.

Bublinkové t¥idéni ma navic péknou vlastnost, Ze t¥idéni jiz set¥idénych dat tr-
vé pouze O(N). JenZe nejhitfe a dokonce i primérné vyjde asymptotickéd sloZitost
O(N?). Je to nejrychlejsi mozny vysledek za danych podminek, nebo ne?

Nez si fekneme feSeni, uvedme si dolni odhad slozitosti. Jelikoz stafi zdznamu
EWD miizeme akorat tak porovnévat (nic o nich nevime), plati dikaz uvedeny
na konci kuchatrky o t¥idéni, a tedy urcité nevymyslime algoritmus s pramérnou
slozitosti lepsi nez O(N log N).

Takovy algoritmus existuje. My si ukéZeme, jak modifikovat t¥idéni slévanim
(Mergesort) se zachovanim sloZitosti v nejhorsim p¥ipadé i v priméru O(N log N),
na coz prislo i nékolik fesitelt. Nevylucuji vSak, Ze nepijde upravit jiny algoritmus,
i kdyz tfidéni haldou ani Quicksort nejspi§ prevést na FeSeni tlohy nelze.

Jak funguje takovy bézny Mergesort na tridéni pole? Ten si nejprve rozdéli pole
na dvé pilky, ty setfidi stejnym algoritmem (zavold se na kazdou rekurzivng) a pak
je ,slijey tedy odebira vzdy mensi z prvki na zacatku obou setfidénych pilek pole
a vklada je do nového pole. Podrobnéjsi popis opét v kuchafce.

Nyni upravime Mergesort pro potfeby nasi lohy. Jelikoz nesmime pouzit rekurzi,
nebudeme postupovat ,odshora doli“ (postupné ptilime data na co nejmensi ¢as-
ti), ale ,odspoda nahoru“ (spoustu malych setfidénych ¢asti slévame postupné do
jedné).

V prvnim kroku se podivame na vSechny dvojice sousednich prvku (kazdy prvek
je nejvyse v jedné dvojici), porovname prvky dvojice a pfipadné je prohodime, coZ
v pfipadé spojového seznamu znamend prepojeni odkazi. V druhém kroku slévame
vzdy dvé sousedni dvojice prvkt do setfidéné ctverice, v tretim dvé ctvefice do
osmice. . .

Obecné v k-tém kroku slijeme dvé sousedni ¢asti o 2% prvcich. Az slijeme viechny
prvky do jedné setridéné posloupnosti, mame vyhrano.

Casto se mtize stét, 7e posledni slévany tisek v k-tém kroku nemusi mit 2F prvki,
ale to viibec nevadi (jeden slévany tisek bude mensi). Podobné lichy pocet slévanych
usekl (nemuzeme je sparovat do dvojic) oSetfime prostym ignorovanim posledniho
useku. V néjakém pozdéjsim kroku musi byt tento tsek slit se zbytkem, tfeba pro
2™ 4+ 1 prvku se bude posledni prvek slévat az v poslednim kroku.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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Nyni pojdme na implementaci slévani dvou setiidénych tisekl ve spojovém sezna-
mu (ne nutné stejné délky) s konstantni pomocnou paméti. Budeme si pamatovat
odkaz na prvek pied prvnim tsekem (tedy posledni prvek jiz slité ¢asti) v proménné
prvekl a odkaz na prvek pfed druhym tisekem v proménné prvek2.

Na zacatku slévani dvou tisekd nejprve posuneme odkaz prvek2 o délku prvniho
useku za odkaz prvekl. Abychom mohli kontrolovat, jestli v néjakém tseku nedosly
prvky, vytvofime si dvé proménné delkal a delka2, v nichz budou pocty zbyvajicich
prvkid v tsecich.

Pak postupné bereme prvky ze za¢dtku obou tsekil (nasledniky prvku prvekl a
prvek2) a mensi z nich pfepojime za prvek prvek1. Je-li to prvek z prvniho seznamu,
sta¢i posunout odkaz prvekl o jeden prvek dopfedu, jinak je to naslednik prvek?2
(ozna¢me ho p), ktery prepojime za prvekl takto: naslednikem p bude néslednik
prvekl, naslednikem prvekl bude p, naslednikem prvek2 bude ptivodni naslednik p.

Jestli vas predchozi odstavec zmatl, viibec se nedivim a radéji pfedkladdam obrazek
(teckované Sipky ukazuji pFepojeni prvku p):

prvekl prvek2 13

21 3}-{a {2863

Je vidét, Ze potfebujeme jen konstantné mnoho pomocné paméti. Co se tyce
Casové slozitosti, bude pro jakakoliv data O(nlogn), kde n je pocet prvkd. V k-tém
kroku totiz slévame tiseky o 2¥ prvcich, a bude-li 2F > n/2, ziskdme po tomto kroku
cely setfidény spojovy seznam. Odtud zlogaritmovanim dostaneme, ze staci logs 1
krokt, pficemz v kazdém provedeme O(n) operaci.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-5-full.d

Pavel Vesely

23-3-6 Vyzkum verejného minéni

Tato tloha méla spoustu moznosti, jak ji fesit. My si ukdzeme jedno kvadratické
feSeni a pak FeSeni v ¢ase O(N log V). Nejdfive se podivdme na kvadratické FeSeni.

Vstupni posloupnost si nacteme do dvou poli. V poli X budeme mit posloupnost,
tak jak pfisla na vstupu, a do pole Y ulozime posloupnost setfidénou podle velikosti.

Nyni si vSimneme, ze kazda dvé po sobé jdouci ¢isla v poli X nam urcuji intervaly
mezi vstupnimi obdobi (kde popularita klesa/stoupa) a dvé po sobé jdouci ¢isla
v poli Y urcuji intervaly hodnot, které budou mit stejnou ¢etnost vyskyti.

My tedy z kazdého intervalu v poli ¥ vezmeme libovolnou hodnotu, (napiiklad
prostfedni), a spoc¢itame, kolikrat se vyskytuje v intervalech pole X.

Nyni k feSeni pracujici v ¢ase O(N log N). Existuje spousta zptisobti, jak na tlohu
jit. My si ukdZeme techniku zvanou Zametani pfimkou (line sweep), pomoci které
se mimo jiné daji fesit i nékteré geometrické tlohy.
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Predstavme si, ze se ke grafu popularity blizi pfimka rovnobézna s osou z. Tato
pfimka za¢ne v minus nekonecénu, projde grafem od zdola nahoru a skonéi v plus
nekonec¢nu. Nés v kazdém okamziku bude zajimat, kolikrat pfimka protiné graf.

Vsechny okamziky ale testovat nemtzeme, tak se budeme vénovat jen tém, ve kte-
rych se pocet pruseciki s pfimkou meéni. Takovym okamziktim budeme fikat udalosti
a tyto udalosti budeme zpracovavat v poradi, v jakém nastanou pii prichodu od
zdola nahoru.

V nasem pripadé jsou udalosti vSechny body, ve kterych se méni pocet prusecikiu
s primkou. Vsimneme si, Ze tento pocet se ndm bude ménit pouze v lokalnich ma-
ximech a minimech (tam, kde je $picka). V maximu nastanou dvé udélosti: nejdiive
se pocet priseciki zmensi o jedna (dosli jsme do $picky) a poté Spicku opustime a
pocet pruseciki se znova zmensi o jedna. Podobné budou i udalosti u minima.

My si tedy pro kazdy bod vytvofime p¥islusné udélosti (pozor, u krajnich bodd je
pouze udélost opusténi/pridani $picky) a tyto udélosti si setfidime primérné podle
vysky a sekundarné podle jejich priority.

Priorita udalosti je:

. zmeéna na Spicku maxima
. pridani Spicky minima

. opusténi $picky maxima

=W N

. rozdvojeni $picky u minima

Zkuste si rozmyslet, proc jsou priority udalosti praveé takto a v jakém pripadé muize
nastat problém, kdyby Zadné priority nebyly. Ted uZ jen postupné zpracovivime
vSechny udélosti a po kazdém zpracovani zkontrolujeme, jestli nejsme v maximalnim
poctu prusecikt. Po zpracovani vSech udalosti vypiseme vysledek. Na prvni pohled
to vypada docela slozité, ale vlastné je to jednoduché. Viz zdrojovy kdd.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-3-6.cpg

Karel Tesar

23-3-7 Automaty stokrat jinak

Treti sérii uzavirame serialovou odbocku k automatim. Jesté€ ndm chybi vysvétlit
prevod NKA na DKA a redukci automatu.

Nejprve si ukdzeme prevod NKA na DKA tfeba na zadani tikolu 1. Oznac¢ime si
jednotlivé stavy t¥eba pismeny A az I jako na obrazku (ten stav uprostfed je F, jen
se to tam neveslo).
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Nyni budeme konstruovat DKA, kde budou jako stavy mnoziny stavii puvodniho
NKA. Vstupni stav je G. Z néj se mizeme dostat prectenim znaku 1 do {D,H} a

pfectenim 0 do {G, E, I}.

Kam se nyni muzeme dostat z {D, H} pre¢tenim 07
Ze stavu D jde jit do B (a pak po € hranidch do D, F a
H), z H jde jit do D a F (a po € hranich do H), tedy
z {D, H} vede hrana popsand 0 do stavu {B, D, F, H}.

Analogicky z {D, H} pfeftenim znaku 1 dojdeme
do {4, FE,G,I}. Z {G,E, I} pak vedou hrany 0 a 1 do
{A,C,E,G,I} a {B,D,F,H}.

{D,H}

(G

0 {G,E T}

Stejnym zpusobem pak jesté doplnime hrany z nové vzniklych tii stava (dalsi uz
nevzniknou, ale teoreticky by mohly — vysledny DKA mtize mit az 2V stavii oproti

NKA s N stavy).
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{A,E,G, I}
1
{D,H} {B,D,F,H}
[ ] O > o
1 1
(G} 0 (GBI} 0  [ACEG.I)

Vystupni stavy jsou pak vsechny ty, v jejichz mnozinach se vyskytuje alespon
jeden vystupni stav ptivodniho NKA. V tom byl v nasem ptipadé vystupnim stavem
jen C, ktery se i ve vysledném automatu vyskytuje v jediném stavu. Ten je tedy
vystupnim.

{A,E,GJ}

/N
e

5 —l
U{ACEGI}

{G}e

qQ v
Pﬁ *

Na obrézku vidite kompletni zkonstruovany DKA a zéroven feSeni tkolu 1.

Kdy?z jste pfevedli oba dva vyrazy z tikolu 2 na NKA (postupem z minulé série) a
touto metodou na DKA, dostali jste ptiblizné automaty, které uvidite na nésledujici
strance.
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°1
B
A / T
9 1°
A / ‘
v
3 e >3
‘A A
B A
v B Vérili byste, zZe jsou ekvivalent-
‘T B " O ° ni, tedy Ze pfijimaji stejny jazyk?
4 5 A 6 Na prvni pohled to tak rozhodné
nevypada, ale jsou. Jak na to pfi-
jdeme?

Ukézeme si postup zvany ,,redukce automatu kdy nalezneme vSechny stavy, které
jsou ekvivalentni, a slouc¢ime je. Naptiklad si mizeme vSimnout, Ze u feSeni ukolu 1
by 8lo slou¢it (nerozlisitelné) stavy {4, E,G,I} a {G, E, I}. At pte-

¢tu cokoli, skon¢im na stejném miste. A B
—112 —Jw
213 1|«
ZapiSeme si levy automat tabulkou. Sipka znaci vstupni stav, 3|5 4 | «
podtrzeni vystupni. Ve sloupci vpravo jsou zapsany kategorie stav 4 | 3 5 || «
— jak by automat z tohoto stavu pokracoval, kdyby na vstupu uz 8| 6 — | w
nebyl zadny znak. 613 5|«

Tabulku budeme dale rozsifovat. Pfedpokladejme, ze je na vstupu o znak vic:

A B A B .e R . ’ 7.
179 Twola — T Zjistili jsme, jak se automat chova po prec¢teni jednoho
213 1lala wla znaku. Vidime, Ze stavy 2, 4 a 6 jsou nerozlisitelné, pokud
315 4]alw g precteme maximalné jeden znak ze vstupu. Taktéz stavy
413 5|ala wla 125
516 ~Jwla ~fw Treti, separatni kategorii jsme museli zavést pro stav
613 dSfaja wja 3, ktery se zacal lisit od stava 2, 4 a 6.
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A B A B A B Provedeme jesté jeden krok a zjistime,
12 - |w|la —|w|la —|w ze se uz kategorie stavli nezménily.
213 ljaja wla|f wia Jedna hezks véta fika, Ze jakmile se jed-
315 4jalw alf|lw alp nou nezmeéni kategorie stavii, nezmeéni se
413 Slala wlalf wla nikdy. To je docela jasné vidét, kdyz si
2|6 —Jwla ~Jwla ~Jw uvédomite, ze by se vlastné porad dokola
613 5jajla wla|f wla opakovaly stejné trojice sloupeckfi.

Dalsi hezka véta iika, ze posledni trojice sloupecki ndm popisu- A B
je tzv. redukovany automat, ktery je ekvivalentni s tim pivodnim. ;o —
Duplicitni fadky vynechame. alB w

Kdyz pak provedeme totéz pro druhy automat, dostaneme podob- Blw «

nou tabulku.

A B| |AB| [AB] A B
=112 —|la|f —|la|pf —-|« —al|lp -
213 4|B|B a||B|y a|p Blv «
3|4 2|B|la Bly|a By T Ala B
412 —|alf —|a|f —|«

Automaty tedy jsou ekvivalentni, nebot jejich redukované verze jsou ekvivalentni
(stac¢i tabulky pfepismenkovat). Proto i dva zadané regexy jsou ekvivalentni, tedy
popisuji stejny jazyk.

Jedno obtizné dokazatelné tvrzeni fika, ze pokud jsou dva automaty ekvivalentni,
pak je lze zredukovat timto postupem na stejny DKA, aZ na isomorfismus.

Isomorfni DKA jsou takové, ze pokud spravné precislujeme stavy jednoho z nich,
tak dostaneme druhy automat. A¢ se to nezda, na problém nezname polynomialni
algoritmus, ale ani nevime, jestli je NP-uiplny.

A jaké bylo spravné tesSeni tkolu 3?7 10101010101201 je nejmensim nasobkem
deviti vyhovujicim zadanému vyrazu. Bylo potfeba si vSimnout, Ze vSechny ohvéz-
dickované trojice jsou nasobky 3, takze prinejhorsim néjakou vlozime na konec.

Na zacatku byla povinné trojice 101 s cifernym souctem 2. V kazdé iteraci velké
zdvorky musela byt zase trojice 101 a navic budto 0 nebo 202. Prvni varianta méla
ciferny soucet 2, druha 6.

Kratkym rozborem ptipadd pak doslo na to, Ze nejkratsi nasobek 3 vyhovujici
regexu je 10101010101. Prilepenim 201 za néj pak vypadl kyzeny nejmensi naso-
bek 9.

Vétsina Tesitelti obdrzela témér plny pocet bodi, nejcastéjsi chybou bylo opome-
nuti popisu, které stavy budou vstupni a které vystupni po prfevodu DKA na NKA.
Obecné vSak byla vaSe feseni hezka a bylo mi potéSenim je opravovat.

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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23-4-1 Studenti a profesori

Vsichni, kdo se odvéazili odevzdat feseni, argumentovali pifevoditelnosti na pro-
blém maximalniho toku — kucharka v tomhle sméru napovidala dost jasné. Nikdo
pod devét bodt nedostal (vzdyt také nikdo celé feSeni pouhym poukazem do mého
textu neodbyl), ve zbyvajicim rozsahu jsem tak hodnotil ivahy o ¢asové slozitosti a
nuance.

Je docela jasné, ze si budeme uzpiisobovat prvni ze dvou zminénych aplikaci,
kterd mluvi o tom, jak pomoci toku najit maximalni parovani. Postavime si ze
zadani bipartitni graf, zorientujeme v ném hrany k profesoriim, vrcholy studenti a
profesort pak napojime na studentsky zdroj a profesorsky stok.

Protoze chceme, aby mél student pravé K profesori, nastavime vahu kazdé z hran
ze studentského zdroje na K — to samé udéldme hrandm do profesorského stoku, to
aby mél kazdy profesor pravé K studentt. Hrandm uvnitf nékdejsiho bipartitniho
grafu nastavime jednicky.

Povsimnéme si tu, ze kdyby zadani nezakazovalo, aby si néktery student vybral
profesora pro nékolik svych praci, vyrovnali bychom se s tim jednoduse — hrané,
ktera by mezi pfislusnymi vrcholy vedla, bychom nastavili kapacitu na povolenou
maximéalni nasobnost.

Samoziejmé by ani nebyl problém mit rozdilny pocet profesorti a studentt, ¢&i
dokonce zavést individualni pozadavky na pocet vedenych praci. Zadani bylo tak
jednoduché pfedné proto, aby nedésilo.

Vratme se k ptivodni tloze. Na popsany graf pustime tokovy algoritmus zacho-
vévajici celociselnost a ziskame z néj vysledek. Pokud neni nalezeny tok velky pra-
vé N K, Teseni, které by kazdého plné uspokojilo, neni. Pokud ano, vypiSeme pary
profesor-student, jejichz hrana ma jednotkovy tok.

Divod, ze postup funguje, mizeme nacrtnout tfeba skrze fakt, ze tok vétsi nez
NK v grafu existovat nemuze. Svéd¢i o tom fez na hranidch mezi studentskym
zdrojem a studentskymi vrcholy, kde je N hran, kazda o kapacité K.

Z toho vidime, Ze pokud nam algoritmus vrati takto velky tok, musi vést z kazdé-
ho studentského vrcholu k profesorim K jednotkovych hran (a podobné ze strany
profesortt), tedy jde o skuteéné feseni naseho ptivodniho problému.

Zaroven se nemuze stat, aby postup FeSeni (maximalni tok) nenasel a ono by
existovalo — vzdyt z kazdého Feseni sestavime tok o maximalni velikosti.

Co casova slozitost? Smifit se s tim, ze mad Edmondstuv-Karptiv algoritmus slo-
zitost O(M2N), je p¥istup lenivy. Nicméné si miizeme viimnout, 7e zlepsi-li kazda
cesta vysledek alespon o jednotku, nenajdeme takovych cest vic nez K N.

Z toho plyne slozitost O(KMN), coZ je lepsi, protoze pro K > N tloha zfejmé
neni zajimava.
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Vyslovené akéni pfistup je zaéit se poohliZet po nekucharkovém algoritmu. (To ale
k ziskédni maximalniho po¢tu bodt potieba nebylo.) Muzeme bud pfemyslet o tom,
jestli neni mozné vzit Dinice ¢i Goldberga a vzhledem k jisté specialnosti naseho
grafu vylepsit odhady ¢asové slozitosti, nebo zkusit najit specializovany postup.

Vtip tkvi v tom, Ze pfi zkouméani druhé moznosti nejspise narazime na Hopcroftiv-
Karpuv algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani v bipartitnim grafu bézici
v ¢ase O(M+/N), ktery je vSak jen dobte odhadnuty a prefikany Dinic.

My tu sice nechceme bipartitni parovani, le¢ kazdé nase feSeni (K-regularni bi-
partitni podgraf) se sklada z K takovych disjunktnich mnozin hran (1-reguldrnich
bipartitnich podgrafii). To neni Gplné vidét, ale je to hezkd a uZite¢nd pravda.

Mizeme tedy K-krat spustit Hopcrofta-Karpa a pokud néjaké feSeni existuje,
ziskame ho v ¢ase O(KM+/N). Pofad tak netrumfneme 8kalu rozliénych moder-
nich algoritmt pro hledani maximalniho toku na obecném grafu, jde vsak o celkem
srozumitelné a snadno naprogramovatelné feseni.

Lukads Lansky

23-4-2 Paralelni profesofi

Tuto tlohu se pokouselo vyfesit jen 8 z vas a k mému zklamani jen jedno reseni
bylo uplné spravné. Gratulace patii Vojtéchu Hlavkovi.

Nejcastéjsi chybou bylo, Ze jste tilohu vyfesili pro N = 2% a zobecnili pro vsech-
na N. Pro¢ je tato tivaha Spatnd, je dobfe vidét naptiklad pro N = 3.

Jak to tedy mélo byt? Pokud N = 2F tak v prvnim kroku profesory rozdélime do
dvojic a tim ziskdme dvojice profesoru se stejnymi informacemi. Ve druhém kroku
k sobé posadime ruzné dvojice profesori a tim ziskdme ¢tvefice profesort se stejnymi
informacemi atd.

A% se dostaneme k jedné skupince o velikosti 2F Bude nam tedy stagit log, N
sezeni. Problém s délenim nikde nenastane, pocet skupinek bude vzdy sudy.

Pro jiné pocty profesort ale tento algoritmus aplikovat nemtzeme, protoze v né-
jakém kroku dostaneme lichy pocet skupinek a ten uz neumime jednoduse sparovat.

Ulohu vyfesime zvlast pro sud4 a licha &sla. U lichych &sel si miZzeme vimnout,
ze pii kazdém sezeni bude alespon jeden z profesortu lichy. Spocitame si tedy, za
kolik nejméné sezeni se muizou vSichni profesofi dozvédét informaci od toho, ktery
byl lichy pfi prvnim sezeni.

Po prvnim sezeni vi onu informaci pouze on sam a po kazdém dalSim sezeni se
mnozstvi profesorii se znalosti této informace mize maximalné zdvojnéasobit. Z toho
vyplyva, Ze vSichni profesofi mizou tuto informaci znat nejdiiv po [logs N + 1
sezenich.3?

Kdyz najdeme obecny algoritmus pro lich4 ¢isla, ktery fesi tlohu v [logs N + 1
krocich, tak méame vyhrano. Kazdé ¢islo si miizeme napsat jako 2% +1, kde k a [ jsou
pfirozena Cisla a k je nejvysSsi mozné.

[x] je takzvand horni celd ¢ast, nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné .
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Pak p¥i prvnim sezeni sprarujeme [ profesorti s nékterymi z 2% t&chto 2* uz umime
vytesit v k krocich a nakonec opét zbyljch [ profesorti sparujeme s nékterymi z 2F

Situaci se nam tedy povedlo vyfesit na
k+2=logy N|+2=[logy N] + 1 kroki,

a to jsme chtéli.

Zbyvaji jen suda ¢isla. Obdobné jako u lichych ¢isel ukdzeme, Ze minimalni nutny
pocet sezeni je [log, N.

Profesory oéislujeme 0, . .., N—1. Prvni sezeni sparujeme (0,1), (2,3),..., (N — 2,
N —1), tim kazdy zna dvé informace.

Pro druhé sezeni vytvorime dvojice (0, 3), (2,5), (4,7), ... Tim vSichni profesofi se
sudym ¢islem s maji informace s. .. (s+ 3) mod N, po k-tém sezeni maji analogicky
informace s... (s + 2% — 1) mod N.

Licha cisla jsou k sudym parovana symetricky, takze az sudi budou znat vse, tak
i lisi. Celkem nam tedy bude stacit [logy N sezeni.

Obecné N je tedy optimalni pocet sezeni
[log, N + (N mod 2).

Jedinou vyjimku tvoii N = 1, kde nepotfebujeme zadné sezeni.
Karel Tesar

23-4-3 Zabugovany program

Dva zlatokopové, neboli ve znaméjsi verzi loupeznici, zvolili hladovy algoritmus.
Predlozeny program setfidil vstupni hodnoty a potom je hladové rozdélil mezi zla-
tokopy.

Hladové, to znamena tak, ze se podival, ktery z nich mé zrovna méné, a tomu
nuget pridelil. Zac¢inal od nejvétsiho, skoncil nejmensim.

Rychle jste odhalili, Ze potfebujete najit false megative, tedy vstup, u kterého
program nenalezne spravné feSeni, byt by existovalo. Kdyz totiz program ohlasi
feSeni, je zjevné spravneé.

Nejmensi vstup, na kterém se program zachoval chybné, byl 3 3 2 2 2, kde by-
lo spravnym fesenim dat jednomu ze zlatokopti 3 3 a druhému 2 2 2. Program si
nicméné tvrdosijné mlel svou a po rozdéleni 3 2 2 a 3 2 prohlasil, Ze feseni neexis-
tuje.

Vstup byl nejmensi co do poétu nugetii. Resitelé, ktefi to dokazali, ziskali body
navic.

Dikaz byl docela jednoduchy rozbor pfipadt. Vstup s jednim nugetem nema
feSeni. Vstup se dvéma nugety ai,as muze mit feSeni jen pro a; = ag, coZ nas
program najde. Vstup se tfemi nugety a1 < as < a3z mize mit feSeni jediné pro
a1 + as = ag, coz nas program zase bez problému najde.
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V piipadé ¢tyf nugetii na vstupu (a1 < a2 < ag < a4) bylo potieba vytesit nékolik
moznych pfipadu. Program vzdycky rozdélil nugety a; a as na dvé rizné hromadky.
Kdyby platilo a; = a2, muselo by také platit ag = a4, jinak by feSeni neexistovalo
(dokazte za domdci ukol). V takovém piipadé ale nas program funguje.

Tudiz a; > ag, a tedy nas program dé as na hromadku k as. Nakonec odlozi a4
na mens{ z obou hromadek. Pokud plati ay = |a1 — as — as|, program vyda spréavné
feSeni; rozmyslete si, ze to plati vzdy.

Zakladem dikazu je na tomto misté tvaha, za jakych podminek by ve vSech
spravnych fesenich musely byt a; a as nebo a; a as na spoleénych hromadkach,
nebo as a a3 na raznych.

Vstup byl i nejmensi co do celkové hodnoty. Za diikkaz jsme taktéz udélovali bo-
nusové body. Taktéz byl nejrozumnéjsim pristupem rozbor piipadt.

Neéktefi Fesitelé si nevs§imli, ze program bral vstupni hodnoty sestupné. Pythoni
kéd to fesil metodou pop, kterd odebiré z konce seznamu, program v C t¥idil obracené
a prochazel pole od zacatku.

Za Teseni s touto chybou jsme udé€lovali 2 body. Jeden za spravnost, druhy za
népad, jak si tilohu vyrazné zjednodusit (nejmensim protipiikladem by byl vstup 1
12).

Martin ,Medvéd“ Mares € Jan ,Moskyto“ Matéjka

23-4-4 Zavorky v TEXu

Nejprve se podivejme na rozpoznavani spravného uzavorkovani. Retézec se zévor-
kami { a } budeme prochéazet zleva doprava a pocitat si, kolik neuzavienych levych
zavorek ndm zbyva (tento pocet oznacme k). Mohou nastat pouze dva pfipady zna-
menajici, ze fetézec neni spravné uzavorkovany:

k je 0 a pfeGteme uzaviraci zavorku (pocet neuzavienych klesne pod nulu),

k bude na konci fetézce vétsi nez 0.

Jak poznat, ze lze Fetézec zménit na spravné uzavorkovany pouhymi zménami
znaku? Je zfejmé, Zze pro lichy pocet to ucinit nelze a pro sudy naopak vzdy lze,
protoze mizeme jednoduse zménit vSechny znaky na fetézec {F{}{}{}...

Nyni ptejdéme k algoritmu, ktery fesi nasi tlohu a zajistuje minimélni pocet
zmén znakul. Stejné jako pri rozpozndvani, jestli je uzdvorkovani spravné, budeme
prochazet zavorky zleva doprava a pocitat si neuzaviené levé.

Kdyz k klesne pod 0 na pozici i, musime zménit néjakou uzaviraci zavorku na
pozici mensi nebo rovno 4 (na pozici vétsi nez ¢ uz to nepomuze). Je celkem jedno
kterou, jde ndm jen o pocet zmén. Také nesmime zapomenout aktualizovat pocet
neuzavienych zivorek (z —1 na 1).
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Po precéteni posledni zdvorky mohou nastat 3 pripady:

k je 0 — pak uz mame spravné uzavorkovany fetézec a vypiSeme pocet dosud prove-
denych zmén,

k je liché — pak i celkovy pocet zavorek je lichy a fetézec nelze spravné uzavorkovat,

k je sudé — musime tedy néjaké oteviraci zavorky zménit na uzaviraci a nesmi to
byt libovolné, protoze bychom mohli dostat Spatné uzévorkovany fetézec (pfi ¢teni
zleva by klesl pocet neuzavienych levych zévorek pod 0).

Urcité nic nepokazime, pokud budeme oteviraci zavorky ménit zprava. Pocet zmén
je k/2 (kazdou zménou klesne pocet neuzavienych levych zdvorek o 2).

Casové slozitost je zjevné linearni a lépe to nejde (musime se podivat na kazdou
zévorku). Cést fesiteli prohlasila i pamétovou slozitost za linedrni, coz kupodivu jde
zlepsit. Kdo cetl zadani pozorné, vsiml si, zZe tikolem bylo najit pouze pocet zmeén.

Stacilo tedy éist znaky ze vstupu (napt. z obrovského souboru) a viibec je neukla-
dat, coz dava konstantni pamétovou slozitost. Kdo chtél vracet spravné uzévorkova-
ny fetézec, musel si pamatovat alesporn ¢ast fetézce od posledni zmény znaku } na {
nebo od posledniho nulového poctu neuzavienych levych zavorek, takze nejhtte cely
Tetézec.

Mozné se zcela spravné ptate, pro¢ nas algoritmus déava minimalni pocet zmén.
Je zfejmé, ze pro spravné uzavorkovany retézec vypise 0. Pro Spatné uzavorkovany
zédnou ze zmén provedenych pii kontrole, jestli k£ nekleslo pod 0, nemtzeme vratit.
Na konci také musime zménit néjakych k/2 oteviracich zévorek.

Navic nelze na zadné pozici provést zménu z { na } a potom zpét na { (tj. obé
zmény by byly zbytecné), protoze by ndm opét kleslo k na té pozici pod 0. Algoritmus
tedy dava miniméalni pocet zmén.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-4-4.py|

Pavel ,,Paulie® Vesely

23-4-5 Palindromnasobky

Zkusme Tesit jednoduse — projdeme vsechna ¢isla délky D délitelnd K a zapocita-
me ta z nich, kterd jsou palindromem. Casova slozitost tohoto fegeni je O(D-107 / K),
protoze &isel, ktera testujeme, je O(10P”/K) a pro otestovani, zda je ¢islo palindro-
mem, musime projit vSech jeho D d¢islic.

Co takhle zkusit to naopak, prochazet vsechny palindromy a urcit, které z nich
jsou délitelné K? Palindromy projdeme tak, Ze za¢neme nejmensim z nich (jeho
prvni a posledni ¢islice jsou 1, vSechny ostatni 0) a vezmeme prvni polovinu jeho
¢islic, zacinajice od nejvétsiho rfadu a véetné prostfedni ¢islice v pripadé lichého D.

Toto ¢islo zvétsime o jedna a zrcadlime zpét, abychom ziskali palindrom odpovi-
dajici délky. Tedy naptiklad 13931 — 139 — 140 — 14041. Stejny postup opakujeme,
dokud se nedostaneme k ¢islu obsahujicimu samé devitky, ¢imz jsme u konce.
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Abychom nemuseli v kazdém kroku palindrom piilit a pak zase zrcadlit zpéatky,
muzeme pracovat primo s palindromem, jenom za¢neme uprostied a pfipadny pirenos
§ifime na obé strany. Takto dostaneme asovou slozitost O(10°/2).

Exponenciélni ¢asové slozitosti jsou ale hodné osklivé. Copak tahle tloha nejde
vytesit v (pseudo-)polynomidlnim case?

Jistéze jde, jenom je potfeba se trochu zamyslet. Kazdy palindrom miizeme jed-
noznacné rozlozit na [D/2] podpalindromi stejné délky jako cely palindrom tak, ze
i-ty podpalindrom mé nenulové cifry pouze na i-té pozici od zacatku a i-té pozici
od konce. Tyto podpalindromy mohou mit, na rozdil od béznych palindromi, nuly
na zacatku. Naptiklad 10301 rozlozime na 10001, 00000 a 00300.

Jak tohoto rozkladu vyuzijeme? Vytvorime tabulku zbytkd — pro kazdou moznou
hodnotu zbytku po délelni ¢islem K (tedy pro ¢isla 0 az K —1) si budeme pamatovat,
kolika riznymi zpisoby umime vytvofit palindrom s danym zbytkem.

V prvnim kroku projdeme podpalindromy, které maji nenulovou ¢islici na prvnim
(a tedy i na poslednim) misté. Pro kazdy z nich uréime jejich zbytek a tyto pocty si
poznamename.

Ve druhém (a obdobné v kazdém dalsim) kroku postupujeme tak, Zze nejdiive
vytvofime novou tabulku zbytkt zkopirovanim té staré, protoze vSechny palindro-
my, které jsme uméli vytvofit v pfedchozim kroku, umime vytvofit stéle (rozklad
takového palindromu by mél na odpovidajicim misté podpalindrom ze samych nul).

Déle projdeme podpalindromy, které maji nenulovou &islici na druhém (a tedy
i na pfedposlednim) misté. Pokud mé podpalindrom zbytek r, pfi¢teme do nové
tabulky hodnoty ze staré, cyklicky posunuté o r mist. To proto, Ze pokud jsme
v predchozim kroku uméli vytvofit n palindromu se zbytkem ¢, umime s vyuzitim
aktudlnfho podpalindromu vytvofit n novych palindromi se zbytkem (¢+r) mod K.

Po poslednim kroku takto ziskdme v zavérecné tabulce zbytki na pozici 0 pocet
palindromt délky D, které maji zbytek po déleni ¢islem K rovny nule, coz je pfesné
to, co jsme chtéli. Vzhledem k tomu, jak s palindromy a podpalindromy pracujeme
(a s vyuzitim predpocitanych zbytkt mocnin desitky) si je dokonce ani nemusime
pamatovat celé, staci vzdy jejich zbytek po déleni K.

Celkovéa ¢asova slozitost tohoto algoritmu je O(D - 10 - K), protoZe pro kazdy
podpalindrom, kterych je 10 — 1 v kazdé z [D/2] skupin, pfi¢itdme K hodnot do
tabulky zbytka (kromé podpalindromii s prvni ¢&islici nenulovou, které jsou jedno-
dussi). Mozné by vas mohlo zarazit pouziti konstanty 10 v ¢asové sloZitosti. Pokud
bychom chtéli stejnou tlohu fesit v jiné soustaveé, nez je desitkova, nahradili bychom
toto Cislo zakladem dané soustavy. Pokud ale nad takovou moznosti neuvazujeme,
muiZeme Gasovou slozitost zapsat jako O(DK).

Vzhledem k tomu, Ze pouzivame predpocitané zbytky mocnin desitky, a vzhledem
k tomu, ze v kazdém kroku nam staci dvé tabulky zbytkt (aktudlni a z predeslého
kroku), je pamétova slozitost O(D + K).

A jesté jeden dodatek na konec — zadané limity byly takové, ze vysledek mohl
byt tak velky, Ze se nevesel do 32-bitového integeru, takze pro ziskani plného poctu
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bodu bylo potfeba pouzit 64-bitovy integer.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-4-5.4

Petr Onderka

23-4-6 Knuthovy cesty po statech

Zkusme postupovat tak, ze budeme néasledovat Knuthovu cestu a na kazdé kiizo-
vatce si pamatovat, kam az sahé nejdelsi tisek cesty, ktery se nek¥izi a zaroven konc¢i
tam, kde zrovna jsme. Z takovychto tseku pak vezmeme nejdel$i a jsme hotovi.

vz

(jeho zacatek ozna¢me Z) a chceme najit takovou ¢ast cesty pro dalsi kiizovatku
(necht je to kiizovatka K'). Tam ndm mohou nastat 2 pfipady:

1) Kfizovatku K jsme navstivili pfed Z (popf. jsme ji nenavstivili vitbec). Pak mtzeme

NIy

>

2) Kfizovatku K jsme navstivili béhem nejdelsi nekiizici se cesty pro i-tou kfizovatku.
Pak nastavime novy zacatek Z hned za minulou navstévu kiizovatky K a pokracu-
jeme dal.

Ziejmé pokud bychom prodlouzili aktuédlni cestu o jednu kfizovatku zpét, dostali
bychom se na néjakou podruhé, a tedy v kazdém kroku je nalezeny tsek nejdelsi

Nvs

Na to, aby vySe uvedeny postup fungoval efektivné, budeme potiebovat védét,
kdy jsme naposledy jakou kfizovatku navstivili. To se udéla snadno pomoci pole
o velikosti po¢tu kiizovatek, kde si budeme pfislusnou informaci udrzovat.

Casové slozitost je linearni a pamétova také.

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-4-6.pag

Pavel Cizek

23-4-7 Bratrstvo Seda a Grepa

Omluva na zacatek. Formulace nékterych tkolt byly vagni a umoznovaly rizné
interpretace. Presto jste je pochopili prevazné tak, jak jsem je ptivodné myslel.

Reseni tikolu 1 bylo spravné u vsech, kdo jej poslali.
s/[ \t\rl+$//

Jeden vytecnik zapomnél na dolar a misto néj pouzil chybné \n, za coz byl nepa-
trné ztrestan (sed ¢te vstup po fadcich, takze \n na vstupu defaultné nikdy neni).
Hezké bonusové feseni piredvedl Vojta Hlavka:

s/[[:space:11x$//
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Druhy tkol byl potvorny. Jednim ze spravnych feSeni bylo napsat regex
s/ (([ ~][Kk00SsUuVvZzIiAl) | ([[:punct:]1][[:space:]1"]7a)) /\17/g

a prohlésit, Ze jej spustime dvakrat. Pro¢? Poprvé ovinkuje liché, podruhé sudé
vyskyty. Vstup ,,..., a 1 s nimi“ se tedy nejprve zméni na ,,..., a”i s”nimi®,
aby po druhém pruchodu pfibyla i prostiedni vinka a vznikl kyZeny vysledek . . .,

a“i~s"nimi“.

Druhé spravna varianta se dala vymyslet s manualem GNU sedu v ruce, kde jste
se mohli docist o \b, coz je predpoklad nulové délky s vyznamem ,hranice slova‘

Jinak feceno, kdyz sed prijde k \b, tak se podiva, jestli je na hranici slova. Pokud
ano, pokracuje dal, jinak se vrati a zkusi jinou variantu. Druhé mozné feseni tedy
bylo

s/ ((\b[Kk00SsUuVvZzIiAl) | ([[:punct:]1]1[[:space:1717a)) /\17/g
které uz stacilo spustit jednou.

Vétsina FeSiteltd si nevSimla budto problému s ovinkovanim Fetézu predlozek, nebo
zapomnéli na variantu se spojkou a a interpunkci apod. Toleroval jsem netplny vycet
interpunkce i chybéjici predlozky v seznamu, nicméné v praktickém pouziti si na to
dejte pozor.

Ukol 3 byl zadany vagné. Nebyla totiz definovana abeceda, nad kterou se problém
fesi. Vétsina fesitelt pfedpokladala, ze bude rozumna a nebude obsahovat specidlni
znaky. Za takovych podminek byl problém fesitelny.

Nabizi se feSeni pfimocaré, le¢ chybné:
egrep ’"s(.).+\1.%\1g?$’

Vyhovuje mu totiz napiiklad i fetézec saaaaaa. Jak tomu predejit? Vykutaleny
trik nékterych fesitelt [~\1] nefunguje (\1 se totiz uvnit¥ hranatic interpretuje jako
dvojice znakt \ a 1).

Nuze, pfilepime k prvnimu regexu filtr, ktery zahodi nevyhovujici fetézce (obsa-
huji moc oddélovact).
| egrep -v ’7"s(.).*x\1.x\1.%\1.%$’

To je sice hezké, ale tentokrat neprojde sgaggg. Musime oddélit g. Zde je kom-
pletni spravné feseni.
egrep ’"s(.).+\1.x\1g?$’ |
egrep -v *"s((["gl) .*\1.x\1.x\1.x|g["gl*g["gl*g(["gl+Ig.+))’ |
egrep -v ’7s\1\1.x%’

Prvni regex vytahne kandidaty, druhy z nich vyhaze ty, které maji nadbyteény
pocet oddélovact (dobfe si prohlédnéte druhou vétev, ve které se fesi g) a tieti jesté
smaze ty, které maji prazdny regex k vyhledani, nebot ty také nejsou validni.

Jesté by se dalo pfipustit v abecedé zpétna lomitka. S tim se Gspésné porval jeden
clovek.
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Jakub Zika se pustil do slozitéjsiho rozboru piipadu, kdy uvazoval obecnéjsi abe-
cedu, kterd by mohla obsahovat specidlni znaky. Pravem mu nélezi dva bonusové
body.

Pokud by abeceda obsahovala kulaté zavorky, nemtzeme ani zkontrolovat jejich
spravné vnoreni, ani zkontrolovat validitu backreferenci a v tom pfipadé je kol
zadanymi prostiedky nereSitelny.

Ttesnickou na dortu pak byl kol 4. Objevil se ndpad pocitat si po jedné, dokud
nedojdeme k mensimu ze zadanych ¢isel (a vypsat pak to druhé). M4 to vSak jeden
hacek — napsat scitacku je mozna o néco t€zsi nez tento kol samotny. ..

Autorské feSeni spocivalo v porovnani fetézcl nejprve podle délky, pak uz bylo
pfimocaré.

s/([011+) ([011+) /\1#\2#\1#\2/

s/#[01] ([01]*)#[01] ([01]*) $/#\1#\2/

s/ ([01]1H)#([01]H)##[01]+/\2/
s/([01]H)#([01]+)#[01]+#$/\1/

s/ ([011+) 1 ([01T*)#\1[0] C[O1]*) ##$/\11\2/
s/ ([011+)0([01]*)#\1[1] ([01] ) ##$/\11\3/

Prvni fadek zamezi vicendsobnému startu (zména oddélovace) a pripravi pudu
pro porovnani podle délky — vytvori kopie, ze kterjch budeme usekavat Cislice.

Druhy fadek usekne z kopie vstupu po ¢islici. Treti a ¢tvrty fadek oSetfuji pripad,
kdy je jedno cislo kratsi nez druhé.

Na patém a Sestém tFadku jsme zjistili, Ze jsou cisla stejné dlouhd, takze z nich
vybereme to vétsi a vypiseme.

Kdyby mohly byt na zacatku ¢isel nuly, stacilo by doplnit na vhodna mista 0*.

Jesté nabizim variantni feseni se séitackou.
s/~ ([01]+) ([01]1+)$/\1-\2@0/
s/@([01]*)0$/#\11/

s/@([01]%)01(1%)$/:\110\2/
s/: ([011%0+) 1 (1%)$/:\10\2/
s/: ([011%0+)$/#\1/

s/~ ([01]1+)-([011+)#\1$/\2/
s/~ ([01]1+)-([01]1+)#\2$/\1/
s/#/0/

Prvni fadek je vstupni, druhy radek pricita k sudému ¢islu, tfeti az paty k lichému.
Vyznamy oddélovacu jsou snad jasné. Pro jesté nezvysené Cislo pouzivame @, pro
pravé inkrementované Cislo pouzivame : a pro hotové ¢islo k porovnani mame #.

Zde by se uz hodila analyza casové slozitosti. Pfedpokladejme, ze vyhodnoce-

ni regexu trva jednotkovy cas. Realny odhad to neni a asi nikdy nebude, le¢ pro
predstavu to staci.
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Prvni feSen{ nejd¥iv postupné odsekava po dislici, coz trvd N krokd (N &islic na
vstupu). Porovnéani stejné dlouhych ¢&isel uz probéhne v konstantnim case, takze
slozitost odsekdvaciho feseni je O(N) cykli.

Druhé feSeni po¢ita po jedné. Byt stravi s¢itanim od 1 do K jen O(K) cykly, je
to potad O(2"), nebot K miize byt s O(N) é&islicemi na vstupu a# exponencialng
veliké.

Neni vsechno zlato, co se tipyti, aneb pfi¢itani jednicky vypada lakave, le¢ jeho
rychlost neni zavratna. Naopak zdanlivé chlupaté feseni se sekdnim ¢islic je vyrazné
rychlejsi a efektivngjsi.

Jan ,,Moskyto“ Matéjka
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23-5-1 Boj s nanoboty

Napred si predstavime jednodussi feseni. Podivejme se na problém jako na troj-
rozmérny svét (dva prostorové rozméry a jeden Gas). Nebo pokud neméte Caso-
prostorovou predstavivost, zkuste si predstavit hromadu 2D-svétt nad sebou (dole
je v ¢ase 0, nad nim v ¢ase 1 atd.).

A v téchto svétech budeme ukladat, na kterda vSechna policka se hrdina mohl
dostat a kolik zivych lidi jiz mohl mit na svédomi, pokud by nyni pobyval na tomto
policku. Tedy v nultém svété (v tom piimo zadaném) se mize nachdzet pouze na
jednom policku ((0,0)) a nemd na konté nikoho (pfedpokléddejme, Ze padouch za¢ina
hrat nejdifive v case 1).

Jak spocditame novéjsi verzi naseho svéta? Z kazdého policka, kde se mohl naché-
zet, ho zkopirujeme do stejného a vsech sousednich policek. Je-1i na nové obsazeném
policku zrovna na potvoru padouch, tak ho zamorduje a my si pfi¢teme skore.

Pokud mame moznost nakopirovat hrdinu z vice policek, samoziejmé si vybereme
to s nejlepsim skdre (to, jak se dostal na toto policko, jiz neovlivni budoucnost a
zachranou vice lidi si celkové pomiiZze, nikdy si nemiize uskodit).

Ke zrekonstruovani vysledku si ke kazdému moznému vyskytu hrdiny také potie-
bujeme poznamenat, které bitvy s padouchem se tcastnil predtim.

Po spocitani vSech pater staci jen najit vyskyt s nejvyssim skére a prohrabat se
zpétné bitvami, které podstoupil.

Toto by samoziejmé fungovalo, ale je to pomalé. Muzeme si ale vSimnout, Ze
vétsinu Casu travime sledovanim blouméni hrdiny po okoli. Nas vSak zajima, jen
jestli se véas dostavi na rande, ne kterou cestu k tomu zvolil. Taktéz, neni zajimavé,
kde travi pfebyteény ¢as (¢ekat mize kdekoliv).

Takze se omezime pouze na zajimavé udalosti. Vsimnéme si také, ze pro zjisténi,
jak dlouho bude cesta trvat, staci jen secist vzdalenosti mist v obou souradnicich,
tedy pokud jsou sousedni jen do stran, nahoru a doli. Kdybychom uvazovali i dia-
gonalni sousedy, pak by to bylo maximum z téchto vzdalenosti.

Tak tedy, sefadme si vypusténi nanoboti chronologicky, od nejblizsiho v budouc-
nosti po nejvzdalenéjsi. Pro kazdou udalost se podivame, ze kterych vsech stietd se
to sem d& stihnout. Z nich vybereme ten, ktery méa nejlepsi skére, a ulozime si jej.

Pro jednoduchost povazujme narozeni hrdiny také za stiet. Nakonec vybereme
udélost, po které mél nejvétsi skdre, a stejnym zpusobem jako v predchozim feSeni
ji odmotame k zacatku.

Slozitosti jsou jednoduché — pamatujeme si vSechny udéalosti, tedy pamétova je
linearni. A pro kazdou udélost si prohlizime v8echny piedchozi, coz je 14+24-3+. . .4n,
z ¢ehoz nam vyjde slozitost kvadraticka.

A proc¢ to vlastné funguje? Vyuzivime pozorovani zminéné v prvnim FeSeni —
ze pokud se uz hrdina nékde vyskytuje, tak na budoucnost jiz nema vliv, jak se

119



36

Korespondenéni semina¥ z programovani MFF 2010/2011

tam dostal, proto je pro nas nejvyhodnéjsi, aby se na takovém misté vyskytoval
s nejvyssim moznym skére.36

7 toho indukci dokézeme, Ze po kazdé udalosti by mél maximalni mozné skore,
kdyby se ji icastnil. U narozeni je to jasné a u kazdé dalsi to odvodime z toho, ze
jsme si vybrali tu nejlepsi predchozi udalost.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-5-1.cpd Michal ,Vorner® Vaner

23-5-2 ZjednodusSeni situace

Tuto dlohu — déleni mnozin bodt jednou piimkou na poloviny — bylo tézké nejen
vyTesit, ale také zadat do CodExu.

Stoji za zminku, Ze v mnoha (i ndhodnych) pfipadech se d& pouzit rozumnych
heuristik (setf¥idit podle né&jaké osy, zkusit najit FeSeni, pfipadné zvolit jinou osu a
iterovat) a FeSeni je pak stejné rychlé jako varianta optimalniho feSeni. Dékujeme
v8em, ktefi upozornili na tuto slabinu ptivodniho zadéni.

Klicové pozorovani k feSeni nasi tlohy je, Ze si vlastné mtzeme pfedstavit, ze
ona oddélujici pfimka prochézi dvéma body vstupu — pokud bychom nasli néjakou,
ktera toto nespliiuje, mizeme ji nejdiiv posunout a pak pootocit tak, aby jiz tento
invariant spliiovala.

Obtiz méame jen s tim, ze zadani pfikladu tuto situaci zakazuje — vyTesime to tedy
tak, Ze najdeme Feseni s body na délici pfimce a pak jen primku o kousek pootocime
spravnym smeérem a posuneme.

Uréité umime vyiesit problém v éase O(n?) — pro kazdou dvojici bodi ze zadéni
existuje pravé jedna primka, ktera jimi prochazi, a pro tuto primku v linedrnim case
snadno zkontrolujeme, je-li to ta hledana, ¢i nikoli.

Pro feSeni v lepsim case nez kubickém pouzijeme klasicky geometricky trik —
kubické feseni casto zahazuje mezivysledky, avsak my si pro néjakou mnozinu bodu
umime existenci FeSeni najit rychleji nez pro kazdy zvlast. Nejen v tomto pripads
budeme hledat vsechny mozné délici pfimky, které prochéazi jednim bodem.

Vezmeme si bod a setfidime si okolni body podle smérnice. Pfedstavit si to mize-
me tak, Ze mame nas bod uprostied a kolem néj to¢ime postupné onu délici primku.

Pak prochazejme ostatni body podle potadi, které nam urcilo setfidéni. Pro prvni
bod si spocitdme pocet vojaki na obou strandch klasicky, v linearnim ¢ase. Kazdy
dalsi bod uz ale umime zpracovat v konstantnim ¢ase — vzdy prechézi budto ,zprava
doleva nebo ,zleva doprava“ a podle toho pficteme a odec¢teme jednicku.

Takto umime v ¢ase O(nlogn) zkontrolovat vSechny pfimky, které maji jeden
spole¢ny bod. Protoze uz vime, ze nase hledané feseni obsahuje dva body ze vstupu,
musime po linedrnim poétu kroki najit spravné feseni. Casové jsme se dostali na
O(n?logn) a pamétové na O(n).

Odborné se této vlastnosti problému — Ze mensi kousek optimélniho feSeni je opti-
malni feSeni mensiho problému — Fika submodularita.
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Pro dplnost vzorového feseni se ujistime, ze primku lze vzdy spravné posunout,
tedy Ze nejblizsi celociselny bod je od ni dostatecné daleko.

Méjme tedy piimku urcenou dvéma body, muZeme predpokladat, Ze neni vodo-
rovna ani svisld, pro né to plati jisté. Jeden z bodid si mizeme (posunutim osy)
zadefinovat jako (0,0), ten druhy jako (k,l). Navic o soufadnicich (k,!) mizeme
tvrdit, Ze jsou nesoudélné, jinak bychom bez tjmy na obecnosti volili jiny bod.

Predstavme si nyni nasi pfimku jako graf funkce k- x/l. Vkladejme za x celd éisla,
dostavame hodnoty y-ové souradnice. Pokud vysledek nebude celé ¢islo, jak daleko
miize byt? Alespori 1/1, protoZze neumime zvysit jmenovatel. Pokud bychom oto¢ili
osy, ziskali bychom, Ze to musi byt alespon 1/k.

Toto vSak neni uplné presné. Mame pravouhly trojahelnik, jehoz odvésny jsou
dlouhé alesponi 1/k a 1/I. Spocitdme-li nyni jeho pfeponu Pythagorovou vétou a
nasledné vysku na pfeponu z vzorce S = ab = cv,, ziskdvame skuteénou vzdalenost
mfizového bodu od primky.

Pokud za k il dosadim 100000, vyska vyjde alespon
v mezich pfesnosti.

%, co% je stale bohaté

Zbyvé otazka — je to optimélni Feseni? Ale kdepak! Tato tuloha je celkem slav-
na, je to konkrétni varianta problému sendvice se Sunkou, anglicky Ham sandwich
problem.3”

Pro nas rovinny piipad jej lze fesit dokonce v linedrnim case, mizeme jej resit
dokonce i ve vice dimenzich (tam bychom pak hledali nadroviny). Optimalni FeSeni
vyuZziva principu ,, Rozdél a panuj“ tak, ze v kazdem kroku vyhodi linearné mnoho
kandidat na délici pfimku a pokracuje déle.

Algoritmus je to v8ak ponékud netrividlni a pracuje s dudlni verzi problému (tedy
hleda bod, ktery lezi nad i pod pravé polovinou piimek), takze jej tady neuvadime.
Mozna se k nému dostaneme nékdy pristé.

Jste-li netrpélivi, miuzete si oprasit angli¢tinu a najit si odborny ¢lanek ,Algo-
rithms for Ham-Sandwich Cuts“ od autort Lo, Matousek a Steiger. Nepodafi-li se
vam jej ziskat, napiste nam, zatidime.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-5-2.4

Martin Béhm € CodEx

23-5-3 Hra pro jednoho hrace

Hanojské véze jsou klasickym piikladem na rekurzi. Mame dané kotouce n...1,
n > 2 a chceme je pfesunout z tyée A na ty¢ C za pomoci ty¢e B. Postup vypada
takto:
1. kotouce (n — 1)...1 pfesuneme z tyCe A na ty¢ B,
2. nic ndm ted nebréni pfesunout kotou¢ n z tyce A na ty¢ C,
3. kotouce (n —1)...1 z tyée B polozime na ty¢ C.

37 http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorern]|
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Programem to samé pocitaci vysvétlime skoro stejné:
def hanoj(n, zdroj, pom, cil):

if n !'=1:

hanoj(n-1, zdroj, cil, pom)
print(str(n) + ": " + zdroj + "->" + cil)
if n !'=1:

hanoj(n-1, pom, zdroj, cil)
hanoj(3, "A", an, "C")

Casova slozitost je exponencialni viéi n a linedrni vzhledem k velikosti vistupu,
coz je to nejlepsi, v co jsme mohli doufat. Pokynu k pfesunu kotouce bude 2™ — 1 —
to lze z algoritmu dokdzat indukei, vidyt 2(2"71 — 1) +1=2" — 1.

Kéd si pro feseni naseho zadani miizeme docela snadno upravit tak, aby sledoval
stav hry a odpocitaval tahy. Az zjistime, Zze jsme v kyzeném tahu, prosté jen stav
vytiskneme.

def hanoj(n, zdroj, pom, cil, k, kyzeneK, stav):

if n != 1 and kyzeneK < k + 2%*x(n-1) - 1:
hanoj(n-1, zdroj, cil, pom, k, kyzeneK, stav)
k += 2x*x(n-1) - 1

if k == kyzeneK: print(stav)
stav[cil] .append(stav[zdroj]l.pop())

k += 1

if n !'= 1 and kyzeneK > k - 1:
hanoj(n-1, pom, zdroj, cil, k, kyzeneK, stav)

Algoritmus funguje, ale ma stéle ¢asovou slozitost O(2"), pficemz v tomto piipadé
to uz vystupem neomluvime — ten je linedrni.

Linearni algoritmus existuje — staci si uvédomit, ze pii rekurzivnim prochézeni
nikdy nepotfebujeme volat funkci hanoj dvakrat. Kdyz totiz pfesné vime, kolik
taht které volani udéla, umime urcit, jestli se k-ta pozice vyskytuje az po presunu
kotouce, nebo jesté pred nim.

Pak uz si jen zjednodusime praci tim, ze stav hry nebudeme udrzovat, ale budeme
ho rovnou pribézné tisknout. Zde je vysledny algoritmus fesici problém v linedrnim
Case i prostoru.

def hanoj(n, zdroj, pom, cil, k, kyzeneK):
if n == . return

if kyzeneK < k + 2*x(n-1)
print(str(n) + " je na tyci " + zdroj)
hanoj(n-1, zdroj, cil, pom, k, kyzeneK)
if kyzeneK >= k + 2**(n-1)
print(str(n) + " je na tyci " + cil)
hanoj(n-1, pom, zdroj, cil, k + 2x*(n-1), kyzenekK)

hanoj(3, IIAII, an’ ”C", O, 3)
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Rozmyslete si, ne¢ini-li ndm problém uziti pythonovského mocnéni. M4 program,
jak je napsan, opravdu linearni slozitost? Pokud ne, pro¢? Bylo by tézké to opravit?
Dalsi namét k zamysleni — pamétova ndro¢nost algoritmu, jak je implementovén, je
linearni. Jak ji srazit na konstantni?

Viceméné toho samého programu se Slo dobrat i zapremyslenim nad tim, co mé
nas problém spoleéného s pocitanim n-té permutace.
Velka ¢ast Tesiteld namétila, ze vyraz

M 1

pfi vhodném nastaveni znaménka a zaokrouhleni (podle N) davé kyzené ¢islo tyce
pro N-ty disk; M pak urcuje ¢islo tahu. S rtiznym tuspéchem se FeSitelé snazili tuto
skuteénost vyuzit ve svém feseni, le¢ kamenem trazu byla absence dikazu spravnosti
a Casté drobné chyby.

Neékolik Fesiteld pouzivalo poznatek z Wikipedie o vztahu dvojkového zapisu cisla
tahu a situace hry. Nic jsem proti tomu nemél, pokud autor prokazal kvalitnim
zdtvodnénim, ze rozumi, co se v postupu déje.

Lukds Lansky

23-5-4 Model étouciho Fidice

Priamo zo zadania vyplyva, ze pre kazd hranu, ktorou na krizovatku prideme, je
jasne urcena hrana, ktorou zase odideme. Naopak, pre jednu vystupnii hranu moéze
byt viacero vstupnych.

Na zaciatku si o¢islujeme hrany a z pdvodného grafu zostrojime struktiru, v ktorej
budeme hladat cesty. Tato Stukttira bude reprezentované ako pole hran, kde kazd4
hrana si pamita svojho néasledovnika, a zoznam svojich predchodcov.

Strukttru vytvorime v dase O(M). Pre kazdy vrchol v pévodnom grafe postupne
prechédzame zoznam jeho hréan odzadu. Ak narazime na vystupni hranu, pozname-
name si ju ako hranu H. Ak narazime na vstupni hranu, nastavime jej nasledovnika
hranu H, a hrane H priddme do zoznamu predchodcov spracovavana vstupnt hranu.

Je zaujimavé si uvedomit, Zze kym skoro kazd4d hrana mé nutne nasledovnika
(okrem hran vedicich do vrcholu bez vystupnych hran), viacero hrdn moze nemat
predchodcu. Napriklad ak ma vrchol tri vystupné hrany za sebou, na druht a tretiu
sa Sofér nikdy z iného vrcholu nedostane. Ale moZe nimi svoju cestu zacat.

Po vytvoreni struktury nastavime kazdej hrane priznak, zZe eSte nebola spracova-
na. Hrana si tiez pamétd, aky vrchol je jej zaciatoény a aky je koncovy (kedze je
orientovand).

Teraz za¢neme hladat cesty. Na zaciatku si vezmeme prvi hranu a prechddzanim
dopredu si vytvarame spojovy zoznam hran tejto cesty. KedZze v povodnom grafe

hladdme cestu s N vrcholmi, a teda N — 1 hranami, v nasej Struktire hran to
odpoveda ceste dlzky N — 1.
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Cesta je teda reprezentovana spojovym zoznamom hran, ktoré pouziva, a drzime
si ukazatel na jej zacdiatok a koniec.

Vrcholy, ktorymi cesta prechddza, si paméitdme pomocou pola o velkosti N, kde
hodnota v poli na mieste 7 vyjadruje, kolkokrdt dana cesta prechadza vrcholom i.
Okrem toho si tiez musime pamiitat, kolko roznych vrcholov sme navstivili.

Pri vytvarani cesty si vzdy pri pridani hrany zvysime hodnotu v poli navstivenych
vrcholov. Délezité je, ze ak sa hodnota zmenila z 0 na 1, zvysSime pocet rozdielnych
navstivenych vrcholov.

Po pridani hrany si tGto hranu oznacéime ako spracovani. Takisto pridam jej cenu
do celkovej ceny cesty.

Po vytvoreni cesty skontrolujeme, kolko roznych vrcholov sme navstivili. Ak ich
je N a cena cesty je lepsia ako doteraz najlepsSia najdend, ulozime si cestu ako
najlepsiu doteraz najdent. KedZe cesta je jednoznacne urcend svojou zacinajlicou
hranou, stadi si uloZit len prv hranu cesty.

Takze méme najdent nejakd prvia cestu. Je dolezité si uvedomit, Ze této cesta
nemusi mat prave N — 1 vrcholov. Mohla skonéit predcasne, ak jej koncovéa hrana
uz nemala nasledovnika. To vSak nevadi, ako uvidime neskér. Teraz pomocou tejto
cesty najdeme dalsie cesty, a to prehladévanim do hibky.

V kazdom kroku sa najprv pozrieme, ¢i ma zaciatoénad hrana cesty nejakého
predchodcu, po ktorom sme sa eSte nevracali (berieme ich postupne v tom poradi,
ako ich mame ulozenych).

Ak &no, posunieme cestu o jeden vrchol dozadu — priddme predchodcu st¢asne;j
zatiatocnej hrany na zaciatok cesty, priddme hodnotu tejto hrany do celkovej ceny
cesty, a zvySime Cita¢ v poli navstivenych vrcholov u zaciatoéného vrcholu prave
pridanej hrany. Taktiez upravime hodnotu, kolko roznych vrcholov sme navstivili
(ak sa ndm zmenila 0 na 1).

Ak je cesta dlhd N —1 hrén (¢o nie je vzdy, moze byt aj kratsia), zrusime posled-
nd hranu na konci (na ktort si drzime ukazatel). Odé¢itame jej hodnotu z celkovej
hodnoty cesty.

Tiez znizime ¢ita¢ v poli navstivenych vrcholov u koncového vrcholu hrany. Ak sa
nam zmenila hodnota z 1 na 0, znizime pocet r6znych vrcholov, ktoré sme navstivili.
Ak je cesta kratsia ako N — 1, koncovi hranu nechdme, &m cestu o jedna predizime.

Naopak, pokial sa cesta nemoze posunut smerom dozadu, pokasime sa ju posuntt
smerom dopredu — posunieme zaciato¢nu hranu na jej nasledovnika, pricom upravi-
me poc¢ty navstivenych vrcholov. Ak mé koncova hrana nésledovnika, posunieme aj
ju. Ak nema4, koniec nepostvame, a cesta sa nam proste skrati.

Pri posune dopredu si musime dat pozor na cykly, po ktorych by sa cesta mohla
postvat teoreticky donekonecna.

Po posune cesty si také nové hrany, cez ktoré prejdeme, poznacime ako spracované.
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Na konci posunu sa pozrieme, kolko roznych vrcholov sme navstivili. Ak je ich
prave N a cena cesty je lepSia ako doteraz najlepSia, upravime hodnotu najlepsej
doteraz najdenej cesty (konkrétne len zaciato¢nej hrany cesty) a jej cenu.

Ak sa nie je kam pohntt, tak sme skon¢ili spracovanie jedného stvislého tseku
hran. Usekov ale moze byt viacero. TakZe ndjdeme iivodnt cestu v novom tseku.

To urobime tak, Ze v zozname hran najdeme eSte nespracovani hranu a z nej
spustime hladanie ivodnej cesty. Zoznam vsak neprechadzame od zaciatku, ale od
miesta, kde sme skondili posledne, preto je zloZitost najdenia vSetkych zaciatkov

O(M).

Analyza celkovej zloZzitosti je nésledovna — vstup nacitame v zlozitosti O(M + N).
Nésledovnikov a predchodcov hran spocitame v O(M). Néjdenie vSetkych zaciatkov
ciest je dokopy tiez O(M). Ostava spocitat zlozitost hladania ciest.

Posun cesty zvladneme v éase O(1). Kolko takychto posunov bude? KedZe nésle-
dovnik kazdej hrany je maximéalne jeden, je kazda hrana predchodcom pre najviac
jednu hranu. Celkovy pocet predchodcov je teda maximalne M.

Pri pohybe dozadu sa kazda hrana vyskytne na zaciatku cesty prave raz, pricom
poradie uréuje prechadzanie do hibky. Pohyb dopredu je jednoznaéne uréenj pohy-
bom dozadu — dopredu sa hybeme len ked sa nedd hybat dozadu, ¢im simulujem
prave prehladavanie do hibky.

Ked si to predstavime, vidime, Ze pri pohybe dopredu sa zadiatok vracia po hra-
nach, ktorymi predtym presiel dozadu. Kazdou hranou teda prejde maximalne dva-
krat — raz dopredu a raz dozadu. Pri koncovych hranach tseku je mozné, ze nimi
prejde len raz, a to dopredu.

KedZe jeden posun cesty zaberie O(1), celkova zlozitost ndjdenia vSetkych ciest
bude O(M). Casové zlozitost algoritmu je teda O(M +N), pamitova tiez O(M +N).

Vicsina rieSitelov tlohu vyriesila v ¢ase O(MN). Tato jednoduchsia varianta
spociva v tom, ze postupne berieme vsetky hrany ako zaciatky ciest a sledujeme, ¢i
cesta dlha N vrcholov prechadza vsetkymi vrcholmi.

Pritom vSak nesmieme zabudniif na to, Ze si ndsledovnikov hrén treba predpocitat
dopredu, aby sme ich dokézali ur¢it v konsStantnom ¢ase. Ak by sme pre ndjdenie
néasledovnika hrany zakazdym museli prechddzat cely zoznam hran vo vrchole, ¢asova
zlozitost ndm narastie na O(M?).

Skonstruujeme si graf nasledovne. Na zaciatku priddme hrany tak, aby vznikla
Hamiltonovska kruznica. Oznac¢me si tieto hrany ,tucéne® V kazdom vrchole je teraz
jedna vstupna a jedna vystupna hrana.

Medzi tieto hrany teraz v smere jazdy Soféra vlozime (M — N)/2N vstupnych
hrén, a v opa¢nom smere (M — N)/2N vystupnych. Teraz je teda povodnd tuéna
vystupnd hrana nasledovnik pre vSetky nové vstupné hrany, a naopak, prave vlozené
vystupné hrany nemaju predchodcu.

Druhé konce vlozenych hran zvolime tak, aby vznikol korektny graf.
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AN

Analyza zlozitosti hfadania ciest v tomto grafe je nésledovné. Pre kazdu hranu
plati, Ze moze byt na ceste prva az N-t4. Tuéna hrana bude raz prva a M/2N-krat
druhd az N-t4, teda pre fiu budeme hladat nasledovnika dokopy O(M )-krét.

Néjdenie néasledovnika pre tuénit hranu trvd O(M/N) (musime prejst vietky ume-
lo pridané vstupné hrany medzi fiou a vystupnou hranou). Takze na kazdej tucénej
hrane spotrebujeme dokopy O(M?/N) &asu.

Tuénych hran je O(N), teda na vSetkych tuénych hrandch spotrebujeme celkovo
O(M?) ¢asu. Novopridané hrany uz vysledok neovplyvnia.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-5-4.4

Maria Vamosovd

23-5-5 Kucharkova

Nasim tkolem je dokézat, ze lloha Metr je NP-uplna. Jak nam kuchaika radila,
je prilis pracné dokazovat uplnost tak, ze pfevedeme na Metr vSechny tlohy z NP.
Radéji tedy dokazeme, zZe lze jednu NP-tiplnou tlohu vyfesit pomoci Metru.

pfevadét nejsnaz.

Na Metru stoji za vSimnuti, Ze prekladani samotného metru do pouzdra nam
v jistém smyslu rozdéluje tseky na dva typy — pokud jde metr ulozit, tak jeden typ
useku je pfeloZen na jednu stranu (feknéme zprava doleva) a druhy je pfelozeny
nazpatek (zleva doprava). Navic je metr zaddn jako posloupnost ¢isel.
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Kdyz se podivame do seznamu NP-tplnych tloh, najdeme tam tlohu Dva loupez-
nici, kterd také rozdéluje ¢isla na dvé hromadky. Zkusme tedy pomoci Metru fesit
Loupezniky.

Pripomenme si zadani Dvou loupeznikt z kuchaiky:
Nazev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel.

Problém: Existuje rozdéleni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé c¢islo bude
v pravé jedné hromadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet ¢isel?

Zacnéme tedy prevadét vstup Dvou loupeznikt na vstup Metru. Vstup Loupezni-
ki nam nijak neurcuje, jak velké ma byt pouzdro metru — to si tedy muzeme zvolit
sami, aby se nam snaz prevadélo.

Dopredu neni uplné jasné, jaka velikost by se ndm hodila. Bude nam stacit soucet
v8ech pfedmétii (oznac¢ujme ho o), nebo velikost jednoho lupu, o /27 Méné nez /2
nedava prilis smysl, ale vice by mohlo. ..

Jak jsme diskutovali vySe, mohlo by ndm stacit oznacit ty ¢asti metru (tedy tu
Cést kofisti), které jdou zleva doprava, jako lup pro loupeznika A a ty, které jdou
zprava doleva, prifadime loupezniku B.

Nyni se zamysleme nad vstupy, které by nam mohly délat neplechu. Napiiklad
seznam predmét 1 1 1 by se do pouzdra velikosti alespon 1.5 snadno vesel, ale my
musime odpovédét NE, protoze jej rozdélit pro dva loupezniky nelze.

Mohli bychom tedy zkusit nastavit, aby zac¢atek i konec lupu konéil
ve stejném bodé metru — naptiklad tak, ze na zacatek i konec pfidame
usek dlouhy jako celé pouzdro.

Tim by urc¢ité odpadl pfipad 1 1 1. Jak by takova uprava vstupu
vypadala, vidite na obrazku. Bohuzel ndm po chvili avah dojde, ze by
nam také odpadl pfipad 1 3 1 1, ktery ovsem rozdélit jde.

Podivejme se na vstup 1 3 1 1 a zamysleme se, jak nasi Gvahu
vylepsit. Na dalsim obrazku jsme jej zakreslili tak, aby se ulozeni metru
podobalo grafu funkce, ktery za¢ind a koné¢i v nule.

Kazdé rozdélitelné zadani Dvou loupezniki jde takto nakreslit —
prosté jednu ¢ast kresleme jako rostouci isecky a druhou jako klesajici.

MiZeme tedy vhodnou tupravou naseho vstupu pro
Loupezniky zajistit, aby feSeni Metru pfesné odpovidalo
grafu takovéto funkce?

Ano, staci jen trochu upravit napad, ktery jsme méli
pfed par odstavci. Potfebujeme totiz v Metru povolit,
abychom mohli vstoupit na grafu i do ,zapornych hodnot*

Na zacatek metru tedy vlozme tsek o velikosti k, coz bude také velikost pouzdra.
Ten se da do pouzdra vlozit jen tak, Ze jeho konec bude na okraji pouzdra. Dalsi
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usek si tedy také zvolme — tentokrat jako k/2. Z okraje pouzdra jsme se tedy dostali
presné doprostied. To bude nas pocatek grafu.

Dale uz pokladejme tseky o velikosti stejné, jako byly hodnoty na vstupu Dvou
loupezniki, a ve stejném pofadi. Abychom se ujistili, Ze na konci opravdu nase
funkce skonéi v nule, pfidejme jesté jeden tsek délky k/2 a za néj tsek délky k.

Nyni uz vime, co od k chceme — abychom nefekli zbytecné NE, pokud bychom
neméli dostateény rozsah na jejich poskladani. Bude nam stacit nastavit
k = o, ale klidné bychom mohli mit pouzdro i vétsi.

Pievod je dokondn, pojdme si tedy ukézat, Ze je korektni.

Uz béhem rozboru jsme si rozmysleli, ze feSeni Dvou loupezniki existuje
pravé tehdy, kdyz existuje nakresleni lupu jako grafu funkce tak, Ze graf
zacina i kondi v nule.

V nasi konstrukci plati, ze metr lze vlozit pravé tehdy, kdyz ¢ast od-
povidajici lupu loupeznika zacina a konéi uprostied pouzdra — a to plati
pravé tehdy, kdyz existuje onen graf funkce zacinajici a koncici v pocatku.

Slozenim téchto ekvivalenci dostaneme, ze nas prevod odpovi ANO na
Metr pravé tehdy, kdyz problém Dva loupeznici Sel vyfesit, a tedy je vSe
v potadku — Metr je NP-tézky.

Pro formalni spravnost si jesté povézme, Ze rozdéleni metru (informace o tom, kde
metr za¢ind a v jakém sméru jej zlomit) je polynomidlné velkym certifikitem k na-
Semu problému, a Metr je tedy v NP. Obé tvrzeni spojime dohromady a dostavame,
Ze Metr je NP-uplny.

Martin Béhm

23-5-6 Predposledni

Nejvétsi problém celé ulohy je poznat, Ze se jednd o toky v sitich (néco o tocich
si muzete pieéist v kuchafce ke 4. sérii). My si nyni tipneme, Ze se jedna o néjaky
tok, a budeme se jej tam snazit najit. Jak na to?

6/2 4 406 5 3/6 \/tStl/llel ,hrapy a vystupni h.rany J,sou na sobé rvle,za-
- - vislé v rdmci vrcholu. Tak si kazdy vrchol rozdélime

1 1 na 2 nové vrcholy, levy a pravy.
2 13 4 Levy nam bude reprezentovat vystupni ¢dst (z té-
3 ¥ to ¢asti povedou vSechny hrany) a pravy bude re-

42 3 1/4 6 1/5 prezentovat vstupni ¢ast (do tohoto vrcholu naopak
povedou vSechny hrany).

Neni tézké nahlédnout, ze jsme takto vytvofili orientovany bipartitni graf, kde
vsechny hrany vedou z levé partity do pravé.

Nyni jesté potifebujeme zohlednit maximalni vstupni soucet a minimalni vystupni
soucet. To udélame tak, ze do grafu pridame dalsi 2 vrcholy.
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Jeden pojmenujeme zdroj a povede z néj hrana do kazdého vrcholu levé partity.
Tyto hrany budou ohodnoceny maximéalnim vystupnim sou¢tem piislusnych vrchold.

Druhy pojmenujeme stok a z kazdého vrcholu pravé partity do néj povede hrana.
Tyto hrany budou ohodnoceny minimélnim vstupnim sou¢tem pfislusnych vrcholi.

2

Nyni mame ohodnoceny orientovany graf se zdrojem, stokem a celociselnymi ka-
pacitami hran. Zavolame tedy néktery z algoritmi na hledani maximélniho (celo-
¢iselného) toku, napiiklad Fordiv-Fulkersoniv algoritmus s hledanim zlepsujicich
cest pomoci prohledavéani do sifky (viz kucharku).

Pokud se velikost maximalniho toku bude rovnat sumé minimalnich vystupnich
souctl, tak jsme nasli pfislusné ohodnoceni. Pokud ne, tak neexistuje zadné feSeni.

Pro¢ to funguje? Hrany ze zdroje do levé partity ndm zajistuji, Ze se do grafu nikdy
nedostanou takové hrany, které by porusovaly podminku maximalniho vystupniho
souctu. Hrany mezi partitami jsou pfesné ty samé hrany jako hrany v ptvodnim
grafu.

Hrany vedouci z pravé partity do stoku nam obstaravaji minimalni vstupni soucty
a jejich kapacity jsou pravé tyto hodnoty. Kdybychom totiz méli feseni, ve kterém
by néktery vstupni soucet byl vétsi nez dany minimalni, tak pak miZeme tok hran
vedoucich dovnitt libovolné snizit tak, aby jejich soucet byl roven minimalnimu
vstupnimu souc¢tu a vSechny podminky ztstanou zachovany.

Hrany z pravé partity do stoku ndm tvoii v grafu fez. Problém mé feSeni, pravé
kdyz tyto hrany jsou naplnény na maximum. Hrany mezi partitami nam také tvori
fez, takze vSe, co protece ze zdroje do stoku, protefe i hranami mezi partitami. A
hrany mezi partitami reprezentuji hrany ptvodniho grafu, takze tok na nich je nasim
FeSenim.
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Nyni k ¢asové slozitosti. Casové sloZitost prevodu na novy graf je O(n +m), kde
n je pocet vrcholi v pivodnim grafu a m je pocet hran.

Kazdy vrchol zdvojime, na kazdou hranu se podivame jen jednou a pfridavame
jen 2 nové vrcholy a s nimi dohromady 2n hran. Zbytek casové slozitosti zavisi
na pouzitém algoritmu pro zjisténi maximalniho toku. V nasem pripadé, kdy jsme
pouzili Forda-Fulkersona s prochazenim do $iiky, je to O(nm?2).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-5-6.cpg

Karel Tesar

23-5-7 Perlim, Perlis, Perlime

V tloze byly zadany dva tkoly. Prvni t€zsi, druhy leh¢i. S obéma jste se dokazali
velmi dobfe vyrovnat.

Prvni kol bylo mozno fesit dvéma zpiisoby. Budto smazu mensi ze zadanych ¢isel,
nebo matchnu cely vyraz a spravnou konstrukei z backreferenci vyberu to vétsi. Oba
postupy vyuzivaly rekurzi a rozhliZeni (bez toho to pravdépodobné neslo).

Mnoho z vés si v8imlo, ze z rozhlizecich predpokladi se dé sestavit jakasi pod-
minka. ((?=A)B|C) znamenda jednoduse to, Zze pokud retézec splituje regex A, tak
pouzij B, jinak pouzij C.

Rozeberme si autorské feseni. Predpoklddame v ném, zZe ¢isla nejsou uvozena
nulami.

s#((7=C.((72) | D). H)ox () [ (P=.+(72) (71)) (%) x|
C.x)0.% (\6[1].%) | ((.*)1.%) \9[0].x)$#$4$5$7$8#

Na prvnim fadku jsme nejprve rekurzi zjistili, ze druhé z ¢isel je delsi, takze si
vybereme to druhé z nich. Poté jsme analogicky zjistili, Ze prvni z ¢isel je delsi.
Mimochodem, domaci cvi¢eni — jaky je rozdil mezi (7!.) a $7

Na druhém fadku jsou tedy ¢isla nutné stejné dlouha. Vyuzijeme Zravosti hvézdic-
ky (.* polkne co nejvic) a pfedloZenym vyrazem zjistime rozdil dvou stejné dlouhych
Cisel — porovnavame prvni cifru, ktera se lisi.

Posledni ¢ést je nahrazovaci vyraz. Jsou to reference na ,ty spravné zavorky$
které budto nematchly, a tedy neobsahuji nic, a nebo obsahuji to vétsi z Cisel.

Ukol se jak zadanim, tak stylem FeSeni dosti podobé poslednimu tikolu z pfed-
choziho dilu. Regitelé, ktefi si toto uvédomili, si usetfili trochu premysleni.

Ukol 2 byl jednodussi. Stacilo upravit piiklad ze zadani na spravné uzavorkovani
a uvédomit si, jak se d4 vyraz negovat. Jedna z variant byla typu s/(?!A4).*//.
Druhé nepouzivala rozhlizeni, ale referenci — s/ (A) | .*/$1/.

V prvnim ptipadé pokud A vyhovuje, tak se nepokracuje dal, tedy .* nic nepozere
a nic se nesmaze, jinak se smaze vSechno. Ve druhém pripadé se matchne bud A a
nahradi se za sebe sama, nebo se matchne vSechno a $1 bude prazdna.
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I zde si rozebereme autorské reseni, feseni ucastniku se prakticky nelisila.
s#” (21 (["<>]* (<([[:alnum: 11+)>(71) </\3>["<>T*) %) §) . +$#t#

Regex nejprve precte veskery prosty text. Pak je zde velkd ohvézdickovana za-
vorka, ve které se matchne oteviraci tag, uzaviraci tag, dalsi nasledny prosty text
a spusti se cely regex rekurzivné na vnitfek tagu. Rekurze se zastavuje tim, Ze ona
velka ohvézdickovand zavorka nematchne ani jednou.

Negace regexu je prvniho uvedeného typu. M4 to tu vyhodu, Ze se zbytec¢né ne-
nahrazuje za $1, takze se fetézec cely neprepisuje, pokud to neni potieba.

spotfebovaného ¢asu, nebo paméti. Vezméme si napiiklad regex
s/~ (a{0,10000}){0,10000}$//,

ktery vypada na prvni pohled nevinné. Nicméné Perl jej nedokaze zoptimalizovat
a na vstupu aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaab uz bézi nékolik vterin. ..

Nicméné takové problémy jsem pii opravovani nehledal a neresil.

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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