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Uvod Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Uvod

Korespondené¢ni seminaf z programovani (déle jen KSP), jehoz dvacaty ¢tvr-
ty rocnik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitdm poradanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stfednich skol.
ReSenim tloh naseho seminéie ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdolavani nej-
raznéjsich algoritmickych problémi, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky.

Ro¢nik KSP je obvykle rozdélen do péti sérii, neboli kol. Béhem kazdé
rozesleme fteSitelim zadani sedmi tlloh okofenéné piibéhem. Posledni tloha je
doplnéna tzv. seridlem, coz je povidani o néjakém zajimavém informatickém
tématu prolinajici se celym ro¢nikem. Ten je zde uveden samostatné.

Na sepsani feseni v klidu domaciho krbu a odevzdani pfes nase stranky nebo
postou byva nékolik tydna. Poté vse opravime, vysledkovou listinu se vzorovymi
feSenimi vystavime na internet a posleme postou s dalsi sérii.

Zavére¢nym bonbdnkem je pak pravidelné tydenni soustredéni nejlepsich
feSitelt seminafe, konané obvykle na za¢itku nasledujiciho roéniku. Uastnici
soustfedéni zaziji bohaty program — aktivity ryze odborné (pfednasky na rtizna
zajimavé témata apod.) i ryze neodborné (kuptikladu hry a soutéze v p¥irodg).
Pro zacinajici fesitele jiz nékolik let poradame o trochu kratsi jarni soustfedéni,
kam muze jet kterykoliv stfedoskolak se zajmem o programovani ¢i informatiku,
i kdyz tieba jesté nic nevytesil.

KSP se i pfes svou dlouhou tradici neustale vyviji. V tomto ro¢niku jsme
zacali u nékterych uloh nabizet jejich jednodussi verze, zejména s myslenkou,
ze budou slouzit jako navodné dlohy. Také jsme letos zorganizovali praktickou
programovaci soutéz Kasiopea. V blizké budoucnosti chceme fesiteltim umoznit
komunikaci s nami ¢isté online, bez vyuziti papirové posty.

Chcete-li se na cokoliv zeptat, af uz ohledné seminére, studia na nasi fakulté
nebo néjakého informatického ¢i programatorského problému, nevahejte a napiste
nam na diskusni férum na strance http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ nebo na nasi
postovni adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail:  ksp@mfff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/
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(Nejen) u tloh v této knize lze zahlédnout tyto znacky oznacujici typ tlohy:

@ Takto oznacenou tlohu povazujeme za FeSitelnou i pro zacatecniky, zkuseni
fesitelé ji jisté zvladnou levou zadni. Pro jeji vyfeseni by nemély byt potieba
zadné specialni znalosti.

f Aby si i pokrodili pfisli na své, zarazujeme nékdy do zadéni tézkou tlohu,
ktera se muze stat leckomu no¢ni murou. Na jeji pokofeni jsou ¢asto potieba

hlubsi znalosti algoritmi a datovych struktur, odmeénou je vsak vyssi bodovy
zisk.

E‘ Této tloze rikdme praktickd, jelikoz neni potfeba popsat algoritmus, jen ho
naprogramovat a odevzdat ptes Internet. Blizsi informace naleznete pfimo
v jejim zadani.
V kazdém ro¢niku KSP rozebirame na pokracovani néjaké zajimavé infor-
matické téma do hloubky. Posledni dloha série je pokracovanim takového
seridlu — obsahuje kromé samotného zadani jesté text, ve kterém se miizete do-

zvedét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu na sebe navazuji, vyplati se mit
nastudované i predchozi série.

é Protoze chapeme, Ze k ,uvareni“ feseni jsou casto potieba znalosti zakladnich
algoritmi a datovych struktur, obvykle téz prikladame do kazdé série tzv.
kuchaiku, ze které se mtiZete takové véci naucit. Casto je také v zadani tloha,
jiz 1ze Tesit algoritmem z kuchaiky. A pozor — dalsi kuchaiky najdete na nasich
webovych strankach.

@ Dale timto symbolem oznac¢ujeme mista, jejichz pochopeni muze vyzadovat
vétsi zamysleni, pfipadné néjaké predchozi znalosti.



Zaddnt uloh Roénik dvacdty é&turty, 2011/2012
/ Ve /
Zadani tloh

Prvni série

FD 60 BK 120 FD 60 RT 90 FD 50
LT 90 FD 60 BK 120 FD 60

10 PRINT "e"

FHtttttttt [Dttttttt++++<—]>——,

Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook! Ook? Ook! Ook!
Ook. Ook? Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook? Ook.
Ook? Ook! Ook. Ook? Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook. Ook.
Ook. Ook. Ook. Ook. Ook! Ook. Ook? Ook.

print split /["g-q]/, lc sub {};

#include <stdio.h>

int main() {
printf("/c", (107°25)-70899) ;
return 0;

}

h(X,[1) :- put(X), !.
h(X,[AIB]) :- Y 4s X + A, h(Y,B).
?- h(42, [5, 6, 7, 8, 7]).

IDENTIFICATION DIVISION.
PROGRAM-ID. SERIE1.
PROCEDURE DIVISION.
DISPLAY °’S”’.
STOP RUN.
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(defun gen (i j)

(if (<= 1 j3)(cons i (gen (1+ %) j5)) nil))
(defun split (s)

(mapcar (lambda (i) (substring s (1- i) <))

(gen 1 (length s))))

(defun GAPS (z)

(princ (caddr (split (symbol-name x)))))
(defun Q (z)

(eval (list = (list ’quote z))))
(Q ’GAPS)

class Program {
static void Main() {
System.Console.Write((char)0z21);
F}
}

Toto je jem maly ndhled do zvérince programovacich jazykid. DokdZete roz-
poznat jednotlivé jazyky? Umite zjistit, co programy v nich udélaji a co z toho
vznikne dohromady? Pokud ne, mizZe vam pomoci maly vylet do historie.

Pruni predzvésti programovactho jazyka byl v roce 1801 vyndlez tkalcovského
stavu ovlddaného dérngmi stitky (kartamsi z turdsiho papiru, jeZ obsahovaly data
zakddovand do dér). Jednalo se vSak spiSe o kdd neZ jazyk.

Dalsim vyznamnym pocinem se stalo v puli 19. stoleti napsani pruniho pro-
gramu, a to na pocitani Bernoulliho c¢isel. Kupodivu ho nenapsal muz, ale Ada
Lovelace v korespondenci s Charlesem Babbagem pro jeho analyticky stroj.

AZ doba elektromechanickych poéitacu z konce 30. let a ze 40. let 20. stoleti
odstartovala rychly vjvoj programovacich jazykiu. Hybatelem pokroku byla nepre-
kvapivé druhd svétovd valka, zejména touha prolomit Sifry neprdtelské strany.

Tehdy se programovalo pomoci piepinaci ¢i dérngch $titki (v podstaté sek-
venct 0 a 1) a pro kaZdy pocitac jinak (bylo jich tehdy nastésti jen nékolik na své-
té). Problémy tohoto zpisobu se vSak objevily celkem rychle, predevsim v mnoZstvi
chyb, jez rani programdtori udelali.

To vedlo k vyjvoji vyssich jazyki. Pruoni ndvrh, pojmenovany Plankalkiil, vy-
myslel Konrad Zuse (autor elektromechanickych poéitaci Z1, Z2, Z3 a Z4), nikdy
ho vsak meimplementoval.

Po strojovych kddech prisly ,assemblery“, které nahrazovaly bindrni zapisy
anglickymi slovy jako ,add“ a ,zor”.

24-1-1 Podvadime s XORem 8 bodu

@ Predstavte si, ze jste s kolegou z préace dostali obrovskou hromadu hardwa-
rovych soucastek, pficemz kazda ma néjakou cenu danou pfirozenym c¢islem.
Chcete je rozdélit na dvé ¢asti, aby byl v obou stejny soucet cen.
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Kolega vsak neni vas kamarad, a tak ho zkusite podvést. Vy rozdélite sou-
castky na dvé hromadky a on si soucty prekontroluje programem v assembleru,
jenze nebude tusit, Ze déla operaci XOR misto s¢itani (coZ jste mu nendpadné
prohodili).

Operace XOR (exkluzivni OR, neboli vylucovaci nebo) pracuje se dvéma ¢isly
po bitech tak, ze ve vysledném ¢isle je na i-tém misté jednicka, kdyz byla jednicka
na i-tém misto pravé v jednom ze vstupnich ¢isel (tzn. ne v obou).

Piiklad (¢isla jsou v bindrnim zdpisu, v zdvorce desitkove):
11001001 (201)
XOR 01100101 (101)

= 10101100 (172)

Mate tedy seznam prirozenych ¢isel, ktery chcete rozdélit tak, aby XOR vsech
prvkid byl v obou éastech stejny, ale rozdil souétt co nejvétsi (mensi pfipadne
prirozené kolegovi).

K této tloze neni potfeba vymyslet algoritmus nebo napsat program, jde
spise o nalezeni zptsobu rozdélovani Cisel.

Prunim z modernich vyssich programovacich jazyki, jeZ se stale pouZivaji, je
FORTRAN (FORmula TRANslator) z roku 1955, pivodné uréeny pro védecko-
technické vypocty. Stal se predchidcem dnesnich imperativnich jazykd, v nichz se
program zapisuje jako posloupnost prikazi s presné danym potadim vyhodnocent.

Brzy ho ndsledoval zcela odlisny LISP (LISt Processor), pruni funkciondl-
ni jazyk. ZIi jazykové mu prezdivaji Lots of Irritating Superfluous Parentheses
(spousta otravnich nadbytecnych zdvorek), protoZe témér kaZdy prikaz je ohrani-
cen kulatymi zavorkama.

Funkciondlni se podobngm jazykim tikd, protoZe zachdzi s vypoctem jako
s vyhodnocovdnim matematické funkce. Predstavuji jeden z pristupi deklarativ-
ntho programovdni, v némz se na rozdil od imperativniho jen urcuje, co se md
udélat, kdezto imperativni jazyk popisuje i postup.

Druhym rozsitenym deklarativnim pFistupem je logické programovdni, které
vzniklo zacdtkem 70. let. Nejznaméjsim zdstupcem je Prolog, v nemz jsou jednot-
livé casti programu v podstate logické formule.

Koncem 50. let do rodiny imperativnich jazykd pribyl ALGOL (ALGOri-
thmic Language) uzpisobeny pro piehlednéjsi zdpis algoritmi. Jako prund prisel
s bloky prikazu, které byly vyznaceny slovy begin a end.

Ze jste uZ begin a end nékde vidéli? Ano, z ALGOLu se koncem 60. let
vyvinul Pascal, nejdrive uréeny pro vyuku programovdni, ovsem dodnes rozsireny
1 v komercni sfére.

Od 60. let se s jazyky doslova roztrhl pytel. Jmenujme jen ty vyznamné,
rozsirené nebo alespon nécim zajimave.
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V roce 1964 byl vytvoien BASIC (Beginner’s All-purpose Symbolic Instructi-
on Code), stejné jako FORTRAN a ALGOL imperativni. Pii jeho vytvdient byl
kladen diraz na snadné pouzivani a podobnost anglictine. Jeho dialekty a pokra-
covatelé jako Visual BASIC jsou dodnes hojné pouzivane.

24-1-2 Rozhazené fadky v BASICu 7 bodu

@ Programatorsky Sotek mél veselou naladu, a tak prehazel radky ve vasem
uz zna¢né dlouhém programu v BASICu. Nastésti je na fadcich na zacatku
napséano jejich éislo (na rozdil od starych verzi BASICu, kde se typicky ¢islovalo
po desitkach, ¢isla v tomto programu zacinaji od 1 a pfibyvaji po jedné).

Soubor 1ze spravit pouze prohazovanim dvojic fadkd, ale vy se jako spravni
programatori nechcete moc nadrit a radi byste provedli co nejméné prohozeni,
abyste dostali ptivodni program.

Vymyslete algoritmus, ktery dostane na vstupu posloupnost N ¢isel od 1
do N, v niz se z4dné neopakuje (tedy permutaci), a mé ur¢it, na kolik nejméné
prohozeni 2 fadku lze dostat sefazenou posloupnost od 1 do N.

Priklad: pro permutaci 3, 10, 8, 4, 6, 5, 9, 1, 2, 7 je spravnou od-
povédi 6.

Z konce 50. a zacatku 60. let pochdzi také zvlastni programovact jazyk APL
zaloZeny na matematické notaci. Programy v ném jsou typicky jednoradkove a
vyhodnocuji se strikiné zprava doleva (tedy v APL neexistuje nic jako priorita
operdtori,).

Ptdte se, jak se program dokdzZe vejit na jednu Tddku? Docela pékné, kdyz
jsou operdtory jednoznakové, jen je pro mé treba pouZit tolik znaku, Ze vétsina
nent na béZnych kldvesnicich. Par prikladi: + (déleni), p (zjisténi rozméri pole),
vice jich miZete najit v predloriském seridlu.!

Na pocdtku 70. let vznikl v Bellovych laboratorich soucasné se systémem
Uniz jazyk C vyvinuty z B (B uZ vdak nepfedchdzelo Zddné A, zato jazyk D
z prelomu tisicileti navazuje na C).

C bylo navrZeno vice nizkourovnove, a tudiZ je vhodné na systémove a vy-
konové narocné aplikace. Po svych predchidcich zdédilo oznacovani bloki znaky

{alt

24-1-3 Turnaj jazyku 12 bodua

Kdyz uz jsme si tu nékolik programovacich jazykt predstavili, mizeme mezi
nimi usporadat velky turnaj, jehoZ se zucastni i jazyk budoucnosti, BestLang.
Ten je prirozené zcela nejlepsi a vzdy vyhraje.

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/22-4-1
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V kazdém kole turnaje je zadana tiloha, pfedni odbornici na jednotlivé jazy-
ky v kazdém napisi feSeni a do dalstho kola postupuji ty jazyky, jejichz programy
dobéhly do dvojnasobku ¢asu nejlepsiho FeSeni.

Jak bylo Feceno, BestLang vyhraje. Ale chce vyhréat s co nejvice body a ty
se pocitaji za kazdé kolo vzorcem

pocet vyrazenych-100 000

pocet na zacatku kola

Déleni ve vzorci je celoéiselné (pocita se dolni celd ¢ést) a pocet na zacdtku
kola obsahuje i BestLang. Celkovy pocet bodi urcuje soucet bodi ze vsech kol.

BestLang je navic tak dobry, ze si miaze v kazdém kole vybrat, kolik jazykt
vytadi (vSechna FeSeni v ostatnich jazycich dobéhnou ve skoro stejném case a
BestLang dokaze zjistit, v jakém). V kole nemusi vyfadit zadny jazyk.

Mate dany podet jazykt (V) a podet kol (K), plati N <1000 a K < 1000,
a tkolem je najit takovou posloupnost poctu vyfazenych v jednotlivych kolech,
aby BestLang ziskal co nejvice bodu.

V jakémkoliv kole mize klidné vyfadit vSechny, ale po poslednim kole musi
zistat v turnaji sam.

Priklady: pro N = 500 a K = 3 je feSenim 437, 55, 7,pro N =15a K =8
jeto3, 3, 2, 2,1, 1, 1, 1.

Pojdme si povédét jesté méco o programovacich jazycich obecné — hlavné
o tom, jak€ jsou jejich druhy. Mezi nejvyrazneéjsi patii rozdélent na nizkourovriové
(vice se bliZict strojovému kddu, tedy jazyku pocitade) a vyssi (bliZsi clovéku,).

Zastupcem proni skupiny je napt. assembler. Dalsich nizkourovnovych nent
tolik, pokud nebudeme hledét na odlisnosti dané hardwarem, a programdtori se
s nimi setkdvaji malo, vétsina vyvoje i déleni se proto tykd jen vyssich jazyki.

Pri prochdzeni historickych jazykiu jsme uZ nakousli déleni na jazyky im-
perativni (program je posloupnost piikazi) a deklarativni (zapisuje se, co se md
spoditat, a nezdleZi tolik na tom, jak). Zndmymi deklarativnimi jazyky jsou LISP,
Haskell (oba funkciondlni) a Prolog (logické programovdng).

Vsechny imperationi jazyky jsou dnes procedurdlni, ackoliv zprvu neobsa-
hovaly podprogramy, neboli procedury ¢ funkce. Casto se proto musel pouZivat
prikaz goto (skok na jiné€ misto v programu), coZ vedlo k nepiehlednosti. Dnes
uZ se goto témer nepouzivd, i kdyZ v programovacich jazycich casto byva.

O objektovy pristup obohatil programovdni jazyk Simula uréeny pro diskrét-
ni simulace. Obsahuje objekty, tridy, dédicnost, a dokonce i garbage collection
(automatickou sprdvu paméti).

Z hlediska rychlosti provadeni kddu a pohodlnosti pri psani jsou dvéma pro-
tipoly jazyky kompilované (kompildtorem prevddéné do strojového kddu) a inter-
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pretované (program, jemuZ se fikd interpretr, ¢te kdd a rovnou ho provdadi, coZ
byvd pomalejsi).

Pokud vam na predchozim odstavci néco nesedi, pak je to dobre. Jazyk je
totiz jen forma zapisu, a tak existuji interpretry jazyka C, typického zdstupce
kompilovangch, a naopak kompildtory pro skriptovact jazyk Python.

24-1-4 Slozita slozitost 7 bodu

g Ackoliv si v této sérii vypravime o programovacich jazycich, pfi feSeni tloh
KSPcka ndm o né obvykle moc nejde — vic nez pouzity jazyk, at uz kompilo-
vany nebo interpretovany, nas zajima nas tzv. asymptoticka ¢asova slozitost. Ta
je zcela nezavisla na jazyce a umoziiuje rozlisit, jak je ktery algoritmus rychly,
aniz bychom ho museli spoustét na skutecném pocitaci.

Vice se o slozitosti dozvite z kucharky na konci letaku. Jeji piecteni doporu-
¢ujeme pred feSenim této tlohy vsem, kdo jesté nikdy slozitost neurcovali nebo
jim stale ptijde ponékud slozita. Ostatnim muze kuchatrka slouzit pro osvézeni
znalosti pred novym ro¢nikem.

V této uloze jsme si pro véds pfipravili pseudokdd (zjednoduseny kéd) al-
goritmu. Jeho tkolem je set¥idit zadané pole Cisel, ¢ili jeho prvky prerovnat do
vzestupného pofadi. Vasim tkolem pak je urcit ¢asovou a pamétovou slozitost
tohoto algoritmu a zdtvodnit, pro¢ tomu tak je. Zajima nas slozitost v nejhorsim
pripadé.

Jesté poznamka pro potadek: pole indexujeme od 1 a parametr n fiké, kolik
v ném je ulozeno prvka.

Funkce Set¥id(pole, n):
odm = odmocnina z n zaokrouhlend dold
i=1
Dokud i <= n:
zména = true
Dokud zména je true:
zména = false
Pro j od i do min(i+odm-2, n-1):
Jestlize pole[j] > polel[j+1]:
Prohod pole[j] a pole[j+1]
zména = true
i =1+ odm
vysl = vytvor pole délky n
za¢ = vytvofr pole délky odm+1
Do v8ech prvkd pole za& vloz O
Pro i od 1 do n:
vysl[i] = nekone&no
minIndex = 1

10
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j=1
k=1
Dokud j <= n:
Jestlize za&[k] < odm a j+za&¢l[k] <= n:
a = pole[j + za&[kl]
Jestlize a < vysl[il:

vysl[i] = a
minIndex = k
j =3+ odn
k=k+1
za&[minIndex] = zad[minIndex] + 1

Vrat vysl

Zvldstni kategorii tvori vyukové jazyky, snaZici se byt co nejjednodussimi a
zdroven, poutavymi pro déti. Nekdy jsou v nich textové prikazy nahrazeny ikon-
kami, z nichZ se vytvdri program metodou tdhni a pust.

V Logu, starém jiZ pres 40 let, se ovladad Zelva, kterd chodi po plose, a kdyZ
spusti ocasek, kresli za sebou stopu. Tomuto zpusobu kresleni se dodnes Tikd Zelvt
grafika.

24-1-5 Razitkova grafika 12 bodu

EI Predstavme si vytvafeni grafiky trochu podobné Zelvi, ale s jedinou operaci —
otisk ¢tvercového razitka. Kreslit budeme na klasickou bitmapu (¢tvercovou
sit pixeld) jedinou barvou, napiiklad éernou na bilé pozadi.

Dostali jste ¢ernobily obrazek o rozmérech N x M pixelt a vasim tkolem
je ur¢it, pomoci jakého nejvétsiho razitka mohl byt vytvofen. Zadny pixel nesmi
byt orazitkovan dvakrat.

Na obrazku je priklad vstupni bitmapy. Nejvétsi razitko, kterym se da vy-
tvorit, ma velikost 1 pixel, razitkem se 2 pixely by nesel nakreslit ¢tverec 3 x 3

11
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vlevo dole.

Dalsim jazykem pro déti je v CR wvytvoreny Karel (pojmenovany po Karlu
Capkovi), v némz se na ctvercové siti ovlddd robot. Domdciho ptivodu je i Baltik
obsahugjict postavicku c¢arodéje, ktery chodi po plose a caruje na policka obrdzky.

24-1-6 V bludisti s krumpaéem 9 bodu

V Baltikovi i v Karlovi je typickou tilohou pro zacatecniky prochéazeni blu-
disté. Postavicka chodi po ¢tvercové (popf. obdélnikové) siti, musi se vyhybat
zdem, ale obcas se miize rozhodnout néjakou zbourat.

Mate mapu velkého bludisté na ¢tvercové siti s rozméry N x M. Policko je
budto prazdné, nebo je na ném zed. Ukolem je najit pro postavicku nejrychlejsi
cestu od vchodu do bludisté k vychodu (je tam jen jeden) s tim, ze zbourani zdi
stoji stejné Casu jako ujit K — 1 policek (takze polic¢ko se zdi postavicka projde
celkové za stejny Cas jako K prazdnych).

Pro jednoduchost staci vypsat dobu na projiti nalezené trasy. Muzete také
predpokladat, ze K je nejvyse 10.

Priklad bludisté vidite niZe na obrazku. Pro K mensi nez 5 se vyplati pro-
bourat dvé zdi, pro K vétsi nez 5 je lepsi zdi obejit a pro K = 5 jsou stejné dobré
obé cesty.

Léta vyvoje programovacich jazyki prinesla i mnohé plody, jez jsou hezké,
zajimavé ¢ alespor vtipné, le¢ v praxi naprosto nepouZitelné. Jednim z nejznd-
meéjsich je Brainfuck, ktery si své jméno skutecné zasluhuge.

Béh programu v ném si lze predstavit jako operace nad polem byti, pricemz
je k dispozici jen jeden ukazatel ma aktivni buriku, s niZ jedinou lze pracovat
bez zmény ukazatele. K tomu vSemu staci 8 instrukci reprezentovanych 8 znaky,
ostatni se ignoruji.

Z 0O takovychto esoterickych jazyku je opravdu pestrd. Obsahuje nejen pri-
buzné Brainfucku (napt. Ook!), ale tieba i Malbolge, ktery se snaZi, aby bylo
programovdni v ném co nejobtiznéjsi, INTERCAL, v némZ je nutno mimo jiné
o provedeni prikazu prosit, avSak ne moc, a Whitespace, ktery vyuzivd jen znaki
mezera, tabuldtor a novd rdadka.
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JelikoZ md Brainfuck stejnou vypocetni silu jako jin€ béiné€ jazyky (populdr-
né feceno), jako demonstraci uZitecnosti wvedme jazyk HQI9+ se 4 instrukcemi
pokryvagicimi typickée testovaci ulohy pro jazyky, le¢ nic jiného:

h — wvypise ,,Hello, world!“,

q — zobrazi zdrojovy kod programu,

9 — vypise text k pisnicce ,99 Bottles of Beer on the Wall“ (ano, md 100 slok),
+ — 2vysi o 1 hodnotu akumuldtoru.

Ze programovdni je umeéni (dokonce abstraktni) a psdt meni potreba, doka-
zuje Piet, pojmenovany po holandském maliti Pietu Mondrianovi. Nékterd je-
ho abstrakini dila vypadaji skoro stejné jako programy v Pietu, reprezentované
bitmapou s maximdlné 20 barvams.

Pokud vds netradicni programovant zaujalo, péknou sbirku roztodivnych ja-
2yki najdete na specializované wiki.?

Jak bude vypadat vijvoj jazyki v budoucnosti? Nékteri turdi, Ze nic nového,
prevratného do 10 let neprijde a na $picce se udrzi stavajict jazyky, které se budou
jen pomalu vyvijet a ddle prejimat prvky z funkciondlnich jazyku. Treba nds ale
nékdo prekvapi!

Jednim z novijch trendu, jeZ se nyni rychle rozviji, je paralelismus, vychd-
zejict z myslenky rozdélit dlouho trvajici vypocty mezi néekolik procesori nebo

vvvvv

24-1-7 Distribuované vypocty 10 bodu

Firma Hack & Crack vlastni N (tedy mnoho) pocita¢ii vzajemné propo-
jenych mezi sebou (ne nutné kazdy s kazdym). Rozhodla se, Ze prolomi Sifru
americké armady, a na vypocet nasadila veskeré sily.

Ubéhlo par dni a programatofi z hrizou zjistili, Ze je ve vypocCtu chyba a
musi se prerusit. Postupné tedy vypinaji pocitace, chtéji vsak, aby se v kazdém
okamziku mohly vSechny bézici po¢itace spolu domluvit (tj. mezi kazdymi dvéma
lze pies né&jaké jiné poslat zpravu).

Pomozte jim najit pofadi, v némz maji vypinat pocitace (oé¢islované od 1
do N). Na vstupu kromé N dostanete i seznam dvojic kabelem propojenych
podéitaci (propojeni je obousmérné).

Miizete predpokladat, Ze na zacatku lze poslat zpravu mezi kazdymi dvéma
pocitaci. Je-li feSeni vice, staci najit jen jedno.

Priklad: ve firmé je 7 poditaci a propojené jsou 1-2, 1-3, 2-3, 3-4,
3-5, 3-6, 3-7, 5-6, 6-7. ReSenim je napiiklad vypinat v potadi 4, 5, 7,
6, 3, 1, 2nebo 2, 5, 6, 7, 4, 1, 3 a nebo mnoha jinymi zptsoby.

2 http://esolangs.org/wiki/|
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Ve vzddlené budoucnosti by se klidné mohlo programovat v anglictine nebo i
v cestiné. Hello world by vypadal treba takto:

Vypi3 ,Dobrou noc, svéte!" (bez uvozovek)
a skonci.

Co byste Tikali na takovyto program?
Vyres vSechny ilohy z 1. série.
Zapi8 jejich TeSeni po jednom do PDF.
Odevzdej Te3eni pres web KSP.

Zatim jedinym alesporni trochu funkénim prekladacem cestiny se zdaji byt cesti
programdtori. DokdZete napsat kompildtor pro pocitac, ktery bude dobry alesporn
jako clovek, co neprogramuge?

Povidani o jazycich sepsal Pavel Vesely.
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Druh4 série

Bylo nebylo, povidali si takhle dva clenové prvobytné pospolné spolecnosti,
kolik ma ktery ovci. Jeden mél doneddvna deset ovct, le¢ pred pdr dny se jedné
z nich narodilo jehné, a nyni md tedy ovci jedendct.

Onen pribytek jedendcté ovce byl sim o sobé radostnou uddlosti, nicméné
jejiho Stastného magitele trdapil drobny problém. Uz nemohl jednoduse ukdzat na
prstech, kolik ovci ma, musel ukdzat celych 10 a poznamenat k tomu, Ze md jeste
jednu navic.

Kdyz si postézZoval kamarddovi, oba se zamysleli, co s tim. Po chvili vzal
jeden z nich pomérné ostry primitivni ndstroj, jenZ by se dal oznacit jako nuz,
sebral ze zemé delst klacik a udélal na ném 11 zdrezu.

Moznd tak, moznd néjak jinak vznikla tato primitivni metoda pocitini ovct.
Jisté se vsak hodila jednomu z jejich potomki, ktery tuhle na louce pdsl stddo,
kdyZ tu najednou zjistil, Ze v sousednim lese hoti. Navic jedind rozumnd cesta
z té louky vedla prdve tim lesem.

24-2-1 PoZarni poplach 11 bodu

V lese hoti. Pfedstavme si les jako ¢tvercovou sit, na kazdém policku je budto
skala (neprtichozi policko), pozar, nebo les. Pozar se za jednotku ¢asu rozsifi na
vSechna sousedni policka, na kterych je jesté les.

Lesem je vSak potfeba bez thony projit a nas zajima, jak dlouho to jesté
bude moZné. V4§ program dostane na vstupu nejprve rozméry lesa (R a S) a
potom R fadkia délky S slozenych ze znakt @ (ohernl), # (skala) a . (les).

o#...0Q 0#000Q
CHOHHE O#Q###

...... N (clefelelefel
HitH#H # HHHHOH#
..... # ....o#
HiH# . . H#Hi## . .

Na vystupu vypisete, kolik jednotek casu bude les jesté prichozi zleva do-
prava. To znamend, Ze z alespon jednoho policka na levém okraji bude existovat
cesta pouze nehoricim lesem do néjakého policka na pravém okraji. Pohyb je
povolen pouze svisle a vodorovné, nikoli sikmo.

Pro zobrazeny vstup je spravnym feSenim ¢islo 7 — oheil se rozhoii jako na
druhém obrazku. O chvili pozdéji by jiz hofelo i policko oznacené o a les by byl
nepruchozi.
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Jste jisté zvédavi, k cemu pasdckovi byla ona slibovand metoda. Jednoduse
st po pruchodu lesem spocital, kolik ovei mu zbylo a kolik ovct uhotelo. Co jiného
byste cekali?

* Kk k.

Uplynulo mnoho vody v Tece, pres kterou potom pasdcek prevedl ovce, aby
neuhotely v rozsahlém lesnim poZdru, nez nékoho napadlo pocitat treba presou-
vdnim kulicek na pocitadle. I to je vsak ndstroj znacné ddvného puvodu.

KazZdy z nds snad nekdy pocital na pocitadle v pruni tridé, obcas nekdo slysel
o ruském scotu.

Dovolme si malou odbocku. V Rusku bylo jesté pred néjakou dobou naprosto
bezné pocitat na scéotech. Byl o ne tudiZ velky zdjem, a tak byly nedostatkovym
zbozim.

Problém byl v chybné umisténém centralnim skladu. Veleni armady totiz
rozhodlo (scoty byly strategickym zboZim), Ze vsechny vyrobené scéoty se budou
svdzet do centrdlniho skladu do Moskvy a odtamtud distribuovat po celém Rusku.

24-2-2 Centralni sklad 9 bodu

% Pro zjednoduseni si pfedstavme celé Rusko jako pfimku. Na piimce lezi
N bodt — vyrobcti scotii. Naleznéte idealni misto pro centralni sklad — tako-
vé, ze primérna vzdalenost mezi centralnim skladem a vyrobci bude minimalni.

Na vstupu je na prvnim fadku ¢islo N a na druhém N c¢isel oddélenych me-
zerou — soufadnic vyrobcu. Vypiste jediné ¢islo — soutadnici centralniho skladu.
Je-li vice moznych feSeni, vypiste libovolné z nich.

Generdlni stab vzdpéti zjistil, Ze chyba byla nejen ve spatné umisténeém cen-
tralnim skladu, ale i v centralizaci celého zdasobovani, takzZe scoty byly nedostat-

kovym zboZim i naddle.
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Zajimavym stupném vijvoje byly takzvané Napierovy kostky.®> John Napier
na prelomu 16. a 17. stoleti vynalezl zajimavou drevenou pomicku, kterd usnad-
novala zvldsté nasobent dlouhého cisla jednocifernym.

Pomacka obsahovala podlouhlé hranoly, pro kaZdé cislo od 0 do 9 jeden,
na kterych byly vhodné napsané ndsobky téchto cisel — postupné 0-ndsobek aZ
9-ndsobek. Kdyz se pak poskladaly hranoly spravné k sobé, stacilo uz akordt pre-
pocitat prenosy.

6 | 3|5

6| 3 5 Rddek 9:
21 6] 0 6! 315

5 |2
579175 95,24

5 |7 |1 |5

5

4 P 24 4 0 chz’ta’;r;f}é]z;iv.afloleva
5 12 |4 Tedy 6359 = 5715.

24-2-3 Odcitani 7 bodu

Nésledujici program simuluje néco jako mechanické pocitadlo. .. tedy aspon
jej simulovat ma. Jestli to je pravda, ovéfte vy.

Predlozena funkce ma odcitat dvé ¢isla a vracet jejich rozdil. Jeji vstup ma
byt zadan tak, ze na pozici [0] je Cislice nejvyssiho fadu.

Varianta v C bere jako prvni dva parametry vstup, ve tfetim vraci vystup
a Ctvrty urcuje, kolik cifer ¢isla maji. Program v Pythonu bere vstup ve svych
parametrech a pole vraci pfimo.

Zadéani je v desitkové soustavé (cifry 0-9) a ¢isla musi mit stejné cifer, byt
by jedno z nich mélo zadinat nulami.

3 http://en.wikipedia.org/wiki/Napier’27s_boneg
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Kdyz tedy chcete od¢itat 635 — 21 v C, volate
int pl] = {6, 3, 5};
int d[] = {0, 2, 1};
int v[3];
funkce(p, d, v, 3);

a v Pythonu jednoduse funkce([6,3,5], [0,2,1]).

V kédu nehledejte ani syntaktické chyby, ani podivny styl, ani jiné formalni
problémy. Vasim tkolem je dokazat nebo vyvratit jeho spravnost a v kazdém
ptipadé urcit jeho slozitost (¢asovou i pamétovou).

Zde je kod v C:

void funkce(int prvni[]l, int druhe[],
int vysledek[], int delka) {
int index = 0, i;
for (i = 0; i < delka; ++ i)
vysledek[i] = prvni[i] + 9 - druhe[il;
vysledek[delka - 1] ++;
while (index < delka) {
if (vysledek[index] >= 10) {
vysledek[index] -= 10;
index --;
if (index >= 0)
vysledek [index] ++;
else
index ++;
} else
index ++;
}
}

V Pythonu:

def funkce(prvni, druhe):
vysledek = prvnil[:] # Kopie prvniho pole
for i in range(0, len(druhe)):
vysledek[i] += 9 - druhel[i]
vysledek[-1] += 1 # -1 = posledni prvek
index = 0
while index < len(vysledek):
if vysledek[index] >= 10:
vysledek[index] -= 10
index -= 1
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if index >= 0:
vysledek[index] += 1
else:
index += 1
else:
index += 1
return vysledek

Napierovy kostky byly mimochodem v 19. stoleti prekondny jesté silenéjsim
vyndlezem — Genailloviymi-Lucasovymi pravitky.* Tato pravitka pocitala automa-
gicky i prenosy.

Autor pribéhu si pravdépodobné jednu takovou sadu poridi a bude s ni machrovat na zkousce
z Analyzy III.

* Kk k.

Tou dobou také zacinaly vznikat proni mechanické pocitaci stroje, obuykle
na objedndvku bankovnich ustavi nebo zdamoznych obchodniki, kteri potrebovali
(jak jinak) pocitat penize.

Autory téchto stroju byli naptiklad Blaise Pascal nebo Gottfried Wilhelm
Leibniz. Roku 1820 pak $éf pojistovacich spoleénosti Charles Thomas sestrojil uz
pomeérné sofistikovany stroj, ktery umél scitat, odcitat, nasobit i délit ve velmi
rychlém case.

Onomu stroji se tikalo Arithmometer a zvladnul vyndsobit dvé osmimistnd
cisla za 18 sekund a na délent potreboval necelou pulminutu.

Byl to na svou dobu dokonaly vyrobek, takZe Charles Thomas zaloZil proni
tovdrnu na vyrobu poéitacich stroji. Jeden jeji obchodni cestugici pry prodal Ari-
thmometer i na tehdejsich Krdlovskjch Vinohradech (soucdsti Prahy se staly aZ
v roce 1922). Jak by to vypadalo dnes?

24-2-4 Odbocdéeni vlevo 7 bodu

@ Prazské Vinohrady se vyznacuji tim, ze na zadné kiizovatce neni povoleno
odbocit vlevo. Vzdy se smi jet jen doprava a rovné. Alespon to tvrdi zli
jazykové.

Obchodni cestujici se potfebuje dostat z jednoho mista na Vinohradech na
druhé. Vasim tkolem bude najit mu nejkratsi cestu, pfiemz je potifeba respek-
tovat globalni zakaz odboceni vlevo.

Na vstupu dostanete mapu Vinohrad — ¢tvrti s pravouhlou soustavou ulic
(coz je podmnozina jednotkové ¢tvercové miizky); dale pak start a cil cesty (néja-
ké dva tuseky ulic). Vystupem vaseho algoritmu bude itineraf sestavajici z ptikazt
typu ,,jed rovné“ a ,,odbo¢ vpravo®.

4 http://en.wikipedia.org/wiki/GenailleE2%80%93Lucas_rulerd
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Jednu moznou mapu Vinohrad jsme vam zde pfipravili jako pfiklad. Néjaky
start a cil si jisté vymyslite sami.

Pocitact stroje se dale vyvijely, v poloviné 20. stoleti bylo napriklad mozno
obcas potkat prirucni kalkulacku Curta, kterd se vesla do dlané. Dlouho ji pry po-
uzivali napriklad v rallye, a to i v dobé elektronickych kalkulacek, které nevydrZely
otresy pri jizdé.

* k k

V pruni polovine 20. stoleti zacinali konstruktéri pocitacich stroju pomalu
opoustét plné mechanickd zarizeni. Vznikaly napriklad reléové pocitaci stroje,
nebo pozdéji elektronkové pocitace.

Tehdejst pocitace vsak zpocdtku nebyly dvojkové — nemély logické obvody,
ale slozitejsi cleny. Nepocitalo se v nich pouze v nuldch a jednickdch, ale spojite
v napé€ti mezi nulou a néjakym mazximem.

Pak vsak kohosi napadlo, Ze by se dalo pocitat jinak neZ analogove — cisli-
cove, ale ne v desitkové soustave, jak byvalo zvykem, ale ve dvojkove. Vznikaly
tedy stroje pocitajici ve dvojkové soustave, prikopnikem byl napriklad Zuse Z3.

Jiné stroje, naptiklad ENIAC, pocitaly v desitkové soustavé, ale kaZda cifra
byla kodovdna do 4 bitd, se kterymi se pocitalo dvojkové (BCD — Binary Coded
Decimal).

24-2-5 Logicka formule 11 bodua

V pritkopnické dobé digitalnich ptistroju resili vyvojari a konstruktéfi riizné
zajimavé ulohy. Napriklad tuto.

Méjme zadany neuzavorkovany logicky vyraz, ktery obsahuje pouze nuly,
jednicky, AND a OR. Napriklad

0 AND 1 AND O OR 1.

Naleznéte, kolika riznymi zpisoby je mozno zadany vyraz uplné uzavorko-
vat, aby jeho hodnota byla 1, a kolika zptusoby naopak dostaneme nulu. V nasem
prikladu by trikrat vysla 0 a dvakrat 1:

20



Zadani tloh Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

(0 AND 1) AND (O OR 1)
0 AND (1 AND (O OR 1))
0 AND ((1 AND 0) OR 1)
((0O AND 1) AND O) OR 1 =
(0 AND (1 AND 0)) OR 1

mw n
= = O O O

Pak uz nastoupila €ra tranzistori a $lo to rdz na rdz. Vyhodou tranzisto-
ru byla znacnd uspora mista. Najednou mohly pocitace zabirat ne jednu velkou
mistnost, ale jen jednu velkou plechovou bednu. A nebo se do té velké mistnosti
veslo vic vypocetniho vykonu.

Tou dobou bylo proddno okolo 10000 kusu IBM 1401. Z toho pocitace uZ
byla nejvétsi soucdsti ctecka dérnych stitku. . .

Navic byly tranzistory na vyrobu vyrazné levnéjsi nez elektronky.

Takove stroje uz byly dostatecné vykonné na to, aby dokdzaly pocitat vse-
mozné zajimave ulohy. Nebyly vsak jesté dostatecne vykonné na to, aby pocitaly
neefektivne.

24-2-6 Zavorky 13 bodu

A Mg¢jme na zacatku N levych zavorek. Nyni ndm zac¢nou chodit pfikazy ,,otoc
zévorku na pozici i“. Po kazdém takovém piikazu vypiSete, jestli je ted Fetézec
dobfe uzavorkovany.

Dobre uzavorkovany fetézec levych a pravych zavorek splituje podminku, ze
levé a pravé zavorky je mozno prirozenym zpusobem sparovat.

Program si na zac¢atku mize néco predpocitat — na vstupu dostanete N, coz
bude pocet zavorek v fetézci. Potom bude postupné dostavat vyse definované
prikazy a hned je bude zpracovévat.

Nemuzete si tedy pockat, az dostanete tfeba celou posloupnost pfikazi, nebo
je brat po nékolika. Vzdy ptijde piikaz a vy jej zpracujete. Pak teprve piijde dalsi
prikaz atd.

Néjakou dobu vyjvojdri zmensovali tranzistory, aZ nékoho napadlo ddt jich do
jednoho pouzdra vic — v jednu dobu se sesly rovnou dva vyndlezy integrovanich
obvodi — Jack St. Clair Kinby a Robert Norton Noyce nezdvisle na sobé vynalezli
mikrocip na konci 50. let 20. stoleti.

Trvalo uz jen pdr let, nez byl vynalezen mikroprocesor. V roce 1971 byl
vyroben mikroprocesor Intel 4004.

V roce 1981, o celych 10 let pozdéji, pak miniaturizace dosdhla takového
stavu, Ze bylo mozno vydat IBM PC.

To byl prunt pocitac, ktery se vesel na stul a byl rozumné levny, takZe jeho
rozsireni nabylo znacnych rozméri a firma IBM méla znacné zisky.

Na vysluni slavy se pomalu zacal dostavat Microsoft se ,svym* MS-DOSem
(slovy zlgch jazyki, Messy, Slow and Dirty Operating System). . .
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24-2-7 Stétcovani 10 bodu

V dobé vydani IBM PC bylo potfeba vyrobit propagacni plakat.

Grafici dostali podivné zadani (ale neni se ¢emu divit vzhledem k tomu, jak
vypadéd napfiklad instrukéni sada procesoru Intel 8088...) — plakéit je potieba
nakreslit co nejvétsim Stétcem.

Jak se kresli stétcem velikosti K7 Vybereme si na ¢tvercové siti libovolny
¢tverec velikosti K x K. Ten vybarvime; postup opakujeme.

Obrazek je ¢ernobily (tedy policko je budto vybarvené, nebo nevybarvené).
Policka je mozno obarvit opakované.

Na vstupu dostanete obrazek jako tabulku 1 a 0; na vystupu vypiste jedno
celé ¢islo — K — maximalni moznou velikost Stétce.

Napriklad pro uvedeny obrazek plati K = 2.

IBM PC v podstaté vytlacil z trhu veskerou konkurenci. Jeho jednoduchd a
moduldrni architektura spolu s procesory firmy Intel (8088 apod.) zpisobila, Ze
ndklady na vyrobu i opravy byly (na svou dobu) velmi nizké.

Navic v podstaté vsechny dalsi procesory, které Intel vyvijel, byly s 8088
zpétné kompatibilni, co se tyce instrukcni sady. Nebyl proto problém spustit sta-
ry program na novéjsich strojich, coZ byl dalsi divod masivniho rozsirent této
platformy.

I soucasné€ pocitace v sobé v drtivé vétsine magji procesory, na kterych pri
trose vile i prastaré programy pujdou spustit. Nebude to asi ani pohodiné, ani
rychlé, nicméné s velkou pravdépodobnosti pobéZi.

Z notebooku s procesorem Intel Core 2 Duo se s vami louci autor pribéhu

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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Treti série

Odpadla posledni cihla a archeolog-dobrodruh se konecné dostdva do hrobky,
kde na néj éekd hora pokladi. Ouha, pri v§i nedockavosti dosldpne na S$patny
panel na zemi a jakoby odnikud se na néj valt obri balvan. . .

O cem asi dnesni pribéh bude? O archeologii? Brakové literatuie? Tak ale-
spom o sférickych objektech? Kdepak, o té nejzajimavéjsi casti minulého odstavce,
o vstupnich zarizenich. Hlavné o téch, co se daji zapojit do naseho nejlepsiho ka-
mardada — pocitace.

Pokud vds téma nenadchlo, soucitime s vami. Zde je uloha na usmirenou.

24-3-1 Intervalové duplicity 12 bodu

I% Mame posloupnost pfirozenych ¢isel délky N. Na vstupu kromé této po-
sloupnosti dostaneme také K dotazi — intervald. Mame rozhodnout pro
kazdy dotaz zvlast, jestli se v intervalu ¢isel ze zadané posloupnosti opakuje
alespon jedna hodnota.

Pokud preskocime par tisicileti a podivame se do 30. let 19. stoleti, moz-
nd nds prekvapi, Ze spolu s Babbageovym zndmym Analytickym strojem uz byly
vynalezeny jak derné stitky, tak kldvesnice — tehdy ovsem jesté oddelené, kld-
vesnice jako soucast pouze prunich psacich stroji. Dérné stitky nejprve slouZily
jako instrukce jednoduchgm automatim (jako samohrajicim pianim na Divokém
zdpadé).

Psaci stroje se zacaly vice proddvat a $irit aZ nekdy v 60. a 70. letech 19. sto-
lett, kdy také vzniklo dnes takika standardni rozloZeni klaves QWERTY. Pocitace
na svij vzestup jesté cekaly a tehdejsi prototypy byly stdle ovldddny dérnymsi stit-
ky.

Dérné stitky nakonec na svij soumrak cekaji dlouhou dobu — informatici
na Matfyzu jsou stdle straseni historkami o ladeni programi zaddvanygch pomoct
dérngch stitka. Prilis flexibilni vstupni zarizent to vskutku nebyla.

Kldvesnice se u pocitaci (po experimentech ve 40. letech 20. stoleti) objevily
az v 60. letech, spolecné s prunimi video termindly (na pocitacich MULTICS).
Pomérné rychle vytlacovaly dérné Stitky, nebot to bylo vylepseni opravdu pod-
statné. Tedy, alespori tam, kde na novéjst pocitace byly penize.

24-3-2 Nemnoho pocéitacu 10 bodu

V jedné méné bohaté spole¢nosti maji N pocitaci, kde kazdy pocita¢ ma
prifazeno pfirozené ¢islo — typ pocitace. Dozveédéli jsme se, Ze firma vlastni ma-
ximalné log, N ruznych druhti poéitaci (tedy je na vstupu jen log, N riznych
hodnot).

Nasim tkolem je vymyslet algoritmus, ktery za takovéto podminky settidi
N disel (typt pocitacli) ze vstupu co nejrychleji.
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Napriklad vstup 3 2 4 4 2 3 4 2 ma4 jen 3 rizné hodnoty, coz je log, 8.
Setfidéna posloupnost je potom 2 2 2 3 3 4 4 4.

I na kldvesnicich samotnich se zrcadlil rychly vijvoj 20. stoleti. Psaci stro-
je pouzivaly kladivka, kterd se po stisku klavesy obtiskla na papire. Pri vyssich
rychlostech psani se véak kladivka casto zasekdvala, coZ neumérné zpomalovalo
psani. Proto pry vzniklo rozloZeni QWERTY — cilem bylo minimalizovat pocet
stiskd kldves blizko u sebe (coZ bylo hlavni pFicinou zasekdvdni).

Pruni kldavesnice zapojené do pocitace byly prosté jen namackané prepinace
na sobé, kaZdy pro jednu kldvesu zvldst. Takové teseni vsak bylo piilis drahé a
tehdy také hure pouZitelné.

Pomérné rychle bylo tedy vynalezeno dnes nejcastéjsi reseni — membrdanové
klavesy s gumovymi cepickami, které po stisku spoji desku s tisténymi spoji dole
s grafitovou castt uvniti, coz vysle signdl pro danou kldvesu.

Druhy nejcastéjsi typ klaves jsou muzkové spinace, které jsou zaloZeny opét
s malou volnosti, diky cemuz kldvesy nepotrebuji tak velky prostor a zdaji se
placatéjsimi.

Tyto kldvesy jsou casté u laptopt a také u nékterych vyrobetu stolnich kldves-
nic. Oba dva hlavni typy kldvesnic jsou velmi levné, a tak vétsina populace znd
jen tyto.

24-3-3 Parovani znalcu 10 bodu

Vratili jsme se do nasi hypotetické firmy a nyni koukédme na hierarchii za-
méstnanci a jejich $éfa. Kazdy zaméstnanec (kromé feditele) ma jednoho pii-
mého nadrizeného, feditel $éfuje celé firmé a ve firmé nejsou zadni lidé, co by si
byli navzajem $éfem i podfizenym. (Jinak Fec¢eno, zaméstnanci tvofi strom.)

Kvili kurzu psani vSsemi deseti potfebujeme rozdélit zaméstnance do co
nejvic neprekryvajicich se dvojic tak, ze ve dvojici je vzdy jeden zaméstnanec
a jeho prfimy nadfizeny. Naleznéte algoritmus, ktery pro danou firmu spocita
maximéalni mozny pocet téchto dvojic.

Jaké dalsi typy klavesnic ti ,znalci® vlastné znaji? Kromé membrdnovych
kldvesnic existuji jesté klavesnice, kterym se tikda mechanické. Tyto kldvesnice
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sice také casto vyuzivdji membrdanové cepicky, ale casto je kombinugi s jinyms
technologiemsi, které maji za cil vyvazit nevyhody membrdanovych kldvesnic.

Za hlavni nevyhodu je povaZovdana velmi mald odezva kldves, takZe pisatel
must vyvinout vétst tlak na kldvesu, aby ji stiskl.

Mezi tyto klavesnice patii napriklad jejich hlavni zdstupce, mechanické spi-
nacové klavesnice, které podobné jako jejich predkové pouzivaji spinac pro kaZdou
kldvesu zvldst, v kombinaci s pruZinkou a zvukovou odezvou po stisknuti. Ddle
k nim tadime také kapacitni kldvesnice a kldvesnice s ohybajict se pruzinkou.

Ackoli kldvesnicovi gurmani mnohdy preferuji mechanické kldvesnice nad
temi levngmi, jejich skutecné vijhody mohou byt hodné subjektivni a hlavné malé
v porovndni s Tddové vyssi cenou kldvesnice.

I uw membrdnovych klavesnic existuji kvalitni produkty s rozumnou odezvou
i cenou — je treba byt pysny ma ceskou firmu ZF Electronics Kldsterec s.r.o,
vyrobnu kvalitnich jak membrdnovijch, tak mechanickych kldvesnic v CR.

Ironii ovsem je, Ze ackoli se kldvesnice stale vyrabi, vétsina jejich produktid
neni dostupnd na ceském trhu a musite je dovézt napriklad ze sousedniho Né-
mecka ¢i Rakouska.

Mechanické kldvesnice (hlavné diky své vysoké cené) tedy neziskaly na po-
pularité a byly zcela poraZeny jejich levnéjsimi bratranky, zatimco jin€ oblasti
prdce s pocitacem (grafické proky, zvuk) si udrZely na trhu kvalitni produkty diky
pouZitelnosti v profesiondlni sfére.

AZ bude soused vyhazovat svoji starou klavesnici z 90. let, radéji se na ni
bezte podivat — mnohdy lidé nasli v sousedstvi starou kldvesnici IBM, kterd se
pak dala prodat za pekny peniz na internetu.

24-3-4 Navrat do podposloupnosti 12 bodu

Predstavme si na chvili, Ze jsme firmou IBM a drzime v ruce seznam vsech
naSich verzi klavesnic. Verze jsou vlastné piirozena cisla. Obcas ale probéhne
v IBM reorganizace, a tak posloupnost ¢isel verzi nemusi byt rostouci.

Zajimalo by nas, jakou nejdelsi souvislou rostouci podposloupnost ¢isel verzi
klavesnic v seznamu najdeme. AvSak nejsme jen obvykla firma, jsme IBM — méme
ve skladu stroj casu na jedno pouziti. Mzeme se tedy vratit v Case a jeden
souvisly tsek verzi (rostouci nebo ne) prosté ze seznamu skrtnout — a pak hledat
nejdelsi souvislou rostouci podposloupnost ¢isel ve zbytku.

Vymyslete algoritmus, ktery nam v tomto hleddni pomiize. Pokud existuje
vice TeSeni, vypiste libovolné z nich.

Napftiklad pro seznam 1 4 7 2 3 5 9 1 vySkrtneme ¢ast 4 7 a dostaneme
tak rostouci souvislou podposloupnost 1 2 3 5 9.

A tak mnoho z nds pise na levnych kldvesnicich a jsme Stastni ve zdravi.
Nebo nejsme? Syndrom karpalniho tunelu je skutecnd zdleZitost, a prestoZe mno-
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ho z nds se stdle tési dobrému ruénimu zdravi, autor tohoto ¢ldnku nedoporucuje
pohodli pri psani zanedbat.

Jste-li pysni na to, jak rychle pisete, muze se vam lehce stat, Ze za par let
pysni nebudete — moznd ve svych 40 letech uZ nebudete moci psdt vibec.

Nicméné neznamend to, Ze musite hned prejit na pohodlnéjsi klavesnici.
Ezistuje trida klavesnic, které se snazi zachranit pisatelum ruce, nazyvaji se er-
gonomicke.

Z osobni zkusenosti mohu poturdit, Ze na nekterych se opravdu pise pohodl-
néji. Stejné jako u mnoha jinych nemoct ovsem neni zcela prokdzdno, Ze syndrom
karpdlniho tunelu je tvoren psanim na $patné klavesnici a Ze ergonomické kld-
vesnice maji jakykoli prospésny efekt.

Budete-li premyslet nad svym zdravim, zamyslete se hlavné nad tim, jaok
u pocitace sedite a na jaké Zidli.

24-3-5 Souéin zlomku 10 bodu

Nelamte si u pocitace pater, zkuste si radsi zlamat par zlomka. Na vstupu
mate seznam racionalnich ¢isel — zlomki zapsanych v zakladnim tvaru. Vasim
tkolem je zlomky vynasobit a vypsat vysledek opét v zédkladnim tvaru.

Pozor, zlomkt mize byt hodné a prestoze se kazdé ¢islo na vstupu i vysledek
vejdou do celociselného datového typu, uz neplati, Ze by se kazdy mezivysledek
musel do takového typu vejit. Cely vstup se také do paméti vejde.

Napriklad na vstup 17/63 100/99 81/85 77/20 vypiSete vystup 1 nebo
1/1. Vstup i vystup ma jisté citatele i jmenovatele mensi nez bajt, nicméné po
vynasobeni prvnich dvou ¢lenti ziskdme 1700/6237. ..

Nejen kldavesnicemi vstupugje clovék do pocitace. V 70. letech vzniklo dalsi
dnes vsudypritomné vstupni zarizeni — mys. K zrodu mysi se vaze tato anekdota:

Kdyz Steve Jobs prijel do vjvojového stiediska Xeroxu v Palo Alto, ukdzali
mu tam tritlacitkové zarizent za 300 dolard — mys. Byl ji tak unesen, Ze se rozhodl
mysi doddvat ke svym pocitacium Apple.

Apple v té dobé ovsem neproddval predrazené produkty, takzZe se jim podatilo
zjednodusit pivodni mys od Xerozu a sniZit cenu za 15 dolari, coZ byl proni odraz
mysi do svéta (stolnich) poéitaci.

Priznejme si, Ze toto vie trochu minulo cesky trh, mebot po revoluci v ro-
ce 1989 uz proddvali mysi vsichni velci hrdci. Postupné mys ztratila své kolecko,
které se muselo cistit od prachu, pocet tlacitek se neustdle ménil, az se vrdtil na 3
1 vice. . .

Mimochodem, pokud vam bude po odstavci o mechanickych klavesnicich lito,
Ze jednu takovou nemdte doma, muZete se utésit tim, Ze vlastné mdte — akordt je
tritlacitkovd a jmenuje se mys.
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24-3-6 Prunik plana 13 bodua

Zaméstnanec Applu planuje proniknout do sidla Xeroxu, aby mohl co nej-
lépe okopirovat jejich mys. Drzi pfed sebou plany obchodniho a vyzkumného
stfediska, obé budovy se trochu prekryvaji. Pfedstavme si je jako dva konvexni
mnohotuhelniky.

Po spusténi poplachu nebude mit mnoho ¢asu a chce tedy projit jen tu oblast,
které tyto dvé budovy maji spoleénou — prinik. Vymyslete program, ktery mu
pomuze tento prunik najit.

Na zdver ndm dovolte maly pohled do budoucnosti. Klavesnice byla vynale-
zena hlavné proto, aby zrychlila prevod textu do tisku (a pozdéji do poditace),
nebot psani rukou bylo dosti nepohodiné a pomalé. Nebylo to ale zrychleni na
véech frontdch (napiiklad matematické predndsky se stdle dost Spatné zapisuji do
pocitace bez pouziti OCR nebo vlastnich notaci).

Jak zrychlit vstup jesté vice? Ackoli jsme v tom stdle jesté bridilové, rozpo-
zndvdni zvuku a subjektivné zajimavéjsi rozpoznavdni mozkovych vin postupuje
ddle a je mozné, Ze brzy se stanou dominantnimi technikami zaznamendvani lid-
skyjch myslenek do nul a jednicek. Uz ted jsou na trhu pomérné zajimavé hracky.’

Kldvesnice, mysi a jin€ sice nezmizi zcela ze svéta (u nds doma mdme stdle
videokazety a videopiehrdvac), ale moZnd je nasi potomci budou zndt jen z vyprd-
véni nds melancholickych stariki. Treba jsme jedna z poslednich generact, kterd
na nich bude umét psat. To je fajn, ne?

Mimochodem, Cesi na kldvesnicich psdt celkem umi — i v psani na pocitacs
se konaji mezindrodni soutéZe (i pro stredoskoldky) a Cesi jsou ¢asto na prunich
prickdch. Napiiklad Intersteno.S

Programadtorské soutéze vsak obsahugji stdle jesté o trochu vic premyslent nad
ulozkami, jako je tato:

24-3-7 Mazani zavorek 8 bodu

@ Na vstupu se nachazi uzavorkovani délky N s K rtznymi druhy parovych
zévorek. Uzéavorkovani muize a nemusi byt korektni. Vasim ukolem je zjistit,

http://en.wikipedia.org/wiki/Brain¥%E2%80%93computer_interfacd
http://www.intersteno.org/|
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jestli je korektni, a pokud neni, jestli existuje néjaky druh zévorek takovy, ze po
odebrani vSech zavorek tohoto typu bude zbytek uz korektné uzavorkovan.

Naprtiklad uzavorkovani ([{]1}) pro N = 6 a K = 3 neni korektni, ale po
odebrani zavorek typu [] se takovym stane, stejné jako kdyz odebereme zavorky
typu {2}.

Povidani o vstupnich zatizenich bylo dlouhé, ale mnoho oblasti jsme prak-
ticky zatajili. Joysticky, volanty, peddly, rozloZeni klaves na kldvesnici, jakéekoli
detaily a tak ddle.

Pokud by vds zajimalo vic. . . odloZte psact stroje a zkuste se podivat na in-
ternet. Slyseli jsme, Ze se na ném dd najit spousta veéct.

Martin Bohm
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Ctvrté série

Den pruni: ,Jad se na to tedy podivam* povzdechl si John a vstal od papi-
rovdni. Pritom hodil okem po kalenddri. Pdty leden 2137, uZ jenom tri dny do
slavnostniho otevieni sekce vistupnich zavizeni muzea pocitaci. A pordd nemd-
me funkcéni expondty, zaklel v duchu a poklusem se dal k oddélent elektronkovijch
pocitacu.

U presné kopie pruniho elektronkového pocitace ENIAC z roku 1946, jak hld-
sal holograficky panel, jej privital jeden z techniku. ,,Problém je s timhle panelem;’
rekl a ukdzal na desku se Zdrovickami. Ta, jak si John pamatoval, neméla u pi-
vodniho ENIACu Zddny klicovy vyznam, ale méla slouzit pro vizualizaci vypoctu.
Bézni lidé chtéli vidét, Ze ta ohromnd konstrukce néco déla a blikajict svétla byla
nejlepsi. Od té doby také nékolik desitek let preZivala predstava pocitace, jako
stroje s chaoticky blikajicimi kontrolkams.

24-4-1 Inicialy predku 10 bodua

%Tym techniki chce nechat na panelu se zarovickami postupné zobrazovat

néjaky fetézec znaki, aby panel pékné blikal a upoutalo to prochézejici lidi.
é Panel je tvofeny spoustou sloupct zarovek a kazdy sloupec umi zobrazit
jeden znak.

Technici si jako spravni hracickové sepsali inicidly vSech svych pfedka az do
20. stoleti a ty chtéji nechat zobrazovat na panelu.

Nicméné, ¢éim je fetézec delsi, tim déle se musi vkladat do paméti pocitace.
Technici si chtéji uSetfit praci, a tak by chtéli znat takovou jeho nejkratsi ¢ast,
jejimz opakovanim se da vypsat cely retézec.

Vasim tkolem je tedy napsat program, ktery si na vstupu pfecte fetézec
znaki (slozeny z velkych pismen anglické abecedy), nalezne v ném nejkratsi usek,
jehoz opakovanim vznikne cely fetézec, a vypise jeho délku.

vstup odpoved
ABABAB 2
ABABA 5
AAA 1

John se po wvyreseni problému jesté chvili prochdzel oddélenim nejstarsich
pocitacu a zkoumal dalsi vistupni zarizeni. U jedné staré tiskdrny se dal do Teci
s pruvodcem, ktery si zrovna cvicil svij vyklad.

»INez prisly na scénu ruzné obrazovky, velmi oblibenou metodou vystupu byl
tisk na ruzny tiskarndch ¢i elektronickiych psacich strojichy zacal pruvodce. , Ne-
umeély samozrejmé tisknout néjakou grafiku, natoZpak trojrozmérné, jako ty dnes-
ni. Ale zvladaly celkem rychle tisknout znaky. Tiskdrny zvlddajici tisk néjakijch
jinych obrazcu neZ znaku prisly aZ v 60. letech 20. stoleti
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Presel k pronimu expondtu ,Nejdrive se pouZivaly jehlickové tiskdrny, které
se stylem fungovdni podobaly psacim strojum. Pomoci jehlicek pritiskdvaly ba-
revnou pdsku na papir. .. pozor, pane, ta pdska pordad barvi. AZ teprve pocdtkem
70. let se zacal prosazovat laserovy tisk. Ten funguje v zakladé tak, Ze se pomoct
laseru na sprdvngch mistech vybije elektrostaticky nabity rotujici selenovy vdlec.
Toner se prichyti pouze na vybitd mista, pohybem vdlce ndsledné prilne na papir.
A nakonec se toner do papiru zapecet

»A co inkoustové tiskdrny, myslel jsem, Ze prisly drive neZ laserové?“

10 je casty omyl. Inkoustové tiskdrny se zacaly prosazovat aZ pocdtkem
80. let, ale protoze byly levnéjsi na vyrobu, prosadily se hlavné v domdcim prostre-
di. Funguji tak, Ze se inkoust v tryskdch tiskové hlavy zahteje pomoci malického
elektrického téliska asi na 300°C a pak vlivem tlaku ve velké rychlosti vystrikne
z trysky na papirt

Vyklad o tiskdrnach byl ale prerusen jednim ze strdznych muzea. , Problém
Séfe, spadnul ndm systém zjistovdni polohy expondti. Vime, kde expondt je, ale
systém uzZ nevyhodnoti, jestli je porad uvniti budovy, nebo ne To tu jesté schd-
zelo, pomysli si John, ale neddvaje na sobé zndt unavu poslednich dni se vyddva
za straznym do velinu bezpecnosti, kde si nechdvd vysvétlit fungovdni celého sys-
tému, tedy spise jeho nefungovani. Bude nutné ho cely prepsat.

24-4-2 Sledovani exponatu 8 bodu

@ Hranice muzea pocitaci ma tvar nekonvexniho mnohothelniku. Na sledova-
ném exponétu je pfipevnéno ¢idlo, které vysila jeho aktudlni polohu (uréenou
napfiklad pomoci GPS).

Meéli byste straznym v muzeu pomoci tim, ze vymyslite postup, jak zjistit,
jestli je exponat jeSté na tizemi muzea, nebo ne. Jediné, co mate k dispozici, je
poloha exponétu a posloupnost vrchol hranice muzea.

Byla uz skoro piulnoc, kdyz John konecné vitézoslavné klepl do poturzovaci
klavesy a zvedl se od pocitace. Tak, dalsi problém vyreseny, poklepal se v duchu
po rameni. Ted ale musim stihnout ten banket v aule muzea.

Rychle probéhl skrz kanceldt, vzal na sebe spolecensky oblek a pospichal, at
stihne alespon pulnocni pripitek.

24-4-3 Cinkani sklenickami 8 bodu

Pripitky ve 22. stoleti maji nekolik zakladnich pravidel. Stoji se v kruhu,
v8ichni si musi cinknout se vSemi a déle se nesmi cinkat ,kiizem“ (kdyZ si dva
pary lidi cinkaji, nesmi se jim zk¥izit ruce).

A aby to nebylo tak jednoduché, cinka se v taktech. Vzdy na uder gongu si
¢lovek bud cinkne s nékym, nebo ziistane stat. Pak na dalsi tder gongu s dalsim
clovékem a tak dale, dokud si necinkne se vSemi.
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Vas zajima, kolik nejméné takovychto taktti bude potfeba, aby si navza-
jem cinklo N lidi a také spravny postup, jakym si budou cinkat. Nezapomente
dokazat, ze to na méné takti nejde.

Druhy den rdno prisel John do prdce s hroznym bolenim hlavy — nemeél to
véera s témi pripitky prehdnét. V kanceldri si jenom vzal néco na bolest, pockal,
aZ prdsek zabere, a pak sel zkontrolovat konecné pripravy otevieni expozice. Jen
co vesel do hlavni haly, vsiml si podivného ruchu u dveri skladu.

»Jako by nam nékdo nepral otevient,’ uvital ho vrchni skladnik. ,Mame vy-
padek proudu ve skladu. A to zrovna potrebujeme navézt nékolik beden s témi, jak
se jim Tikalo. .. monitory, myslim. Jsme schopni nabit kaZdému voziku baterie
trochou energie, ale chitélo by to néjak optimalizovat jejich trasy, jinak to prosté
z toho skladu nestihneme vyvézt!

24-4-4 Voziky ve skladu 10 bodu

Moderni sklad 22. stoleti je obsluhovan pouze automatickymi elektrickymi
voziky. Ty normélné cerpaji energii z rozvodné sité voziki, ale pfi vypadku této
sité jsou schopné fungovat i na baterie. Samotny sklad je splet kiizovatek a ulicek.
Ulicky jsou obousmérné, mohou se kiizit i vicetiroviiové a setkavaji se pouze na
krizovatkach.

Navic pod podlahou nékterych ulicek jsou silnoproudé vodice, které svym
magnetickym polem ztézuji vozikim priijezd. Silnoproudé vodice jsou napojeny
na oddéleny okruh, vypadek je tedy neovlivni. Samoziejmé v nich ,tece“ stiidavy
proud, ktery indukuje (st¥idavé) magnetické pole — to v jedné piilce svoji periody
vozik zpomaluje, ve druhé zrychluje.

Skladnici zjistili, ze by toto pole mohli vyuzit — nastavili voziky tak, aby jim
prujezd libovolnou ulickou trval vzdy stejné dlouho, a to pravé pilku periody
stiidavého proudu. Délka cesty a magnetické pole ovliviiuji jen spotfebu energie.

Vzhledem k vypadku napajeni se hlavni skladnik pokousi optimalizovat tra-
sy jednotlivych vozikti a potfebuje od vas najit energeticky nejuspornéjsi trasu
(tj. trasu, pfi niz vozik spotfebuje nejméné energie z bateril) mezi dvéma kfizo-
vatkami, které si urci.

Na vstupu dostanete mapu skladu popsanou jednotlivymi kiizovatkami spo-
lu s ulickami, které mezi nimi vedou. Kazda ulicka ma danou spotfebu energie pri
prujezdu. Dale dostenete seznam uli¢ek, pod kterymi vedou silnoproudé vodice —
muzete si je predstavit tak, ze kazdy lichy prajezd libovolnou kfizovatkou zdvoj-
nasobi jejich energetickou narocnost, kazdy sudy prijezd ji vrati do pocatecniho
stavu.

Samoziejmé vite i odkud kam ma vozik jet — tedy startovni a cilovou kfi-
zovatku. Nejuspornéjsi trasu vypiste jako poradi kfizovatek. Nezapomente, Ze
skladnici spéchaji, vozik tedy nesmi nikdy stat.
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Priklad: mame 5 kfizovatek ocislovanych 0 az 4 a chceme vozik prepravit
z 0 do 1. Vsechny ulicky obsahuji silnoproudé vodice a vedou mezi krizovatkami
(v zavorce je energie spotfebovand pii prijezdu): 0 a 1 (21), 0 a 2 (10), 2 a 3 (5),
3a4(2),2a4 (5),4al (10).

Nejvyhodnéjsi je pouzit cestu 0 — 2 — 3 — 4 — 1, pfi niZ se spotiebuje
39 jednotek energie. Kdyby se jelo ulickou z 0 rovnou do 1, stalo by to 42 jednotek;
cesta 0 -+ 2 — 4 — 1 by stéla 45 jednotek.

Kdyz se ze skladu konecné dostaly i posledni palety s monitory, John si
oddechl. Mezitim, co se hlavni skladnik zabyval voziky, si John dokonce méco
stihl nastudovat © o prastarych monitorech.

Jak psali ve starém propagacnim letdku, proni monitory byly jednobarevné,
napevno vestavéné do pocitaci a nebylo mozné k jakémukoliv pocitaci pripo-
jit jakgkoliv monitor. Za prvni univerzdlni grafickou kartu se standardizovangm
adaptérem se dd povazovat aZ Monochrome Display Adapter (MDA) z roku 1981
od Intelu, k némuZ se dal pres konektor podobny pozdéjsimu VGA (ale s mé-
né piny) pripojit jakgkoliv monitor s timto konektorem. MDA umoZzrioval vystup
80 sloupct na 25 radki znak.

Pozdéji se objevily i karty podporujici nejen znakovy, ale i graficky rezim a
v roce 1987 piisel standard Video Graphics Array (VGA) se svym konektorem,
ktery prezil pres 25 let. Stale se ale jednalo o analogovy vystup. Proni digitalni
vystup do pripojeného monitoru prisel aZ v roce 1999 spolecné se standardem
a konektorem Digital Visual Interface (DVI).

John prestal procitat brozuru, rychle nalistoval posledni kapitolu se zdklad-
nim rozebrdnim principu dvou nejrozsirenéjsich zobrazovaci prelomu tisicilet?
a Cetl. Starsim byla technologie katodové trubice, tedy CRT monitory. Fungo-
valy na stejném principu jako tehdejsi televize. FElektronové délo vysilalo proud
nabitych cdstic, které byly usmérnovany velkymi elektromagnety, na dopadovou
plochu zvanou stinitko. Tam se pomoci latky zvané luminofor proud elektroni
menil na viditelné svétlo.

Druhou technologii, kterd se zacala kvili cené prosazovat az pocdtkem 90. let
a k jejimuz masovéemu rozsireni doslo aZ po prelomu tisicileti, byla technologie
tekutych krystali LCD. Pracovala na principu zastiniovdni svétla. Za deskou z te-
kutych krystali bylo osvétlovact téleso, produkujici bilé viditelné svétlo. Samotnd
deska z tekutych krystalii pak v zdvislosti na natoceni krystalki bud svétlo v da-
ném bodé propoustéla, nebo ne. Natocent krystalki v jednotlivych bodech bylo
7izeno pomoci slabého elektrického proudu.

sleda, ti si s tim vyhrdliy hvizdl obdivneé John a odloZil broZuru. Pak se
podival smérem ke vstupu do expozice, kde méla skupinka pracovniki problém
s naprosto soucasnou zobrazovaci technikou, s holografickymi projektory.
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24-4-5 Holografické projektory 12 bodu

Do expozice muzea se vstupuje dlouhou chodbou, v niz jsou na jedné sténé
instalovany holografické projektory. Kazdy projektor promitd na presné urcéené
misto na druhé sténé chodby.

Z4adné dva promitané obrazy na sténé se sice nepiekryvaji a zadné dva pro-
jektory nejsou na jednom misté, ale mtize se stét (a vzhledem k ndvrhim umélec-
kého designéra na usporadani se stdva dost Casto), ze se paprsky néjakych dvou
projektorti cestou k¥izi. A aby u holografickych projektort nedoslo k nechténé in-
terferenci a rozmazani obrazu, musi v takovém pfipadé pracovat oba projektory
na jiné frekvenci.

Technik, ktery uz tak ma boleni hlavy z navrhi designéra, zaroven chce, aby
bylo pouzito co nejméné frekvenci, protoze je to jednodussi na udrzbu. Kdyz se

projektory nemuzou pracovat na stejné frekvenci.

Navrhnéte tedy postup, jak co nejrychleji urcit, na jakych frekvencich maji
pracovat které projektory, tak, aby pocet pouzitych frekvenci byl co nejmensi.
Od designéra dostanete pouze rozmisténi promitanych obrazt na sténé (napiiklad
ocislované podle pofadi odpovidajicich projektorti na druhé sténé).

Priklad: pro vstup 3 1 2 5 4 se paprsky na stejné frekvenci nek¥izi napii-

klad pfi rozdéleni: frekvence 1 — projektory 1, 2, 4, frekvence 2 — projektory 3, 5.
Viz obrazek:

»Tak vidite, Ze to slo. A vypadd to péknél usmdal se John na designéra, kdyZ
mu konecné vymluvil nekteré jeho silenéjsi ndpady s umisténim holografickiych
projektori. Rozloucili se a John se vydal dal, aZ uplné dozadu celého prostoru
pripravované erpozice. Tam sidlila vystava netradicnich vystupnich zarizend.

Na podstavci u vstupu stdl Braillsky rddek. Jak Tikal popisek, tato pomicka
pro nevidomé mohla zobrazovat az 80 znaku v Braillové pismu. Zobrazeni jed-
notlivych znaku mély na starost vétsinou malé elektromagnety, které nadzvedly
odpovidagici vystupky. Nevidomy tedy mohl prochdzet jakykoliv textovy obsah na
obrazovce a na Braillském tadku si ho precist.

Dalst zajimavosti byla ukdzka technologie, kterd se zacala rozvijet na prelo-
mu pruntho a druhého desetileti 21. stoleti, takzvanych generdtori vuné. Vstupni
data pro tyto véci mohla pochdzet bud ze specidlniho programu, nebo z chemic-
kého c¢idla na druh€ strané komunikacni linky. Generdtor pachu pak z nékolika
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zdkladnich chemickych vini (podobné jako monitor z nékolika zdkladnich barev)
posklddal pach nebo vini, kterd se tomu co nejvice bliZila.

»INéco takového bych si domi asi neporidily ekl John a pak leknutim usko-
céil, nebot se hned vedle néj ndhle rozsvitila velkd obrazovka plnd spousty znaki.
,Promirte pane, jenom tady prochdzime stard zdznamovd média a koukdme, co
by slo zobrazit na téchto obrazovkdch, hned to dam pryct

,Pockejte!“ vyhkrl John, v némz se probudila zvidavost. ,VZdyt to je kus
néjakého starého programového kodu, k cemu asi... hmm. .. pockejte, uz je mi
to asi jasné. Ale proé je to napsané takhle neefektivné?

24-4-6 Stary kéd 9 bodu

Pracovnici muzea pocitact nalezli na jednom starém disku nasledujici kéd.
Zkuste zjistit, co vlastné kéd déla, a zamyslete se nad tim, jestli by nesel prepsat
néjak efektivnéji.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX_H 1000000
#tdefine MAX_V 1001

typedef struct {
int x, y;
}H;
int N, M;
H h[MAX_H];
int v[MAX_V] [MAX_V];
int p[MAX_V];
int f[2*MAX_V];
short b[MAX_V];

int main() {
scanf ("%d%d", &N, &M);
if (N>MAX_V || M>MAX_H) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
for (int i=0; i<M; i++) {
int x, y;
scanf ("%d%d", &x, &y);
if (x>N || x<1 || y>N || y<1) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;

}

34



Zadani dloh Ro¢nik dvacaty &tvrty, 2011/2012

h[i]l = (W{x, y};
vix] [plx]++] = y;
vyl [p[yl++] X;

}
printf ("Vysledny seznam:\n");

for (int k=0; k<M; k++) {

int a = 0;

int z = 0;

for (int i=1; i<=N; i++)
b[i] = 0;

blh(k].x] = 1;
f[z++] = h[k].x;
while (a<z && b[h[k].yl==0) {
int q = fla++];
for (int i=0; i<plql; i++) {
if (blvlq][i1]1==0 && !(q==h[k].x
&& vlql [il==h[k].y)) {
flz++] = vlql [i];
blviql [1]1] = 1;
}
¥
}
if (b[h(k].yl==0)
printf("%d %d\n", h[k].x, hik].y);
}
return O;

}

Vedle néj byl objeven druhy, podobny kéd, u kterého byla poznamka, ze az na
nepodstatny rozdil ve ¢teni vstupu déla to samé:

import sys
MAX_H = 1000000
MAX_V = 1001
v=1I[;p=0; f=0;b=10; h=1]
for j in range(MAX_V+1):

v.append([]); b.append(0); p.append(0)
for j in range(2*MAX_V):

f.append(0)

N, M = raw_input().split(’ ?)

N = int(N); M = int(M)

if N > MAX_V or M > MAX_H:
sys.exit ("Chybny vstup.")
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for i in range(M):
X, y = raw_input().split(’ ?)
x = int(x); y = int(y)
if (x>N or x<1 or y>N or y<1):

sys.exit ("Chybny vstup.")

h.append ((x, y))
v[x] .append(y); plx] += 1
vyl .append(x); plyl += 1

print "Vysledny seznam:"
for k in range(M):
a=0;z=0
for i in range(1,N+1):
blil = 0
blh(k][0]] =1
flz] = h(k]l[0]; z += 1
while(a<z and b[h[k][1]] == 0):
q=flal; a+=1
for i in range(plql):
if blv[ql[i]] == 0 and not (
q == h[k][0] and v[q]l [i] == h[k][1]
)
flz] = vilqllil; z += 1
blviql[il]l = 1

if b[h[k][1]] == O:
print h[k][0], h([k][1]

Kdyz John dozkoumal kod, pozval ho ten stejny technik, ktery ho vylekal, ddl.
,Nechcete se podivat na ty staré helmy virtudlni reality, co jsme zrovna vybalili?*

Proni helmy virtudlni reality se zacaly objevovat koncem 80. a pocdtkem
90. let. 'V podstaté slo o helmu se dvéma malymi obrazovkami, pro kaZdé oko
jedna. Ve spojent jesté napriklad s rukavicems poskytujicimi hmatovou odezvu se
tak clovek mohl ponotit do svéta virtudlnt reality.

Helmy se ale diky své cené a vdze nikdy prilis neuplatnily. Na prelomu proni-
ho a druhého desetileti nového tisicileti jejich funkci ¢dstecné prevzaly technologie
trojrozmérnych bryli a odpovidajicich obrazovek, které byly mnohem dostupnéjsi
neZ drahé helmy.

,Nechcete si treba vyzkouset néjakou starou hru?“ zeptal se technik a aniz

Vv

by cekal na odpovéd, spustil hru s nejndpadnéjsim ndzvem.
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24-4-7 Ctvercové bombardovani 13 bodu

f Predstavte si, ze mate velké mésto a chcete ho srovnat se zemi. Tieba protoze
se vam uz nelibi a chcete misto starych domu postavit nové, moderni.

Mate k dispozici bombardér se specidlni demoli¢ni bombou. Na demoli¢nich
bombach je zajimavé to, Ze jsou peclivé sestrojené tak, aby srovnaly se zemi
pouze presné danou ¢tvercovou oblast. A protoZe jste nakoupili kvalitni demoli¢ni
bomby, bouchaji navic pouze smérem na vychod a jih.

Tedy pokud shodite demoli¢ni bombu s rdzem D do mista [z,y], budou
zdemolovany vSechny budovy ve étverci vymezeném body [z,y] a [z + D,y + D],
ale nic jiného. Protoze ale chcete demolovat efektivné, bude lepsi si vSe predem
propocitat.

Pro zjednoduseni budeme budovy povazovat za body — na vstupu dostanete
jejich podet B < 250000 a jejich souradnice [z;;y:]; —10° < x;,v; < 10° Zkuste
vymyslet program, kterého se budete moci ptat, kolik budov bude zbouréano,
kdy# do mista [z, y] hodite bombu s rdzem 0 < D < 2-10° Vsechny soufadnice
jsou celociselné.

Pocitejte s tim, Ze téchto dotazii bude program dostavat radové statisice,
takze se pokuste, aby odpovédi na dotazy byly rychlé i za cenu delsiho tvodniho
predpocitani.

1o teda byla hra!“ smdl se John, kdyZ sundaval helmu. ,Deékuju

Technik s usmévem prevzal helmu a podival se na obrazovku, kde svitilo
., Urovers New York dokoncena, prejete si pokracovat?*

I nadesel posledni den pred otevienim, do slavnostniho prestriZent pdsky zby-
valo jiz jen nékolik hodin a vse konecné vypadalo pripravené. Projektory svitily,
panel se Zarovickami blikal, voziky ve skladu opét jezdily a sledovaci systém ex-
pondti spokojené predl.

Nestrhne se na posledni chvili jesté néjakd pohroma? Bude konecné doprdno
Johnovi prestrihnout v klidu slavnostni pdsku? Prozradim vdm, Ze ano. Co se
ale stane nékolik sekund po prestiiZent pdsky, to je uz jiny pribéh. Moznd nékdy
PTiste. . .

Od klavesnice se s Vami louci vas dnesni privodce muzeem pocitaci

Jirka Setnicka
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Pata série
,Dobry den, pane, mdte tu jedno rekomando. Prosil bych jeden podpis. . .
vyborné, pékny den prejul“

Zvlastni — doporucené uzZ mi delsi dobu nikdo nic neposlal, vynechdm-li soud-
ni obsilky. .. Tohle ani nevypadd uredné.

Mily priteli,

uz je tomu dlouho, kdy jsem se naposledy ozval. Nezapomnél jsem na Tebe —
jen jsem mél posledni dobou hodné prace kvili té nasi chaté. Pred ¢asem jsi nam
fikal, Ze se mame ozvat, az budeme potiebovat pomoc — tak Ti tedy pisu.

Chata uz je skoro hotova, jen bychom potfebovali pomoc s jednim vykopem.
Mohl by ses nékdy stavit v jiznich Cechach? Sesli bychom se na obvyklém misté,
dopravu na chatu zajistim.

Méj se pékné,

Edo

Hmm. .. Mohl by to byt normdlni dopis. Nebyt toho, Ze Zidného Edu ne-
zndam, a tim méné jeho chatu. Vyvolalo to ve mné znacnou nostalgii. Je tomu
uZ hodné ddvno, co jsem dostal néco podobného — podobné Sifry uz dnes chodi
zdasadné oknem.

Ani nevim, kdo dostal ten bajecny ndpad pouzivat ke komunikaci postovni
holuby. Klasickou postu i telefony od nepaméti kontroluje StB. Veskeré zprdvy
jsme museli Sifrovat velmi podivnym zpiusobem, aby nebudily podezieni. A dostat
cokoliv za hranice bylo aZ doneddvna prakticky nemozné.

To vsechno se s prichodem postovnich holubi zménilo. Jsou podstatné rych-
lejst, nez klasickd posta. Ale hlavné — StB neni schopnd je jakkoliv kontrolovat.
Takze si mizeme dovolit zprdvy posilat prakticky mesifrované. A od dob RFC
11497 ani nemusime vesit nejednoznacnosti datovyjch paketi.

I holubi vsak maji spoustu chyb — napriklad jednosmérnost prenosu. Takovy
postovni holub umi jen jednu véc — at ho dovezete kamkoliv, vidycky trefi do-
mu. Pokud potrebujete poslat zprdvu nékam jinam, mdte prosté smulu. .. anebo
musite pouZit prosttednika (nebo jiného holuba).

24-5-1 Holubi centrala 9 bodu

Typickym problémem byvalo svolavani srazu. Sraz miize vyhlasit libovolny
¢len organizace, jen musi zajistit, Ze se informace o ¢asu a misté dostane ke vsem
ostatnim.

http://www.fags.org/rfcs/rfc1149.html|
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Vas by zajimalo, ktefi ¢lenové mohou sraz vyhlasit. Dostanete seznam ¢lent
v¢etné postovnich holubti, které maji jednotlivi ¢lenové u sebe. Kazdy postovni
holub ma urcéeno, ke kterému ¢lenovi doleti. Mate vypsat ty ¢leny organizace, od
kterych vede spojeni pomoci holubti ke vSem ostatnim. Takové spojeni samoziej-
mé miuze vést pres prostiedniky.

Pokud mé naptiklad organizace 6 ¢lent (s ¢isly 1 az 6), ¢len ¢éislo 3 mé
holuby letici ke ¢lenim 1, 2 a 5, ¢len 5 holuby pro 3 a 6, ¢len 6 umi poslat zpravu
¢lenovi 4 a ostatni nemaji zddného holuba, je spravnym fesenim vypsat ¢leny 3
ab.

Nase ornitologické oddéleni neddvno vymyslelo i efektivni broadcasting (vse-
smérové vysildnt): staci vyuzit hejna labuti. Labuté jsou pri presunu dobte vidét.
Navic se vyskytuji ve dvou barvdch: cerné a bile.

24-5-2 Labuti broadcasting 11 bodu

Zprava pro broadcast se sestavuje nasledujicim zpusobem: Nejprve ji pie-
vedete do posloupnosti nul a jednicek, poté sefadite labuti hejno. Kazd4 labut
odpovida jednomu bitu. Pokud je bit nulovy, zaradite ¢ernou labut; pokud je jed-
nickovy, zaradite bilou. Takto serazené hejno poté vypustite na oblohu a doufate,
Ze poleti spravnym smérem.

v

V labutim hejnu mé prvni labut nejtézsi akol — rozrazi vzduch. Proto se
labuté postupné st¥idaji. Vzdy, kdyZ je prvni labut unavend, zafadi se na konec
hejna, pri¢emz vedouci pozici pfevezme labut za ni.

Ornitologické oddéleni dosud nevymyslelo vhodny pienosovy protokol; proto
se obracime na véas.

Maéte vymyslet co nejefektivnéjsi prenosovy protokol — vite, Ze pii poslani
N bitd pfijemci dorazi N stejnych bitd, ale ndhodné rotovanych. Kdyz tedy
odeslete 1101, tak muze pfijit 1101, 1011, 0111 a 1110.

Vymyslete, jak timto zptisobem odeslat zpravu o K bitech, aby na jeji zakd-
dovani bylo potfeba co nejméné realné odeslanych bita a stale byla jednoznacné
dekddovatelna.

Piiklad: Pro K = 1 je FeSeni trividlni, vySleme tu sprdvnou jednu labut.
Pro K = 2 vysleme bity tak, jak jsme je dostali, a druhy z nich zopakujeme.

Tedy pokud chceme odeslat xy, tak odesleme xyy. Na zpravu délky 2 jsme tedy
spotiebovali 3 bity. Pro K = 3 potfebujeme 5 labuti.

5 bodu dostanete, pokud vymyslite efektivni protokol pro K = 8.

Nostalgie bylo dost. Asi bych nds mél trochu predstavit, kdyz uz jsem to
nakousl. .. jsem clenem jedné orgamizace, kterd md za svij cil postavit tajnou
necenzurovanou telefonni linku z CSSR do Rakouska — snaZime se vybudovat ro-
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2umné spojent se siti EARN.® CoZ se samoziejmé nelibi vlddé ani StB — vznikl by
nekontrolovatelny komunikacni kandl se zahrani¢nim disentem, navic podstatné
rychlejsi nez holubi a labuté dohromady. TakzZe pracujeme tajné.

Cinnost organizace je pochopitelné casové i organizacné velmi ndrocénd.

24-5-3 Struktura organizace 11 bodua

Abychom minimalizovali riziko odhaleni, rozhodli jsme se pro zvlastni orga-
nizaéni strukturu. Kazdy ¢len zna jen své podfizené a svého primého nadfizeného,
od kterého dostava rozkazy. Podfizenych muze byt i vic, nadfizeného méa kaz-
dy jediného, s vyjimkou pravé jednoho velkého $éfa, jenz uz nadfizeného nema.
Nikdo neni nadfizenym sam sobé, a to ani nepfimo.

Do akce je posilana vzdycky skupina ¢lent. Ti mezi sebou potfebuji komu-
nikovat, proto skupina musi ztstat souvisla. To znamenad, Ze po odeslani do akce
musi kazdy ¢len byt schopny odeslat zpravu vSem ostatnim. Zpravy se samoziej-
mé mohou pfedavat pouze mezi znamymi, tedy mezi podfizenymi a nadrizenymi.

Vés by zajimalo, kolika zptisoby mtzeme vytvofit libovolné velkou skupinu,
kterou posleme do akce.

Napftiklad pokud mame 3 zaméstnance, pricemz zaméstnanec ¢islo 3 je pri-
my nadriizeny zaméstnanci 1 a 2, tak mame dohromady 6 moznosti, jak skupinku
vytvorit: {1}, {2}, {3}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}. Zaméstnance 1 a 2 vyslat nemi-
zeme, protoze pak by byli naprosto oddéleni.

7 bodt dostanete, pokud tlohu vyfesite pro strukturu tvofici iplny binarni
strom. Zde ma kazdy dva nebo zadného podfizeného, navic vSichni bez podfize-
nych , jsou si rovni“ — maji nad sebou stejny pocet nadfizenych.

Tentokrat to vyslo na mé. Abych to nezakecal, to rekomando znamend zahd-
jit stavbu, sraz ve mésté, kde by chtél Zit kazdy. Zajisteni dopravy znamend, Ze
nemusim shanét bagr.

Tak uz jen zabalit nékolik kilometri kabelu a hurd na cestu!

Kdo jste nékdy vidéli sraz cleni tajné organizace na verejném misté, jiste
ddte za pravdu, Ze to nent nic jednoduchého. NemuZete si prosté vzit transparent
hlasajici ,Hledam své tajné kolegy!“ a stoupnout si doprostied ndmeésti.

Misto toho je nutné mit predem domluveny zpusob, jak se poznat. Samoziej-
meé dostatecné nendpadny. My vétsinou vyuZivame zemépisnych vlastnosti dané
lokace.

Protentokrdt jsme zvolili sraz na zdpadnim konci nejdelsi dsecky vedouct
ve vychodozdpadnim sméru, kterou je mozné€ na ndmésti najit. Mapu mdme.
Pomizete nam s hleddnim takové usecky?

http://en.wikipedia.org/wiki/European_Academic_Research_NetworH

40


http://en.wikipedia.org/wiki/European_Academic_Research_Network

Zadani tloh Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

24-5-4 Sraz na namésti 11 bodu

é’ Na vstupu dostanete (ne nutné konvexni) mnohothelnik pfedstavujici na-
mésti, zadany napriklad posloupnosti vrcholi. Mate vypsat nejdelsi tsecku
ve vodorovném sméru, kterd je v mnohouhelniku celd obsazena.

Priklad:

Tuc¢né je vyznacena hledané tsecka.

6 bodu dostanete, pokud vyftesite tlohu pro konvexni namésti.

Nakonec jsme se nasli a snad nds pritom nikdo nevidel.

Na podobné dlouhych linkdach se hodné projevuje rusent, zejména proto, Ze
nemame finance na dostatecné stinéné kabely — ty jsou moc drahé. Proto je obcas
nutn€ kabel prerusit a umistit stanici, kterd detekuje prichozi signdl a predd ho
dal.

Polohy téchto zesilovacich stanic jsou ddny cdstecné technickymi limity a
rusSenim signdlu, hlavné vsak tim, kde vsude mdme svoje lidi a elektrinu.

Rezdni kabeldi (a pFipojovdni koncovek) také neni jednoduché. Pokud to jde,
snazime se kabely narezat na prislusné délky pekné v klidu nékde v tovdrneé.

24-5-5 Rezani kabela 9 bodu

Mate dlouhy kabel a chtéli byste ho co nejrychleji nafezat na kusy o délce
ki,k2, ..., k,. Kabel ma celkovou délku K = ky + ko + ... + k,,. Je namotany
na civce, pfed fezanim ho musite cely odmotat a premérit. P¥i fezani rozdélite
jednu souvislou ¢ast kabelu na dvé mensi o pfislusnych délkach. Odmotané kusy
jsou dlouhé, takze je musite ihned namotat na jinou civku.

Nejvice ¢asu zabere neustalé namotavani a smotavani, samotné fezani lze
zanedbat. Kazdy fez tedy trva tak dlouho, jaka je délka fezaného kusu kabelu.

Na vstupu dostanete pocet tseku a jejich délky. Mate vypsat takové poradi
fez1, které zabere co nejméné casu.
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Priklad: Pro tseky délek 3 3 3 3 8 je optimalnim feSenim posloupnost fezi
20—+8+412,12-+6+4+6,6 -3+3,6 =3+ 3.

Po narezani kabeli jsme se dali do stavby. Obcas se mas mistni ptali, co
to vlastné déldme. Na podobné dotazy jsme pripraveni — hlavné proto, Ze nekdy
provddime neohldasené vykopy na cizich zahraddch. Vidy se stacilo vymluvit na
tajnou linku od Sprdvy post a telekomunikaci stavénou pro armddu — tim jsme
uspésné odradili jak vojdky, tak ,kolegy“ od SPT. Majitele pozemki jsme typicky
odbyli slovy ,KdyZ nesledujete vyvésni desku, tak se nedivte.“ NeZ si to stihli
oveTit, uz jsme byli pryc.

Brzy jsme dorazili k hrani¢nimu pdsmu, tady si nemiuzZeme dovolit byt tak
drzi. Nasli jsme jedno slabsi misto, kudy se dostaneme zhruba kilometr od hranic
bez jakéhokoliv rizika odhaleni. Md to vsak jeden problém — po celé délce je
minové pole.

24-5-6 Minové pole 13 bodua

E Takova typickad hrani¢ni mina mé urcenou oblast, kde detekuje pohyb — kdyz
se sem néco dostane, tak vybouchne a celou ji zni¢i. Miny byly pokladany
do ¢tvercové sité, navic ptfi vybuchu zni¢i pouze obdélnikovou oblast kolem sebe.
Minové pole je obdélnikové.

Mate detektor kovii, vite tedy, kde se jakd mina nachézi, a z jejich velikosti
vite, jakou oblast dand mina kontroluje. Pro kazdé pole ¢tvercové sité by vas
zajimalo, kolik min vybouchne, kdyz na néj slapnete.

Na vstupu dostanete rozméry minového pole (pocet fadkil a podet sloupct
¢tvercové sité: R a S) a seznam min spolu s oblasti, kterou dand mina kontroluje
(zadanou levym hornim a pravym spodnim rohem).

Pokud obdélnik zaciné a konéi na stejném fadku, resp. sloupci, tak je jedno
policko siroky, resp. vysoky.
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Vypiste matici o rozmérech R x S, kde je na pozici (i,7) uvedeno ¢islo
udavajici pocet min, které vybouchnou pifi slapnuti na toto pole.

U prvnich 5 vstupd bude zadané pole jednorozmérné — vytesenim ziskate
7 bodu.

FEzplodujici minové pole jsme uspésné nechali za sebou. Vzniklé kratery se
daji skvéle vyuzit pro poloZeni kabelu!

Taky sis vzpomneél na hru Ctvercové bombardovdni?“

, Pst! Nékoho slysim!“

Mezi ndmi a hranict zbijvd jen pohranicni straz. Ted uz se nevzddme! Nastésti
mame na jejich velitelstvi své lidi a zndme denni rozpisy hlidek — ukryt se tak,
aby nds nenasli, nent tézké. Dokonce jsme zvladli i zamaskovat vykopy.

Kousek za hranici nds uz netrpélivé ocekdvali rakousti kolegové. Spojili jsme
nataZené kabely a pak nds kolegové odvezli do Linze na svou centrdlu. Zdroven
jsme morseovkou poslali prunich nékolik kratkych zprdav, abychom ovérili, Ze nase
linka funguje.

Byla v porddku! Rakousti kolegové okamzité zacali posilat informace, které
se k ndm jinak nedostanou.

Vypada to, Ze fyzickd ¢dst spojeni je hotovd. Jesté zbyvd vyresit softwarovou
¢ast, abychom mohli propojit pocitace a zbavili se zdlouhavé prdce telegrafistii.
K tomu se nam bude hodit pomoc zkuSeného odbornika.

24-5-7 Cesta pres hranice 13 bodu

Odbornik sidli v némeckém Pasové. Potiebujete se k nému dostat a nasledné
ho dopravit do Prahy. Cestou budete muset nékolikrat prekrocit hranice. To je
mensi problém, protoZze nemate platny pas. Mate vSak nékolik vymluv, které mu-
zete pri prijezdu pouzit — abyste zabranili odhaleni, mizete kazdou pouzit pouze
jednou. Samoziejmé jich mate jen koneéné mnoho a neméli byste jimi plytvat,
aby vam néco zbylo i na pristé. Na druhou stranu si vas celnici zapamatuji a pfi
kazdém dalsim prijezdu stejnou celnici vas uz kontrolovat nebudou.

Na vstupu dostanete mapu oblasti — seznam mést a cest mezi nimi, véetné
vzdalenosti. Dale u kazdého mésta vite, jestli je v ném celnice, nebo ne. Taky
dostanete pozici Linze (zde zafinite), Pasova (tam se musite zastavit) a Prahy
(tam musite skondit).

Naleznéte a vypiste nejefektivnéjsi cestu. Primarné se snazite minimalizovat
pocet prujezdu celnicemi, sekundarné ujetou vzdalenost.

7 bodi ziskate za vyfeseni ulohy pro zapomnétlivé celniky. Ti si vas pra-
jezd celnici nezapamatuji, takZze pii kazdém dalsim prijezdu jejich celnici musite
pouzit novou vymluvu.
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Cestou do Prahy bylo jasné poznat, Ze se néco déje. Oblohu kriZovala cerno-
bild labuti hejna, noviny byly plné zahranic¢nich informaci a mdlem jsme srazili
dva postouvni holuby.

Ocividné si toho vsimla © StB — tolik silnic¢nich kontrol jsme uz hodné dlouho
nepotkali. Ale je vidét, Ze absolutné netusi, co se stalo.
Povedlo se!

Radim ,Rumcajz“ Cajzl
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Herni seridl
Lukds Lansky € Pavel ,,Paulie“ Vesely

24-1-8 Pojdte pane, budeme si hrat 14 bodu

Letos se bude semindiem jako cervend nit proplétat seridl o hrdach a jejich

matematickém a vypocetnim reseni. To duleZité, co si z néj muZete odnést,
je prehled o tom, jakym zpusobem soucasné pocitace ziskdavaji naskok pred lid-
skym rozumem a v jakém vztahu mohou koexistovat chytrd pozorovdni a hrubd
vypocetni sila.

Definovat si, co znamend hra, zni nanejvys otravné, ale je to pojem tak

obecny, ze s néjakym vymezenim zacit musime. Nebo od nas ¢ekate, ze budeme
studovat, jak pocitacem fesit schovédvanou?

Méjme pravé dva hréce.

Hradi se stridaji v tazich.

Kazdy tah se vybira z konecné sady moznosti. Piskvorky tedy budeme nazyvat
hrou jen pro pfedem omezenou velikost ¢tvereckovaného papiru.

Oba hraci znaji celou informaci o hfe, takze zadny z nich neskryva karty.

Prubéh hry je zavisly pouze na tazich hracd, takze neexistuje ndhoda a nehazi
se kostkou.

MiZeme zacit!
Matematika funguje

Prestoze vime, ze pocitace jsou v Sachach lepsi nez lidé, neplati, ze by Sachy
byly vyTeSena hra — nevi se totiz, Zze by néjaka strategie zarucovala vitézstvi proti
libovolnému oponentovi.

Existuji hry, jako je anglickd ddma, které vytesené jsou, ale tak néjak ,suse®.
Mame v nich strategii, ktera zaruci, ze nikdy neprohrajeme, nejde vsak o elegant-
ni matematicky népad, jako spi§ o velmi dlouhy seznam (&i spi§ strom) pravidel.

Vzhledem k tomu, jak arbitrarni jsou pravidla oblibenych her, neda se ani
cekat, ze by pro né nékdo nékdy takovy hezky matematicky napad nasel. Existuji
ale hry matematické. Rika se jim tak, protoze maji pravidla formulovatelna v Yedi
matematiky tak snadno ¢i piizniveé, ze ocekavame, ze by krasna feseni mit mohly.

Jednu takovou matematickou hru si ukazeme. Prekvapivé, tuto hru lidé ob-
Cas stale hraji — a hrali dlouho pfedtim, nez byla jako dilezitd matematicka hra
rozpoznana.

Méjme t¥i hromadky nerozlisitelnych zetont. Hraci se stfidaji v tom, ze
z jedné hromadky seberou a zahodi libovolné nenulové mnozstvi Zetoni. Prohrava
ten, na kterého zadny Zeton nezbude.
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Kdyz si tuto hru zkusite zahrat, zjistite, Zze aplné trividlni neni. M4 vSak
elegantni matematické feSeni, které nam dava rychlou metodu, jak urcit, jestli
ma hrac na tahu zajisténou vyhru a pokud ano, jak by mél tahnout.

Zjednodusme si situaci a redukujme pocet hromadek na dvé. Jak hrat tuto
hru je nasnadé, ale rozmyslete si to. Pokuseni ¢ist dal, aniz byste feseni nasli,
je tfeba odolat, protoze spoilery v matematice hraji stejné zapornou roli, jako
spoilery u filmi s dulezitym zvratem.

Takovou hru ma vyhranou prvni hra¢ na tahu pravé tehdy, je-li na hromad-
kach rozdilny pocet Zetont. Tahnout bude tak, Ze sebere z pocetnéjsi hromadky
tolik Zetont, aby pocet dorovnal. Protivnikovi tak nezbude, nez rovnost opét
porusit.

To se bude opakovat do té doby, nez hrac¢, co dostava situaci s rozdilnym
poctem Zetont, dostane jednu z hromadek prazdnou — vyhraje pak sebranim celé
druhé hromadky. Hraci, co dostava situaci s tim samym poctem zetont, se néco
takového evidentné stat nemuze — jednim tahem nikdy dvé neprazdné hromadky
neodstrani.

Dobfte tedy! Pii tfech hromadkéch budeme hledat podobné smutné stavy hry,

do néjakého z nich bude mit jeden hra¢ moznost druhého vzdy uvrhnout z kaz-

dého stavu, ktery smutny neni,

které budou zahrnovat prazdnou (prohrévaci) pozici,

a vSechny tahy ze smutnych pozic vedou do pozic, které smutné nejsou.
Resenim je vyjad¥it si poéty Zetont na hromadkach jako binarni &isla a

provést po ¢islicich jejich XOR (ten jsme milou ndhodou zavedli uz v tloze 24-1-

1). Stav jako smutny oznacime tehdy, vyjde-li ndm nula.

Ukol 1 [5b]: Ovéite, Ze takové definice splituje t¥i pozadavky, které jsme méli.

Uvédomte si, Ze timto pozorovanim ziskame strategii, jak hru se tfemi hro-
madkami vyhrat pokazdé, kdyz nejsme ve smutném stavu, kdy nad ndmi naopak
bude moci vzdy vyhrat protivnik.

Mizeme si také vSimnout, ze popsana strategie pro dvé hromadky je ve
skutecnosti ten samy postup. Jesté zajimavéjsi je, ze nam strategie funguje pro
libovolny kone¢ny pocet hromadek!

Generovani moZnych tahu

V druhé césti seridlu se zamérime na hry, které efektivné vyfesit neumime.
Ztejmé se nebudeme snazit, aby za nas pocitac¢ pochopil, jaké strategie jsou dobré,
protoze pocitac¢ je v chapani opravdu nemozny. Co mu naopak velmi jde, je
prochéazeni vSech moznosti.

Mame vychozi situaci a chceme udélat prvni piltah (ptltah je zahrani jed-
noho hréde a tah je ptltah hréce spoleéné s nésledujicim pultahem protihrace).
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Mitzeme si spocitat, jak bude vypadat deska po kazdém z moznych piltahi, a
uvazovat nad tim, je-li to pro nas dobra pozice. Asi ale tusite, Ze z toho mnoho
nezjistime. Potfebujeme rozmyslet na vice tahtt doptfedu.

Dobfte. Nagenerujeme vSechny mozné situace desky po 8 piiltazich. Tteba
rekurzivneé:

Funkce generuj (pozice, hloubka, kdo je na tahu):
Pokud je hloubka = 0 nebo je pozice vyhravajici ¢i prohravajici:
Vypis pozice.
Pro vSechny mozné tahy ¢ hrace, ktery je na tahu,
7 pozice:
generuj (pozice po tahu ¢, hloubka — 1, druhy hrac)

Co nevidime, je tam pozice, ve které jsme vyhrali!

Slavnostné si vybavime, jaka sekvence pultahi vede do této pozice a zahra-
jeme prvni z nich. Ale co se nestalo, protivnik se svou brzkou zdhubou nesouhlasi
a hraje jinam, do pozice, ktera pro nas nevypada dobfe.

Minimax aneb ,,0 tom nerozhodujes!

Byli jsme nerozvazni. Nemuzeme si jen tak vybrat, kam se dostat — musi-
me pocitat s tim, Ze nase moznost ovliviiovat hru je jaksi poloviéni a navic ze
protivnik je inteligentni a druhé polovina tahti povede proti nasemu zajmu.

Nalezeni prostého maxima z nalezenych pozic se tedy vyvarujeme. Vyuzije-
me zvoleného rekurzivniho zptsobu generovani tahi a budeme si vracet maxima
tam, kde mame volbu, a minima tam, kde volbu neméme a kde ocekdvame, Ze
pujde protihrac¢ proti nam.

Funkce generuj (pozice, hloubka, kdo je na tahu):
Pokud je hloubka = 0 nebo je pozice vyhravajici ¢i prohravajici:
Vrat pozice.
Zavedeme prazdny seznam moznosti.
Pro vSechny mozné tahy ¢ hrace, ktery je na tahu, z pozice:
Ptidej do moznosti hodnotu
generuj (pozice po tahu t, hloubka — 1, druhy hrac).

Pokud jsem na tahu ja:

Vrat nejlépe ohodnocenou pozici ze seznamu moznosti.
Jinak:

Vrat nejhtife ohodnocenou pozici ze seznamu moznosti.
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Tomuto algoritmu se obvykle fikd minimaz. Abychom ho mohli implemen-
tovat, potfebujeme pocitaci vysvétlit, jak poznat, kterd situace je pro nas lepsi,
nez jina. Obvyklou volbou je napsat funkci, kterad pozici pfifadi hodnotu z mno-
ziny realnych ¢isel obohacenych o hodnoty 400 a —oo, které slouzi jako indikace
,yhry“ a ,prohry“. Vysoka kladna c¢isla budou znamenat, Ze je pozice velmi
dobra, zaporna, Ze je pozice slaba.

Kvality této ohodnocovact funkce budou do znacné miry ovliviiovat kvalitu
vysledného algoritmu. Uvédomme si, Ze minimax zarucuje, ze se dostaneme do
relativné dobfe ohodnocené situace, pokud si ale ohodnocovaci funkce spletla
dobry skuteény stav véci se Spatnym, prohravame.

Pokud bychom mohli minimax spustit neomezené piltahi hluboko, do konce
kazdé hry, stacilo by, aby ohodnocovaci funkce poznala vitézstvi a prohru, a
nas algoritmus by hral nejlépe mozné — pokud by mohl vyhrat, vyhral by. To
vSak neni realistické ocekavat — s prohledavanim o kazdy ptltah hloubéji se béh
nasobné zpomali.

Ohodnocovaci funkce muize pozici zkoumat podrobné a stravit nad tim hodné
¢asu, minimax ale potom nestihne postoupit do tak hluboké irovné, jako kdyby
bylo ohodnocovani pozic povrchni a nespolehlivé. To, jak peclivé zkoumani stoji
za to zvolit, zalezi predevsim na povaze fesené hry.

Druhé dilezita funkce generuje mozné pultahy. Ve vétsiné her je jen nekolik
malo piltahti rozumnych a u ¢asti nerozumnych piltahti to mtzeme algoritmicky
rozeznat ihned, aniz bychom poustéli minimax.
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Kuptikladu v piskvorkach nemd cenu hrat pfilis daleko od bojisté. Nemii-
zeme si byt jisti, jestli néktera optimalni strategie s takovym dalekym tahem
nepocita, ale ani ve hrach velmi dobrych hract se nic takového nevyskytuje a my
si tak jen na zadkladé tohoto pozorovani mizeme dovolit ndsobné zmensit pocet
vygenerovanych tahi.

Dobfte zvolit, které situace z generatoru poustét a které ne, je dtilezité roz-
hodnuti, protoze jim omezujeme, jak moc se nam bude strom volani vétvit, tedy
(opét) jak hluboko budeme moci propo¢itavat.

Ukol 2 [74-2b]: Napiste ohodnocovaci funkei a generator moznych tahti pro
hru Sestvorky na desce 15 x 15. Tato hra se od béznych piskvorek lisi ve dvou
,drobnostech*:

Vyhrava linie Sesti, ne péti znacek.

Hradi pokladaji hned dvé své znacky ve svém pultahu misto jedné, s vyjimkou
aplné prvniho tahu za¢inajiciho hrace, pti kterém se pokldda znacka toliko jedna.
Je to hezké pravidlo, protoze ¢ini hru vyrovnanéjsi.

Od 21. srpna (tedy od skonceni nulté série) do uzavérky série této bude na
strankach seminare aréna, ve které se budou vase funkce zasazené do minimaxo-
vého algoritmu bit. Dozvite se tam i technické detaily. Zde uvadime jen,

Ze Cas na vyhodnoceni jednoho tahu bude zhruba deset sekund,

Ze pozici budete dostavat jako obycejné dvojrozmérné pole a ze zadné jiné infor-
mace nebudete smét pouzit (neptijde si uklddat data mezi ohodnocenimi)

a Ze programovacim jazykem bude Python.

S ncasti neni potfeba zvlast spéchat, protoze doba, po kterou se bude al-
goritmus soutéZe Ucastnit, zdvéreéné vyhodnoceni sama od sebe neovlivni. Pfi-
rozené je dobry napad zkusit si v€as, jak si na tom stojite, a tak se v pripadé
neuspokojivého vysledku motivovat k dalsi praci.

VSechna FeSeni, kterd prekonaji nami piipravenou dvojici funkci, dostanou
sedm bodt. Zbylé dva body rozdélime podle umisténi v tabulce.

Lukds Lansky

24-2-8 Alfa-beta ofezavani a piskvorky 14 bodu

V prvnim dilu jsme si predstavili minimaxovy algoritmus. Zjistili jsme také,
ze je mozno zrychlovat jeho béh tim, ze neuvazujeme nékteré mozné tahy vedouci
z aktudlni pozice. Za to vSak platime moznym prehlédnutim (nepravdépodobné)
optimalniho tahu.

Pro jednoduchost si oznac¢me hrace tahnouciho v maximaliza¢nich trovnich
jako Max (to je ten, pro néhoz hleddme nejlepsi tah) a jeho soupefe Min (ten
tahne v trovnich, kde se vybird minimum hodnot ze syni).
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Alfa-beta orezdvani je iprava minimaxu zalozena na jednoduchém pozorova-
ni, které znatelné urychluje primérnou dobu béhu prohledavani, aniz by ovlivnilo
vysledek.

Uvazme nasledujici situaci:

min

max o7

min dbvxg\b?

/ |.\- .

Potiebuje stroj znat hodnotu pozice s otaznikem, aby mohl vratit vysle-
dek? Nikoliv, protoze hodnota pozice v nadfazeném vrcholu uz vétsi nebude, at
pripocitame cokoliv.

Pro¢ tomu tak je? Kdyz bude na pozici s otaznikem vice nez 5, tak minimem
v této trovni bude 5; v opac¢ném pfipadé bude minimum mensi nez 5.

Hodnota pozice v nadfazeném vrcholu tudiz bude maximalné 5, ale to uz je
méné nez 7 — hodnota vedlejsi pozice — takze pozice s otaznikem uz rozhodovani
nikterak neovlivni.

Uvédomme si, jak je v dané pozici takové pozorovani cenné — skutecné mii-
Zeme prestat poéitat (k4 se zariznout) celou vétev. Zkoumat ji by byla spousta
prace.

Kdy presné lze vétev zariznout? Pokud se nachdzime v minimaliza¢ni fazi a
v libovolném vrcholu v maximaliza¢ni fazi na cesté ke kofeni prohledévaciho stro-
mu existuje uz dopocitany syn, ktery ma vyssi hodnotu nez aktudlni minimum
v této trovni.

To vse obdobné pro vrcholy ve fazi maximalizacni.

Nyni je vhodnd chvile prestat na chvili ¢ist a rozmyslet si, jestli opravdu
vsemu rozumite. Zkuste si nakreslit sloZitéjsi situaci a chvili ji analyzujte.

Takové chovani se prijemné implementuje za pouziti dvou proménnych, kte-
rym budeme necekané fikat alfa a beta. Alfa bude maximum z dopocitanych
syn v maximalizacnich fazich a beta minimum z fazi minimalizacnich. S témi
pak bude stacit nové dopocitané hodnoty vrchol porovnavat.

Na zacatku zvolime alfu jako —co (Max muZze prohrat) a betu jako +oo (i
Min mtze prohrat). V maximaliza¢nich trovnich pak upravujeme dle hodnoty
v synech alfu, v minimalizac¢nich betu.

Jelikoz alfa udava, jakou nejlepsi hodnotu v prozkoumané ¢asti stromu mize
ziskat Max, a beta nejlepsi nalezenou hodnotu pro hrace Min, plati v kazdém
okamziku, Ze alfa < beta. KdyZ se tedy v prubéhu vypoc¢tu dostaneme s alfou
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nad betu (¢i s betou pod alfu), miizeme skoncit prohleddvani synti zkoumaného
uzlu.

Znovu se zde ujistéte, jestli tusite, proc si algoritmus muZe takové orezdvdant
dovolit.

K lepsimu pochopeni miize poslouzit pseudokéd.

def alfabeta(pozice, hloubka, alfa, beta, natahu):
if hloubka == 0 or konec_hry(pozice)
return hodnota(pozice)

if natahu = Max:
for p in mozne_tahy(pozice, Max):
alfa = max(alfa, alfabeta(p, hloubka-1, alfa, beta, Min) )
if beta <= alfa:
break
return alfa

if natahu = Min:
for p in mozne_tahy(pozice, Min):
beta = min(beta, alfabeta(p, hloubka-1, alfa, beta, Max) )
if beta <= alfa:
break
return beta

Alfa-beta ofezévani je nejucinnéjsi, jsou-li prvni prozkoumavané tahy nej-
lepsi mozné pro hréace, v jehoz trovni se nachazime. Pak je mozné vétve pod
ostatnimi tahy rychle zafiznout a minimax tak vyrazné zrychlit. Mame-li vsak
smulu v sefazeni tahti od nejhorsiho, alfa-beta nam viibec nepomuze.

Zkoumat na zac¢atku dobré tahy ale samoziejmé neni tak jednoduché — vime-
li, které tahy jsou nejlepsi, zddny minimax uz nepotiebujeme. Rozhodné se nam
ale vyplati zac¢it vymyslet heuristiky pro generatory tahi, které se budou snazit
néjak chytre predfazovat.

Casto pouzivana je metoda killer move. Pamatujeme si, které tahy v ji-
nych vétvich vypoctu vedly k dobrym vysledkim, a ty pak upfednostnujeme pti
prohledavani.

Trochu jednodussi je iterativni prohlubovdni, pfi kterém prosté minimax
poustime pro stale vétsi hloubku propo¢itavani, tj. nejdfive prochazime strom do
hloubky 1, pak do hloubky 2, 3 atd. Kromé nejnizsiho patra stromu pouzivame
pro fazeni taht vysledky z predchoziho vypoctu.

Neplytvame casem, kdyz nékteré ¢asti stromu prohledavame vicekrat? Ne,
protoZe exponencialni ¢asova slozitost minimaxu vede k tomu, Ze vSechna hledani
dohromady zpravidla zaberou méné ¢asu nez to posledni, nejhlubsi.
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Piskvorkova teorie

Poodstupme opét od vulgarniho svéta strojového prohledavani pozic. Mate-
matika ndm v minulém dile pomohla pfi analyze Nimu. Piskvorky jsou podobné
jednoduse definovatelna hra — dokazeme vyfesit tu?

Zalezi trochu, co presné si pod pisSkvorkami predstavime. Nejéastéji asi hru
na neomezeném Ctvereckovaném papite, kde se st¥idame v pokladani znacek,
pricemz vyhry dosdhne hraé, ktery jich prvni vytvori pét v fadeé.

O takovych piskvorkach tusime, Ze v nich ma vyhodu zacinajici hrac. Jak ale
velkou? M4 vyhravajici strategii? MiZe alespon vzdy zabranit prohie? Jednodu-
cha, ale dilezita skutec¢nost zni: druhé tvrzeni plati, zac¢inajici hrac v piskvorkach
ma neprohrdvagict strategii.

Piedstavime-li si pro spor, Ze druhy hra¢ ma vyhravajici strategii (coz je
negace tvrzeni ,zaéinajici hra¢ m4 strategii neprohravajici“), mtzeme aplikovat
preslavny argument o kradent strategie.

Prvni hra¢ by mohl svij prvni tah zahrat libovolné na desku, zapomenout
na néj (tj. nadale pfemyslet o desce, jako by tam nebyl) a potom hrat podle
postulované vyhravajici strategie druhého hréce.

Onen libovolny tah by mu v Zadnych moZnych pokynech takové strategie
neprekazel — dostal-li by za kol hrat na toto misto, ucinil by prosté libovolny
jiny tah a zapomnél by na ten.

Z toho vSak plyne, Ze vyhravajici strategii mé jako hraé zaéinajici (tj. zlodgj),
tak hrac¢ druhy! To je spor, ke kterému jsme chtéli dospét. Vyhravajici strategie
druhého hrace neexistuje, prvni hra¢ ma strategii neprohravajici.

Argument je to slavny, protoZe je Siroce aplikovatelny — miiZeme jej pouzit
na vsechny pozicni hry, coz je terminus technicus pro hry, ve kterych hraci tr-
vale zabiraji ¢asti herni plochy a vitézi hrac¢, ktery zabere nékterou z vitéznych
podmnozin téchto ¢asti.

Nabizi se ohromné zajimava otdzka, ma-li prvni hra¢ vyhravajici strategii,
nebo je-li to remiza. Nékde daleko pred odpovédi na tuto otdzku vSak moznosti
soucasné matematiky konc¢i. Pro modifikovanou variantu piskvorek, kde vyhrava
fada osmi znacek, je dokadzano, ze bezchybna hra jiz remizou konéi.

Ukol 1 [5b]: Uréete a dokazte vysledek piskvorek, kde vyhrava fada &tyf
znacek.

Ukol 2 [9b]: Dokaite, Ze v piskvorkach, kde vyhrava fada deviti znagek, ma
drubhy hrac neprohravajici strategii. Ndpovéda: Rozdéleni do pdri.

Dobie, neomezena herni plocha mtze byt hackem. Pojdme hrat piskvorky
na omezené desce n?, coz je d-rozmérné krychle o hrané n. Za vitéze budeme
pokladat hrace, ktery prvni udéla sérii n znacek ve stejném sméru.
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Pron =3 a d = 2 dostdvame znamé tic-tac-toe, pro n = 4, d = 3 oblibené
trojrozmérné piskvorky. . .

Ani zde neni situace piili§ riZova a za to, Ze vime, Ze ma v uvedenych troj-
rozmérnych piskvorkach zac¢inajici hrac¢ vitéznou strategii, vdééime dosti kompli-
kovanému dikazu plného rozbori pfipadi. Situace pro n = 5, d = 3 je zatim
otevfena.

Lukas Lansky a Pavel Vesely

24-3-8 Scitame hry s panem Conwayem 14 bodu

Minule jsme v matematické ¢asti rozebrali nékteré pripady piskvorek jako
zastupct poziénich her (hraci obsazuji pozice, dokud neni jednim hrécem zapl-
néna jedna z vyhernich linii).

V dnes$nim dile naseho kone¢ného seridlu navazeme na vyreseni Nimu v prvni
sérii a predstavime neformélnim zpisobem slavnou teorii pana Conwaye.

Pokud jste do seridlu v prvni nebo v druhé sérii nenahlédli, nevadi, nebude
to potieba. Pfipomenme si jen pravidla Nimu: mame nékolik hroméadek Zetoni.
Dva hraci se stfidaji v odebirani libovolného poctu zetoni z jedné hromadky.
Komu nezbyl zadny zeton na odebrani, prohral.

Zopakujme si také, jakymi hrami se zabyvame:
hraji 2 hraci, ktefi se stfidaji v tazich,

z kazdé pozice mé hrac¢ jen konecné mnoho tahi,

bez ndhody (nehazi se kostkou),

s tzv. Gplnou informaci (oba hra¢i maji vSechny informace o stavu hry, takze
nikdo z nich neskryva karty),

s tzv. nulovym souctem (zisk jednoho hride znamend ztratu druhého hrace).

Pro matematické feseni her se hodi, kdyz se pozice neopakuji a prohrava ten,
kdo nem4 tah (napf. v Nimu nezbyla 7ddné hromadka). Neopakujici se pozice
zarucuji, ze kazd4 partie skonéi vyhrou jednoho z hrac¢a nebo remizou (existuje-
1i).

Mala poznamka na tvod: v této teorii se ¢asto mysli pod pojmem hra kon-
krétni pozice v néjaké hie s danymi pravidly. Proto pozici budeme znaéit G od
anglického game. Pozici chapeme jako cely stav hry (rozloZené kameny, vSechny
povolené tahy), ale nékdy bez informace, ktery hra¢ je na tahu.

Oproti hram jako Sachy je na Nimu zvlastni, Ze z dané pozice maji oba hraci
stejné tahy a zalezi jen, kdo mé pravé odebirat zetony. Takovym hram se fika
nestranné.

Opakem jsou zaujaté hry — mozné tahy hract se pro danou pozici mohou
lisit, naptiklad v Sachach smi bily pohnout jen s bilymi figurkami. I piskvorky
jsou zaujaté, ackoliv hrac¢i mohou tahnout na stejnd mista.
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Vsimnéte si souvislosti s obtiznosti her. Nim jakozto nestrannou hru jsme
kompletné vyfesili (dokdzeme zjistit, kdo vyhraje a jak m& tadhnout), kdezto
v pFipadé Sachti nebo Go je jen miziva nadéje, Ze by se je podafilo vyfesit (at uz
s pomoci pocitace nebo matematicky).

Dokonce neexistuje zadna nestranna hra, kterou by dnes bylo tézké vytesit.
Kazdou lze totiz pievést na Nim? i hrat podle strategie v ném. Nestranné hry
tedy nebudou ty zajimavé.

Jednou z motivaci pro Conwaye k vyvoji teorie zaujatych her bylo pozoro-
vani, ze v koncovkach Go se hra rozpadd na nékolik oddélenych ¢asti, jez se ve
vysledku sectou.

S¢itani pozic si lze predstavit snadno na Nimu: v jedné hie mam dvé hro-
madky, v druhé tfi, jejich souc¢tem bude hra s péti hromadkami o velikostech
stejnych jako v puvodnich hrach. Hra¢ pak mé moZnost vybrat si, do jaké hry
ze souctu bude tahnout.

Go je vSak velmi slozité i pro dnesni pocitace, které nejsou zdaleka schopné
vyhrat nad profesionély. Proto si séitani ukdZzeme na jednodussi zaujaté hie:
dominovdni. )
Mame hraci desku se ¢tvercovou siti, na kterou hraci stri-

I:I davé pokladaji dominové kostky o rozmeérech 2 x 1 na volna
policka. Kdo nema tah, prohral.

Aby se nam lépe uvazovalo, oznaéme si hrace: jeden bude

Levy a druhy pRavy (zkratky L a R pochazeji samoziejmé
I:I z angli¢tiny).

Ve hie poklada levy domina svisLe, pravy vodoRovné.

Dale rozdélime pozice do ¢tyfech skupin podle vitéze, pficemz nas bude
zajimat, kdo vyhraje, kdyz zac¢ne levy a kdyz zac¢ne pravy. Tyto skupiny budeme
nazyvat vysledkové tridy:

vyhraje hrac, ktery bude tahnout jako prvni, at uz je to levy nebo pravy. Takovym
pozicim budeme Fikat vyhrané (pro za¢inajiciho hrace) a jejich t¥idu (néco jako
mnozZinu) oznacovat V.

zacinajici hrac prohraje, pozice je tedy prohrand. Ttidu prohranych pozic budeme
znacit P.

levy vzdy vyhraje, at zacne kdokoliv. Pozice je levého a L oznacuje t¥idu takovych
pozic.

analogicky se tfida pozic pravého hrace znaci R.

http://en.wikipedia.org/wiki/Sprague-Grundy_theoren
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Receno tabulkou:

R zacéne
vyhraje L R
L L L V
zaéne R P R

Zleva je piiklad pozice levého (tj. hry nélezejici do L), pravého, pozice vy-
hrané a prohrané.

Vsimnéte si, ze pozici rozebirame, jako by v ni mohl zacit hrat kterykoliv
hrac, coz se bude hodit pro s¢itani.

Nestranné hry jsou mnohem jednodussi: jelikoz nelze rozlisit levého a pra-
vého hrace, pozice jsou bud vyhrané, nebo prohrané pro zac¢inajiciho. Jak jste
ovéfili v prvni sérii, v Nimu jsou v t¥idé€ prohranych ty, v nichz je XOrR hromadek
0, vSechny ostatni jsou vyhrané.

Ukol 1 [3b]: Hra Maze spociva v posouvan{ Zetonu v bludisti(viz obrézek).
Levy posouvd zeton Sikmo doleva a dolit o kolik poli¢ek chce (avSak alespori
0 jedno), pravy sikmo doprava a dolu také o libovolny
pocet policek. Neni vSak mozné tahnout skrz vnitini

nebo vnéjsi obvodovou zed.

I v této hre prohrava, kdo nemuze tahnout. Na
nasledujicim hernim planu urcete pro kazdé z moz-

nych pocatec¢nich poli¢ek Zetonu, jak dopadne hra.

Jingmi slovy fedeno — zaradte kazdé policko do
jedné ze tid L, R, V, P.
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Hra + hra = hra

Huré na s¢itani her! Méjme v dominovani t¥eba tuto pozici:

I
[ ]

Volna policka jsou rozdélena dominovymi kostkami uprostied na dvé neza-
vislé ¢asti. Mizeme tedy vyfesit hru pro obé ¢asti a pak dat vysledky dohromady
— Cili obé casti secist.

Pravé ona nezévislost pozic je pro sc¢itani dulezita. Pokud lze zahrat do obou
¢asti najednou, presunout kdmen z jedné ¢asti do druhé nebo néco podobného,
nemusi platit nic, co si dale ukdzeme.

Leva ¢ast pozice na obrazku je jasné vyhrand pro levého (m4 jeden tah,
kdezto pravy tam nemize polozit ani jednu dominovou kostku). Pro pravou pozici
si lze snadno rozmyslet, Zze oba hraci tam polozi jedno domino, at uz zacina
kdokoliv. Pak uz nelze zahrat ani tah, takze pozice je v tiidé P.

Jak dopadne soucet? Levy (svisly) ma dva tahy bez ohledu na to, kdo za¢ne,
pravy (vodorovny) jen jeden, pozici tedy vyhraje vzdy levy.

Obecné plati, Zze soucet hry G a pozice prohrané pro zacinajiciho je ve stejné
vysledkové t¥idé jako (. Zkusme si to dokdzat. Ozna¢me si prohranou pozici
jako H a rozlisime ¢ty¥i pfipady podle toho, kam patii G:

G je v tiidé L a na tahu je pravy: levy hraje vzdy do stejné hry jako pfedtim
pravy. Jinymi slovy, kdyz pravy zahraje do G, levy nésledné taky, kdyz tahne
do H, ilevy tdhne do H. Tim se hra rozpadne na dvé nezavislé ¢asti (tahy lze
rozdélit ty, co jsou do G, a ty do H). Obé ¢asti ma vyhrané levy, diky ¢emuz
vyhréva i soucet G + H.

G je v L a na tahu je levy: levy zahraje do G, ¢imz ji zméni na hru z P nebo z L
(nic jiného neni mozné, jinak by v ni mohl vyhrét pravy). Pak uz levy opét jen
hraje do stejnych her jako pravy, ¢imz vyhrava a soucet nalezi do L — at zacne
kdokoliv, vyhraje levy.

G je v R: analogicky dikaz jako pro L.

G je v P: druhy hrac na tahu se zase ,,0pi¢i“ po prvnim: hraje do stejné hry jako
pfedtim prvni. Hra se tedy v podstaté rozpadne na dvé oddélené ¢asti, které jsou
obé prohrané pro prvniho hrace, a sou¢tem je tedy prohrand hra.

G je ve V: ten, kdo je na tahu, zahraje do GG, ¢imz ji zméni na prohranou hru
nebo hru prvniho hrace (pokud je to levy, tak hru z t¥idy L). Uz vime, Ze soucet
dvou prohranych her je prohrana hra a soucet hry z L (popf. R) a prohrané hry
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nalezi do L (popf. R), tudiz prvni na tahu v souétu G + H vyhrava a soucet je
ve t¥ide V.

Dale plati, ze soucet dvou pozic vyhranych pro levého patii opét do t¥idy L,
coz si lze snadno rozmyslet. Analogicky dvé pozice pravého dévaji v souctu hru
z R. Jak vSak dopadne soucet pozice levého a pozice pravého?

+ +

_|_

V souétu vlevo nahofe m4 levy o jeden tah vice (tedy vyhraje bez ohledu
na to, kdo za¢ne), podobné v pozici dole mé pravy o tah vice. Soucet vpravo je
prohrand hra.

Ukol 2 [6b]: Pro kazdé pfirozené k zjistéte, do jaké t¥idy patii dominovani
na miizce 2 X 4k. Nikde zatim neni polozeno zadné domino (mfizka je prazdnd).

Jak je to se souctem vice nez dvou pozic? Aby tento soucet néjak fungoval,
bylo by t¥eba dokazat asociativitu, tedy ze (G+ H)+ 1 =G+ (H + I), coz je
spiSe technicka zalezitost. Komutativita je celkem zfejmé a uz miZeme s hrami
pocitat témér jako s Cisly.

Jako s ¢isly? A co z her udélat rovnou ¢isla, at se nam 1épe s¢ita? Pojdme
na to! Jelikoz vSak ¢islovani her vyda na péknych par odstavci a dnes jich bylo
uz dost, na ¢isla si zatim jen pfipravime pudu a nechdme je na pristé.

Bude se ndm hodit umét rozeznat, které hry jsou shodné. Hry G a H se
rovnaji, tedy G = H, pokud dopadnou stejné, kdyz ke kazdé pri¢teme libovolnou
jinou hru. Pfesnéji fe¢eno pro kazdou hru X nalezi hry G+ X a H + X do stejné
vysledkové tiidy.

Specialné jsou dvé hry stejné, pokud maji stejné herni stromy (az na poradi
synti).

Déle lze hru obratit: hracéi si vyméni mozné tahy, které od ted povedou do
podobné obracenych pozic. V dominovani si to 1ze predstavit tak, ze levy bude

pokladat vodorovna domina a pravy svisla nebo Ze hraci desku prosté otocime
0 90°. Obracend hra G se znaci —G.
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]

Na obrazku je popofadé hra G, hra H = G a hra —G. Vsimnéte si, ze H
vzniklo z G jednodusSe pfi¢tenim prohrané pozice (volna policka vpravo a dole).
Ukol 3 [5b]: M&jme dvé hry G a H, piicem# G = H. Dokaite, 7e hra G-+(—H)
(intuitivné lze psat také G — H) nélezi do tfidy P. Nepijde-li vAm to, ukaZte

alespori, ze G — G je prohrand hra. Pavel Vesely

24-4-8 O hrach a é&islech 15 bodu

Vitejte u dalsiho dilu herniho seridlu. Podrobnéji rozvineme Conwayovu
teorii her, konkrétné se nau¢ime hry porovnavat a nékterym pfifazovat ¢isla.

oznacovanych jako Levy a pRavy. VSe jsme si dosud ukazovali na dominovdn,
které spociva v pokladani dominovych kostek do étvercové mrizky. Levy poklada
svisLe, pravy vodoRovné.

Déle jsme rozdélili hry (pfesnéji Fedeno pozice) do ¢yt t¥id dle vitéze:
vyhrané pozice: vyhraje hrac, ktery bude tdhnout jako prvni; t¥ida V'
prohrané hry: zacinajici hra¢ prohraje; tiida P
pozice levého: levy vzdy vyhraje, at zac¢ne kdokoliv; ti¥ida L
pozice pravého: analogicky k levému; tfida R

Duilezité bylo s¢itani pozic, které jsou nezévislé (nelze zahrat do obou na-
jednou), pfi¢emz zac¢inajici hra¢ si vzdy miize vybrat, kam potahne.

V tomto dile se ndm bude hodit rovnost her: hry G a H se rovnaji, tedy
G = H, pokud dopadnou stejné, kdyz k obéma pfi¢teme libovolnou jinou hru.
Rovnéz budeme vyuzivat i obracené hry znacené —G, v niz si hra¢i vymeéni
mozné tahy, které od ted povedou do podobné obricenych pozic. V dominovéani
odpovidd —G otoceni herniho planu o 90°

Poslednim tkolem v minulém dile bylo ukazat, ze z G = H vyplyva, ze
G — H je prohrana hra. Tvrzeni vSak plati i opacné: pokud G — H je prohrana
hra, pak G = H.

58



Herni serial Roé¢nik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Kdyz vime, které hry se rovnaji, jak poznat, ze néjaka hra je lepsi pro levého
nez jind? Opét budeme zkoumat hru G — H. Je-li to pozice levého (levy vyhraje,
at za¢ind kdokoliv), pak G je pro levého lepsi nez H, coz se zapisuje jako G > H.

Pokud je pozice G — H v tiidé R, tak G < H. Dvojicim her, pro néz G — H
je pozice vyhrana pro zacinajiciho hrace, budeme fikat neporovnatelné, coz se
zna¢i G || H.

Timto jsme si definovali ¢astecné usporadani na hrach. Stejné jako pro jina
uspofddani z G < H a H < I vyplyva G < I (analogicky pro pravého).
Cislovani her

Nez zacneme ¢islovat hry, doplnime jesté abstraktni zapis her, v némz bude
pozice G vypadat takto: G = {Gr | Gp}. G1 je mnoZina pozic, kam miize tahnout

levy hrac, obdobné Gp jsou hry po tazich pravého hrace. Jelikoz takto sucha
definice muze snadno zmast, podivejte se na obrazek:

= { L)

Nyni se muzeme pustit do prifazovani ¢isel hram. Ty budou vyjadfovat,
jak moc velkou mé levy nebo pravy vyhodu v pozici oproti soupefi. Velikost
¢isla bude udévat, kolik tahtt m4 jeden z hraca navic (kupodivu to vyjde nékdy
necelodiselng).

Kladna ¢isla budou znamenat vyhodu levého a zaporna vyhodu pravého.
Vsimnéte si, Ze pozici levého hrace nemutzeme pfitadit zaporné ¢islo, jelikoz v ni
ma alesponi malou vyhodu levy. Obdobné pozice z tfidy R nemohou dostat kladné
¢islo.

V pozici vlevo ma levy hrac¢ jeden tah na-
vic, hra dostane tedy ¢islo 1. V pozici vpra-
vo ma pravy dva tahy a levy nic, proto —2.
V abstraktnim zépise se hra s kladnym ¢islem n d4 zapsat jako {n — 1| } (levy
hra¢ mize tdhnout do hry s ¢islem n — 1), hra n < 0 analogicky jako { | n + 1}.

Kdyz mame kladna i zaporna cisla, je logické se ptat, co bude 0. V souladu
s definici kladnych i zapornych her znamena 0, ze zadny z hrac nema vyhodu,
ani ten, co je na tahu, ¢ili je to prohrana pozice.

Nejjednodussi takova hra je { | } (z4dny hra¢ nemd tah) a kazda prohrand
hra se rovna 0. (Pro prohranou hru G neni tézké ovéfit, ze G = 0. Nejsnadnéji
asi dtikazem, Ze G — 0 je prohran4 hra.)
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Na zacatku jsme tvrdili, Ze ¢isla her mohou byt neceloc¢iselnd. Konkrétné
mohou byt jen tzv. diadickd raciondlni, tedy zlomky n/2™ v zdkladnim tvaru,
kde n je celé ¢islo a m pfirozené (véetné 0).

Hra s hodnotou %, levy ziska tah navic, kdyz zacne pravy:

Jak zjistit hodnotu dané pozice, kdyz mame rozebrany hry, do
nichz hra¢i mohou tadhnout, nam fekne pravidlo jednoduchosti.

Mé&jme hru G = {Gr | Gr}, pfi¢emz vSechny tahy obou hract
vedou do pozic, jez jsou d¢isla, a kazdy tah levého vede do pozice
s ¢islem mensim, nez maji vSechny pozice po tazich pravého hréce (formélné

vvvvv

se mezi hodnotami pozic levého a pravého (G < z < GR).

Nejjednodusdsi v minulém odstavci znamena, ze x je diadické, ¢ili n/2™ v za-
kladnim tvaru, m je co nejmensi (preferuji se celd ¢isla) a mezi ¢isly se stejnym
m se vybere to s mensi absolutni hodnotou n.

Priklady:
{-111} =0
{-100]10} =0

{-42| -4} =-5
{01} =1/2
{{1]-1}|{1| —=1}} =0 (je to prohrana hra)
{1| —1} neni &islo
{—5| —10} neni &islo (hra je vSak vyhrand pro pravého)
{0 | 0} neni ¢islo
Posledni hra v seznamu, {0 | 0}, je nejjednodussi vyhranou hrou a znadi se *.
Vsimnéte si, ze nékteré hry levého & pravého jsou é&isla a jiné ne. Zadna
vyhrand hra v8ak neni ¢islo (vyhodu mé ten, kdo za¢ne, ne vzdy levy nebo
pravy) a naopak kazdéd prohrand hra se rovnd 0, i kdyZ se to nemusi nahlédnout
pfes pravidlo jednoduchosti.
Her, které nejsou éisla, je hodné. Napiiklad 1= {0 | }, analogicky |= {* |
0} = — 1. Hrdm {a | b}, kde a > b, se T{k4 pFepinad, specidlné +a = {a | —a}
pro a > 0.
Co se tyde uspofadani dle vyhodnosti pro levého (& pravého), tak plati
napiiklad (ovéfeni nechdme jako cviéeni):

{1010} ={-1]1} =0,

{112} <{1]6},
1> 0 a symetricky /< 0,
|0,
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e 110,
e +10 || +5.

Bylo by nyni potfeba ukézat, Ze hry, jez se rovnaji, maji stejna ¢isla (maji-li
vibec néjaka). Nebo Ze soucet her G a H ma ¢islo rovné souctu ¢éisel G a H.

Celkové by vSak dukazy zabraly mozna celou sérii, takze pfipadné zajemce
odkazi na literaturu a internet (viz nize). Jejich hlavnim disledkem je, Ze lze
libovolné zamériovat hru a k ni piislusejici ¢islo.

Misto dikazt zkusime hry zjednoduSovat. Podivejme se tfeba na hru G =
{3,2,%,04,6,8,10}. Levy nem4 zaddny divod tdhnout do 2, * nebo 0, podobné
pravy potdhne urcité do 4, tedy G = {3 | 4} = 3, 5.

Obecné lze v moznostech levého vyskrtat pozice horsi pro levého nez néjaka
jind pozice a analogicky mezi tahy pravého skrtame pozice vétsi nez néjaka jina.
Formalné zapsano (pro moznosti levého): je-li G = {4, B,... | C, D.. .}, pfi¢emz
A > Bnebo A =B, pak G ={A,... | C,D...} (nerovnosti mezi hrami jsou ty
samé, co byly definovany na zac¢atku tohoto dilu).

Ukol 1 [4b]: M&me hromadku n sirek. Je-li n sudé, levy na tahu odebira
dvé sirky a pravy jednu. Je-li n liché, vezme levy jednu sirku a pravy dvé. Urcete
¢islo hry pro kazdé n > 0.

Ukol 2 [5b]: Vyse jsme si ukazovali pozici v dominovéni s hodnotou 1,2
(ozna¢me ji G). Ovéite, ze G+ G = 1. Déle naleznéte v dominovani pozici H, jez
neni éislo, ale H + H = 1.

Ukol 3 [6b]: Hra Padagici domino se hraje s bilymi a ernymi dominovymi
kostkami postavenymi v fadé za sebou. Tah hrace spociva ve vybéru jedné své
kostky a jejim shozeni doleva nebo doprava, pficemz diky tomu spadnou vSechny
kostky ve sméru, kam padala.

Levy hraje s biLymi kostkami, pravy s ¢eRnymi a opét plati, ze prohral ten,
kdo nemuze tdhnout. Pro jednoduchost budeme posloupnost kostek zapisovat
jako Tetézec s pismeny B a C zastupujicimi bilé a cerné kostky. Naptiklad z pozice
CBC ma levy dva tahy, oba vedouci do pozice C.

Pro hry BCBBBBC a BBCCBC najdéte co nejjednodussi abstraktni zapis,
jez neobsahuje konkrétni pozice, ale jen ¢isla, *, 1T apod. (tedy t¥eba {{4 | 2} |
—6}). Vyskrtavate-li néjakou moznost, je tfeba zdivodnit, pro¢.

Tim jsme zakoncili spiSe neformalni tvod do Conwayovy teorie her. Toto
odvétvi matematiky je vSak podstatné kosatéjsi, vynechali jsme dost dikazi
(i zajimavych!), teploty a teploméry her (urc¢ovani, jak moc vyhodné je do hry
zahrat) a mnoho dalsich zajimavych véci.

Co se tyce praktické vyuzitelnosti teorie, je na ni zalozeny algoritmus pro
feSeni koncovek v Go nazvany Decomposition search.

61



10
11
12
13

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2011/2012

Prohloubit své znalosti teorie si miizete mimo jiné pre¢tenim Winning Ways
for your Mathematical Plays od Berlekampa, Conwaye a Guye a On Numbers
and Games od Conwaye (ani jedna z nich bohuZel nema cesky pieklad).

Mimochodem, hry v zépise {4, B,C,... | P,Q,R,...} jsou tzv. nadredind
¢isla (jejich specidlnim p¥ipadem jsou i redlnd ¢isla), o nichz se doétete vice na
Wikipedii.'®

Hradickiim doporucujeme program CG Suite,'! v ném lze zadévat pozice
z riznych her (nebo zapsané nadredlnym éislem) a nechat uréit jejich hodnotu,
teplotu a dalsi vlastnosti. (To miiZe slouzit i pro kontrolu feSeni tkold, bude vSak
tfeba v8e zdivodnit.)

Pristé se muzete téSit na navrat vypocetni casti seridlu zapocaté v prvni
a druhé sérii (algoritmy Minimax a Alfa-beta ofezavani). Nové nabyté znalosti
si budete moct vyzkouset na analyze jedné deskovky, kterou bude mozné hrat
online.

Pavel ,,Paulie” Vesely

24-5-8 Jak hraje deskovky poéitac? 15 bodu

Herni serial se blizi ke svému konci a je tfeba mu nasadit korunku. Po
dvou dilech o matematickych hrach a jejich feseni pfinasime dil o hrach mnohem

napfiklad sachy, ddmu, piskvorky pét v fadé nebo jinou deskovku pro dva hrace.

V prvni sérii'? byl probran algoritmus Minimax, v druhé'® jeho vylepseni
pomoci Alfa-beta ofezavani. Pak ubéhla celd zima, béhem niZ mozna leckomu
algoritmy v paméti roztaly jako jarni snih. Zopakovat oba by vSak bylo na dlouho,
takze se budeme muset spokojit s Minimaxem. K pochopeni dalsiho textu a tikolu
by ndm mél stacit.

Strom hry a Minimax

Situace je nasledujici: mame hru bez nahody a chceme najit z jeji urcité pozi-
ce co nejlepsi tah. Kdyz se vSak podivame na jednotlivé tahy, neumime jednoduse
urcit, ktery povede k vyhte a ktery ne. Proto budeme muset prozkoumat i pozice,
do nichz vedou naSe tahy, coz provedeme rekurzivné (tim samym algoritmem).

V podstaté prochazime tzv. hernim stromem — jeho kofenem je pozice, pro
niz hledame nejlepsi tah, synové korene jsou pozice vzniklé po jednom nasem
tahu, jejich synové jsou pozice po tahu soupere atd. Listy stromu jsou bud po-

http://cs.wikipedia.org/wiki/Nadre%C3%A11n%C3%A9_%C4%8D%C3%ADs1d
http://www.cgsuite.org/|

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-1-§
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-8
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zice, kde jsme vyhrali, nebo pozice, v nichZ vyhral soupef (na remizu na chvili
zapomenme).

Necht jsme prosli rekurzivné cely strom. Jak zjistit, ktery tah vede do pozice
pro nds vyhrané? (To je takové pozice, v které pfi dokonalé strategii obou hraca
vyhrajeme my.) PomiZe ndm k tomu ohodnocovdni uzli stromu, ¢ili pozic.

Listy ohodnotime tak, ze pro nas vyhrané pozice budou co a pro soupefe
—00. Ostatnim vrcholiim pfifadime hodnotu, az kdyz mame ohodnocené jejich
syny. Pokud jsme na tahu my, vezmeme maximum z ohodnoceni synt (tedy oo
odpovidajici nasi vyhte, pokud tam je), soupef na tahu zase bere minimum.

V praxi nejsme vétSinou schopni propocitat cely herni strom (s vyjimkou
jednoduchych her nebo pozic v koncovce), proto je dobré prohledévani ukondit
v uréité hloubce (odpovidajici poétu odehranych taht z kofene).

Prohledévanim jen do urcité hloubky vsak ziskdme listy, které pro nas nejsou
vyhrané ¢i prohrané. Ty musime ohodnotit heuristickou funkci, kterd bude pro
danou pozici vracet, jak moc pravdépodobné je, ze v ni vyhrajeme. Kdyz je lepsi
pro nas, vrati kladné cislo, kdyz pro soupere, vrati zaporné. Vyrovnana nebo
remizova pozice obdrzi 0.

Pokud jsme na tahu, vybirdme maximum ze syni (hraci, ktery vybird ma-
ximum, budeme fikat Maz), soupef vybird minimum (a necht se jmenuje Min),
algoritmus se tedy nazyva Minimaz. Zde je jeho pseudokdd:

// funkce vraci hodnotu pozice a nejlepsi tah
def minimax(pozice, hloubka, natahu):
// jsme v listu
if hloubka == 0 or konecHry(pozice)
return (hodnota(pozice), prazdnyTah)

if natahu == Max:
nejHodnota = -nekonecno - 1
nejTah = prazdnyTah
// projdeme tahy hrace Max
for p in mozneTahy(pozice, Max):
(hodnota, tah) =
minimax (provedTah(p), hloubka - 1, Min)
if hodnota > nejHodnota:
nejHodnota = hodnota
nejTah = p
return (nejHodnota, nejTah)

if natahu == Min:
nejHodnota = nekonecno + 1
nejTah = prazdnyTah:
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// projdeme tahy hrace Min
for p in mozneTahy(pozice, Min):
(hodnota, tah) =
minimax (provedTah(p), hloubka - 1, Max)
if hodnota < nejHodnota:
nejHodnota = hodnota
nejTah = p
return (nejHodnota, nejTah)

Pokud vam néco ohledné Minimaxu neni jasné, nakouknéte do prvni série.
Téz prikladame obrazek herniho stromu prohledaného do hloubky 2:

Algoritmus lze zjednodusit tak, Zze pokazdé budeme vybirat maximum z hod-
not synt, ale musime pak mezi irovnémi prenasobit hodnotu pozice ¢islem —1
a patficné upravit hodnotici funkci. Zkuste si sami takto upravit pseudokdd a
ovéfit, Ze déla to samé. Zjednodusenému algoritmu se ¥kd Negamaz (ndsobeni
—1 je jakasi negace a vzdy vybirdme maximum).

Co se tyce hodnotici funkce, méla by byt velmi rychla (rychlejsi nez prohle-
davéani do hloubky o jedna vétsi s trividlni ohodnocovaci funkei).

Minimax je sdm o sobé dost neefektivni, protoze zkousi vsechny mozné va-
rianty, jak by hra dale mohla probihat (i ty nesmyslné). Moznym zrychlenim
vypoctu je proto negenerovat vSechny tahy, coz mtze byt vSsak mnohdy nebez-
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pecné, protoze lze prehlédnout dobry tah... ale tfeba u piskvorek pieskoceni
dobrého tahu zas tolik nehrozi, viz prvni sérii.

Algoritmus Alfa-beta ofezdvdni pak dostaneme z Minimaxu, kdyz si vSim-
neme, ze nékteré uzly ve stromu mohou byt pro jednoho z hract tak nevyhodné,
Ze do nich ur¢ité nebude hrat. Tyto ¢asti herniho stromu tedy neni potfeba pro-
zkoumavat, mohou byt tzv. ofiznuty. Z casoprostorovych divodi odkdzeme na
podrobnéjsi popis Alfa-beta ofezavani'4 do druhé série.

Transpoziéni tabulky

Casto se také stane, Ze k jedné pozici se lze dostat nékolika rfiznymi po-
sloupnostmi taht, je tedy v hernim stromé vickrat. Aby se vZdy nemusela znovu
a znovu prozkoumavat, ulozi se poprvé vysledek vypoctu do tzv. transpoziéni
tabulky.

Kdyz tedy mame prozkoumat néjakou pozici, nejprve nahlédneme do trans-
pozi¢ni tabulky, neni-li tam. Pokud ano a byla uz prohledana do stejné hloubky,
jako chceme, vratime ulozeny vysledek, jinak provedeme vypocet a pozici ulozi-
me.

Transpoziéni tabulka technicky neni nic jiného nez hesovaci tabulka (o nich
se vice miizete doé¢ist v kuchaice o heSovani).!® Z pozice vytvofime obrovské
¢islo (tfeba 64-bitové), které by mélo byt pokud mozno unikatni — nazyva se hes
pozice.

Hes modulo velikost tabulky udava, kam mame pozici ulozit. Jelikoz velikost
transpozi¢ni tabulky byva o dost mensi nez rozsah hodnot hese a také nez pocet
dosazitelnych pozic, Casto se stane, ze policko v tabulce, kam chceme pozici ulozit,
je uz obsazené.

Tento problém se miize Fesit riznymi zptsoby, ale vzdy se néjakd pozice
z tabulky za uréitych podminek vyhazuje (jinak by program spotieboval moc
paméti). Nové uklddand pozice byva vzdy uloZena.

Nejcastéji se do kazdého policka tabulky davaji dvé pozice, aby nedochazelo
tak Casto k vyhazovani. Kdyz uz jsou pfed ukldadanim na policku dvé pozice,
vyhodi se z tabulky ta, jez byla prohledana do mensi hloubky, coz se musi ukladat
v tabulce.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-§
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
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Toto samoziejmé neni jediny zptisob, jak se chovat, kdyz je bunka v tabulce
obsazena, ale byva lepsi nez ukladani jedné pozice do jednoho policka tabulky,
jak ukazaly testy.'6

Abychom ovéfili, Ze mdme na konkrétnim policku uloZenu hledanou pozici,
musime v tabulce uchovavat i hese pozic. Takze celkové pro kazdou pozici bu-
deme ukladat jeji hes, vypoc¢tenou hodnotu, nejlepsi tah a hloubku, do niz byla
prohledavana.

Muze se také stat, ze dvé rtzné pozice dostanou stejnou hes. Aby se to
stavalo co nejméné, musi byt funkce pocitajici hes dostatecné ndhodna a roz-
sah hodnot hese velky. Kdyz vSak problém nastane, ¢asto nelze zahrat z pozice
tah ulozeny v transpozi¢ni tabulce. Jinak se tento problém vétsinou neresi, jeho
vyskyt byva ridky.

Zb§va jen povédét, jak pocitat onu hes. Casto se pouziva Zobristovo heso-
vani. Pred vypoctem si pro kazdou kombinaci herniho polic¢ka a herniho kamene
(figurky) vygenerujeme ndhodnou hodnotu (v rozsahu hese). He§ konkrétni po-
zice je XOR hodnot kombinaci policka a kamene, jez se momentalné nachéazeji na
herni desce.

Tedy napt. v Sachach se hes mize pocitat takto: nahodné ¢islo pro bilou véz
na Al XOR ¢islo pro bilého jezdce na B1 XOR atd.

Vyznam transpozicni tabulky vzroste pfi pouziti iterativniho prohlubovdni.
Pfi ném prosté prohledavani poustime do hloubky 1, pak 2, 3, ... , dokud ne-
dojde ¢as nebo nezjistime, Ze pozice je pro nas vyhrana ¢i prohranda. Navic pfi
prohledavani upfednostiiujeme nejlepsi tahy z minulého prohledavani do mensi
hloubky (ty najdeme pravé v transpoziéni tabulce).

Dalsich vylepSeni Alfa-beta algoritmu je lidové feceno hafo. Ostatni vSak
ponechame na dobrovolné samostudium, které se miize hodit pfi feSeni tkolu.
Dobrym zdrojem mtize byt Chess Programming Wiki.!”

Ukol [14b]: Ukol spoéiva ve zkoumani a analyze hry Dvonn, neboli jak by
mél v takové hie pocita¢ hledat z daného stavu nejlepsi tah. Abyste se méli ¢eho
chytit, dostanete navodné otazky. Odladény program po vas chtit nebudeme,
mohlo by vam to sebrat klidné celé jaro. :-)

http://mediocrechess.blogspot.com/2007/01/
guide-transposition-tables.html
http://chessprogramming.wikispaces.com/|
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Aby se vam hra dobfe analyzovala, je mozné ji hrat tfeba na BoardSpa-
ce.net'® (s lidmi i roboty). Pravidla najdete na internetu i v éestiné!® a soupere
si mizete domlouvat na nasem f6ru?° (tfeba autor serialu si s vdmi rad zahraje).
Bohaté staci, kdyz se zamyslite nad fazi hry po rozmisténi kamenu (tj. kdyz uz

se kameny premistuji).

Algoritmus na hledani nejlepsiho tahu uz znate, par trik také. Predstavte
si, ze chcete robota pro Dvonn implementovat ve svém oblibeném jazyce, ktery
by ovSem sdm o sobé mél byt rychly (coz t¥eba Python neni, C# také moc ne). Jak
efektivné reprezentovat pozici? Jak s pomoci té reprezentace rychle generovat a
provadét tahy?

Zamyslete se rovnéZz nad ohodnocovanim pozice. (Vyhra bilého je néjaka
velka konstanta H, vyhra ¢erného —H, remizova nebo vyrovnand pozice ma 0,
v8e ostatni je na vés.) I toto by mélo byt pekelné rychlé. Namisto slovniho popisu
miizete dodat rozumné ¢itelny (pseudo)kdd, coz 1ze udélat i u jinych ¢asti tkolu.

Dal$im namétem muze byt fazeni tahd dle vyhodnosti pro hrace na tahu,
které se hodi pro Alfa-beta ofezdvani (lepsi tahy spiSe zpusobi ofezéni pozice).
Jak lze v této hie fadit tahy? Daji se generovat rovnou v néjakém ,dobrém*
poradi?

Ukol je v podstaté dost kreativni a klidné napiste i o nééem jiném, co vas
pfi zkouméani hry a pfemysleni o algoritmech napadne, bude to nalezité ocenéno.

Udéla ndm radost (a vam bodové pfilepsi) samostudium algoritmi a jinych
technik z této oblasti (napf¥. téch, co vylepsuji Alfa-beta ofezdvani). Z toho pak

sepiste vlastni poznamky o té technice, pfipadné i o jejim nasazeni na Dvonn.
Staci i par odstavc.

Asi vas zajima bodovani. Plnym poétem ohodnotime Feseni obsahujici:

vhodnou reprezentaci pozice a kratky popis, jak implementovat generovani tahu,
zpusob ohodnoceni pozice, neboli jak a pro¢ se rtizné vlastnosti stavu hry zapo-
¢itavaji do hodnoty, rovnéz s kratkym nastinénim efektivni implementace,
alespon kratké zamysleni nad fazenim tahia v Dvonnu,

jak zhruba vypadé herni strom, tedy jak dlouhd je béZznd hra (méfeno tahy) a
kolik m4 hra¢ primérné tahii v riznych castech hry.

Jednotlivé ¢asti hodnoceni lze nahradit i jinym souvisejicim napadem, té-
matem apod. Velmi dobré Feseni (po kvalitativni i kvantitativni strance) mozna
obdrzi néjaky ten bonusovy bod.

http://www.boardspace.net/|
http://deskovehry.blogspot.com/2009/10/pravidla-dvonn.html|
http://ksp.mff.cuni.cz/forum/
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Alfa-beta neni zdaleka jedingm pouZivanym algoritmem v oblasti her, i po-
kud pomineme algoritmy vhodné jen pro konkrétni hry. V koncovkach se casto
hodi nasadit Proof Number Search,?’ bylo jim nedévno také zjisténo, Ze po-
¢atecni pozice v anglické damé je remizova. Dal$im zajimavym algoritmem je
Monte-Carlo Tree Search,?? pouzivajici pseudondhodné simulace hry.

Oba tyto algoritmy sice nejsou jednoduché, ale jsou obecné pouZitelné pro
velké mnozstvi her. Existuji také algoritmy urcené jen pro jednu hru zalozené na
jejich specifickych vlastnostech.

vvvvvv

Ze vas zaujal a tfeba se vam budou nabyté znalosti jesté nékdy hodit.

http://fragrieu.free.fr/SearchingForSolutions.pdf]
http://senseis.xmp.net/?MonteCarld
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Programatorské kucharky
Kuchatka prvni série — slozitost

» p o e Y
Casova a paméfova sloZitost

V této kuchafce se muzete docist o zdkladech casové a pamétové slozitosti.
Po precteni byste méli byt schopni sami rozebrat slozitost jednoduchych algorit-
mu. To se hodi tfeba pfi navrhu algoritmi a FeSeni algoritmickych tloh, které
muZete potkat napiiklad v KSP.

Nejdfive si ujasnime, co to ta slozitost vlastné je, a ukazeme si par priklada.
Pak si fekneme, s jakou presnosti budeme slozitost chtit urcovat, a zavedeme si
asymptotickou slozitost. Na zaveér si ukdzeme bézné tiidy slozitosti.

Zakladni prehled

Pokud fesime néjakou programatorskou tulohu, ¢asto nas napadne vice riz-
nych feSeni a potiebujeme se rozhodnout, které z nich je ,nejlepsi“. Abychom
to mohli posoudit, potfebujeme si zavést méritka, podle kterych budeme rtzné
algoritmy porovnavat. Nas u kazdého algoritmu budou zajimat dvé vlastnosti:
éas, po ktery algoritmus bézi, a pamét, kterou pii tom spotfebuje.

Cas nebudeme méfit v sekundach (protoZe stejny program na riiznych poéi-
tac¢ich bézi rozdilnou dobu), ale v poétu provedenych operaci. Pro jednoduchost
budeme predpokladat, ze aritmetické operace, prifazovani, porovnavani, apod.
nas stoji jednotkovy ¢as. Ona to neni Gplna pravda, tyto operace se ve skutecnos-
ti prelozi na procesorové instrukce, které se teprve zpracovavaji. Ale nam postaci
védeét, ze téch instrukci bude vzdy konstantni pocéet. A pozdéji se dozvime, pro¢
nam na takové konstanté nezalezi.

Mnozstvi pouzité paméti mizeme zjistit tak, ze prosté spocitame, kolik by-
t paméti nas program pouzil. Nam obvykle bude stacit mensi presnost, takze
vSechna ¢isla budeme povazovat za stejné velka a velikost jednoho prohlasime
za jednotku prostoru.

Jak cas, tak pamét se obvykle 1is{ podle toho, jaky vstup nas program zrovna
dostal — na velké vstupy spotfebuje vice ¢asu i paméti nez na ty malé. Budeme
proto oba parametry uréovat v zdvislosti na velikosti vstupu a hledat funkci,
kterd ndm tuto zavislost popiSe. Takové funkci se odborné ¥ikd casovd (pripadné
pamétovd, nékdy téZ prostorovd) sloZitost algoritmu/programu.

Nyni si na prikladu ukéZeme, jak se ¢asova a pamétova slozitost da urcovat
intuitivné, a pak si vSe podrobné vysvétlime.

Predstavme si, ze mame danou posloupnost N celych ¢isel, ze které chceme
vybrat maximum. Pouzijeme algoritmus, ktery za maximum prohlasi nejprve
prvni ¢islo posloupnosti. Pak toto maximum postupné porovnava s dalsimi ¢isly
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posloupnosti a pokud je nékteré vétsi, ucini z néj nové maximum. Zapsat bychom
to mohli tfeba takto:

posl[1...N] = vstup
max = posl[1]
Pro i = 2 az N:
JestliZe posl[i] > max:
max = posl[i]
Vypis max

Neni tézké nahlédnout, ze algoritmus provede maximalné N — 1 porovnani.
Intuitivné casova slozitost bude linedrné zaviset na N, protoze porovnani dvou
¢isel nam zabere ,, jednotkovy ¢as“ a paméfova slozitost bude také na N zaviset
linearné, protoze si kazdé ¢islo z posloupnosti budeme uchovavat v paméti. Pokud
bychom si nepamatovali celou posloupnost, ale vzdy jen posledni precteny clen,
stadilo by ndm jen konstantné mnoho proménnych, takze pamétova slozitost by
klesla na konstantni (nezdvislou na N) a ¢asova by ztstala stejna.

Jiny priklad: Méjme dané ¢islo K. Nasim tkolem je vypsat tabulku vSech
nasobki ¢isel od 1 do K:
Pro i = 1 az K:
Pro j = 1 az K:
Vypi§ i*j a mezeru
Pfejdi na novy radek
Tabulka méa velikost K2 a na kazdém jejim poli¢ku stravime jen konstantni
¢as. Proto &asové slozitost bude zaviset na ¢&isle K kvadraticky, tedy bude K?2.
Pamétova slozitost bude bud konstantni, pokud hodnoty budeme jen vypisovat,
anebo kvadraticka, pokud si tabulku budeme ukladat do paméti. Mizeme si také
vSimnout, ze tabulku nemusime vypisovat celou, ale bude nam stacit jen jeji
dolni trojihelnikova ¢ast — i tak budeme muset spocitat (K- K — K)/2+ K =
K?2/2 + K/2 hodnot, coz je stale fadové kvadratické vzhledem ke K.

U vybéru algoritmu tedy bereme v potaz ¢as a pamét. Ktery z téchto faktort
také plati, ze ¢im vice ¢asu se snazime uSetfit, tim vice paméti nas to pak stoji.
To kvuli chytré reprezentaci dat v paméti a riznym vyhledavacim strukturam,
o kterych se muzete docist v nasich dalsich kucharkach. Nas u valné vétsiny
algoritm® bude nejdifive zajimat casova slozitost a az poté sloZitost pamétfova.
Paméti maji totiz dnesni pocitace dost, a tak se malokdy stane, Zze vymyslime
algoritmus, ktery mé dokonaly Cas, ale nestac¢i ndm na néj pamdst. Ale presto
doporucujeme dévat si na pamétova omezeni pozor.

Nez se pustime do podrobnéjsiho vysvétlovani, jesté si ukazeme tzv. ,meto-
du kouknu a vidim“, kterou muzeme pouzit na ur¢ovani ¢asové slozitosti u téch
nejjednodussich algoritmi. Spo€ivé jen v tom, Ze se podivame, kolik nejvic ob-
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sahuje nas program vnofenych cyklt. Reknéme, e jich je k a Ze kazdy bézi od 1
do N. Potom za éasovou slozitost prohlasime N*.

Vzhledem k ¢emu budeme sloZitosti urcovat?

Slozitosti obvykle urcujeme vzhledem k velikosti vstupu (pocet ¢isel, pri-
padné znakt na vstupu). Tento pocet si ozna¢me N. Casovou i pamétovou sloZi-
tost pak vyjadiime vzhledem k tomuto N. To je vidét tfeba na vybéru maxima
v predchozim textu.

Pokud by existovalo né€kolik vstupt stejné velikosti, pro které nas algoritmus
bézi rizné dlouho, bude ¢asova slozitost popisovat ten nejhorsi z nich (takovy, na
kterém algoritmus pobézi nejpomaleji). Stejné tak pro pamétovou slozitost pou-
Zijeme ten ze vstupu délky N, na ktery spotiebujeme nejvice paméti. Dostaneme
tzv. slozitosti v nejhorsim pfipadé. Podrobnéji si o tom povime pozdéji.

Nékdy se nam hodi urcit slozitost v zavislosti na vice nez jedné proménné.
Pokud bychom naptiklad chtéli vypisovat vSechny dvojice podstatného a pridav-
ného jména ze zadaného slovniku, stravime tim c¢as, ktery bude zaviset nejen na
celkové velikosti slovniku, ale i na tom, kolik obsahuje podstatnych a kolik pridav-
nych jmen. Rozmyslete si, jaka slozitost vyjde, pokud vite, ze velikost slovniku
je S, podstatnych jmen je A a pfidavnych jmen B.

Castym piikladem, kde si velikost vstupu potiebujeme rozdélit do vice pro-
ménnych, jsou algoritmy pracujici s grafy (viz grafovd kuchaika).?? V piipadé
grafi obvykle vyjadiujeme slozitost pomoci proménnych N a M, kde N je pocet
vrchola grafu a M je pocet jeho hran. I pro vice proménnych vybirdme nejhorsi
pripad.

Ne vzdy ale urcujeme slozitosti v zavislosti na velikosti vstupt. Naptiklad
pokud je velikost vstupu konstantni, slozitost ur¢ime vzhledem k hodnotam pro-
ménnych na vstupu. Treba u pfikladu s tabulkou nasobku jsme slozitost uréili
vzhledem k velikosti tabulky, kterou jsme dostali na vstupu. Jinym pfikladem
miize byt vypsani vSech prvocisel mensich nez dané N.

Asymptoticka sloZitost

V této Casti textu se budeme vénovat pouze Casové slozitosti. Vsechna pra-
vidla, kterd si fekneme, pak budou platit i pro pamétovou slozitost.

U urcovani casové slozitosti nas bude predevsim zajimat, jak se algoritmy
chovaji pro velké vstupy. Mé&jme napiiklad algoritmus A o ¢asové slozitosti 4N a
algoritmus B o slozitosti N2. Tehdy je sice pro N = 1,2, 3 algoritmus B rychlejsi
nez A, ale pro vSechna vét§i N ho uz algoritmus A predbéhne. Takze pokud
bychom si méli mezi témito algoritmy zvolit, vybereme si algoritmus A.

23 http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook3.htm]|
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U slozitosti nas obvykle nebude zajimat, jak se chova na malych vstupech,
protoze na téch je rychly téméi kazdy algoritmus. Rozhodujici pro nas bude
slozitost na maximalnich vstupech (pokud néjaké omezeni existuje) anebo slo-
Zitost pro ,hodné velké vstupy“. Proto si zavedeme tzv. asymptotickou ¢asovou
sloZitost.

Ptedstavme si, Ze mame algoritmus se slozitosti n?/4+6n-+12. Pod asympto-

vevs

kterého se pak pro velké vstupy chova cely vyraz. To znamena, ze:

Konstanty u jednotlivych ¢lentt mizeme Skrtnout (napf. 6n se chova podobné
jako n). Tim dostavame n? +n + 1.

Pro velka n je n+1 oproti n? nevyznamné, tak ho miizeme také skrtnout. Dosta-
vame tak slozitost n?. Obecné skrtame vSechny ¢leny, které jsou pro dost velké n
mensi nez néjaky neskrtnuty clen.

Tahle pravidla sice vétsinou funguji, ale skrtat ve vypoctech pfece nemizeme
jen tak. Proto si nyni zavedeme operator O (velké O), diky kterému budeme umét
popsat, co pfesné nase ,Skrtani“ znamend, a pouzivat ho korektné.

Definice: Mé&jme funkce f : N — R* a g : N — R*. Rekneme, Ze f € O(g),
pokud Ing € N a 3¢ € R™ tak, ze Vn > ng plati f(n) <c-g(n).

Nyni slovy: Méjme funkce f a g funkce z pfirozenych do kladnych redlnych
¢isel. Rekneme, 7e funkce f patii do tiidy O(g), pokud existuji konstanty ng a c
takové, Ze f je pro dost velkd n (totiz pro n > ng) mensi nez c- g(n).

Neékdy také piseme, ze f = O(g) nebo fikdme, Ze program ma slozitost O(f).
A zde je pouziti: n?/4+6n+12 € O(n?), protoze napiiklad pro ¢ = 10 plati
pro vSechna n > 1 (tedy no = 2):
n?/4+6n + 12 < 10n?.

Pokud vam tento zpusob nevyhovuje a vice se vam libi metoda pomoci
LSkrtani“| tak ji klidné pouzivejte, akorat vSude piste O(...). N&kdy také fikdme,
7Ze se konstanty a méné vyznamné ¢leny v O ztraci.

Jesté poznamenejme, Ze operator O(. ..) znamena asymptoticky horni odhad
funkce. TakZe pokud funkce patif do O(N), tak patii i do O(N?), O(N3), ...

Nejhorsi a prumérny p¥ipad
Opét si vse vysvétlime jen na Casové slozitosti.

Velka cast algoritmi bézi pro rizné vstupy stejné velikosti riznou dobu.
U takovych algoritmii pak muZeme rozliSovat slozitost v nejhorsim pfipadé (tu
uz zname), v nejlepsim pfipadé a t¥eba i pramérnou ¢asovou slozitost.

72



Programatorské kucharky Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Vse si ukdzeme na algoritmu BubbleSort (bublinkovém tiidéni), o kterém se
muzete dodist v kuchaice o t¥idicich algoritmech.?* Funguje tak, Ze se diva na
vsechny dvojice sousednich prvki a kdykoliv je dvojice ve Spatném poradi, tak
ji prohodi. Zde je pseudokdd algoritmu:

BubbleSort(pole, N):
Opakuj:
setfidéno = 1
Pro i = 1 az N-1:
JestliZze pole[i] > polel[i+1]:
p = polel[il
pole[i] = pole[i+1]
pole[i+1] = p
setfidéno = 0
Skon¢i, aZ bude set¥idéno = 1

Casova slozitost v nejhorsim p¥ipadé ¢ini O(N?) — v kazdém priichodu vndj-
$im cyklem nam totiz nejvétsi hodnota ,,probubla® na konec a ostatni se posunou
o jednu pozici doleva. Rozmyslete si, pro¢. Prichodu je proto nejvyse N — 1 a
kazdy z nich trvd O(N). Tento nejhorsi pfipad miZe doopravdy nastat, pokud
nechame setfidit klesajici posloupnost. Tam provedeme presné N — 1 pruchodu.

Naopak v nejlepsim pfipadé bude ¢asova slozitost pouze O(N). To nastane,
pokud na vstupu dostaneme uz setfidénou posloupnost. U té algoritmus pouze
zkontroluje vSechny dvojice a pak se ihned zastavi.

Priumérna casova slozitost nam udéava, jak dlouho nas algoritmus bézi pri-
mérné. Co to ale znamend, neni snadné definovat ani spocitat. U t¥idiciho al-
goritmu bychom mohli poditat primeér pfes vSechny moznosti, jak mohou byt
prvky na vstupu zamichané (tedy pfes vSechny jejich permutace). To ndm nékdy
miize dat presnéjsi odhad chovani algoritmu.

Zrovna u BubbleSortu a mnoha jinych algoritmu vyjde primérna ¢asova slo-
Zitost stejné jako slozitost v nejhorsim pripadé. Jednim z nejznaméjsich prikladia
algoritmu, ktery je v primeéru asymptoticky lepsi, je t¥idici algoritmus QuickSort
(opét viz tfidici kuchaika). Jeho primeérna ¢asova slozitost ¢ini O(N -log N), za-
timco v nejhorsim pfipadé muze bézet az kvadraticky dlouho.

Casto pouzivané sloZitosti

Na zavér si ukdzeme Casto se vyskytujici Gasové slozitosti algoritmil (ty pa-
métové jsou obdobné). Sefadili jsme je od nejrychlejsich a ke kazdé pfipsali pfi-
klad algoritmu.

24 http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook2.htm]|
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O(1) — konstantni (tfeba zjisténi, jestli je ¢islo sudé)

O(log N) — logaritmickd (bindrni vyhledavani); véimnéte si, Ze na zdkladu logaritmu
nezdleZi, protoZe plati log, n = log, n/log, a, takZe logaritmy o riznych zakladech
se lisi jen konstanta-krat, coz se ,schova do O-c¢ka“.

O(N) — linedrni (hledani maxima z N ¢isel)

O(N -log N) — linedrné-logaritmickd (nejlepsi algoritmy na t¥idéni pomoci porov-
navani)

O(N?) - kvadratickd (BubbleSort)

O(N3) — kubickd (ndsoben{ matic podle definice)

O(2N) - exponencidlni (nalezeni viech posloupnosti délky N slozenych z nul a
jedni¢ek; pokud je chceme i vypsat, dostaneme O(N - 2V))

O(N!) — faktoridlovd, N! =1-2-3-...- N (nalezeni vSech permutaci N prvki, tedy
tfeba vSech pfesmycek slova o N riznych pismenech)

vvvvv

nomialni fikdme tém, které patii do O(N*) pro né&jaké k. Naopak nepolynomialni

jsou ty, pro néz zadné takové k neexistuje.

Do polynomidlnich algoritmt pat#i i algoritmus se slozitosti O(log V). A to
proto, ze O(log N) C O(N) (kazdy algoritmus, ktery sebéhne v ¢ase O(log N),
sebéhne i v O(N)).

Nepolynomidlni jsou z nasi tabulky t¥idy O(2V) a O(N!). Takové algoritmy
jsou extrémné pomalé a snazime se jim co nejvice vyhybat.

Pro pfedstavu o tom, jak se slozitost projevuje na opravdovém pocitaci, se
podivame, jak dlouho pobéZi algoritmy na pocitaci, ktery provede 10° (miliar-
du) operaci za sekundu. Tento pocita¢ je srovnatelny s témi, které dnes bézné
pouzivame. Podivejme se, jak dlouho na ném pobézi algoritmy s nasledujicimi
slozitostmi:

funkce / n = 10 20 50 100 1000 108

logy n 3.3ns 4.3ns 49ns 6.6ns 10.0ns 19.9ns

n 10ns 20ns 30ns 100mns lps 1ms
n-logam 33ns 86ns 282ns 664ns 10ps 20ms
n? 100ns 400ns 900ns 100 us 1ms 1000s
n? lpus 8us 27us 1ms 1s 10°s
on lpus 1ms 1s 10%'s 10*?s =0
n! 3ms 10%s 10%s 1095 10%%s  ~ oo

Pro predstavu: 1000s je asi tak ¢tvrt hodiny, 1 000000s je necelych 12 dni,
109s je 31 let a 10'®s je asi tak staii Vesmiru. Tak#e nepolynomiélni algoritmy
zacnou byt velmi brzy nepouzitelné.

Dnes$ni menu servirovali
Karel Tesar a Martin Mares
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Kucharka druhé série — dynamické programovani

Rekurzivni funkce a dynamické programovéani

Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd pri svém béhu vola sama sebe,
Casto i vice nez jednou, coz v dusledku miize vést na exponencialni algoritmus.

Dynamické programovani je technika, kterou jde z pomalého rekurzivniho
algoritmu vyrobit pékny polynomidlni (az na vyjimeéné piipady). Ale neptedbi-
hejme, nejdiive se podivame na jednoduchy ptiklad rekurze:

Fibonacciho é&isla

Budeme poéitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, je-
jimiz prvnimi dvéma ¢leny jsou jednicky (Fy = 1, F» = 1) a kazdy dalsi ¢len je
souc¢tem dvou pfedchozich (F,, = F,,_1 + F,,_2 pro n > 2). Za¢ina takto:

11 2 3 5 8 13 21 34 55 &9

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F,,) si napiSeme rekurzivni
funkci Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice — zepta se
sama sebe rekurzivné, jaka jsou dvé pfedchozi ¢isla, a pak je secte. Mozna vice
fekne program:

function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;

To, jak funkce vola sama sebe, si mizeme snadno nakreslit tfeba pro vypocet
Cisla Fi:
Fy

Vidime, Ze se program rozvétvuje, coz tvori strom volani. V kazdém vrcholu
tohoto stromu travime konstantni cas, takze casova slozitost celého algoritmu
je aZ na konstantu rovna poc¢tu vrcholi tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou tvahou.

75



Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2011/2012

Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, ktera je sou¢tem hodnot v jeho synech.
Proto je hodnota v kofeni rovna souctu hodnot v listech. V listech jsou ovsem
jednicky (Fy a Fy), takze listd musi byt pravé F,, a v8ech vrcholt dohromady
aspon Fj,.

Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme ¢as alespon tako-
vy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F,, vlastné je? Muzeme tieba
vyuzit toho, ze

Fn = 1I'n-1 +Fn72 > 2'F77.727

z ¢ehoz indukci dokdzeme
F, > on/2 pro n > 6.

Funkce Fibonacci ma tedy alespon exponencidlni ¢asovou sloZitost coz neni nic
vitaného.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? VSimneme si, Ze nékteré podstromy jsou
shodné. Ztejmeé to budou ty ¢asti, které reprezentuji vypocet stejného Fibonacci-
ho ¢isla — v nasem prikladé tieba tietiho. Tyto vypocty opakujeme stale dokola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit a pak je kdykoliv
vytdhnout jako povéstného kralika z klobouku s minimem namahy.

Prdvé zde je zminka o krdlicich prihodnd. Legenda o Fibonacciho
cislech vyprdvi, Ze k jejich objevu doslo pri vyzkumu rozmnoZovdni krdliki.

Leonardo Pisdnsky (zndmy téz jako Fibonacci) totiz péstoval krdliky.
Proni dva mésice meél 1 pdr, dalsi mésic mél 2 pdry, pak 3, pak 5, ...

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku ini-
cializované nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery clen, nejdfive se
podivame do pole, zda jsme ho jiz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodnotu
spocitame, hned si ji do pole poznamename:

var P: array[l..MaxN] of integer;
function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if P[n] = 0 then
begin
if n <= 2 then
P[n] := 1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;
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Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximalné dvakrat — k vy-
poc¢tu ho potiebuji dva nésledujici ¢leny. To ale znamend, Ze funkci Fibonacci
zavoldme maximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou upravou zlepsili expo-
nencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, Ze abychom ziskali ¢as, museli jsme ob&tovat pamét, ale to neni
tak iplné pravda. V prvnim piikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pti volani
funkce si musime zapamatovat nékteré tdaje, jako je tfeba navratové adresa,
parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samotné potiebujeme urcité
pamét linedrni s hloubkou vnoteni, v nasem pfipadé tedy linedrni s n.

Urdité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se da snadno spocitat
i bez rekurze. Sta¢i prvky naseho pole P plnit od zaddtku — kdykoli zndme
P[1...k] = Fi. 1 (vSechny prvky pole na pozicich od 1 do k), dokdZeme snadno
spocitat i Plk + 1] = Fii1:

function Fibonacci(n: integer): integer;
var

P: array[1l..MaxN] of integer;

i: integer;

begin
P[1] := 1;
P[2] := 1;
for i := 3 to n do
P[i] := P[i-1] + P[i-2];
Fibonacci := P[n]
end;

Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vymysleli pomalou
rekurzivni funkci, kterou jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledki.

Nakonec jsme ale celou rekurzi ,obratili naruby“ a mezivysledky pocitali
od nejmensiho k nejvétsimu, aniZz bychom se starali o to, jak se na né puvodni
rekurze ptala.
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V ptipadé Fibonacciho cisel je samoziejmé snadné pfijit rovnou na nere-
kurzivni feseni a dokonce si vSimnout, ze si stac¢i pamatovat jen posledni dveé
hodnoty, a pamétovou sloZitost tak zredukovat na konstantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo feseni ilohy od nejmensich

mu fikd dynamickée programovdni.
Problém batohu

Je ddno N pfedméttt o hmotnostech my,. .., my (celodiselnych) a také ¢islo
M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat nékteré z predmétii tak, aby soucet jejich
hmotnosti byl co nejvétsi, ale pfitom neptekrocil M. Pfedvedeme si algoritmus,
ktery tento problém fesi v éase O(MN).

N4&s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0. .. M] a jeho ¢innost bude
rozdélena do N krokti. Na konci k-tého kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé
tehdy, jestlize z prvnich k pfedmétii 1ze vybrat pfedmeéty, jejichz soucet hmotnosti
je presne€ i.

Pied prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hodnoty A[i] pro > 0
nulové a A[0] mé né&jakou nenulovou hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podalohdm, které fesime —
v prvnim kroku vyfesime podilohu tvofenou jen prvnim predmétem, ve druhém
kroku prvnimi dvéma predméty, pak prvnimi tfemi pfedméty atd.

Popi$me si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochézet od konce, t;j.
od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale nulov4, ale hodnota A[i —myg] je nenulova,
zménime hodnotu ulozenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, pro¢ zrovna na k).

Nyni si rozmyslime, ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hod-
noty v poli A hmotnostem podmnozin z prvnich k pfedmétti (podmnozina je
v podstaté jen vybér néjaké ¢asti pfedmétit).

Pokud je hodnota A[i] nenulové, pak bud byla nenulova pied k-tym krokem
(a v tom piipadé odpovida hmotnosti néjaké podmnoziny prvnich k—1 pfedméti)
anebo se stala nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i — my] byla pfed k-tym krokem nenulovd, a tedy
existuje podmnozina prvnich k£ — 1 pfedméti, jejiz hmotnost je i —my. Pfidanim
k-tého predmétu k této podmnoziné vytvorime podmnozinu pfedmét hmotnosti
presné i.

Naopak, pokud 1ze vytvofit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k pfedmé-
t1, pak takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich k — 1 pfedmét,
a tedy hodnota A[i] je nenulova jiz pfed k-tym krokem, anebo k-ty pfedmét je
obsazen v takové mnoziné X.
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Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pfed k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i — my) a hodnota A[i] se stane nenulovou
v k-tém kroku.

Po provedeni vSech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty A[é] pfesné hmot-
nostem podmnozin ze vSech pfedmétl, co mame k dispozici. Specidlné nejvétsi

mnoziny pfedméti, kterd neptekroéi hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: V k-tém kroku
jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k, takZze v Alip] je ulozeno
¢islo jednoho z pfedmétli néjaké takové mnoziny, v Afip — m 4[] ¢islo dalsiho
predmétu atd. Zdrojovy kdd tohoto algoritmu lze nalézt na dalsi strané.

Casova slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklada z N krokd, z nichz
kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamé&fova slozitost ¢ini O(N + M), coz predstavuje
pamét potfebnou pro ulozeni pomocného pole A a hmotnosti danych predmét.

Cviéeni a poznamky

Pro¢ pole A prochézime pozadu a ne poptredu?

e Slozitost algoritmu vypada jako polynomialni, ale to je trochu podvod. Z&avisi
totiz na hodnoté M. Pokud tuto hodnotu na vstupu zapiseme obvyklym zptso-
bem, tedy v desitkové nebo dvojkové soustavé, pouzijeme fadové log M cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu az exponencialné velké. To je typicky
priklad takzvaného pseudopolynomidlniho algoritmu — tedy takového, jenz je
vzhledem k hodnotam na vstupu polynomialni, ale k délce vstupu exponencialni.
Podrobnosti si miiZzete pfecist v kuchaice o t&zkjch tilohach.?®

var N: integer; { polet pfedmétd 1}
M: integer; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[1..N] of integer;
{ hmotnosti danjch pfedmétd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: integer;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]<>0) and (A[i]=0) then
Ali] :=k;
i:=M; while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximalni hmotnost: ’,i);

25 http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/cook5.htm]|
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write(’Pfedméty v mnoZing:’);
while A[i]<>-1 do begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost [A[i]];
end;
writeln;
end.

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshallav algoritmus

Nas dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritm, ale zkusime si jej nejdii-
ve Fici bez grafi:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou (obousmeérné)
silnice, jejichZ (nezédporné) délky jsou dany na vstupu. Pfedpokladame, Ze silnice
se jinde nez ve méstech nepotkavaji (pokud se k¥izi, tak mimotroviiove).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvojicemi mést, tj. délky
nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi mést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé po sobé nasle-
dujici mésta jsou spojené silnici, a délka cesty je soucet délek silnic, které tato
mésta spojuji.

V grafové terminologii tedy méme dany ohodnoceny neorientovany graf a
chceme zjistit délky nejkratsich cest mezi vsemi dvojicemi jeho vrcholu.

Pljdeme na to nasledovné — vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku al-
goritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D, tj. DJi][j] je vzdalenost z mésta i
do mésta j. Pokud mezi mésty i a j nevede zZadn4 silnice, bude D[i][j] = oo
(v programu bude tato hodnota rovna néjakému dostate¢né velkému éislu).

V pribéhu vypocétu si budeme na pozici D[i][j] udrzovat délku nejkratsi
dosud nalezené cesty mezi mésty 7 a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v DJi][j] ulozena
délka nejkratsi cesty mezi mésty ¢ a j, kterd muze prochazet skrz libovolna z mést
1,...,k.

V pribéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty ¢ a j kratsi
stavajici cesta pfes mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulozena v D[i][4], nebo nova
cesta pres mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochéazi pres mésto k, mizeme si ji rozdélit na nej-

kratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k do j. Délka takové cesty je tedy rovna
DIi|[k] + DIK][j]-
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Takze pokud je sou¢et D[i][k] + D[k][j] mensi nez stavajici hodnota D[i][;],
nahradime hodnotu na pozici D[i][j] timto souc¢tem, jinak ji ponechéme.

Z popisu algoritmu p¥imo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] ulozena
délka nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vSechny dvojice 7 a j,
vyzaduje kazda faze cas O(N?). Celkova ¢asova slozitost naseho algoritmu tedy
je O(N3). Co se paméti tyce, vystacime si s polem D a to ma velikost O(N?).

Program bude vypadat nasledovné:

var N: integer; { polet mést }
D: array[1..N] of array[1..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty, D[i] [i]=0,
misto neexistujicich je "nekoneéno" }
i, j, k: integer;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[il[k1+D[k] [j1 < D[il[j] then
D[i1[j1:=D[i][k] + DI[k1[j];
end.

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdalenosti
mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi.
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To Ize jednoduse vyresit napiiklad tak, Ze si navic budeme udrzovat pomocné

na cesté z ¢ do j délky D[i][j] (pfi zméné v k-té fazi je to &islo k).

Maéme-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nejprve cestu z i do
E[i][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim)
postupem.

Poznamky
® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, ze spojenim dvou cest, které
provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni nemohou néjaké vrcholy opakovat)?

To samoziejmé nevime, ale vsimnéme si, ze kdykoliv by to cesta nebyla, tak si ji
nevybereme, protoze puvodni cesta bez vrcholu k£ bude vzdy kratsi nebo alespon
stejné dlouhd... tedy alesponn pokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus zaporné
délky. To bychom méli pridat do predpokladt naseho algoritmu, kdybychom byli
pedanti.

® Pozor na poradi cykld — program vyslovené svadi k tomu, abychom psali cyklus
pro k jako vnitfni... jenze pak samozfejmé nebude fungovat.
Cviceni

e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?

e Na prvni pohled nejpfirozenéjsi hodnota, kterou bychom mohli pouzit pro oo,
je maxint. To ovSem nebude fungovat, protoze co + oo pretece. Staci maxint
div 27

® Hodnoty v poli si prepisujeme pod rukama, takze by se ndm mohly poplést
hodnoty z predchozi faze s témi z faze soucasné. Ale zachrani nas to, Ze cisla,
o ktera jde, vyjdou v obou fazich stejné. Pro¢?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost
Posledni ptiklad dynamického programovani, ktery si pfedvedeme, se bude

tykat posloupnosti. Mé&jme dvé posloupnosti ¢isel A a B.

Chceme najit jejich nejdelsi spole¢nou podposloupnost, tedy takovou po-
sloupnost, kterou mizeme ziskat z A i B odstranénim nékterych prvki. Napii-
klad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spoleé¢nych podposloupnosti tato posloupnost:
C=23122312.
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Jakym zpusobem miiZeme takovou podposloupnost najit? Nejdiive nas asi
napadne vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat.

Jakmile si ale spocitame, Ze vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je
2" (kazdy prvek nezavisle na ostatnich bud pouzijeme, nebo ne), najdeme radéji
néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfesime tento problém pouze pro prv-
ni prvek posloupnosti A. Pak najdeme feSeni pro prvni dva prvky A, pfi¢emz
vyuzijeme predchozich vysledkt. Takto pokrac¢ujeme pro prvni tii, ¢tyri, ... az
n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat,
abychom z toho dokazali spocist krok nasledujici. Urcité ndm nebude stacit pa-
matovat si pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spoleénych pod-
posloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mnozina pfi pridani dalsiho
prvku k A: VSechny podposloupnosti, které v mnoziné byly, tam zistanou a navic
pribude nékolik novych, koncicich pravé pridanym prvkem.

P

OvsSem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom je ¢asem rozsifili
na nejdelsi spole¢nou podposloupnost.

Takze pokud zname néjaké dveé stejné dlouhé podposloupnosti P a @ koncici
nové pfidanym prvkem v A a vime, Ze P koné¢i v B diive nez @), staci si z nich
pamatovat pouze P.

V libovolném rozsifeni @-cka totiz muZeme () vyménit za P a ziskat tim
stejné dlouhou spoleénou podposloupnost.

Proto si sta¢i pro jiz zpracovanych a prvku posloupnosti A pamatovat pro
kazdou délku [ tu ze spole¢nych podposloupnosti A[l...a] a B délky [, kterd v B
konéi na nejlevéjsim mozném misté.

Dokonce nam bude stacit si misto celé podposloupnosti ulozit jen pozici
jejiho konce v B. K tomu pouZijeme dvojrozmérné pole Dla,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D
se zvétsuji s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili Dla,!] < Dla,l + 1], protoze
posloupnosti délky [ + 1 nejsou ni¢im jinym neZ rozsifenimi posloupnosti délky [
o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny:

Pokud uz zndme cely a-ty fadek pole D, miZzeme z néj ziskat (a + 1)-ni
fadek. Projdeme postupné posloupnost B. KdyZ najdeme v B prvek Ala + 1]
(ten pravé pfidévany do A), miZzeme rozsifit vSechny podposloupnosti konéici
pred aktuélni pozici v B.
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Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsitenim vsech kratsich
ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozice je vétsi nez koncova pozice nékteré
posloupnosti, kterou jiz zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a
ulozime ji misto ptivodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloupnosti B. Vsim-
néme si, Ze nemusime prochazet pole s podposloupnostmi stale od zacatku, ale
muzeme se v ném posouvat od nejmensi délky k nejvétsi.

Ukéazeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pii feSeni problému s po-

sloupnostmi z naseho p¥ikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podpo-
sloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - - - -
215 - = = = = = = = = =
3 1.5 9 - — - = = - - = =
4 1 4 6 11 - - — — — - = -
5 1.2 5 7 12 - - - - - - =
6 1.2 3 7 9 4 - - - - - -
1 2 3 7 8 12 - - - - - -
8§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — —
9 1.2 3 5 8 9 13 4 - - — -
01 2 3 4 6 9 11 14 - — — —
11 2 3 4 6 9 11 14 - — — —
121 2 3 4 6 7 11 12 —- — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi
spole¢nou podposloupnost (NSP).

Ukézeme si to na nasem ptikladu — jelikoz posledni nenulové ¢islo na po-
slednim radku je v 8. sloupci, ma hledand NSP délku 8.

D[12, 8] = 12 fik4, ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v posloupnosti B.
Jeho pozici v posloupnosti A urcuje nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota
také vyskytuje, v nasem pripadé je to fadek 12. Druhé pismeno tedy budeme
uréovat z D10, 7], t¥eti z D[9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

84



Programatorské kucharky Ro¢nik dvacaty &tvrty, 2011/2012

vypocet hodnot v poli, ktery se sklad4 ze dvou hlavnich cykla o délce |A] a |B|,
coz jsou délky posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while probéhne celkem maximalné |A|-krat a ¢asovou slozi-
tost nam nezhorsi. Miizeme tedy Fict, Ze Gasova slozitost je O(|A] - |B]).
Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi, protoze pak je

maximalni délka spolecné podposloupnosti i pocet kroku algoritmu roven délce
kratsi posloupnosti, a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2+ M), kde NN je délka kratsi posloup-
nosti a M té delsi.

program Podposloupnost;
var
A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;
LA, LB, LC: Integer; { Délky posloupnosti }
D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, MaxL, T: Integer;
begin

if LA > LB then begin { A bude krat3i z obou }

C := A;
A := B;
B := C;
T := LA;
LA := LB;
LB := T;

end;

for I := 1 to LA do
D[0, I] := LB;
L :=0;
MaxL := 0;
for T := 1 to LA do begin
for J := 1 to LA do
D[I, J] := D[I-1, JI;

L := 0;
for J := 0 to LB-1 do
if B[J] = A[I-1] then begin
while (L = 0) or (D[I-1, L] < J) do
L:=L+1;
if D[I, L] >= J then
D[I, L] := J;
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end;
if L > MaxL then MaxL := L;
end;
LC := MaxL;
J := LA;
for I := LC downto 1 do
begin

while D[J-1, I] = D[J, I] do J:=J-1;
C[I-1] := A[J-1];
J:=J-1;

end;

s Dnesni menu servirovali
end. Martin Mare$ a Petr Skoda

f 5 . 2 *
f /) 24
’. /’/ / -

Z 7
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Kucharka treti série — intervalové stromy
Intervalové stromy
Predstavme si, Ze mame posloupnost celych ¢isel
P1,P2,---, PN,
se kterou budeme pribézné provadét tyto dveé operace:

. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.

2. Zjisténi souctu Cisel na né&jakém intervalu [a,b], tedy

Pa + Pat+1+ .-+ Dp.

Nejdriive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdybychom méli jen
druhou operaci, tj. dotazy na soucty na konkrétnich intervalech. K feseni vyuzi-
jeme pole prefizovijch soucti.

Pole prefixovych souctt je pole délky N +1, ve kterém na indexu i lezi soucet
prvki posloupnosti od indexu 1 az do indexu 7.

Tedy pref[i]l = p[1] + ... + pl[il; z praktickych dtvodi dodefinujeme
pref[0] = 0.

Neni tézké si rozmyslet, ze toto pole dokazeme jednoduse spocitat v case
O(N).

Nyni, kdyz uz zname vSechny prefixové soucty posloupnosti, umime snadno
spocitat soucet na libovolném intervalu [a, b]:

s[a,b] = prefl[b] - prefl[a-1]

Kazdy dotaz dokazeme zodpovédét v konstantnim case. Cely algoritmus ma
tedy slozitost O(N + D), kde N je délka posloupnosti a D je pocet dotazi.

Kdyz si povolime i ménit ¢isla v posloupnosti, pokazime si ¢asovou slozitost.
S prefixovymi soucty stale dokdzeme dotaz na soucet podposloupnosti provadét
v konstantnim Case, ale pri zméné Cisla v posloupnosti se ndm miize stat, ze
musime zménit az vSechny prefixové soucty, takze slozitost této operace je O(N)
a celkova sloZitost pro Z zmén a D dotazi je v nejhor§im piipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme se snazit, abychom
vysledné intervaly uméli co nejrychleji sklddat z predpocitanych hodnot, a tedy
pfi zméné posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu se nam bude
hodit datova struktura jménem intervalovy strom.
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Zavedeni intervalového stromu

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny binarni strom, jehoz kazdy list pred-
stavuje néjaky interval a vSechny ostatni vrcholy reprezentuji interval, ktery
vznikne slozenim intervald jejich synt.

Zaroven intervaly vrcholi jedné hladiny na sebe navazuji (vzdy smeérem
zleva doprava). Z toho vyplyvd, ze slozenim intervalii z vrcholt jedné hladiny
dostaneme interval, ktery si pamatujeme v kofeni.

Intervalovych stromi existuje vice druhii. Obvykle je rozliSujeme podle toho,
jaké informace si v nich pamatujeme. Napriklad ve stromé pro soucty si kazdy
vrchol pamatuje soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pamatuje
maximum na intervalu apod.

Mitizeme ale klidné mit tfeba strom, ktery si pamatuje, jestli cely jeho inter-
val obsahuje jen jednu hodnotu, a pokud ano, tak jakou.

My se ted zaméfime na intervalovy strom pro soucty a pomoci néj vyfesime
tvodni tlohu.

Na zacatku budeme chtit, aby v listech intervalového stromu byly hodnoty
puvodni posloupnosti, pficemz prvni a posledni list stromu nechame volné, poz-
déji uvidime proc¢. Zaroven ale chceme, aby tento strom byl dokonale vyvazeny.

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla mocnina dvojky
minus dva (na jeji konec pfiddme néjaké prvky). Vsimnéte si, Zze tim jsme strom
nezvétsili vice nez dvakrat a ze ndm nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stromu
pridali, protoze s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni k jednotlivym operacim.

Zménu c¢isla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime, o kolik se hodnota
prvku posloupnosti zméni, najdeme odpovidajici list a k tomuto listu a ke vSem
jeho predktim pri¢teme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly, do
kterych tento prvek patii.

I z/‘\ I
| < | o |
[ < L >_ 1 < J[ =_ |
Fdbuvdadbldbivdby
HDENE Y EDEh DD

Zmeéna hodnoty na indexu 5 — musime zménit vyznacené vrcholy — intervaly
[5,5], [4,5], [4,7], [1,7] a [1,14]

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soucet na néjakém intervalu [a, b].
Jinymi slovy: potfebujeme ze stromu vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich
intervali byl nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vrcholi bylo
co nejméné.
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Soucet intervalu [a,b] zjistime tak, Ze si ve stromé najdeme listy reprezen-
tujici pozice a — 1 a b+ 1 posloupnosti a jejich nejblizsiho spole¢ného predka p.

Nyni budeme postupovat z listu od a — 1 az do p a vzdy kdyz do néjakého
vrcholu pfijdeme z levého syna, tak do vysledku pfidame interval pravého syna.
Stejné tak postupujeme od b+ 1 k p a pokud do vrcholu pfijdeme z pravého syna,
tak pfidame jeho levého syna. Postupné tak poskladame cely interval.

‘ . ‘

/(H\/\
XHKH\A

%%%%mmmmmm Ao

Vygbér intervalu [3,10]. Jeho soudet spoéitdime pfes vyznacdené intervaly:
(3,3], [4,7], [8,9] a [10, 10}'

Zmeéna prvku posloupnosti mé ¢asovou slozitost O(log N), protoze jsme na
kazdé hlading zménili pouze jeden interval a strom méa O(log N) hladin.

Zjisténi souctu na intervalu m4 také slozitost O(log N), nebot jsme do vy-
sledku pfidali maximaln€ 2log N interval: nejvyse log N pii cesté z listu a — 1
a log N pfi cesté z b+ 1.

Implementace intervalového stromu

P1i implementaci intervalového stromu vyuZijeme jeho dokonalé vyvazenosti
a budeme jej implementovat v poli (stejné jako se do pole ukldda halda). Kofen
stromu bude v poli na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné
indexy 2 a 3, az listy budou mit indexy N, ..., 2N — 1. V této reprezentaci plati
pro vrchol s indexem ¢ nasledujici pravidla:

. 2i a 2i + 1 jsou jeho synové.

. [4/2] je jeho ptedek (pro i > 1).

. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.

. Pro sudé 7 je ¢ + 1 pravy bratr, pro liché i je i — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou implementaci v ja-
zyce C. Pozor, prvky posloupnosti indexujeme od 1.

int N = 100; // velikost posloupnosti
int posl[100]; // posloupnost
int *strom; // intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);
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void inic(int N) {
// Najdeme nejblizsi vy38i mocninu dvojky
int listy = 1;
while (listy<N+2) listy = listy*2;
// Pro strom potfebujeme 2x(poet listd) vrchold
// (nepouzivéme strom[0])
strom = (int*)malloc(sizeof (int)=*2*listy);
N = listy;
for (int i=0; i<2#listy; i++) strom[i] = O;
// Na pfisluSna mista p¥icteme hodnoty posloupnosti
for (int i=0; i<N; i++)
pricti(i, posl[il);
}

// P¥i&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while(k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}

// Zjisténi soultu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b=N + B + 1;
while (a'=b) {
// Pokud je a levy syn, tak pf¥i¢ti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravy syn, tak pficti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
a = a/2; b = b/2; // Pfesun na otce
}
// Navic jsme pficetli syny spolelného pfedka.
souc = souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];
return souc;

V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem nahoru. Existuje

jesté rekurzivni implementace, kde upravujeme strom od korene smérem doli.
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Cviceni
Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se prochézi shora doltt).
Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro maxima?

Pouziti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny néstroj, kterym se da vyfesit spousta tloh. Ale
nez ho zacnete pouzivat, tak si vzdy rozmyslete, zda neexistuje elegantnéjsi ¢i
jednodussi feseni — jestli nejdete kanénem na vrabce.

Navic se nékteré druhy intervalovych stromt implementuji velmi obtizné a
za tu praci to nestoji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potfebujme pribézné zjistovat
informace o intervalech a zaroven je i ménit. Naptiklad pokud pouzivame jen
jednu z téchto operaci (a tu druhou jen z¥idka), existuje ¢asto lepsi feseni nez
intervalovy strom — viz tvodni pfiklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také zvany finsky strom, je v podstaté jen strom
reprezentovany v poli. Jeho pouzivani je podobné jako pouzivani intervalového
stromu pro soucty. Rozdil je jen v implementaci danych funkei.

My si Fenwicktv strom opét ukazeme na tvodnim pfikladu. Zase tedy bu-
deme potfebovat funkci pro zménu hodnoty v posloupnosti a funkci pro zjisténi
sou¢tu na intervalu. (Ve skute¢nosti zjistime dva prefixové soucty a z nich pak
spoéitdme vysledny interval.)

Fenwickuv strom je ponékud magickd datova struktura. Abychom vSak ne-
prisli o povéstny ,aha-efekt®, obratime bézny postup vysvétlovani. Nejdiive si
ukazeme, jak se Fenwickiv strom implementuje, a teprve pak dokazeme, ze ta
magie opravdu funguje.

Fenwickuv strom bude pole velikosti NV + 1, kde index 0 nebudeme pouzivat.
Pouzivat budeme pouze prvky 1, ..., N, které vSechny na zacatku nastavime
na 0.

Pokud v posloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového stromu,
ve Fenwickové stromé na néktera mista pri¢teme rozdil oproti predchozi hodnoté.
void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index); // bitovy and
¥
}
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A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:
int prefSoucet(unsigned int index) {
int soucet = 0;
while (index>0) {
soucet = soucet + strom[index];
index = index & (index-1);
¥

return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypad4 na prvni pohled magicky? Pokud chce-
te védét, jak tohle celé funguje, tak c¢téte dal.

Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek, na indexu 2 soucet
prvniho a druhého, na indexu 3 tfeti prvek, na indexu 4 soucet prvnich ¢tyf, ...

Na indexu N je uloZen soucet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice prv-
niho jednickového bitu zprava v binarnim zapisu ¢isla N. Ve stromé mame tedy
ulozenou takovou pravidelnou strukturu intervali.

e |

|

| o~
maprea
mxﬁ\m\

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na posouvani ve stromé.

Ve vyrazu index & (index-1) z funkce prefSoucet() se vynuluje nejpra-
véjsi jednickovy bit v indexu. Tim se dostaneme na prvni interval, ktery jsme
jesté nepricetli. Jakmile madme index == 0, miZeme ukoncit vypocet, nebot jiz

mame interval cely se¢teny.

Vyraz index + (index & -index) déla to, Ze se v pomyslném stromé in-
tervald posune o troven vys. Pokud jsme tedy v intervalu o velikosti 2, tak se
dostaneme do intervalu velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval
je jednoznaény). Samotny vypocet déld to, Ze v ¢isle index vezme nejpravéjsi
jednicku a znova ji pricte.

Fenwicktv strom se pouziva hlavné kviili jednoduchosti jeho naprogramova-
ni a také kvili efektivité samotného vypoctu a nevelké naro¢nosti na pamét. Pri
jeho implementaci doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkei.

Cviceni
® Rozmyslete si, ze oba magické vypocty opravdu délaji

to, co maji, a také, pro¢ vse vlastné funguje. Karel Tesaf
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Kucharka ¢tvrté série — hledani v textu

Retézec je v podstaté jakakoli posloupnost symbolét zapsani za sebou a
s nimi budeme v této kapitole pracovat. Kazdého napadne ,vyhledavani v tex-
tu“ nebo ,hledani jmen v telefonnim seznamu{ ale fetézce najdeme i na nizsich
arovnich informatiky. Napfiklad celé ¢islo zakédované v binarni soustavé, které
dostaneme na vstupu programu, je také jen retézec nul a jednicek.

Jiny piiklad pouziti Fetézcti (a jejich algoritmti) najdeme v biologii. DNA
neni o mnoho vice, nez chytré ulozeni posloupnosti ¢tyf znakt/nukleovych bazi
— a chceme-li hledat vzory anebo konkrétni podposloupnosti, bude se nam hodit
znalost zakladnich algoritmi pro préci s fetézci.

Nemame bohuzel sanci vysvétlit vsechny algoritmy s Fetézci, protoze je prilis
mnoho moznych véci, co s Fetézci délat. Pievaddénim Fetézcl na éisla (heSovanim)
jsme se vénovali v jiné kuchaice, v této se budeme soustredit na algoritmy, které
se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tivodu popiseme dva stavebni kameny textovych algoritmi, coz bude
jedna datova struktura pro adreséafe (trie) a jedno vyhledani v textu s pfedzpra-
covanim hledaného slova (a jeho rozsifeni pro vice slov). S jejich znalosti se pak

Jak Fetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kricky, ¢asto moc netusi, co s témi fetézci
vlastné mize a nesmi dé€lat. V programovacim jazyce to je jasné — néco mu jazyk
dovoli a na néco nejsou prostiedky. Ale jak to je na trovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zacatku, fetézec bude posloupnost néjakych symboli,
kterym fikame znaky. Tyto znaky jsou z néjaké mmnoziny, které rikdme abece-
da. Abeceda muze byt jen 01 pro ¢isla v binarnim zapisu, klasické A-Za-z pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové sady Unicode, ktera
mé az 23! znakt. Nezapominejme, Ze nejenom pismena a ¢islice, ale i mezery a
interpunkce jsou znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pri odhadu slozitosti by bylo prilis
troufalé, a tak budeme velikost abecedy oznacovat |%|. Abeceda samotna se v tex-
tech o Fetézcich casto znaci feckym X.

O znacich samotnych predpokladame, Ze jsou dostateéné malé, abychom
s nimi mohli pracovat v konstantnim c¢ase, podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich
kapitolach.

Nyni hlavni otdzka — méame chapat fetézec jako pole znakt, nebo jako spo-
jovy seznam? Salamounska odpovéd: miizeme s nim pracovat tak i tak. Kdy#
budeme potfebovat prevést Fetézec na spojovy seznam (protoze se ndm hodi
rychlé pfepojovani fetézcl), tak si jej pfevedeme. Tento pfevod nds samoziejmé
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bude stat cas linearné zavisly na délce fetézce. Budeme ji znacit dale L; ¢asova
slozitost pfevodu bude O(L).

Standardné se ale poCitd s tim, Ze Fetézec je uloZen v poli nékde v paméti
(jiz od zacatku algoritmu), takze ke kazdému znaku miizeme pfistupovat v kon-
stantnim case.

Jelikoz jsme Fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime zapominat ani na
prazdny Tetézec €. A kdyZz uz mame fetézec, urc¢ité mame i podretézec — souvis-
lou podposloupnost znaki jiného fetézce. Naptiklad BAR, RET, ¢ i KABARET jsou
podietézce slova (Fetézce) KABARET; KAT vSak podfetézcem neni.

Casto nas budou zajimat dva zvlastni druhy podfetézct. Pokud ze slova
odstranime néjaky souvisly tisek na konci, vznikne podfetézec, kterému fikdme
prefizx (¢esky predpona), a pokud odstranime néjaky souvisly tsek ze zacatku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABARET, KABA je zase jeho
prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny fetézec — to zna-
mena, ze slovo je samo sobé prefixem i suffixem. Pokud chceme mluvit o pre-
fixech, suffixech nebo obecné podretézcich, kde jsme museli alespoii jeden znak
odtrhnout, oznacime takové podretézce jako vlastns.

Pro nékterd pouziti fetézci je dulezité, abychom je mohli porovnavat — kdyz
mame Fetézce R a S, tak rozhodnout, ktery je mensi, a ktery je vétsi. Jaké presné
toto usporadéani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva tzv. leziko-
grafick€ uspordddani. Pro lexikografické usporadani potiebujeme nejprve zadané
(linedrni) usporfdddni na znacich (kromé bindrniho 0 < 1 se Casto pouZziva ,te-
lefonni“ A =a <B=D>b < ... < Z = z, které je ovSem linearni az na velikost
znak).

KdyZz mame zadané usporadani na znacich, na vSechny Fetézce jej rozsifime
nasledovné: nejkratsi je prazdny fetézec a ostatni retézce tfidime podle znakt od
zacatku do konce. Zvlastnost je v tom, ze fetézec je vétsi nez jeho kazda vlastni
predpona (neboli prefiz). Retézec A tedy bude mensi nez AUTO, které samo bude
mensi nez AUTOBUS.

Adresar pomoci trie

Typicky problém v oblasti textu je, Ze mame seznam néjakych fetézct (Casto
tfeba jmenny adresd¥), muZeme si jej néjak pfedzpracovat, a pak bychom radi
efektivné odpovidali na otazku: ,Je fetézec S obsaZen v adresari?“ Muzeme také
po pfredzpracovani chtit pfidavat nové polozky i odebirat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat jména, mizeme pouzit hesovani, které je
rychlé a G¢inné. Vice o ném najdete v kuchafce o hesovani.26 M4 v8ak tu nevy-
hodu, Ze pfi velkém zaplnéni se zac¢ne chovat pomaleji a mirné nepredvidatelné.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
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Ukéazeme si jiné TeSeni, které je také asymptoticky rychlé a neni ani piilis
naro¢né na pamét. Vyuziva stromové struktury a iikd se mu trie (vyslovujeme
Cesky ,tryje“ a anglicky jako ¢ast slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo).
V cestiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom:

Trie bude zakofenény strom, budeme jej stavét pro néjaky adresaf A. Kofen
bude odpovidat prazdnému slovu . Kazda hrana, ktera z néj povede, odpovida
jednomu ze znakt, kterym slovo z adresafe A zaéind, a to bez opakovani{ (tedy
jsou-li v A ¢étyii slova zaéinajici na A, hranu vedeme jen jednu).

Na koncich téchto hran z kofene ndm vznikly vrcholy, které odpovidaji vSem
jednoznakovym prefixim slov z A, a uz je celkem jasné, jak struktura dale po-
kracuje — z kazdého vrcholu odpovidajicimu prefixu P vede hrana se znakem c
préavé tehdy, kdyz slovo P+ ¢ (za P piilepime znak c) je také prefixem nékterého
slova z A.

Obrazek vyda za tisic definic, zde je postavena trie pro slova AHOJ, AT, KSP,
TRIE, TROUD, TYC, TYCKA:

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak jsme ji definovali:
kazdé slovo z adresafe budeme prochazet znak po znaku a bude-li néjaka hrana
chybét, tak ji vytvofime a pokracujeme déle podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konci slovo z adresare a kde
kondi jen jeho prefix. Standardni zpiisoby, jak to vyftesit, jsou dva: bud si do
kazdého vrcholu pfidame informaci o tom, je-li koncem celého slova nebo ne,
anebo si rozsifime abecedu o specialni znak, ktery se v ni pfedtim nevyskytoval
— tfeba $ — a pak vSem sloviim z A prilepime tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo v adresafi, po priichodu trii zkont-
rolujeme jesté, jestli z koneéného vrcholu vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcholech trie repre-
zentovat hrany do delSich prefixti. Abychom mohli vyhledavat skuteéné linedrné,
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potfebovali bychom umét v konstantnim case odpovédét na otazku ,,ma vrchol P
potomka pres hranu se znakem c7*.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom mit v kazdém vr-
cholu pole indexované znaky abecedy. To ovsem znamena, ze takové pole budeme
muset vytvorit, a tedy alokovat || policek v kazdém znaku.

To zvysi paméfovou naroénost trie (a ¢asovou naroénost) na O(D - |X|), kde
D znadi velikost vstupu, ¢ili soucet délek vSech slov v adresafi. To je naprosto
prijatelné pro malé abecedy, ale uz pro A-Za-z je tento faktor roven 52 a pro
Unicode je uz takova alokace nemyslitelna.

Pokud tedy pracujeme s velkou abecedou, mtize se ndm vyplatit ozelet kon-
stantni rychlost dotazu a pouzit v kazdém vrcholu vlastni bindrni vyhledavaci
strom pro znaky, kterymi aktualni prefix mize pokracovat. To zmirni casovou
slozitost konstrukce na O(D -log |%X|) a zhorsi ¢asovou slozitost dotazu na slovo
délky L na O(L -log |X]).

A jsme hotovi! S trii mizeme v linedrnim case odpovidat na dotazy ,Vy-

skytuje se dané slovo v adresafi?“, pfidavat a odebirat dalsi polozky za béhu a
nejen to — vic o tom ve cvicenich.

Poznamky

Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pascalu, podivejte se do
knihy Algoritmy a programovaci techniky.

Triim se také ¥ika prefizové stromy, coz popisuje, ze kazdy vrchol odpovida pre-
fixu nékterého slova v adresaii. (Slovo prefizové je vSak v matematice hodné
naduzivané (prefixovd notace, prefixové kédy), a tak to mtze vést ke zmateni.)
Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat v ¢eském textu v line-
arnim cCase. MiZzeme pieci postavit adresar ze vSech slov v daném textu, a pak
prochézet tu trii. M4 to ale par hackl: jednak je Casto hledany fetézec kratky,
ale text se nevejde do paméti. Druhak, pokud bychom pouzili jako oddélovaé
mezery, mohli bychom hledat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi
kusy véty.

Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjaka modifikace trie, kterd umi
hledat libovolnou ¢ast textu? Ano, jmenuje se suffizovy strom a jdou s ni délat
spousty krasnych kouskii. Riké se, Ze kazdou fetézcovou tilohu lze fesit v linear-
nim ¢ase pomoci suffixovych stromi. Vic se o nich doc¢tete tieba v knizce Grafové
algoritmy.?”

Cviceni

Reknéme, Z%e chceme adresaf na vstupu setiidit v lexikografickém potadi (defi-
novaném v sekci ,,Jak Fetézce chapat®). Muzeme pouzit n&jaky klasicky tiidici

http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
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algoritmus, ale bohuzel musime pocitat s tim, ze porovnani dvou fetézci neni
konstantné rychlé. Vymyslete zpisob, jak setfidit takovy adresaf pomoci trie.

Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit pfebyteéné vrcholy trie, tedy ty,
v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete si, jestli by nééemu vadilo misto takovychto
cest mit jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhledavani? Mimo-
chodem, je celkem jasné, ze takovato komprimovand trie pfinese jen konstantni
zrychleni dotazt i prostoru, a tak na soutézich apod. stac¢i pouzit zakladni vari-
antu.

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlouhy text a kratké
slovo. Chceme si slovo zpracovat, nacez projdeme co nejrychleji text a zahlasime
jeden nebo vSechny jeho vyskyty. Zajimaji nas pfi tom i vyskyty, které se navza-
jem piekryvaji: v textu NANANA se slovo NANA vyskytuje dvakrat. Casto se hovori
o ,,hledani jehly v kupce sena“, a tedy se textu prezdiva seno a hledanému slovu
jehla. Délku jehly oznac¢ime D a délku textu H.

Predstavme si nejdiive hledané slovo jako spojovy seznam, tfeba slovo INSTINKT:

(DA D)o~

Mohli bychom text zacit prochéazet znak po znaku a kontrolovat, zda se text
shoduje s nasim slovem/spojovym seznamem. Pokud by si znaky odpovidaly,
skofime na dalsi znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemutzeme jen skocit na dalsi znak textu — co kdybychom v textu
narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového seznamu, ale i zpatky
v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili jako odpovidajici, a zkouset porov-
navat s jehlou znovu od zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus
nebude linearni, protoze se musi vracet zpét v textu o délku jehly.

Sice je pfedchozi popis skuteéné v nejhorsim pfipadé slozity O(H - D), avSak
sta¢i mald tprava a slozitost pfejde na linedrni O(H + D). Ve skute¢nosti algorit-
mus nezpomalovalo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se vraceli
prilis zpdtky.

Tteba v nasem ptikladu s textem INSTINSTINKT se nemusime vracet ve
spojovém seznamu na zacatek, jakmile nacteme INSTINS. Mohli jsme se vratit
jen na druhy znak, tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pfipadé, mizeme pokracovat dale v Cteni a
nevracime se v textu. Kdyby text byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po
nacteni B na zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali dale bez
zastaveni.
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Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy ur¢ime policko spojového se-
znamu, na které skoc¢ime, pokud se nasledujici znak v textu lisi od toho ocekava-
ného. Potadové ¢islo tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bude
funkce definovand pomoci pole, kde F[i| bude pofadové ¢islo policka, na které
se ma skocit z policka ¢islo i. Porovnavat pak budeme s nasledujicim znakem.
Pokud F[i] = 0, znamena to, ze mame zacit porovnavat plné od prvniho znaku
jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, muzete se na nas spojovy seznam
divat jako na graf a hovofit o zpétnych hrandch.

Zatim jsme ale pfesné nepopsali, na které policko pfesné bude zpétné funkce
ukazovat. Necht chceme uréit zp&tné policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pra-
cujeme ted s prefixem INSTIN. Selsky feceno, chceme najit ,konec slova INSTIN
takovy, Ze je stejny, jako zacatek slova INSTIN“.

Abychom nas pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpétnym polickem pro
jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo ABABABC a my urcovali zpétné policko pro
ABABAB? Kdybychom ukézali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné, protoze
pak bychom pro text ABABABABC nezahlasili vyskyt jehly, coz je jasna chyba.
Musime se vréatit uz na ABAB!

Zajimé nas tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako zacatek, ale nejdelsi
takovy konec/suffix. A jesté navic ne jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni“
— slovo INSTIN je samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by se
nemeéla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pravé uréovali hod-
notu zpétné funkce pro znak ¢islo 7, kterému odpovida prefix P, pak jeji hodnota
bude délka nejdelsiho viastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdrovern
prefizem P.

Pro slovo INSTINKT vypad4 spojovy seznam se zpé&tnou funkci (zakreslenou
pomoci ukazatelt) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otdazky: Jakou to méa celé Gasovou slozitost? Jak spocitat
zpétnou funkci?

Poperme se nejdiive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho textu mohou
nastat dva pripady: Bud znak rozsifuje aktudlni prefix, nebo musime pouzit
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zpétnou funkci. Prvni pfipad m4 jasné konstantni sloZitost, druhy je horsi, nebot
zpétna funkce muze byt pro jeden znak volana az D-krat.

Pii kazdém volani vSak klesne pofadové ¢islo aktuédlniho stavu (policka) ale-
spon o jedna, zatimco kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto
vsech zkraceni dohromady muze byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouze-
ni, ¢ili kolik jsme pfecetli znakd textu. Celkem je tedy pocet krok automatu
linedrni v délce textu, O(H).

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. VSimnéme si, ze F[i]
je presné éislo stavu, do néjz se dostaneme pii spusténi naseho vyhledavaciho
algoritmu na fetézec, ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Proc¢ to tak je? Zpétna funkce fika, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného
stavu, ktery je také stavem, zatimco policko, ve kterém po i krocich skonéime,
oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druha pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu zabranime odstranénim
prvniho znaku.

Takze I ziskdme tak, ze spustime vyhledavani na ¢ast samotné jehly. Jenze
k vyhledavani zase potiebujeme funkci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou
funkci vytvafet postupné od nejkratSich prefixt. Z¥ejmé F[1] = 0. Pokud jiz
méme F[i], pak vypodet F[i + 1] odpovida spusténi automatu na slovo délky i
a pfi tom budeme zpétnou funkci potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi,
pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od za-
¢atku — (i + 1)-ni prefix je preci prodlouzenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci
tedy spustit algoritmus na celou jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy
bude prochéazet, a to budou piesné hodnoty zpétné funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se ndm tak nakonec zredukovalo na jediné vyhle-
davani v textu o délce D — 1, a proto pob&zi v ¢ase O(D). Casova slozitost
celého algoritmu tedy bude O(H + D). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus po-
prvé popsali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se mu rika KMP.
Naprogramovany bude vypadat nasledovné (¢teni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[l..D] of char; { jehla }
Text: array[l..H] of char; { seno }

F: array[1..D] of integer; { zpé&tna fce }
function Krok(I: integer; C: char): integer;
begin
if (I < D) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok := 1 + 1
else if T > O then
Krok := Krok(F[I], C)
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else
Krok := 0;
end;
var I, J: integer; { pomocné proménné }
begin
{ konstrukce zp&tné funkce }
F[1]:= 0;
for I:= 2 to D do
F[I]:= Krok(F[I-1], Slovol[Il);
{ prochédzeni textu }
J:= 0;
for I:= 1 to H do begin
J:= Krok(J, Text[I]);
if J = D then writeln(I);
end;
end.

Poznamky

® Pro anglicky nebo cesky text je pouziti takto sofistikovaného algoritmu skoro
skoda, protoze v obou jazycich se stava jen malokdy, Ze bychom méli nékolik
slov spojenych dohromady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény naivni
algoritmus. Na soutézich a olympiadach ale piste radéji algoritmus KMP.

® HeSovani lze pouzit i na vyhleddvani fetézce v textu. Obzvlasté vhodné jsou na
to rolling hash functions (,0kénkové heovaci funkce®), které umi v konstantnim
Case prepocitat hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku a pfidame-li jiny na konci
— jako kdybychom se divali na text skrz posouvajici se okénko.

Cviceni

® Rozmyslete si, ze kdyz vyhleddvame vice slov, ne jen jedno, a algoritmus musi
vypsat vSechny vyskyty na vystup, mtzeme se dobrat vyssi nez linearni slozitosti
v zéavislosti na vstupu. Na ¢em potom takova casova slozitost také zalezi?

e Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou heSovaci funkci pro vyhledavani jedné
jehly.

Vyhledavani jehelni¢ku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale cely jehelnicek,
¢ili seznam hledanych slov? I to lze feSit podobnou metodou, jako jsme TeSili
jedno slovo. Tento algoritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spo€iva v tom, Ze jednoduchy spojovy seznam nahradime trii a do trie opét
pridame zpétné hrany.
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Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskladame jehelnicek
do trie. Pro priklady v této kuchafce pouzijeme jehelnicek ARAB, ARARA, ARARAT,
BAR, BARA, BARABA, RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych
hran. Nejprve jsme sestrojili zpétnou hranu pro prvni
znak slova, pak pro druhy atd. Ve trii to bude o néco

Na prvni pohled se muze zdat, ze bychom mohli au-
tomat sestrojit tak, Ze bychom vyrobili KMP pro prvni
slovo, pak KMP pro druhé slovo s vyuzitim struktury
prvniho atd., ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do predka. Napri-
klad pro slovo BARAB povede zpétnd hrana do slova
ARAB, z toho do slova RAB a z toho do B. Kdybychom ale
zkonstruovali automat vyse popsanym zpisobem (a za-
¢ali slovem BARAB), nebude existovat v trii ani ARAB, ani
RAB, takze bychom vedli zpétnou hranu chybné do B.

Mizeme se ale opfit o trik z konstrukce KMP — vy-
hledani svého nejdelsiho vlastniho suffixu. Kam dojde
vypocet po jeho vyhledani, tam povede zpétnd hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit celou trii a pak po-
stupné vyhledat nejdelsi vlastni suffix pro kazdé slovo. Ouha, to také nefunguje.
Kdyz za¢neme slovem BARABA a budeme tedy vyhledavat ARABA, nalezneme v trii
Uspésné prefix ARAB, ale ARABA jiz v trii neni. Méli bychom prejit ze slova ARAB
po zpétné hrané, ale tu jesté nemame zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov budou prvni vrstva, druhé
znaky budou tvofit druhou vrstvu atd., az i-té znaky slov budou tvofit i-tou
vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy tedy povede do
vrstvy s niz§im poradovym ¢islem. Pokud tedy budeme zpétné hrany konstruovat
po vrstvach, dojdeme kyzeného vysledku.
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Jesté zbyva otdzka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné, kdyz je musime
vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté vzit slovo, pro které hledame zpétnou
hranu, utrhnout mu prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.
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Napftiklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARABA v jiz zkonstru-
ované Casti automatu, ale pro¢ to délat celé, kdyz jsme pfi konstrukci predchozi
vrstvy vyhledavali ARAB pfi konstrukci zpétné hrany pro BARAB?

Najdeme tedy akorat, kde jsme minule skonéili, a odtamtud pokracujeme
dal. Jak to najdeme? Z otce naseho vrcholu tam prece vede zpétna hrana. Takze
miizeme postup shrnout do bodt:

. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hleddme zpétnou hranu);
. pfesuneme se do otce;
. pfesuneme se po zpétné hrané;

. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni, pfesouvame se po zpét-

nych hranach;

. pokud existuje syn se znakem ¢, natahneme do néj zpétnou hranu z P, jinak ji

natdhneme do korene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce sestéva z konstrukce
trie v O(D - X)), resp. O(D -log|X|) (pokud pouZijeme bindrni strom ve vrcho-
lech) a z pfedpocitani zpétnych hran. P¥i pfedpocitavani udélame néjaky kon-
stantni pocet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(D)) a také paralelné
vyhleddvame v8echny jehly z jehelnicku, jejichz vyhledéni nés stoji O(D), resp.
O(D-log |5])

Tedy konstrukce trva celkem O(D - |X|), resp.
O(D -log|X|), pamétova narocnost je stejnd jako
u trie — O(D - |X]), resp. O(D), pfidali jsme jen
O(D) zpétnych hran.

Projdeme tedy automatem text BARABARARAT.
Ohlési postupné nalez slov BAR, BARA, BARABA, BAR,
BARA, ARARA a ARARAT.

Nenalezl vsak vsechno. Chybi mu napf. ARAB,
ktery zacina druhym znakem a kond¢i patym. Déle
chybi nékolik vyskytt RA a jeden RAB.

Kdyz byl na patém znaku, byl ve stavu BARAB,
jehoz suffixem je ARAB. Obecné na suffixy zapomi-
ndme — narozdil od KMP, kde suffix aktudlniho
stavu nikdy nebyl jehla, tady jehlou byt muze.

V kazdém stavu bychom tedy méli projit ves-
keré suffixy a zkontrolovat je, jestli ndAhodou nejsou
jehlami. Jak najdeme vSechny suffixy? Projdeme
postupné po zpétnych hranach az do kofene. Ma
to jen jeden problém — je to pomalé.
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Pfedstavme si napiiklad slovnik obsahujici A a AAAA...A (délky D — 1).
Budeme-li jim vyhledévat v textu AAAA...A délky H > D, projdeme prakticky
pro kazdy znak az D — 1 zpétnych hran, ¢imz slozitost naroste az na nepouzitel-
nych O(H - D).

Vsimnéme si vSak, Ze vétSinou zpétnych hran jsme prosli tplné zbytecné.
Predpocitame si tedy zkratky — z vrcholu vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu,
ktery je jehlou. Na obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran casovou slozitost konstrukce automatu jisté ne-
zhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim pripadé projit vSechny zpétné hrany jesté
jednou.

Potfebujeme-li ohlasit vsechny vyskyty slov véetné pozice, kde se nachaze-
ji, jsme hotovi. Vysledna ¢asova slozitost prohledavéni bude O(H + O), resp.
O(H -log |Z| 4+ O), kde O je velikost vystupu — pocet vyskyti vSech slov.

Celkova casova slozitost prohledavani véetné stav-
by automatu tedy bude O(O+H+D - |X|), resp. O(O+
(H + D) -log |2)).

Jak velky mtze byt vystup? Obecné az O(H?)).
Extrémné velky vystup je mozZné vygenerovat napri-
klad slovnikem obsahujicim vSechny prefixy slova AA-
AA...A délky H a senem taktéz AAAA...A délky H.

Automat pak hlasi vyskyt pro kazdé podslovo, kterych
je O(H?).

Pokud nam staci u kazdého slova jen pocet vysky-
tl1, nemusime zoufat — zavislost na poctu vyskyti umi-
me odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozici zapocitame pouze
nejdelsi jehlu, kterd tam konéi (u kazdé jehly si bude-
me udrzovat ¢ita¢). Nebudeme tedy v kazdém kroku
poskakovat po zkratkich az do aleluja, ale maximélné
jednou. Diky tomu nam z casové slozitosti zmizi veli-
kost vystupu.

V nasem prikladu se senem BARABARARAT tedy na konci budeme mit ulozeno,
Ze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x, ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2x a BARABA 1x.
RA a RAB nemaji hldSeny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy vrchol spocitame
soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoc¢tu bude mit RA 3 vyskyty a RAB 1 vyskyt; celkovy pocet
vyskyt pak bude 12.
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BARABA ARARAT

Poznamky
e Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou koneéné automaty a regularni
vyrazy, o kterych jsme méli serial ve 23. ro¢niku.

e Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasickovou v rozumné dobé
napiiklad prfi soutézi, pokud tento algoritmus neméte opravdu pod kuzi. Radsi
zkuste pouzit hesovani, pokud budete néco takového potfebovat.

Cviceni

® Redukci o velikost vystupu muzeme provést i pro pripad, kdy vystup nebudeme
vypisovat, ale sta¢i ndm mit jej ulozeny v paméti. Vymyslete vhodnou tpravu
triku s citacem.

e Zkuste si naimplementovat Aho-Corasickovou vlastnoru¢né ve svém oblibeném
jazyce, abyste si byli jisti, Ze doopravdy chapete vSechny zaludnosti tohoto algo-
ritmu.

Martin Béhm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda
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Kucharka paté série — geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kucharkového specialu se budeme ucit varit geome-
trické problémy. A co Ze si pfedstavujeme pod pojmem geometricky problém?
Trochu analytické geometrie, naptiklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha plotii, neboli konvexnich oballi, a obecné mnoho zametani.

V celé kuchafce se omezime pouze na dvourozmérné problémy, tedy na al-
goritmy v roviné. Nékteré postupy se daji zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou
i pro n-rozmérné problémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdfive trocha stfedoskolské analytické geometrie pro ty, kdo ji jesté neméli.
Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné miizeme urcit jeho soufadnicemi vici osdm. Nejbéznéji
se pouziva takzvany kartézsky souradny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy
oznacované jako z-ova osa (vodorovnd) a y-ova osa (svisld). Obvykle se uvazuje,
Ze hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa z) a smérem nahoru (osa y),
my se toho budeme v nasi kuchafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacCuje jako pocdatek soustavy soutrad-
nic. Samotné soufadnice bodu zapisujeme jako dvojici ¢isel, kterd udéavaji, o kolik
jednotek se musime posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému soufadnice patii. Po¢atek ma soufadnice [0,0]. Bod se sou-
fadnicemi [a, b] lezi na pozici, kterou ziskdme tak, Ze se od po¢atku posuneme
o a jednotek ve sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na zakladni skole,
tedy tusecka je urcena dvéma krajnimi body, obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si
ale fekneme, co je to vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potfebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bodt. MiZzeme napiiklad
udat jejich vzdéalenost a smér (tfeba jako thel vzhledem k ose x). Praktictéjsi ale
byvéa Fici, o kolik se lisi jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud naptiklad k bodu [1, 1] pFi¢teme vektor a = (2, —1), dostaneme se do
bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odec¢teme naptiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak
dostaneme vektor b = (—3, 1) udédvajici jejich vzéjemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit primku. Bod ndm uréi, kam umistit
vektor, a vektor nam urci smér pfimky z daného bodu. Tomuto vektoru se fika
smerovy vektor, nebo také nékdy smeérnice, dané piimky nebo tsecky.
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Samotné vyjadieni piimky nebo tsecky poté muZe byt ve dvou tvarech.
Prvnim z nich je parametricky tvar. Zékladem je néjaky bod A = [a,,ay]. Od
toho se ve sméru smérového vektoru u = (u,, u,) mizeme pohybovat libovolné
a stale budeme na piimce. To ndm vede na nasledujici tvar, kde ¢ je libovolny
realny parametr, neboli proménnd, za kterou si mizeme dosadit jakékoliv realné
¢islo a vzdy nam vyjde bod na pifimce. Parametricky tvar vypada:

T = a; + tu,
Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorove, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢ = 0, tak dostaneme vyjchozi
bod pfimky. Pokud poté budeme s parametrem hybat od —oo do +00, dostaneme
postupné vsechny body na ptimce.

Druhym zptisobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho vyjadifeni budeme
potiebovat kolmy vektor ke smérovému vektoru, tomu se také rika normdlovy
vektor. V roviné ho ziskdme jednoduSe. Pokud je v = (v, v,) smérnice pfimky,
tak vektor na néj kolmy mé tvar n = (v, —v,). Jako poznamku pro zvidavé
miizeme uvést, ze skaldrni soudin téchto vektort, tedy souéin po slozkich (v-n =
ab + b(—a)), je roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar ptimky? Pokud je n = (a,b) nor-
malovy vektor primky, tak obecny tvar pfimky je rovnice ax + by + ¢ = 0. Dobfe,
a a b mame, jak ale zjistit ¢? Normalovy vektor urcuje smér, kterym p¥imka po-
vede, ale stale ji muzeme libovolné posouvat. Potfebujeme jesté znat jeden bod,
ktery na nasi primce lezi, aby byla urcena jednoznac¢né.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice pfimky s nezndmou c,
ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vyfesime. A méme hotovo, zndme hodnoty
vSech koeficienti v rovnici. Jes§té si muzeme vSimnout, Ze pro ¢ = 0 prochazi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi jednak pro néjaké zapsani pfimek, ale také pro zjis-
tent jejich pruseciku. Kdyz hleddme prisecik, hleddme vlastné misto, kde maji
obé piimky navzajem stejné z-ové a y-ové soufadnice. A to vede na jednoduché
soustavy linearnich rovnic, které jisté jiz vyfesit umite.

Jesté si ale zdtraznéme rozdil tsecek oproti pfimkam. V ptipadé paramet-
rického tvaru omezujeme velikost parametru ¢ (naptiklad ¢ € (0,1)) a v pFipadé
obecného tvaru omezujeme rozsah jedné ze soufadnic (napiiklad z € (—2,2)).
V ptipadé, Ze bychom chtéli vyjadrit poloptimku, si parametr nebo soutadnici
omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukdzeme jednu zakladni aplikaci parametru a parametrického vy-
jadieni tsecky. Jak snadno spocitat stied néjaké usecky AB? V takovém pripadé
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neni nic jednodussiho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloviné jeji délky) a pricist k bodu A. Trividlni Gpravou pak
zjistime, Ze stfed tsecky mutzeme spocitat jako aritmeticky prameér jejich krajnich
bodu:
A+ B

2

A+%-(B—A)=

Jako priklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které strané pfimky
lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce
Nejdrive si zavedeme pojem orientovana piimka. Kdyz budeme mit pfimku
uréenou dvojici bodu A a B, budeme se na ni divat, jako kdybychom stéli v prv-

nim bodé (bod A) a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz méme jasné
definovanou pravou a levou stranu a miZzeme ¥ici, kde viéi pfimce bod lezi.

Vezméme si tedy pfimku uréenou body A a B a bod X. Uréime si vektory
u=X—Aav=B—A (s prvky ug, uy, respektive v, vy) a porovname thel
mezi nimi.

Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzorecek na vypocet
thlu mezi dvéma vektory. Vzorecek ma tvar:

u-v
cosa = ——
Juf[v]
Jeho nevyhodou je, Ze vypodet inverzni funkce cos™! trva dlouho. Je proto lepsi
pouzit jiny zpusob vypoctu, kde si vystacime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptisobem je vypocet determinantu matice uréené témito vektory.
Matice je pouze tabulka, kde jsou vektory poskldadany pod sebe (ta naSe tedy
bude velkd 2 na 2 policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rovnobézniku urceného
zadanymi vektory. A navic znaménko determinantu nam ¥ika, jestli je tthel mezi
vektory (méfeny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych rucicek) mensi
nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mtze brat nasledujici vzorec pro vy-
pocet determinantu matice dva krat dva jako kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce
zduvodnéni, mize si zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektorti), které mohou nastat. Po chvili dojdete ke vztahu
presné odpovidajicimu nasledujicimu vzorecku:

d = UuzvVy — Uyg.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od pfimky, pokud vyjde d zadporné, je bod
nalevo od primky, a kone¢né, pokud vyjde d = 0, tak bod lezi na primce.
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Bod a konvexni mnohotiithelnik

Konvexni mnohothelnik je takovy, ktery nema zadny vnitini thel vétsi nez
180°. Jinou definici je, Ze pokud si zvolime libovolné dva body v mnohotuhelniku
a natdhneme tiseCku mezi nimi, nikdy ndm nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime, jestli néjaky bod
lezi v ném nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti konvexnosti. Sta¢i ndm jit po hranich
na obvodu a zjistovat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
pfimek uréengch koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachazi se uvniti mnohothelni-
ku. Pokud se ale viici jen jediné hrané nachézi na jiné strané nez vici ostatnim,
lezi bod vné mnohothelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy fika test polorovinami. Kazdéa kontrola nam
zabere konstantné mnoho éasu. Casové sloZitost tohoto postupu je tedy linearni
vzhledem k poctu hran, neboli O(N).

vy

nout, ze postup s kontrolovanim polohy bodu vué¢i vSem hranam nebude fungo-
vat. Zkuste si postup pro nekonvexni obrazce rozmyslet sami. Muzete bud vyuzit
testu polorovinami, jako v pripadé konvexniho obrazce, nebo vyuzit zajimavé
vlastnosti priseciki hran obrazce s ndhodné vedenou polopfimkou.

Pokud se vam o tom nechce premyslet, mizete se podivat na vzorové reseni
tlohy 24-4-2.28

28 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-2/reseni|
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Konvexni obal a zameténi roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych problému, totiz hle-
dani konvexniho obalu mnoziny bodt v roviné. Konvezni obal je nejmensi kon-
vexni mnohouhelnik, ktery obsahuje vSechny zadané body. Mtzeme si vS§imnout,
Ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt néjaké body ze zadané
mnoziny, jinak bychom mohli mnohothelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni
obal).

Jako motivaci si predstavte tfeba situaci, ze mate sad ovocnych stromt
a chcete je oplotit co nejkrat$im plotem. Jak takovy plot, nebo obecné obal,
nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukazeme si postup, kterému se tika zametdni roviny. Je to trik, ktery najde
uplatnéni u mnoha riznych geometrickych problémii a vyplati se ho umét.

Zakladni myslenka spo¢iva v tom, Zze néjakou primkou, fikejme ji zametact
primka, piejedeme pfes celou rovinu (od minus nekoneéna do plus nekoneéna,
zleva doprava nebo shora dolti) a vzdy kdyZ zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme prislusnou udalost. Uddlost je néco vyznamného,
co souvis{ s pfislusnym bodem (pruse¢ik pfimek, vrchol mnohouhelnika apod.)

Ale jak jet pifimkou postupné od minus nekone¢na do plus nekoneéna? To
neni viibec nutné. Pohyb pfimky mizeme zacit v néjakém startovnim bodé (vét-
Sinou prvni udélost v set¥idéné posloupnosti udalosti) a ukonéit ho po zpracovani
vSech udalosti. Navic nebudeme primkou pohybovat plynule, ale budeme ji vzdy
skakat z udédlosti na udalost (protoZze mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k nasemu problému s konvexnim obalem. Jako udalosti budeme
brat vsechny body, které dostaneme na vstupu. V tomto pfipadé nam zadné
nové udélosti v prubéhu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti mizeme
implementovat jako linedrni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich x-ové soufadnice (zatim budeme
pro jednoduchost predpokladat, ze zadné dva body nemaji stejnou z-ovou sou-
fadnici), za¢neme je zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodi, které jsme uz zpracovali.
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V prubéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dolni obalku. Obé obalky
budou urcité zac¢inat v nejlevéj$im a koncit v nejpravéjsim bodé (jednoduchym
pozorovanim lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu urcité pat¥i). A jak uz nazev
napovida, horni obalka ptijde vrchem a bude se zatacet stile doprava, a dolni
obalka naopak piijde spodem a bude se stale zatacet doleva.

Mitizeme se pro zjednoduseni dohodnout, Ze nejlevéjsi i nejpravéjsi bod patii
do obou obdlek. Kdyz pak horni a dolni obalku spojime, dostaneme konvexni
obal.

Horni (respektive dolni) obélku si budeme udrzovat jako linedrni seznam
vrchold.

Ted si ukdzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani. Vypocet se bude
provadét samostatné pro horni a dolni obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni
(pro dolni je az na zrcadleni stejny).

Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skocili jsme zametaci
piimkou na dalsi bod a ten ted chceme pfidat. Podivdme se na posledni bod
v horni obélce a zkontrolujeme tihel posledni hrany v obalce a tsecky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu miZeme vyuZit napfiklad test polorovinami z ivodu kuchaiky (po-
kud novy bod lezi vici posledni hrané horni obalky napravo, je vnitini thel
konvexni, pokud nalevo, je tithel konkdvni). Jestlize se horni obalka zataci do-
prava, mame vyhrano, pfiddme novy bod do obélky a mutzZeme se posunout na
dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se ndm obdlka stoci doleva a vznikne
konkavni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidi-
me, Ze je potfeba dosavadni posledni bod obalky ode-
/ brat a zkusit spojit nové pfidavany bod s predposled-

nim. Odstranime tedy posledni bod obalky a budeme
/ test opakovat s predposlednim bodem.

° Takto budeme pokracovat (a ptipadné vyhazovat
dalsi body), nez bud bude thel hran konvexni, nebo
dokud ndm v obdlce neziistane pouze jeden bod (po-
¢atecni). Pak novy bod pfidame do obalky a pokracujeme s dal$im.

o o

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou pro obé dvé obal-
ky. Tedy kazdy bod se pokusim pfipojit k horni i dolni obéalce a podle toho obé
obalky prislusné upravim.

Proc¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vsechny body a kazdy z nich
se alespon na chvili stane poslednim bodem obalky. P¥i zméné obalky se obsazena
plocha v konvexnim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod tedy ndm tedy nemuze
ziistat mimo konvexni obal.
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Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvexni, ani konkavni.
V takovém pripadé se rozhodneme, jestli budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat
mezi vrcholy konvexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni obal vlastné potte-
bujeme.

Skonc¢ime, az zametaci pfimkou sko¢ime na posledni bod a zpracujeme ho.
V tomto bodé se ndm obélky spoji a dostaneme cely konvexni obal. Ted ale
prichazi otazka, kolik ¢asu ndm tento postup zabere?

Miize se zdat, ze hodné, protoze pti vyhazovani bodi z obalky mtzeme po-
stupné vyhodit skoro vSechny body. Oznac¢me si velikost zadané mnoziny (pocet
bodt na vstupu programu) N. Musime si uvédomit, Ze kazdy bod do obélky pfi-
dame pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jednou, tedy Casovéa slozitost
je linedrni k velikosti mnoziny, tedy O(N), v pfipadé, Ze jiz mame set¥idény vstup.
Pokud ne, musime je§té pFicist ¢as potfebny k setfidéni bodi, tedy O(N log N)
pfi pouziti néjakého rychlého t¥idictho algoritmu.??

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou z-ovou souradnici. Pokud
to nejsou krajni body, tak ndm to v postupu nevadi. MenSim problémem je,
kdyz to jsou pocatecni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfesime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdfive podle x a pokud je stejné, pak
podle y. To ndm jednoznac¢né uréi poradi bodu a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, ze rovinu nepatrné natoc¢ime. Tim se ur-
¢ité konvexni obal (az na natoceni) nezméni, nikde nebudou dva body nad sebou
a z pohledu algoritmu je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikogra-
fickém poradi.

Hledani pruseéiku tsefek
Nakonec si ukdzeme jesté jeden typicky zametaci problém, ktery principu

zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni obal. Predstavte si, Ze méte v roviné
N ftsecek a chcete najit vSechny jejich priseciky.

Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem k N a poctu pri-
secikt P.

Bystii si jisté jiz spocitali, ze priisecikii miize bjt v extrémnim piipadé az N2
a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat kazdou usecku se vSemi dalsimi v tomto
pripadé neni.

Ale takové piipady se moc ¢asto nestavaji, spiSe naopak. Uvazujme tedy,
ze pruseciki je fadoveé tolik, kolik je tisecek a v tom pfipadé je vyse popsany
algoritmus jiz pomaly.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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Predpokladejme pro zjednoduseni, ze v zadném bodé se neprotinaji tii a vice
usecek, zadné dvé tsecky nemaji vice nez jeden spoleény bod (nelezi pres sebe)
a zaddna tsecka neni ani pfesné svisld, ani presné vodorovna. Vyfeseni takovychto
ptipadi spoc¢iva v jednoduchych apravach uvedeného feseni.

Pouzijeme opét zametaci piimku (pro lepsi pfedstavu ted jdouci shora dolt,
obecné ale nemd smér zametdni vyznam), kterou budeme skékat pfes udalosti,
a na ni si budeme udrzovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prirezem. Jak uz
nazev napovida, bude udrzovat poradi tsecek, které aktualné protinaji zame-
taci pfimku. Jelikoz se prifez bude po kazdé udéalosti ménit, budeme pro néj
potiebovat Sikovnou datovou strukturu. Ale na to se podivame az potom, co si
rozebereme uddlosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém pfipadé budou mezi udalostmi vSechny body na vstu-
pu (tedy pocatecni i koncové body tisedek), vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme
si tedy trochu lépe rozebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

Zacdtek usecky: Pfidame tsecku na spravné misto do prifezu, spoc¢itame pripad-
né priseciky s okolnimi tiseckami a pfidame je do seznamu udalosti.

Konec usecky: Smazeme tsecku z prufezu, a jelikoz se ndm dvé okolni tsecky
dostanou smazanim této k sobé, musime jesté spocitat jejich pfipadny prisecik
a pridat ho do seznamu udalosti.

Prasecik: Zapocitame a zapiseme si prusecik usecek, prohodime poradi téchto
dvou tsecek na prufezu, a jelikoz se ndm k sobé na prifezu dostaly nové tisec-
ky, musime spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky pfidat do
seznamu udalosti.

Spocitani prusecika tsecek je jednoducha analytickd geometrie. Nejdfive
porovname jejich smérnice. Pokud jdou od sebe, nemusime se o nic starat, pokud
jdou k sobé, spocitdme, ve kterém bodé se protnou. A kdyZ mame tento bod,
jenom ovéfime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze tsecky nekondéi jesté pied
spoCitanym prisecikem).
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Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét v prurezu rychle
vyhledavat, pridavat a mazat, k ¢emuz nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom.
Ale co za informace si budeme o tseckach ve vrcholech stromu pamatovat? Jejich
aktualni z-ovou pozici (tedy presnéji xz-ovou soufadnici bodu této tsecky na
urovni zametaci pfimky)? Tu bychom museli po kazdé udalosti u vSech usecek
prepocitat, budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme ukladat pouze néjaky rovnicovy tvar tisec-
ky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smérnici a bod) a vzdy, kdyz budeme
vyhledavat ve stromu, tak si na zakladé aktualni y-ové pozice zametaci pfim-
ky spocitdme v konstantnim case aktudlni z-ovou pozici usecky (jednoduchym
doplnénim do obecné rovnice) a podle toho se budeme ve vyhleddvacim stromu
pohybovat.

Mame tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho budou trvat ope-
race s nim? Jelikoz v kazdou chvili bude ve vyhledévacim stromu maximalné
N vrcholt (tedy maximalné tolik, kolik je usecek), budou vSechny operace se
stromem trvat O(log N).

Do seznamu udalosti budeme potrebovat také pridavat prvky, takze tento-
krat se ndAm mnohem vice hodi pouziti néjaké haldy. Opét si mizeme uvédomit,
Ze v haldé bude najednou pouze O(N) prvki (za kazdou tsecku jeji zacatek a ko-
nec a pruseciky tsecek vedle sebe na prifezu, tedy maximalné N — 1 prisecikir)
a tedy operace s haldou bude trvat také O(log N).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se na to, jak al-
goritmus pobézi. Na zacatku priddme do prufezu prvni tsecku a do seznamu
udélosti vSechny zacatky i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech,
kazdou udélost zpracujeme podle postupu vyse a skonéime ve chvili, kdy nam
dojdou vsechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoz postupné projde pres vsechny pruseciky
(kdyz jedna tisecka protina vice dalsich, tak postupnym prohazovénim v prifezu
se dostanou vsechny tyto dvojice vedle sebe a vSechny pruseciky pridame do
udalosti) a zaddny prisecik neprojdeme vicekrat.

Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi operaci s dato-
vymi strukturami, a protoze kazda z téchto operaci stoji maximalné O(log N),
tak nas zpracovani jedné udélosti stoji O(log N). Podet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tsecek a P pocet pruseciki na vystupu, tedy celkova ¢asova slozitost
je O((N 4 P)log N). Pro porddek jesté uvedme paméfovou slozitost, které je
diky pouzitym datovym strukturam O(N).

MiiZeme si v§imnout, Ze pokud by prusecikii bylo fadové N2, tak jsme si
vlastné pohorsili. Predpokladali jsme ale situaci, kdy je prusec¢ikt fadové stejné
jako tisecek. V tomto pripadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.
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Zavér

Prosli jsme si zakladni geometrické algoritmy pro rovinnné problémy a uka-
zali jejich zakladni myslenky. Rtiznou aplikaci a kombinaci téchto postuptd muze-
me Tesit vétsinu lehéich geometrickych problémt v roving, se kterymi se setkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme napiiklad Voroného diagramy, coz je
rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy nejbliz danému bodu (motivaci muze
byt napfiklad pfifazeni obci na mapé k nejbliz§imu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ale tentokrat jiz ne primkou, ale
pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na za¢atku, mnohé z uvedenych postupti 1ze zobecnit
z roviny i do prostoru a podobné. Ale o tom t¥eba nékdy jindy. Pokud vSak mate
zajem o dalsi informace o geometrickych algoritmech, tak vas mohu odkézat
na studijni text o geometrickjch algoritmech®® k piednasce ADS na strankach
Martina Marese.

Pokud stale nemate geometrie dost, muzete si jesté zkusit vyhledat pojmy
kombinatorickd a vypocetni geometrie. Dostanete se tak ke spousté dalsich zaji-
mavych materialu.

Dnesni kuchaikové menu vam serviroval
Jirka Setnicka

30 http://mj.ucw.cz/vyuka/1112/ads2/6-geom.pdi]
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Vzorova reseni

24-1-1 Podvadime s XORem

Nejdiive je potreba rozmyslet podminky, za kterych lze soucastky rozdélit
na hromadky se stejnym XORem.

Operace XOR je komutativni. Mtzeme tedy nejdiive spocitat XOR pfes vsech-
ny soucastky prvni hromadky, poté XOR pfes soucastky té druhé. Oznac¢me tyto
vysledky z a y. Z definice operace XOR snadno nahlédneme, Ze x @ y je v pripadé
x = y rovno nule. Naopak, pro z # y je x ®y vZdy rtizné od nuly.

Navic kvili komutativité a asociativité téz plati, ze pro dané soucastky bude
XOR mezi libovolnymi dvéma hromadkami vzdy stejny — hromadky oddélime
zavorkami a na poradi operand® v ramci nich nezalezi. Diky tomu dostavame,
ze nulovy XOR vSech soucastek je postacujici a zaroven nutnou podminkou pro
existenci FeSeni.

V pripadé, kdy je XOR vSech prvki nulovy, musime pro co nejvétsi rozdil
hodnot hroméadek dat kolegovi bud nic, nebo nejlevnéjsi prvek. V zadani nebylo
feceno, zda kolegova hromadka musi byti neprazdnd, tudiz jsme i takova feseni
povazovali za spravna. Pro nenulovy XOR prvki pak $vindl na kolegovi provést
nelze.

Jan Bok

24-1-2 Rozhazené fadky v BASICu

Tato tloha se ukazala jako lehka, vétSina z Vas dosla ke spravnému feSeni.
Castou chybou byla bud absence diikazu, nebo diikaz pouze pro konkrétni piipad.

Pro jednoduchost si budeme zpiehazené radky predstavovat pouze jako po-
sloupnost ¢isel fadki, jak jdou na vstupu po sobé. Predstavuji vlastné permutaci.
Nyni si mizeme vSimnout nékolika véci:

Celou permutaci miuzeme rozlozit na nékolik samostatnych cykli. Jako cyk-
lus oznac¢ime takovou vybranou podposloupnost prvki, ve které staci prohodit
prvky pouze v ramci této podposloupnosti, abychom dostali prvky na spravné
pozice (na ty, na které patii), a kterd se zaroven nedé rozlozit na Zadné mensi
cykly.

Speciadlnim pripadem cyklu je cyklus o jednom prvku, ktery predstavuje
prvek jiz spravné umistény na svém misté. Dokazme si, Ze v jakémkoliv vétsim
cyklu velikosti k£ ndm staci pravé kK — 1 vymén prvki k tomu, abychom vSechny
prvky dostali na spravné misto.

U cyklu se dvéma prvky plati pfedpoklad trivialné, zde ndm staci prave jedna
vymeéna k tomu, abychom na spravné misto dostali oba dva prvky. U vétsich cykli
miizeme lehce nahlédnout, ze kazdou vyménou umistime na spravné misto prave
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jeden prvek. Nakonec se dostaneme do situace, kdy dojde k prohozeni poslednich
dvou prvki, pii které umistime spravné oba prvky.

Protoze jste ale v odevzdanych fesenich méli problém hlavné se spravnym
dikazem, ukazeme si jeSté formalné lepsi ditkkaz pomoci indukce. Cykly s jednim a
dvéma vrcholy jsme si rozebrali jiz vysSe, takze rovnou pristoupime k indukénimu
kroku a budeme predpokladat, ze pro k prvka potfebujeme pravé k — 1 vymeén.

Nyni si vezmeme cyklus s k + 1 prvky. Pokud prvek A vymeénime s prvkem,
ktery se aktudlné nachazi na spravné pozici prvku A, rozdélime nas cyklus na
dva. Jeden jednoprvkovy cyklus je samostatny prvek A, druhy cyklus s k prvky
tvori vSechny zbylé prvky z pivodniho cyklu.

O jednoprvkovy cyklus se jiz zajimat nemusime a z indukéniho predpokladu
vime, ze na druhy cyklus o k£ prvcich potfebujeme pravé k — 1 vymén. Tedy na
ptvodni cyklus s & + 1 prvky jsme potiebovali (kK — 1) + 1 vymén. Tim jsme
dokéazali nase tvrzeni.

Jak tedy spocitat, kolik vymén potfebujeme k navraceni vSech prvki na
spravna mista? Jednou z moznosti je projit vSechny cykly v posloupnosti na
vstupu a v kazdém spocitat pocet nutnych prohozeni (tedy pocet prvka v cyklu
zmenseny o jedna).

Druhou mozZnosti je uvédomit si, Ze za kazdy cyklus nam staci zapocitat
pouze onu ,,—1“, neboli sta¢i ndm spocitat pocet cykld a odecist ho od celkového
poc¢tu prvki (tedy pro posloupnost délky N rozdélenou do C' cykla bude spravna
odpovéd N — C).

Implementacné i ¢asové jsou oba postupy stejné narocné. Presnéji pro va-
riantu pocitajici pocet cykli je pamétova slozitost O(N), protoze si na vstupu
musime nacist informace o kazdém prvku a pamatovat si, které prvky jsme jiz
v cyklu prosli.

A ¢asova slozitost je také O(NV), jelikoz na kazdy prvek sdhneme pravé dva-
krat — jednou pfi linedrnim prochézeni, jednou pfi prochazeni kazdého cyklu.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-1-2.4

Jiri Setnicka

24-1-3 Turnaj jazyku

Zadani této tlohy by se na prvni pfecteni lekl asi kazdy; snad proto mi
prisla jen hrstka feSeni od péar odvazlivet. Pojdme se tedy podivat, jak by zadani
vypadalo napsané struc¢néji a s mensi porci pohadky.

Mgjme soutéz o K kolech s N soutézicimi (N, K < 1000). V kazdém kole
mizZe byt vyfazen libovolny (i nulovy) pocet soutézicich. Po poslednim kole ve
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hie musi zistat pravé jeden, BestLang, jehoz bodovy zisk za celou soutéz mame
maximalizovat.

Body v jednom kole se pocitaji celo¢iselné podle vzorce Vyhra(v,h) =
v-100000/h, kde h je pocet hrac¢lt na zacatku kola, ze kterych je v vyfazeno.
Zisk soutéziciho za celou hru je soucet ziskanych bodi ze vSech kol.

Vystup programu ma byt posloupnost, kterd v k-tém prvku obsahuje pocet
vytazenych v k-tém kole. Pfi tom uvazujeme pribéh hry, béhem které BestLang
dosdhne maximalniho poctu bodi.

V zadani stdle mame nékteré trochu chlupaté ¢asti. Na prvni pohled ptisobi
divné, Ze by mohlo mit smysl nikoho nevyfazovat. Aby situace byla jasnéjsi,
uvedeme si nékolik jednoduchych pozorovani:

Zisk bodt nezavisi na cisle kola. Jde jen o pocet jazykt na zacatku kola a pocet
vytazenych.

V soutézi probéhne nejvyse N — 1 vyfazeni. Muze se stat, Zze v nékterém z kol
nikdo vyrazen byt nemiize — naptiklad pro K > N — 1.

Nezéalezi na umisténi kol bez vytfazeni, protoZe tato nijak neméni stav hry (body,
pocet zbyvajicich soutézicich). Bez Gjmy na obecnosti je mizeme umistit tfeba
na konec.

Piiprava je za ndmi, o problému uz trochu néco vime, pustme se do néj tedy
pofadné. Prvni je po ruce prochazeni vSech moznych pribéhu her, se svoji slozi-
tosti O(NX) je vak beznadéjné pomalé. Kdo uz nékdy potkal podobnou tlohu,
bude se zamyslet nad pouzitim dynamického programovani. I mné se hodilo pri
psani vzorového feSeni, hodlam se k nému vSak dostat malou oklikou.

Nebudeme totiz ze zacatku vibec pocitat vyrazené soutézici, ale bodovy
zisk. Sestrojime rekurzivni funkci Zisk, ktera pro zadany pocet kol a hraciu spo-
¢ita, jaky nejvyssi pocet bod muze BestLang ziskat.

int Zisk(int k, int h){

if (h == 1)
// posledni souté&Zici uz neméd koho vyfadit
return O;

if (k == 1)
// v poslednim kole kon&i i zbyli soupefi
return Vyhra(h - 1, h);

int max = 0;

// v: po&et vyfazenjch (aspoii jeden)

for (int v = 1; v <= h - 1; v++) {
int vyhra

= Vyhra(v, h) + Zisk(k - 1, h - v);

if (max < vyhra)
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max = vyhra;
}
return max;

}

Na této funkci je snadno vidét, Zze skonéi a vrati spravny vysledek. Také
se objevi jedna dilezitda pravidelnost uvnitf tlohy: maximalni zisk z poslednich
k kol je mozné spocitat s pomoci maximéalniho zisku z poslednich £ — 1 kol.
Nejvyraznéji ovsem stéle bije do o¢i exponencialni ¢asova slozitost.

Co naplat, pro zrychleni budeme muset obétovat kousek paméti. V§imneme
si, ze se rekurzivné ptame castokrat na stejnou véc — naptiklad pokud BestLang
nejprve vyfadi jednoho soupefe a potom dva, dalsi rekurzivni volani jsou stejna,
jako kdyby nejprve vyradil dva a potom jednoho.

Dvéma parametry funkce budeme indexovat dvourozmeérné pole s tabulkou
jiz spocitanych hodnot zisku. Funkce Zisk se pii kazdém volani nejprve podiva,
jestli si vysledek nepamatuje. Pokud ano, misto nového pocitani vrati znamou
hodnotu z tabulky, jinak ji spo¢ita a pred vracenim zapiSe.

Nakonec ddme dohromady vsechen vtip a postiehy, jez jsem dosud utrousil,
opustime rekurzi a pijdeme na feseni dynamicky. Dosavadni pomocnda tabulka
se stava tim hlavnim, o co ndm jde. Od Zisk(K,N) k Zisk[K,N] tak daleko neni,
vyznam sloupct a fadku je tedy ziejmy.

Ke spocitani tabulky vlastné jen pouZijeme to, co uz jsme uméli pii rekurzi.
Jediny myslenkovy rozdil je, ze musime postupovat pozpatku, od konce hry, po
jednotlivych kolech (¥adcich).

Posledni kolo (prvni fddek) méa ve vSech svych buiikdch vyhru pro vytazeni
vSech soupefi. Pfi vypoctu kazdé bunky pfedchoziho fadku se stejné jako v re-
kurentni verzi hledd maximum ze souc¢tu budouciho zisku a aktualni vyhry. Kdyz
vypocet dojde az k Zisk[K,N], mdme hledany vysledek.

Opravdu? Ne tak docela, piivodni tloha se ptala po posloupnosti poctu vy-
fazenych, o maximélnim bodovém zisku viitbec nemluvila. Ale tato posloupnost
je jenom popisem, jak tolik bodi ziskat. Jde snadno zrekonstruovat, pokud si
kazda bunka tabulky pamatuje pocet vyfazenych soupett, pii kterém bylo do-
sazeno maxima bodu. K tomu bude potfeba druhé, stejné velka tabulka, coz
pamétovou slozitost nezhorsi.

Paméti celkem potfebujeme O(N - K), &asu O(N?- K), protoZe na kazdé
buiice tabulky travime ¢as O(N) vypoétem maxima.

Prostor pro zlepseni je dle mého nazoru na trovni konstant, ne typu slozitos-
ti. Dokéazat to bohuZel neumim. Problém nevypada na prvni pohled tak slozité,
ale celociselné déleni se kazdému chytiejSimu pristupu stavi do cesty.
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Na to narazili i néktefi fesitelé. Piekvapil mé program, ktery vypadal, zZe
by mohl fungovat, bézi v ¢ase O(N - K) a prostoru O(K). Také dynamické pro-
gramovani, ale tentokrat pies pocet soutézicich, ne pies pocet kol, jak popisuji
vyse. Vétsinou daval spravny vysledek, ale pro N, K < 100 se zhruba 500krat
seknul. Rozhodnuti, ve kterém kole vyfadit dalsiho soutéziciho, bylo udélano do-
cela spravné, ale to bohuzel nestaci, protoze nékdy je potfeba nékterému kolu
pocet vyfazenych zmensit.

Pfi samotné implementaci je vhodné zamyslet se nad datovymi typy. Aby
byla prekrocena v prvcich pole velikost 32bitového integeru, muselo by kazdé
z maximalné tisice kol prispét vic nez milionem bodt; ze vzorce vsak jasné vy-
plyva, Ze nejvétsi moznd vyhra za jedno kolo se pouze blizi statisici.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-1-3.4

Tomds , Palec“ Malecek

24-1-4 Slozita slozitost

Na tvod poznamenam, Ze ste si niektori spravne v§imli, ze ak premennt odm
inicializujeme na hodnotu |y/n], tak potom pre niektoré hodnoty n pole za&
nebude velkostou stacit.

Algoritmus najprv rozdeli pole dlzky n na \/n vzostupne zoradenych tsekov
v/n dlhych. Kym zoradime jeden tsek (algoritmus vyuziva Bubblesort), stravime
v najhorsom pripade O(n) ¢asu, a to prave vtedy, ked je tisek zoradeny zostupne.
Zoradenie kazdého tiseku ndm preto bude trvat n./n v najhorsom pripade.

Potom algoritmus ozna¢i minima v jednotlivych tsekoch, ktorych je rovnako
ako tisekov, tedy /n. Dalej nasleduje n prechodov, kde v kazdom prechode bude
vybraté jedno minimum (ktorych je v/n) do vysledného pola.

Za nové minimum oznaci algoritmus prvok, ktory je v ramci tiseku bezpro-
stredne za aktuédlne vybratym minimom. Vytvaranie vysledného pola mé teda
Casovu zlozitost O(n/n).

Z predchadzajicich odstavcov plynie, Ze vyslednd ¢asova zlozitost je O(n+/n+
ny/n) = O(ny/n).

Konec¢ne par slov k pamétovej zlozitosti. Potrebujeme si paméitat n prvkov
postupnosti a pri vytvdrani vysledného pola y/n pozic minim, teda pamitova
zlozitost je O(n).

Peter Zeman

24-1-5 Razitkova grafika

Drtive, nez za¢neme hledat nejvétsi mozné razitko, jakym lze obrazek vyrazit-
kovat, podivame se, jak zjistit, zda obrazek lze vyrazitkovat razitkem velikosti S.
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Vsimneme si, Ze bod, ktery je umistén nejvice nahore a nejvice vlevo, mize-
me vyrazitkovat jen tak, ze v ném bude mit razitko levy horni roh. Pokud tedy
existuje ¢tverec velky S x S, ktery ma levy horni roh pravé v tomto policku, tak
razitko mizeme pouzit. V opacném piipadé vime, ze obrazek vyrazitkovat nejde.

Na razitkovani razitkem velkym S tedy pouzijeme néasledujici algoritmus.
Obréazek budeme prochazet po fadcich a vzdy, kdyZz najdeme ¢erné policko, tak
se podivame, jestli existuje Ctverec velky S x S majici levy horni roh v tomto
policku. Pokud ano, tak tento ¢tverec smazeme, a pokud ne, tak obrazek nelze
obarvit.

Pokud timto zpiusobem projdeme cely obrazek, tak jsme jej pravé vyrazit-
kovali. Kazdé policko maximalné jednou prebarvujeme a maximéalné jednou pres
néj projdeme. Tento algoritmus tedy bézi v case O(W - H), kde W je siika a
H vyska obrazku.

Nyni, kdyz umime razitkovat, nam staci najit nejvétsi velikost razitka, se
kterym obrazek dokazeme vyrazitkovat. Takovy pfimocary postup zacneme s ra-
zitkem o velikosti O(min(W, H)) a budeme jej postupné zmensovat, dokud se
nam obrazek nepovede vyrazitkovat.

Tento postup mé ¢asovou slozitost O(min(W, H) - W - H), protoze napiiklad
pro Cerny obrazek s bilym pravym dolnim rohem s kazdym razitkem projdeme
skoro cely obrazek.

Dalsi véc, které si mizeme vsimnout, je, Ze pokud obrazek lze vyrazitkovat
razitkem velkym S, tak .S musi délit délky vSech vodorovnych i svislych souvislych
usekl (mysleno v ramci jednoho fadku ¢ sloupce).

Tedy velikost razitka musi délit nejvétsiho spole¢ného délitele délek téchto
useku. Stac¢i nam tedy zkouSet jen velikosti razitek, které déli nejvétsiho spolec-
ného délitele. Zdrojovy kdéd tohoto algoritmu je pfilozen k vzorovému feSeni.

Urcité nevyzkousime vice nez 2 - \/min(W, H) razitek, protoze zadné ¢islo k
nemé vice nez 2- vk délitelit. Snadno miZeme nahlédnout, ze pokud k& = a-b,
tak potom a < Vk nebo b < Vk.

Na pocitani nejvétsiho spolecného délitele pouzijeme Euklidiv algoritmus,
ktery pracuje v logaritmickém Case. Soucet ¢isel, pro které jej zavolame, je maxi-
malné W - H = celkem Euklidovym algoritmem ztratime nejvyse ¢as O(W - H).

Casovou sloZitost nam nejvice ovliviiuje samotné razitkovani, celkem tedy
dostavame O(W - H - /min(W, H)).
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-1-5.cpg

Karel Tesar
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24-1-6 V bludisti s krumpéacem

Jak jste témér vsichni uhadli, mfizka, ve které se pohybujeme, je jen spe-
cidlnim pfipadem grafu. Je tedy nasnadé pokusit se aplikovat nékteré grafové
algoritmy, které zname z KSP kucharek ¢i odjinud.

Na nas problém s bludistém by se hodil jeden ze dvou algoritma — prohle-
dévéni do sifky nebo Dijkstriiv algoritmus. Prohledévani do $ifky (BFS) mé tu
vyhodu, Ze nalezne nejkratsi cestu ze za¢étku do cile v linearnim éase (O(N - M)).

Ve své zakladni podobé vsak neumi pracovat se skutecnosti, ze nékteré cesty,
a¢ stejné dlouhé na pocet policek, jsou rizné dlouhé co do vzdalenosti. Jinak
fefeno, nepracuje s ohodnocenymi hranami (¢ v nasem p¥ipadé vrcholy).

Druhy algoritmus, Dijkstriv, vyhleda nejkratsi cestu v grafu ohodnoceném
nezapornymi realnymi ¢isly. Pouziva k tomu datovou strukturu halda, proto jej
také méame popsany v kuchatce o haldach. Bohuzel, jeho ¢asova slozitost je vyssi,
zde by byla alespoit O(N - M -log(N - M)).

Snadné feseni tedy bylo napsat ,,Dijkstra“ a dostat par bodu. Na plny pocet
nezbyva, nez se zamyslet nad tim, jestli nejde prohledavani do §itky upravit, aby
pomohlo i ndm, pfipadné jestli nejde Dijkstra zrychlit.

Jednodussi bude upravit prohledavani do sitky. To je v nasi kuchafce im-
plementovdno pomoci fronty (pokud nevite, jak fronta funguje, utikejte si to
precist).

Kdyz prochéazime jedno poli¢ko, obvykle chceme vSechny jeho sousedy pridat
dozadu do fronty. To v nasem bludisti neplati, protoze chceme souseda pridat
bud dozadu, nebo ,0 K mist dal,“ tedy nejen za vSechny ve fronté, ale navic
jesté za vSechny sousedy, ktefi jsou bliz.

Vyuzijeme toho, Ze mame jen dva typy policek a miizeme si udélat dvé
fronty. Jednu pro rychld policka, tedy ta, kterymi prochazime za jeden krok, a
jednu pro pomald policka, tedy pro zdi. Policka budeme déavat do front podle
toho, kterého typu jsou.

Musime jesté zajistit, abychom nezapomnéli vybirat z fronty pro pomala
policka, kdyz uz je ¢as (tedy poté, co jsou vSechny kratsi cesty vybrany). Staci
si ke kazdému policku pripsat, v kterém case jej mame z fronty vyzvednout.
Napftiklad pro K = 5 a pomalé policko, které je sousedem policka s hodnotou 15,
pripiseme pfi ulozeni do fronty 20. Pro rychla policka vzdy jen zvys$ime hodnotu
o jedna.

Kdyz pak vybirame z front, jen porovnavame, jestli ma nizsi hodnotu rychlé
policko, nebo pomalé policko, a podle toho volime nové policko na prohledani.
V obou frontidch budou poli¢ka setfidénd podle poznamenané hodnoty (stejné
tak, jako by byla setfidéna v BFS s jednou frontou). N4&§ algoritmus se tedy
nesplete.
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Asymptoticka casova slozitost je stejnd jako pro BFS, nebot priddnim nové
fronty ndm vzniklo jen konstantni zpomaleni — pfi vybirani dalsiho polic¢ka pro
prichod jen porovnavame, ze které fronty ho mame vzit, a jinak se chovame
stejné, jako kuchaikové BFS.

Martin Bohm

24-1-7 Distribuované vypocty

Zakladni myslenka reseni je jednoducha — odpojit vSechny pocitace, které
jsou napojeny na aktudlni, driv nez sebe.

Budeme prochézet graf do hloubky, dokud nenarazime na vrchol s hranami
vedoucimi jen k pocitactim jiz odpojenym ¢i navstivenym béhem rekurze. Ten
nésledné odpojime (vSe, co je k nému pfipojeno, bude po odpojeni stéle v siti)
a podobné postupujeme dal.

Casova, slozitost je linearni vzhledem k hrandm i vrcholtim, protoze kazdy

pocita¢ navstivime pravé jednou a na kazdou hranu se podivame maximéalné
dvakrat (z kazdého konce). Pamétova taktéz.

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-1-7.pag

Pavel Cizek

24-1-8 Pojdte pane, budeme si hrat

Z tkolu v matematické ¢asti urcité nebude nikdo smutny, protoze byl vcelku
lehky, coz se projevilo i na veselém bodovém zisku — az na detaily byla feSeni
spravné.

Pro hru s odebiranim zetoni v pripadé maximalné t¥1 hromadek bylo potieba
ovérit, Ze smutné stavy jsou pravé ty, v nichz je XOR vSech velikosti hroméadek
nulovy. Smutny stav si lze predstavit jako stav pfedem prohrany — pokud jste ve
smutném stavu, soupef vas muze porazit. Je-li pozice mimo smutny stav, hrac¢
na tahu ma vyherni strategii.

V zadéni se tvrdi, Ze strategie funguje pro libovolny konecény pocet hroma-
dek. Abyste nam vérili, vrhnéme se na obecnéjsi dikaz!

Bude se ndm hodit asociativita a komutativita XORu, tedy Ze muzeme ve-
likosti hroméadek XORovat v libovolném poradi. Ovéteni téchto vlastnosti je me-
chanickou zélezitosti spocivajici v rozboru pfipadt. Také je dobré uvédomit si,
ze i-ty bit v XORu velikosti hromadek miize byt roven jedné pravé tehdy, kdyz
ma lichy pocet hromadek i-ty bit jednickovy.

Zacnéme nejleh¢im pozadavkem: prohrany stav se vSemi hromadkami prazd-
nymi je smutny. Velikosti hroméadek jsou shodné nuly, jejich XOR je nula, tedy
stav je smutny.
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Pro¢ vSechny tahy ze smutnych pozic vedou do pozic, které smutné nejsou?
To uz tak zfejmé neni. Méjme tah ze smutné pozice, ktery odebere k zetoni
z hromadky H. XOR vSech hromédek byl dosud nula, tedy XOR hromadek mimo
H je presné velikost H.

Po odebrani z H se XOR hromadek mimo H nezménil, ale H ano. Tedy
XORujeme dvé rizna ¢isla, coz nikdy neda nulu, jelikoz jejich binarni zapis se
musi lisit alespon na jednom miste.

Zbyva posledni pozadavek: neni-li hra¢ ve smutném stavu, ma tah vedouci do
smutného stavu (takZe je vlastné ve ,veselém* stavu, protoze ma jistou vyhru).
Dalo by se Fici, ze z celé ulohy jde o nejzajimavéjsi ¢ast, priCemz Vase FeSeni se
nekdy lisila.

XOR velikosti hromddek je nenulovy (ozna¢me ho X), my chceme po odebra-
ni z jedné hromadky mit smutny stav. Oznacme i pozici nejlevéjsiho jednickového
bitu v bindrnim zépise X. Jedna z hromadek (ozna¢me ji H) musi mit velikost
alespont 2¢71 a i-t§ bit roven jedné — mame lichy poéet hromadek, jez maji v bi-
narnim zapise na pozici ¢ jednicku.

Z hromadky H odeberu Zetony v po¢tu mensim nebo rovném 2¢~! tak, aby
se vynuloval i-ty bit jeji velikosti a vysledny XOR vsech hromadek byl nulovy.
Jak se prijde na to, kolik mam odecist? Jednodussi je premyslet, jak velkd ma
byt hroméadka H, aby vysledny XOR byl nula.

Reseni neni tézké: vezmeme velikost hromadky H a pieklopime bit na mis-
tech, kde je v X jednicka (tedy H vyXoRujeme s X). Tim se v XORu vSech
hromadek zmeéni parita poctu jednicek pouze na bitech, kde byl pivodné lichy
podet jednicek, coz d4va nulovy XOR vSech hromadek. Cislo H se navic muselo
zmensit, jelikoz nejlevéjsi zménény bit se preklopil z jedné na nulu.

Q. E. D. (Quite Easily Done nebo Quod Erat Demonstrandum, vyberte si.)
Jak je vidét, nebylo potfeba nikde pouzit pocet hromadek, i kdyz jsme predpo-
kladali, Ze jsou alespon dvé.

Na zavér feseni tohoto tkolu dodejme, Ze popsana hra se jmenuje Nim. Lze
ji hrat i s modifikaci, kde prohrava ten, kdo vezme posledni Zeton z posledni
hromédky. Definice smutné (pfedem prohrané) pozice se pak lisi jen v uréitych
aspektech — muzete si jako cviceni rozmyslet v jakych.

Druhé c¢asti seridlové tlohy se zhostili jen nemnozi, ackoliv slo o kreativné;jsi
tkol. Bylo tfeba v Pythonu napsat pro Sestvorky ohodnocovaci funkci a funkci
generujici tahy z dané pozice.

Pokud se zd4, ze funkce generujici tahy méla byt jen otrockd prace spoci-
vajici ve vygenerovani vSech dvojic volnych poli¢ek, neni tomu tak. Pfedné je
téch dvojic opravdu hodné (po prvnim tahu (234), tedy 24 976) a vétSina z tahti
postrada smysl, protoze jsou tieba na kraji desky, kde se nikde v okoli nehraje.

124



Vzorova fesSeni Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Dobrou heuristikou mohlo byt hledani linie svych znacek, kterou je mozno
v jednom tahu vyhrat (tj. napfiklad 4 znacky v fadé s obéma volnymi konci).
Pokud neexistuje, tak hledani soupefovy linie, s niz by mohl vyhrat dalsim tahem,
a jinak generovani vsech dvojic z policek sousedicich s néjakou znackou.

Jesté zajimavéjsi je ohodnocovani pozice. Urc¢ité je dobré pifi ném zkoumat,
jestli uz neni pozice vyhrana nebo prohrana. Jinak se hodi tfeba hledat souvislé
linie jednoho hrace, které maji alespon na jednom konci volné policko, a ty ohod-
nocovat podle délky (napf. exponencialng), pti¢emz je dobré zohlednit, jestli ma
linie oba konce volné, nebo jen jeden.

Ohodnoceni je pak soucet ohodnoceni mych linii minus soucet soupefovych
linii. VSe pak zalezi na dobrém nastaveni konstant. Je to vSak jen jeden z mnoha
moznych pristupt a uréité pijde vymyslet lepsi :-)

Pavel ,, Paulie“ Vesely
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24-2-1 PozZarni poplach

Uvedieme tri postupne zlepsujice sa rieSenia. Prakticky vSetky riesenia, kto-
ré prisli a boli spravne, popisovali jeden z nizsie uvedenych algoritmov.

Aby sme nezapisali viac, ako je treba, je dobré si v§imnuat ¢o maju vSetky
algoritmy rieSiace tito tlohu spoloéné. A sice je nutné zistif, kedy jednotlivé
stromy (policka 1 x 1 oznacené bodkou) za¢nt horiet. Keby sme tto informéciu
nemali, tak o lubovolnej ceste lesom zlava doprava nie sme schopni rozhodnut,
ako dlho bude priechodnd. Potrebné zistime prehladédvanim do $irky od policok,
ktoré st oznadené ako ohne. Casova zlozitost je linedrna k velkosti lesa, teda
O(R-S).

Drevorubaésky algoritmus

Myslienka je pokusit sa po oznaceni nejakého policka (vid predchadzajtce
odstavce) najst cestu lesom zlava doprava (napr. opiit prehladdvanim do Sirky).

Predstavme si, Ze sme nejaké policko oznaéili ¢islom ¢ a nevieme néjst cestu
(po neoznacenych polickach — tie éste nehoria) zlava doprava. To teda znamena,
ze les je priechodny najneskér v ¢ase ¢ — 1.

Algoritmus funguje, avSak ma nepekni ¢asovi zloZitost. Oznacenych poli-
éok je R-S a pre kazdé takéto policko raz prehladdme do Sirky cely les. Teda
celkovéa ¢asova zlozitost tohoto algoritmu je O(R-S-R-S) = O(R?-5?), teda
kvadraticka k velkosti lesa.

Zlepsujeme bindrnym vyhlad4avanim

Predpokladajme, Ze les dohorel v ¢ase n (policka méame oznacené ¢islami

0...n).

Jednoduchym pozorovanim je, Ze ak je les v ¢ase k priechodny, tak je urcite
priechodny aj v ¢ase mensom ako k. Podobne ak je les uz v ¢ase k nepriechodny,
tak neskor priechodny urcite nebude. Ked teda zvolime nejaké k a sktisime néjst

.....

Z tohoto pozorovania nas moze napadnut pouzit binarne vyhlad4dvanie. Nech
d=0a h =mn+ 1. Opakujeme nasledovné:
pozrieme sa ¢i vieme prejst lesom v dase | (d + h)/2]
ak vieme, tak polozime d = (d + h)/2
inak h = (d+ h)/2
ak h — d = 1, tak skon¢ime, vysledok je d

Nahliadnime este, Ze d je hladané ¢islo. Predtym, nez sme skon¢ili, sme bud
znizili h na d+1, alebo zvysili d na h—1. V prvom pripade to znamena, ze v Case
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d+1 sa prejst nepodarilo, ale zéroverni vieme, Ze v ¢ase d a menSom prejst vieme,
teda spravna odpoved je d. Druhy pripad si analogicky rozmyslite sami.

Zostéva uz len rozobrat ¢asov zlozitost. Pre bindrne vyhladavanie je potre-
ba O(logn) krokov, kde n = O(R - S). Kazdy krok mé ¢asovi zlozitost O(R - S),
preto vysledna ¢asova zlozitost druhého algoritmu je O(R- S -logn).

A koneéne linearne rieSenie

Opit predpokladajme, Ze mame oznacené policka éislami 0...n. Chceme
odpozorovat, ¢ je les priechodny v ¢ase k, ale nie len tak bez rozmyslu, pretoze
to by sme sa dostali ¢asovi zlozitost O(R-S-n) a boli by sme niekde medzi
dvoma vy$$ie uvedenymi algoritmami. Budeme chciet na kazdé policko stupit
O(1)-krat a tym padom dosiahnut ¢asovi zlozitost O(R - S).

Mozeme to spravit napriklad tak, Ze budeme postupovat v ¢ase dozadu a
prepocitavat, z ktorych poli¢ok je dosiahnutelny ciel. Pre ¢as k priddme policka,
ktoré zacali horief v ¢ase k. Ak z nejakého pridaného policka existuje cesta na
pravy okraj, tak z tohoto policka prehladdme do Sirky cely les ale len po pri-
dangch polickach. Vsetky policka, na ktoré pri prehladavani stiipime uzavrieme
(pri dalsom prehladévani sa uz na ne nedostaneme). Ak sme uzavreli aj nejaké
policko na lavom okraji, tak moézeme skoncit.

Poli¢ka budeme oznadovat U — uzavreté, 0 — otvorené a X budi ostatné. Pre
i=mn,...,1 budeme opakovat:

vSetky policka oznacené ¢islom ¢ oznac¢ ako 0

ak existuje policko P, ktoré je oznacené 0 a susedi s polickom oznacenym U alebo
je napravo, tak P ozna¢ U a spusti z P prehladdvanie do sirky po polickach
oznacenych 0 a vsetky ozna¢ U

skonéi hned, ako je nejaké policko nalavo oznacené U — vysledok je i

oznacené U alebo 0 a nutne musi existovat cesta po tychto polickach zlava doprava
a ndjdeme ju prehladédvanim do Sirky. V ¢ase k + 1 eSte nemohla, inak by sme ju
nasli uz vtedy.

Kazdé policko najprv ozna¢ime 0 a ak sa k nemu dostaneme znovu, tak
ho oznaéime U a potom ho uz viac neuvidime. Celkova ¢asové zlozitost teda je
O(R-5).

Pamiitova zlozitost v8etkych troch popisangch algoritmov je O(R - S).
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-1.4

Martin ,Medveéd“ Mares € Peter Zeman
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24-2-2 Centralni sklad

Centralni sklad byl tak jednoduchy, jak jen vypadal. Kdo se nebal fesit
praktickou tlohu, tak mél k plnému poc¢tu bodti velice blizko.

Nejprve se zamyslime nad definici pramérné vzdalenosti. Ta pravi, ze pru-
mérnd vzdalenost je soucet vzdalenosti ke vSem vyrobcim vydélena jejich po-
¢tem. Pocet vyrobcei je stale stejny, déleni poctem vyrobct tedy neméni vysledek
a muzeme ho zanedbat.

Nyni tedy uz pocitame jen soucet vzdalenosti. Pfedstavme si nyni, Ze bychom
chtéli centralni sklad postavit na nékterém misté tak, ze nalevo od néj by byli
dva vyrobci a napravo od néj tii vyrobci. Vyplati se to? Nevyplati. Pfedstavme
si, Ze ho posuneme o malé ¢islo ¢ doprava. Vzdalenost od vyrobct nalevo bude
o ¢ veétsi, ¢imz soucet zvétsime o 2¢, ale zaroven ho o 3¢ snizime diky mensi
vzdalenosti od vyrobct napravo. Tedy jsme si polepsili.

Jak dlouho budeme moci takto zlepsovat? Dokud stale jesté€ na jedné strané
bude vic vyrobcii, nez na strané druhé. Pro lichy pocet vyrobct je tedy feseni
unikatni — postavit sklad pfesné na umisténi prostfedniho vyrobce (medidnu) —
a pro sudy pocet vyrobcl si miZeme vybrat libovolné misto mezi |n/2|-tym
vyrobcem a [n/2]-tym vyrobcem.

Neméli jste tedy vymyslet nic jiného, nez jak najit median v neset¥idéné
posloupnosti. Optimalni algoritmus pracuje v linearnim case a je popsan v nasi
kuchaice Rozdél a panuj;®! my jsme vSak dovolili i nalezeni medidnu pomoci
setfidéni posloupnosti nékterym rychlym algoritmem, jako napiiklad QuickSor-
tem.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-2.py|

Martin Bohm

24-2-3 Od¢éitani

Program funguje korektné v pfipadé, kdy je mensitel mensi nebo roven men-
Senci a prvni platna cifra mensence je ulozena v prvni[0]. Jak funkce od¢ita?
Nejdiive si uvédomme, co se dé€je v prvni ¢asti algoritmu. Na i-tou pozici v poli
vysledek ukladame rozdil hodnot prvniho a druhého ¢isla zvétSeny o devet. Na-
konec pric¢itame k poslednimu prvku jednic¢ku. Skutecny rozdil je tedy zvétSeny
o ¢&islo 104 (kde d je délka pole vysledek). Navic mame tento vysledek ulozeny
v upravené desitkové soustavé, v niz maji jednotlivé fady vahy 10%, ale &islice
mohou byt libovolné nezaporné (ne jen 0-9).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—-panuj|
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V druhé ¢asti algoritmu pak ¢isla v poli vysledek normalizujeme do kla-
sického desitkového zépisu a zarovei se zbavujeme piebytecného 10%. To se déje
tak, ze kontrolujeme, zda je na i-té pozici v poli ¢islo vétsi nez 10. Pokud ano,
odecCteme desitku a predame ji jako jednicku do vyssiho fadu, ¢imz upravime
prvky v poli vysledek tak, abychom méli v kazdém prvku pole vzdy jen jed-
nociferné ¢islo. Vsimnéme si dale, ze prfi predani jednicky doleva u prvku pole
s indexem 0 od¢itame od vysledku piebytecné 10¢.

Nyni ke slozitosti. Paméfova je zjevné linedrni (tfikrat pole velikosti d a
konstantni pocet proménnych k tomu). Casové je taktéZ linedrni. V prvni fazi
algoritmu provadime d operaci. V druhé c¢asti pti kazdém kroku doleva klesne
soucet vSech ¢islic, zatimco pii kroku doprava se nezméni. Proto je celkovy pocet
krokt doleva nejvys linearni; krok doprava pak je nejvyse o d vic nez kroku
doleva, takze také linearné.

Jan Bok

24-2-4 Odbocéeni vlevo

Kdo uz slysel o teorii grafti, tak si jisté pamatuje, ze sit kiizovatek a cest je
nejlépe modelovana pravé pomoci grafu — a pro hledani nejkratsi cesty v grafech
mame linedrni algoritmus prochazeni do $itky, také zvany BFS.

Kdo o BFS nebo grafech3? jesté nic nevi, ten si miize doplnit znalosti v nagich
kucharkach.

Nejsme ale zcela hotovi — musime totiZz postavit ze zadani vhodny graf,
abychom mohli spustit BFS. Kdybychom jen prohlasili k¥izovatky za vrcholy a
ulice za hrany, narazili bychom, protoze podminka v zadani (miZeme jet jen
rovné nebo doprava) ndm ¥iké, Ze nékteré ulice nesmi byt prijezdné z nékterych
krizovatek.

MizZeme tedy z neorientovanych graf prejit na grafy orientované — takové,
kde kazda hrana ma i smér, kterym ji lze procestovat. BFS funguje stejné dobie
i v takovychto grafech.

Nicméné ani ted jesté nejsme hotovi, protoZze ono docela hodné zalezi na tom,
ze kterého sméru piijizdime. Kdyz pfijizdime na kfizovatku z jihu, mtzeme jet
rovné na sever nebo doprava na vychod — jenze kdyz jedeme z vychodu, miizeme
pokracovat rovné na zapad nebo doprava na sever.

Jinymi slovy, kdybychom meéli vrcholy jako kfizovatky, tak by se hrany mu-
sely ménit podle toho, jak do kiizovatky pfijedeme. Grafy se ale takto meénit
nesmi. Zkusme vytvorit graf jinak.

My si uvédomime, zZe kdyz jedeme ulici v jednom sméru, uz je naprosto jed-
noznacné, jaké mame moznosti na dalsi kiizovatce. Mohli bychom tedy vytvorit

32 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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graf tak, Ze vrcholy tohoto grafu jsou ulice z naseho zadani a orientované hrany
povedou mezi ulicemi U a V, pokud z ulice U na dalsi kfizovatce jde odbocit
podle pravidel do ulice V.

Na dalsi kiizovatce. .. ale ktera je dal§i? Ulice U je ohrani¢ena dvéma k¥izo-
vatkami, ale pro kazdou z nich budou hrany jiné — proto budeme mit dva vrcholy
pro kazdou ulici, podle toho, jedeme-li jednim smérem nebo tim opa¢nym.

Jakmile mame danou ulici a smér, uz je jasné, ktera je dalsi kiizovatka a
tedy i kam dal povedou hrany.

Na tento ,graf orientovanych ulic“ uz muzeme pustit prochdzeni do Sirky
a najit nejkratsi cestu v linedrnim case. Jen jesté musime poznamenat, Ze nyni
umime vyhledat jen nejkratsi cestu mezi orientovanymi ulicemi, ne kfizovatka-
mi — ale protoze z kazdé kiizovatky vedou jen Ctyfi ulice, miZeme prosté nas
algoritmus zavolat pro kazdou moznou ulici vedouci ze startu a pro kazdou moz-
nou ulici vedouci do cile. Nejvyse ho tedy muZeme pustit 16krat, a jak znamo,
konstanta nam slozitost algoritmu nijak podstatné nezhorsi. (Jen konstantné.)

Na zavér ovérime, ze jsme nasi konstrukci nevytvorili prilis velky graf. Na
zacatku mame N kiizovatek, mezi nimi je natazeno nejvyse 4- N ulic. My jsme
vytvorili méné nez 8- N vrcholu, za kazdou ulici a smér jeden. Kolik nas graf méa
hran? No, na kazdé kfizovatce mame dokonce uz jen dvé moznosti, jak jet dal —
tedy jich bude mit nejvyse 16- N, a to je stale jen linearni zvétseni.

Pievést vstupni mapu na nas graf lze také udélat v linedrnim éase (pokud
dostaneme vstupni data v rozumném formétu, coZ jste mohli predpokladat).

Secteno a podtrzeno — vstup zvétsime jen konstanta-krat, pak na néj zavo-
lame linedrni kuchatrkovy algoritmus (nejvys 16krat) a naSe Casova i pamétova
slozitost tedy bude linearni.

Martin Béhm

24-2-5 Logicka formule

Drzme se zasad znamého hesla rozdél a panuj. Budeme vyraz postupné roz-
kladat na stale mensi podvyrazy, dokud je nedokazeme trividlné spocitat.

Predstavme si, ze jiz mame dva podvyrazy, u kterych zname pocty pravdi-
vych uzavorkovani a celkové pocty korektnich uzévorkovéani. Pocty pravdivych
uzavorkovani si oznacme P, a P, a celkové pocty uzavorkovani C, a Cy. Celko-
vy pocet uzavorkovani vyrazu spocteme jednoduse jako C, - Cy, protoze muzeme
skombinovat jakakoliv dvé korektni uzavorkovani podvyrazi.

Pokud je mezi podvyrazy operdtor AND, je pocet pravdivych uzavorkovani
celého vyrazu roven P, - P, (protoze cely vyraz bude pravdivy v ptipadech, kdy
budou pravdivé oba jeho podvyrazy).
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Pokud je mezi podvyrazy operdtor OR, je to jiz zajimavéjsi. Cely vyraz
bude pravdivy v pripadech, kdy je pravdivy pouze levy podvyraz, pouze pravy
podvyraz nebo kdyz jsou pravdivé oba.

Kdy?z je pravdivy levy podvyraz, maze byt pravy podvyraz jakkoliv korektné
uzévorkovany, tedy dostavame P, -} pravdivych uzavorkovani. Obdobné pro
pfipad, kdy je pravdivy pravy podvyraz.

Tim jsme ale dvakrat zapocitali i pripady, kdy jsou pravdivé oba podvyrazy,
musime proto jesté odecist P, - P, (podle principu inkluze a exkluze). Cely vztah
pro operator OR je tedy P, - Cy + Py - Cy — Py - P

Ted, kdyZ uz méame definované skladéani podvyrazi, miZzeme pristoupit k sa-
motnému pocéitani. Zakladnim pristupem je rozdélit cely vyraz na podvyrazy
a podle postupu popsaného vyse spocitat pocet pravdivych uzavorkovani.

Vzdy vezmeme cely vyraz a postupné ho rozdélime ve vsech logickych ope-
ratorech. Pro kazdy operator rekurzivné spocitdme pocty pravdivych a vSech
korektnich uzavorkovani piislusnych podvyrazi a podle vztaht pro AND a OR
ur¢ime pocty uzavorkovani pfi rozdéleni v tomto logickém operatoru.

Rekurze se zastavi v okamziku, kdy dojde k jednoprvkovym podvyraztim
(v tom okamziku vrati jejich hodnotu). Po spocteni hodnot ve vSech operato-
rech vyrazu jenom poscitame tyto hodnoty a ziskdme poéty uzavorkovani celého
vyrazu.

Lehce si ale vSimneme, Ze spoustu véci pocitame v rekurzi stale dokola. Ne-
bylo by lepsi si je pamatovat? Pro tento pfistup ve stylu dynamického programo-
vani si tedy zalozime dvourozmérné pole, ve kterém budeme ukladat vypoctené
hodnoty pro podvyrazy zacinajici a kon¢ici na danych prvcich.

Vzdy, kdyz budeme chtit znat pocet pravdivych uzavorkovani daného vyra-
zu, tak se nejdiive podivame do tohoto pole a teprve poté pfipadné rekurzivné
spocitame. A naopak, vzdy, kdyZ vypoc¢teme pocet pravdivych a vSech korektnich
uzavorkovani u néjakého podvyrazu, ulozime si tyto hodnoty do pole.

Tim jsme si éasové hodné pomohli. Podvyrazii je N? s tim, Ze vypocet
podvyrazii na jedné hladiné (podvyrazi o stejné délce) ndm v p¥ipadé znalosti
vSech kratsich podvyrazi trva O(N). Diky tomu, ze kazdy podvyraz poéitame
pouze jednou, je celkova Gasova slozitost O(N3).

Pamétova slozitost je kviili pouziti dvourozmérného pole O(N?).

Jesté poznamka na konec: Pocet korektnich uzavorkovani néjakého vyrazu
je n-té Catalanovo cislo. To je definovano jako

C, = 1 <2n> Vn >0
n+1\n
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Neudava pouze pocet korektnich uzavorkovani, ale uplatnéni najde i ve spousté
jinych aloh z kombinatoriky. Vice informaci 1ze najit napiiklad na Wikipedii.
Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-5.4

Jirt Setnicka

24-2-6 Zavorky

Vétsina z vas si spravné uvédomila, ze aby byla posloupnost spravné uzavor-
kovana, musi byt pocet levych zavorek vétsi nebo roven poctu pravych ve vSech
prefixech a celkové pocet levych a pravych zavorek musi byt stejny.

Zavedeme si pro posloupnost zavorek a dvé proménné: a.potrebujeme bude
udavat pocet levych zavorek, ktery je potieba napsat pfed posloupnost, aby nikdy
nebylo vice pravych nez levych zavorek. V a.navic je napsano o kolik je v a vice
levych zavorek nez pravych. Napi. "()) (".potrebujeme = 1,"()) ()".navic
=-1

Posloupnost zavorek a je spravné uzavorkovana, praveé kdyz a.potrebujeme
= 0 a zaroven a.navic = 0. Problém se tedy redukuje na zjisténi téchto dvou
proménnych. Ale jak na né piijit? Pokud bychom znali dvé poloviny posloupnosti
a a b, tak vypocitat proménné pro jejich spojeni c uz je rychlé.

Jaky je v ¢ rozdil poctl levych a pravych zavorek, se spocita jednoduse:
c.navic = a.navic + b.navic.

Kolik je potieba doplnit zévorek pied ¢ (c.potrebujeme), nemusi byt stejné
jako a.potrebujeme, naptiklad kdyz je a spravné uzavorkované a b.potrebujeme
> 0.

Zacatek posloupnosti b ovliviiuje hodnota a.navic a zavorky, jez se ma-
ji pridat pred c, dokazi ovlivnit obé Casti ¢, takze plati, Ze c.potrebujeme je
maximum z a.potrebujeme a b.potrebujeme — a.navic.

Pro trivialni fetézce je " (" .potrebujeme =0, "(".navic =1, ")".potre-
bujeme = 1, ")".navic = —1. Mzeme tedy tyto proménné urcit pro trivialni
fetézce a spojovanim se dostat az k fetézci délky N.

Ted prijde trik: vétsina proménnych je po otoceni stejna jako pred nim, a
tak neni potieba pocitat vzdy vSechny. Kdyz si nad fetézcem postavime binarni
strom, tak bude stadit zménit jen vrcholy nad pozici, kde se otacela zavorka. Cili
bude potieba O(log(N)) prepocitini proménnych a poté se podivat do kofene,
jestli je posloupnost spravné uzavorkovana.

Na zacatku potfebujeme O(N) ¢asu na vytvofeni toho bindrniho stromu,
poté ndm na dotaz sta¢i O(log N) ¢asu. Pamétova slozitost je O(N) kvtli uloZeni
stromu.

Jitka Novotnd
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24-2-7 Stétcovani

Tato tloha se projevila jako dosti zradné. Vétsinou jste ji fesili tak, ze jste si
nasli vSechny vodorovné a svislé vybarvené tseky, z jejich délek vybrali minimum
a to prohlasili za vysledek. Bohuzel toto feseni nefunguje napiiklad na tomto
vstupu:

11000
11100
00111
00011

Minimalni souvisly vodorovny /svisly tisek m4 velikost dva, zatimco obrazek
dokazeme nakreslit pouze Stétcem velkym jedna.

Kdyz jsem mluvil o zradnosti tlohy, tak jsem to myslel vazné. Nikdo tlohu
nevyresil Gplné spravné a i ja jsem mél ve svém ptivodnim FeSeni chybu. Jak to
tedy mélo byt?

Ukéazeme si jedno feSeni pomoci binarniho vyhledavani a jedno linearni fe-
Seni.

Vsimneme si, ze pokud obrazek umime vybarvit Stétcem velkym K, tak jej
umime vybarvit i libovolnym mensim stétcem. Kdyz tedy zvladneme v rozumném

Case ovérit, zda lze obrazek vybarvit danym Stétcem, mizeme spravnou velikost
binarné vyhledat.

Nejdiive si pro kazdé policko spocitame, kolik je ve sloupci pod nim ¢ernych
poli¢ek. To zvladneme v ¢ase O(R - S). Dale si béhem vypoctu budeme pro kazdé
policko udrzovat hodnotu H, jestli jsme toto policko jiz vybarvili. Nyni pojedeme
postupné po Faddcich (budeme prikladat horni stranu §tétce) a vzdy, kdyz budeme
na misté, kde mizeme barvit, tak obarvime vSechna zatim neobarvend policka
a oznacime je v H. Detaily vypoctu a jak postupovat pii barveni, abychom si
nepokazili ¢asovou slozitost, si mtzete rozmyslet sami jako cviceni.

Kazdé policko jsme obarvili maximalné jednou a zkusili jsme O(R - S) pozic
Stétce, tedy tento krok zvlddneme dohromady v O(R-S). Spoleéné s bindrnim
vyhleddvéanim dostaneme ¢asovou slozitost O(R - S -log min(R, S)).

Nyni k linedrnimu feseni. My vlastné pro kazdé policko chceme zjistit, v ja-
kém nejvétsim ctverci lezi. Pak z téchto hodnot vybereme minimum a dostaneme
spravné feSeni. Jak na to? Nejdfive predvedu algoritmus, ktery tlohu fesi, a pak
dokazu, ze odpovida spravné.

Odted budeme ¢ernd policka nazyvat jednickami a bila policka nulami. Spo-
¢itame, v jakém nejvétsim ¢tverci jednicek se jednicky nachézi. Ovsem maximalni
¢tverce budeme hledat jen pro ty jednicky, které maji vedle sebe alespon jednu
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nulu. (Kraj povazujeme za nulu.) U takovych jednicek totiz dokdzeme jednoduse
urcit, kterym smérem jejich ¢tverec povede.

Nyni bychom u kazdé jednicky chtéli znat, jak dlouhy souvisly tisek jednic¢ek
z ni vede smérem doprava, doleva, nahoru i dold. To vse si dokdzeme predpocitat
v ¢ase O(R-S). Pak pro danou krajni jedni¢ku pouzijeme nésledujici postup:

Jedni¢ka mé alespoit z jedné strany nulu, BUNO* vlevo. Nyni se od této
jednicky vydame smérem doprava, budeme se koukat na délky hornich a spodnich
tsekt] jednicek a udrzovat jejich minima H,,;p, a D4 Plijdeme smérem doprava,
dokud nenarazime na nulu a dokud H,,ip + Dmin —1 > K, kde K je pocet kroki,
které jsme udélali. Jingmi slovy zvétSujeme nas ¢tverec tak dlouho, dokud to jde.

Neni tézké nahlédnout, Ze jsme nasli nejvétsi ¢tverec, ve kterém nase jednic-
ka lezi. Pokud tento postup udéldme pro vSechny krajni jednicky a z vysledki
vybereme minimum, tak dostaneme maximalni velikost Stétce. Tento postup ma
¢asovou slozitost O(R-S), protoze jsme na kazdou jednicku obrazku pfisli ma-
ximalné ze ¢tyt smért.

Zbyvé jen nahlédnout, Ze nam vysledek nemuze pokazit zadna jednicka,
ktera ma za sousedy jen jednicky.

Pro takovou jednicku j uvazme nejvétsi Ctverec, ve kterém lezi. Takovy
¢tverec urcité musi dvéma protéjsimi stranami sousedit s nulou, protoze jinak
bychom jej mohli zvétsit. Nyni se podivame, jak se algoritmus choval u jednicek,
které jsou ve ¢tverci vedle jedné z téchto dvou nul.

Pokud alespoil u jedné z nich najdeme pravé takto velky ctverec, tak jsme
vyhrali. Pokud ne, tak bud v jednom z téchto ¢tvercil lezi jednicka j, nebo jeden
z nich mtzeme poSoupnout tak, aby v ném jednicka j lezela. V obou pfipadech
dostavame spor s tim, Ze jsme na zacatku méli nejvétsi mozny ctverec pro jed-
nicku j.

Tim je feSeni hotové. Vzorova implementace:

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-7.cpg

Karel Tesar

24-2-8 Alfa-beta ofezavani a piskvorky

Ukol 1: &ty¥i v Fadé

Nebylo tézké si tipnout, ze v piskvorkach, kde vyhrava rada ¢tyt znacek,
na neomezeném hracim planu vyhréva zacinajici hraé (kfizek). Dukaz rozborem
pfipadl neni ani moc dlouhy, bylo vSak tifeba dat si pozor a nezkratit ho moc.

BUNO = bez Gjmy na obecnosti

134


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-7.cpp

Vzorova fesSeni Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Nejvétsim chytdkem tkolu bylo, Ze druhy hra¢ pfi obrané muze vytvorit
vlastni fadu dvou znacek (tzv. dvojici) a pak se bude muset i prvni branit, coz
nékteii fesitelé opomnéli zohlednit.

Pojdme tedy na rozbor pripadii, ktery se pokusime co nejvice zkratit, aniz
bychom néco zanedbali.

Klasickym trikem, jak v teorii her zredukovat pocet probiranych pfipadi,
jsou symetrie. Kdyz lze néjakou pozici ziskat z jiné pozice naptiklad otocenim
herniho planu nebo zrcadlenim pfes libovolnou osu a otoceni ¢i zrcadleni nema
v dané hfe vliv na strategii hraci, miazeme zkoumat obé pozice soucasné.

Jelikoz hra je vyhrana pro prvniho hrace, pro ovéreni jeho vyhry si staci
pro tohoto hrace vzdy vybrat né€jaky tah, diky ¢emuz lze strom hry opét zmensit
(v trovnich prvniho hréce). Je vSak tfeba prozkoumat vSechny protitahy soupere.

Snadno si 1ze vSimnout, ze kdo udéla tii piskvorky v fadé s volnymi policky
na obou koncich, vyhral, nema-li zrovna soupetf podobnou fadu. Taktéz vyhraje
ten, kdo udéla najednou dvé dvojice, které obé maji volna policka na koncich —
za predpokladu, Ze soupef nemuze dalsim tahem udélat trojici s volnymi konci.

Krizek tahne libovolné a kolecko mé nasledné az na otoceni herni plochy tii
moznosti: zahrat vpravo od kfizku (dotyka se ho hranou), nebo vpravo nahote
(dotyka se rohem) anebo nékam mimo (tak, aby se kolecko nedotykalo kiizku).

Zahraje-li kolecko mimo kfizek, udéla prvni hra¢ dvo-
O . jici nedotykajici se kolecka. Druhy pak musi dvojici blo-
kovat a v nékterych pfipadech jesté muze zahrozit, Ze
vytvoii trojici s volnymi konci (viz obr. vlevo).

X

><2 02 K¥izek vSak takovou hrozbu dokdze odvratit (coz si
neni tézké rozmyslet) a navic vidy udéld najednou dvé
dvojice s volnymi konci, ¢imz vyhrava.

1

Zahraje-li kolecko vpravo od k¥izku, prvni hra¢ umis-
ti dalsi znacku pod kolecko. Nyni druhy musi blokovat
dvojici, aniz by si mohl vytvofit vlastni dvojici (viz ob-
razek vpravo). K¥izek dalsim tahem vytvoii dvé dvojice ><1 O1
s volnymi konci a opét vyhrava.

X

Posledni pripad, v némz prvni kolecko sousedi rohem
s ktizkem, je zajimavy tim, Ze pro k¥iZek je pak vyhodnéjsi O
zahrat tah nesousedici s prvnim kiizkem do situace na 2
obrazku na nasledujici strané:
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Kolecko musi néjak blokovat vznik trojice s volnymi
konci, pficemz ma tii moznosti: nad ni, doprostied (tim ><

2
vytvoii vlastni dvojici) a pod ni.

V kazdém ptipadé mize kiizek zahrat na policko A, -
udélat dvé dvojice s volnymi konci (pFipadné jesté bloko- ><
vat dvojici kolecek), diky ¢emuz néasledné vyhraje.

1

Rozbor ptipadi je hotov, takze nyni vite, jak za prv-
niho hrace vyhrét, at uz bude soupef vyvadét cokoliv (samoziejmé v rdmci pra-

videl).

Ukol 2: devét v Fads

Zdtvodnéni, pro¢ ma druhy neprohravajici strategii ve hie devét v fadé na
neomezeném planu, si skutecné zaslouzilo svych 9 bodi i s napovédou — spravné
ho mél jen jeden Tesitel. Ukazme si tedy, jak bylo mozné se s ilohou poprat.

Népovéda byla rozdéleni part (dvojic), cemuz se ¥ikd pdrovdni. Spravnym
feSenim bylo vytvorit je tak, aby kazdd mozna fada deviti znacek obsahovala
néjakou dvojici a kazdé policko bylo maximdalné v jedné dvojici (v nasem FeSeni
bude kazdé poli¢ko pfesné v jedné dvojici).

Nez si ukazeme vytvoreni onéch dvojic, popiseme tzv. pdrovaci strategii pro
druhého hréce, diky niz neprohraje. Druhy vzdy reaguje na pfedchozi tah prvniho
hrace tak, ze zahraje do druhého policka dvojice, do niz zahral prvni hrac.

Tak je zajisténo, ze po tahu druhého hrace bude kazda dvojice z parovani
bud prazdna, nebo v ni bude kolecko a kiizek. Diky tomu se nikdy nestane, Ze
by v néjaké dvojici byly dvé stejné znacky, takze nikdo nemutze dosahnout rady
deviti znacek, jelikoz kazda takova fada obsahuje néjakou dvojici.

Jako rozdéleni do dvojic si pfedvedeme Hales-Jewettovo pdrovdni. Obrazek
vyda za tisic slov, coz v tomto pfipadé plati dvojnasob — viz nasledujici stranu.

Tento vzor se pofad opakuje, takze kazdé policko herniho planu je v néjaké
dvojici. Snadno lze ovétit, ze kazdd mozna fada deviti poli¢ek obsahuje néjaky
par.

Mimochodem, bylo mozné si vS§imnout, ze pokud je remizova varianta piskvo-
rek, v niz vyhrava osm v fad€, musi byt remiza i devét v fadé. Jenze o osmi v fadé
jsme se jen letmo zminili, bylo tedy tfeba dokazat, ze osm v fadé€ je remiza, coz
neni viibec, ale vitbec jednoduché.

Pavel ,,Paulie® Vesely
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24-3-1 Intervalové duplicity

Kuchatka na intervalové stromy, intervaly v nézvu ulohy, dokonce nam i
chodi dotazy na intervaly. ,,To prosté musi byt intervalové stromy!“ Ale nejsou.
Tato shoda nahod je jeden velky chytak. Je mozné, Ze na tuto tlohu néjakym
zpusobem jdou napasovat intervalové stromy, ale rozhodné to nepatii k tém
jednodussim fesenim. Jaky tedy byl vzorovy postup?

Celé TeSeni této ulohy je vlastné jen jeden velky trik. Nejdfive si vSimneme,
Ze pro dvojici ¢isel se stejnou hodnotou nas zajima predevsim interval, ktery ma
na krajich ¢isla z této dvojice. .. Pak o libovolném intervalu [X,Y] fekneme, Ze
je Spatny, pokud v sobé obsahuje néktery z téchto minimalnich intervali.

My dostaneme dotaz na interval [L, P] a vSe, co nas zajima, je, jestli se
v ném vyskytuje néktery z minimalnich Spatnych intervalti. Co kdybychom si pro
kazdy mozny pravy kraj intervalu [L, P] pfedpo¢itali pozici A zac¢atku nejblizsiho
levého minimdlniho intervalu [A, B], ktery zaroveii splituje B < P? Pak bychom
jen porovnali A a L. Pokud by A < L, tak by interval byl dobry a v opa¢ném
pfipadé by byl Spatny. To bychom méli vyhrano!

Predpocitat si tyto hodnoty ale viibec neni tézké. Posloupnost projdeme zle-
va doprava a pro kazdou hodnotu si budeme pamatovat, kdy naposled jsme ji
vidéli. To si mizeme pamatovat naptiklad pomoci hesovaci tabulky, nebo binar-
niho vyhledavaciho stromu. Af uZ to bude cokoliv, fikejme tomu mapa. Déle si
chceme pamatovat posledni minimalni Spatny interval nalevo od néas. Nyni pro
vsechny pozice k v posloupnosti zavolame tyto ptikazy:

poslednil[k] = max(posledni[k-1], mapal[polel[k]])
mapa[polel[k]] = k

A to uZ vlastné mame hodnoty pfedpocitané. Ted jen sta¢i odpovédét na
vSechny dotazy.

Pfi pouziti bindrniho vyhledavaciho stromu potfebujeme ¢as O(N log N) na
predpodcitani a éas O(Q) na zodpovézeni dotazti, kde N je délka posloupnosti a @
je pocet dotazti. Celkem tedy O(N log N+Q@Q). Pfi pouziti heSovaci tabulky ¢asova
slozitost zavisi na pouzité hesovaci funkci a primérném mnozstvi vzniklych kolizi
v tabulce. Tento rozbor slozitosti zde vynechame.

Pamétova slozitost Feseni je O(N). Potfebujeme si pamatovat konstantni
mnozstvi informaci ke kazdé hodnoté posloupnosti.

Ve vzorovém zdrojovém kédu je pouzita mapa z C++ knihovny STL, se kte-
rou se pracuje stejné jako s hesovaci tabulkou a vlastné stejné jako s asociativnim
polem, které pouzivate naptiklad v PHP.

Zavérem bych chtél poznamenat, Zze na nasich testovacich vstupech prosla
na plny pocet bodu i néktera feseni s kvadratickou ¢asovou slozitosti s dostatec-
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nym mnozstvim heuristik. Tohoto faktu si v§iml Ondra Hiibsch a my mu timto
dékujeme za upozornéni.

Program (C++):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-1.cpg

Karel Tesar

24-3-2 Nemnoho pocéitacu

Nejdiive si uvédomime, Ze rychleji nez v O(N) &isla pocitact nesetfidime,
protoZe je potfebujeme alespon nacist a vypsat, coz rychleji nez linedrné nejde.
Soucasné uréité umime ¢&isla pocitaci set¥idit v O(N log N), protoZe v tomto
¢ase umime setfidit obecnou posloupnost ¢isel pomoci tiidicich algoritmt, jako
jsou Quicksort nebo Mergesort. Nejde to vsak rychleji?

V doslych feSenich se objevovaly dva mozné pristupy, popiSeme si tedy oba.
Prvnim z nich je pouziti asociativniho pole, neboli heSovani.

ReSeni pomoci heSovani

V rychlosti tu popiseme pouze zakladni principy, koho by to zaujalo, muze
se podivat do odpovidajici kuchatky o heSovani.

Zakladem fungovani hese je hesovact funkce. Ta pfifazuje klicim (textovych
fetézcim nebo velkym ¢islim podle toho, jakymi hodnotami chceme he$ inde-
xovat) néjakad mald ¢isla z rozsahu 0 az K — 1, pomoci nichz se jiz da indexovat
normalni pole. Dobrym pfikladem heSovaci funkce pro velka ¢isla je napriklad
zbytek po déleni ¢islem K.

Kdyz ale hesovaci funkce prifadi dvéma kli¢im stejnou hodnotu, nastava
kolize. V takovém piipadé je nékdy nutné projit az celé pole a to trva linearné
dlouho. Pro vétsi detaily se opét podivejte do kuchatky o hesovani.?3

Pokud se rozhodneme pouzit hesovani, vytvorime si asociativni pole o veli-
kosti K, slouzici pro ukladani pocti jednotlivych typt pocéitaéi. Cislo K zvolime
jako néjaké prvoéislo mezi 2log N a 4log N (takové prvoéislo mezi éislem a jeho
dvojnasobkem uréité existuje, ale to si zde nebudeme dokazovat).

Pro¢ pravé takhle? Rozsah zhruba dvojnasobku poctu kli¢d je rozumné vol-
ba z hlediska minimalizovani poc¢tu kolizi, ale souc¢asné pole jesté neni prilis velké.
A volba prvodisla je Sikovné z hlediska heSovaci funkce, kterd bude vracet zbytek
po déleni K.

Poté jiz postupné prochazime vstupni posloupnost. Pokud se kli¢ odpovida-
jici typu pocitace v hesi jesté nenachazi, zalozime ho, jinak ke stavajicimu poctu
pocitaci tohoto typu pouze pfi¢teme jednicku.

33 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani|
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Po nacteni celého vstupu pak pole setfidime, coz nam vzhledem k jeho veli-
kosti O(log N) bude s pouzitim napiiklad Mergesortu trvat O(log N loglog N),
coz je méné nez O(N). Poté jiz staéi jenom set¥idéné pole projit a u kazdého typu
ho vypsat tolikrat, kolikrat byl na vstupu. To ndm zabere linearni ¢as vzhledem
k velikosti vstupu.

Pamétovd slozitost je tmérna velikosti pole, tedy O(log N). Je ale ¢asova
slozitost skuteéné O(N)? Vse zalezi na volbé heSovaci funkce a na ¢islech, ktera
se vyskytnou na vstupu. V nejhorsim pripadé muze nastat u vSech prvkiu hese
kolize a zpracovani kolize muze stat az linearné vzhledem k velikosti hese, tedy
O(log N) Casova slozitost by tedy byla az O(N log N).

Reseni pomoci vyhledavacich stromi

Druhym pfistupem, ktery nam zajisti dobrou ¢asovou slozitost ve vSech pii-
padech (i kdyz to nebude tak dobré, jako O(N) u heSovani v nejlepsim ptipadé),
je pouziti vyhledavacich stromt. Vyvazeny vyhledavaci strom nam zarucuje pii-
stup ke vSem jeho prvkum v logaritmickém ¢ase vzhledem k jeho velikosti.

Vyhledévaci strom je strom s néjakou hodnotou v kazdém vrcholu. Pro kazdy
vrchol plati, Ze vSechny hodnoty v jeho levém podstromu jsou mensi, nez hodnota
v daném vrcholu, a vSechny hodnoty v pravém podstromu jsou zase vétsi, nez
hodnota v daném vrcholu.

Budeme potrebovat pouze pridavani do stromu, proto si popiseme pouze to.
Pro vice detailti se podivejte do kuchaiky o vyhledavacich stromech.?* P¥idavani
je stejné jako vyhledavani. Zacneme v kofeni a postupné se zanofujeme do levého
nebo pravého podstromu (podle toho, jestli je hledand hodnota mensi nebo vétsi,
nez hodnota ve vrcholu), dokud nenarazime na vrchol s hledanou hodnotou.

Nebo, pokud takovy vrchol neexistuje a my ho chceme pfidat, vytvorime
ho na daném misté jako levého nebo pravého syna vrcholu, kde jsme skonéili.
P1i takovém pfidani nam ale mtize strom degenerovat a mize ndm vzniknout
az strom tvaru dlouhé linearni cesty. Pro zajisténi podminky pfistupu ke vSem
prvkim v logaritmickém cCase je nutné strom vyvazovat.

Vyvazovani se provadi pomoci rotaci. Prosté pfekofenime nevyvazeny pod-
strom za néjaky jeho vrchol tak, aby se hloubka levého a pravého podstromu
vzdy lisila maximalné o jedna. Zaroven samoziejmé nesmime porusit usporadani
hodnot ve vrcholech — vysledkem rotace je opét binarni vyhledavaci strom.

Takovym stromiim se ¥ika AVL stromy, koho rotace zajimaji vice, necht se
opét zacte do kuchatrky o vyhledavacich stromech.

Nam staci védét pouze to, ze jedna rotace trva konstantné dlouho a pfi
jednom vyvazovani provedeme maximalné tolik rotaci, kolik je hloubka stromu,
tedy logaritmicky vzhledem k jeho velikosti.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy
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Nyni tedy méame datovou strukturu, do které mizeme v logaritmickém ca-
se pridavat libovolné hodnoty. A navic, pokud poté budeme strom prochazet
zleva (v kazdém vrcholu nejdfive zpracujeme levy podstrom, pak vrchol a nako-
nec pravy podstrom), dostaneme rovnou setfidénou posloupnost téchto hodnot.
Prochézeni stromu zleva trva linedrné vzhledem k jeho velikosti.

Zakladni idea programu tedy bude stejna jako v predchozim ptripadé. Bude-
me nacitat posloupnost na vstupu a kazdy prvek se pokusime vlozit do stromu.
Pokud se uz ve stromu tento typ pocitace nachéazi, jenom ke stavajicimu poctu
pocitaci tohoto typu pficteme jednicku, jinak tento typ pocitace zalozime.

Velikost stromu bude stejnd, jako je pocet typu pocitaci, tedy O(log N)
a pridani prvku do stromu véetné nasledného vyvazeni bude stat O(loglog N).
Zpracovani vstupu ndm tedy zabere O(N loglog N). Nakonec uz pouze projdeme
strom zleva a vypiSeme kazdy typ tolikrat, kolikrat se objevil na vstupu.

Pamétovd sloZitost je v tomto piipadé také O(log N). Nejvice ¢asu nam
zabere zpracovani celého vstupu do stromu, tedy celkovd casova slozitost je
O(N loglog N).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-2.cpd

Jirka Setnicka

24-3-3 Parovani znalcu

NasSou tlohou je zistit podet hran v maximélnom parovani v strome.

Hranu, ktord obsahuje vrchol, ktory ma len jedného suseda (a to druhy
vrchol, ktory patri tej istej hrane) nazvyme listovd hrana.

Algoritmus je jednoduchy. Vezmeme si lubovolni listovi hranu a odobe-
rieme zo stromu oba vrcholy patriace tejto hrane (odobrat vrchol znamend aj
odobrat vSetky hrany ktorym patri). Za takyto krok si zapocitdme jednu hranu
do pérovania (t1 listovi), tie ¢o sme odobrali spolu s vrcholom, ktory v najdenej
listovej hrane nebol list, do parovania samozrejme nepocitame. Skoné¢ime, ked uz
neméame ¢o odobrat. To, Ze ndm pri odoberani listovych hran moze vzniknaf les,
nicomu nevadi.

Preco to funguje? Tak, predpokladajme, Ze e je listova hrana a M je nejaké
maximalne parovanie v strome. TakZe plati, Ze ak do M priddme Iubovolnt hranu,
ktord v M este nie je, tak M uz nebude parovanie. Nech M neobsahuje listova
hranu e. Ak hranu e do M priddme, tak prave jeden vrchol bude obsiahnuty
v dvoch hranich péarovania (lebo e je listovd). TakZze mozme odobrat nejakt
z hrdn v M a dostat maximélne parovanie, ktoré obsahuje e.

Moézeme si to predstavif takto: vzdy, ked nadjdeme nejaku listovii hranu, tak
na zéklade predchadzajiceho odstavca vieme, Ze existuje maximélne parovanie
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(v tom, ¢o ndm zo stromu na vstupe este zostalo) také, ze obsahuje ndjdent
hranu a preto mézeme vrcholy tejto hrany odobrat. A teda spravnost algoritmu
je dokazana, pretoze vieme, ze v kazdom kroku ni¢ nepokazime.

Algoritmus moZeme implementovaf ako prehladévanie stromu do hibky me-
tédou postorder (s vrcholom nie¢o vykondme az potom, ¢o sme dokonéili pracu
s jeho synmi): vzdy, ked sa pozrieme na vrchol (to je uz po tom, ¢o sme sa pozreli
na vSetkych jeho synov), tak zistime, ¢i nema nejakého nesparovaného syna. Ak
4no, tak vrchol sparujeme s Tubovolnym nesparovanym synom.

Co sa Gasovej zlozitosti tyka, tak ta je linearna vzhladom na poéet vrcholov,
¢ize O(n), kde n je pocet vrcholov. Pamitova zlozitost je na tom rovnako.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-3.4

Peter Zeman

24-3-4 Navrat do podposloupnosti

Po precteni zadani neni tézké si uvédomit, ze nasim tkolem je vySkrtnout
souvislou ¢ast posloupnosti tak, abychom dostali co nejdelsi souvislou rostouci
podposloupnost.

Nez za¢neme cokoliv vymyslet, tak si uvédomime, Ze by se ndm pro kazdy
prvek mohlo hodit znat, jak dlouha souvisla rostouci podposloupnost v ném kon-
¢i a jak dlouhéa souvisla rostouci podposloupnost v ném zac¢ina. Témto hodnotam
budeme fikat prefixy a sufixy prvku. Prefixy spocitame tak, Ze posloupnost pro-
jdeme zleva doprava a budeme si prubézné pamatovat, jak dlouha je posledni
rostouci ¢ast. Obdobné, pii prichodu zprava doleva, spocitdme sufixy.

Ted teprve nad tlohou za¢neme premyslet. Pokud bychom nic neskrtli, tak
odpovédi bude nejdelsi prefix. Pokud vyskrtneme néjaky usek [a, b], tak se ndm
situace muze zlepsit pouze v misté skrtani, pokud spolu muzeme spojit prefix
koncici v bodé a — 1 se sufixem zacéinajicim v bodé b 4+ 1. Nikde jinde se ndm
situace nezmeéni.

Pro kvadratické feSeni ndm tedy staci jen vyzkouSet vSechny mozné useky
a pro kazdy se podivat, jak dlouhd posloupnost vznikne po jeho vyskrtnuti. Pak
jen vezmeme maximum ze vSech hodnot, které jsme takto nasli, a vSech prefixi a
feSen{ vypiSeme. Toto FeSeni ma asovou slozitost O(n?). Zkousime O(n?) usekl
a z kazdého ziskdme zlepSeni v konstantnim cCase.

Jde to ale Tesit i 1épe. Pokud si ur¢ime, kde skrtany tsek bude koncit, tak
budeme chtit efektivné zjistit, kde ma skrtany tsek zacinat, abychom vytvorili
co nejdelsi souvisly rostouci tsek. Jinymi slovy nas zajimé, k jakému nejdelsimu
prefixu, umisténému smérem nalevo, jsme schopni tento sufix napojit.
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K tomu vyuzijeme datovou strukturu jménem intervalovy strom, ktery je
popsan v kucharce ke tfeti sérii. Konkrétné se nam bude hodit intervalovy strom
pro maxima, na zacatku inicializovany na samé 0. Jak pfesné ndm pomuze?

Hodnoty v posloupnosti si sefadime podle velikosti od nejmensich po nej-
vétsi. Nyni postupné od nejmensich prvki budeme provadét tyto operace (pozor,
prvni operace bez druhé nedava smysl):

1) Zeptame se stromu na maximum na intervalu jedna aZ ptivodni pozice prvku.

2) Do intervalového stromu na ptavodni pozici prvku ulozime velikost rostouciho
prefixu konciciho timto prvkem.

Vzdy, kdyz se intervalového stromu ptame na maximum néjakého intervalu,
tak v ném mame ulozené prefixy vSech mensich prvki, tedy jedinych prvki, na
které ma smysl se ptat. Tedy dostévame spravné odpovédi. A to je vlastné celé.

Toto feSeni mé Casovou slozitost O(nlogn). Prvky tiidime a pokldddme
O(n) dotazi intervalovému stromu, kde kazdy zabere ¢as O(logn).

Reseni pomoci intervalového stromu miiZzete najit ve zdrojovém kédu. Pro
jednoduchost zépisu program jen zjistuje, jak dlouhou posloupnost umime vytvo-
fit. Konkrétni posloupnost dostaneme tak, Ze intervalovy strom upravime, aby
si pamatoval i to, odkud maximum pochézi.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-4.cpg

Karel Tesar

24-3-5 Soudin zlomku

Ukazeme si celkem t¥i postupné se zlepsujici feseni. Stoji mozna za poznam-
ku, zZe jen par Tesitelt prislo na prvni z nich a nikdo na druhé ani na tieti. Navic
se objevil netrividlni pocet fesiteld, ktefi vzali ptiklad s jednobajtovymi ¢isly za
soucast zadani, coz je pochopitelné stalo nemalou ¢ast bodi. A nyni uz k véci.

Prvni varianta

Lze snadno nahlédnout, Ze rozlozenim citateld a jmenovatelti na prvocini-
tele a naslednym pokracenim dostaneme zlomek v zakladnim tvaru. K rozkladu
(neboli faktorizaci) pouzijeme pole prvocisel pfedpoéitané znamym algoritmem
Eratosthenova sita. Ten ostatné budeme potrebovat i v néasledujicich dvou rese-
nich.

Nejdiive tedy precteme cely vstup a vybereme maximum M ze vSech Cita-
telti a jmenovateld. M nastavime jako horni mez pro Eratosthenovo sito. Sitem
ziskdme pole prvocisel, kde si nasledné u kazdého prvocisla budeme udrzovat hod-
notu jeho exponentu ve vysledku. Tu zjistime tak, Ze znovu prochazime vstup
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a kazdého z citateli, resp. jmenovatell rozkladame na prvocinitele a podle toho
zvySujeme, resp. snizujeme prislusny exponent o jednicku.

Tento algoritmus bézi v ¢ase O(M loglog M+ N - K). Z toho O(M loglog M)
nés stoji sito (viz dodatek), O(N - K) trva rozklad na prvodéinitele (K oznaéime
pocet prvocisel mensich nez M a pro kazdé z 2N c¢isel na vstupu projdeme
v nejhorsim vSechna prvodéisla). Pokud jako vystup chceme skuteéného Citatele
a jmenovatele, nejen jeho faktorizaci, musime jesté zapocist ¢as na umocnovani.
Ten se da snadno shora odhadnout logaritmem maximalni hodnoty D datového
typu, tedy O(log D).

Casova slozitost je tedy O(M loglog M + N - K +log D).
Druha varianta

Eratosthenova sita se nejspi$ nezbavime, takze se zamérime na druhou ¢ast
algoritmu, a to na prvociselny rozklad. Upravime sito tak, aby si u slozenych
¢isel pamatovalo nejen to, ze jsou vyskrtnuta, ale také nékteré z prvocisel, jimiz
jsme je skrtli. Pfesnéji feceno, kdyz v situ vyskrtdvame k-ty nasobek prvocisla
p, poznamendme si do prvku pole P[k - p] ¢islo p.

K ¢emu je ndm to dobré? Ve chvili, kdy potiebujeme faktorizovat néjaké
¢islo 4, podivame se do P[i] a tam najdeme jeden z faktord. Tim ¢ vydélime a
proces opakujeme tak dlouho, az v P[i] bude 0. Faktorizace kazdého ¢isla ndm
nyni zabere O(log M) (zkuste si rozmyslet, proc¢). Celkova ¢asova slozitost tudiz
klesla na O(M loglog M + N log M + log D).

Treti, nejlepsi varianta

Opét vyuzijeme vhodného predpocitani. Nez spustime sito, spocitdme si
pro kazdé ¢islo od 1 do M hodnotu C[i], ktera se rovné rozdilu poctu vyskytt 4
v Citatelich a jmenovatelich. Kdykoliv pak v situ vyskrtavame nasobky néjaké-
ho prvodisla p, pos¢itdme C|[i] vSech vyskrtangch ¢isel a hned vime, kolikrat se
prvocislo vyskytuje ve vysledku. Jen pfitom musime davat pozor na ta i, ktera
jsou délitelnd vyssi mocninou p. Ta musime zapodcitat vicekrat.

Kdybychom neoSetfili vy$8i mocniny, trval by cely algoritmus O(N) pro
vypocet pole C' a O(M loglog M) pro sito. Vyssi mocniny nam ale ve skute¢nosti
algoritmus nezpomali. Pokud vyskrtavame nasobky prvocisla p, budou mé prvni
mocniny stat n/p, druhé n/p?, atd., coz neni nic jiného, nez geometricka fada
se sou¢tem O(n/p). Celkové tedy dostavame Gasovou slozitost O(M loglog M +
N +log D).

Pamétova slozitost vSech tif feseni je O(M + N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5.4

Jan Bok
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SloZitost Eratosthenova sita

Eratosthenovo prvociselné sito je jednim z vibec nejstarsich znamych al-
@ goritmi (Eratosthenés z Kyrény zil ve 3. stoleti pf. n. 1. a objevil ledacos
zajimavého, napiiklad docela piesné spocital velikost Zemé). OvSem teprve v his-
toricky nedavné dobé se matematici naudili spocitat, jakou ma toto sito casovou
slozitost. Pojdme to také zkusit.

Uvazujme nésledujici pfimocarou implementaci sita:

for (int p=2; p<=n; p++)
if (!sitolpl)
for (int j=2*p; j<=n; j+=p)
sito[j] = 1;

Vétsinu Casu jisté travime ve vnitinim cyklu. Pokud zrovna vyskrtavame
néasobky prvocisla p, projdeme jich |n/p|. Ozna¢ime-li v§echna nalezend prvoéisla
p1 < p2 < ... < p, mizeme slozitost celého sita zapsat jako O(n/p; + ... +
n/pr) = O(n-s), kde s = 1/p; + ... + 1/p, tedy soucet prevracenych hodnot
vSech prvocisel od 1 do n.

Presny vzorec pro s neni znam, ale ukazeme, jak hodnotu s omezit shora.

Nejprve to zkusime pomeérné hrubé: doplnime do souctu i pievracené hod-
noty ostatnich éisel. Tedy s < 1/1+1/2+1/3 4 ...+ 1/n. Tomuto souctu se
Fikd n-té harmonické ¢islo a znaci se H,,. Za chvili dokdzeme, ze H,, = O(logn),
takze sito dobéhne v ¢ase O(nlogn).

Aby se ndm H,, pocitalo snéz, budeme predpokliddat, Ze n je mocnina dvojky.
? (Pokud by nebylo, prosté ho zaokrouhlime na nejblizs{ vy$si mocninu dvoj-

ky n’, ¢imZ nevzroste vic nez dvojnasobné. Dostaneme H,, < H,, = O(log2n) =
O(logn).)

Zlomky v harmonickém souctu rozdélime na bloky po mocninach dvojky:

H—1+1+1+1+1+3+1+1+
T\l 2 3 4 5 6 7 8) 7

V i-tém bloku se tedy nachézeji ¢isla od 1/(2¢~1+41) do 1/2°. Blok tudi# obsahuje
2i~1 &isel a viechna jsou mensi nez 1/2°71, takze soucet bloku je nejvyse 1. (To
plati i pro nulty blok 1/1, ktery jinak z pravidelné struktury vybocuje.)

Jelikoz kazdy blok prispéje nejvyse jednickou a blokt je O(logn), plati H,, =
O(logn).

Mimochodem, podobné mtzeme dokazat, ze kazdy blok p¥ispéje aspor 1/2,
takze H, muzeme logaritmem omezit i zespoda.

@ Logaritmicky odhad souctu s je sice pékny, ale jesté jsme viubec nevyuzili
toho, ze soucet obsahuje jen prvociselné ¢leny. Podobné jako predtim
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budeme predpokladat, ze n je mocnina dvojky, soucet rozdélime na bloky a
omezime shora soucet jednoho bloku, feknéme toho mezi n/2 a n.

Nejprve spocitame, kolik mezi n/2 a n lezi prvoéisel. Ozna¢me P mnoZinu
vsech téchto prvocisel, tedy:
P={p|pjeprvoéislo A n/2 <p<n}.
Bude se nam hodit nasledujici kombinaéni ¢islo:
C_ < n > _n(n-1)-(n-2)-...-(n/2+1)
n/2 (n/2)-(n/2-1)-...-2-1
Dokéazeme nasledujici nerovnosti:

(/2P < [[p<Cc<2m
peEP

Treti nerovnost plati, jelikoz libovolnd n-prvkovd mnozina ma celkem 2™
podmnozin a ¢islo C' udava pocet jejich (n/2)-prvkovych podmnoZin, takze musi
byt mensi.

Druhou nerovnost dostaneme z toho, ze kazdé prvocislo p € P je délite-
lem naseho C': v prvociselném rozkladu citatele se p vyskytuje pravé jednou a
ve jmenovateli ani jednou. A jelikoz je C' délitelné vSemi prvocisly z P, musi byt
délitelné i jejich soucinem, takze C' je aspon tak velké, jako tento soucin.

Prvni nerovnost je nejsnazsi: vSechna p € P jsou vétsi nebo rovna n/2.

Nyni nerovnosti slozime:

(n/Q)\P\ < on
a zlogaritmovanim ziskame:
(loggn —1)-|P| < n,
z ¢ehoz vyjadiime pocet prvocisel v mnoziné P:
|P| < n/(loggn —1) = O(n/logn).
Dokézali jsme tedy, ze mezi n/2 a n lezi nejvyse O(n/logn) prvocisel. Soucet
prevracenych hodnot téchto prvocisel uz omezime snadno:

Z 1 < Z % < O(n/logn)-% = 0O(1/logn).

peEP p pEP

Vratme se k pivodni otdzce, totiz k souc¢tu prevracenych hodnot vSech pr-
voéisel mezi 1 a n. Ta mezi n/2 a n, ¢ili v poslednim bloku, jsme uz zapo¢itali,
ted stejnym zpiisobem zapocteme i bloky predchazejici:

o L oo L
5= logn  logn/2 logn/4 ~~~  log2

ot L, 1
N logn (logn)—1  (logn)—2 ~~~ 1)°
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To je ovSem aZ na konstantu skrytou v O rovno (log n)-tému harmonickému &islu,
¢ili O(loglogn).

Dokézali jsme tedy, ze Eratosthenovo sito dobéhne v ¢ase O(nloglogn).

Martin ,Medved“ Mares

24-3-6 Prunik plana

Uloha nebyla tak tézka, jak se na prvni pohled zdéla. Stacilo nebat se a
nenechat se ukolébat jednoduchosti vzorového obrazku.

Nejprimocafej$im TeSenim je uvédomit si, které vrcholy budou ohranicovat
hledany prtnik. Vrchol jednoho mnohotuhelnika, ktery je uvnitf nebo na hranici
druhého, bude urcité vrcholem pruniku. Stejné tak prisecik stén mnohothelniki
bude vrcholem jejich priniku. Zadny jing bod jisté nebude vrcholem priiniku.

Na tomto misté vétsina z fesitelti zajasala a fekla, ze maximalni pocet prise-
¢iku stén bude néjaka konstanta, nejcastéji ¢tyfi. To ale neni pravda. Obou typu
vrchold priniku muze byt O(n), kde n je pocet vrcholii na vstupu. Linearni pocet
vrcholit uvnitt jednoho mnohotihelniku si lze pfedstavit snadno — druhy mnoho-
thelnik bude cely uvniti prvniho. Linearni pocet pruseciki stén maji napiiklad
dva soustifedné pravidelné n-tthelniky. Pro Sest priseciki je to znaméa Davidova
hvézda, pro osm dva pootocené ¢tverce.

I na zakladé této myslenky by Sel vymyslet hezky program. My si vsSak
ukazeme daleko jednodussi algoritmus.
Napred nastiime jeho myslenku. Horni hranice priniku nebude vys nez

minimum z hornich hranic obou mnohothelnikti. Obdobné dolni hranice nebude
niZz nez maximum.
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Pro snazsi popis si rozdélme konvexni obal na horni a dolni obdlku. To jsou
casti, které vedou od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu vrcholu ,horem* a ,spodem“.
Pokud by byly dva vrcholy se stejnou z-ovou soutfadnici, berme vzdy ten z nich,
ktery ma vétsi y-ovou soufadnici. Obalky si pamatujme v poli jako vrcholy sefa-
zené podle x-ové souradnice.

Rozdéleni na horni a dolni obélky zvlddneme snad-
f no v linedarnim case, pokud mame vrcholy zadané uz
: sefazené podle x-ové soutadnice nebo po obvodu kon-
! , vexniho obalu. Kdybychom méli vrcholy zadané jako
Tl , nesetfidénou mnozinu, potfebovali bychom jesté tridit.

***** Tento ¢as nebudeme pocitat do vysledného casu.

Kolmy primeét mnoziny bodd M na osu x je mnozina bodd na ose x ta-
kovych, ze kdyz jimi vedeme kolmici, tak tato kolmice mé neprazdny prinik
s mnozinou M.

Pomoci hornich obalek sestrojme horni lomenou ¢aru, ktera bude jejich mi-
nimem. Jeji kolmy primét na osu x bude prinikem kolmych priméta hornich
obalek. Na postup tvorby horni lomené ¢ary se mohou zkuseni fesitelé geomet-
rickych tloh a znalci kosfat divat jako na zametani roviny.

Z obou hornich obéalek si udrzujme jednu tisecku, se kterou budeme pracovat.
Na zacatku to budou prvni tsecky z obalek. Dokud maji prazdny prinik kolmych
priméti na osu z (tedy dokud neexistuje pfimka kolmd na osu z, kterd ma
s obéma useckami spoleény aspoinl jeden bod), nahradime tsecku s mensi z-ovou
soufadnici za nasledujici v jeji obélce.

Dokud je prinik kolmych primétt pracovnich tisec¢ek neprazdny, pridavame
do horni lomené ¢ary hrani¢éni body ¢asti jedné tusecky, kterd je pod druhou,
nebo s ni splyva. Jakmile dojdeme na konec nékteré z nasich pracovnich tsecek,
vezmeme z jeji obalky dalsi. Zjistovani, ktera éast jedné tsecky je pod druhou,
nebo s ni splyva, zabere konstantni cas.

Snadnym rozborem pfipadit nahlédneme, ze do horni lomené ¢ary priddme
nejvys dvé usecky v kazdém pasu kolmém na osu x a vyhraniéeném priunikem
jejich kolmych primétt. Takovych tuseku je linedarné s pocétem tusecek v obou
obélkach.
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Lomenou ¢aru si jesté ,uklidime* — odebereme z ni vrcholy, které jsou na
spojnici dvou sousednich vrcholt. Jak vyrobu, tak uklizeni lomené ¢ary stihneme
v ¢ase O(n). Obdobné vyrobime i dolni lomenou ¢aru, ale nesmime zapomenout,
ze v tomto pfipadé hleddme lomenou c¢aru, ktera vede po maximu z obalek.

Obdobnym zametenim, jako kdyz jsme tvorili lomené ¢ary, uré¢ime hranice
oblasti, kde je horni lomend ¢ara nad dolni. Mtizeme si vS§imnout, ze to bude
souvisla oblast. Prinik konvexnich mnozin je totiz konvexni mnozina. Pfipadny
diikaz plyne z definice — mnozina bodu M je konvexni, pravé kdyz pro kazdé dva
body x,y € M lezi i cela tGsecka zy v M. Pokud x,y nalezi priniku konvexnich
mnozin, nalezi tam i jimi dané usecka, protoze z,y lezi v pruniku, takze musely
lezet ve vSech konvexnich mnozinach, stejné jako jimi dana tsecka.

Obé lomené ¢ary musi mit stejnou z-ovou soufadnici zac¢atku (a symetricky i
konce). Je to ddno tim, Ze jejich kolmy primeét na osu z je roven priniku kolmych
praméti zadanych konvexnich mnohothelnikii na osu z. Lomené ¢ary se musi
dvakrat protnout nebo dotknout. Pokud by se nedotkly, znamenalo by to, ze
minimum z hornich obalek je vétsi nez maximum z dolnich. Ale horni obélka se
v konvexnim mnohothelniku vzdy dotyka dolni.

Postupujeme po lomenych ¢arach a ¢ast, kde horni je nad spodni, si zapama-
tujeme a vypiSeme. Musime vypsat i piipadné priseciky usecek tvoficich lomené
cary. Opét stihneme v linearnim case.

Dokazme jesté korektnost. Pokud lezi bod v nami vypsané oblasti, jeho xz-ova
soufadnice je z pruniku kolmych primétia zadanych konvexnich mnohothelniki
na osu x. Navic lezi pod minimem z hornich obalek a nad maximem z dolnich

149



Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2011/2012

obalek. Tedy lezi v priniku onéch konvexnich mnohothelniki. Naopak, pokud
bod lezi v priniku, musi lezet i ve vypsané oblasti.

Celkem tedy ¢asova slozitost algoritmu je O(n) (bez tiidéni, které neni po-
tfeba, pokud jsou vstupem body v jejich pofadi na konvexnim obalu). Pamétova
slozitost je také linedrni, protoZe si nepamatujeme vic nez konstantné mnoho
linedrné velkych poli.

Karel Kral

24-3-7 Mazani zavorek

Predpokladajme, ze N je parne, pretoze v opa¢nom pripade nema vyznam
uvazovat o spravnosti uzatvorkovania a podobne musi platit, ze K < N/2.

Zékladnou myslienkou pri rieseni tejto tlohy je pouzit zasobnik k overeniu
spravnosti uzatvorkovania. Otvaracie zatvorky postupne ukladdme do zasobnika.
Ak narazime na uzavieraciu zatvorku, tak ak je zdsobnik prazdny (momentélne
v 1lom nie st otvaracie zétvorky) alebo typ otvaracej zatvorky na vrchu zésobnika
sa nezhoduje s typom uzavieracej zatvorky, potom uzatvorkovanie urcite nie je
spravne.

V pripade, Ze nam v zasobniku po vycerpani zatvoriek ostani eSte nejaké
otvéracie, je uzdtvorkovanie nespravne. Inak ho mozeme prehlésit za spravne.

Budeme teda postupne ¢&itat vstup. Ak je zatvorka na vstupe otvaracia,

tak ju vlozime na vrch zdsobnika. Ak je uzavieracia, tak rozliS§ime nasledujice
moznosti:

Zasobnik je prazdny.
Na vrchu zasobnika je prislusna otvaracia zatvorka.
Na vrchu zasobnika je otvaracia zatvorka iného typu.

V prvom pripade je nutné skontrolovat spravnost uzatvorkovania, v ktorom
odignorujeme zatvorky typu prave spracovavanej uzavieracej zatvorky (je jedno-
duché si rozmysliet, Ze staéi odignorovat len tento jeden typ). Podobne spravime
v trefom pripade, avSsak musime navyse skontrolovat spravnost uzdtvorkovania,
v ktorom odignorujeme zatvorky typu otvaracej zatvorky na vrchu zasobnika.
(opit je jednoduché si rozmysliet, Ze sta¢i kontrolovat tieto dva typy). V dru-
hom pripade odoberieme otvaraciu zatvorku z vrchu zasobnika.

Ak nakoniec ostane zasobnik prazdny, vieme, Ze je vSetko v poriadku a moze-
me prehlésit uzatvorkovanie za spravne. Inak moézeme skusit skontrolovat spréav-
nost uzdtvorkovania, v ktorom odignorujeme zatvorky typu otvéaracej zatvorky
na vrchu zésobnika. Casové zlozitost je linéarna vzhladom na dlzku vstupu.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-7.cpy

Peter Zeman
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24-3-8 Séitame hry s panem Conwayem

Ukol 1: Maze

Jednoducha hra Maze spocivajici v posouvani zZetonu po planu byla prostym
cvicenim na definice her prohranych, vyhranych, her levého a pravého (tedy
t¥id P, V, L a R). Reseni tkolu pot&sila, chyb nebylo mnoho a vétsinou zfejmé
7 nepozornosti.

Aby néjaka pocateéni pozice Zetonu mohla byt oznacena spravnou t¥idou, je
tfeba urcit, jak dopadnou pozice, kam z ni lze tdhnout (ne vzdy nutné vSechny,
ale hodi se to). Proto bylo vhodnym postupem oznacovat policka odspodu.

Jako prvni bylo mozné zatradit do t¥idy P policka, v nichz nema zadny hrac
zédny tah. Déle pozice Zetonu, v nichz jeden hrac¢ nema tah a druhy mutize zahrat
do prohrané pozice, patii jasné do tfidy L nebo R (podle toho, kdo ma tah).

Dostaneme se tak k tomuto ¢astecnému mezi-
vysledku (pismena t¥id vkladdme pro jednoduchost
pfimo na policka ve hie, jak to ostatné délala vétsina
FeSiteli):

Pak se odspodu urcuji policka tak, Ze na kazdém
se pro oba hrace zjisti, jestli mohou z této pozice vy-
hrat tahem do prohrané pozice nebo do jejich pozice
(tj. pro levého do pozice L). Podle toho se urdi tiida,
do niz nalezi policko.

Napfiklad tedy policko prohrané pro zacinajiciho je to, z néhoz vedou vsech-
ny tahy levého do pozic pravého nebo do pozic vyhranych a vSechny tahy pravého
do pozic levého nebo vyhranych. Na pozici levého ma levy tah, kterym vyhraje,
a pravy ne.

Vysledny plan se zafazenymi policky vypada takto:
Ukol 2: dlouhé dominovéani

Prazdnad mfizka o rozmérech 2 x 4k (pro kaz-
dé pfirozené k) je vidy vyhrand pro pravého hrace
pokladajictho vodorovna domina. (V tomto FeSeni se
uvazuje miizka se 2 policky na vysku a se 4k na Sif-
ku. Pokud jste ve svém feSeni méli miizku otocenou,
nevadilo to, jen je tfeba prohodit L a R, levého a pravého, tedy prosté celou hru
obratit.)

Jednou z moznosti, jak to ukazat (¢i vibec zjistit vysledek), bylo najit pro
pravého vyhravajici strategii, kdyz zac¢ina i kdyz nezacina. My si ukazeme jedno-
dussi argument zaloZeny na scitani her, ktery také dava pravému strategii vedouci
k vyhfe.
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Nejprve rozebereme nejmensi pripad, mrizku 2 x4. Zacne-li levy, mtze zahrat
do sloupecku u kraje, nebo ve prostfedku (ostatni dvé moznosti jsou symetrické
k témto). V obou pfipadech pravy polozi nékam své domino, nyni ma levy jen
jeden tah a pravy také, jenze levy je na tahu, takze prohraje.

Na obrazku je jeden z pfipadi, druhy si lze snadno
domyslet: 2 1

Pokud zac¢ne pravy, zahraje doprostted (je jedno, zda
nahoru nebo dolu). Levy polozi domino doleva, nebo do-
prava (opét symetrické pfipady), nacez pravy mu druhou moznost sebere poloze-
nim posledniho volného domina pfes posledni volny sloupec (viz obrézek), ¢imz
vyhraje.

HH

Jelikoz pravy vyhral, neni tfeba zkoumat dalsi moz-
nosti jeho prvniho tahu. 2

Mrizka 2 x 4 tedy nalezi do tiidy R. Mrizky 2 x 4k
pro k > 1 vyfeSime sc¢itanim tak, Ze je rozdélime na k
neprekryvajicich se blokd 2 x 4. V§imneme si, ze levy nemuze zahrat do obou
bloki soucasné, pravy vsak ano.

I
H

My ovsem chceme dokazat, ze pravy vzdy vyhraje, takze si mizeme dovolit
ho omezit (pokud i s omezenim stéle vyhraje). Zakdzeme mu tahy do dvou bloki
soucasné, diky ¢emuz se bloky 2 x 4 stavaji nezavislymi hrami. Celd mfizka 2 x 4k
je pak jejich souctem.

Vsechny bloky ma vyhrané pravy, takze i jejich soucet méa vyhrany pravy
(formalné pouzijeme indukci dle &, pficemz indukéni krokem je secteni miizek
2x4(k—1) a2 x4, jez obé nalezi do R). A je to dokdzano.

Navic doplnime strategii pro druhého na mfiizce 2 x 4k. Zacne-li levy, hraje
pravy vzdy do stejného bloku jako levy dle strategie pro m¥izku 2 x 4. Pokud
za¢ne pravy, tdhne doprostied néjakého bloku (opét dle své vyhréavajici strategie
pro jeden blok) a pak hraje do stejného bloku jako predtim levy.

Ukol 3: rovnajici se hry

vy

feSeni. Kdo nepfisel na nasledujici veelku jednoduchy dikaz, pustil se do rozboru
pfipadi podle toho, do jaké t¥idy nalezi hry G a H. JenZe ten obsahuje spoustu
skrytych zaludnosti kvili tomu, ze G a H mohou vypadat o dost jinak, proto se
mu budeme stru¢né vénovat.

Celkem ziejmé nalezi G i H do stejné t¥idy (je to vidét z definice rovnosti,
kdyz pfi¢teme prohranou hru, v niz nikdo nemd tah). Pokud je H ve tfidé V
nebo P, je —H ve stejné tf¥idé. Je-li H hra levého, je —H hra pravého (a opacné
pro hru pravého).
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Pokud je G prohrand nebo vyhrana hra, pak mame soucet dvou prohranych
her, respektive dvou vyhranych (z jedné lze tahem udélat bud prohranou hru,
nebo hru hréade, co tahl) a lze pouzit nasledujici ¢ast (soudet her z L a R) nebo
dtkaz ze seridlu (pfi¢teni prohrané hry neméni vysledek).

Dukaz v seridlu vSak obsahoval chybu, za niz se hluboce omlouvam — vy-
hranou hru lze totiz tahem zménit nejen na prohranou hru, ale i na hru toho
hrace, co téhl (je to vidét napiiklad v dominovani na mfizce 2 x 2). Toto jsem
tedy v feSenich toleroval a v seridlu opravil.

“vvr

bylo argumentovat stejnou pievahou levého ¢i pravého v G a H, neboli stejnym
poétem taht pro levého i pravého, coz vSak neni lehké obecné spocitat (k tvaham
téz8ich pfipadii se misto dominovani hodi spiSe abstraktni zapis her).

Tolik v kréatkosti k FeSenim rozborem piipadt. Obecné se nad nim bylo
potieba poradné zamyslet, jestli je opravdu v poradku.

Nyni o poznani jednodussi feSeni. Z definice rovnosti G a H dopadnou hry
G+ X a H + X pro libovolnou hru X stejné. Specialné to plati pro hru —H, tedy
G — H dopadne stejné jako H — H.

Rozbor, jak dopadne H — H je uz o dost jednodussi nez rozbor G — H. Druhy
hrac pouzije tzv. zrcadlici strategii. Tahne-li prvni do H, zahraje druhy do —H
ten samy tah, ktery tam z definice obracené hry musi byt. Obdobné, po tahu
prvniho do —H hraje druhy do H.

Takto se druhy po prvnim pofad opi¢i. Zaroven prvnimu musi dojit tahy
dfive nez druhému, diky ¢emuz druhy vyhrava. Tedy H — H je prohrana hra a
G — H také.

Tim je hotovo. Nezbyva nic jiného nez vam poptat hodné stésti do dalsiho
feseni.

Pavel ,,Paulie® Vesely
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24-4-1 Inicidly predku

Nejdrive si preformulujeme zadéni. Nasim tkolem je pro dany retézec zjistit
jeho nejkratsi periodu. Tedy takovy podietézec, jehoz opakovanim dostaneme
cely fetézec.

Pro feseni vyuzijeme algoritmus KMP, ktery je popsan v kuchatce ke ¢tvrté
sérii. V zadaném Tetézci si vytvorime zpétné hrany, jako bychom jej chtéli vyhle-
dévat v textu a vSimneme si, Ze o ném plati nasledujici tvrzeni: Bud s periodicky
fetézec délky n s periodou o velikosti p < n. Potom je p rovno délce nejdelsi
zpétné hrany Fetézce s spocitané algoritmem KMP.

Staci se tedy kouknout, jakd je nejdelsi zpétnd hrana a ovérit, zda takto
dlouhy pocatecni tisek nam slozi cely fetézec. Pokud ano, tak mame délku periody
a pokud ne, tak nejkratsi periodou je cely Fetézec.

Zbyva nam jen dokazat nase malé tvrzeni. Zpétnou hranu delsi nez je perioda
fetézce jednoduse mit nemiizeme, protoze by pak fetézec nebyl periodicky (celd
perioda by zpétnou hranou byla pfeskocena). MuZe se ndm tedy stat, ze by
nejdelsi zpétna hrana byla mensi?

Necht je délka nejdelsi zpétné hrany d mensi nez délka periody p. O zpétnych
hrandch vime, Ze kazda dalsi je bud stejné dlouhé jako predchozi, nebo delsi.
Z toho vyplyva, zZe od jistého mista fetézce budou vsechny zpétné hrany stejné
dlouhé.

My se podivame na dva po sobé jdouci useky periody na misté, kde uz se
vyskytuji jen nejdelsi zpétné hrany. Pokud je takové misto moc na konci, tak par
period pfiddme. Nyni ze zpétnych hran, které jsou dlouhé d vime, ze

Sp Sp—d

Sp+1 = Sp—d+1
S2p—1 = S2p—d—1

Z toho dostaneme, ze nékteré znaky v ramci periody musi byt stejné. Napii-
klad pro p = 5 a d = 3 dostaneme, Ze vSechny znaky jsou stejné a tedy, ze perioda
je vlastné 1. Obecné pro dané p a d dostaneme z vynucenych shodnych znaki
mensi periodu, kterd bude rovna presné nsd(p,d), coz je spor s tim, ze Fetézec
ma periodu p. Délka nejdelsi zpétné hrany nemuze byt ani vétsi, ani mensi nez
délka periody. Tedy musi nastat rovnost.

Casov4 slozitost algoritmu je linedrni. Retézec projdeme jen jednou pfi stav-
bé zpétnych hran a jednou pro ovéreni, Ze fetézec ma periodu rovnu délce nejdelsi
zpétné hrany. Pamétova slozitost je taktéz linedrni, uchovdvame jen fetézec a jeho
zpétné hrany.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-1.cpg

Karel Tesar
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24-4-2 Sledovani exponatu

Niektori z vas sa pokusali tlohy vyriesit prili§ mocnymi nastrojmi. Zpravila
tymto vzniklo spravne, avSak pomalé riesenie.

Jednoduchy algoritmus je viest polpriamku s pociatoénym bodom X, kde X
je bod, o ktorom chceme rozhodnit, ¢ je v mnohouholniku. Ak tato polpriamka
pretne mnohouholnik parny pocet-krat, tak sme vonku, inak vnuatri.

Pre kazdt hranu mnohouholnika zistime, ¢i ju ndhodne zvolena polpriamka
pretina. Priese¢nik polpriamky a tsecky ndjdeme v ¢ase O(1) — ak neviete ako,
pozrite sa do geometrickej kucharky.?® Ak méa mnohouholnik N vrcholov, ma
taktiez N hrén; vSetky prieseéniky najdeme v case O(N).

Ak by sme nahodou polpriamkou trafili do nejakého vrcholu, zvolime int
polpriamku. Moézeme ocakdvat, Zze mimo vrchol sa trafime na O(1) pokusov,
takZe si ¢asovil zlozitost nepokazime.

Spravnost odargumentujeme tym, Zze ak sme vonku, tak za kazdé pretatie
mnohouholnika, ked doti vchddzame, musime mnohouholnik prefat aj ked z neho
vychadzame, teda pretati musi byt parny pocdet. Ak sme naopak vnutri, tak
situaciu prevedieme na prvy pripad tym, Ze z neho vyjdeme, ¢o ndm da jedno
pretatie a teda celkovo médme neparny pocet pretati.

Poznamendm na zdver zaujimavost, Ze toto funguje vdaka tomu, Ze plati
Jordanova veta o kruznici,? ktora vlastne hovori to, Ze kazdé spojita, uzavreta
krivka nepretinajica samu seba rozdeluje rovinu na dve disjunktné casti. For-
malny dokaz tohoto (zdanlivo) zrejmého tvrdenia dé v matematike prekvapivo
vela préace.

Peter ,pizet“ Zeman

24-4-3 Cinkani sklenickami

Nejdiive ukazme dolni odhad poctu takt a potom teprve hledejme kyzeny
zpusob, jak to provést.

Snadno nahlédneme, Ze pokud si maji cinknout vSichni se vSemi, je pocet
cinknuti roven po¢tu hran tplného grafu o N vrcholech, tedy (g ) = w
Dale rozlisujme situaci dle parity N.

Je-li N liché, je maximalni pocet cinknuti v jednom taktu roven % Tedy
v kazdém taktu si jeden necinkd, protoZe nemd nikoho do paru (proto N — 1)
a kazdé cinknuti poc¢itdme jen jednou (proto délime dvojkou). Tedy minimalni

pocet takti je roven N.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theoren]
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Obdobné postupujeme pro sudd N. Dostavame tak dolni odhad N — 1. Ten
ale mizeme vylepsit. Uvazme situaci, kdy si ma v ramci jednoho z taktt cink-
nout napf. prvni se tfetim (Gcastniky ¢islujeme postupné po sméru hodinovych
rucicek). V tu chvili si druhy nemuze cinknout s nikym, nebot by musel zk¥izit
ruce s prvnim a t¥etim. Pro sudd N ted mame odhad také N. Vyjimku tvoii
N rovno dvéma. V takovém pripadé€ lze cinknuti provést na jeden takt.

Vime tedy, ze potfebujeme alesponi NV taktti. Nyni jiz ukdzeme, ze dokadzeme
najit zpusob, jak cinkani na N takti provést. Predstavme si pripitek jako kruh,
na jehoz obvodu je rovnomérné rozestavéno N Gcéastnikt piipitku. Déle vSechny
lidi o¢islujme po sméru hodinovych ruci¢ek 1 az N. Opét rozdélime situaci dle
parity N.

Nejdfive uvazme N liché. Clovék s ¢islem 1 si v tomto taktu necinkne. Pro j
od 1 do Y=L si cinkne (j+1)-ty s (N — j+1)-tym. Kazdé cinknuti si pfedstavme
jako usecku mezi prislusnymi lidmi. Snadno nahlédneme, Ze kazda z tsecek je

rovnobézna s ostatnimi, tedy podminka nekf#izeni je splnéna.

V dalsim taktu pooto¢ime ¢islovani o 1 proti sméru hodinovych rucicek a
pokracujeme stejnym zptisobem. Pokud otodeni opakujeme (N — 1)-krat, dostali
jsme i s pocatecnim rozlozenim N ruznych situaci, v nichz kazdy z lidi necinkal
pravé jednou. Tedy si musel nutné cinknout se vSemi ostatnimi.

Nyni pro sudé N. Pro prvnich % taktd pouzijme nasledujici zptisob. V prv-
nim taktu si j-ty cinkne s (N — j + 1)-tym pro j od 1 do % Nyni i po kazdém
z nasledujicich % —1 taktt provedeme pfecislovani stejnym zptisobem jako v pfi-
padé lichého N. Usecky reprezentujici cinknuti jsou opét rovnobézné. Vidime, Ze
takto si cinknou vSechny pary ve tvaru lichy a sudy, resp. sudy a lichy. Situace
totiZ jsou opét ruzné a jejich pocet je stejny jako pocet lidi oznacenych sudym,
resp. lichym ¢islem.

Pro dalsich % taktd zvolime cinkani nasledovné. V (% +1)-tém taktu prvni
a (% + 1)-ty stoji a pro j od 2 do % si cinkne j-ty s (N — j + 2)-tym. Pro kazdy
dalsi takt opét precislujeme. Jelikoz je parita obou cinknuvsich stejnd, situace
jsou opét ruzné; je jich % a kazdy z ucastniki stoji pravé jednou. Dostavame
tady konecné zptsob cinkani na N taktid i pro suda N.

Jan Bok

24-4-4 Voziky ve skladu

»Nebyt téch silnoproudych vodicd, slo by to fesit jednoduseji.“ Takto si
urcité povzdechla velkd ¢ast z vas a méli jste ¢asteéné pravdu. Nebyt proménlivé
délky ulicek, tak si celé skladisté muZzeme predstavit jako graf a jednoduSe na néj
pustit Dijkstriiv algoritmus.3”

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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Ten nam vyhleda nejkratsi cestu od jednoho vrcholu ke vSem ostatnim v gra-
fu a to s ¢asovou slozitosti O((M+N)log N), kde N je pocet vrcholi (kfizovatek)
a M je polet hran (uli¢ek mezi nimi).

Pracuje ve zkratce tak, ze vzdy vezme vrchol s nejmensi vzdalenosti, ktery
doposud neni oznaceny za findlni, oznaci ho za findlni a aktualizuje vzdalenosti
ke vsem jeho sousediim. Takto zpracuje vsechny vrcholy grafu a postupné buduje
cesty z nejkratSich vzdalenosti ke zpracovavanym vrcholim.

Podivejme se na zadani znovu. Vzdyt se na grafu zase tolik nezménilo, ne-
stacilo by jen pridat néjaké hrany nebo upravit Dijkstruv algoritmus? Existuji
v podstaté dva mozné pristupy.

Prvnim z nich je si cely graf zdvojit pro lichou a sudou délku cesty. Vzdy
natdhneme hrany mezi odpovidajicimi lichymi a sudymi vrcholy s tim, Ze lichjm
hrandm se silnoproudymi vodi¢i nastavime dvojnasobnou délku. A pak na tento
upraveny graf pustime klasicky Dijkstruv algoritmus.

Tento postup je leh¢i z hlediska toho, zZe si nemusime upravovat samotny
algoritmus, ale je tézSi na piipravu grafu a na vypsani spravného vystupu na
konci (musime si vice hlidat, po kterych hranach jsme pfisli).

Druhym postupem je neménit si graf, ale upravit Dijkstriuv algoritmus tak,
aby zpracovaval oddélené sudé a liché prichody. Kazdy vrchol tedy nebude mit
jednu vlastnost finality, ale bude mit samostatnou finalitu pro lichy a sudy pra-
chod.

V takovém pripadé si ale musime zdvojit haldu vrcholi v algoritmu a pfi
zpracovani vlastné kazdy vrchol projdeme dvakrat. Zastavime se ve chvili, kdy
dojdeme do cilového vrcholu po sudé i liché hrané. V ukazkovém programu po-
uzijeme tuto variantu.

Obéma postupy projdeme maximalné dvojnasobek hran, respektive dvoj-
nasobek vrcholi, nez v klasické implementaci Dijkstrova algoritmu, a paméti
spotfebujeme také zhruba dvojnasobek. Tato konstanta se ndm schova do O,
tedy Casova slozitost je stale O((M + N)log N) a pamétova O(N).

Jirka Setnicka

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-4.cpy

24-4-5 Holografické projektory

Pfevedeme tilohu na obarveni vrcholua grafu. .. aha, ale to je pomérné znamy
NP-tplny problém, to by ndm orgové neudélali, ne?

Neudélali, alespon protentokrat ne. Zadani totiz neni obecny graf, ale jen
specialni druh, takze tloha neni NP-tplné. Stacilo polozit si oblibenou otazku:
A nejde to hladové?* Jde to hladové. Nuze, jak na to?
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Na vstupu mame poradi zobrazenych obrazi. Priklad ze zadani 3 1 2 5 4
tika, ze o prvni obraz se stara projektor ¢islo 3, o druhy obraz projektor ¢islo 1
atd. Budeme si pro jednoduchost znacit dvojici projektor-obraz (kterou miizeme
chapat také jako paprsek) jako x — y, kde = je pozice projektoru a y je pozice
obrazu.

Algoritmus bude jednoduchy — prvnimu obrazu pfifadime frekvenci 1. Nej-
bliz§imu dalsimu obrazu, jehoz paprsek se nekiizi s pfedchozim, prifadime také
frekvenci 1. Takto pokra¢ujeme, dokud neprojdeme vSechny obrazy.

Pak projdeme znova obrazy, jimz jsme neptifadili zddnou frekvenci. Prv-
nimu z nich dame frekvenci 2, nejbliz§imu dal$imu, jehoz paprsek se nek¥izi
s predchozim, dame také 2, ... a takto prochizime obrazy, dokud mame né-
jaké bezfrekvencni.

Pro¢ to funguje? Vsimneme si, ze pokud mé néjaky paprsek x — y frekven-
ci f > 1, tak urcité existuje paprsek =’ — v s frekvenci f — 1, pro ktery plati,
ze y' <y (obraz je vic vlevo) a 2’ > = (projektor je vic vpravo), takze se ki{zi.

Totéz ale plati pro novy paprsek. Opakovanim az do f = 1 zjistime, Ze
pokud existuje paprsek x5 — yy s frekvenci f > 1, tak existuji paprsky x1 — y1,
Ta — Yo, ..., Tf — Yf, pro které plati x; > x3 > x3 > --- > Ty a zaroven
y1 < y2 < yg < --- < yy, neboli které se vSechny navzajem protinaji. A na
takovy chrchel potiebujeme jisté f barev.

Nase metoda prifazovani frekvenci tedy jisté neptidéli zbytecné mnoho frek-
venci... a je zjevné, ze se zadné paprsky se stejnou frekvenci neprotinaji. Tedy
je nas algoritmus spravné.

Jaka je jeho slozitost? Ozname si podet obraztt N. Casu na kazdy prii-
chod spotfebujeme O(N), prichodi bude O(N) (vSechny paprsky se vzajemné
protinaji), takZe celkem O(N?). Paméti potiebujeme O(N) na uloZen{ vstupu a
vystupu.

Tady bychom mohli skonéit s argumentem, ze pruseciku zadanych paprski
miZze byt také O(N?) a viechny je musime probrat. Ale chyba lavky, jde to
zrychlit. Pfi jednotlivych prichodech se totiz dost flikdme a urcité se nemusime
podivat na kazdy prusecik zv1ast.

Béhem prvniho prichodu se podivame na vsechny projektory, ale uréime
frekvenci jen u nékterych. Pti dalsim prichodu musime zase projit vSechny zbylé
ve stejném poradi se stejnou ¢innosti. Zkusime tedy vyfidit vSechno potfebné
jednim pruchodem.

Projdeme obrazy od zacatku do konce jen jednou. Budeme si pro kazdou
frekvenci udrzovat, na jaké pozici je posledni znadmy projektor, ktery tuto frek-
venci ma. Tento seznam bude jisté setfidény sestupné, rozmyslete si, pro¢. Diky
tomu v ném miizeme vyhledavat pilenim intervalu.
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Vzdy, kdyz budeme zpracovavat dalsi obraz x — y, vyhleddme nejmensi
takovou frekvenci f, jejiz posledni projektor p(f) je vic vlevo nez z (p(f) <
x). Tuto frekvenci pfifadime, upravime seznam a jdeme na dalsi obraz. Pokud
zjistime, Ze takova frekvence zatim neni pfifazena (vytekli jsme ze seznamu), tak
ji prifadime a zvétsime seznam.

Pro¢ to je ekvivalentni algoritmus? Jednoduse provadime vsechny faze na-
jednou podle puvodniho planu. Kdyz zrovna pfidélujeme frekvenci f, tak si mi-
Zeme predstavit, ze jsme skocili zrovna do f-té faze. ..

Casova, slozitost je nyni v§razné lepsi. Ptileni intervalu nidm zabere nejhéif
O(log N) a provadime jej N-krat, takze celkem mame O(N log N). Pamétové
jsme pofad na O(N) (musime si ulozit celé puvodni pole). A pak Ze to nejde
rychleji.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-5.4

Jan ,Moskyto“ Matéjka

24-4-6 Stary kéd

Slozité (respektive spiSe osklive) zapsany kéd je jen hledanim mosti v grafu
(viz grafovou kuchatku).?® Jeho srozumitelnost zna¢né stoupne, pokud zjistime,
co znamend kterd proménné.

MAX H Maximalni pocet hran grafu.
MAX_V Maximalni pocet vrcholi grafu.
N  Pocet vrcholu grafu.
M Pocet hran grafu.
h  Hrany grafu (s konci .x a .y).
v Seznam hran vedoucich z daného vrcholu.
p  Pocet hran vedoucich z daného vrcholu.
f  Fronta vrcholi, které jsme navstivili.
b ,Byli jsme tu“ — vrcholy, kam jsme se jiz dostali.

A podrobnéji jaka je funkce programu? Na zacatku nacte hranu grafu do poli
h a v. Pak prochdzi vSechny hrany grafu for (int k= ... a u kazdé otestuje,
jestli je sama mostem (tj. jestli se po zbylych hranidch da dojit z vrcholu h[k] .x
do h[k].y). To dél4 prochazenim do $ifky z vrcholu h[k] .x. Do fronty zafazuje
jen vrcholy, kam jsme se jesté nepodivali. Pokud jsme po vyprazdnéni fronty (tj.
po prichodu v8ech vrcholt, kam se z pocatecniho vrcholu Ize dostat po hranach
rtiznych od h[k]) nenavstivili h[k] .y, tj. druhy konec zkoumané hrany, je dand
hrana mostem a tedy ji vypiseme.

Pamétova slozitost tohoto kédu je ziejmé O(M + N), ¢asova O(M (M + N))
(v kazdé iteraci for-cyklu miizeme projit az vSechny hrany).

38 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX_H 1000000
#define MAX_V 1001

typedef struct {int x, y;} H;
int N, M;

H h[MAX_H];

int v[MAX_V] [MAX_V];

int p[MAX_V];

int f[2*MAX_V];

short b[MAX_V];

int main() {
// na&teme pocet vrchold a hran
scanf ("%d%d", &N, &M);
if (N>MAX_V || M>MAX_H) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
// a nasledn& i jednotlivé hrany
for (int i=0; i<M; i++) {
int x, y;
scanf ("%d%d", &x, &y);
if (>N || %<t || y>N || y<1) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
h[il = (M{x, y};
v[x] [plx]++] = y;
viyl [plyl++] = x;
}
printf ("Vysledny seznam:\n");
// budeme postupné testovat vSechny hrany
for (int k=0; k<M; k++) {

int a = 0;

int z = 0;

for (int i=1; i<=N; i++)
b[i] = 0;

// zatim jsme nav3tivili jen
// po&ate&ni vrchol
blh(k].x] = 1;

flz++] = h[k].x;
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// dokud neni prazdna fronta, tj. je jesté
// mnezpracovanj vrchol...
while (a<z &% b[h[k].yl==0) {
int q = fla++];
// projdeme hrany vedouci
// z tohoto vrcholu
for (int i=0; i<plql; i++) {
if (b[vlq][111==0 && !(gq==h[k].x
&& vIlql [il==h[k].y)) {
// a pokud to neni testovand hrana
// a kon&i né&kde, kde jsme nebyli
flz++] = vlql [i];
// pfidame koncovy vrchol do fronty
// na zpracovani a oznacime si ho
blviql [i]] = 1;
}
}
}
// pokud jsme na konec této hrany nedosli
// vypiSeme ji, nebot je to most
if (b[h[k].y]l==0)
printf("%d %d\n", hlk].x, hlk].y);
}

return O;

A jak program zrychlit? Vcelku jednoduse. Staci si uvédomit, Zze most neni
v grafu soucasti zadného cyklu. Takze budeme prochéazet graf do hloubky a pokud
narazime na hranu, kterd vede do vrcholu, ktery uz jsme navstivili, jsme nasli
cyklus. Budeme si pamatovat, jak hluboko sahal (tj. kam aZ se miZeme dostat
cyklem) a pfi ndvratu z rekurze vime, Z%e vSechny hrany az do této hloubky
nejsou mosty. Zbytek vypiseme. Kazdou hranu projdeme maximalné dvakrat
takze ¢asova i paméfova narocnost tohoto FeSeni je O(M + N).

Timto samoziejmé dostaneme jiné potradi vystupnich hran jez z ptivodniho
starého kédu. Tato nedokonalost se d4 pomérné snadno napravit (aniz by to
asymptoticky zpomalovalo program), zkuste si rozmyslet jak.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-6.4

Pavel Cizek
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24-4-7 Ctvercové bombardovani

Zopar poznamok na tvod

Aj napriek tomu, ze tloha je oznadend ako fazkd, niektori z véds poslali
rieSenie, ktoré bolo o¢ividne prili§ pomalé, malo extrémne naroky na pamét alebo
dokonca oboje. Uplne najjednoduchsie rieSenie tlohy mé ¢asovi zloZitost O(n),
kde n je pocet budov. Staci si ulozit vSetky body do pola a vzdy, ked pride dotaz,
pole prejst a o kazdom bode rozhodnit, ¢i do Stvorca spada. Za toto rieSenie ste
mohli ziskat jeden bod.

S jednym bodom sa neuspokojime

Prvé, ¢o si mozno vSimnit je, Ze sa vlastne pytame na nieco, Gomu by sa dalo
hovorit dvojrozmerné intervaly. Podme si tlohu kvapku zjednodusit a pozriet sa
na to, ako by sme riesili jednorozmernt verziu. Dostaneme teda (celo¢iselné)
body 1, ..., T, na z-ovej osi a chceme vediet, Ze kolko ich patri do nejakého
intervalu [z, 2'].

V tejto chvili si spomenieme, Ze sme neddvno (v minulej sérii) ¢itali kucharku
o intervalovych stromoch, a Ze asi bude staf za to, pokusit sa tieto pozoruhodné
struktary vyuzit.

Predtym, nez sa pustime do samotného rozpravania o intervalovych stro-
moch, treba oSetrit eSte jednu neprijemnost. Hodilo by sa ndm, aby sme nemali
dva body, ktoré by mali rovnaki z-ovi1 alebo y-ovi stiradnicu (neskor si bude-
te moct rozmysliet preco). Ozna¢me si body zadané na vstupe by, ..., b,, kde
b; = (zi,y;). PoloZme b} := nb; + i (zmenime obe zlozky). Je zrejmé, Ze ak mali
dva body b; a b; rovnaki z-ovi alebo y-ovu stradnicu, tak potom body b} a b} ju
maji roznu. Este nahliadnime, Ze ju nebudt mat rovnak, ak ju mali réznu. Nech
x; > ;. Potom je uréite nz; > nz; a kedze |i — j| < n, tak aj nz; +i > nx; +J.
Analogicky pre y-ova stiradnicu. Dotaz [z,2'] X [y,y'] musime v8ak upravit na
[nx, na’ +n—1] x [ny, ny’ +n—1]. V dalSom texte predpokladdme body s roznymi
stradnicami.

Vratme sa teraz k jednorozmernej verzii problému. Na tu ndm v skuto¢nosti
bude stacit obycajné pole, v ktorom st body zoradené vzostupne. Pri dotaze
typu [z, 2'] sta¢i v poli dvakrat bindrne vyhladat. Najprv hodnotu z a potom z’.
Potom je uz jednoduché zistit poéet bodov, ktoré vyhovuju dotazu. Odpoved
zvadneme v ¢ase O(logn) a pole pripravime na dotazy v ¢ase O(nlogn).

Dalsou moznostou je pouzit istjy druh intervalovych stromov. Intervalovy
strom pre body ;, ..., z; (nech su zoradené vzostupne) definujeme rekurzivne:

Koren bude uchovavat informéciu o bodoch z;, ..., z;.

Ak i < j, tak polozme mid = | (i + j)/2]. Lavy syn uchové informéaciu o bodoch
Ziy -+, Tmid & potom pravy o bodoch Tyid41, ...,
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Mozete si vS§imnut, Ze kazdy vrchol v intervalového stromu S vybudovaného
nad bodmi z1, ..., z, reprezentuje nejaky tsek [z;,z;] na xz-ovej osi, jeho lavy
syn 1(v) reprezentuje interval [x;, Z,miq4] & pravy syn P(v) reprezentuje interval
[Zmidt1, x;], kde mid = (i 4 j)/2.

Takjto strom bude mat hibku O(logn) a jeho definicia n4m vlastne hovor,
ako ho budeme budovat. Budovanie mé ¢asovi zlozitost O(n logn), kedze si body
potrebujeme vzostupne zoradit. Pamétovd zlozitost je O(n).

Co dotaz [z,2']? Chceme vlastne vybraf také vrcholy stromu S, aby spo-
lu reprezentovali interval [z, '] a zaroveli chceme, aby tychto vrcholov bolo ¢o
najmenej. Vyhladdame si v strome z a z’. Budeme vyhladédvat ako v bindrnom vy-
hladévacom strome aZ na to, Ze z vrcholu v sa do 1(v) presunieme ak vyhladavand
hodnota je mensia alebo rovné ,,;4 a v opa¢nom pripade do P(v)). Vyhlad4avanie
skonc¢ime v liste.

Oznaéme v, a v, listy, v ktorych skonéi vyhladévanie = a 2’ a v, ich najblis-
Sieho sploéného predka. Skontrolujeme, ¢i do hladanych bodov méme zapodcitat
aj bod v v, a v,s. Teraz budeme postupovat z v, do v, a vzdy, ked do nejakého
vrcholu prideme z Tavého syna, tak do vysledku pridame interval z pravého syna.
Rovnako budeme postupovat z v, do v, a ak prideme do vrcholu z pravého syna,
tak priddme interval z Tavého syna.

Na dotaz vieme teda odpovedat v ¢ase O(logn). Neskor sa presved¢ime, ze
rovnako rychlo sme schopny odpovedat aj na dvojrozmerny dotaz.

Dvojrozmerné intervalové stromy

Skusme teraz zostrojit Struktiru, v ktorej budeme schopni odpovedat na
dvojrozmerny dotaz.

Pouzijeme intervalovy strom z predchadzajicej casti, aby sme rozdelili je-
den dvojrozmerny dotaz na niekolko jednorozmernych poddotazov. Vybudujeme
intervalovy strom S, ktory ignoruje y-ové stiradnice bodov. V kazdom vrchole v
intervalového stromu, ktory reprezentuje interval [a,, b,] na z-ovej, vybudujeme
druhotroviiova Struktiru Sy (v), ktord obsahuje vSetky body v intervale [a,, b,].
Kazdy vrchol v stromu S nam teda reprezentuje nejaky vertikalny pasik v ro-
vine a Sy (v) uchovava body v fiom. Strukttra S,(v) moze byt opit intervalovy
strom, ktory tentoraz ignoruje z-ové stiradnice. Moze to byt ale aj pole bodov
v prislusnom vertikdlnom pésiku, zoradenych vzostupne podla y-ovej suradnice.
Prvé varianta sa lahSie zovSeobecni do viacerych dimenzii, my ale pre jednodu-
chost budeme uvazovat, ze Sy(v) je pole.

Moézeme si vSimnut, ze pre kazdy vrchol v stromu S plati, Ze body uloZené
v Sy (v) st presne body ulozené v S, (1(v)) a Sy (P(v)). Preto ak S, (1(v)) a Sy (P(v))
poznéme, tak S, (v) vybudujeme jednoducho zliatim Sy (1(v)) a S, (P(v)). Celé bu-
dovanie si mézeme predstavit ako merge sort, s rozdielom, ze doposial zoradené
polia si ukladdme v jednotlivych vrcholoch S a nakoniec v koreni k dostaneme vy-
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sledné vzostupne zoradené pole. A sice, pole Sy (k). Vdaka tomu, Ze mame rézne
sturadnice, mozeme body do druhotiroviiovej struktiry rozmiestnit rovnomerne.

Je vidief, Ze budovanie ma ¢asova zlozitost O(nlogn), rovnako ako merge
sort. Hibka stromu je O(logn). Na kazdej hladine si v druhotiroviiovych truk-
tarach pamétame spolu O(n) bodov. Pamétova zlozitost je teda O(nlogn).

Na dotaz typu [z, 2'] X [y, y’'] moZeme odpovedat tak, ze sa najprv stromu S
spytame na [z,z'], éim vymedzime O(logn) vrcholov S, ktoré spolu tvoria ho-
rizontalny interval [x,2’]. Pre kazdy takyto vrchol v dvakrat vyhladdme v poli
Sy(v). Najprv hodnotu y, potom 3’. Jednoducho spoéitame, kolko bodov sa na-
chadza v [ay, by] X [y,9'], a kedZe to spocitame pre kazdy vrchol v, ktory sme
vymedzili, tak dostaneme pocet bodov v [z, 2'] x [y,y/].

Pri dotaze O(logn)-kréat binarne vyhladdme. Casova zlozitost je O(log” n).
Za rieSenie, ktoré malo rovnaki ¢asovu zlozitost, ste mohli ziskat plny pocet
bodov.

Na zaver

Pocas vykladu riesenia sme nikde nevyuzili toho, Ze dotaz, ktory pride na
vstupe je §tvorcovy. Sme teda schopni odpovedat aj na Tubovolny obdlznikovy
dotaz v rovine.

Peter ,pizet“ Zeman
Fractional cascading

Existuje moc pékny trik (¥ikd se mu fractional cascading), kterym se da ¢aso-
@ vé slozitost dotazu v dvojrozmérném intervalovém stromu snizit na O(logn).

Zopakujme si, jak se vyhodnocuje obdélnikovy dotaz: postupujeme stromem
shora doli a podle z-ovych soufadnic se rozhodujeme, zda mame jit doleva nebo
doprava. V kazdém vrcholu, ktery navstivime, je pfitom uloZen seznam, v némz
potifebujeme vyhledat minimalni a maximalni y-ovou soufadnici naseho obdél-
niku. Jelikoz seznam je setfidény, muZzeme hledat bindrné v case O(logn). To
provedeme O(logn)-krat.

Hledéani v setiidéném seznamu obecné zrychlit nemtizeme, ale pomize nam,
kdyz si uvédomime, ze seznamy, v nichz hledame, nejsou nezavislé. Pokazdé,
kdyz se pfesuneme do néjakého syna, najdeme v ném totiz podseznam seznamu
ulozeného v otci.

Podivejme se na to tedy obecnéji: Mame néjaky seznam A = aq,...,a, a
vime, kde se v ném nachézi éislo x — budto je rovno néjakému a;, nebo lezi mezi
a; a a;+1. Nyni chceme totéz x najit v jeho podseznamu B = by, ..., by,.

K tomu ndm pomiize, kdyz si pro kazdé a; predpocitame, kde se nachazi
v seznamu B. A pokud se tam nenachéazi, zapamatujeme si nejblizsi vétsi prvek
seznamu B. Kdyby neexistoval (a; by bylo vétsi nez vSechna b;), ukadZeme za
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konec seznamu B. Receno formalné: f; := min{j | b; > a;}, pfi¢emz dodefinujeme
bm41 := 400, aby minimum vzdy existovalo.

Pokud tedy pro hledané z plati a; < = < a;t1, najdeme ho v seznamu B
mezi pozicemi fiy1 —1a fit1.

Vratme se k intervalovému stromu. Do kazdého jeho vrcholu pfiddme pomoc-
né ukazatele, které seznam v tomto vrcholu propoji se seznamy v obou synech.
V kofeni tedy budeme stale muset pouzit bindrni vyhledavani, ale pokazdé, kdyz
se pfesuneme do syna, pfepocitame pouze zacatek a konec intervalu podle uloze-
nych ukazateli, coz stihneme v konstantnim case. Celkem nas tedy celé hledani
stoji O(logn) v kofeni a O(1) v O(logn) dalsich vrcholech, coz dohromady déava
O(logn).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7.4d

Martin ,Medvéd“ Mares

24-4-8 O hrach a ¢islech

Ukol 1: Hromadka n sirek

Ukol vyfesime takto: nejdiive pfifadime ¢islo hram pro malé n, poté si uka-
zeme, ze pro kazdé n je hra ¢islo, a nakonec odvodime vzorec, jak urcit toto
¢islo.

n = 0 — nikdo nem4 tah, hra je tedy 0,

n =1 —levy mé tah do 0, pravy tdhnout nemuze, coz se da zapsat {0 | } =1,
n = 2 — levy tédhne do 0, pravy do 1, tedy {0 | 1} = 1/2,
n=3-{1/2|1} =3/4,

n=4-{1/2|3/4} =5/8,

n=4-{5/8|3/4} = 11/16,

Dale chceme ovérit, ze kazda hra je ¢islo. Nejdfive si vSimneme, Ze hry pro
sudad n maji mensi Cisla nez hry s n + 1 sirkami a naopak hry pro licha n maji
vétsi ¢isla nez hry pro n + 1 sirek.

Dikaz provedeme indukci podle n. Pro prvnich par her plati, Ze sudé hry
maji mensi ¢islo nez liché (viz vyse). Podivejme se na hru s n sirkami, pfi¢emz
pfedpokladame, ze to mame dokazané pro vSechny mensi hry.

Je-li n sudé, hraje levy do hry s n —2 sirkami a pravy do n—1. Z indukéniho
pfedpokladu vime, zZe ¢islo hry n — 2 je mensi nez ¢islo hry n — 1, tedy hra s n
sirkami je ¢islo, navic mensi, neZ ma hra s n — 1 sirkami. Analogicky pro liché n
je hra cislo vétsi nez hra pro predchozi sudé n — 1.

Dalsim pozorovanim je, ze hra s n sirkami ma po rozsifeni zlomku dvéma
stejny jmenovatel jako hra s n+ 1 sirkami. Jelikoz jejich Citatel se lisi jen o 1, hra
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s n + 2 sirkami tak ma ve jmenovateli koeficient o jedna vétsi a je rovna jejich
pruméru.

Na ¢isla her se mizeme divat jako na posloupnost a,, kde a, udava dcislo
hry s n sirkami. Poc¢atek posloupnosti je ag = 0, a; = 1. Plati nasledujici vzorec,
ktery stacil k plnému poctu bodi:

an, = (an-1+ an—2)/2.

Nyni mazeme chtit explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti. Ten vyfesime
@ pomoci kuchatky o linearnich rekurencich.3?

Charakteristicky polynom posloupnosti 72 — /2 — 1/2 = 0 m4 feseni —1/2
a 0. Vzorec tedy bude tvaru a, = A-1" + B-(—1/2)" pro néjaké konstanty A
a B. Ty zjistime dosazenim za prvnich par ¢lent posloupnosti, ¢ili vyfesenim
soustavy rovnic0 = A+ Bal=A— B/2.

Z prvni rovnice vyjde, Ze A = —B, druhou upravime na 1 = A + A/2.
Dostéavame A = 2/3 a B = —2/3, vzorec pro n-ty ¢len tudiz je:

anp =2/3-2/3-(-1/2)"
Kdo se setkal s konvergenci posloupnosti, asi jiz vidi, ze limitou posloupnosti
jsou 2/3.

[Pozndmka M.M.: Mimochodem, jde to i bez explicitniho vzorce. Zkusme
¢leny posloupnosti zapisovat ve dvojkové soustavé: ag = 0, a3 = 1, as = 0.01,
az = 0.11, ay = 0.101, a5 = 0.1011, ag = 0.10101, ... a neni t&zké ovéfit (t¥eba
indukci), Ze i dalsi ¢leny maji tento pravidelny tvar. Blizi se proto k 0.10, coZ
jsou desitkové 2/3.]

Ukol 2: Dominovani

Pro pozici v dominovani s hodnotou 1/2, kterou budeme oznacovat G, chce-
me dokézat, ze G + G = 1. Nejsnazsim feseni bylo pouzit poznamku na zacatku
seridlu: pokud G — H je prohrand hra, pak G = H.

Budeme tedy jednoduse zkoumat hru G + G — 1, kterd vypada takto:

+] +
| L

Zacne-li levy, polozi do jedné z her G své svislé domino bud tak, aby sebral
soupefi tah, nebo o policko vySe. Pfi prvni moznosti zahraje pravy do druhé
hry G a vznikne soucet 1 — 1 = 0. Na tahu je levy, tedy prohrava.

39 http://mj.ucw.cz/papers/linrec.pdi]
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Druhé moznost (levy polozi domino o policko vySe) vede opét na vyhru
pravého: pravy polozi domino do stejné hry jako levy. Ten ma v druhé hie G
jeden tah, ale pravy ma jesté dalsi tah ve hie —1.

Pokud zacne pravy, muze zacit hrat do G nebo —1. Zahraje-li do G, le-
vy potdhne do druhé hry G tak, aby tam pravy nemél tah. Opét dostavame
soucet 1 — 1, na tahu je vSak pravy, kvili ¢emuz prohraje.

Jestlize pravy polozi prvni domino do hry —1, levy zahraje do G tak, aby
tam uz nemohl tdhnout pravy, jemuz zbude jedna moZnost v druhé hie G. Potom

.....

Druha cast tkolu byla celkem o napadu, proto jsme nakonec jeji
absenci hodnotili mirng. Resenim je tfeba tato pozice H:

Dokézeme jen, ze H neni ¢islo, a ovéfeni rovnosti H + H = 1
nechdme jako cviceni (velmi se podobd prvni ¢asti tikolu).

Ve hie H ma levy dva tahy, oba vedou do hry 1, pravy muze tdhnout jen do
hry 0. Plati tedy H = {1 | 0}, ¢ili H neni é&islo. (Lze rovnéz vyvratit, ze H = G,
konkrétné pfes rozbor hry H — G.)

Ukol 3: Padajici domino

Ukol byl cvienim na vyskrtavanim tahti, bylo vSak tieba davat pozor a
ovéfovat nerovnosti: napf. mezi moznostmi levého mtizeme vyskrtnout pozici A
jen, pokud miZe levy zahrat do B a A < B. Jak ovéfovat nerovnosti je popsano
na zacatku serialu.

Nejprve priradime c¢isla nékolika jednodussim pozicim:

vSechna domina popadala — ¢islo 0 (nikdo nem4 tah),

v pozici B ma levy dvé moznosti a pravy zadnou, takze je to 1, pozice BB je 2,
BBB je 3...Podobné napiiklad CCCC je —4,

v BC maji oba hradi tah do 0, takZe je to *,

v BBC mé levy tah do 0 a 1 (0 je pro levého horsi nez 1, mizeme ji vySkrtnout),
a pravy do 0, jde tedy o {1 | 0}. BBBC je z podobného davodu {2 | 0} a plati
BBBC > BBC, coz se ovéii prozkouméanim hry BBBC — (BBC) = BBBC +
CCB (je-li to hra levého, nerovnost plati).

Také si vSimneme, Ze otoc¢ené pozice dostanou stejnd ¢isla (BBBBC' i
CBBBB jsou {3 | 0}).

Nyni se podivejme na pozici BCBBBBC'. Levy ma moznost hrat do nasle-
dujicich pozic:

0 (vSechna domina shozena, nikdo nem4 tah),
BBBC = {2] 0},
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e BBC, BC, C jsou vsechny horsi nez BBBC (lze dokazat, ze BBC < BBBC(C),
takze je mizeme zapomenout,

CBBBBC — v této pozici ma levy tah do BBBC (ostatni moznosti jsou pro
néj horsi) a pravy do 0 a BBBBC (0 a BBBBC jsou neporovnatelné, nebot
BBBBC + 0 je hra vyhrana pro zaéinajictho). Plati tedy: CBBBBC = {{2 |
0} 10,{3|0}}. Opét lze dokézat, Ze tato pozice je horsi nez BBBC,

BCB, BCBB, BCBBB — z téchto her ma cenu uvazovat jen BC BBB (ostatni
jsou mensi, dikaz ponechdme jako cvi¢eni). BOBBB = {2 | 1}, coz je vétsi nez
{210} a 0, takze BBBC a 0 miZeme vyskrtnout.

Pravy mtze tdhnout do pozic:

® vSechna domina shozena, tedy 0,

e B =1, ale 1> 0, takze tuhle moznost mizeme zapomenout,
BBBBC = {30},

BCBBBB = {3 | 1}, ale to je vétsi nez BBBBC.

Celkové tedy BCBBBBC = {{2] 1} ]0,{3 | 0}}. (To odpovid4 intuitivni-
mu odhadu, Ze levy zahraje do BCBBB.) Moznost {3 | 0} pro pravého miizeme
sice intuitivné vyskrtnout, ale formalné na to nemame néstroj (hry 0 a {3 | 0}
jsou neporovnatelné).

Podobné, ale struc¢néji rozebereme hru BBCCBC. Levy méa tahy do:
e B =1 (coz je vétsi nez 0 ¢i C' = —1, které muzeme vySkrtnout),
BBCC = +1 (coZ je neporovnatelné s 1)
e CCBC je zjevné horsi nez 0,

e BCCBC — jelikoz hra BCCBC — B je vyhran pro pravého, plati B > BCCBC
a moznost BC'C BC neni tieba uvadét.

Pravy mé moznost tahnout do nasledujicich pozic:
e CBC =-1/2
¢ vSechna domina shozena, tedy 0, ale 0 > —1/2,
¢ BC =x%>—-1/2,
BBC ={1]0} > x,
®* BB=2>-1/2,
BBCCB > —1/2.

Tedy plati, ze BBCCBC = {1,+1 | —1/2}. Moznost +1 muZeme intuitivné
vyskrtnout, i kdyZz je neporovnatelna s 1.

Pavel ,,Paulie“ Vesely
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24-5-1 Holubi centrala

Vétsina z vas volila jednoduchy algoritmus, ktery spocival v prochazeni grafu
do hloubky nebo do siftky od kazdého z vrcholi grafu. Takové FeSeni je sice
spravné, ale jeho kvadraticka slozitost je prilis velika. Ukazeme si feseni s linearni

vvvvvv

ReZeni prohledéavanim do hloubky

Zakladem je klasické prohledavéni do hloubky (DFS). Z libovolného vrcholu
(ozna¢me ho v) pustime DFS. Jestlize timto priichodem objevime vSechny vr-
choly, médme jednoho z hledanych ¢lend. Znovu spustime DFS od v, tentokrat
ale po opacné orientovanych hranach. Dostaneme tak vSechna dalsi feseni. Pro¢
vSechna?

Predpokladejme pro spor, Zze jsme takto nenalezli néjakého z ¢lend, ktery
patii k feSeni. I pro néj musi platit, Ze se dokaze dostat ke vSem ostatnim.
Specialné i k ¢lenovi v, ze kterého se poprvé DFS spoustélo. V tom piipadé ale
musel byt nalezen prichodem do hloubky po opa¢né orientovanych hranach z v,
¢imz dostavame spor.

Zbyva vyfesit situaci, kdy prvni DFS nenajde ¢lena vyhlasovatele. Pak zjev-
né ani zadny dalsi ¢len objeveny timto DFS nemtze byt FeSenim. Oznacme si
kazdého z nich jako jiz navstiveného a spustme DFS na né&jakém dosud nenavsti-
veném. Takto postupujeme az do chvile, kdy oznac¢ime vSechny vrcholy.

Jedinym kandidatem je nyni ¢len, ze kterého jsme DFS spustili naposled.
Dalsim prichodem tedy zjistime, zda patii k feseni, a v piipadé, ze ano, najdeme
zase priuchodem po opac¢né orientovanych hranach celou mnozinu feseni.

ReSeni pomoci komponent silné souvislosti

Zakladem bude hledani komponent silné souvislosti grafu. Komponenta silné
souvislosti je maximalni podgraf orientovaného grafu G takovy, ze pro kazdé dva
rizné vrcholy u a v z tohoto podgrafu existuje cesta jak z v do v, tak z v do u.

Dejme tomu, Ze jsme ziskali rozklad grafu na KSS. Nésleduje nékolik jedno-
duchych pozorovani, kterda nam uz daji feseni tlohy.

Kondenzace grafu je graf, kde vrcholy odpovidaji jednotlivym KSS a orien-
tované hrany mezi nimi vedou pravé tehdy, pokud mezi néjakym vrcholem jedné
komponenty a néjakym vrcholem druhé vede hrana. Takova kondenzace je nutné
acyklickym grafem (zkuste si rozmyslet, co by znamenalo, kdyby v kondenzaci
cyklus byl).

Dale pokud existuje néjaky hledany vrchol v komponenté K, od kterého se
Ize dostat ke vSem ostatnim, pak i vSechny dalsi vrcholy v K jsou FeSenim.

Nakonec si uvédomme, Ze takovd komponenta K muze byt pravé jedna a
musi mit vstupni stupen roven 0. Kdyby tomu tak nebylo, nedalo by se dostat do
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komponent, ze kterjch do K vede hrana. To vyplyva z acykli¢nosti kondenzace.
Pokud by takovych komponent bylo vice, nedalo by se kvili nulovému vstupnimu
stupni dostat z jedné do druhé.

Aby komponenta K byla feSenim, musi z ni vést cesta do vSech ostatnich
komponent. To zjistime trividlné zavolanim DFS na ptvodni graf od libovolného
z vrcholi K. Pokud se pocet objevenych vrcholi rovna poctu vrcholu grafu, je
K teSenim tlohy.

Zbyva vyresit, jak rozklad grafu najit. Na to lze pouzit napfiklad Tarjantv
algoritmus. Spravnost a priubéh Tarjanova algoritmu na tomto omezeném misté
nemé smysl rozvadét. Pockejte si tfeba na jednu z dalsich kuchaiek. Pro nas je
v tuto chvili dulezité, ze ndm v case linedrnim v pocétu hran a vrchold najde
kyzeny rozklad.

Casova i paméfova slozitost algoritmu je v obou piipadech linearni ku poétu
hran a vrcholu.

Program (C++) — DFS:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-dfs.cpd

Program (C++) — komponenty:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-komponenty.cpy

Jan Bok

24-5-2 Labuti broadcasting

Na vstupu mame zprdivu o v podobé fetézce K bit. Chceme ji pfiradit
néjaky kdd, coz bude opét fetézec biti (jeho délku oznad¢ime N) tak, abychom
po prijeti libovolné rotace kédu uméli zjistit ptuvodni zpravu. Také si to muzeme
predstavovat tak, Ze kédy jsou cyklické posloupnosti a nevime, kde maji zacatek.
Nejjednodussi FeSeni

Vytvofime kéd tvaru 015+10a — jinymi slovy piediadime zpravé nulovy
bit, pak K + 1 jednickovych biti a opét jeden nulovy. Pokud kéd ¢teme cyklicky,
narazime na jednu jedinou (K + 1)-tici jednicek a ta nadm fekne, odkud ¢ist
zpravu. Kéd méii N = 2K + 2 bitt (prvni nulovy bit by dokonce Sel vynechat,
ale tim si moc nepomutizeme). Kédovani i dekédovani jisté zvladneme v linedrnim
dase.

Blokovy kéd

Uspornéjsi zpisob kédovani spoéivé v rozdéleni zpravy na bloky velikosti b
(konkrétni hodnotu zvolime vzapéti). Za kazdy blok pfipiSeme nulu, ¢imz zaridi-
me, Ze se ve zpravé nevyskytuje vic nez b jednicek za sebou. Staci tedy na zacatek
pFidat synchroniza¢ni znacku 1°+10 a jsme hotovi.
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Kolik jsme potiebovali biti? Znacka je dlouhd b + 2, za ni nasleduje [K/b|
blokit délky b+ 1. Celkové tedy N = b+ 2+ [K/b]-(b+1) < b+ 2+ ((K/b) +
D(b+1) < K+ K/b+2b+3.

Ted vyuzijeme, ze jsme mohli b zvolit libovolné, a vybereme si takovou hod-
notu, aby N vyslo co nejmensi. JelikoZ s rostoucim b vyraz 2b roste, zatimco
K /b klesd, jejich soudet bude (asymptoticky) nejmensi, kdyz se vyrovnaji. To
odpovida volbé b = [V/K ]|, coz vede na N < K + K/[VK]| +2[VK] +3 <
K+ K/VK +2VEK +5= K + 3VK + 5. Celkem tedy piidavame O(v/K) biti;
kédovani i dekédovani opét stihneme v linedrnim case.

Abstraktni pohled

Je naSe blokové feseni optimalni, nebo si lze vystacit s fadové mensim po-
étem bitti? Abychom na tuto otdzku odpovédéli, zkusme se na tlohu podivat
trochu abstraktnéji.

Existuje 2% moznyjch zprav a kazdé z nich chceme piifadit jeden z 2V moz-
nych kédu. Pokud se néjaké dva kdédy lisi pouze rotaci, muzeme pouzit nejvyse
jeden z nich (takovym kédim budeme fikat ekvivalentn?). Rozdélime tedy mno-
zinu kéda na skupiny tak, ze uvniti kazdé skupiny budou vSechny kédy ekviva-
lentni a kédy z rtznych skupin nikdy ekvivalentni nebudou. Kazdé zpravé pak
priradime jednu ze skupin.

(Mali¢ko podvadime: predpokladdme, 7e viem 2¥ zpravam piifazujeme kédy
téze délky. Nemohlo by pomoci, kdybychom uvazovali i kratsi kédy? Asymptotic-
ky nikoliv, protoze jak za chvili uvidime, poc¢ty skupin rostou s IV exponencialné,
takze vsech kéda délky mensi nez N je asymptoticky stejné jako kdédia délky
pfesné N.)

Hruba sila

Potiebujeme zvolit co nejmensi N, pro které uz bude skupin dostateény
poéet. Oznadime-li pocet skupin s(N), musi platit s(N) > 2K. Jak ale s(N)
spocitat?

Pro N =4 je snadné skupiny sestrojit rucné:

0000 0001 0011 0101 O111 1111
0010 0110 1010 1110

0100 1100 1101
1000 1001 1011

Pro trochu vétsi N si muzeme napsat jednoduchy program, ktery bude ge-
nerovat vSechny kédy a zafazovat je do skupin. Tak vznikla nasledujici tabulka:

N 123456 7 8 9 10 11 12 13 14
s(N) 2346814 20 36 60 108 188 352 632 1182
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Podle této tabulky mtzeme snadno zjistit, ze pro K = 8 (coz jsme zadavali
jako jednodussi podilohu) je potieba N = 12 labuti. 28 = 256 totiz lezi mezi
s(11) a s(12).

Pro vyrazné vétsi K ale tento postup neni pouzitelny, nebot vyzaduje pro-
brat a zaradit do skupin exponencialné mnoho kddi.

Véstime z tabulky

Jednoduchy vzorec pro s(IN) nasim snahdm zatim unika, tak zkusme podle
hodnot v tabulce odhadnout, jak rychle s(N) pfiblizné roste. Trocha experimen-
tovani odhali, ze s(N) ~ 2% /N. Kdyby to byla pravda, plynulo by z toho, 7e
dokézeme zakédovat az lg s(N) = N —lg N zprav (kde lg znaci dvojkovy logarit-
mus). Méli bychom si tedy vystaéit s pfidanim fadové 1g K bitd, coz je mnohem
méné nez nasich VK.

Zatim oviem jenom hadame. Casem dokazeme, ze nas odhad poétu skupin je
fadové spravny; pokud jste netrpélivi, mizete mezitim zkusit najit ¢isla z tabulky
v Online Encyclopedia of Integer Sequences.“? Zde nejprve pfedvedeme kédovani,
kterému fadové logaritmicky pocet biti staci.

Skoro optimalni kody

Myslenku kédovani pomoci bloku 1ze vylepsit. Pokud by se nam podaftilo za-
@ ridit, Ze zaddny blok nebude tvorfen samymi jedni¢kami, nepotiebujeme bloky
prostrkavat nulami. Z neexistence jednickového bloku totiz plyne, ze se ve zpra-
vé nikdy nevyskytne vice nez 2b — 2 po sobé jdoucich jednicek. Postaci tedy
synchronizac¢ni znacka s 2b — 1 jednickami.

Jenze jak se vyhnout jedni¢kovym blokiim? Snadno: zprédvu budeme pova-
Zovat za zapis Cisla ve dvojkové soustaveé a toto Cislo pfevedeme do soustavy o za-
kladu 2° — 1. Kazdou &slici pak zapiSeme dvojkové do jednoho bloku. Pfevodem
mezi soustavami si sice pokazime ¢asovou slozitost, ale stale ztistane polynomialni
(zkuste vymyslet, jak pievod zvladnout v ase O(K?2)).

Kolik takto vytvorime bloku? Pokud néjaké ¢islo x zapisujeme v soustavé
o zakladu z, potfebujeme nejvyse 1+log, x = 1+1gx/1g z ¢éislic. Nase ¢islo neni
vétsi nez 2% takze pocet blokii nepiekrodi 1+1g(25)/1g(2°—1) = 1+ K/ 1g(2° -
1).
Kazdy blok pfitom zabere b bit a navic pfiddme synchroniza¢ni znacku
délky 2b. Vytvotime tedy kod délky
bK

< — .
N <3+ Ly

Pékné to vyjde, pokud K je mocnina dvojky. Tehdy nastavime b = 1g K a
za chvili ukdzeme, Ze kdéd si opravdu vystaci s logaritmickym poctem pfidanych

http://oeis.org/

172


http://oeis.org/

Vzorova fesSeni Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

bitt. Dosazenim do predchozi nerovnosti ziskdme:
lgK-K
525K — 1)’
Jmenovatele zjednodusime a vSechny malé ¢leny posbirame do O, ¢imz dostane-
me:

N <31gK +

KlgK

< — .
N < BE D) +0(gK)
——
zZ

Zlomek Z je ocividné ,néco malo pres K“. O kolik pfesné? Pocitejme:
7K KlgK - Klg(K —-1) _ K'(ngflg(Kfl)).
lg(K —1) lg(K — 1)
Nyni se nam bude hodit jedna ne tplné standardni nerovnost pro logaritmy:
lgn —lg(n—1) < 2/n. (%)
Kdyz ji dosadime do predchoziho vypoctu Z — K, dostaneme:

K-2/K 2
Z —K< = < 2. K>3
SK-1 Ggkon S Pek=d)
Potvrdilo se tedy podezfeni, Zze Z neni o mnoho vétsi nez K, coz nyni dosadime
do nerovnosti pro N a ziskdme kyzené:

N<K+2+0(gK) =K + 0(gK),

takze nas kdd je az na konstantu skrytou v O-cku optimalni. (Tedy aspoii pro K,
které je mocninou dvojky. Zkuste vymyslet, jak kéd upravit, aby tento predpo-
klad nepotieboval. Napovéda: kazdé pfirozené ¢islo lze rozlozit na soucet navza-
jem riznych mocnin dvojky.)

Nerovnost s logaritmy

@ Jesté si dluzime dikaz nerovnosti (). S dovolenim budeme pfedpokladat, ze
n je sudé ¢islo; pro liché bychom postupovali obdobné.

Oznaéime ¢; =1g(n —i+ 1) — lg(n — i) a uvazime soucet S = €1 + o + 3+
...+ Ly 2. VSimneme si, ze:

® V souétu S se sousedni ¢leny vyrusi: S =1gn —lg(n — 1) +1g(n — 1) —lg(n —
2)+1g(n—2)—1g(n—3)+...—... = 1g(n/2) =1gn — lg(n/2) = 1. (Takovym
sumam se Fika teleskopické podle starodavnych dalekohledt, jejichz casti se do
sebe podobnym zptisobem zasouvaly.)

® Posloupnost (1,02,03,...,{,/2 je neklesajici. Vskutku: pro kazdé ¢ plati lgt —
lg(t — 1) < lg(t — 1) — lg(¢t — 2). Rozdil logaritml totiz miizeme napsat jako
logaritmus podilu:
g <gi=t
t—1- "¢t—2
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coz odlogaritmujeme:
t t—1
<
t—1 " t—-2
Vynéasobenim sou¢inem jmenovatelidl (ten je pro zajimava ¢t nezaporny) dostane-
me:

t(t=2)<(t=1)-(t-1),
Gili
2 -2t <t —2+1,
a to je pravda pro vsechna t.

V kazdé posloupnosti realnych ¢isel je minimum mensi nebo rovno aritmetickému
priméru. Zde je minimem ¢; a priamérem S/(n/2) = 2/n, jinak Feeno

lgn —1g(n — 1) < 2/n,

coz je presné nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat.

(Podobnym trikem by §la dokdzat i nerovnost v opaéném sméru, totiz lgn —
lg(n — 1) > 1/n. Zkuste vymyslet, jak.)

Pocitame skupiny

Abychom uspokojili hloubavou mysl, vratme se jesté k poctu skupin s(NV),
ktery jsme zatim pouze ,vyvestili“.

Uvazme néjaky kéd délky N a pocitejme, jak velkd je skupina, do které patii.
Kdyby byly vsechny skupiny stejné velké, stacilo by vydélit pocet kodia velikosti
skupiny. Jenze uz v naSem ptikladu pro N = 4 narazime: existuji skupiny velikosti
1,2i4.

Zkusme pfijit na to, jak pro dany kdd « zjistit, jak velka je jeho skupina. Ta
je tvofena vSemi rotacemi fetézce . Pokud jsou vSechny rotace rtzné, skupina
obsahuje N kédt. V opaéném pripadé je kéd a roven néjaké své rotaci. Tako-
vé Fetézce musi byt nutné periodické (tzn. jsou tvofeny opakovanim néjakého
kratsiho Fetézce; rozmyslete si, proc).

Toto pozorovani ndm pomuze spocitat s(NN) pro prvoéiselné N. Délka peri-
ody periodického fetézce totiz musi byt délitelem jeho délky, takze pokud je N
prvocislo, jediné periodické fetézce jsou0...0a1...1. Dvé ze skupin proto maji
velikost 1 a ostatni velikost N. Celkem se v nich nachdzi 2V kédi, tudiz musi
platit:
s(N) = (2N —2)/N +2.
Nase hypotéza se tedy aspon pro prvociselnd N potvrdila.

(Vrtad vam hlavou, pro¢ je 2V — 2 délitelné ¢islem N? To plyne z Malé
Fermatovy véty a drobnym rozsifenim nasich tivah o fetézcich bychom dokonce
ziskali jeji kombinatoricky dtikaz.)
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Pokud je N slozené ¢islo, je situace daleko komplikovanéjsi a neumime ji
vyfesit bez pouziti trochu pokroc¢ilejsi kombinatoriky (ale moc pékné, zkuste si
najit tak fe¢ené Burnsidovo lemma). Prozradime alespoii, co vyjde:

1 N/d
s(N) = N~ng(d)-2 .
d\N
Suma bézi pres vSechny délitele ¢isla N, ¢(d) je Eulerova funkce, kterd udéava
pocet ¢isel od 1 do d— 1 nesoudélnych s d. Vysledné s(IN) opét fadové nepiekroci
2NV /N.
Zavérem
Po trose pocitani jsme nasli feseni, které pfidava pouze rfadové logaritmicky
pocet bitl, a to je az na konstantu optimalni.
Kdyby nam na konstantach zalezelo, problém by byl mnohem obtiznéjsi.
V zasad€ bychom potfebovali vybrat si néjaké reprezentanty skupin. Vhodnymi
kandidaty jsou jejich lexikograficky nejmensi prvky — tém se tika ndahrdelniky
a v na$i tabulce pro N = 4 lezi na prvnim fadku. Mnozinu vSech ndhrdelniki
bychom pak taktéz uspotrddali (tfeba zase lexikograficky) a chtéli bychom v ni
umeét najit i-ty nejmensi nahrdelnik, aniz bychom vsSechny nahrdelniky vyjmeno-
vali. Ackoliv podobné algoritmy jsou znamé t¥eba pro permutace, nalezeni i-tého
nejmensiho nadhrdelniku v polynomialnim case je stale otevieny problém.

Pokud vas teorie nahrdelnikid zaujala stejné jako mne, doporucuji zacist se
do knizky Combinatorial Generation od Franka Ruskeyho (dostupné i online).
Program (C) — generator skupin:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-generator.d
Program (C) — kodér:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-koder.d
Program (C) — dekodér:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-dekoder.d

Martin ,Medvéd“ Mares

24-5-3 Struktura organizace

Obecné Feseni

Aby skupina mohla komunikovat, musi existovat né&jaky $éf, ktery ma (nepii-
mo) podfizené vSechny zaméstnance. To plati i pro podskupinku zaméstnanct,
kterou posleme do akce.

Pro jednoduchost tedy zvolme $éfa skupinky (S), ktera jde do akce. Kazdy
z jeho pfimych pod¥izenych (P) bud do akce jit nemusi, nebo mize. V prvnim
pfipadé to odpovida jedné varianté (pokud tam nejde P, nemize jit ani libovolny
z jeho (neptimych) podiizenych, jelikoz by nebyl schopen pfedat zpravu napi. S).
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V druhém pripadé lze vzit do akce i né€jaké podiizené P. Pocet moznosti, kolika
zpusoby je lze vybrat, je pfesné pocet moznosti, kolika mizeme vybrat akéni
skupinu, kde $éf bude P.

Celkovy pocet moznosti, kolika vybrat podfizené S, spoCteme uvazime-li, Ze
vybér je nezavisly pro kazdého podrtizeného P, tedy

Moznosti(S) = H (1 4+ Moznosti(P)).
Pepodrizeni S

Pokud chceme zjistit pocet skupin s libovolnym Séfem, stacéi secist pocty
moznosti pres vSechny vedouci, tedy

AkénichSkupin = Z Moznosti(S).

Sevsichni

Tahle myslenka se v programu implementuje pfimocafe, ¢asova slozitost bu-
de O(NM), kde N je pocet zaméstnanct a M ¢as potifebny na jednu aritmetickou
operaci. Aritmetickych operaci vskutku provedeme O(N), jelikoz operace uvnitf
>~ nebo [] miizeme ,natctovat* podfizenym, ktef{ se jich tiastni, a kazdému
podfizenému takto natctujeme nejvyse konstantni pocet operaci.

Obrovska ¢isla a Karacubuv algoritmus

Proc¢ je ale ve slozitosti zminovano M? Bohuzel pocet moznosti, kolika lze
poskladat skupinku, roste rychle. Horni odhad je pocet moznosti, jak vybrat
libovolnou skupinku zaméstnanct (2%V), a neni pfili§ nadhodnoceny. Uvazime-li
napf., ze $éf S ma K piimych podfizenych a dal$i zaméstnanci neexistuji, bude
pocet moznych skupin vyslangch do akce 25 + K, coz se od trividlniho odhadu
(2K+1) p¥lis nelig.

Potfebujeme tedy pocitat s obrovskymi ¢isly, kterd maji C = O(N) cifer.
Budeme je v paméti reprezentovat jako pole ¢islic. S¢itani pak lze stihnout v ¢a-
se O(C) veelku triviadlné. S nasobenim je to horsi. Ukazeme si zde, jak dvé &isla
vynasobit v dase O(C°823) pomoci Karacubova algoritmu.

To, ze ¢isla ukladame po cifrach, je podstatné. Existuji reprezentace (napt.
pomoci zbytki), ve kterych jde nésobit i séitat v ¢ase O(C). Problém pak maji
s vypisem vysledku.

Zakladni myslenka Karacubova algoritmu je rozdél a panuj.#! Necht nasobi-
me ¢isla A a B o C cifrach. Rozdélme si kazdé na 2 ¢isla Ay, a Ag 0 C/2 cifréch tak,
7e bude platit A = A,10°/2 4+ Ay (efektivné poloviny ¢isla dle cifer v desitkovém
zapisu), pro B analogicky. Pak plati A- B = A, B, 10€ + (A, Bg+ AgBj,)109/2 4
AqBg, efektivné tedy potiebujeme kromé séitani 4 nédsobeni (vynechdme-li naso-
beni mocninami desitky, coz je v8ak v zapisu po cifrach jednoduchy posun).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—-panuj|

176


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

Vzorova fesSeni Roénik dvacaty ¢tvrty, 2011/2012

Podivejme se na nasobeni poradné. S A, B, a A;Bg moc neprovedeme,
s ApBg + AygBj, se vSak da jesté pracovat. Konkrétné lze snadno nahlédnout,
ze

ApBg+ AgBp, = (Ah + Ad)(Bh + Bd) — A B, — AygBg.

Hle — posledni dva sou¢iny uz zname. Spocteme tedy souéiny Maly = AyzBy,
Stredni = (Ap + Ag)(Bn + Bg) a Velky = A, By, a pak plati A-B = Maly +
(St¥edni — Maly — Velky) - 10°/2 4 Velky - 10€. Tim jsme zredukovali poéet po-
tfebnych nasobeni na tfi.

Cas potfebny k spoéitani soucinu ¢&isel o C cifrach, T(C), lze tedy vyjadrit
jako T(C) = 3T(C/2) + fC, kde f je vhodn4 konstanta. Cas fC odpovidd casu
spotfebovanému na scitani, posouvani apod., vSe jde stihnout linearné ¢i lépe
vzhledem k poctu cifer. Vyfesenim takovéhle rekurence zjistime, Ze nasobeni
spotiebuje ¢as O(C'9823) ~ O(N1:58%),

S timhle nasobenim (a uvazenim, ze C' = O(NN)) tedy bude program mit ¢a-
sovou slozitost O(N - N'°823) ~ O(N?258%) a pamétovou O(NH), kde H je pocet
hladin stromu, tj. kolik (nepfimych) $éf m4 libovolny zaméstnanec maximélné
nad sebou (+1).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-karacuba.pasg

Binarni stromy

V pfipadé, Ze strom zaméstnancii je Gplny bindrni (coz jsme zadavali jako
podulohu), lze algoritmus zjednodusit. Konkrétné vime, Ze oba podstromy synt
budou pro kazdy vrchol stejné. Tedy i po¢ty moznosti, kolik skupin muzeme
stvorit, se bude shodovat.

Pro $éfa v hloubce h (velky $éf ma hloubku 0, jeho p¥imi podtizeni 1, atd.)
bude tedy platit

Moznosti(hloubka h) = (1 + Moznosti(hloubka h + 1))?,
samoziejmeé ze pro listy (zaméstnance bez podiizenych) plati Moznosti = 1.

Dale v hladiné s hloubkou h bude 2" zaméstnanctl. Poéet akénich skupin

pak bude
H

AkénichSkupin = Z 2" . Moznosti(hloubka h).
h=0
Tohle lze stihnout spocitat v ¢ase O(HM), kde H je hloubka stromu (H =
[logo(N +1)]) a M je opét naro¢nost nasobeni. Celkové (s Karacubovym algo-
ritmem) bude éasové slozitost O(N'°€:2 -1log, N).

Rychlejsi nasobeni

@ @ Nésobeni nas evidentné brzdi. Neni mozné jej stihnout rychleji? Lze uka-
zat, ze Karacubuv algoritmus je soucasti t¥idy algoritmi Tooma a Coo-
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ka, které spocitaji nasobeni v dase O(C08(2k—1)/108(k)) kde k je piirozené Eislo.
Pro kazdé € > 0 tedy mizeme zvolit dost velké k tak, abychom néasobili v case
O(CY*¢); konstanta v O pfitom s klesajicim & obludné roste.

Naznacme si vSak, jak pracuje jeden z (asymptoticky) nejrychlejsich algorit-
mu na nasobeni, Schénhagetv-Strassentv algoritmus — pocita soucin ¢isel v Case
sledky z algebry, nebudu zde jeho spravnost dokazovat, ¢tenar si v pfipadé zajmu
jisté vyhled4 tento algoritmus detailné sdm. (Doporucuji se podivat i na Carmi-
chaelovu funkei, ktera souvisi s volbou zékladu p okruhu Z.)

Zakladni myslenka je, Ze vynasobeni frekvencnich koeficientt po provedeni
Fourierovy transformace odpovida konvoluci v ,,pfimém“ obrazu.

Uvazujme Fouriertiv obraz daného ¢isla A. To je n&jaky vektor F[A], pro
jehoz k-tou slozku plati:

c-1
FlA =) Ajalk.
j=0

kde A; je j-ta cifra A, a C-t4 odmocnina z jednicky (primitivni, tj. takova, ze
a* £ 1 pro 0 < k < C), analogicky pro B. Definujeme-li Fouriertiv obraz D jako
souc¢in Fourierovych obrazi A a B, tedy

F[D]i = FlAlx - F[A],
pak bude platit
Dy =Y A;Bi_j,

J
pricemz suma jde pres vSechny hodnoty, kde s¢itanci maji smysl. Vzhledem k této

definici vSak plati
A-B =Y D;10%.
k

Tedy bude stacit jen znormalizovat zpét Dy na cifry (jelikoz konvoluce nezaru-
¢uje, Ze vyjdou jednotlivé cifry, ale jen ze pfedchozi suma je rovna soucinu).
K implementaci budeme potfebovat znat jesté inverzi Fourierovy transfor-
mace, ktera lze zapsat jako
=
—jk
Dp=5 > FIDJja 7,
j=0
a zpisob, jak rychle spoéist Fourierovu transformaci (inverze evidentné, az na
normalizaci, je Fourierova transformace s pouzitim primitivni odmocniny 1/a) a
dale jak najit ono ¢islo «, aniz bychom ztraceli pfesnost.
Prvni problém lze vyfesit pouzitim algoritmu pro rychly vypocet Fouriero-
vy transformace, v implementaci je pouzit Cooleytav-Tukeytv algoritmus, ktery
pracuje v ¢ase O(C'log C).
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Problémtim s pfesnosti se nevyhneme, pokud budeme pocitat Fourierovu
transformaci klasicky, tj. v komplexnich ¢islech. Pomize ale pfesunout se do
néjakého koneéného okruhu, v nasem pripadé do celych ¢isel modulo 469 762 049
(kde 33 je primitivni 226-t4 odmocnina z jednicky).

Po pouziti tohoto algoritmu bude cely program pracovat v Case
O(C?log Cloglog C).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-s-s.pag

Pavel Cizek

Medvédi pozndmka: Ani Schonhagetv-Strassentv algoritmus neni poslednim
slovem v oblasti rychlé aritmetiky. S pouzitim takika ddbelskych trika se d4 naso-
bit i v linearnim case. O téchto algoritmech a fascinujici historii jejich objevovéani
znamenité vypravi pan Donald Knuth ve svych Seminumerical Algorithms (2. dil
jeho veledila The Art of Computer Programming). Pokud by vés zajimalo, jak se
takové véci délaji, rdd se necham premluvit k ptlnoc¢ni pfednasce na soustiedéni.
A pokud touzite ,,jen“ po pochopeni Fourierovy transformace, zkuste nahlédnout
na stranky prednasky z ADS2.42

Martin ,Medvéd“ Mares

24-5-4 Sraz na namésti

Napred chvili pfedpokladejme, Ze architekt namésti byl pti smyslech a udélal
fesi 1épe postupné. Taktéz predpokladejme, ze zadné dva vrcholy nemaji stejnou
y-ovou soutadnici. Programu to nijak nevadi (pokud se vrcholy se stejnou y-ovou
soutadnici prochézi napt. zleva doprava), ale ve vysvétlovani by rusily.

Vsimneme si, Ze alespon jedna z nejdelSich vodorovnych tseéek bude koncit
ve vrcholu. Pokud se totiz podivame na néjakou tisecku, ktera nekonci ve vrcholu,
tak bud neni od kraje ke kraji, nebo obéma konci konéi na hrandch namésti. Tyto
dvé hrany jsou bud rovnobézné, potom usecku miizeme posouvat jak nahoru, tak
dold, dokud nenarazime na vrchol, aniz by se zménila délka. A nebo tyto hrany
rovnobézné nejsou, ale v tom pripadé se jednim smérem od sebe vzdaluji, tisecku
tedy miZzeme posunout timto smérem a tim ji prodlouzit.

Tedy pro vyfeseni problému s konvexnim naméstim nam staci zamést jej
pfimkou odshora dolti (coz bylo ukdzano v geometrické kuchaice v této knize).
Budeme si udrzovat, ktera hrana je aktivni na levé a na pravé strané. V kazdém
vrcholu spocitame délku tsecky od tohoto vrcholu k protéjsi aktivni hrané. Poté
vyménime aktivni hranu na strané, kde se nachazel vrchol.

42 http://mj.ucw.cz/vyuka/ads2/
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Nyni, co za problémy nam pfinese nekonvexnost namésti? Prvnim je to, Ze
z vrcholu uz nemusi vést jedna tisecka nahoru a druhé doli. Muze se nam stat, ze
obé& vedou nahoru nebo obé dolti. A z toho plyne dalsi drobny problém. Usecka
uz ted nemusi byt v dané vysce jen jedna, ale mtize jich byt nékolik vedle sebe,
oddélenych od sebe zuby.

Jak to vyTesime? Jednotlivé tsecky, co aktualné existuji, si ulozime do vy-
hledavaciho stromu, v poradi odleva doprava. Jejich konce se sice stdle méni,
proto nemohou byt ulozené, ale to nevadi, mizeme ulozit hrany, na kterych ty
konce lezi, a pocitat je prubézné dle potieby. Jejich poradi ztuistane po cely Zivot
usecky stejné.

Kdyz potkame vrchol, ktery ma jednu svou tsecku nahoru a jednu doli,
najdeme usecku, kterd v té horni konéi, a hranu v ni nahradime. Pokud ma
vrchol obé hrany dold, pak bud déli existujici tsecku na dvé (pokud se namésti
nachdzi na vnéjsi strané thlu), nebo vytvaii novou usecku zacéinajici v tomto
vrcholu.

Pokusime se tedy najit tsecku, ktera tento bod obsahuje. Pokud existuje,
tsecku rozdélime na dvé. Pokud ne, vytvoifime novou tsecku. Vrchol, kde vedou
obé hrany nahoru, funguje obdobné, jen dvé tsecky spojujeme nebo aktudlni
jednu tsecku uvnitf zubu mazeme.

V kazdém pripadé zjistime délku té tsecky, na kterou jsme sahli. V pfipadé,
ze rozdélujeme nebo spojujeme, uvazujeme tu vcelku, nebot je to ta nejdelsi,
kterou mame k dispozici.

Nyni, k odhadim slozitosti. Pokud ma ndmésti n vrcholu, tak ma také tolik
hran. Ve stromu budeme mit maximdalné tolik tsedek, nebot ke vzniku nové
usecky potiebujeme vzdy vrchol. Takze pamétova slozitost bude linearni. Na
zaGatku potiebujeme vrcholy set¥idit a délame O(n) operaci na stromé, kde kazda
operace trvd O(logn). Dohromady mame tedy ¢asovou slozitost O(n -logn).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-4.cpg

Michal ,Vorner“ Vaner & Lucka Mohelnikovd

24-5-5 Rezani kabelu

S tlohou o Fezani kabeld se mtzete setkat na Medvédovych cviéenich z Pro-
gramovani II na Matfyzu jako s fezanim tramu. Mozna budu nosit diivi do lesa,
nez s nim dojdu na pilu, ale rdd bych Gvodem fekl néco o feSenich, ktera nikam
nevedou. Nebojte, optiméalni feSeni také zminim a nakonec se dozvite i par slov
o tom, jak tuloha souvisi s kompresi dat.

Zopakujme ve struc¢nosti zadani: Kabel o délce K mame nafezat na n kusi
zadanych délek ky az k,,. MizZeme pritom vzdy fezat jen jeden kus na dva; takovy
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fez ndm zabere tolik ¢asu, jako je délka rezaného kusu. Hledame postup, kterym
nafezeme cely kabel za nejkratsi moznou dobu 7.

Hruba sila

Hruba sila da spravny vysledek vzdycky. Bohuzel, tady je pfilis hruba i pro
velmi malé vstupy.

Kustum, jejichz délky jsou na vstupu, fikejme zdkladni kusy. Do podoby
ptivodniho kabelu je za sebe miizeme slepit n! zptisoby.*3

Na kabelu si mizeme udélat rysky, podle kterych budeme fezat a kterych
bude pro kazdy zpiusob n — 1. Pocet fezu je to jediné, ¢im si mizeme byt docela
jisti — nékteri z vas vidéli spojitost se znamou tlohou o lamani ¢okolady, ale
rysky podle mé davaji jesté jednodussi predstavu; podle kazdé oc¢ividné musime
kabel prefiznout praveé jednou.

Riznych pofadi vybéru rysek je (n — 1)!. Udrzujeme si v paméti dosavadni
nejlepsi postup fezani a v Case linedrnim vzhledem k n s nim porovnavame kaz-
dy nové vygenerovany postup. Celkem tedy hruba sila trvd O(n!-(n — 1)!-n) =
O((n!)?). To je mnohem, mnohem, mnohem hor#f nez exponencialni. Pamét O(n)
nas pak ani nebude zajimat a honem pobézime hledat néco, co ma Sanci dobéh-
nout pred koncem svéta. (Takze do zimy.) ;-)

Heuristiky s ptlenim délek

Nemalo z vés pfistupovalo k tloze s dobrou intuici, ze se vyplati kabel nej-
prve roziiznout nékde ,uprostied”, abyste Cas na fezani velkého kusu investovali
jednou a fezali pak uz jen mensi kusy.

Takto vagni popis algoritmu se rozrostl v celou fadu heuristik, bez vyjimky
chybnych. Samotné rozdéleni kusi do dvou v souctu stejné dlouhych skupin je
problém dvou loupezniki,** o kterém jsme loni méli tlohu a ktery patii mezi
tézké problémy.*® P¥iklad ze zadani je pfimo protipiikladem na heuristiku ze
zmitiované loiiské dlohy (rozdélovani od nejdelsich kust). Nemohu vyloudit, ze
néktery z algoritmu jdoucich timto smérem bude dost blizko korektnimu FeSent,
ale vazné o tom pochybuji.

Hladové lepeni — optimalni algoritmus

Jak mélo vypadat optimalni feseni? Mélo se na to jit z opacného konce.
Misto abychom kabel fezali, budeme ho z uz nafezanych kouskt lepit. Potom
jenom pustime zaznam postupu pozpatku.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Permutace
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-4-3/resenil
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke—-problemy|
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Lepit k sobé budeme vzdycky dva nejkratsi kusy kabelu, které zrovna méame.
Opakujeme, dokud nemame cely kabel. Je to tak prosté, az se nechce véfit, ze je
to spravné. Korektnost postupu si ale hned dokazeme.

Nejprve si vSimneme, co se stane, kdyz budeme lini. Liny programator ne-
vyhodnocuje aritmetické vyrazy, jenom k nim pfipisuje dalsi operace. Pokud si
v prubéhu lepeni poznamenavame délky slepenych kust ling, dojdeme k tomu,
ze kazdy zdkladni kus (jeden z n kust na vstupu) pfispéje do celkového ¢asu
tolikrat, kolikrat se iCastnil lepeni sam nebo jako soucast uz slepeného kusu.

Uz z tohoto pozorovani je mozné uhodnout, ze bude moudré lepit nejdiiv dva
nejmensi kusy, protoze u téch nejméné vadi, Ze se budou lepeni ¢astnit vickrat.
Exaktni dikaz povedeme sporem. Oznacme si [; pocet lepeni, kterych se ti¢astnil
zékladni kus i, ¢as Fezani T} = Y. | k; -[;. Optimalni ¢as fezani T* = min; T}.
Optimdlnim postupem myslime postup, ktery trval dobu 7.

Dokazovat budeme tvrzeni, ze dva zakladni kusy x a y, které se v néjakém
optimélnim postupu tcastnily nejvice lepeni a jako prvni se slepily spolu (I, =
ly, = maxi<;<nl;), jsou ty dva nejkratsi (k; = min; k;; ky = min;, k;; tedy
ky < ky < k;Vi). Kdyby v optimalnim postupu z a y nebyly dva nejkratsi kusy
kabelu, musel by existovat kus z # x o délce k. < k,. Tento kus by se diky
volbé [, Gcastnil [, < I, lepeni. Prohodime [, a I,, jinak postup zachovame.

l; =1,
=1,
Il =1vi¢ {y, 2}
Pokud I, = [, ¢as Tezdni T; se prohozenim nezménil a postup uz vyhovuje

tvrzeni. Chtéli jsme, aby néjaky takovy postup existoval.

Pokud I, < I, prohozenim jsme ¢as T; snizili, protoze I, -k, + 1, - k, > l; ky +
I’ - k. alevou dvojici séitancti jsme v T} p¥i pfechodu k I/ vyménili za pravou. Cas
po prohozeni T;r < Tj, ale predpokladali jsme T; = T, coz je spor s pfedpokla-
dem. Lepsiho nez optimélniho ¢asu fezani dosdhnout nemizeme, takze puvodni
postup nebyl optimalni.

Tvrzeni dokdzano a s nim i korektnost algoritmu. Zapomeneme, Ze jsme x
a y slepili, a po nalezeni zbytku optimalniho postupu si na to zase vzpomeneme;
v tom tkvi celé kouzlo.

SloZitost optimalniho Feseni

Jakou mé nas algoritmus slozitost? To zalezi, jak chytfe budeme pribézné
hledat nejkratsi kusy. Dobré je vlozit vSechny délky kust do haldy a vzdycky
dva nejkratsi slepit a vysledny kus zase vratit, dokud nebudeme mit cely kabel.
Pfi jednom lepeni potifebujeme dva vybéry minima z haldy a jedno vloZeni do
haldy. Tyto operace s haldou trvaji O(logn), protoze v haldé mame < n kusi.
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Jak uz jsme zjistili diiv, lepeni je n — 1, celkem tedy potfebuje nas algoritmus
¢as O(nlogn). Paméti potfebuje O(n) kvili haldé.

Pokud bychom chtéli vypisovat na vystup fezy a ne lepeni, mohli bychom si
lepeni ukladat na zasobnik a na konci programu je vypsat. Casové ani pamétové
naroky algoritmu to nezhorsi.

Pti implementaci haldy si musime dat pozor, aby zvladala pracovat s dupli-
citnimi kli¢i. Pokud v haldé mame dvé stejna ¢isla, je zcela o¢ividné jedno, které
z nich vybereme. Kdybychom v jiné tloze méli v haldé slozitéjsi objekty, uz na
volbé zalezet muze.

Drobné vylepSeni

Jesté si muzeme rozmyslet, ze haldu programovat nemusime. Staci si vSim-
nout, ze kazdy dalsi slepeny kus je nejméné tak velky, jako je ten predchozi.
Kdyz je budeme davat do fronty, budeme je z ni vybirat v setfidéném potradi.
Algoritmus tedy mutzete najit ve vzorové implementaci zhruba takto:

. Nacti pocet kusi kabelu n, pokud n < 2, skondi.
. Nacti délky kusu k.
. Set¥id k vzestupné.
. Vytvor frontu délek slepenych kusi s, vystupni zasobnik o.
. Vyber do a, b prvni dva prvky k.
. Do o uloz (a, b), do s pfidej a + b.
. Proved (n — 2)-krat. ..
® Vyber minimum a z el front k a s a z pivodniho umisténi ho odeber.

N O Ut s W N

® Vyber minimum b z el front k a s a z pivodniho umisténi ho odeber.
® Do o uloz (a, b), do s ptidej a + b.
8. Kazdou dvojici z o vypi$ ve formatu "(a+b) -> a + b".

Mitizeme si v§imnout, Ze nejpomalejsi na celém postupu je tiidéni; pokud po-
uzijeme néktery z rychlych algoritmi,*® zfistaneme na éasové slozitosti O(nlogn).
Pokud ale dostaneme vstup uz setfidény, miazeme si polepsit — zbytek algoritmu
totiz bézi v éase O(n), jelikoz béhem kazdého lepeni délame jen konstantni pocet
operaci konstantni slozitosti.

Dynamika? Pomala. ..

Nékteré z vas mohlo napadnout, Zze by mohlo existovat feSeni zaloZené na
dynamickém programovéani; jedno takové jsem dokonce dostal. Pivodné jsem
nevéfil tomu, ze funguje, ale opravdu je to tak. OvSem je pomalé a tézkopadné
proti tomu, které jsem uz ukézal. V podstaté se zakladd na piistupu hrubou
silou, ale navic potfebuje diikkaz celkem netrividlniho tvrzeni.

46 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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To tvrzeni tika, ze v feSeni hrubou silou neni potieba zkouset vSechna rtizna
poradi nafezanych kust, protoze kdyz najdeme nejkratsi postup fezani pro setii-
dénou permutaci, jde upravit na nejkratsi postup pro kazdou jinou. Set¥idénou
permutaci myslime takovou, ze délky kusti na kabelu zleva doprava rostou. Di-
ky tomuto omezen{ rozsahu tlohy srazime slozitost hrubé sily na O(n!), coz je
jenom mnohem pomalejsi nez exponencialni — dalsi dvé ,mnohem* uz si mohu
odpustit. Kdyz navic pfidame dynamické programovani, ziskdme uz polynomialni
algoritmus.

Ten zkousi, podle které rysky v pevné daném, setfidéném poradi zakladnich
kust je nejvyhodngjsi zacit Fezat. Pro kazdou z O(n?) posloupnosti po sobé
jdoucich zakladnich kusi postupné spoc¢itd minimalni cas, za ktery jde nafezat.
Postupuje pfitom od téch, které obsahuji nejméné kusii, po ty, které jich obsahuji
nejvice. Jednokusové posloupnosti jdou narezat trivialné za nulovy c¢as. Pro delsi
budeme pocitat ¢asy fezani zacinajicich vybranou ryskou, z nich minimum pres
vSechny rysky uvnitf této posloupnosti.

Rez podle vybrané rysky rozdéli posloupnost zakladnich kust na dvé krats,
pro které vysledek uz zname. Spocitame tedy minimalni ¢as fezani posloupnosti,
které zac¢ina timto fezem. Casy Fezani kratdich posloupnosti seéteme a pFicte-
me k nim c¢as potfebny pro jejich oddéleni, tedy celkovou délku pravé rezané
posloupnosti. (Redlnou délku, uz ne v poétu kust!)

Casy si miizeme v priibéhu vypoétu uchovavat tfeba v tabulce (matici, vi-
cerozmérném poli), kterou budeme indexovat délkou posloupnosti (opét v poétu
kusti) a pofadovym ¢islem rysky, na které zacind. Posloupnost délky n kusi je
jen jedna, cely kabel. V jemu odpovidajici butice najdeme na konci vypoctu
miniméalni celkovy Cas rezani.

Ted jesté najit i konkrétni postup. Je to klasickd dynamika...Pro kazdou
posloupnost si budeme pamatovat (v extra tabulce), ktery fez je pro ni nejvy-
hodnéjsi provést jako prvni. To uz v pritbéhu vypoctu zjistujeme, tak si to ted
budeme i pamatovat. Z takové informace uz je na konci vypoctu postup rezani
celého kabelu trivialni sestavit.

Algoritmus ziskany metodou dynamického programovéni potiebuje O(n?)
paméti kviili tabulce pro rekonstrukcei postupu a O(n?) ¢asu, protoze pii vipoctu
hodnoty kazdé z O(n?) bunék tabulky spotiebuje ¢as O(n) na hledani nejlepsi
rysky.

Cas t¥idéni délek kusii je asymptoticky mensi nez O(n?), takze sloZitost
nezvysi, bungk tabulky je O(n?) proto, #e tolik je riznych dvojic zacatek-konec
posloupnosti.

Pfipominam, Ze jsme nedokézali onen netrivialni predpoklad, ze staci alohu
vytesit pro setfidéné poradi zakladnich kusi. Dikaz nechavam jako cviceni pro
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pokrocilé. Kdybyste ho nemohli vymyslet a moc vas zajimal, zeptejte se mé
mailem nebo radéji na féru.

Bodovani

Za prehledné popsany optimélni algoritmus vcetné vypoctu casové a pamé-
tové slozitosti, se zdtivodnénim korektnosti (ditkaz jsem nechtél, ten by byl za
bonusovy bod) bylo mozné ziskat plny pocet 9 bodd. Za Spatné popsany opti-
malni algoritmus, u kterého jste se slozitosti ani korektnosti viibec nezabyvali,
jste dostavali 6 bodu. Stejny pocet boda jsem mél v planu dévat i dobfe popsa-
nym algoritmtim se zdtivodnénim korektnosti a vypoctem slozitosti, které nejsou
optimalni, ale porad bézi v polynomialnim case. Ptisel mi ale jen jeden 4bodovy
s divokym popisem a bez zdiivodnéni korektnosti. Ten mi zabral na opraveni nej-
vic ¢asu. Pamatujte, ze pocet pridélenych bodi je nepfimo timérny casu, ktery
opravujici org nad feSenim stravi. ;-)

Méné nez ¢tyfi body dostavala FeSeni, kterda nefungovala nebo nebyla poly-
nomialni. Pouzitelné jsou totiz obé kategorie zhruba stejné. Nulu nedostal nikdo;
konkrétni pocet bodu jsem udéloval podle pritomnosti uziteénych pozorovani
o tloze, ptehlednosti vyjadfovani (ani nad nefunkénim FeSenim nechci stravit
odpoledne) a za snahu.

Souvislost s kompresi dat

Na konec slibovana perlicka ohledné komprese dat. Jak spousta z vas po-
stfehla, na postup fezani je mozné se divat jako na binarni strom. Zakladni kusy
tvori listy, slepené kusy tvofi vnitini vrcholy, cely kabel je kofen. Zaroven kazdy
vnitini vrchol ma pravé dva syny a pfredstavuje jedno fezani.

Zapomenme na to, ze Slo o kabely, k zdkladnim kustim pfipiSme pismena
abecedy a na délky kabelu se koukejme jako na ¢etnosti pismen v néjakém textu.
Na hrany sméfujici doleva napisme nuly, na hrany sméfujici doprava jednicky a
uZ po cesté z kotfene do listu mtzeme ¢ist kdd, kterym budeme znak zapisovat.

Diky tomu, Ze pismena jsou jenom v listech, neni Zadny kéd prefixem (pfed-
ponou) jiného, takze text zapsany pomoci takto zakédovanych pismen je jedno-
znacné dekddovatelny.

Kdyz se znovu podivame, co je vlastné ¢as Fezani, zjistime, Ze je to vazeny
soucet délek kédu, kde vahy jsou Cetnosti znaki. To je ale pfeci celkova délka
zakédovaného textu! Jak jsme o kousek vys dokézali, mensi uz byt nemuze. ..

Tomuto optiméalnimu prefixovému kédu se fikd Huffmanovo kédovéani.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-5.4

Tomds ,,Palec” Malecek
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24-5-6 Minové pole

Je zfejmé, Ze minové pole samotné ma velikost O(MN) a celé je musime
vypsat, budeme se tedy snazit o pravé takovou slozitost.

Nejprve jednorozmérnd varianta: tam obdélniky popisujici dosah min (déle
jen obdélniky) jsou vlastné usecky, a tak nés jen zajima, kde na Fadce zaéinaji a
kde konéi.

Uvédomime si, Ze nas casto budou zajimat hranice, a tak si vytvorime pole
o délce n+1, které misto policek v matici obsahuje informace o hranéch ¢tverecki.
To ndm pomuze vyfesit piipady 1 x 1.

Toto pole budeme chtit projit pravé jednou, a tak si do néj ulozime levé a
pravé hranice obdélnikt na vstupu. Na levou hranici uloZime +1 a na pravou -1.
Pak budeme prochéazet nase pole hranic zleva doprava, v pomocné proménné bu-
deme udrzovat soucet plus a minus jednicek, a kdykoli budeme uvnit# ¢tverecku
(tedy mezi hranicemi), tak vypiSeme pomocnou proménnou.

Ted jesté tu t8z8i ¢ast algoritmu — dvourozmérné obdélniky. Nedala by se
stejna myslenka s plus a minus jedni¢kami pouzit i pro obdélniky? Dala, vyfesime
nejprve sloupecky a pak zopakujeme nas pivodni, fadkovy postup.

Chtéli bychom, aby na konci druhé faze v pomocné matici mél kazdy obdél-
nik na pfislusnych fadkach jednu +1 a jednu -1 pfesné tam, kde je jeho leva a
prava svisla hranice.

Tohle by ale hravé vytvoril nas ptivodni algoritmus, pokud bychom jej spus-
tili na sloupecky, do levého horniho rohu vlozili +1, a do levého spodniho rohu
-1. To vyftesi levou hranici, pro pravou hranici udélame to samé, jen s opa¢nymi
znaménky.

Pro poradek sesumirujeme: levy horni roh dostane +1, pravy horni -1, le-
vy spodni -1 a pravy spodni +1. Spusténi algoritmu na sloupecky vytvoii levou
hranici obdélnikt z +1 a pravou hranici obdélnikli z -1. V matici samoziejmé
Casné, stejné jako v jednorozmeérné varianté. Spusténi algoritmu znovu, ale nyni
na Fadky, uz doda spravné soucty do policek.

Casova slozitost byla opravdu O(M N), protoZe jsme nejprve za kazdy obdél-
nik ulozili ¢tyfi hodnoty do matice, a pak ji dvakrat prosli — jednou po sloupcich
a jednou po Fadcich. Matici jsme méli pouze jednu, o velikosti (M +1) x (N +1),
a tak je pamétova slozitost stejnd jako Casova.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-6.4

Martin Bohm
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24-5-7 Cesta pres hranice

Mapa mést je vlastné ohodnoceny neorientovany graf, ve kterém jsou nékteré
vrcholy celnicemi. Pro jednoduchost bude Linz vrchol A, Pasov vrchol B a Praha
vrchol C.

Jednodussi varianta tlohy je vlastné jen hledani nejkratsi cesty mezi vrcholy
A a B a pak mezi vrcholy B a C, kde pfi cestovani musime zohledniovat, i kolika
celnicemi jsme projeli. Na vzdalenost mezi dvéma vrcholy se budeme divat jako
na dvojici ¢éisel (4, j), kde i je pocet celnic, kterymi jsme projeli, a j je vzdalenost,
kterou jsme pfi tom urazili.

Tyto dvojice pak budeme porovnavat lexikograficky, tedy (¢, j) < (k,l) pravé
tehdy, kdyz ¢ < k nebo i = k & j < I. Nyni jen sta¢i pouzit Dijkstrav algoritmus
a prfi porovnavani vzdalenosti zohledniovat pocet projetych celnic a mame vysle-
dek. O detailech Dijkstrova algoritmu se mtzete doc¢ist v nasi kuchatce o haldé
a Dijkstrové algoritmu.*”

Nyni k t&z81 varianté. Opét hleddme nejkratsi cestu z A do C' pres B, akorat
s tim rozdilem, Ze kazdou celnici zapoéitavame jen jednou. Je dulezité si uvédo-
mit, Ze nemusime nutné pouzit nejkratsi cesty A do B a z B do C, protoZe se
nam muZe stat, ze méné vyhodnou cestu z A do B pak efektivné vyuZzijeme pii
cestovani z B do C.

Po chvilce pfemysleni si v§imneme, ze v nejkratsi cesté urcité bude existovat
vrchol X takovy, Ze nejdfive jdeme z A do X, pak z X do B, poté se z B vracime
zpét do X a nakonec cestujeme z X do C.

Jinymi slovy pfi cesté z B do C nejdiive jdeme po stejné cesté, po které jsme
prisli, pak se od ni odpojime ve vrcholu X a uz cestu z A do B nikdy kfiZovat
nebudeme.

Yrve

nové nalezeném useku.

Nyni, kdyz vime, Ze nejkratsi cesta takovy vrchol X obsahuje, tak muzeme
zkusit vSechny moZnosti toho, ktery to bude (véetné vrcholi A, B, C). Pokud
zvolime vrchol X pevné a vzdalenost X a A bude (4, 7), vzdalenost X a B bude
(k,1) a vzdalenost X a C bude (m,n), tak celkova délka trasy pfi vyuziti X bude
(i +k+m,j+ 2 +n).

Jako X tedy vyzkousime vSechny mozné vrcholy a nejmensi vypocitana hod-
nota bude nasim FeSenim. Ke kompletnimu feSeni ndm uz jen zbyva spocitat
vzdalenosti z vrcholi A, B, C' do vSech ostatnich vrcholi a to udélame tak, Ze

47 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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pro kazdy z nich zvl4st spustime Dijkstriv algoritmus a tim naptiklad zjistime
vzdélenost vrcholu A od v8ech ostatnich vrchold.

Casova, slozitost obou variant je stejné jako ¢asové slozitost Dijkstrova al-
goritmu, tedy O(n?), nebo O((n + m)logn), pokud v Dijkstrové algoritmu pou-
Zivame haldu.

Ve vzorovém zdrojovém kédu muzete vidét Feseni tézsi varianty v jazyce
C++. Pro prehlednost hlavnich ¢asti algoritmu neni poc¢itana vysledna cesta, ale
pouze optimalni vzdéalenost.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-7.cpy

Karel Tesar

24-5-8 Jak hraje deskovky poéitac?

Ukolem bylo prozkoumat Dvonn a zamyslet se nad sou¢astmi algoritmu Alfa-
beta, které jsou specifické pro tuto hru. To je pravé zajimava ¢ast vyvoje umélé
inteligence robota hrajiciho hru, pokud je kostra algoritmu jiz dand. Do Dvonnu
se sice pustili jen dva odvazlivci, nicméné obé feseni se mi libila.

Nezarucuji, ze zde predvedené myslenky povedou k nejlepsimu moZnému
pocitacovému soupefii, urcité lze toto feseni v mnohém jesté vylepsit. Pfedpoklé-
déna je alesponipovsechnd znalost pravidel.#® Tahem se mysli tah jednoho hrace
(nekdy také ptltah).

Zamérime se predevsim na ¢ast hry po rozestaveni kameni. Pro prvni ¢ast,
tedy rozestavovani kameni, je doporucenou strategii davat své kameny na okraj
a co nejblize cervenym kamentim, ale nepokladat moc svych kament vedle sebe.
Podle tohoto popisu je mozné udélat ohodnocovaci funkci pro Alfa-beta prohle-
déavani.

Reprezentace pozice a generovani tahu

Zakladem programu jisté musi byt néjaka reprezentace pozice a na ni posta-
vené generovani moznych tahti. Policka na desce jsou v Sestitthelnikové mfizce,
tu vSak lze reprezentovat piimo jen tézko. Proto policka na desce trochu po-
suneme, presnéji feceno i-tou fadku posuneme o (i — 1)/2 policek a dostaneme
dvourozmeérné pole.

Lépe pujde transformace pochopit z obrazku na nasledujici strané, ktery je
prevzat z TFeSeni Vojty Hlavky. X znamend herni policko, policka S jsou sousedé
P, . je poli¢ko mimo desku (nicméné ve vysledném poli byt musi).

http://deskovehry.blogspot.com/2009/10/pravidla-dvonn.html|
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XXXXXXXXX
XXXXS8SSXXXX
XXXXSPSXXXX
XXXXSSXXXX
XXXXXXXXX
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XXXXXXXXX

V kazdém prvku tohoto dvourozmérného pole musi byt ulozena barva a vys-
ka sloupku (0 pro prazdné policko), a jestli se nékde ve sloupku nachdzi éerveny
kdmen. Jednou moznou implementaci je mit 3 pole, kazdé pro jednu vlastnost.
Spolu s proménnou znacici, kdo je na tahu, mame takto kompletni reprezentaci
pozice.

Generovdani tahtu lze udé€lat jednoduSe prochazenim vsech policek a pro
sloupky (vézicky) hrace na tahu vyhledat, kam mohou sko¢it. Nicméné v kon-
covce, kdy je spousta poli¢ek prazdnych, uz se vyplati generovat tahy chytreji.

Jednou z moznosti je udrzovat si pro oba hrace seznam jejich sloupki na
desce. Ten pak sta¢i projit a podivat se, kam mohou sloupky sko¢it. Seznamy
se vygeneruji pfed prohledavanim a budou se udrzovat pfi provadéni a vraceni
tahd.

vvvvvv

nim vygenerovat vSechny tahy a pak jen udrzovat jejich seznam. Je vSak tfeba
si dat pozor pii odstranovani kament na to, ze bude tfeba smazat mimo jiné i
tahy vedouci mezi odstranéné kameny.

Provddéni tahi je vétsinou pfimocara zéalezitost, v této hie vSak ma hacek:
je tieba zjistovat, jestli se n&jakd skupina kament nestala po tahu nedosazitelnou
od cervenych kameni.

Podivame se proto na okolni kameny pravé odebraného kamene, konkrétné
na to, jestli se vyskytuji v néjakych shlucich (nap¥. dva sousedi vedle sebe, prazd-
né policko, dva sousedi a prazdné policko davaji dva shluky). Shluky mohou byt
maximalné tfi. Pokud je shluk jen jeden a neni skdkano s vézickou obsahujici
cerveny kamen, urcité se nic odstranovat nebude.

Jinak je nejspis nutné spustit prohledéavani, v kterych komponentach ptislu-
Sejicich shlukim jsou Cervené kameny. Asi nejlépe to pujde prohleddvanim do
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$itky, dokud v kazdé komponenté nenajdeme Cerveny kamen nebo ji neprojdeme
celou (v tom piipadé ji odstranime).

Pokud neskéceme se sloupkem obsahujicim ¢erveny kamen, mizeme zastavit
prohledavani uz po odstranéni vSech komponent az na jednu — urc¢ité v ni cerveny
kdmen nékde bude.

P1i prohledavani stromu hry je tfeba tahy i vracet, je tedy nutné udrzovat
si historii provedenych tahd. Vraceni odstranénych kameni lze udélat pomoci
spojového seznamu. Ten se vytvorfi pfi provedeni tahu a pfi jeho vraceni se projde.

Pro Gcely uréeni, kdo vyhral, se hodi udrzovat si soucet vysek sloupku hrace,
coz lze jednoduse doplnit do provadeéni a vraceni tah.

Ohodnocovani pozice a tahi

Ohodnocovani pozice byva pro algoritmy zaloZené na Minimaxu nejspise
tou nejtézsi casti. Na jednu stranu by mélo byt velmi rychlé, vyplati se totiz
prohledavat o jedna hloubéji, nez mit pomalou ohodnocovaci funkci. Na druhou
stranu chceme umét rozlisit slibné pozice od téch Spatnych. Tahle ¢ast Feseni
ulohy je bez praktického vyzkouSeni nejvice diskutabilni.

Z hlediska efektivity neni dobré, aby ohodnocovaci funkce prosla v kazdém
listu prohledavaciho stromu celé herni pole, hodi se tedy udrzovat si nékteré
vlastnosti inkrementalné — ménit je jen pfi provadéni a vraceni taht na zakladé
policek ovlivnénych tim tahem. Z takovych vlastnosti uz se pak mize spocist
vyslednad hodnota v kazdém listu v ¢ase nezavislém na velikosti herni desky.

Prestoze vyhraje ten, kdo ma vyssi soucet vysek vézi¢ek, neni podle toho
mozné dobré ohodnocovat, protoze nékteré vézicky muze jednoduse vzit souper.
SpiSe je zajimavéjsi urcit pro vyssi vézicky pobliz cerveného kamene, kdo by

vyhral, kdyby se o tu vézi¢ku zacalo bojovat (hrac¢i by na ni stfidavé pokladali
kameny).

Je tedy tfeba védét, které kameny mohou na tu vézicku doskocit, a udrzo-
vat si soudet ovladanych vézicek pro oba hrace (ale jen téch pobliz cervenych
kamentt). Na druhou stranu je nutné dét si pozor, jelikoz nékteré kameny mohou
napadat ¢i chranit vice vézi¢ek najednou.

Zajimavou heuristikou muze byt pocet moznych taht, tedy kdo ma vice
tahti, mize 1épe ovliviiovat hru a je ve vyhodé. V koncovce casto vyhraje ten,
kdo zahraje poslednich par tahd, pficemz souper musi kola vynechavat, protoze
mu dosly tahy.

Vyhodné jsou Casto jen tahy vedouci na soupeiiv nebo cerveny kdmen anebo
chranici vlastni vysokou vézicku, ty by mély mit vétsi vliv na hodnoceni. Je vsak
tfeba jejich pocet udrzovat pii provadéni tahd, coz nemusi byt lehké.
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Neékdy je vyhodné mit ve svém sloupku Cerveny kamen, protoze pak s nim lze
uskocit v pfipadé moznosti pfipravit soupere o jeho vézicky. Sloupek s cervenym
kamenem se asi hodi zapocitavat, jen kdyZz ma moznost nékam se pohnout.

Pokud bychom toto dokazali udrzovat inkrementélné, ohodnoceni pozice
hrace by vypadalo takto, pficemz konstanty chtéji jesté doladit:

pocetTahu + 2 - pocetTahuNaVezSoupere +
10 - soucetOvladanychVezicek +

30 - pocetVezicekSCervenymKamenem.

Ohodnoceni pozice z pohledu bilého hrace je pak jednoduse ohodnoceni
bilého minus ohodnoceni ¢erného. Z pohledu ¢erného to samé vynasobené —1.

Alfa-beté se kvuli efektivnimu ofezévani hodi mit tahy sefazené od téch
nejlepsich. Jako prvni se asi vyplati vyzkouSet tahy, které odstrani vice soupero-
vych kamenti nez nasich nebo které tomuto odpojeni napomahaji (po tahu ptijde
skupina odpojit jednim tahem).

A%

Potom byvaji dobré tahy, diky kterym mutzeme néjakou vysokou vézicku
ziskat, a dale ty, pfi nichZ skd¢eme na souperiv kdmen. Az naposledy se vyplati
zkouset tahy, pfi nichz sko¢ime na sviij vlastni kimen, coz je vétsinou nevyhodné.

Herni strom

U hry se casto zkoumaé velikost herniho stromu, aby bylo mozné odhadnout,
jak moc tézké je hru vytesit, tedy najit vyhravajici strategii. Definuje se jako
pocet listi stromu, neboli pocet riznych her, které je mozné sehrat.

Obvykle se neda spocist presné a odhaduje se umocnénim typického vétveni
(po¢tu moznych tahti hrice v né&jaké pozici) na maximélni délku hry (nékdy
maximéln{ az na vyjimeéné dlouhé hry). Pro jednoduchost se omezime na jedno
konkrétni rozmisténi kameni, tj. vynechame prvni ¢ast hry.

Pro Dvonn je mozné odhadnout vétveni poctem kament hrace na zacatku
(23) krat pocet moznych sméra (6), tedy 138. V kazdém tahu hrace se musi
uvolnit alespon jedno policko a na konci musi byt alesponi jedno poli¢ko obsazené,
coz dava 48 ptiltahfi a tedy maximalné 1384 = 5,18 -10'°2 moznych her. Proti
tomu je odhadovany pocet atomu ve vesmiru jako nic.

Skutecnd velikost herniho stromu je samoziejmé o dost nizsi a odhad na
vétveni lze podstatné zlepsit. Muzeme naptiklad vyuzit faktu, Zze pocet sloupki
pri hi'e neustéle klesé a tedy klesa i pocet moznych tahi.

Dalsi véc, kterd se pro hry odhaduje, je pocet dosazitelnych stavi. Jelikoz
jeden stav se ve stromé mize vyskytovat mnohokrat, byva toto ¢islo mnohem

mensi, pfesto vSak porad astronomické. Odhadnout tento pocet shora je pékné
kombinatorické cviceni.
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Slozitost réiznych her a vice informaci lze najit na Wikipedii.*® Tolik v ,krét-
kosti“ pro Dvonn. Pokud vés toto téma zajiméa hloubéji, miZete se mi ozvat. :-)
UZijte si 1éto!

Pavel ,,Paulie” Vesely

49 http://en.wikipedia.org/wiki/Game_complexity]
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