Mili Tesitelé a resitelky!

Drzite v ruce jiz druhy letdk 24. roéniku KSP. Kazd4 série letos obsahuje 8 tiloh a z nich se
5 nejlépe vyresenych zapocitava do celkového bodového hodnoceni.

V tomto roéniku jsou nové v kazdé sérii dvé lehké tillohy pro zacatecniky za mensi pocet bodi.

Nové je také mozno byt pfijat na MFF UK za tispésné feseni KSP. Uspésnym Fesitelem se
stava ten, kdo ziska za cely roénik alesponi 50 % bodt. Za letosni rok ptijde ziskat maximalné

300 bodt, takze hranice pro uspésné tesitele je 150.

Upozornujeme letosni maturanty, ze termin odevzdani paté série bude prilis pozdé na to, aby
patou sérii dohanéli chybéjici body. Diplom tspésného resitele ale mtizeme v pripadé potfeby

zaslat i drive, budete-li mit dost bod1.

Termin odevzdani druhé série je stanoven na pondéli 19. prosince v 8:00 SELC, coz znamen4,
ze papirové feseni byste méli podat na postu do stredy 14. prosince, aby ndm stihlo pfijit.

Reseni piijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Cheete-li s nAmi komunikovat bezpeéné, mtizete si
ovérit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E: A8:34:54:86:69:32:7D.

Také nam TeSeni muzete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

Druha série étyfiadvacatého roéniku KSP

Bylo nebylo, povidali si takhle dva clenové prvobytné po-
spolné spolecnosti, kolik md ktery ovci. Jeden mél done-
ddvna deset ovci, le¢ pred par dny se jedné z nich narodilo
jehné, a nyni md tedy ovci jedendct.

Onen pribytek jedendcté ovce byl sam o sobé radostnou
uddlosti, nicméné jejitho Stastného majitele trdpil drobnj
problém. UZ nemohl jednoduse ukdzat na prstech, kolik ovct
mda, musel ukdzat celjch 10 a poznamenat k tomu, Ze ma
jesté jednu navic.

Kdyz si postézZoval kamarddovi, oba se zamysleli, co s tim.
Po chvili vzal jeden z nich pomérné ostry primitivni ndstroj,
jenZ by se dal oznacit jako nuz, sebral ze zemé delsi klacik
a udélal na ném 11 zarezi.

Moznd tak, moznd néjak jinak vznikla tato primitivni me-
toda pocitdni ovci. Jisté se vsak hodila jednomu z jejich
potomki, ktery tuhle na louce pdsl stado, kdyz tu najednou
zjistil, Ze v sousednim lese hoti. Navic jedind rozumnd cesta
z té louky vedla prdvé tim lesem.

24-2-1 Pozarni poplach 11 bodu

V lese hoii. Pfedstavme si les jako ¢tvercovou sit, na kazdém
policku je budto skala (neprichozi policko), pozéir, nebo
les. Pozar se za jednotku Casu rozsiri na vSechna sousedni
policka, na kterych je jesté les.

Lesem je vsak potfeba bez tihony projit a nas zajima, jak
dlouho to jesté bude mozné. Vas program dostane na vstupu
nejprve rozméry lesa (R a S) a potom R fadkt délky S
slozenych ze znakt @ (ohen), # (skdla) a . (les).
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Na vystupu vypisete, kolik jednotek casu bude les jesté pri-
chozi zleva doprava. To znamena, ze z alespon jednoho po-
licka na levém okraji bude existovat cesta pouze nehoficim
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lesem do néjakého policka na pravém okraji. Pohyb je po-
volen pouze svisle a vodorovné, nikoli Sikmo.

Pro zobrazeny vstup je spravnym feSenim ¢islo 7 — ohen
se rozhoii jako na druhém obrazku. O chvili pozdéji by jiz
hortelo i policko oznacené o a les by byl neprichozi.

Jste jisté zvédavi, k cemu pasdckovi byla ona slibovand
metoda. Jednoduse si po priuchodu lesem spocital, kolik ovci
mu zbylo a kolik ovct uhotelo. Co jiného byste cekali?

* % %

Uplynulo mnoho vody v tece, pres kterou potom pasd-
cek prevedl ovce, aby neuhotely v rozsahlém lesnim poZdiru,
nez nékoho napadlo pocitat treba presouvdnim kulicek na
pocitadle. I to je vsak mdstroj znacné ddvného puvodu.

Kazdy z nds snad nékdy pocital na pocitadle v pruni tri-
de, obcas néekdo slysel o ruském scotu.

Dovolme si malou odbocku. V Rusku bylo jestée pred né-
jakou dobou naprosto béziné pocitat na scotech. Byl o né
tudiz velky zdjem, a tak byly nedostatkovym zboZim.

Problém byl v chybné umisténém centrdlnim skladu. Ve-
leni armddy totiz rozhodlo (scoty byly strategickym zboZim),
Ze vsechny vyrobené scoty se budou svazet do centrdlniho

skladu do Moskvy a odtamtud distribuovat po celém Rusku.
Q



24-2-2 Centralni sklad 9 bodu

% Pro zjednoduseni si predstavme celé Rusko jako pfim-
ku. Na prfimce lezi N bodt — vyrobci s¢otti. Nalezné-
te idealni misto pro centralni sklad — takové, ze priimérna
vzdélenost mezi centralnim skladem a vyrobci bude mini-
malni.

Na vstupu je na prvnim fadku ¢islo NV a na druhém N ¢isel
oddélenych mezerou — soufadnic vyrobcti. Vypiste jediné
¢islo — soufadnici centralniho skladu. Je-li vice moznych
feseni, vypiste libovolné z nich.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Generdlni $tab vzdpéti zjistil, Ze chyba byla nejen ve $pat-
né umisteném centrdlnim skladu, ale i v centralizaci celého
zasobovdnt, takZe scoty byly nedostatkovym zboZim i naddle.

* % *

Zajimavym stupném vyvoje byly takzvané Napierovy kost-
ky.2 John Napier na prelomu 16. a 17. stoleti vynalezl za-
Jimavou drevénou pomiucku, kterd usnadrnovala zvldsté nd-
sobeni dlouhého cisla jednocifernym.

Pomacka obsahovala podlouhlé hranoly, pro kazZdé cislo
od 0 do 9 jeden, na kterych byly vhodné napsané ndsobky
téchto cisel — postupné 0-ndsobek az 9-ndsobek. Kdyz se pak
posklddaly hranoly sprdvné k sobé, stacilo uz akordt prepo-
Citat prenosy.

6 | 3|5

Rddek 9:
21 6| 0 6 3|5

S 9| 5 9|9 |2
NIk
SO |7 |1 |5

5

Scitame zprava doleva

4824 40 nastkmo . . .
Tedy 635-9 = 5715.

24-2-3 Odditani 7 bodu

Nasledujici program simuluje néco jako mechanické poci-
tadlo. .. tedy aspon jej simulovat ma. Jestli to je pravda,
ovérte vy.

Predlozend funkce mé odcitat dveé ¢isla a vracet jejich roz-
dil. Jeji vstup ma byt zadan tak, ze na pozici [0] je cislice
nejvyssiho radu.

Varianta v C bere jako prvni dva parametry vstup, ve tfe-
tim vraci vystup a ¢tvrty urcuje, kolik cifer ¢isla maji. Pro-

http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.html]
http://en.wikipedia.org/wiki/Napier27s_boneg

gram v Pythonu bere vstup ve svych parametrech a pole
vraci pfimo.

Zadani je v desitkové soustavé (cifry 0-9) a ¢&isla musi mit
stejné cifer, byt by jedno z nich mélo zaéinat nulami.

Kdyz tedy chcete odéitat 635 — 21 v C, volate

int p[l = {6, 3, 5};
int d[1 = {0, 2, 1};
int v[3];

funkce(p, d, v, 3);

a v Pythonu jednoduse funkce([6,3,5], [0,2,1]).

V kédu nehledejte ani syntaktické chyby, ani podivny styl,
ani jiné formalni problémy. Vasim tkolem je dokazat ne-
bo vyvratit jeho spravnost a v kazdém piipadé urcit jeho
slozitost (¢asovou i pamétovou).

void funkce(int prvni[], int druhe[],
int vysledek[], int delka) {
int index = 0, 1i;
for (i = 0; i < delka; ++ i)
vysledek[i] = prvni[i] + 9 - druhe[i];
vysledek[delka - 1] ++;
while (index < delka) {
if (vysledek[index] >= 10) {
vysledek[index] -= 10;
index —-;
if (index >= 0)
vysledek[index] ++;
else
index ++;
} else
index ++;

def funkce(prvni, druhe):
vysledek = prvnil[:] # Kopie prvniho pole
for i in range(O, len(druhe)):
vysledek[i] += 9 - druhe[i]
vysledek[-1] += 1 # -1 = posledni prvek
index = 0
while index < len(vysledek):
if vysledek[index] >= 10:
vysledek[index] -= 10
index -= 1
if index >= O0:
vysledek[index] += 1
else:
index += 1
else:
index += 1
return vysledek

Napierovy kostky byly mimochodem v 19. stoleti prekond-
ny jesté silenéjsim vyndlezem — Genaillovymi-Lucasovymsi
pravitky.? Tato pravitka pocitala automagicky i prenosy.

Autor pribéhu si pravdépodobné jednu takovou sadu
poridi a bude s ni machrovat na zkouSce z Analyzy III.

* * Kk

3 http://en.wikipedia. org/wiki/Genaille%Ei%SO%QSLucas_rulersi
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Tou dobou také zacinaly vznikat pruni mechanické poci-
tact stroje, obvykle na objedndvku bankovnich ustavi nebo
zamozngch obchodniki, kteri potrebovali (jak jinak) poéitat
penize.

Autory téchto stroji byli napriklad Blaise Pascal nebo
Gottfried Wilhelm Leibniz. Roku 1820 pak $€f pojistovacich
spolecnosti Charles Thomas sestrojil uZ pomérné sofistiko-
vany stroj, ktery umeél scitat, odcitat, ndsobit i délit ve velmi
rychlém case.

Onomu stroji se Tikalo Arithmometer a zvlddnul vyndso-
bit dvé osmimistnd cisla za 18 sekund a na déleni potreboval
necelou pulminutu.

Byl to na svou dobu dokonaly viyrobek, takzZe Charles
Thomas zaloZil prvni tovdrnu na vyrobu pocitacich stroji.
Jeden jeji obchodni cestugjici pry prodal Arithmometer i na
tehdejsich Krdlovskych Vinohradech (soucdsti Prahy se sta-
ly az v roce 1922). Jak by to vypadalo dnes?

7 bodu

24-2-4 Odbocdeni vlevo

@ Prazské Vinohrady se vyznacuji tim, ze na zadné kiizo-
vatce neni povoleno odbocit vlevo. Vzdy se smi jet jen

doprava a rovné. Alespon to tvrdi zli jazykové.

Obchodni cestujici se potiebuje dostat z jednoho mista na
Vinohradech na druhé. Vasim tkolem bude najit mu nej-
kratsi cestu, pricemz je potreba respektovat globalni zékaz
odboceni vlevo.

Na vstupu dostanete mapu Vinohrad — ¢tvrti s pravothlou
soustavou ulic (coZ je podmnozina jednotkové Etvercové
miizky); dale pak start a cil cesty (néjaké dva useky ulic).
Vystupem vaseho algoritmu bude itinerar sestavajici z pri-
kazu typu ,jed rovné* a ,odbo¢ vpravo“.

Jednu moznou mapu Vinohrad jsme vam zde pfipravili jako
ptiklad. Né&jaky start a cil si jisté vymyslite sami.

Pocitact stroje se dale vyvijely, v poloviné 20. stoleti by-
lo naptiklad mozno obcas potkat prirucni kalkulacku Curta,
kterd se vesla do dlané. Dlouho ji pry pouzivali naptiklad
v rallye, a to i v dobé elektronickych kalkulacek, které nevy-
drZely otresy prvi jizde.

* % *

V pruni poloviné 20. stoleti zacinali konstruktéri pocita-
cich stroji pomalu opoustet plné mechanickd zavizeni. Vzni-
kaly napriklad reléové pocitact stroje, nebo pozdéji elektron-
kové pocitace.

Tehdejsi pocitace vsak zpocdatku nebyly dvojkové — neme-
ly logické obvody, ale sloZitéjsi ¢leny. Nepocitalo se v nich
pouze v nuldch a jednickdch, ale spojité v napéti mezi nulou
a néjakym mazimem.

Pak vsak kohosi napadlo, Ze by se dalo pocitat jinak nez
analogoveé — ¢islicové, ale ne v desitkové soustavé, jak byvalo
zvykem, ale ve dvojkové. Vznikaly tedy stroje pocitajici ve
dvojkove soustave, prikopnikem byl napriklad Zuse Z3.

Jiné€ stroje, naptiklad ENIAC, poditaly v desitkové sou-
stavé, ale kaZdd cifra byla kddovdna do 4 biti, se kterymi
se pocitalo dvojkové (BCD — Binary Coded Decimal).

24-2-5 Logicka formule 11 bodu

V prikopnické dobé digitalnich pfistroji fesili vyvojaii a
konstruktéri rizné zajimavé tlohy. Naptiklad tuto.

Méjme zadany neuzavorkovany logicky vyraz, ktery obsa-
huje pouze nuly, jednicky, AND a OR. Naptiklad

O AND 1 AND O OR 1.

Naleznéte, kolika rtiznymi zptisoby je mozno zadany vyraz
uplné uzavorkovat, aby jeho hodnota byla 1, a kolika zpt-
soby naopak dostaneme nulu. V nasem ptikladu by ttikrat
vysla 0 a dvakrat 1:

(0 AND 1) AND (O OR 1)
0 AND (1 AND (0 OR 1))
0 AND ((1 AND 0) OR 1)
((0 AND 1) AND 0) OR 1 =
(0 AND (1 AND 0)) OR 1

= = O O O

Pak uz nastoupila éra tranzistori a Slo to rdz na rdz.
Vyhodou tranzistori byla znacnd uspora mista. Najednou
mohly pocitace zabirat ne jednu velkou mistnost, ale jen
jednu velkou plechovou bednu. A nebo se do té velké mist-
nosti veslo vic vypocetniho vykonu.

Tou dobou bylo proddno okolo 10000 kusti IBM 1401.
Z toho pocitace uZ byla nejvétsi soucdsti ctecka dérnych
stitka. . .

Navic byly tranzistory na vyrobu vyrazné levnéjsi nez
elektronky.

Takové stroje uz byly dostatecné vykonné na to, aby do-
kdzaly pocitat vSemozné zajimavé ulohy. Nebyly vsak jesté
dostatecné vykonné na to, aby pocitaly neefektivne.

13 bodu

24-2-6 Zavorky

A Méjme na zacatku N levych zavorek. Nyni ndm za¢nou
chodit prikazy ,oto¢ zévorku na pozici i“. Po kazdém

takovém piikazu vypiSete, jestli je ted Fetézec dobie uzé-

vorkovany.

Dobre uzdvorkovany Tetézec levych a pravych zavorek spl-
nuje podminku, ze levé a pravé zavorky je mozno priroze-
nym zpusobem sparovat.

Program si na za¢atku muze néco predpocitat — na vstupu
dostanete N, coz bude pocet zavorek v Tetézci. Potom bude
postupné dostavat vysSe definované piikazy a hned je bude
zpracovavat.

Nemtizete si tedy pockat, az dostanete tieba celou posloup-
nost prikazi, nebo je brat po nékolika. Vzdy pfijde prikaz
a vy jej zpracujete. Pak teprve pfijde dalsi prikaz atd.

Né&jakou dobu vijvojdri zmensovali tranzistory, az nekoho
napadlo ddt jich do jednoho pouzdra vic — v jednu dobu
se sesly rovnou dva vyndlezy integrovanych obvodi — Jack
St. Clair Kinby a Robert Norton Noyce nezdvisle na sobé
vynalezle mikrocip na konci 50. let 20. stoleti.

Trvalo uZ jen par let, nez byl vynalezen mikroprocesor.
V roce 1971 byl vyroben mikroprocesor Intel 4004.

V roce 1981, o celych 10 let pozdéji, pak miniaturizace
dosdhla takového stavu, Ze bylo mozno vydat IBM PC.

To byl prunt pocitac, ktery se vesel na stul a byl rozumné
levny, takze jeho rozsitent nabylo znacnych rozméri a firma
IBM méla znacné zisky.

Na vysluni slavy se pomalu zacal dostdvat Microsoft se
,svym* MS-DOSem (slovy zljch jazyki, Messy, Slow and
Dirty Operating System). . .



24-2-7 Stdtcovani 10 bodu

V dobé vydani IBM PC bylo potfeba vyrobit propagacni
plakat.

Grafici dostali podivné zadéni (ale neni se ¢emu divit vzhle-
dem k tomu, jak vypada naptiklad instrukéni sada proceso-
ru Intel 8088...) — plakit je potfeba nakreslit co nejvétsim
Stetcem.

Jak se kresli stétcem velikosti K? Vybereme si na ¢tverco-
vé siti libovolny ¢tverec velikosti K x K. Ten vybarvime;
postup opakujeme.

Obrazek je ¢ernobily (tedy policko je budto vybarvené, ne-
bo nevybarvené). Poli¢ka je moZno obarvit opakované.

Na vstupu dostanete obrazek jako tabulku 1 a 0; na vystupu
vypiste jedno celé ¢islo — K — maximalni moznou velikost
Stétce.

Napftiklad pro uvedeny obrazek plati K = 2.

IBM PC v podstaté vytlacil z trhu veskerou konkurenci.
Jeho jednoducha a moduldrni architektura spolu s procesory
firmy Intel (8088 apod.) zpisobila, Ze ndklady na vyrobu
i opravy byly (na svou dobu) velmi nizké.

Navic v podstaté vsechny dalsi procesory, které Intel vy-
vigel, byly s 8088 zpétne kompatibilni, co se tyce instrukcni
sady. Nebyl proto problém spustit stary program na novéj-
Sich strojich, coz byl dalsi divod masivniho rozsiteni této
platformy.

I soucasné pocitace v sobé v drtivé vétsiné maji proce-
sory, na kterych pri trose vile i prastaré programy pujdou
spustit. Nebude to asi ani pohodiné, ani rychlé, nicméne
s velkou pravdépodobnosti pobeZi.

Z motebooku s procesorem Intel Core 2 Duo se s vami
louct autor pribéhu

Jan ,Moskyto“ Matéjka




24-2-8 Alfa-beta ofezavani a piskvorky 14 bodu

V prvnim dilu jsme si pfedstavili minimaxovy algoritmus.
Zjistili jsme také, Ze je mozno zrychlovat jeho béh tim, ze
neuvazujeme nékteré mozné tahy vedouci z aktualni pozice.
Za to vSak platime moZnym piehlédnutim (nepravdépodob-
né) optimalniho tahu.

Pro jednoduchost si ozna¢me hrace tdhnouciho v maxima-
liza¢nich tirovnich jako Max (to je ten, pro néhoz hledame
nejlepsi tah) a jeho soupefe Min (ten tahne v trovnich, kde
se vybird minimum hodnot ze syni).

Alfa-beta orezdvani je Uprava minimaxu zaloZena na jed-
noduchém pozorovani, které znatelné urychluje primérnou
dobu béhu prohledavani, aniz by ovlivnilo vysledek.

Uvazme nasledujici situaci:

min ?/\
max o7
min ‘(9 \05\07

N\

Potiebuje stroj znat hodnotu pozice s otaznikem, aby mohl
vratit vysledek? Nikoliv, protoze hodnota pozice v nadfa-
zeném vrcholu uz vétsi nebude, at p¥ipocditdme cokoliv.

Pro¢ tomu tak je? Kdyz bude na pozici s otaznikem vi-
ce nez 5, tak minimem v této trovni bude 5; v opa¢ném
ptripadé bude minimum mensi nez 5.

Hodnota pozice v nadifazeném vrcholu tudiz bude maximal-
né 5, ale to uz je méné nez 7 — hodnota vedlejsi pozice —
takze pozice s otaznikem uz rozhodovani nikterak neovlivni.

Uvédomme si, jak je v dané pozici takové pozorovani cen-
né — skuteéné mizeme prestat pocitat (Fikd se zafiznout)
celou vétev. Zkoumat ji by byla spousta prace.

Kdy presné lze vétev zafiznout? Pokud se nachazime v mi-
nimalizaéni fazi a v libovolném vrcholu v maximalizaéni fazi
na cesté ke kotfeni prohledavaciho stromu existuje uz dopo-
Citany syn, ktery ma vyssi hodnotu nez aktualni minimum
v této trovni.

To vSe obdobné pro vrcholy ve fazi maximalizacni.

Nyni je vhodnd chvile prestat na chvili ¢ist a rozmyslet si,

vvvvvv

situaci a chvili ji analyzujte.

Takové chovani se prijemné implementuje za pouziti dvou
proménnych, kterym budeme necekané fikat alfa a beta.
Alfa bude maximum z dopocitanych synid v maximalizac-
nich fazich a beta minimum z fazi minimaliza¢nich. S témi

pak bude stacit nové dopoc¢itané hodnoty vrcholt porovna-
vat.

Na zacdtku zvolime alfu jako —oo (Max miize prohrat)
a betu jako +o00 (1 Min mize prohrat). V maximaliza¢nich
arovnich pak upravujeme dle hodnoty v synech alfu, v mi-
nimaliza¢nich betu.

Jelikoz alfa udava, jakou nejlepsi hodnotu v prozkoumané
Casti stromu muze ziskat Max, a beta nejlepsi nalezenou
hodnotu pro hrace Min, plati v kazdém okamziku, ze alfa <
beta. Kdyz se tedy v pribéhu vypoc¢tu dostaneme s alfou
nad betu (¢i s betou pod alfu), miizeme skonéit prohledévani
synt zkoumaného uzlu.

Znovu se zde ujistéte, jestli tusite, proc¢ si algoritmus mize
takové orezdvani dovolit.

K lepsSimu pochopeni mtize poslouzit pseudokdd.
def alfabeta(pozice, hloubka,
alfa, beta, natahu):
if hloubka 0 or konec_hry(pozice)
return hodnota(pozice)

if natahu Max:
for p in mozne_tahy(pozice, Max):
alfa = max(alfa, alfabeta(p, hloubka-1,

alfa, beta, Min)

if beta <= alfa:
break
return alfa

if natahu = Min:
for p in mozne_tahy(pozice, Min):
beta = min(beta, alfabeta(p, hloubka-1,
alfa, beta, Max)

if beta <= alfa:
break
return beta

Alfa-beta ofezavani je nejuc¢innéjsi, jsou-li prvni prozkou-
mavané tahy nejlepsi mozné pro hrace, v jehoz urovni se
nachazime. Pak je mozné vétve pod ostatnimi tahy rych-
le zafiznout a minimax tak vyrazné zrychlit. Mame-li vSak
smiilu v sefazeni tahtt od nejhorsiho, alfa-beta nam vibec
nepomuze.

Zkoumat na zacatku dobré tahy ale samoziejmé neni tak
jednoduché — vime-li, které tahy jsou nejlepsi, zddny mini-
max uz nepotfebujeme. Rozhodné se nam ale vyplati zacit
vymyslet heuristiky pro generatory tahi, které se budou
snazit néjak chytie predrazovat.

Casto pouzivana je metoda killer move. Pamatujeme si,
které tahy v jinych vétvich vypocétu vedly k dobrym vy-
sledktim, a ty pak uprednostniujeme pri prohledavani.

Trochu jednodussi je iterativni prohlubovani, pfi kterém
prosté minimax poustime pro stale vétsi hloubku propo-
¢itavani, tj. nejdrive prochazime strom do hloubky 1, pak
do hloubky 2, 3 atd. Kromé nejnizsiho patra stromu pouzi-
vame pro fazeni tahi vysledky z pfedchoziho vypoctu.

Neplytvame casem, kdyz nékteré ¢asti stromu prohledava-
me vicekrat? Ne, protoZze exponencialni ¢asova slozitost mi-
nimaxu vede k tomu, ze vSechna hleddni dohromady zpra-
vidla zaberou méné casu nez to posledni, nejhlubsi.

Piskvorkova teorie

Poodstupme opét od vulgarniho svéta strojového prohleda-
vani pozic. Matematika nam v minulém dile pomohla pfi
analyze Nimu. Pigkvorky jsou podobné jednoduse definova-
telnd hra — dokdzeme vyfesit tu?

Zalezi trochu, co pfresné si pod piskvorkami predstavime.
Nejcastéji asi hru na neomezeném c¢tvereCkovaném papite,
kde se stiidame v pokladani znacek, pri¢emz vyhry dosahne
hrag¢, ktery jich prvni vytvori pét v radé.

O takovych piskvorkach tusime, ze v nich ma vyhodu zaci-
najici hra¢. Jak ale velkou? Ma vyhravajici strategii? M-
ze alespon vzdy zabranit prohie? Jednoducha, ale dilezita
skutecnost zni: druhé tvrzeni plati, za¢inajici hrac¢ v pisk-
vorkach ma neprohrdvagici strategii.

Predstavime-li si pro spor, ze druhy hra¢ ma vyhravajici
strategii (coZ je negace tvrzeni ,zacinajici hrd¢ m4 strate-
gii neprohravajici“), miZeme aplikovat preslavny argument
o kradent strategie.



Prvni hra¢ by mohl sviij prvni tah zahrat libovolné na des-
ku, zapomenout na néj (tj. nadale pfemyslet o desce, jako
by tam nebyl) a potom hrat podle postulované vyhravajici
strategie druhého hrace.

Onen libovolny tah by mu v Zadnych moZnych pokynech
takové strategie neprekazel — dostal-li by za tkol hrat na
toto misto, ucinil by prosté libovolny jiny tah a zapomnél
by na ten.

7 toho vSak plyne, Ze vyhravajici strategii ma jako hrac
zacinajici (tj. zlodégj), tak hra¢ druhy! To je spor, ke které-
mu jsme chtéli dospét. Vyhravajici strategie druhého hrace
neexistuje, prvni hra¢ ma strategii neprohravajici.

Argument je to slavny, protoze je Siroce aplikovatelny —
miuzeme jej pouzit na vSechny poziéni hry, coz je terminus
technicus pro hry, ve kterych hraci trvale zabiraji ¢asti her-
ni plochy a vitézi hrac¢, ktery zabere nékterou z vitéznych
podmnozin téchto c¢asti.

Nabizi se ohromné zajimava otazka, ma-li prvni hrac¢ vy-
hravajici strategii, nebo je-li to remiza. Nékde daleko pred
odpovédi na tuto otdzku vSak moznosti sou¢asné matema-

tiky kon¢i. Pro modifikovanou variantu piskvorek, kde vy-
hréva fada osmi znacek, je dokazano, Ze bezchybné hra jiz
remizou kon¢i.

Ukol 1 [5b]: Uréete a dokazte vysledek piskvorek, kde vy-
hrava fada ¢tyf znacek.

Ukol 2 [9b]: Dokazte, ze v piskvorkach, kde vyhravé fa-
da deviti znacek, ma druhy hra¢ neprohrévajici strategii.
Napovéda: Rozdéleni do pari.

Dobfe, neomezend herni plocha miize byt hackem. Pojd-
me hréat piskvorky na omezené desce n¢, coz je d-rozmérna
krychle o hrané n. Za vitéze budeme pokladat hrace, ktery
prvni udé€la sérii n znacek ve stejném smeéru.

Pron =3 a d = 2 dostavame znamé tic-tac-toe, pro n = 4,
d = 3 oblibené trojrozmérné piskvorky. . .

Ani zde neni situace pfili§ rizova a za to, Ze vime, Ze méa
v uvedenych trojrozmérnych piskvorkach zacinajici hrac vi-
téznou strategii, vdécime dosti komplikovanému dtikazu pl-
ného rozbora pripadi. Situace pro n = 5, d = 3 je zatim
oteviena.

Lukds Ldinsky a Pavel Vesely

Recepty z programatorské kucharky

Rekurzivni funkce a dynamické programovani

¥ Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd pii svém béhu
vola sama sebe, Casto i vice nez jednou, coz v dusledku

muze vést na exponencialni algoritmus.

Dynamické programovani je technika, kterou jde z pomalé-
ho rekurzivniho algoritmu vyrobit pékny polynomialni (aZ
na vyjimecné pfipady). Ale nepfedbihejme, nejdiive se po-
divame na jednoduchy pfiklad rekurze:

Fibonacciho ¢isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To
je posloupnost, jejimiz prvnimi dvéma cleny jsou jednic-
ky (F; = 1, F» = 1) a kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou
predchozich (F,, = F,,—1 + F,,—2 pro n > 2). Zaéina takto:

11 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znaéit F;,) si napise-
me rekurzivni funkci Fibonacci(n), kterd bude postupovat
presné podle definice — zepta se sama sebe rekurzivné, jaka
jsou dvé predchozi ¢isla, a pak je secte. Mozna vice fekne
program:

function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;

To, jak funkce vola sama sebe, si mizeme snadno nakreslit
tfeba pro vypocet cisla Fy:

Vidime, ze se program rozvétvuje, coz tvori strom volani.
V kazdém vrcholu tohoto stromu travime konstantni cas,
takze ¢asova slozitost celého algoritmu je az na konstantu
rovna poctu vrcholt tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou tvahou.

Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, ktera je souc¢tem hod-
not v jeho synech. Proto je hodnota v kofeni rovna souctu
hodnot v listech. V listech jsou ovSem jednicky (Fi a F3),
takze listth musi byt pravé F,, a vSech vrcholi dohromady
aspon Fj,.

Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme
¢as alespon takovy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké
takové F,, vlastné je? Muzeme tfeba vyuzit toho, ze

Fo=F, 1+ F, 222 F, o
z ¢ehoz indukci dokazeme
F, > 2n/2

Funkce Fibonacci mé tedy alespon exponencidlni ¢asovou
slozitost coz neni nic vitaného.

pron > 6.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? Vsimneme si, ze nékte-
ré podstromy jsou shodné. Ziejmé to budou ty ¢asti, které
reprezentuji vypocet stejného Fibonacciho ¢isla — v nasem
prikladé treba tfetiho. Tyto vypocty opakujeme stile do-
kola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit
a pak je kdykoliv vytahnout jako povéstného kralika z klo-
bouku s minimem namahy.

Pravé zde je zminka o krdlicich prthodnd.
Legenda o Fibonacciho c&islech vypravi, Ze k jejich
objevu doslo pri vyzkumu rozmmnozovdni krdliki.

Leonardo Pisdnsky (zndmy téZ jako Fibonacci)
totiz péstoval krdliky. Prvni dva mésice mél

1 par, dalsi mésic mél 2 pdry, pak 3, pak 5, ...
Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich,
na pocatku inicializované nulami. Kdykoliv budeme chtit
spocitat néktery Clen, nejdfive se podivame do pole, zda
jsme ho jiz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodnotu
spocitame, hned si ji do pole poznamename:



var P: array[1l..MaxN] of integer;
function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if P[n] = 0 then
begin
if n <= 2 then
P[n] :=1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximal-
né dvakrat — k vypoctu ho potfebuji dva nasledujici ¢leny.
To ale znamena, ze funkci Fibonacci zavoldme maximalné
2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tpravou zlepsili expo-
nencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat
pamét, ale to neni tak iplné pravda. V prvnim piikladu si-
ce nepouzivame zadné pole, ale pfi volani funkce si musime
zapamatovat neékteré udaje, jako je tfeba navratova adresa,
parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samot-
né potfebujeme urcité pamét linedrni s hloubkou vnofeni,
v nasem piipadé tedy linedrni s n.

Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se d&
snadno spocitat i bez rekurze. Sta¢i prvky naseho pole P
plnit od zaéatku — kdykoli zndme PI[1... k| = Fy_ ) (vSech-
ny prvky pole na pozicich od 1 do k), dokdZzeme snadno
spocitat 1 Plk + 1] = Fyy1:

function Fibonacci(n: integer): integer;
var
P: array[1..MaxN] of integer;
i: integer;
begin
P[1]
P[2] ;
for i := 3 to n do
P[i] := P[i-1] + P[i-2];
Fibonacci := P[n]
end;

=1;
1

Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vy-
mysleli pomalou rekurzivni funkci, kterou jsme zrychlili za-
pamatovavanim si mezivysledkd.

Nakonec jsme ale celou rekurzi ,,obratili naruby“ a mezivy-
sledky pocitali od nejmensiho k nejvétsimu, aniz bychom se
starali o to, jak se na né pavodni rekurze ptala.

V pfipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné pfijit
rovnou na nerekurzivni feseni a dokonce si vSimnout, Ze
si sta¢i pamatovat jen posledni dvé hodnoty, a paméfovou
slozitost tak zredukovat na konstantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo rovnou
feSeni tlohy od nejmensich podproblémt k tém nejvétsim
dynamické programovdni.

Problém batohu

Je ddno N predmétti o hmotnostech my, ..., my (celoéisel-
nych) a také &slo M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat
nékteré z predmétt tak, aby soucet jejich hmotnosti byl co
nejvétsi, ale pritom neptekrocil M. Pfedvedeme si algorit-
mus, ktery tento problém fesi v éase O(MN).

N4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0... M] a je-
ho ¢innost bude rozdélena do N krokt. Na konci k-tého
kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé tehdy, jestlize z prv-
nich k£ predméti 1ze vybrat predméty, jejichz soucet hmot-
nosti je pfesné i.

Pfed prvnim krokem (po nultém kroku) jsou v8echny hod-
noty A[¢] pro ¢ > 0 nulové a A[0] mé néjakou nenulovou
hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podalohdm,
které resime — v prvnim kroku vyfesime podulohu tvorenou
jen prvnim predmétem, ve druhém kroku prvnimi dvéma
predméty, pak prvnimi tfemi predméty atd.

PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme pro-
chézet od konce, tj. od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale
nulovd, ale hodnota A[i —my] je nenulova, zménime hodno-
tu uloZenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, pro¢ zrovna
na k).

Nyni si rozmyslime, ze po provedeni k-tého kroku odpo-
vidaji nenulové hodnoty v poli A hmotnostem podmnoZin
z prvnich k pfedméti (podmnoZina je v podstaté jen vybér
néjaké ¢asti pfedméti).

Pokud je hodnota A[i] nenulovéd, pak bud byla nenulova
pfed k-tym krokem (a v tom pfipadé odpovidd hmotnosti
néjaké podmnoziny prvnich k — 1 pfedmétit) anebo se stala
nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i—my] byla pfed k-tym krokem nenu-
lovéa, a tedy existuje podmnozina prvnich k — 1 predmét,
jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k té-
to podmnoziné vytvorime podmnozinu pfedmét hmotnosti
presneé i.

Naopak, pokud lze vytvorit podmnozinu X hmotnosti ¢
z prvnich k pfedméti, pak takovou podmnozinu X lze bud
vytvotit jen z prvnich k — 1 pfedméti, a tedy hodnota A[i]
je nenulova jiz pfed k-tym krokem, anebo k-ty pfedmét je
obsazen v takové mnoziné X.

Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pied k-tym kro-
kem (hmotnost podmnoZiny X bez k-tého prvku je i —my,)
a hodnota A[i] se stane nenulovou v k-tém kroku.

Po provedeni vsech N krokd odpovidaji nenulové hodno-
ty A[i] pfesné hmotnostem podmnoZin ze vSech pfedméti,
co mame k dispozici. Specidlné nejvétsi index ig takovy,

7e hodnota Alig] je nenulovd, odpovida hmotnosti nejtézsi
podmnoziny predmétt, kterd neprekro¢i hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné:
V k-tém kroku jsme meénili nulové hodnoty v poli A na
hodnotu k, takZe v Alig] je uloZeno ¢islo jednoho z pied-
méti néjaké takové mnoziny, v Alig — m 4] ¢islo dalsiho
predmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu lze nalézt na
dalsi strané.



Casové slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklad4
z N krokt, z nichz kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamétova
slozitost ¢ini O(N 4+ M), coz piedstavuje pamét potfebnou
pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych pred-
meét.

Cviceni a poznamky

Proc¢ pole A prochazime pozadu a ne popiedu?

Slozitost algoritmu vypadé jako polynomialni, ale to je tro-
chu podvod. Zavisi totiz na hodnoté M. Pokud tuto hodno-
tu na vstupu zapiseme obvyklym zpusobem, tedy v desit-
kové nebo dvojkové soustave, pouzijeme fadovée log M cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu az exponen-
cidlné velké. To je typicky priklad takzvaného pseudopo-
lynomidiniho algoritmu — tedy takového, jenz je vzhledem
k hodnotam na vstupu polynomialni, ale k délce vstupu ex-
ponencialni. Podrobnosti si mtzete precist v kuchafce o téz-
kych tlohach.*

var N: integer; { pocet pfedm&td }
M: integer; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[1l..N] of integer;
{ hmotnosti danjch pfedmétd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: integer;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]<>0) and (A[i]=0) then
A[i] :=k;
i:=M; while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximdlni hmotnost:
write(’P¥edméty v mnoZzing:’);
while A[i]<>-1 do begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost [A[i]];
end;
writeln;
end.

7,1);

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshalluv algoritmus

Nas dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritmi, ale
zkusime si jej nejdiive fici bez grafu:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi n€kterymi dvojicemi mést ve-
dou (obousmérné) silnice, jejichz (nezédporné) délky jsou
dany na vstupu. Predpokladame, Ze silnice se jinde nez
ve méstech nepotkévaji (pokud se kiizi, tak mimotroviio-
vé).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvoji-
cemi mést, tj. délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi
meést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dveé
po sobé nasledujici mésta jsou spojené silnici, a délka cesty
je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.

V grafové terminologii tedy mame dany ohodnoceny neori-
entovany graf a chceme zjistit délky nejkratsich cest mezi
vSemi dvojicemi jeho vrcholi.

Pljdeme na to nasledovné — vzdélenosti mezi mésty jsou
na zacatku algoritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D,
tj. D[i][j] je vzdalenost z mésta i do mésta j. Pokud mezi
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mésty i a j nevede zadn4 silnice, bude D[i][j] = oo (v pro-
gramu bude tato hodnota rovna né€jakému dostatecné vel-
kému ¢islu).

V priibéhu vypocétu si budeme na pozici D[i|[j] udrZovat
délku nejkratsi dosud nalezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se skladd z N fazi. Na konci k-té faze bude
v DIJi][j] ulozena délka nejkratsi cesty mezi mésty i a j,
ktera muze prochazet skrz libovolna z mést 1,... k.

V pribéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty
i a j kratsi stavajici cesta pres mésta 1,...,k—1, jejiz délka
je ulozena v DIi][j], nebo nové cesta pies mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochézi pfes mésto k, miizeme si ji
rozdélit na nejkratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k
do j. Délka takové cesty je tedy rovna Dl[i][k] + D[k][j].
Takze pokud je souéet D[i][k] + D[k][j] mensi nez stévajici
hodnota D[i][j], nahradime hodnotu na pozici D]i][j] timto
souc¢tem, jinak ji ponechame.

7 popisu algoritmu pfimo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici
DJi][j] uloZena délka nejkratsi cesty z mésta i do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vSech-
ny dvojice i a j, vyzaduje kazd4 faze ¢as O(N?). Celkova
¢asova slozitost naseho algoritmu tedy je O(N?3). Co se pa-
méti tyce, vystacime si s polem D a to m4 velikost O(N?).

Program bude vypadat nasledovné:

var N: integer; { polet mést }
D: array[1..N] of array[1l..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty, D[i] [i]=0,
misto neexistujicich je "nekoneéno" }
i, j, k: integer;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[i] [k1+D[k][j] < D[il[j] then
D[i] [j1:=D[i][x] + D[k][j];

end.

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kro-
mé vzdalenosti mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty
mezi nimi.

To Ize jednoduse vytesit naptiklad tak, ze si navic budeme
udrzovat pomocné pole E[i][j] a do n&j pfi zméné hodnoty
Dli][j] (pfi zméné v k-té fazi je to ¢islo k).

Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nej-
prve cestu z i do Eli][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto
cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.
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Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, ze
spojenim dvou cest, které providime, vznikne zase cesta (tj.
Ze se na ni nemohou néjaké vrcholy opakovat)?

To samoziejmé nevime, ale v§imnéme si, ze kdykoliv by to
cesta nebyla, tak si ji nevybereme, protoze ptvodni cesta
bez vrcholu k£ bude vzdy kratsi nebo alespon stejné dlou-
ha. .. tedy alespon pokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus
zaporné délky. To bychom méli pfidat do predpokladi na-
$eho algoritmu, kdybychom byli pedanti.

Pozor na poradi cyklt — program vyslovené svadi k tomu,
abychom psali cyklus pro k jako vnitfni... jenze pak samo-
ziejmé nebude fungovat.

Cviéeni

Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmér-
né?

Na prvni pohled nejpfirozenéjsi hodnota, kterou bychom

mohli pouzit pro oo, je maxint. To ovSsem nebude fungovat,
protoze oo + oo pretece. Staci maxint div 27

Hodnoty v poli si prepisujeme pod rukama, takze by se
nam mohly poplést hodnoty z predchozi faze s témi z faze
soucasné. Ale zachrani nas to, Ze ¢isla, o kterd jde, vyjdou
v obou fazich stejné. Proc¢?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni piiklad dynamického programovani, ktery si pred-
vedeme, se bude tykat posloupnosti. Méjme dvé posloup-
nosti ¢isel A a B.

Chceme najit jejich nejdelsi spole¢nou podposloupnost, te-
dy takovou posloupnost, kterou muzeme ziskat z A i B od-
stranénim nékterych prvka. Naptiklad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spoleénych podposloupnosti tato po-
sloupnost:

C=23122312.

Jakym zptisobem muzeme takovou podposloupnost najit?
Nejdiive nés asi napadne vygenerovat vSechny podposloup-
nosti a ty pak porovnat.

Jakmile si ale spocitame, Ze vSech podposloupnosti posloup-

nosti o délce n je 2" (kazdy prvek nezévisle na ostatnich bud

pouZijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfesime tento pro-
blém pouze pro prvni prvek posloupnosti A. Pak najdeme
feSeni pro prvni dva prvky A, pficemz vyuzijeme predcho-
zich vysledkt. Takto pokracujeme pro prvni tfi, ¢tyfi, ...
az n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vS§echno si musime v kazdém kro-
ku pamatovat, abychom z toho dokézali spocist krok nésle-
dujici. Urcité nam nebude stacit pamatovat si pouze nejdel-
$1 podposloupnost, jenze mnozina vSech spole¢nych podpo-
sloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mnozina
pii pfidani dalsitho prvku k A: Vsechny podposloupnosti,
které v mnoziné byly, tam ztistanou a navic pribude nékolik
novych, konéicich pravé pfidanym prvkem.

Ovsem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom

je casem rozsifili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost.

Takze pokud zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloup-
nosti P a ) kon¢ici nové pfidanym prvkem v A a vime, Ze
P konéi v B dfive nez @, staci si z nich pamatovat pouze P.

V libovolném rozsifeni Q-¢ka totiz mizeme () vyménit za P
a ziskat tim stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si sta¢i pro jiz zpracovanych a prvki posloupnosti A
pamatovat pro kazdou délku [ tu ze spole¢nych podposloup-
nosti A[1...a] a B délky [, kterd v B konéi na nejlevéjsim
mozném misté.

Dokonce nam bude stacit si misto celé podposloupnosti ulo-
Zit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme dvojroz-
mérné pole Dla,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozi-
ce ulozené v poli D se zvétsuji s rostouci délkou podpo-
sloupnosti, ¢ili Dla,l] < Dl[a,l + 1], protoze posloupnosti
délky I 4+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnos-
ti délky [ o 1 prvek.

Ted jiz vipodet samotny:

Pokud uz znédme cely a-ty tfadek pole D, miizeme z néj
ziskat (a + 1)-ni fddek. Projdeme postupné posloupnost B.
Kdyz najdeme v B prvek Ala + 1] (ten pravé pfidavany
do A), miZeme rozsifit vSechny podposloupnosti konéici
pred aktudlni pozici v B.

Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsire-
nim vsech kratsich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozi-
ce je vétsi nez koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou
jiz zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulo-
Zime ji misto ptivodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloup-
nosti B. V§imnéme si, ze nemusime prochéazet pole s pod-
posloupnostmi stéle od zac¢atku, ale muZeme se v ném po-
souvat od nejmensi délky k nejveétsi.

Ukézeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pii feseni
problému s posloupnostmi z naseho piikladu. Radky jsou
pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - - - =
21 5 - - - = - - - - - -
3 1.5 9 - —-— - = = = = = =
4 1 4 6 11 - - — — — - = =
5 1 2 5 7 12 - — — - - - =
6 1.2 3 7 9 14 - - — - - =
v 1 2 3 7 8 12 - - - - - =
8§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — -—
9 1 2 3 5 8 9 13 14 - — — -
001 2 3 4 6 9 11 14 — — — —
1 1 2 3 4 6 9 11 14 — — — —
121 2 3 4 6 7 11 12 - — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvlddneme rekonstruovat
hledanou nejdelsi spole¢nou podposloupnost (NSP).

Ukéazeme si to na nasem prikladu — jelikoz posledni nenulové
¢islo na poslednim fadku je v 8. sloupci, méa hledana NSP
délku 8.

DJ[12,8] = 12 ik, ze posledni pismeno NSP je na pozici
12 v posloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti A uréuje



nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota také vyskytu-
je, v naSem pripadé€ je to fadek 12. Druhé pismeno tedy
budeme uréovat z D10, 7], tfeti z DI9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jiz zbyva jen odhadnout slozitost algoritmu. Casové nejna-
ze dvou hlavnich cyklt o délce |A| a |B|, coz jsou délky
posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while probéhne celkem maximalné | A|-krat
a Casovou slozitost nam nezhorsi. Miizeme tedy Tict, Ze Ca-
sovd slozitost je O(|A|-|B|).

Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi,
protoze pak je maximéalni délka spole¢né podposloupnosti
i pocet krokt algoritmu roven délce kratsi posloupnosti,
a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2?+ M), kde N je délka
kratsi posloupnosti a M té delsi.

program Podposloupnost;
var

A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;

LA, LB, LC: Integer;

{ Délky posloupnosti }

D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, MaxL, T: Integer;

begin

if LA > LB then begin { A bude krat3i z obou }

C :=A;

A := B;

B := C;

T := LA;

LA := LB;

LB :=T;
end;

for I := 1 to LA do
D[0, I] := LB;

L := 0;

MaxL := 0;

for I := 1 to LA do begin

for J := 1 to LA do
D[I, J]

L := 0;

for J

:= 0 to LB-1 do

:= D[I-1, J];

if B[J] = A[I-1] then begin
while (L = 0) or (D[I-1, L] < J) do

while D[J-1, I] = D[J, I] do J:=J-1;

L:=L+1;
if D[I, L] >= J then
D[I, L] := J;
end;
if L > MaxL then MaxL := L;
end;
LC := MaxL;
J := LA;
for I := LC downto 1 do
begin
C[I-1] := A[J-1];
J:=J-1;
end;

end.
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