Mili Tesitelé a resitelky!

Podzim je v plném proudu, listi mocné opadava a vy drzite v ruce druhy letdk 25. ro¢niku
KSP. Reseni vasich tloh pilné opravujeme a uz se tésime na dalsi. Pfipominame, ze z kazdé
série se do celkového bodového hodnoceni zapocitava 5 nejlépe vyfesenych tloh.

V kazdé sérii jsou letos dvé lehké ulohy pro zacatecniky za mensi pocet bodu.

Za Gspésné feseni KSP je také mozno byt pfijat na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspés-
nym Fesitelem se stava ten, kdo ziské za cely rocnik alespont 50 % bodii. Za letosni rok piijde
ziskat maximalné 300 bodi, takze hranice pro Gspésné resitele je 150.

Upozorniujeme letos$ni maturanty, ze termin odevzdéani paté série bude pravdépodobné prili§
pozdé na to, aby patou sérii dohanéli chybé&jici body. Diplom tspésného feSitele ale mizeme

v pfipadé potieby zaslat i dfive, budete-li mit dost bodu.

Pfipominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série dostane alesponi 5 bodu, darujeme KSP propisku, blok
a tuzku. Navic kazdému, kdo vytesi alespon jednu ze t¥i nejvic bodovanych tloh druhé série na plny pocet bodti, posleme

c¢okoladu.

Déle vSechny fesitele i jiné lidi se zdjmem o studium na MFF UK zveme na Den otevienych dvefi MFF UK, ktery probéhne
jiz ve &tvrtek 29. listopadu. Vice informaci na adrese hitp://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/ .

Termin odevzdani druhé série je stanoven na pondéli 10. prosince v 8:00 SEC.

Reseni ptijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s nami komunikovat bezpeéné, mtizete si
ovérit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také ndm Teseni muzete poslat klasickou postou. V tom piipadé byste jej méli podat do stfedy 5. prosince s nasi adresou

Korespondenéni seminar z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské nameésti 25

118 00 Praha 1l

Pfed tim ale vyplitte pfihlasku (a to i tehdy, kdyZ jste se KSP¢ka tcastnili loni) na http://ksp.mff.cuni.cz/, kde najdete i dalsi
informace o tom, jak KSP funguje. Na webu mame také férum, kde se mizZete na cokoli zeptat. Nebo ndm muzete napsat na

e-mail ksp@mff.cuni.cz.

Druha série dvacatého patého roéniku KSP

, Ujezd. Pristi zastdvka: Hellichova.“ No jo, tahle hldseni
bych mohla odiikdvat nazpamét. Ne Ze bych si za téch pdr
let, co v Praze Ziju, stihla zapamatovat vsechny linky MHD,
ale useky nékterych z nich ano.

Dav turisti, miticich nejspis na petrinskou lanovku, se
vyhrne z tramvaje. Hned se tu aspon dd trochu dyjchat. Ne-
kdy by se hodilo védét, kde se ma ¢lovek pripravit na nejvetsi
davy.

25-2-1 VytiZenost dopravy 13 bodu

Pokud si pfedstavime, Ze zastavky jsou vrcholy grafu a spo-
je predstavuji hrany mezi nimi, potom dopravni sif tvoii
strom. Hrany jsou ohodnocené ocekdvanym poc¢tem cestu-
jicich.

Navrhnéte datovou strukturu, kterd se vybuduje pro zada-
ny strom a néasledné bude umét co nejrychleji odpovidat, ve
kterém tseku (na které hrang) cesty z vrcholu X do vrcho-
lu Y pocestuje nejvice lidi. Pocitejte s tim, ze pocet dotazu
bude fadové odpovidat poctu vrcholi.

@ Lehéi varianta (za 7 bodit): Reste stejnou tilohu za pied-
pokladu, Ze grafem piedstavujicim dopravni sit je cesta.

Koneéné dordzime na Hellichovu. Ani necekdm na dalsi
hldsent a vystupuju. Ted uz jen pdr ulicek a japonsky velvy-
slanec pan Yamada se miZe tésit na milou ndavstévu. Jemu
moznd tak mild pripadat nebude, ale. .. vase clanky se ne-
dostanou na titulni stranky novin proto, Ze se lidi ptdte jen
na milé véci.

Cestou kolem muzea hudby si vsimdm hezky upravené za-
hrady, a hlavné chlapiku, co ji prdvé secou. Pordd se stridaji
u sekacky. Skoro to vypadd, Ze hraji néjakou hru.
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25-2-2 Sekani travy podruhé 11 bodu

Méjme zahradu tvofenou nékolika obdélniky ve ctvercové
siti. Zahrada je souvisla. Jednotlivé obdélniky spolu sousedi,
ale neprekryvaji se. Kazdy obdélnik ma sudy obsah.

Na zacatku stoji sekacka na libovolném policku. Dva hra-
¢i se pravidelné stiidaji, kazdy vzdy popojede se sekackou
0 jedno policko. Benzin je v dnesni dobé drahy, a proto ne-
smi byt zadné policko posekano vicekrat. Ten hrac, ktery
jako prvni nemé kam sekackou pohnout, prohral a musi ji
po dosekani uklidit.

Rozhodnéte, pro kterého hrace existuje vyherni strategie,
a popiste ji. Tedy zjistéte, jestli vyhraje ten, kdo pohne se
sekackou jako prvni, nebo ten, kdo s ni pohne jako druhy.
Pro tohoto hrice popiste, jak mé tdhnout, aby mu zadné
protitahy jeho soupete nezkazily vyhru.

Na obréazku je jeden z mozngch tvarti zahrady. Ulohu fes-
te obecné pro vSechny tvary zahrady splnujici podminky
zadéni.




Na chvilku jsem se u sledovdni sekdni zapomnéla, ale
opét vyrazim dal. Po chvilce se dostavam ma misto urcent.
A koho to nevidim, to bych si snad ani nemohla napldno-
vat — pan Yamada osobné. Priddvdam do kroku.

,Ohayou gozaimasu, Yamada-sama!* zastupuju muZi ces-
tu, zatimco si nendpadné zapindm ukryty diktafon. Prvotni
prekvapeni ve tvari pana Yamady stridd jasny vyraz ne-
spokojenosti, tim se ovsem menechdvam zastrasit. Mluvim
o neddvnych pripadech, ptam se ho na jeho ndzor. Mluvim
o mafii a chci po ném vyjadrend.

Odpovédi jsou vSechny jenom takové ty diplomatické frd-
zicky, ale jsem si jistd, Ze tenhle clovek vi vic, neZ prizndva.
Najednou pan Yamada sahd po telefonu a s omluvou odchd-
2t 0 kus dal. Zaslechnu jen slova ... zase tady“ a ,udélej
s ni néco”, kupodivu mluvi cesky. Zacinam tusit problémy.

A taky Ze jo! Neuplynulo snad ani pét minut a prihnal
se sem néjaky policista. Ze tohle nesmim, Ze musim odejit,
bld bld.

Je cas pouzit mou uZasnou vymluvu. ,Prominte, jd si
jen chtela nechat poradit s touhle japonskou kalkulackou,“
vytahuju svoji starou kalkulacku znacky Yamaha. ,,Md jeden
zagimavy maod.“

25-2-3 Dopliiovani operatoru 6 bodu

@ Mame zadané celd c¢isla a chceme mezi né doplnit zna-
ménka plus + nebo krat x tak, aby vysledek vzniklého
vyrazu byl co nejvétsi. Jak to mame udeélat?

Priklad: Pro ¢isla 6 2 1 3 0 je nejvyhodnéjsi doplnéni
6+2+x1x340=36.

FEvidentné byl ukol prilis jednoduchy. Hlavnée mé ten po-
licista zdrzel natolik, Ze milyj pan velvyslanec pldchl. Pro ted
bude asi rozumnéjsi zmizet a vratit se sem jindy. Radéji se
pujdu nekam projit.

Moje kroky mé dovedly az na Kampu. A o kus ddl, k men-
simu japonskému chlapci. Pusobi ztracené, radsi ovérim si-
tuaci.

,Qot. Hitoribocchi desu. Naze.“ ptam se. Chlapec se na
meé podival a Uplné se mu rozzdrily oci.

Po chvilce uz vim, Ze se jmenuje Tanaka, zatoulal se své
skupince a Ze snad trefi tam, kde se maji sejit. Samozrejme
ho doprovodim, potrebuje to... a kdo vi, treba se od jeho
skupinky jesté dozvim méco zajimavého.

Z Tanakova vyrazu vyctu, Ze bychom meli byt na miste,
a vzapéti lapam po dechu. Mafiani! Lidi pfed ndmi jsou
urcité mafidni uprostred akce. Kdyz déldte novinarinu dost
dlouho, na nékteré véci prosté mdte cuch, a tohle k nim
patri. Chvili sleduju, jok jsou zorganizovand.

25-2-4 Organizace vykladky 13 bodu

% Zakladem organizovanosti je vybrani dobrého mista
pro zastaveni dodavky. Mafiani se kolem ni pak roze-
stavi v pomyslné ctvercové siti a predavaji si zbozi, které
se ma dopravit na jednotlivd mista. Je zadouci, aby pocet
mafidnt potifebnych na vyloZeni v8eho zbozi byl co nejmen-
§1. Pohyb mafiani po ¢tvercové siti odpovida pohybu krale
po Sachovnici.

Formalnéji feceno, mé€jme N bodi v roving, pouzivejme ma-
ximovou metriku (pravé ta odpovidd minimélnimu poétu
krokti Sachového krale mezi dvéma poli Sachovnice). Hleda-
me bod ze zadanych, pro ktery plati, ze soucet vzdalenosti
od vsech ostatnich bodt je pro néj nejmensi.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

Maximova metrika funguje v roviné tak, ze vzdéalenosti dvou
bodt odpovida vétsi z rozdild jejich soutadnic. Tedy

d((z1,y1), (z2,y2)) = max{|z1 — x2|, |y1 — y2|}
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Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Najednou se objevi blesk z Tanakova fotdku. A do hdje!
Vsichni si nds samozrejme vsimli.

Chytdm Tanaku za ruku a rozbtham se s nim pryc. Kdyby
nds chytili, mohlo by to byt hodné $patné. Najednou se mi
Tanaka vytrhl. Bézi doprava. Nejsem si jistd, co md v planu,
ale odbocuju doleva. Mdame tak vétsi Sance a on se snad
znovu neztrati. Ani nenechd chytit.

Z néjakeho duvodu, mozna jak jsme se od sebe tak odtrhli,
mi ale vyletel z brasny blok s pozndmkami a vysypaly se z néj
jednotlivé papiry!

To mi tak chybélo. ..
rychle.

potrebuju je posbirat, a to hezky

25-2-5 Sbirani papiru 8 bodu

Novinafce se na cestu rozsypaly papiry. Predstavme si cestu
jako étvercovou sit M x N, kde pfesun mezi dvéma policky
odpovidé jednomu kroku a neni povoleno presouvani sikmo.
Na nékterd pole se vysypaly jednotlivé papiry.

Novinaika se nemtize vracet zpét (feknéme doltl), miize jen
vpfed (nahoru), doprava a doleva. Zaroven potfebuje posbi-
rat vSechny papiry na co nejmensi pocet kroki. Navrhnéte
algoritmus, ktery ji poradi, jak se méa pohybovat. Na zacat-
ku stoji novinarka v levém dolnim rohu.

Priklad: (policko s papirem je 1, bez papiru 0)
0100
0101
0010

Optimalni feSeni je naptiklad RRURLLU.

@ Lehéi varianta (za 3 body): Reste tlohu pro oblast &i-
rokou pravé 3 policka, tedy pro ¢tvercovou sit rozméru
3x N.

S papiry v ndruci utikam ddl, dokud se mi nepovede se-
trast i posledniho mafidna. TéZce oddechuju. Vibec jsem
nevnimala, kam bézim, ale to vyresim pozdéji. Tohle bude
iZasny cldnek. Skoda jenom, Ze nemdm ty fotky, co nafotil
Tanaka. Ale Ziju, to je moznd hlavni.

Sahdam do brasny pro mobil, abych zavolala Jitce. Mo-
ment, tady je néco $patné!

Chwili zoufale prehrabuju brasnu, neZ si pripustim, Ze md
penéZenka v ni prosté neni. JenZe rdno jsem ji urcite méla.
Musela jsem ji vytratit pFi tom zbésilém teku. Co ted?


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codex

Zpdtky, primo do ndruce mafidni, se mi tedy nechce. Ra-
déji vyrazim po okoli se zoufalou nadéji, Ze se penéZenka
nékde zazracné objevi.

A dneska se zazraky podle vseho déji. Kluk, kterého vidim,
totiz neni nikdo jiny neZ Tanaka, a véc, kterou drzi ve své
ruce, neni nic jiného nezZ md penézenkal A ..., pockat, to
je ten otrava z rdna, co mé odhdnél od ambasdady!

Co se to tam vlastné déje? Tanaka mdvd mou penézenkou
a Otrava mu bere fotdk... Ha, fotdk! Kdybych se dostala
k fotkdm, byl by materidl pro ¢ldnek uz naprosto dokonaly.

Dojdu k tém dvéma bliz. Tanaka je tak zaraZeny, Ze si
vubec nevsimd, kdyZ mu z ruky vytdhnu svou penéZenku.
Otrava si toho ale vsiml a hned po mné vyjel. Branim se,
ze penézenka je moje, Ze v ni jsou doklady, podle kterych
mé muze zkontrolovat.

S neduvérivym pohledem mi bere penéZenku. Nijak zd-
sadné se nebranim.

»Nechcete podrzet ten fotdk, at to miZete lip zkontrolovat?“
ptam se.
SHm. .. jo, diky,“ zabruci Otrava a podd mi fotdk.

Jo! Kdyz déldte novinatinu dost dlouho, naucite se taky
dost rychle vytahovat pamétovky z fotdki. A dost nendpad-
ne.

Takze kdyz mi pan policista o chvili pozdéji s nalezZity-
mi omluvami a domluvami poddvd penéZenku zpét, bydli uz
pamétovka z Tanakova fotdku v mé brasné.

Spokojené mizim primo do redakce. Tam mé vitaji zprdvy
o optimalizaci, ¢i co to md byt.

25-2-6 Optimalizace v redakci 9 bodu

Novinovy ¢lanek se mize nachizet v mnoha rdaznych
é stavech a mezi kazdymi dvéma z nich ho mtze presou-
vat nejvyse jeden redaktor. Kazdému takovému redaktorovi
se ale plati, a Séfredaktori se rozhodli snizit vydaje. Chté-
ji tedy nékteré redaktory propustit, aby soucet platu téch
zbylych byl co nejmensi.

Je ovSem tieba zajistit, ze se ¢lanek stale bude moci dostat
z libovolného stavu do libovolného jiného. Zjistéte, ktefi
redaktori se nemusi trapit, ktefi si maji zacit hledat no-
vou praci a ktefi by méli vyrazit koupit svym nadfizenym
dobrou bonboniéru.

Formalnéji feceno, naleznéte algoritmus, ktery pro kazdou
hranu neorientovaného ohodnoceného grafu (vahy vice hran
mohou byt stejné) rozhodne, zda ta hrana lezi v kazdé mi-
nimalni kostte grafu, zadné minimalni kostfe, nebo v nékte-
rych minimalnich kostrach. Pripomenme, ze o minimalnich
kostrach piseme v kucharce.

Priklad: V nasledujicim grafu jsou tucné vyznaceny hrany,
které lezi ve vSech miniméalnich kostrach, tence hrany, které
lezi v nékterych, a ¢arkované hrany, které nelezi v zadné
minimélni kostfe.

S potésenim zjistuju, Ze jd jsem v bezpeci. A v jesté vét-
sim bezpeci budu, aZ konecné dopisu ten cldnek.
Investigativné novinatila

Karolina ,,Karry“ BureSovd

25-2-7 Zalévame dokument 13 bodu

Seridl o TEXu pokracuje svym druhym dilem. Minule
jsme se naucili zédklady sazby, prelozili prvni dokumen-
ty a vyzkouseli matematicky méd. Tentokrat se ponotfime
hloubéji do vnitinosti TEXu, nau¢ime se psat makra a za-
vieme dokument do krabicky. Matematika piijde zkratka,
v této sérii se neobjevi.

Pfipominam, Ze preferovany for-
mat Feseni je komentovany zdro-
jovy kéd odevzdany jako prosty
text. Nemusite se snazit zdrojak
hezky vyséazet apod., jen bychom
s tim méli zbytecné vic prace.

Sazba do boxu

TEX sazi na stranku nepreberné
mnoZstvi raznych objekti. Aby
se v tom vyznal, kazdy z nich za-
bali do krabicky, a dal uz pracu-
je jenom s ni. VSechno, co se sazi,
je tedy krabicka — obdélnikovy box, ktery mé definovanou
vysku, sitku a hloubku.

vyska

referenéni bod— l

hloubka
1

+— sitka —
TEX vidi jednotlivd pismenka jako boxy, z nich (a vyplni
mezi boxy) pak stavi faddky a celé stranky.

Tuto vétu vidi priblizné takto:

[CHE oo d A (e

Jednotlivé boxy se mohou sklddat do horizontalnich a ver-
tikalnich boxu — véty v odstavci sestavaji z pismen, kterd se
naskladaji do horizontalnich boxt — fadkt. Radky se pak
nasypou do vertikdlniho boxu a z toho vznikne odstavec.

Do horizontalniho boxu se tedy skladaji objekty vedle sebe,
kdezto do vertikalniho boxu pod sebe.

TEX tesi skladani do boxti automaticky, ale presto je obcas
potifeba vyrabét boxy explicitné. K tomu se mizou hodit
nésledujici primitiva:?

\hbox{n&co} a \vbox{né&co} explicitné vyrobi horizontalni
nebo vertikalni box a do nich vlozi pfislusny obsah.

\hbox to 10cm{} je hbox Siroky pifesné 10 cm. To znamena,
7e jeho obsah se natdhne nebo smrskne presné na zadanou
velikost. Pokud to TEX nezvladne, bude si stézovat hlaskou
Overfull hbox nebo Underfull hboz.

Dalsi mozné jednotky délky jsou naptiklad mm, in, pt, pfi-
padné em a ex. Prvni ¢tyfi jsou absolutni — jsou prosté
dlouhé centimetr, milimetr, palec nebo americky typogra-
ficky bod (TEX point; ﬁ palce). Jednotky em a ex zavisi
na nastavené velikosti pisma. Prvni z nich odpovida Sifce
velkého pismene M, druhé z nich odpovida vysce malého
pismene x.

2 Primitivum je zakladni ¥idici pfikaz TEXu. Je vhodné jej nepiedefinovat, protoze by se pak TEX mohl chovat podivné.
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Chcete-li hbox Siroky pfesné stejné jako stranka (nezasa-
hujici do okraju), pouzijte \1line{obsah} nebo \hbox to
\hsize{obsah}. Oboji udéla totéz. Rozmér \hsize urcuje
§ifku, na kterou se sazi odstavec.

\vbox to 10cm{} je vbox vysoky piesné 10 cm. Jesté exis-
tuje \vtop, ktery ma referenéni bod v referenénim bodu
prvniho z objektd uvnitf, kdezto \vbox ma referen¢ni bod
v referenc¢nim bodé posledniho z objektd uvnitf.

Pozor, jakmile se uvnitt vboxu objevi odstavec, tak mé
vbox automaticky Sitku \hsize.

Pro¢ tolik fesim referen¢ni bod, respektive cari? Protoze
v drtivé vétsiné pripadt se objekty sklddaji do horizon-
talniho boxu tak, aby jejich ticafi licovala s ¢arimi toho
horizontalniho boxu.

A pro¢ ma vlastné kazdy box vysku a hloubku? Sazime-li
pismena na tadek, pak nékteré znaky presahuji pod fadek:
gjpqy — ty pak maji nenulovou hloubku. Stejné jsou na tom
napiiklad zévorky: ()

Mody, ¢ary a prazdné misto

TEX operuje v ruznych mddech. Na zacatku je ve verti-
kalnim mddu, tedy sklada boxy pod sebe. Jakmile za¢nete
odstavec, prejde do horizontalniho médu a sklada boxy ve-
dle sebe. Kdyz skonéi odstavec (\par), zptisobi zaldmani a
prejde zpét do vertikalniho médu.

Taktéz uvniti vboxu je ve vertikdlnim mdédu a uvniti hbo-
xu v horizontalnim, jen s tou vyjimkou, ze uvniti boxt jste
jistym zptisobem ohraniceni, napiiklad hbox se vam neza-
lame.

Kdyz chcete nakreslit vodorovnou nebo svislou ¢aru, pou-
zijte \hrule nebo \vrule. Pozor, \hrule smi byt pouzita
jen ve vertikdlnim moédu a \vrule jen v horizontalnim.

Vodorovna cara je standardné vysoka 0.4 pt a Sirokd stej-
né jako box, ktery ji ohranic¢uje (coZ je bud piislusny vbox,
nebo celd stranka). Pokud se ndm to nelibi, mizeme to
zmeénit: \hrule width 2cm height 1pt depth 1pt. Ana-
logicky funguje svisla ¢ara v horizontalnim boxu.

Doporucuji za takovyhle piikaz napsat \relax, ¢imz zame-
zite tomu, aby se TEX pokousel interpretovat néjaky nasle-
dujici text jako rozméry cary.

Nakonec, kdyz chcete bilé misto, pouzijte pfikaz \vskip
nebo \hskip podle mdédu, ve kterém jste: \vskip 15mm
vytvori 15 mm vertikdlni mezeru.

Pokud potfebujete roztazitelnou mezeru, pouzijte \vfil
nebo \hfil. Takova vyplii se mize roztahovat do neko-
necna. Takze napfiklad centrovany Fadek vypada takto:
\line{\hfil obsah\hfil}. Nebo mizete pouzit konstruk-
ci \centerline{obsah}, ta funguje stejneé.

K boxtim a vyplnim se jesté vratime ve ¢tvrté sérii a vy-
svétlime si, jak funguji doopravdy uvniti riznych procedur
TEXu.

Makra

Mate-li pocit, ze néjaky kus textu nebo kédu pisete vicekrat,
jsou makra pfresné pro vas. Funguji podobné jako funkce
v béznych programovacich jazycich.

Zakladni variantou je makro bez parametri. Definuje se
pomoci primitiva \def:

\def\nazevmakra{obsah {\bf makra}}

Na takto definované makro se pak miZete kdekoli dal odvo-
lat pomoci \nazevmakra. Typické pouziti mtze byt treba
takovéto:

\def\podpis{Karel Povolnjy, MFF UK\par}
Text dopisu 1

\podpis

\vfil\eject %% dalS$i stranka

Text dopisu 2

\podpis

\vfilleject

\bye

Primitivum \par zptisobi pfechod na novy odstavec, stejné
jako prazdny radek.

S makry jste se uz potkali v minulé sérii. Napiiklad \TeX
je makro, které vysazi nazev programu TEX se spravné po-
sunutymi pismeny.

Kazdé makro je definované jen v ramci své skupiny. Vy-
zkousejte, jak se prelozi napriklad nasledujici zdrojak:
\def\makro{ABC}{\def\makro{DEF}\makro}\makro

Definici jiz existujiciho makra pfedefinujete stavajici. Tim
si muzZete absolutné rozbit prostfedi, takze je potieba si vy-
birat jména, kterd zatim neexistuji. Spolehlivy test vypada
naptiklad takto:

\def\isdefined#1{\ifx\undefined#1N\else Y\fi}
\isdefined{\macro}
\isdefined{\wtf} ...

Takové testovani provedte jednou. Ve chvili, kdy makro de-
finujete, si ovérte, ze tim nic nezkazite. Pak takovy test
zruste, nemé smysl, zbyteéné by akorat zaplevelil zdrojak.
Zadna budouci verze plainu vam vase makro nerozbije.?

Makra s parametry

Funkce obvykle mtizou mit parametry, stejné na tom jsou
makra.

\def\makro#1#2#3{Tohle je makro se t¥emi
parametry. Parametr 1 je #1, parametr 2 je #2
a parametr 3 je #3.}
\makro{kombajn}{bagr}{traktor}

Tohle je makro se tremi parametry. Parametr 1 je kombajn,
parametr 2 je bagr a parametr 3 je traktor.

Kazdé makro mtze mit az 9 parametrd, ¢islovanych od 1.
Na n-ty parametr se odkazujeme pomoci #n. Na kazdy para-
metr se muzeme odkézat klidné vicekrat, nebo také viibec.

\def\rekl#1{Karel fekl: \uv{#1}
Opravdu #ekl: \uv{#1}}
\def\ignoruj#1#2#3{}

Makra s oddélenymi parametry

Makra jsou mocnéjsi zbran, nez by se mohlo zdat. Paramet-
ry totiz nemusi byt jenom uzaviené ve slozenych zavorkach.
Mohou byt oddéleny prakticky ¢imkoli. Takové definice vy-
padé napiiklad takto:

\def\uloha#1l: #2b{Uloha za #2 bodd: #1\par}
\uloha T#idéni: 4b
\uloha Grafy: 5b

Parametr #1 v uvedeném piikladu tedy pozere vSechno az
do dvojtecky a nésledujici mezery. A parametr #2 poZere
vSechno od toho mista dal az do nejblizsiho b.

3 D. E. Knuth prohlésil, Ze plain nebude ménit, zfistane navéky stejny.
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Méjme nésledujici definici a zkoumejme chovani makra \mc:
\def\mc#1: :#2:#3: :#4: {(#1) (#2) (#3) (#4)}

Vystup vypada takto:

0000 (-a)(b)(c)(d) (a)(b)(:c)(d): ()()(:a)( ():a))(: )():::
Jesté stoji za poznamku, Ze je mozno michat oddélené a ne-
oddélené parametry. Plati, ze za neoddélenym parametrem
neni zadny oddélovaé, v definici \def\mc#1: #2#3#4: : jsou
to parametry 2 a 3, kdezto 1 a 4 jsou oddélené dvojteckou,
resp. ¢tyfteckou.

Znacka #n je zjednodusSené odkaz na prislusny parametr.
Pokud byste naptiklad ale chtéli napsat ,makro, které de-
finuje makro“, moZzné budete potfebovat ##, coz se expan-
duje na jediny znak #. Vyzkousejte nasledujici kéd:
\def\obalmakro#1#2{\def#1##1{##1#2##1}}

Ukol 1 [3b]: Nakreslete TEXem Sachovnici 8 x 8.
Hrana ¢tvercového policka necht je presné 2 cm.
Bodujeme hlavné preciznost a ¢istotu kédu. Mé-
la by vypadat takhle, jen vétsi:

Ukol 2 [2b]: Definujte makro \uloha, které se bude volat
takto:

\uloha 25-2-7: Zalévéame dokument (13)

a vysazi se tak, aby vysledek vypadal co nejvice jako hlavic-

ka tlohy v letdcich KSP. Sklofiovani u po¢tu bodd muzete
ignorovat, za vyraz ,,3 bodd“ vam zadné body nestrhneme.

Kategorie znaku

TEX rozlisuje 16 kategorii znaki:

Cislo Nézev Znaky

0 Escape char \

1 Open group {

2 Close group }

3 Math $

4 Alignment &

5 End of line CR (znak s ASCII kédem 13)
6 Parameter #

7 Superscript -

8 Subscript _

9 Ignored znak s ASCII kédem 0

10 Space U

11 Letter a-z, A-Z

12 Other cokoli jiného neuvedeného
13 Active -

14 Comment YA

15 Invalid znak s ASCII kédem 127

Znaky se mezi kategoriemi daji pfehazovat uzitim primitiva
\catcode. Ve skutecnosti je to 256 nezavislych 4-bitovych
éisel. Prostym uvedenim ASCII kédu znaku za \catcode
vybirate jeho kategorii: \catcode 71 odpovida kategorii
znaku G, tedy 11.

Kdyz chceme &islo vypsat (vysazet), pouzijeme primitivum
\the: \the\catcode 64 by mélo vysazet 12 (coz je kate-
gorie znaku @). KdyZ chceme ¢iselnou hodnotu nastavit,
pouzijeme nasledujici konstrukei:

\catcode 64 = 13 %% Pfehledn&jsi varianta
\catcode 64 13 %), Totéz jako pfedchozi

Cislo je také mozno zapsat jinak nez decimalné: ’xyz je
oktalovy zapis, "xy je hexadecimalni zapis a ‘\x je ASCII
kéd znaku x. Tedy ’107, 71, "47 a ‘\G znamenaji totéz
¢islo.

Kategorie znak® maji rtizny vyznam. Escape char uvozuje
fidici sekvenci, avSak nezapocitava se do ni: Je-li \catcode
‘\@=0, pak @par a \par maji uplné stejny vyznam.

Open group a close group slouzi k uzavorkovani vseho moz-
ného. Stejné jako u escape charu, nezalezi na ASCII kédu
znaku, otevtit resp. uzaviit skupinu muze kterykoli znak
kategorie 1 resp. 2.

Uvozovaci znak matematiky uz znate z minula. Alignment
se pouziva v tabulkovych konstrukcich, to nas ceka v néjaké
z dalsich sérii.

Znaky end-of-line se chovaji stejné jako mezera, aZ na to,
ze za EOL se ignoruje zbytek fadky. Zkuste si to v praxi
sami. Je-li navic znak EOL na zacatku fadky, prelozi se na
\par.

Parameter slouzi k oznaceni parametria maker, také se s nim
potkame v tabulkach. Subscript a superscript se pouzivaji
v matematice na horni a dolni index.

Ignored a invalid se chovaji témér stejné — jsou ignorovany.
V pripadé invalidniho znaku si jesté navic TEX stézuje.

U mezery se ignoruje ASCII kéd a nahrazuje se bilym mis-
tem podle parametri fontu. Mezera je totiz divny znak —
v§imnéte si, ze jako jedind mize mit riznou Sitku podle
potteby.

Pismena a ostatni znaky se lisi prakticky jedinou véci — tim,
jak se chovaji za escape charem. Ridici sekvence je totiz
escape char + vS8echny nasledujici znaky kategorie 11, nebo
escape char + jeden nasledujici znak libovolné kategorie.

Aktivni znaky se chovaji stejné jako Fidici sekvence. Muzete
je pouzit za \def a definovat.

A konec¢né znak komentaie. Od toho se ignoruje vse az ke
konci radky.

Radky

MozZné véas zarazilo, Ze jenom znak CR (13) je end-of-line,
kdyZ na Linuxu je konec fadky znak LF (10).

TEX ¢te vstup po radkach tak, jak je dostava od systému.
Na Linuxu je to tedy znak LF (kéd 10), na Windows dvo-
jice znaktt CR+LF (13 a 10). Systémovy znak konce fadku
se ufizne, orezou se bilé znaky a na konec tfadku se vlozi
znak CR.

Na vstupu muze také probihat netrivalni prekédovani, ob-
vykle se tim ale neni tfeba zabyvat.

Tokeny

Je dilezité védeét, jak se TEX vlastné chova ke svému vstupu.
Kazdy znak, ktery se objevi, je tokenizovan. Je urcena jeho
kategorie a jeho ASCII kdd spolecné s kategorii je ulozen
jako token. Tokeny budeme znadit takto: (znak, kategorie).

Dluzno podotknouti, Ze fidici sekvence se povazuje za jeden
token, tedy napfiklad \par je jen jeden token (par, 0).



Tento kéd nefunguje tak, jak byste ¢ekali. Zkuste si to:

\catcode ‘\@ 11 %% @ je letter
\def\mac #1@{parametr: (#1)}
\catcode ‘\@ 12 %% @ je other
\mac né&co @

\catcode ‘\@ 11 %% @ je letter
\mac néco @

Makro totiz o¢ekava token (@, 11), nikoli (@, 12). A tak
Cte tokeny jeden za druhym a ¢ekd, jestli se neobjevi ten
spravny. A on se neobjevi, protoze i kdyZ postupné piecte
\catcode ‘\@ 11 na patém radku, tak jsou to pro néj stale
jen tokeny, které pfijdou do prvniho parametru. . .

Expanze maker

Kdyz se na néjakém misté objevi fidici sekvence, kterd je
definovana jako makro, tak se TEX podiva, jak se mé volat
a jak maji vypadat parametry. Pak ¢te tokeny jeden za
druhym, dokud nenacte vSechny parametry makra.

Prectené tokeny odstrani a misto nich vlozi definici mak-
ra. V ni nahradi vSechny vyskyty #n piisluSnymi paramet-
ry a vSechny dvojice tokent (#, 6) zredukuje na jednotlivé
vyskyty. A pak se na to pusti hledani maker znova a znova,
dokud tam neztistanou jenom znaky a primitiva.

TEX navic obsahuje omezeni pro pripad béznych preklept
(zapomenutych pravych zévorek) — standardné neni povo-
leno, aby parametr makra obsahoval \par. Kdyz to potie-
bujete, prediadte pfed definici makra \long:

\long\def\a#1{}
\def\b#1{}

\a{\par} %/ projde
\b{\par} %% vyhodi chybu

Ukol 3 [8b]: Vymyslete, jak prepnout TEX do médu, kdy
vysézi na vystup (téméf) pfesné to, co ma ve vstupu. Hod-
noti se funkénost, Cistota kédu a napad. Nebojte se zeptat
ve foru, radi poradime a pomizeme, také se tam muzete
dozvédét rtiznd doporuceni a upfesnéni tlohy.

Spolu s hotovym makrem dodejte také ukazkové pouziti —
vysazené TeSeni néjaké jiné tlohy z této série se zdrojovym
kédem. Toto feSeni dodejte jako soucast FeSeni této ulohy,
jinak nebude hodnoceno.

Pokud by vas ndhodou napadlo prozkoumat zdrojové kédy
¥TEXu, nedélejte to, byt by se v nich jedno mozné feSeni
dalo najit. Jsou spletité a akorat se v nich zamotate. Radsi
to zkuste vymyslet sami.

Béhem fteSeni dloh se vam jesté miize hodit primitivum
\let: Po provedeni \let\xyz\abc ma \xyz identicky vy-
znam jako \abc. Pouziva se napriklad na ulozeni pivodniho
vyznamu fidici sekvence, pfipadné na ,nakopirovani“ mak-
ra. I kdyz se pak zméni vyznam pivodni sekvence (v uve-
deném prikladé \abc), vyznam nové sekvence zustava. Vy-
zkousejte:

\def\abc{ABC} \abc
\let\xyz\abc \xyz
\def\abc{DEF} \abc \xyz

Ve skutec¢nosti \1let nepfifazuje vyznam fidici sekvence, ale
vyznam tokenu, takze napfiklad muzete pouzit konstrukci
\let\zavinac @ a pak bude mit \zavinac stejny vyznam
jako token (@, 12).

Také se vam pii definovani maker muzZzou hodit primitiva
\begingroup a \endgroup. Hodi se ve chvili, kdy potfebu-
jete napriklad jednim makrem oteviit a jinym pak zavrit
skupinu, nebot definice makra musi byt dobie uzévorkova-
na.

Pozor, toto je jiny typ skupiny nez ta, ktera je ohranicena
tokeny (*, 1) a (*, 2).* Takze skupina oteviend primitivem
\begingroup musi byt uzaviend pomoci \endgroup, jinak
si TEX stézuje (a obracené skupina oteviend tokenem kate-
gorie 1 musi byt uzaviena tokenem kategorie 2).

Tot protentokrat vse. Pfeji mnoho §tésti pii definovani ma-
ker. Dotazy a doplnéni posilejte do féra, stejné jako v prvni
Sérii.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

Recepty z programatorské kucharky: Minimalni kostra

Predstavme si nasledujici problém: Chceme urcit silnice,
které se budou v zimé udrzovat sjizdné, a to tak, abychom
celkové udrzovali co nejméné kilometr1 silnic, a presto zad-
né mésto od ostatnich neodfizli.

Mésta a silnice si mtizeme predstavit jako graf, o kterém ny-
ni budeme predpokladat, ze je souvisly. Kdyby nebyl, nas
problém nijak vyfesit nelze. Vysledny podgraf/seznam sil-
nic, ktery fesi nas problém se snéhem, nazyvaji matematici
minimdlni kostra grafu.

Pokud vibec netusite, co je to graf, pfectéte si ivodni gra-
fovou kuchaiku na nasem webu.?

Co se v souvislém grafu presné mysli pod pojmem Fkost-
ra? Nazveme ji libovolny podgraf, ktery obsahuje vSechny
vrcholy a zaroven je stromem. Strom jsme si definovali v ka-
pitole o grafech; jsou to presné ty grafy, které jsou souvislé
(z kazdého vrcholu ,dojedeme* do kazdého jiného) a bez
kruznice (takZe nemame v silni¢ni siti zadné prebyteéné
cesty).

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz
v nasem pripadé bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohod-
noceny graf. V takovych grafech pak obvykle hleddme mezi
v8emi kostrami kostru minimdlni, coz je takova, pro kterou
je soucet vah jejich hran nejmensi mozny.

Graf mtze mit vice minimélnich koster — napiiklad jestlize
jsou v8echny vahy hran jednicky, vSechny kostry maji stej-
nou vdhu n — 1 (kde n je podet vrcholil grafu), a tedy jsou
vSechny minimalni.

Pro vyfeseni problému hledani minimalni kostry se nam bu-
de hodit datové struktura Disjoint-Find-Union (DFU). Ta
umi pro dané disjunktni mnoziny (disjunktni znamend, Ze
kazdé 2 mnoziny maji prazdny prinik neboli Zadné spole¢né
prvky) rychle rozhodnout, jestli dva prvky patii do stejné
mnoziny, a provadét operaci sjednoceni dvou mnozin.

Algoritmus

Algoritmus na hledédni minimélni kostry, ktery si predvede-
me, je typickou ukazkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve
setfidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kostru bude-
me postupné vytvaret priddvanim hran od té s nejmensi
vahou tak, ze hranu do kostry pridame pravé tehdy, po-
kud spojuje dvé (prozatim) rtzné komponenty souvislosti
vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené

4 U tokenti kategorie 1 a 2 nezalezi na kédu znaku, proto jsou uvedeny hvézdicky.
> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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kostry pridame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vr-
choly, které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, Ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklic-
ky podgraf grafu, ktery je souvisly (pokud vstupni graf je
souvisly, coz mle¢ky predpokladdme). Nez si ukdzeme, Ze
nalezené kostra je opravdu minimélni, podivejme se na ¢a-
sovou slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf méa
N vrcholti a M hran, tak Gvodni setfidéni hran vyzadu-
je ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych tfidicich
algoritmti popsanych v jednom z minulych dilt kucharky)
a poté se pokusime pfidat kazdou z M hran.

V druhé c¢asti kucharky si ukdzeme datovou strukturu, s je-
jiz pomoci bude M testi toho, zda mezi dvéma vrcholy
vede hrana, trvat nejvyse O(M log N). Celkova ¢asova slo-
Zitost naseho algoritmu je tedy O(M log N) (vSimnéte si, ze
log M < log N? = 2log N). Pamétova slozitost je linearni
vzhledem k poc¢tu hran, tj. O(M).

Dukaz spravnosti

Zbyvé dokazat, ze nalezena kostra vstupniho grafu je mini-
malni. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze va-
hy vSech hran grafu jsou navzajem rtzné: Pokud tomu tak
neni jiz na zacatku, pricteme k nékterym z hran, jejichz
véhy jsou duplicitni, velmi malé kladné cela cisla tak, aby
poradi hran nalezené nasim ttidicim algoritmem ztistalo za-
chovano. Tim se kostra nalezena hladovym algoritmem ne-
zméni, a pokud bude tato kostra minimalni s modifikova-
nymi vahami, bude minimalni i pro ptvodni zadani.

Ozna¢me si nyni T,j; kostru nalezenou hladovym algorit-
mem a T, néjakou minimalni kostru. Co by se stalo, kdy-
by byly rizné? Vime, ze vSechny kostry maji stejny pocet
hran, takze musi existovat alespon jedna hrana e, ktera je
v Thig, ale neni v Tin. Ze vSech takovych hran si vyberme
tu, kterd ma nejmensi vahu, tedy kterou algoritmus ptidal
jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu tésné pred
pridanim e, vidime, Ze sestrojil néjakou ¢astec¢nou kostru F,
kterd je jesté soucésti jak Tinin, tak Thig.

Pfidejme nyni hranu e ke kostie Tii,. Tim vznikl podgraf
vstupniho grafu, ktery zjevné obsahuje néjakou kruznici C' —
uz pred pridanim hrany e totiz Ty, byla souvisla. Protoze
kostra T},1; neobsahuje Zddnou kruznici, na kruznici C' musi
byt alesporl jedna hrana e/, ktera neni v Th.

Vsimnéme si, Ze hranu e’ nemohl algoritmus zpracovat pred
hranou e: hrana e’ nelezi v Ty, na zadném cyklu, takze
tim spis netvori cyklus v F', a kdyby ji algoritmus zpraco-
val, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil. Z toho
plyne, Ze vaha hrany e’ je vétsi nez vdha hrany e. Kdyz
nyni z kostry Ty, odebereme hranu e’ a piiddme misto
ni hranu e, musime opét dostat souvisly podgraf (e a e
preci lezely na spoleéné kruzmici), tudiz kostru vstupniho
grafu. Jenze tato kostra ma celkové mensi vahu nez mini-
malni kostra Thin, coz neni mozné. Tim jsme dosli ke sporu,
a proto Timin & Thie nemohou byt riizné.

Cviéeni

V dtkazu jsme predpokladali, ze vahy hran jsou riizné (resp.
jsme je riznymi udélali).Neni potfeba i v samotném algo-
ritmu pric¢itat velmi mala ¢isla k hrandm se stejnou vahou?
Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mno-
Ziny na nékolik disjunktnich podmnozin (¢ili takovych, Ze
74dné dvé nemaji spoleény prvek). To znamend, ze pomoci
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této struktury muizeme pro kazdé dva z ulozenych prvkut
fici, zda patii ¢i nepatti do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU
vrcholy zadaného grafu a budou nalezet do stejné podmno-
ziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvorené ¢asti kostry
existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou od-
povidat komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura
DFU provadét nasledujici dvé operace:

find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné roz-
kladu. Tato operace bude v pripadé naseho algoritmu od-
povidat testu, zda dva vrcholy lezi ve stejné komponenté
souvislosti.

union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci
v naSem algoritmu na hledani kostry provedeme vzdy, kdyz
do vytvafené kostry pfiddme hranu (tehdy spojime dvé rtz-
né komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny re-
prezentovat. Prvky obsazené v jedné podmnoziné budou
tvorit zakofenény strom. V tomto stromeé vsak povedou uka-
zatele (trochu nezvykle) od listii ke kofeni. Operaci find lze
pak jednoduse implementovat tak, Ze pro oba zadané prvky
nejprve nalezneme koteny jejich stromt. Jsou-li tyto kofeny
stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i ve stejné pod-
mnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rizné, jsou zadané prvky
v riznych stromech, a tedy jsou i v riiznych podmnozinach
reprezentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak,
ze mezi kofeny stromil reprezentujicich slu¢ované podmno-
ziny pridame ukazatel a tim tyto dva stromy spojime do-
hromady.

Implementace dvou vyse popsanych operaci, jak jsme se ji
préavé popsali, nasleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz
rozklad reprezentujeme, bude mnozina ¢isel od 1 do N. Ro-
dice jednotlivych vrchold stromu si pak pamatujeme v poli
parent, kde 0 znamena, ze prvek rodice nem4, tj. Ze je kore-
nem svého stromu. Funkce root(v) vrati kofen stromu, ktery
obsahuje prvek v.

var parent: array[l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v, w: integer):boolean;
begin

find:=(root(v)=root(w));
end;

procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root(v); w:=root(w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by
se ale mohlo stat, ze stromy odpovidajici podmnozindm bu-



dou vypadat jako ,hadi“, a pokud budou obsahovat N prv-
ki, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoducha vy-
lepseni:

union by rank: Kazdy prvek mé pfifazen rank. Na zacatku
jsou ranky vSech prvkt rovny nule. Pfi provadéni operace
union pripojime strom s kofenem mensiho ranku ke kotfeni
stromu s vétsim rankem. Ranky kofend stromt se v tom-
to pripadé neméni. Pokud kofeny obou stromti maji stejny
rank, pfipojime je libovolné, ale rank kofenu vysledného
stromu zvétsime o jedna.

path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny prv-
ky na cesté od prvku v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zmé-
nime jejich rodice na kofen daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se
zméni implementace funkci root a union:

var parent: array[l..N] of integer;
rank: array[1l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zména path compression}
function root(v: integer): integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]);
root:=parent [v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v, w: integer):boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zména kvili union by rank}
procedure union(v, w: integer);
begin
v:=root (v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;
end
else if rank[v]<rank([w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve
ucinime nasledujici pozorovani: Pokud je prvek v s rankem r
kofenem stromu v datové struktuie DFU, pak tento strom
obsahuje alespon 2" prvki.
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Nase pozorovani dokdzeme indukci podle r. Pro r = 0 tvr-
zeni ziejmé plati. Necht tedy r > 0. V okamziku, kdy se
rank prvku v méni z r — 1 na r, sluGujeme dva stromy, je-
jichz kofeny maji rank r — 1. Kazdy z téchto dvou stromu
mé dle indukéniho piedpokladu alespoii 271 prvki, a tedy
vysledny strom ma alespon 2" prvki, jak jsme pozadovali.

Z naseho pozorovani ihned plyne, ze rank kazdého prvku je
nejvyse log, N a prvkia s rankem r je nejvyse N/2" (vSim-
néme si, ze rank prvku v DFU se neméni po okamziku, kdy
dany prvek pfestane byt kofen né&jakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého
stromu v DFU rovna ranku jeho kofene, protoze rank ko-
fene se méni pravé tehdy, kdyz zvétsujeme hloubku stromu
o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, IV,
hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys logy N.
Potom ale procedura root spotfebuje ¢as nejvyse O(log N),
a tedy operace find a union stihneme v ¢ase O(log N).

Amortizovana éasova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je
amortizovand asova, slozitost. Rekneme, Ze néjaka opera-
ce pracuje v amortizovaném case O(t), paklize provedeni
libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). Pfitom
provedeni kterékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat cas
vétsi. Tento vétsi ¢as je pak v souctu kompenzovan kratsim
casem, ktery spotfebovaly nékteré predchozi operace.

Nejdiive si predvedme tento pojem na jednoduchém piikla-
dé. Reknéme, ze mame ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé.
Pricist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva konstantni cas,
nebot zalezi na tom, kolik jednic¢ek se vyskytuje na konci za-
daného ¢isla. Pokud se nam ale povede ukazat, ze N pricteni
jednicky k ¢islu, které je na pocatku nula, zabere ¢as O(N),
pak mtzeme Fici, ze kazdé takové pric¢teni trvalo amortizo-

vané O(1).

Jak tedy ukdzeme, ze N pficteni jednicky k c¢islu zabere
¢as O(N)? Pouzijeme k tomu ,penizkovou metodu®. Kaz-
d& operace nas bude stat jeden penizek, a pokud jich na
N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokazano.

Kazdé jednicce, kterou chceme pricist, ddme dva penizky.
V priubéhu celého pricitani bude platit, ze kazda jednicka
ve dvojkovém zapisu ¢isla ma jeden penizek (kdyz za¢neme
jednicky pficitat k nule, tuto podminku splnime). Pri¢ita-
ni bude probihat tak, ze pri¢itand jednicka se ,podiva“ na
nejnizsi bit (tj. ve dvojkovém zapise na posledni cifru) za-
daného ¢isla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula,
zméni ji na jednicku a da ji sviij zbyly penizek. Pokud to je
jednicka, vezme si pfiéitand jednicka jeji penizek (¢ili uz ma
zase dva), zméni zkoumanou jedni¢ku na nulu a pokracuje
u dalsiho bitu, atd.

Takto splnime podminku, ze kazda jednicka v dvojkovém
zapisu ¢isla méa jeden penizek. Tedy N pricitani nas stoji 2N
penizki. Protoze pocet penizkl utracenych béhem jedné
operace je umeérny spotfebovanému Casu, vidime, ze vSech
N pric¢teni probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédo-
mit, Ze pficteni nékterych jednicek mize trvat az O(log N),
ale amortizovana Casova slozitost pfic¢teni jedné jednicky je
konstantni.

Dokonceni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a niko-
liv union by rank, dalo by se dokazat, ze kazda z operaci
find a union vyzaduje amortizované éas O(log N), kde N je



pocet prvki. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze
tim bychom si nijak oproti samotnému union by rank ne-
pomohli. Pro¢ tedy vlastné hovofime o obou vylepsenich?
Inu proto, ze pri pouziti obou metod soucasné dosahneme
mnohem lepsiho amortizovaného ¢asu O(a(N)) na jednu
operaci find nebo union, kde a(N) je inverzni Ackerman-
nova funkce. Jeji definici mizete nalézt na konci kuchaiky,
zde jen poznamenejme, Ze hodnota inverzni Ackermannovy
funkce a(N) je pro vSechny praktické hodnoty N nejvyse
¢tyti. Cili dosahneme v podstaté amortizované konstantni
¢asovou slozitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.

Dokéazat vysSe zminény odhad casové slozitosti funk-
@ ci a(N) je docela té7ké, my si zde pfedvedeme poné-
kud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ¢asovy odhad
O((N+L)log* N), kde L je pocet provedenych operaci find
nebo union a log™ N je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ de-
finice nésleduje. Nejprve si definujeme funkci 2 1 k rekur-
zivnim predpisem:

2100=1, 21k=22Tk-1

Méme tedy 2 11 =2,212 =22 =142713 =2 = 16,
21+ 4 = 216 = 65536, 2 T 5 = 265536 atd. A koneéné,
iterovany logaritmus log® N &sla N je nejmensi pfirozené
¢islo k takové, ze N < 21 k. Jina (ale ekvivalentni) defini-
ce iterovaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet,
kolikrat musime ¢islo N opakované zlogaritmovat, nez do-
staneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyvéa provést slibenou analyzu struktury DFU pii soucas-
ném pouziti obou metod union by rank a path compression.
Prvky si rozdélime do skupin podle jejich ranku: k-t4 sku-
pina prvkt bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi
(21 (k—=1))+1a21k. Napf. tieti skupina obsahuje ty
prvky, jejichz rank je mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéle-
ny do 1+log*log N = O(log™ N) skupin. Odhadnéme shora
pocet prvku v k-té skupiné:

N NN 2Mk-21(k-1) | <
St hI)+1 T 997k T om(hD) Z; 2] =

LN _ N
— 921(k—-1) - 2Tk'

Ted miizeme provést ¢asovou analyzu funkce root(v). Cas,
ktery spotfebuje funkce root(v), je pfimo tmérny délce ces-
ty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta je pak nasledné
rozpojena a vSechny prvky na ni jsou pfepojeny pfimo na
kofen stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty,
které ,naictujeme” tomuto volani funkce root(v), a ty, kte-
ré zahrneme do faktoru O(N log* N) v dokazovaném &aso-
vém odhadu. Do volani funkce root(v) zapo¢itdme ty hrany
cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v ruznych skupi-
néch. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log* N) (vSimnéte
si, ze ranky prvku na cesté z listu do kofene tvori rostouci
posloupnost).

Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stro-
mu. Pfi kazdém prepojeni rank rodic¢e prvku v vzroste. Te-
dy po 2 1 k pfepojenich je rodi¢ prvku v v (k + 1)-ni nebo
vys$si skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hra-
na z néj na cesté do kotfene nebude tctovana volani funkce
root(v) nejvyse (2 1 k)-krat. Protoze k-t4 skupina obsahuje
nejvyse N/(2 1 k) prvki, je pocet takovych hran pro vsech-
ny prvky této skupiny nejvyse N. A protozZe pocet skupin je
nejvyse O(log™ N), je celkovy pocet hran, které nejsou za-
pocitany volanim funkce root(v), nejvyse O(N log* N). Pro-
toZze funkce root(v) je voldna 2L-krat, plyne ¢asovy odhad
O((N + L)log" N) z pravé dokdzanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce o(N)

Ackermannovu funkci Ize definovat nésledujici konstrukei:

Ao(i) =i +1, Apy1(i) = AL(i) pro k > 0,

kde vyraz Al zastupuje sloZeni i funkei Ay, napt. A;(3) =
Ap(Ap(Ao(3))). Plati tedy nésledujici rovnosti:

Ag(i) =i+1, Ai(i)=2i, Ay(i)=2""i.
Ackermannova funkce s jednim parametrem A(k) je pak
rovna hodnoté Ag(2), takze A(2) = A2(2) = 8, A(3) =
A3(2) = 211, A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd... Hodnota
inverzni Ackermannovy funkce a(N) je tedy nejmensi pfi-
rozené Cislo k takové, ze N < A(k) = Ap(2). Jak je vidét,
ve vSech redlnych aplikacich plati, ze a(N) < 4.

Dan Krdl, Martin Mares a Milan Straka




Vzorova feSeni prvni série dvacatého patého roéniku KSP

25-1-1 Fotografovani

Vzorové riesenie nevyuziva ziadnu prevratni myslienku a
taktiez nepouziva ziadnu struktaru, s ktorou by sa nestretol
zaciatocnik. Vystacime si so spojakmi a oby¢ajnymi poliami
a Casova zlozitost vyjde linearna.

Algoritmus prebehne v n krokoch — v kazdom kroku odobe-
rieme jeden vrchol v a priradime mu ¢islo k,,. Vytvorime si
n-prvkové pole V také, ze V[z] = deg(z). VZdy odoberdme
vrchol, ktory mé najmensiu hodnotu vo V' (ak ich je viac,
tak vezmeme lubovolny) a vSetkym jeho susedom s vdéSou
hodnotou vo V' znizime hodnotu vo V o 1. Pre vrchol u
poloZime k,, rovné V[u|, pri ktorom sme ho odobrali.

Aby sme nahliadli spravnost algoritmu, sta¢i ukazat, Ze pri
odobrani bude mat kazdy vrchol u nastaventi spravnu hod-
notu vo V. Na zaciatku st urcite vsSetky hodnoty nasta-
vené spravne. Dalej postupujme indukciou. Predstavme si,
7e odoberame nejaky vrchol u. Z indukéného predpokladu
mu nastavime spravne k,,. UvdZzme teraz lubovolny vrchol
taky, ze V]z] = V[u]. Vrcholu z nemozeme znizit V[z] o 1,
pretoZe by to znamenalo, Ze mu priradime k, < V[u], ¢o sa-
mozrejme nemdze byt pravda — pre takéto k, by eSte ostal
v hre. Vrcholom s V[z] > V[u] musime stupen znizit, lebo .
vrchol u vypadne z hry skor ako akykolvek takyto vrchol x.

Casova zlozitost algoritmu zavisi dost od implementacie.
Mnohi pouzili haldu, v ktorej mali ulozené vrcholy pod-
la stupiia a z toho im vyliezli v zloZitosti nejaké logaritmy.
To ale vobec nie je nutné. Staci si vytvorit pole velké n, in-
dexujme ho od 0 do n—1. Na i-tej pozicii sa bude nachédzat
spojék s vrcholmi stupria 7. Toto pole budeme prechazat od
nultej pozicie.

Predstavme si, Ze sme na nejakej pozicii k. Kym sa v pri-
sluSnom spojaku nejaké vrcholy, tak prvy odoberieme a
vSetkych jeho susedov v konStantnom Case presunieme na
spravnu poziciu. K tomu sa ndm bude hodit si pre kazdy
vrchol pamétat, kde sa nachadza. Ak sme uz pre aktuélne k
cely spojak vycerpali, zvysime k.

Vyssie popisand implementéacia ndm zarudi lineadrnu ¢asovi
zlozitost. Na kazdy vrchol sa totizto pozrieme préve raz
(ked ho odoberame) a zaroven nastavime stupeii kazdému
jeho susedovi. Casové zlozitost je teda O(n +m), kde m je
pocet dvojic. Pamitova je rovnakd ako Gasova.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-1.cpp

Peter Zeman

25-1-2 Stanky na namésti

Pro zjisténi, zdali maji dva stanky kolizi mezi sebou, po-
uzijeme tzv. sweep-line (,zametaci pfimku“). Pfedstavime
si, ze budeme mit pomyslnou pfimku rovnobéznou (napf.)
s osou X a budeme s ni posouvat z y = —oco do y = 4o0.
Timto ndm postupné protne viechny stanky (viz nasledujici
obrézek).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
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Na ném méme zndzornény stanky A, B a C' a pomyslnou
primku zobrazenou ¢arkované. Plnou ¢arou jsou oznaceny
levé okraje mnohouhelniki (stankt), husté teckovanou pra-
vé okraje a Fidce teckovanou okraje rovnobézné s osou X.

Jak si mzeme vSimnout, mnohothelniky nam rozdéluji
primku na nékolik intervala (dle jejich prusecikii). Bez ko-
lize stankti se ndm na sweep-line pravidelné stridaji jejich
levé a pravé okraje. Pokud bychom méli dva levé (¢i pravé)
okraje vedle sebe, doslo by k pfekryti vnitfki mnohothel-
niku.

Zakladem programu tedy bude udrzovat si informace o tom,
jak vypada rozdéleni na intervaly odpovidajici jednotlivym
mnohothelniktim. V této struktufe budeme potfebovat byt
schopni rychle provést nasledujici:

Pridat mnohothelnik — ve chvili, kdy se sweep-line dotkne
jeho spodniho okraje

Odebrat mnohotuhelnik — ve chvili, kdy sweep-line opusti
jeho nejvyssi bod

Opravit intervaly ve chvili, kdy narazime na bod, kde se
levy ¢éi pravy okraj ldme (tj. kdy se dostaneme na néktery
vrchol mnohothelniku)

Prvni operace vyzaduje, abychom byli schopni rychle vyhle-
dat, které mnohothelniky budou vlevo a vpravo od vkla-
daného. Proto pro reprezentaci rozdéleni sweep-line stan-
ky budeme pouzivat intervalovy strom® (v programu uzit
AVL strom kvili vyvazovani — viz kuchatku o vyhledéava-
cich stromech).” Tim dosdhneme vyhledani, kam mame no-
vy stanek zatidit, v ¢ase O(logT).

V klasickém intervalovém stromu vsak ukladame krajni bo-
dy — ty se nam ale méni, jak se posouva sweep-line, a pre-
pocitavat je po kazdém kroku je pracné. Mtzeme si vSak
v§imnout, Ze dokud nedojde ke zkiizeni okrajti mnohotihel-
nikd (viz obrazek nize), nebude se ménit poradi, v jakém
intervaly budou na pfimce za sebou. Odtud je uz jen kri-
¢ek k myslence, Ze neni nutné okraje intervalu reprezentovat
pomoci dvou bodi, ale je mozné uzit i dvou usecéek (okraje
mnohothelniku) a vlastni bod bude prusecikem tusecky a
aktualni sweep-line.

Jak muZou kolize stanku (z hlediska pfimky) vypadat? Jed-
na moznost je, ze dojde ke zk¥izeni okraji (A s B, ¢i C's D).



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy

To nemusi byt nalezeno jen pii vkladani nového mnohotihel-
niku, ale i po dosazeni vrcholu nékterého stanku a zméné
yaktualni“ okrajové tsecky.

Dalsi moznost je, ze vkladany mnohothelnik je uvnitf ji-
ného (B v A) ¢ jiny stdnek bude mezi okraji vkladaného
(Dv ().

Tyto situace se vSak v intervalovém stromé snadno deteku-
ji— v éase O(log T') je moZno zjisit, jaky okraj bude levym
sousedem vklddaného. Zk¥izeni okraji mtzeme kontrolovat
pfi kazdém vkladani okraje do intervalového stromu (lze si
rozmyslet, Ze pti vkladani se tsecka porovna s obéma sou-
sednimi, pokud existuji). A | nekfizici“ situace se snadno
detekuje pomoci nalezeni levych sousedu vkladanych okra-
ju (opét ¢as O(logT)). Prvni piipad (B v A) nastane tehdy,
pokud bude sousedem levého okraje levy okraj, druhy pii-
pad (D s C) oSeti{ test, zdali levy soused pravého okraje
vkladaného mnohotuhelniku je levy okraj téhoz atvaru.

Pri dosazeni vrcholu, kde se jen lame okraj, staci na prv-
ni pohled otestovat zkiizeni nové tisecky se sousedy. To je
implementovano pomoci odebrani a vlozeni hrany. V praxi
vSak nastava jesté jeden drobny problém — konkrétné zkyi-
zeni ve vrcholu okraje (D s FE). Nicméné dotyky okrajt
nepovazujeme za piekryv (A, B a C) (toho jsme dosahli
tim, Ze pfi detekci kolizi neuvazujeme krajni body tisecek a
pfi dotyku okrajt je pravy okraj t¥idén vlevo od levého).

Jak si snadno ¢tenai rozmysli, feseni je analogické testu,
zdali nové vkladany mnohothelnik je soucasti jiného. Kon-
krétné ozkousime, je-li levym sousedem levého okraje néja-
ky pravy okraj, resp. (v ptipadé, Ze se ,lame“ pravy okraj)
zdali je levym sousedem pravého okraje levy okraj téhoz
mnohothelniku.

Vhodnou dpravou lze tuto operaci zrychlit — konkrétné na-
lézt sousedy v case O(1). Nicméné vzhledem k tomu, Ze pri-
oritni fronta potrebuje na kazdou operaci éas O(logT), tak
zpomaleni vyrazenim a opétovnym vloZenim okraje ndm cel-
kovou asymptotickou sloZitost nezhorsi.

Odebrani mnohothelniku ve chvili, kdy se dostaneme se
sweep-line nad néj, je trividlni. Tam zadné kolize nevznikne,
a je tedy potfeba jen upravit intervalovy strom na absenci
prislusnych dvou okraju.

Program jen implementuje vySe zminény postup. Pokud
oznacime celkovy pocet vrchold mnohothelniki N a po-
Cet stankt T, ¢asovou narocnost muzeme celkové popsat
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jako O(NlogT) — udrzba stromu stoji O(logT') na vloze-
ni/odebrani, Gdrzba haldy (prioritni fronty) taktéz (je t¥eba
si uvédomit, ze pokud budeme do fronty vkladat vzdy jen
nasledujici zlom okraje, nebudeme v ni v zadném okamziku
mit vice nez O(T') prvkd, podobné jako v intervalovém stro-
mé). Paméfova naroc¢nost je linearni vzhledem k velikosti
vstupu, tedy O(N).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-2.pag

Pavel Cizek

25-1-3 Razeni hradni straze

Prvni pozorovani: Kdyz si obé fady stejné precislujeme
(obecné jakkoli pfeznaéime), poéet nutnych pfesuni se urci-
t€ nezméni. My si tedy precislujeme odchozi fadu tak, aby
vojaci méli ¢isla postupné 1,..., N. Tim jsme tulohu pre-
vedli na urceni nejmensiho poc¢tu presund pro sefazeni po-
sloupnosti.

Druhé pozorovani: Kdyz musime pfesunout vojaka na i-té
pozici, musime pfesunout také vSechny, ktefi stoji napravo
od néj.

Vsimneme si, ze pfichozi fada bude vzdy zacinat néjakou
sefazenou posloupnosti. Oznacme délku nejdelsi takové po-
sloupnosti jako K. V nejhorsim pfipadé je K urcité ale-
spon 1.

Vojék na (K 4+ 1)-té pozici stoji Spatné. Kdyby nestal, méla
by maximalni sefazena posloupnost délku alespon o 1 vétsi.
Tohoto vojaka tedy musime pfesunout, a s nim i vSechny
vojaky napravo od néj. Dohromady tak budeme potfebovat
alespoin N — K pfesuni.

N — K pfesunil nam zaroven stac¢i. Vojaci na prvnich K po-
zicich jsou viéci sobé spravné, nemusime je tedy presouvat.
Ostatni vojaci se mzou pfi svém presunu zaradit na libo-
volné misto, zafadi se tedy na spravné misto. Pro kazdého
z nich tak potfebujeme jen jeden presun.

Ulohu tedy vyfesime tak, Ze si nejprve piecislujeme obé
tfady. Na to potfebujeme jednou projit cely vstup, coz stih-
neme v O(N). Nésledné budeme prochézet pfichozi fadu od
zacatku a vzdy zkontrolujeme, jestli ma vojak vpravo vétsi
¢islo. Tim ziskdme K. V nejhorsim pripadé projdeme radu
celou, tedy opét O(N). Potfebujeme t¥i pole o velikosti N,
takze pamétova slozitost je také O(N).

Néktefi z vas urcovali nejen nutny pocet presunii, ale také to,
kam se ma kazdy presouvany vojak zaradit. Tém doporu-
Cujeme ¢ist porddné zadani, usett{ vdm to spoustu préace ;)
Poznamename ale, ze kdybychom néco takového chtéli, je
nejlepsi fesit llohu pomoci binarniho vyhledavaciho stromu.
Do néj bychom si ulozili vSechny vojaky ze sefazené c¢asti
posloupnosti. Pak bychom do néj postupné vkladali vojaky
z konce posloupnosti. Podle toho, zda prechazime do levého,
nebo pravého syna, dokazeme fict, na jakou pozici se ma
dany vojék zafadit. Paméfova slozitost by v tom pripadé
zustala O(N), ¢asova slozitost by vzrostla na O(N log N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-3.4

Jiri Setnicka a Karolina ,Karry“ BureSovd


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-2.pas
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-3.c

25-1-4 Utek

Nejdfive se podivame, jak vypada feseni pro N = 0, te-
dy hledani nejkratsi cesty v bludisti ze startovniho policka
[$z,8y] do cilového policka [s,, s,].

K feSeni budeme vyuzivat datovou strukturu jménem fron-
ta. Fronta funguje jako kazda normalni fronta. Kazdy pr-
vek, ktery do ni pfiddme, se zafadi na konec a kazdy prvek,
ktery odebirame, odebereme ze zacatku. Oboji zvladneme
v konstantnim case.

Algoritmus, ktery zde pouZijeme, se jmenuje prohleddvani
do sitky, pomoci ného zjistime nejkratsi vzdalenost kazdého
policka od startovniho. Tyto vzdalenosti si budeme pama-
tovat v dvourozmérném poli D (na zacatku inicializovano
na —1).

Na zacatku algoritmu pfidame startovni policko do fronty
a nastavime D([s,][s;] = 0. Nyni, dokud fronta neni prazdna,
odebereme policko p z fronty a vSechna sousedni policka g,
ktera nejsou zdmi a maji hodnotu D rovnu —1, pfiddme do
fronty a polozime D]gy][¢.] = D[py][pz] + 1.

Na algoritmu je vidét, Ze policka zpracovavame v potradi dle
jejich vzdalenosti od startu, tedy u kazdého policka nyni
mame spocitanou jeho vzdalenost od startu. Pokud tento
fakt hned nevidite, tak si pribéh algoritmu nakreslete do
néjakého bludiste.

Casova slozitost je O(velikost bludisté), kazdé policko pra-
vé jednou pridame do fronty, pravé jednou jej odebereme
a u kazdého policka se divime jen na 4 sousedy.

Nyni uz jen zbyva vypsat, jak jsme se do cile dostali. To
muzeme jednoduse udélat tak, ze si v prubéhu algoritmu
kromé vzdalenosti navic budeme ukladat, z jakého polic-
ka jsme se do néj dostali. Pak jsme schopni pomoci téchto
zpétnych odkazi ziskat posloupnost policek z cile do star-
tu, tuto posloupnost pak staci jen otocit a mame, co jsme
chteéli.

Nyni se podivejme na variantu pro 2 > N > 0. Tentokrat
uz nam nestaci jen pfimocafe prochazet bludisté, protoze
jesté musime zohlednovat polohy osob.

Opét pouzijeme prochézeni do Sirky, ale tentokrat nebu-
deme prochazet jen mapu bludisté, ale néco, cemu se rika
stavovy prostor. Stavovy prostor je néjakd mnozina stavi,
kde z nékterych stavii mizeme ptrechazet do jinych. Napfti-
klad v bludisti jsou stavy jednotliva policka.

Kazda osoba i ma dané cyklické poradi k; policek, ktera
navs$tévuje, budeme u ni tedy rozliSovat k; stavi.

Jednotlivymi stavy pro prichod do sitky budou vsechny
mozné pozice nas a Cisla pozic osob, pii kterych nestojime
na policku zaroven s osobou. Pfechody mezi stavy budou
odpovidat jednomu pohybu néas a osob, pfi kterém se ne-
stfetneme.

Na tomto stavovém prostoru nyni pouzijeme prohledavani
do sitky a jsme hotovi. Jesté poznamenejme, ze abychom
omezili velikost stavového prostoru, nebudeme brat vsechny
mozné pozice osob, ale ze staci vzit jen nejmensi spolecny
nasobek velikosti jejich okruhii. Na tento algoritmus se mi-
zete podivat ve vzorovém zdrojovém kodu.

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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Casova slozitost celého algoritmu je O(pocet stavi) =
O(velikost bludisté - nsn(kq, k2)).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-4.cpp

Karel Tesar

25-1-5 Algoritmus sekretarky

Tato tloha testovala, Ze ¢i ste spravne porozumeli kucharke
o zékladoch &asovej zlozitosti.® K ziskaniu plného poétu
bodov nebolo nutné vymyslat, ¢o robi sekretarka, stacilo
popisat, ¢o robi zdrojovy kdd.

Program pre kazdu dvojicu tvaru (a[i], c[j]) vypiSe neja-
ki hodnotu ak a[i] = ¢[j], pricom ¢ € {0,...,N — 1} a
j €40,...,M — 1}. Takychto dvojic je presne NM a pre
kazda vykondme najviac dve operacie (test, Ze ¢i sa obe
zlozky rovnaji a pripadné vypisanie), teda celkovy podet
vykonanych operacii je urite najviac 2N M. Z kucharky
vieme, 7ze 2NM € O(NM), mozeme teda konstatovat, ze
program mé ¢asovu zlozitost O(NM).

Jednoduchym argumentom dokazeme, ze to isté uz efektiv-
nejsie nespravime. Predstavme si, ze v kazdom prvku po-
Ia a a c je ulozena t4 istd hodnota. Potom je nutné vypisaft
presne NM hodnoét, teda kazdy spravny algoritmus musi
mat ¢asovu zlozitost O(NM).

Za urcenie casovej zlozitosti bolo mozné ziskat 1 bod a na-
vySe za korektné zdovodnenie neexistencie efektivnejSieho
algoritmu som udelil plny pocet.

Peter Zeman

25-1-6 Sekani travy

Nejdiive par slov k doslym TeSenim. Asi nejcastéjsi chybou
bylo, ze i kdyz jste spravné napsali, kdy travnik posekat
Ize a kdy ne, tak uz jste nenapsali zadné odavodnéni, proc¢
tomu tak je a pro¢ to v jinych pfipadech nelze. Obcas se
objevovala jen zddvodnéni pro pfipady, kdy to jde, v ji-
nych fesenich zas pouze zdivodnéni, pro¢ to v nékterych
pripadech nejde.

Ke kompletnimu feSeni se lloha musi rozdélit do néjakych
pfipadt a o vSech se pak musi néco fict. Pokud u néjakého
specialniho pfipadu ukazeme, ze feseni existuje, tak to jesté
neznamena, ze pro ostatni neexistuje, a naopak.

Dalsi ¢astou chybou bylo, Ze jste zapominali na okrajové
pripady, kdy se TeSeni chova jinak. Naptiklad, pokud jeden
z rozmérd je 1.

Ted uz ale dost pfipominek. Pojdme se radéji podivat, jak
to mélo byt spravné.

Nejdrive rozebereme pripad travniku bez kytek. Celou plo-
chu travniku si obarvime jako Sachovnici a vSimneme si, ze
at po travniku budeme jezdit jakkoliv, tak se ndm na cesté
vzdy po jednom budou stifidat ¢erna a bila policka. My chce-
me postupné projit vSechna, kazdé pravé jednou, a vratit
se zpét na zacatek. To se ndm miize povést jen tehdy, po-
kud budeme mit stejny pocet cernych a bilych policek. To
nastava prave, kdyz alespon jeden rozmeér travniku je sudy.

Nyni jsme tedy ukézali, Ze pro liché rozméry travniku feSeni
nemize existovat, ale o jeho existenci jsme zatim nic nefekli.
Predpokladejme tedy, Ze alespon jeden rozmér travniku je
sudy, a zkusme feseni zkonstruovat. Bez ijmy na obecnosti
budeme predpokladat, ze suda je sitka travniku.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-4.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost

Pojedeme doprava az ke kraji. Pak ve sloupcich na stiidac-
ku budeme jezdit dold a nahoru, dokud se nevratime na
zacatek. Viz kiivku na obrazku. Tento postup funguje vzdy,
pokud mame sudou sitku. Pokud bychom méli sudou vys-
ku, tak travnik jen otocime. Ukézali jsme tedy, ze feSeni
existuje, pokud méame alespon jeden rozmér sudy.

Ale pozor, to stale neni vSechno. Co kdyz jeden z rozméru
travniku bude 17 To pak naSe FeSeni tak Uplné nefungu-
je, protoZze se nemame jak vratit. Rozmér 1 tedy musime
vyfFesit zvI4st:

1 x 1 posekat 1ze. To jen stojime na misté.

1 x 2 posekat také lze. Pojedeme na sousedni policko a hned
se vratime.

1 x N, N > 3 posekat nelze, protoze uz se nemame kudy
vratit.

A to uz je opravdu vSechno, dalsi pfipady pro travnik bez
kytek nemame.

Nyni k verzi travniku s kytkami. Opét si travnik obarvime
jako Sachovnici a podivame se, ve kterjch pfipadech ma-
me stejné ¢ernych a bilych poliek (levé horni poli¢ko vzdy
obarvime na ¢erno). Stejné jich méame, pouze pokud mé
travnik oba rozméry liché a kytky lezi na ¢erném policku.
V ostatnich pripadech vime, ze travnik urcité posekat nelze.

Pro liché rozméry a kytky na ¢erném policku zkonstruuje-
me obdobné feseni jako pro travnik bez kytek. Pojedeme
doprava a pak na stfidacku nahoru a doli. Jediny rozdil
je, ze v nékteré dvojici sloupct obsahujici kytky budeme
klickovat, abychom obklickovali kytky, viz obrazek.

E

A jak pozname, kdy klickovat? Bude to tehdy, kdy poprvé
vjedeme do sloupce s kytkami. A diky tomu, Ze obé& soutrad-
nice kytek maji stejnou paritu, tak pfed potkdnim kytek
budeme mit ptfed sebou vzdy lichy pocet fadki, tedy pred
Ffadkem s kytkami se klickovanim dostaneme do sloupce vle-
vo od kytek, a po kytkdch ndm zbyde sudy pocet Fadkd,
tedy na konci klickovani budeme otoceni doleva.

Pokud by kytky byly v prvnim sloupci, tak situaci vyfesime
zrcadlové. A pokud by byly v prvnim fadku, tak si planek
otocime.

A opét to funguje az na pfipady, kdy je jeden z rozméru
roven jedné. Ty zas vyfesime zvI4st:

~13 -

1 x 1 nedava smysl, protoze se tam s kytkami nevejdeme.
1 x 2 TeSeni vzdy mé, jsme tam jen my a kytky.
1 x 3 feSeni ma, pokud jsou kytky vpravo.

1 x N, N > 4 feSeni nemad, protoze se nemame jak vratit.

A méme vSe dokdzano. JelikoZ nepotfebujeme znat kon-
krétni drahu, tak program neni tieba.

Karel Tesar

25-1-7 GPS log

N

hledéani nejdelsi rostouci vybrané podposloupnosti. Vétsina
z vasich feSeni méla kvadratickou ¢asovou slozitost. My si
viak ukazeme lepsi FeSeni s ¢asovou slozitosti O(N log N).

K pojmim: Nejdelsi rostouci podposloupnosti posloupnosti
ai,as,...,a, konéici v i-tém prvku budeme rozumét po-
sloupnost prvki a,,,ar,,...,a, takovou, ze r; = ¢ a zaro-
vell Vry <i:rj <rjiiAar; <ap,,. Jeji délku znacime d;.

Nejdelsi klesajici podposloupnost zacinajici v i-tém prvku
je definovana obdobné s tim, Ze musi za¢inat i-tym prvkem.
Jeji délku oznacime d;.

1. pozorovani: Jestlize chceme znat délku nejdelsi klesajici
podposloupnosti, 1ze obratit pofadi prvka v poli a hledat
opét rostouci podposloupnost.

2. pozorovdni: Chceme-li védét, jaky je nejdelsi mozny GPS
log pro dany vrchol, 1ze ho snadno spoéitat jako d; +d} — 1.
Staci tedy projit vstupni pole, tuto hodnotu spocitat pro
kazdy prvek a ulozit si maximum.

Zbyva nam tedy uz jen fict, jak nejdelsi rostouci podpo-
sloupnost najit. Ukdzeme si nejdiiv kvadratické feseni, kte-
ré pozdéji zlepsime.

Jisté plati dy = 1. Pro £ > 1 spocitame dj nasledovné.
Necht mame nejdelsi rostouci podposloupnost konéici v a.
Zakrytim aj, dostavame opét néjakou rostouci podposloup-
nost, tentokrat koncici v a,. Jeji délka je d,, tedy délka
posloupnosti se zakrytym ay, je d, + 1.

Spravné x sice nezname, lze ho vsak snadno najit. Vime
totiz, ze musi platit z < k a navic a;, < ay. Tedy plati
dk = MaXyp<k,a,<ap dm + 1.

Pro vylepSeni algoritmu pouzijme dalsi pozorovani: Jestlize
mame dvé stejné dlouhé rostouci podposloupnosti, z nichz
jedna ma posledni prvek mensi nez druha, vzdy se vyplati
pouzit tu s mensim poslednim prvkem. Zvladneme-li totiz
vylepsit tu ,horsi“, jisté to dokdZeme i pro tu ,lepsi®.

Staci si tedy pro kazdou z moznych délek posloupnosti dr-
zet tu nejlepsi, tedy koncici nejmensim moznym prvkem.
Oznacme jako m; nejmensi hodnotu, kterou muize koncit
i-prvkova rostouci podposloupnost z dosud proslych prvki,
a na zacatku inicializujme m takto: m; = 0 pro ¢ = 1, jinak
m; = Q.

Nyni postupné projdeme vstupni pole a budeme sledovat,
jak se méni hodnoty m; po zpracovani nového clenu.

Vsimnéte si nejprve, ze v kazdém okamziku plati, ze hod-
noty m; (které jsou rtizné od co) jsou rostouci. Kdyz totiz
umime vytvorit rostouci podposloupnost délky 4, ktera kon-
¢i hodnotou m;, tak jejich prvnich ¢ — 1 ¢lenti tvofi rostouci
podposloupnost délky ¢ — 1, kterd konc¢i ¢lenem mensim
nez m;. Proto nutné m;_1 < m;.



Dalsi pozorovani: Pro pravé zpracovavany prvek z zjevné
existuje praveé jedno k takové, ze my <z < myy1.

Co to znamend? V prvni fadé vime, ze dosud ,nejlepsi®
podposloupnost délky &k + 1 (a vétsi) koncila éislem vét-
$im nebo rovnym z. Zadnou takovou posloupnost nemtize-
me prodlouzit hodnotou z, takze hodnoty od my4o déle se
ménit nebudou.

Podobné se nebudou ménit hodnoty od m; po mj véetné.
Vsechny uz jsou mensi nez x, tedy je zlepsit nedokazeme.

Zménilo se pouze to, Ze nyni umime vybrat rostouci po-
sloupnost délky k + 1, ktera konc¢i hodnotou x. Nastavime
tedy my1 = x. Zaroven vime, ze k+1 je délka nejdelsi ros-
touci podposloupnosti konéici pravé zpracovanym prvkem.

Nyni si jen stac¢i uvédomit, ze hodnoty m; jsou sefazeny
podle velikosti, takZe miizeme nalézt spravné ¢islo k binar-
nim vyhledédvanim v ¢ase O(log N). Potfebujeme zpracovat
vSech N prvki pole, ¢asova slozitost algoritmu tedy bude
O(Nlog N).

Urcit ty prvky, které mame z posloupnosti vyskrtnout je uz
trividlni. Staci si pro kazdy prvek a; ukladat index pfedpo-
sledniho prvku v nejdelsi rostouci podposloupnosti koncici
v a; a pole proskdkat az na zacatek. Pro klesajici ¢ast opét
analogicky.

Vzorovy kéd je z vétsi Casti prepisem programu Martina
Raszyka. Vysvétleni linedrné-logaritmické verze algoritmu
je pak z vétsi Casti prevzato z autorského feseni domaciho
kola 57. ro¢niku MO-P.?

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-7.cpp

Jan Bok

25-1-8 Sazime v TEXu

Reseni tikolu 1 bylo pomérné trivialni:
\chyph

{\it Poznatky ziskané cilev&domé

v preadolescentnim véku jsou adekvatni
poznatkim porizenym ndhodné ve véku
seniorském. (Co se v mladi naucisg,

ve stafi jako kdyZz najdes.)}

\bye

Nékter{ z vas nefesili \it, to jsem taktéZ nefesil, nebot ze
zadani nebylo Uplné jasné, jestli text mate vyséazet italikou,
nebo romanem (latinkou).

Neékteri z vas do nékterych slov vlozili \-. To jsem penalizo-
val ztratou jednoho bodu, nebof se jedna o nouzové rFeseni
pro ptipad, kdy se TEXu nepovede zalamat text standard-
nimi prostiedky. Predstavte si, ze byste takhle ruéné méli
zalamat stostrankovou knihu.

V souvislosti s tim jsem strhéval néjaké body za nepifitom-
nost \language\czech. Na tomto misté se musim omluvit,
daleko lepsi je misto \language\czech zadat \chyph (resp.
\shyph pro slovenéinu) — to jsem v zadéni opomenul.

Jaky je mezi tim rozdil? \chyph nastavi kromé ¢eskych vzo-
ri pro lamani i nékolik dalsich parametrt, naptiklad \fren-
chspacing — v anglickych textech se pisou za interpunke-
nimi znaménky dvojité mezery, zato v Ceskych textech ne.

9 http://mo.mff.cuni.cz/p/57/reseni-1.htm]|
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Pokud jsem nékomu za toto strhnul body, prosim, aby si
stézoval, a omyl bude napraven. Nejsem si vSak niceho ta-
kového védom.

Pokud jste se pokusili tento kol vysazet romanem bez na-
stavené Cestiny, zjistili jste, ze na konci prvniho fadku mate
plze (konkrétné sliméka). Tento po spravném nastaveni ja-
zyka zmizel.

Ukol 2 byl taktéz snadny. Nékteii konali vlastni vyzkum, ji-
ni mozné chvili hledali na internetu, kazdopadné snad vsich-
ni, kdo dodali Feseni, jej méli spravné.

Piikaz \rm nastavuje font na roman, latinku, zékladni fez,
jinak funguje uplné stejné jako \it nebo \bf. Jesté dopo-
ru¢im pozornosti ¢tenafe prikaz \tt, ktery nastavi nepro-
porcionalni strojopisné pismo (typewriter).

Jednotlivé Tezy pisma se v nékterych znacich 1isi. Zdrojaky
je bud potfeba sézet typewriterem (\tt), nebo si musite
ohlidat znaky jako {}<>, na jejichz pozicich jsou v jinych
fezech umistény jiné, potfebnéjsi znaky.

Ukol 3 se dal vysazet ¢isté na zékladé latky ze seridlu:

$${a"{(b-2d_c) "3} \over \sqrt{2a~{3b_1}}}
+ {F_{{F_ {31723 {{3_374}}
A _ {35763 {{3_7"8}} -
\sqrt{1 + \sqrt{1l -
\sqrt{1 + \sqrt{l - \sqrt{
1+ {1 -4
1 - {1 - x\over 1 + x}
\over 1 + {1 - x\over 1 + x}
} \over 1 + {
1 - {1 - x\over 1 + x}
\over 1 + {1 - x\over 1 + x}
i3
i 333
1183

Nejvic prace zjevné zabral druhy s¢itanec — nesmyslné kon-
strukce z hornich a dolnich index.

Prakticky identickou konstrukci nékteri fesitelé vytvorili
pfes \atop, coz nebylo zamyslené feseni. Vysledek vSak vy-
padal velmi podobné:

$${{1 \atop 2} \atop {3 \atop 4}}
\atop
{{5 \atop 6} \atop {7 \atop 8}}$$

Pouzité primitivum se chova prakticky stejné jako \over,
akorat nekresli zlomkovou ¢aru.

Reseni ¢tvrtého tikolu jste se zhostili rtizné. Mnozi doda-
li hezky zdrojak, mam z vés radost. Jina feseni vSak byla
odflaknuta az hriza. Mezi nejcastéjsi chyby patfily pomlc-
ky (pouzivani - misto —), uvozovky (”” misto ,*) a ruéni
lamani radku v pripadech, kdy stacilo nastavit ¢estinu. Ta-
ké néktefi z vas trestuhodné ignorovali matematicky mad.
Minus jedna se sazi jako $-13$.

Déle jste fesili nékolik problémit, které jsme v zadani ne-
probrali, nebof bud nebylo misto, nebo si na né nikdo ne-
vzpomnél.

Hezké O ve slozitostnich vzorcich ziskate jako ${\cal 03}$.
V matematickém mdédu se také daji prepinat fonty, pFepinaé¢
\cal vybirad ,kaligraficky“ font.

Pro stupné pouzijte konstrukei $90~\circ$: 90°. Vyzkou-
Sejte také $\cdot$ a $\times$ pro rizné druhy soucint


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-7.cpp
http://mo.mff.cuni.cz/p/57/reseni-1.html

(hvézdicka moc hezké neni) a $\1dots$ nebo $\cdots$ pro
rizné druhy trojtecek.

Neékomu se nemusi libit vychozi nastaveni formatu odstavce
a stranky. To samoziejmé jde pfenastavit:

\parindent je velikost odsazeni prvniho radku odstavce;
\parskip je mezera mezi odstavci;

\baselineskip je pozadovand vzdéalenost mezi G¢afimi jed-
notlivych radka odstavce;

pokud by po uplatnéni pravidla o \baselineskip mély byt
boxy ve vertikdlnim boxu bliz k sobé (vzdalenost mezi okra-
jiboxt) nez \lineskiplimit, jsou misto toho umistény tak,
aby mezi jejich okraji byl \1ineskip;

predchozi dva body se uplatni na libovolné dva boxy, které
se maji umistit do vertikdlniho boxu hned pod sebe, nejen
na fadky odstavce.

Napftiklad mij oblibeny styl odstavci je takovyto:

\parindent Opt

%% zadkladni rozmér 3pt, ktery se smi
%% roztdhnout o 2pt a zmenSit o 1pt,
%% kdyZ je potfeba

\parskip 3pt plus 2pt minus 1pt
\baselineskip 11pt

\lineskip 1pt %% default
\lineskiplimit Opt %% default

Na konkrétni odstavec se pouziji pravé ty rozméry, které
jsou platné ve chvili zpracovani primitiva \par. Pokud ne-
ma \par co vysazet, nevysazi nic, ani prazdny rfadek.

oPRAVIL JSeM VEEcHuA

vase ReSen...
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Na vertikalni mezery rozumnych velikosti mtzete pouzit
preddefinované \smallskip, \medskip a \bigskip, kazdy
z nich je dvojnasobkem predchoziho.

Pokud potrebujete, aby se kazdy fadek zdrojaku choval ja-
ko samostatny odstavec, pouzijte \obeylines. To se miize
hodit tfeba na sazbu bésni.

Na seznamy se d& pouzit \item{odrazka}, pfipadné pro
druhou troven \itemitem. Pokud byste potfebovali treti
a dalsi aroven odrazek, nejprve se zamyslete, jestli bude
vysledek jesté stale prehledny, nebo jestli to nebude lepsi
vysazet jinak.

Jesté miizete chtit zménit velikost strany. Sitku a vysku
strany urcuji rozméry \pdfpagewidth a \pdfpageheight.
Sitku a vysku zrcadla (potisténé Gasti papiru) nastavite
v \hsize a \vsize. Kone¢né \hoffset a \voffset meéni
levy a horni okraj — ten je roven tomuto rozméru plus lin.

Tedy nastaveni strany A4 s centimetrovymi okraji po stra-
nach vypada takto:

\pdfpagewidth 210mm
\pdfpageheight 297mm
\hsize 190mm

\vsize 277mm
\hoffset -15.4mm
\voffset -15.4mm

Tolik prvni série. Doufam, ze vas druha série neodradi, ne-
bot obtiznost tiloh vyrazné stoupla; tésim se, ze budu mit
zase pres 30 TeSeni k opravovani.

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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Vysledkova listina prvni série dvacatého patého roéniku KSP
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18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

resitel skola rocnik sérii | 2511 2512 2513 2514 2515 2516 2517 2518 | série celkem

12 12 7 12 7 10 7 13 59,0 59,0
Rastislav Rabatin GJHroncaBA 4 4 12 12 9 7 4 13 54,7 54,7
Ondrej Hlavaty GJirsikaCB 4 1 8 6 6 11 49 5 45 13 52,9 52,9
Martin Spanél ArcibisGPH 4 4 8 12 2 7 85 45 11,5 | 50,9 50,9
Lukas Ondracek GVolgogrOS 4 6 11 7 11 7 13 50,0 50,0
Martin Cerny G_Sokolov 3 1 5 4 6 3 11,5 | 48,1 48,1
Martin Raszyk G_Karvina 3 11 8 7 12 13 47,0 47,0
Jan Pokorny G_Bucovice 1 1 6 6 65 0 49 5 12,5 | 46,7 46,7
Mikulas Hrdlicka MensaG 2 1 6 4 2 6 7 11 46,1 46,1
Michal Puncochar GJirovcCB 3 6 8 8 7 3 7 5 12 45,7 45,7
Petra Pelikanova GJaroseBO 4 2 5 3 65 5 7 65 3 12 452 452
Vojtéch Hlavka GSlapanice 4 16 8 12 7 7 5 5 123 | 44,1 44,1
Dominik Machacek GLangkroun 4 6 8 6 7 5 12,5 | 44,0 440
Dalimil Hajek GKepleraPH 2 6 7 5 7 6 09 4 12,8 | 43,8 43,8
Jan Mikel G_RoZnovPR 4 1 6 3.5 7 6 11,9 | 43,5 43,5
Matej Lieskovsky GOmskPha 3 6 8 6 7 7 8,8 | 42,2 42,2
Stépan Hojdar GJiroveCB 3 1 8 3 5 3,5 11,8 | 41,6 41,6
Jakub Svoboda GKomHavir 3 1 4 6 7 45 11,5 | 41,6 41,6
Ondrej Micka GJiroveCB 4 14 8 7 7 75 13 40,6 40,6
Aneta Stastna GOmskPha 3 5 8 5 6,5 11 39,7 39,7
Alexander Mansurov GNVPlaniPH 4 10 6 8 6 5 12 38,4 38,4
Katefina Zakravskd  GJar 4 2 5 3 3 4 11,8 | 37,9 379
Jakub Marousek G_Pisek 3 1 4 5 1 3,5 2 12 37,4 37,4
Martin Sery GJirovcCB 3 2 1 4,5 5 4 12,3 | 35,9 35,9
Marek Dobransky GHorMichal 3 1 4 0,9 5 8 35,3 35,3
Stépan Treka GSlavicin 2 5 3 1 7 6 2 9 35,2 35,2
Richard Hladik GOAMarLaz 0 1 5 2.5 4 15 10 35,0 35,0
Radovan Svarc G_CTftebova 2 2 7 5 7,5 9,7 34,4 34,4
Ondrej Cifka GNAlejiPH 4 9 12 7 13 32,0 32,0
Petr Houska GJiroveCB 3 2 1 4,5 5 11 | 31,1 31,1
Vojtéch Sejkora SPSE_Pard 4 10 6 5 35 11,7 | 27,3 27,3
Tomas Velecky GBezruceFM 2 4 4 1 4 11,5 | 27,3 27,3
Vladan Glonc¢ak GIStaraTN 4 2 4 1 4 13 27,0 27,0
Tomas Svitil AES NewDelhi 4 1 1 1,5 4 9,3 | 24,9 249
Mark Karpilovskij GJaroseBO 4 6 12 12 24,0 24,0
Jozef Kasc¢ak G_Svidnik 4 1 3 2 8,7 23,3 23,3
Tereza Hulcova GKlatovy 4 8 11 6 5 23,2 23,2
Jan Knizek G_Strakon 2 6 0 12,7 | 21,6 21,6
Vojtéch Vasek GHIi 4 5 0 7 8,5 19,8 19,8
Sabina Fratova GDubNVahom 4 2 0 2 2 19,7 19,7
Marek Dédi¢ GBNémcovHK 3 1 4 8,8 19,3 19,3
Anna Zakravska GJar 4 2 2,5 12,5 | 179 17,9
Jonatan Matéjka SSP_CB 3 11 1 3,5 7,5 17,0 17,0
Milan Sorf GNeumannZR 3 1 0 7,8 16,4 16,4
Jan-Sebastian Fabik GJaroseBO 3 6 12 12,0 12,0
Jitka Fiirbacherovda  GKlatovy 4 7 0 4 3 11,9 11,9
Jakub Safin GHorMichal 4 1 9 11,2 11,2
Ondfej Hiibsch GArabskaPH 3 16 10 8,8 8,8
Pavel Salva VOSSumperk 3 4 6 8,7 8,7
Jan Horesovsky GMeél 3 1 5 6,4 6,4
Dominik Rohéac¢ek SPSLegioJI 3 1 2 6,0 6,0
Ptemysl Stastny GZamberk -1 1 2 4.7 4,7
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