Milé resitelky a mili Tesitele!

Vitejte u dalsiho napinavého Jacobova dobrodruzstvi na neznamé planeté, okofenéného spoustou
propecenych tlozek. Pokud bazite po védomostech, muzete se podivat do kuchatky o intervalovych
stromech nebo si uzit manualni praci pfi dlazdickovani zdi v nasi seridlové zoo vypocetnich modelu.
A nedockavci se mohou rovnou podivat, co zajimavého Jacob nalezl po pokofeni vSech ulozek ...

Chtéli bychom vyzdvihnout, ze kazdému feSiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane
alesponi 5 bodt, darujeme KSP propisku, blok a tuzku. Déle se na védomost déva, Ze kazdému,
kdo v této sérii ziska alesponn dva body z kazdé ulohy, posleme ¢okoladu.

Také pripominame, ze za uspé€sné feseni KSP je mozno byt pfijat na MFF UK bez pfijimacich
zkousek. Uspésnym Fesitelem se stava ten, kdo ziska za cely roénik alespon 50 % z maxima bodi,
tedy alespon 150 bodi. Pokud se ale hlasite na MFF letos a chcete prominuti pfijimacek za tento
ro¢nik, méate ctvrtou sérii posledni moznost na zisk bodid. V takovém pfipadé se nam ozvéte
emailem a my se pokusime vasSe feSeni opravit prednostné pred ostatnimi.

Termin odevzdani ¢tvrté série je stanoven na pondéli 31. biezna 2014 v 8:00 SELC. CodExova
tloha m4 termin o den posunuty, opravuje ji totiz automat — odevzdejte ji do 1. dubna, 8:00 SELC.

Reseni prijiméame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi komu-
nikovat bezpedné, muzete si oveéfit nads HTTPS certifikdt — zde je jeho SHA1 fingerprint:
OE:D9:B6:E5:6F:B0:51:D9:66:EB:E9:29:E4:58:AB:5F:99:D6:FD:A3.

Pied tim ale vypliite pfihlasku na http://ksp.mff.cuni.cz/ (a to i tehdy, kdyZ jste se KSP tcastnili
loni). Na tomtéz misté najdete i dalsi informace o tom, jak KSP funguje. Na webu méme rovnéz

férum, kde se miizete na cokoli zeptat. Také nam miiZete napsat na e-mail ksp@mff.cuni.cz.

Ctvrta série dvacatého Sestého roéniku KSP

Jacob pomalu popadal dech. Prdavé se mu podatilo unik-
nout pred proudem ldvy valici se z rozbésnéné sopky. Dokon-
ce nasel maly previs, ktery ho uchrdnil pred destem kameni
a zZhavého sopecného popela.

Jeho myslenkamsi letély vzpominky na uddlosti, které zazil
od okamziku, kdy ho ztroskotdni vesmirné lodi UFC Freya
uvéznilo na této planeté. Pruni opatrné zkoumdni pralesa.
Setkdni s mimozemstany. Poldmané nohy. Dlouhé lécent.
Tajuplng Ada. Podzemni bratrstvo. Darovany mec. Probu-
zeny vulkdn . . .

Podarilo se aspon c¢asti clent Bratrstva utéci do bezpeci,
nebo vSechny v jejich podzemnim komplexu zaplavila ldva?
To se Jacob jesté néjaky ¢as nedozvi — ted mu totiZ nezbjvd
nez vyckat v ukrytu, dokud se sopka neuklidni. Aby zahnal
nervozitu, zkoust hrdt nejruznéjsi hry pro jednoho hrdce ne-
boli solitéry. Treba s kaminky, téch je ted vsude plno.

26-4-1 Kaminkovy solitér 10 bodu

Jacob hraje nasledujici hru. Nejprve vytvori n hromadek
kaminkt. Pak odebira kaminky podle nasledujiciho pravi-
dla: Vzdy si vybere dvojici riizné velkych hromédek a z té
vétsi odebere tolik kamink, kolik jich je na té mensi. Cilem
hry je zbavit se co nejvice kaminki.

Vymyslete algoritmus, ktery pro tuto hru najde optimélni
strategii. Na vstupu dostane pocet hromadek n a pocatecni
pocty kamink? hq,..., h,. Vystupem mé byt posloupnost
tahti typu ,od h; odecti h;“ takovd, Ze po provedeni téchto
tahd bude soucet hy + ... + h, nejmensi mozny.

®

Jacob se s trhnutim probudil. Co to bylo? Venku byla tma
jako v pytli, hvezdy pohltil vsudypritomny sopecny prach.
Opoddl cosi sramotilo. , Psst, Jacobe, to jsi ty?“ $pitl hlas
ndpadné podobny Adinu. Po chvilce oboustranného ujisto-
vdni se ze tmy vynotila Ada spolu s dalsimi étyrmi mimo-
zemstany, kteri s Jacobem zkoumali krdter sopky. Bylo to
véera, ale zddlo se to jako vécnost ...

Leh¢i varianta (za 4 body): Rozmyslete si, jak tloha
dopadne pro dvé hromadky. Své tvrzeni dokazte.

Preci jen se jim podatilo uniknout potokum prskajict ldvy
a schovat se ve stejnych skaldach, které poskytly azyl Jaco-
bovi. Jacob si pomyslel, Ze jsou jisté celi Zhavi zjistit, co se
udalo v okoli. Nejspis 1 doslova. KaZdopddné jim nezbyvd
nez zustat v ukrytu, dokud se popel nerozptyli. Zatim neni
vidét na krok a kdo vi, jak se erupci zménila krajina.

Sedli si tedy spolecné na teplou zemi. Ze zacdtku tise, ale
po chvili jeden z tvoru vytdhl jakési zvite podobné baZantovi,
které nasel pod vrstvou rozpdleného popela. Zjevné dobre
upecené. Po dobrém jidle nervozita opadla a Jacob vyuzil
prileZitosti a zeptal se na pdr véci, které mu uz delsi dobu
vrtaly hlavou.

Napriklad pro¢ maji vsichni ¢lenové Bratrstva na krku
podivny amulet — ndhrdelnik s Tadou barevnych kordlki.
Kazdy s jinou kombinaci barev, ale preci jen bylo mozZné
vysledovat urcit€é podobnosti. Ada usoudila, Ze ted uZ pred
Jacobem nent potreba nic tajit. Prozradila mu, Ze amulet
slouzi jako pozndvaci znameni clent Bratrstva a obsahuje
heslo, které se cas od casu ménd.

26-4-2 Vyroba amuletu 10 bodu

Amulet definujeme jako posloupnost ¢ervenych, zelenych a
modrych koralkt. Heslo je také néjaka posloupnost koral-
ki. Amulet obsahuje heslo, pokud lze z amuletu vypustit
nékteré koralky tak, aby zbylo pravé heslo. Matematik by
tedy fekl, ze heslo tvofi vybranou podposloupnost amuletu.

Ada zna nové heslo a chce sviij amulet upravit tak, aby toto
heslo obsahoval. Upravovat ho mize vkladanim koralkt na
libovolné misto. Ovsem vyroba jednoho koralku trva néjaky
¢as zavisly na jeho barvé, tak by chtéla vymyslet, kam vlozit
ktery koralek, aby tim celkové stravila co nejméné casu.

Vymyslete algoritmus, ktery ji v tom pomuze. Na vstupu
dostane dva Tetézce pismen R, G a B: amulet a heslo. Mimo
to jesté dostane celd kladna ¢isla cr, cg a cp udavajici,
kolik casu trva vyrobit koralek které barvy.

Vystupem algoritmu mé byt posloupnost operaci ,za i-ty
koralek vloz koralek barvy b“, ktera zabere nejkratsi mozny
cas.



Noc pokracuje. Skupinka se snazi usnout, ale ve stisné-
ném prostoru pod previsem to jde jen obtizné. Polstdre tu
nejsou, tak musel Jacob vzit zavdéek jakymsi kamenem. Ne-
prijemné tlacil do ucha a navic se z néj ozyvalo podivné
zvoneént, jako by v hlubindch planety néjaky skritek mldtil
kladivem do skdly.

Zvonéni je ale podivné pravidelné. Skoro jako by si ti
skritci posilali nejaké zpravy. Jacob misto pocitani ovecek
premysli, jak by takovy prenos zprdv mohl fungovat. Snazi
se vymyslet rizné zpiusoby a zkouset pomoci nich zvonéni
desifrovat. Evidentné to k nicemu nebude, ale aspori svou
mysl unavi a koneéné usne.

oo S...M...E. .. Z . A...S .. Y...P...%“ Coze??!ll
Jacob ihned vzbudil ostatni a spolecné naslouchali skaldm.
Text byl ponékud zmateny, postupné vsak pochopili, Ze se
jednd o vic prekryvagicich se zprdv. Posilaji je skupinky cle-
nu Bratrstva uvéznéné na riznych mistech v podzemd.

Do jeskynniho systému nejspis nenatekla Zddnd ldva, ale
vgbuch ma mnoha mistech zavalil chodby. Ada hned zacala
do vrstvy popela zapisovat, které ¢dsti podzems zustaly pro-
pojené, ale situaci zneprehledriovalo, Ze se zprdvy o spojeni
jeskyni casto opakovaly.

26-4-3 Obmnovené spojeni 10 bodua

Méjme n jeskyni a m neusporadanych dvojic {x;,y;}, které
popisuji, Ze jeskyné x; je propojena s jeskyni y;. Navrh-
néte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery z tohoto seznamu
odstrani opakujici se dvojice.

Vystupem je tedy seznam navzajem ruznych dvojic, které
se alespon jednou vyskytly ve vstupnim seznamu. Na poradi
dvojic nezélezi.

Prave zjistila, Ze navzdory vsem zdvalum stdle existuje ces-
ta, jak se do vSech obydlenych jeskyni dostat. Znacné slozi-
td, ale je tu.

Vzduch, ktery se mezitim trochu procistil, ovsem odha-
lil, Ze okolni skaliska jsou zasypand hromadami sopecné-
ho popela, tufu a kameni. Diive duvérné znamé kopce se
najednou promenily v neprehlednou krajinu plnou skrytych
nebezpedi.

Skupina se rozdélila a kazdy dostal za kol dikladné, ale
velmi opatrné prozkoumat ¢dst okoli a pokusit se nakreslit
mapu. Kdyz se vrdtili, zjistili, Ze mapy se ponéekud prekry-
vagi. Nekterd mista nejsou zmapovdna vubec, zatimco jind
velmi dukladné. Jak se v tom vyznat?

12 bodu

26-4-4 Skladani mapy

@ V roviné je polozeno nékolik kust mapy. Kusy maji
tvar obdélnik se stranami rovnobéznymi s osami sou-

fadnic.

Nagim tkolem je vytvorit datovou strukturu, kterd bude

umét rychle odpovidat na dotazy typu ,,v kolika obdélnicich

lezi zadany bod?¢

Dulezita je pritom jak casova slozitost dotazi, tak Cas po-
tfebny na vybudovani struktury.

Konecné se podatilo posklddat jednotlivé mapy do jed-
noho jakz takZ pouZitelného celku a napldnovat zdchrannou
akci. NezZ se ale podari zpustoSené podzemsi vratit do oby-
vatelného stavu, bude potreba vybudovat pro vsechny provi-
zorni tabor v hordch.

Tise premysleli, kde ve skaldch vzit kousek rovné plochy.
Nastésti sopecné tufy a popel jsou lehké, takZe mensi ne-

rovnosti pujde snadno srovnat. I tak by ale bylo milé si co
nejvic prace usetrit. Sesedli se okolo mapy a uvaZovali nad
vhodnym mistem.

26-4-5 Misto pro tabor 14 bodua

Je dana vyskova mapa krajiny. Terén je rozdélen na R x S
policek a pro kazdé z nich zname jeho nadmoiskou vysku
v mimozemskych pidich.

Na néjakém misté chceme postavit tdbor. To obnasi vy-
brat obdélnikovou ¢ast krajiny o rozmérech r x s policek
a srovnat ji do roviny. Tedy pfesunout mezi témito policky
zeminu tak, aby vSechna policka byla stejné vysoko. Jednot-
ky si zvolme tak, ze zvyseni policka o jednu mimozemskou
pid vyzaduje pfivezeni jedné mimozemské karky zeminy.

Vasim tkolem je pro zadanou vyskovou mapu a velikost
tabora najit takové misto pro tadbor, abychom museli pte-
sunout co nejméné zeminy.

Zemina je neomezené délitelnd, ale lze ji pouze presouvat.
Neni mozné ani vytvorit zeminu z ni¢eho, ani ji znicit.

Leh¢i varianta (za 10 bodi): Vyfeste pro jednorozmér-
nou krajinu (S =s=1).

Tabor utésené rostl. Proudili do néj stdale novi clenové
Bratrstva, vysvobozent z ¢im ddl vzddlenéjsich édsti jeskyn-
niho systému. Na krajinu se sndsela dalst noc, mnohem op-
timistictejsi nez ty predchozi.

Stredu tabora vévodilo veliké ohnisté, u kterého prdvé od-
pocival Ubu spolu s néekolika starsimi mimozemstany. Jacob
si k nim prisedl. Chtél totiZ vyuZit klidné chvilky a dozvedet
se néco o tom, co je Bratrstvo zac a proc¢ se tolik snazi svou
existenci utagit.

A duvody k tajnostem skutecné existovaly: Bratrstvo or-
ganizovalo odboj proti mistnimu krdli. Clenové krdlovské dy-
nastie byli sice povaZovdni za potomky bohi (a dokonce pry
vypadali trochu jinak neZ jejich poddant), ale vlddli velmsi
nevybiravé a nebyvale krute.

Spiklenci uz dlouho pripravovali plin na svrzeni panov-
nika. Podezirali ale krdle, Ze o jejich umyslech vi a Ze se
celého Bratrstva pokusil zbavit vybuchem sopky vyvolanym
magii. Jacob se tvdril znacné neduvérive — na kouzla nevé-
7il a jestée méné pravdépodobné bylo, Ze by kdokoliv na této
planetée disponoval potrebnou technikou.

Ale dost uz pochybnosti, dnes je dem mnoha $tastnijch
shleddnt a takovy si zaslouzi oslavu. Jacoba napadlo, Ze by
ostatni mohl naucit néjakou pozemskou hru. Vsiml si, Ze
sopecny tuf je natolik mekky a lehky, Ze z néj jde noZem vy-
Tezdvat néco jako snéhove koule. Sice tolik nestudi, vlastné
vibec, ale hdzet jdou uplné stejné. Hej! Kryj se! Pal!

26-4-6 Snéhova bitva 11 bodu

V roviné stoji n bojovniki se snéhovymi koulemi v rukou.
Za chvili za¢ne velka fez. Pokud bojovnik A hodi kouli po
bojovnikovi B, miZe trefit kohokoliv, kdo se nachazi na
polopfimce AB.

Na vstupu dostanete polohy bojovnika v roviné. Vasim tko-
lem je vytvorit datovou strukturu, pomoci které budete
umét efektivné odpovidat na dotazy ,,Pokud A mifi na B,
muze zasdhnout nékoho dalsiho?“. Jako odpovéd sta¢i ANO
nebo NE, neni potieba hledat, koho zasédhnete.

Do vseobecného veseli se vkradaly stiny neduvéry. Jak se
mohl krdl o existenci Bratrstva dozvédét? Neni mezi nimi
néjaky $pion, nebo dokonce vic takovych? Krdlovskd tajnd
policie je preci svymi schopnostmi po cel€ 7isi prosluld.



Jacoba napadlo, Ze to mohl byt divod, pro¢ se k nému
jeho nekdejsi lécitelé chovali tak uzavrené a odmitali mu
odpovidat na jeho otdzky. Konec koncu, krdlovskd rodina
preci md vypadat jinak neZ ostatni obyvatelé planety, tak
nent divu, Ze byl Jacob krajné podezrely. O to vic si vdZil
duvéry Bratrstva.

Ted s Ubuem probirali rizné hypotézy, jak by si mohli
krdlovi zvédové preddvat informace.

9 bodu

26-4-7 Kralovsti Spioni

% Kral mé n Spionu. Kazdy Spion mé pevné urceno, kte-
rému jednomu Spionovi predava vSechny informace,

jez zjisti.

Spionska sif s osmi §piony miize napiiklad vypadat nasle-

dovné:
! 2 : :
5 6 7 8

Pokud $pion dostane zpravu, kterou uz zné, neposila ji dal.
Siteni kazdé zpravy se tedy po kone¢ném poctu kroki za-
stavi.

Vas algoritmus dostane zadanou sit $piont. Jeho tkolem je
pro kazdého Spiona spocitat, jak dlouho bude v siti putovat
zprava, kterou tento Spion vysle.

V siti na obrazku jednotlivé zpravy urazi postupné v poradi
dle ¢isla vysilajiciho Spiona 5,3, 3,2,5,4,3 a 2 krokd.

Tato tuloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Piesny format vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Jakmile v taborte prestala byt potreba kaZdd pomocnd ru-
ka, Jacob dostal chut projit se po okoli. Chiél si zblizka pro-
hlédnout ztuhlé potoky ldvy, na kterych se utvorily zajimavé
obrazce.

Zvolna krdcel mezi skalami a sledoval pustou krajinu.
Pripomnéla mu povrch Mésice. Posmutnél, kdyz si uvédo-
mil, Ze tam uZ se nejspis nikdy nepodivd.

Najednou mu nohy uwvdzly v sopecném popelu. Kdyz se je
pokusil vyprostit, jenom se propadl o neco hloubéji. Zjevné
narazil na jamu plnou popela. Marné se pokousel rukama
zachytit okraje. Sjizdel ¢im ddl rychleji. ,,UZ zase!* blesklo
mu hlavou.

Proletél jakousi sikmou chodbou a pristal na podlaze ne-
velké jeskyné. Vsude se vdlely podivné kovové krabice. Znac-
né omselé a propojen€ zaslymi zkroucenymi kabely. Na nej-
blizsi z nich zahlédl kovovy Stitek s ndpisem.

Stalo na ném: ,Made in China.“ Uhhh. . .

Pokracovdni priste. . .

O Jacobovych prihoddch na vzdalené planeté vyprdvel

Martin ,Medved” Mares

26-4-8 Dlazdicky 16 bodu

V nasi zoo vypocetnich modelt jsme zatim potkavali
volné pasouci se exemplafe. Dnes uvidime prvni zdi.
Neni to ovSem proto, ze by nas model potieboval chranit

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

pred vétry desti, nybrz proto, ze tyto zdi bude nas program
obkladat dlazdicemi.

Pojdme si nejprve Fict, co je to takova dlazdice. DlaZdi-
ce predstavuje ¢tverec jednotkové velikosti, ktery ma kaz-
dou hranu obarvenou néjakou barvou. Obarveni jednotli-
vych hran miize a nemusi byt stejné, ale kazda hrana musi
byt obarvena pravé jednou barvou. Dohodnéme se také, ze
barvy budeme oznacovat néjakymi symboly, typicky ¢isly a
pismeny.

Casto budeme pro nazornost dlazdice zobrazovat opravdu
jako c¢tverce rozdélené na Ctyii ¢asti, ale formalné dlazdici
zavedeme jako usporddanou ¢tvefici (¢, h, p, d), kde jednot-
livé symboly ¢, h, p, d oznacuji po fadé obarveni levé, horni,
pravé a dolni hrany dlazdice.

Z takovych dlazdic mtzeme skladat dldZdéni. Prostoru, kte-
ry chceme dlazdickovat, Fikejme zed. Ta je obdélnikové a mé
rozméry r X s (pfi¢emz jednotkou bude délka hrany dlazdi-
ce). Okraje zdi jsou rozdéleny na tseky o jednotkové délce,
a kazdy z téchto tsekti ma podobné jako hrany dlazdic né-
jaké obarveni.

Jako dlazdéni oznacujeme pokryti zdi dlazdicemi, pokud
toto pokryti spliiuje nékolik podminek. V prvni fadé poza-
dujeme, aby v kazdém z r X s ¢tverct byla umisténa pravé
jedna dlazdice. Dale kazdé dvé sousedni dlazdice musi mit
ty hrany, kterymi se dotykaji, obarvené stejnou barvou. Po-
zadavek na stejnou barvu méame i na okrajové dlazdice, te-
dy dlazdice, které priléhaji k okraji zdi, musi mit pfislusnou
hranu obarvenou stejnou barvou, jakou je obarveny prislus-
ny usek okraje. Posledni podminka, dlazdice nesmime pfi
tvorbé dlazdéni otacet. Dodejme jesté, ze kazdou dlazdici
smime pouzit libovolné-krat.

Pomoci dlazdéni, resp. jeho existence nebo neexistence, mu-
zeme snadno rozhodovat tlohy, na které se odpovida ANO,
nebo NE. Jak to udélame? Musime sestavit vhodnou mnozi-
nu dlazdic, z kterych budeme smét vybirat pii tvorbé dlaz-
déni. Horni okraj zdi obarvime podle vstupu. Jesté potte-
bujeme obarvit ostatni okraje, s tim, Ze vSechny jejich Gse-
ky obarvime stejnou barvou (miizeme o tom tedy uvaZovat
jako o obarveni celého okraje jednou barvou). Dlazdice a
obarveni vybirame tak, aby dlazdéni existovalo, pravé kdyz
odpovéd na tlohu je ANO.

Moznych dldzdéni (a jim pFislusnych mnozin dlazdic a obar-
veni okraji) muZe existovat velmi mnoho, tak si je alespori
trochu omezme. Pozadujeme, aby zed byla vzdy Siroké pra-
vé tak, jak dlouhy je vstup. Horni okraj tedy bude vstu-
pu presné odpovidat. Navic chceme, aby vyska zdi byla
nejmensi mozna.

To, co jsme pred chvilkou popsali, je dlaZdicovy program.
Ten se sklada z néjaké koneéné mnoziny dlazdic a néjakého
obarveni okraji zdi. Formalné by se jednalo o uspotada-
nou ¢tverici (D, 4, p,d), kde D je mnozina dlazdic a ¢, p,d
predstavuji obarveni levého, pravého a dolniho okraje.

Program na zadany vstup odpovi ANO, pokud je mozné vy-
dlazdit n&jakou zed dlazdicemi z mnoziny D tak, aby horni
okraj byl obarven podle vstupu a zbyvajici okraje barva-
mi ¢, p a d. Neexistuje-li zadné takové dlazdéni, vystupem
programu je NE.

Dlazdicové programy jsou chranénd zviratka, a tak jim bu-
deme na vstupu predkladat pouze neprazdné fetézce.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codex

Byva hezké umét u programt ve vypocetnim modelu urco-
vat slozitost. U dlazdicovych programi to zvladneme jedno-
duse: za dobu vypoctu prohlasime minimalni vysku zdi, pro
kterou existuje dlazdéni (Casova slozitost je pak maximum
z dob vypoctu pfes vSechny vstupy dané délky), pouzitou
pamét pak predstavuje plocha vydlazdéné zdi. Vstupy, na
néz je odpovéd NE, takze zadné dlazdéni neexistuje, slozi-
tost neovlivni.

Dost bylo teoretizovani, pojdme se podivat, jak se na$ mo-
del navstévniktim piedvede.

Méjme na vstupu néjakou posloupnost nul a jednicek. Na-
§im tkolem je rozhodnout, jestli je tato posloupnost kon-
stantni, tedy zda obsahuje pouze nuly nebo pouze jednicky.
Vyuzijeme k tomu dlazdicovy program s nasledujicimi dlaz-
dicemi. Mtuzeme je rozdélit do ¢tyt typu, kazdy typ existuje
ve dvou barvéch:

0 0 0 0
LXO0[ |0 X0| [0XP| |LAP
D D D D
1 1 1 1
L1 [T X1 |1 XP| [LXP

D D D

Levy okraj obarvime L, pravy P, dolni D. N&$ program ur-
Cité odpovi spravné, a dokonce mu k tomu bude stacit jeden
radek. Takové odvazné tvrzeni by se ale sluselo dokazat.

Jelikoz vSechny dlazdicky maji dolni hranu obarvenou D
a zadnd nemé barvou D obarvenou hranu horni, bud bu-
de mit dlazdéni vysku 1, nebo vibec nepijde vytvorit.
Pro konstantni posloupnost jisté dlazdéni existuje. V pripa-
dé jednoprvkové posloupnosti pouzijeme prislusnou dlazdici
¢tvrtého typu, v pripadé posloupnosti delsi pomoci vhodné
dlazdice prvniho typu ,zvolime ¢islo“ a nasledné ho ,,pro-
pagujeme® az k pravému okraji:

0 0 0 0

0 0 0 0
L|LX0|0X0[0X0[{0XP|P

D D D D

D D D D

Plati i to, ze vSe, pro co dlazdéni existuje, musi byt kon-
stantni posloupnost. K levému i k pravému okraji miize
pfiléhat vzdy jen jedna konkrétni dlazdice (podle hodnoty
na vstupu), a k jejich spojeni je potieba ,predavat® stale
stejné cislo.

Ukol 1 [3b]: Sestavte dlazdicovy program, ktery o posloup-
nosti nul a jednicek na vstupu zjisti, zda je v ni pocet jed-
nic¢ek délitelny tfemi.

Ukol 2 [2b]: Mé&jme néjaky dlazdicovy program, ktery pra-
cuje v Case t, kde t je konstanta. Dokazte, Ze existuje jiny
dlazdicovy program, ktery odpovida na tutéz otazku, ale
sta¢i mu cas 1.

Zavorkovani nas stale bavi

V jednotlivych dilech serialu jste si mohli zkouset v ruznych
vypocetnich modelech ovéfovat, ze zadand posloupnost je
spravné uzavorkovana. Toho jsou schopné i dlazdicové pro-
gramy, a na rozdil od pocitadlovych stroji z minulého dilu
jim ani nemusime posloupnost néjak specialné kédovat.

Ukol 3 [4b]: Sestavte dlazdicovy program, ktery o posloup-
nosti otviracich a zaviracich zavorek na vstupu rozhodne,
zda je spravné uzavorkovana.

Ukol 4 [3b]: Dokazte, ze rozhodnuti uzavorkovani nelze po-
moci dlazdicovych programii dosdhnout v lepsi nez logarit-
mické Casové slozitosti. Kdybyste si nevédéli rady, zkuste
alespon dokézat, Ze konstantni ¢as nestaci.

Pfibuzni Turingovych stroju?

Kdyz jsme se na zacatku seridlu zastavili u Turingovych
stroji, nepfecetli jsme si jednu ceduli o jejich pfibuznych.

Pripomenime si, Ze stroj se v kazdém kroku vypoctu rozho-
duje podle stavu, ve kterém se pravé nachazi, a podle zna-
ku na aktudlnim policku pasky. A kazdé kombinaci stavu
a znaku jeho program prifadi instrukci, kterd se ma pro-
vést. Instrukce ¥ikd, co mé stroj dal udélat (na jaky znak
prepsat aktudlni ¢ast vstupu, kam se posunout, do jakého
prejit stavu). Ke kazdé kombinaci stavu a znaku jsme méli
pravé jednu moznost.

Ale co kdyby téch moznosti bylo vic? Co kdybychom jedné
kombinaci stavu a vstupu pfifadili hned nékolik moznych
reakci? Presné tak to totiz maji nedeterministické Turingo-
vy stroje. Jak si ale takovy stroj z moznych reakci vybere
tu, kterou doopravdy provede?

Jedna moznost je predstavit si, Zze nedeterministicky stroj
umi vracet svij vypocet. Pak muzeme fict, Ze nedetermi-
nisticky stroj v kazdém kroku vypoctu vykona prvni nevy-
zkouSenou moznou reakci (nevyzkousenou v daném kroku)
a pokracuje dal. Pokud se nékdy dostane do stavu, kdy
uz nema dalsi mozné reakce, nebo do koncového stavu NE,
jednoduse vraci sviij vypocet az do toho kroku, kdy meél
naposledy na vybér. Teprve v pripadé, ze se vrati do poca-
te¢niho stavu a uz nemé co vyzkouset, zapise NE.

Nebo si mtizeme predstavit, Ze je stroj vybaven kiistalovou
kouli (neboli ordkulem), které mu pokazdé poradi takovou
reakci, aby na konci vypoctu stroj odpovédél ANO. Jen po-
kud takova posloupnost rad neexistuje, odpovéd zni NE.

Uplné mimo ale neni ani pfedstava, ze v kazdém kroku
se vesmir rozs§tépi na tolik kopii, kolik mé nedeterministic-
ky Turingtiv stroj pravé moznosti, v kazdém ze vzniklych
vesmirti se provede jedna reakce a vypocet pokracuje dal.
Dilezité pro nas je, jestli alespon v jednom vesmiru dojde
stroj do stavu ANO.

Ukol 5 [4b]: Dokazte, Ze dlazdicové programy jsou ekviva-
lentni nedeterministickym Turingovym strojim pracujicim
v linedrnim prostoru. Tedy mate za tikol dokazat, Ze ja-
kykoli nedeterministicky Turingtv stroj, ktery ma lineér-
ni prostorovou slozitost, lze reprezentovat jako dlazdicovy
program, a naopak, kazdy dlazdicovy program (pii nasich
omezenich na rozméry zdi) lze reprezentovat jako nedeter-
ministicky Turingiv stroj pracujici v linearnim prostoru.

Prozradime vam malou napovédu k predchozimu tkolu: tvr-
zeni stacl dokazat o Turingovych strojich pracujicich v pro-
storu presné n (kde n je velikost vstupu). Pokud totiz stroj
pouziva prostor cn pro néjakou konstantu ¢ > 1, mizeme
podobné jako v tkolu 2 vytvofit jiny stroj, kterému bude
stacit prostor n.

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd



Recepty z programatorské kucharky: Intervalové stromy

Predstavme si, ze mame posloupnost celych ¢isel

Po,P1y---PN-1,

se kterou budeme priubézné provadét tyto dvé operace:

. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.
. Zjisténi souctu ¢isel na néjakém intervalu [a,d], tedy p, +
Da+1 + -+ Db

Nejdiive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdy-
bychom méli jen druhou operaci, tj. dotazy na soucty na
konkrétnich intervalech. K feSeni vyuZijeme pole prefizo-
vych soucty.

Pole prefixovych souctt je pole délky N + 1, ve kterém na
indexu i lezi soucet prvku posloupnosti od indexu 0 az do
indexu 7 — 1. Tedy

pref[i) = p[0] 4+ ... +p[i — 1], prefl0] =0

Neni tézké si rozmyslet, Ze toto pole dokdzeme jednoduse
spocitat v ¢ase O(N).

Nyni, kdyz uz zndme vsechny prefixové soucty posloupnos-
ti, umime snadno spocitat soucet na libovolném intervalu
[a, b]:

sla, b] = pref[b + 1] — prefla]
Kazdy dotaz dokazeme zodpovédét v konstantnim case. Ce-
1y algoritmus mé tedy slozitost O(N + D), kde N je délka
posloupnosti a D je pocet dotazu.

Kdy?z si do dlohy pfidame i operaci ¢. 1 (zména ¢isla v po-
sloupnosti), tak se ndm pokazi ¢asové slozitost. S prefixo-
vymi soucty stale dokazeme dotaz ¢. 2 provadét v konstant-
nim Case, ale pfi operaci ¢. 1 se ndm muze stat, ze musime
zménit az vSechny prefixové soucty, takze slozitost této ope-
race je O(N) a celkovi slozitost pro Z zmén a D dotazi je
v nejhorsim pfipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme
se snazit, abychom vysledné intervaly uméli co nejrychle-
ji skladat z predpocitanych hodnot a abychom pfi zméné
posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu
se ndm bude hodit datova struktura jménem intervalovy
strom.

Zavedeni intervalového stromu

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny binarni strom, je-
hoz kazdy list predstavuje néjaky interval a vSechny ostatni
vrcholy reprezentuji interval, ktery vznikne slozenim inter-
valli jejich synti. Zaroven intervaly vrcholt jedné hladiny na
sebe navazuji (vZdy smérem zleva doprava). Z toho vyply-
vé, ze slozenim intervalt z vrcholt jedné hladiny dostaneme
interval, ktery si pamatujeme v kofeni.

[1, 4]

[1,2] [3, 4]

1 2 3 4

Intervalovych stromi existuje vice druhti. Obvykle je roz-
lisujeme podle toho, jaké informace si v nich pamatujeme.
Napftiklad ve stromé pro soucty si kazdy vrchol pamatuje

—

soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pama-
tuje maximum na intervalu, apod. MizZeme ale klidné mit
strom, ktery si pamatuje, jestli cely jeho interval obsahuje
jen jednu hodnotu a pokud ano, tak jakou.

[1,4],s[1,4]=7

[1.2]s[1,2]=9 [3. 4], s[3, 4] =-2

Souctovy strom

7

2 -3 1

My se ted zaméFime na intervalovy strom pro soucty a po-
moci néj vyresime tvodni tilohu.

Na zacatku budeme chtit, aby v listech intervalového stro-
mu byly hodnoty ptvodni posloupnosti, pfiCemz prvni a
posledni list stromu nechdme volné, pozdéji uvidime, proc.
Zaroven ale chceme, aby tento strom byl dokonale vyvaze-
ny.

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla
mocnina dvojky minus dva (na jeji konec priddme néjaké
prvky). Vsimnéte si, Zze tim jsme strom nezvét$ili vice nez
dvakrat a zZe nam nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stro-
mu pfidali, protoZe s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni
k jednotlivym operacim.

Zménu cisla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime,
o kolik se hodnota prvku posloupnosti zméni, najdeme od-
povidajici list a k tomuto listu a ke vSem jeho predkim
pricteme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly,
do kterych tento prvek patii.

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soucet na néja-
kém intervalu [a,b]. Jingmi slovy: potfebujeme ze stromu
vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich intervalu byl
nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vr-
choltl bylo co nejméné.

Soucet intervalu [a, b] zjistime tak, Ze si ve stromé najdeme
listy reprezentujici pozice a —1 a b+ 1 posloupnosti a jejich
nejblizsiho spole¢ného predka p. Nyni budeme postupovat
z listu od @ — 1 az do p a vidy kdyz do néjakého vrcholu
prijdeme z levého syna, tak do vysledku pfiddme interval
pravého syna. Stejné tak postupujeme od b+ 1 k p a po-
kud do vrcholu pfijdeme z pravého syna, tak pfidame jeho
levého syna.

Vsimnéte si, ze pri takovémto prichodu slozime cely inter-
val. VSe je vidét na nasledujicim obrazku:

Vybér intervalu [2, 6]

1

2 3 4 5 6 7 8

Zpusobi, jak pracovat z intervalovym stromem a zjistovani
informaci z néj, je vice. Toto byl jeden z nich.

Zména prvku posloupnosti mé ¢asovou slozitost O(log N),
protoze jsme na kazdé hladiné zménili pouze jeden interval
a strom ma O(log N) hladin. Zjisténi sou¢tu na intervalu



N

mé také slozitost O(log N), jelikoz jsme do vysledku pridali
maximélné 2log N intervalti: nejvyse log N pii cesté z listu
a—1 alog N pri cesté z b+ 1.

Implementace intervalového stromu

Pri implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho do-
konalé vyvazenosti a budeme jej implementovat v poli (stej-
né jako se do pole uklad4 halda). Kofen stromu bude v poli
na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné
indexy 2 a 3, ..., az listy budou mit indexy IV, ..., 2N —1.
V této reprezentaci plati pro vrchol s indexem ¢ nasledujici
pravidla:

. 2i a 2i + 1 jsou jeho synové.

. |4/2] je jeho pfedek (pro i > 1).

. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.
. Pro sudé i je i+ 1 pravy bratr, pro liché ¢ je ¢t — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou
implementaci v jazyce C:

int N = 100;
int posl1[100];
int *strom;

// velikost posloupnosti
// posloupnost
// intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);

// Inicializace intervalového stromu
// Pozor: prvky posloupnosti indexujeme 1, ...,
void inic(int N) {
// Najdeme nejblizsi vys83i mocninu dvojky
int listy = 1;
while (listy<N+2) listy = listy*2;
// Pro strom potfebujeme 2*(pocet listd) vrchold
// (nepouzivame strom[0])
strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2*1listy);
N = listy;
for (int i=0; i<2#listy; i++) strom[i] = O;
// Na pfisludna mista pfi&teme hodnoty posloupnosti
for (int i=0; i<N; i++)
pricti(i, posll[il);
}

// P¥i&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while(k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}

// Zjisténi souétu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b=N+ B + 1;
while (a!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak pfiéti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravj syn, tak pfiéti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
// Pfesun na otce

a = a/2; b = b/2;
}
// Navic jsme p¥i&etli syny spole&ného predka.
souc = souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];

return souc;

V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem
nahoru. Existuje jesté rekurzivni implementace, v niz se
strom upravuje od kofene smérem dolt, ale tu si zde uka-
zovat nebudeme.

Cviceni
Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se
prochézi shora doli).

Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro
maxima?

PouzZiti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny nastroj, kterym se da vyftesit
spousta uloh. Ale nez ho zacnete pouzivat, tak si vzdy roz-
myslete, zda tloha nelze fesit elegantnéji bez intervalového
stromu. Ne vSechny druhy intervalovych stromt se dobte
implementuji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potfebujme
prubézné zjistovat informace o intervalech a zaroven je i
ménit. Pokud pouzivime jen jednu z téchto operaci (a tu
druhou jen zfidka), existuje ¢asto lepsi feseni nez interva-
lovy strom — viz Gvodni priklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také nazyvany jako finsky strom,
je v podstaté jen strom reprezentovany v poli. Jeho pou-
zivani je podobné jako pouzivani intervalového stromu pro
soucty. Rozdil je jen v implementaci danych funkci. My si
Fenwicktiv strom opét ukazeme na tivodnim piikladu. Zase
tedy budeme potfebovat funkci pro zménu hodnoty v po-
sloupnosti a funkci pro zjisténi souctu na intervalu. (Ve
skutecnosti zjistime dva prefixové soucty a z nich pak spo-
¢itdme vysledny interval.)

Fenwickiv strom je ponékud magickd datova struktura.
Abychom si tuto magii mohli uzit, zvolime trochu netradic-
ni zptisob vysvétlovani a nejdfive si ukazeme, jak se Fen-
wicktiv strom implementuje a teprve pak si vysvétlime, jak
to vsechno funguje.

Fenwicktuv strom bude pole velikosti NV 4 1, kde index 0 ne-
budeme pouzivat. Pouzivat budeme pouze prvky 1,..., N,
které vsechny na zacatku nastavime na 0. Pokud v posloup-
nosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového stro-
mu, ve Fenwickové stromé na néktera mista pricteme rozdil
oproti predchozi hodnoté.

void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index);
// "&" znal&i bitovy AND
}

}

A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:

int pref_soucet(unsigned int index) {
int soucet = 0;
while (index>0) {
soucet soucet + strom[index];
index & (index-1);

index

}
return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypada na prvni pohled ma-
gicky? Pokud chcete védét, jak tohle celé funguje, tak ctéte
dal.



Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek,
na indexu 2 soucet prvniho a druhého, na indexu 3 tfeti
prvek na indexu 4 soucet prvnich Ctyf, ...na indexu N
je uloZen soucet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice
prvniho jednickového bitu v binarnim zapise ¢isla N. Ve
stromé méame tedy ulozenou takovou pravidelnou strukturu
intervald.

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na po-
souvani ve stromé a pak najednou bude vSechno jasné. Ve
vyrazu index & (index-1) z funkce pref_soucet() se ne-
déje nic jiného nez, ze se vynuluje nejpravéjsi jednickovy bit
v indexu. Tim se dostaneme na prvni interval, ktery jsme
jesté nepricetli. V momenté, kdy se dostaneme na index 0,
tak uz mame dotazovany interval kompletni a vypocet mi-
zeme ukoncit.

Vyraz index + (index & -index) dé€la to, Ze se v pomy-
slném stromé intervaltl posune o trovei vys.2 Pokud jsme
tedy v intervalu o velikosti 2, tak se dostaneme do intervalu
velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval je
jednoznacény). Samotny vypocet déla to, Ze v ¢isle index

vz

vezme nejpravéjsi jednicku a znova ji pricte.

Fenwickiv strom se pouziva hlavné kvuli jednoduchosti je-
ho naprogramovani a také kvili efektivité samotného vypo-
¢tu a nevelké nirocnosti na pamét. Pfi jeho implementaci
doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.
Cviceni

Rozmyslete si, Ze oba magické vypocty opravdu délaji to,
co maji, a také, pro¢ vse vlastné funguje.

Karel Tesar

2 Magicka operace index & -index funguje jen v piipadé, Zze se jako reprezentace zaporného éisla pouziva tzv. dvojkovy
doplnék: -k == “k + 1, neboli vSechny bity ¢isla se zneguji a pak se pricte jednicka.
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Vzorova feSeni treti série dvacatého Sestého roéniku KSP

Cokolady

V této sérii jsme, jak uz je nasim zvykem, opét rozdavali
¢okolady. Tentokrat za to, pokud se vam podarilo ziskat
z alespon péti uloh alespon polovinu moznych bodi.

To se podarilo celkem deviti z vas. Shodou okolnosti je to
pravé prvnich devét fesiteld v poradi zisku bodid za tuto
sérii. Gratulujeme a uzijte si sladkou odménu.

26-3-1 Vyklad z drahokamu

Protoze vésténi, byt z drahokam, je komplikovana véc, za-
¢neme jednodussi tlohou. Budeme pro zacatek hledat co
nejvétsi zluty ctverec.

Podobné ulohy se vyskytuji docela casto a zkuSenému fesi-
teli uz néco naseptava ,dynamika“.

Kazdy (i nejvétsi) jednobarevny ¢tverec mé néjaky pravy
dolni roh. My si tedy pro kazdou pozici spocitame nejvét-
81 ¢tverec, ktery od néj vede doleva nahoru a potom jen
vybereme nejlepsi moznost.

Pokud je aktudalni pozice cervend, je ziejmé vysledek 0, ne-
bot je to nejvétsi zluty ctverec, ktery se zde nachézi. Nao-
pak, pokud je zluta, podivame se na pozici o jedna doleva,
0 jedna nahoru a o jedna sikmo doleva nahoru. Z nich vy-
bereme minimum jejich ¢tverct a to zvétsime o 1 — na ¢em
se ,zarazi“ ¢tverec odpovidajici tomuto minimu, na tom se
zarazi i nas§ ¢tverec v aktualni pozici. Naopak, tim jak se
¢tverce sousednich policek prekryvaji, tak ndm daji k dispo-
zici odpovidajici zlutou plochu, kterou jen aktualni pozici
rozsifime. Zkuste si to nakreslit.

Samoziejmé, potiebujeme pocitat maximalni ctverce v ta-
kovém poradi, abychom vsechny tfi sousedy, do kterych
nahlizime, méli jiz spocitané. Napiiklad po fadcich zleva
doprava, stejné jako se cte.

A jako maly technicky trik, abychom nemuseli fesit vyku-
kovani z pole na levém a hornim okraji, pfipravime si fadek
a sloupecek nul jako jakysi ramecek.

Yy

Sachovnicovy ¢tverec je podétvercem néjaké velké sachov-
nice takovych rozméri, jaké ma cela miizka. A tyto velké
Sachovnice existuji pravé dvé — jedna, ktera ma vlevo nahote
zluty drahokam, a k ni inverzni, kterd ma vlevo nahote cer-
veny. Celou miizku si tedy prevedeme a budeme pokladat
zluté drahokamy tam, kde barva na dané pozici odpovida
prvni Sachovnici, a ¢ervené, kde druhé. Tim jsme tlohu pre-
vedli na nalezeni nejvétsiho jednobarevného ¢tverce — coz
je bud Zluty, nebo Gerveny. Zluty uz najit umime a nalezeni
cerveného bude ponechano na ¢tenéafi.

Jak pamétova, tak ¢asové slozitost jsou linedrni s velikosti
vstupu. Ke kazdému policku vstupu si pamatujeme kon-
stantné mnoho informaci (jeho pfevedenou barvu a jeho
maximalni ¢tverec doleva nahoru). Obdobné, pfi prevodu
policka udélame konstantné mnoho prace, a pfi pocitani
minima také koukdme jen na t¥i okolni policka.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-1.py

Michal ,vorner“ Vaner

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

26-3-2 Stiih latky

Oznacéme si vrcholy mnohothelnika Vj az V,,_1 a stfihovou
polopfimku p (zadanou pocétkem P a vektorem u). Do-
volme si z uspornych duvodu zanedbat ,o8klivé“ pripady,
kdy se polopfimka mnohothelnika dotykd v jednom bodé
¢i splyva s nékterou jeho stranou. Nebude tézké oSetfit je
dodatec¢né pridanim nékolika podminek na vhodné mista.

Viceméné z definice konvexity plyne, ze p bude mit s mno-
hotihelnikem nejvyse dva priiseciky.

Vsimnéme si, ze doopravdy vlastné chceme zjistit, se kte-
rymi stranami mnohothelnika se protini. Dopocitat kon-
krétni soutadnice prisecikii uz je pak jen drobné cviceni
ze stfedoskolské geometrie. Pokud si s takovymi tlohami
nerozumite, nastala spravna chvile precist si geometrickou
kuchaiku.?

V pribéhu feSeni budeme c¢asto chtit védét, jestli bod od
néjaké (polo)pfimky lezi napravo, nebo nalevo (pfi pohledu
po sméru poloptimky). Prozatim ndm uvéite, ze to snadno
zjistime v konstantnim case.

Vsimnéme si, Ze néjakd hrana mnohothelnika k¥izi p pravé
tehdy, kdyz jeden jeji konec je vlevo od p a druhy vpravo.
Déle si vsimnéme, Ze vrcholy nalevo a napravo od p tvori
v mnohothelniku souvisly tsek (diky konvexité). My tedy
vlastné v posloupnosti vrcholi nehleddme nic nez hranici
mezi levymi a pravymi vrcholy (diky cykli¢nosti existuji
dvé). To svadi k tomu pouzit néco jako binarni vyhled4vani.

Zde nam ovsem komplikuje zivot fakt, Ze posloupnost je
cyklicka a zalezi na tom, jaky vrchol vezmeme za pocatec-
ni. Uvazme napf. posloupnosti PLLPPPP a PPPPLLP. Pou-
hym pohledem na prostfedni prvek (v obou pfipadech P)
nepozname, ve které poloviné mame pokracovat v hledéani.

Pokud bychom znali alespon jeden vrchol nalevo od piimky
a jeden napravo, je to jednoduché: v téchto dvou vrcholech
posloupnost rozstfihneme. Tim vzniknou dvé posloupnosti
tvaru LLLPPP ¢i PPPLLL, v obou z kterychz najdeme hranici
prachobyc¢ejnym binarnim vyhledavanim.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

Jak takové dva protilehlé vrcholy sehnat? Uvazme body Vj
a Vi, :=V,, /2. Mohou nastat dva ptipady:

a) Vp a V,, lezi na opaénych stranach p. Vyhrano.
b) Vo a V,, lezi na stejné strané p. Pak p neprotind tsecku

Vo V. Ta vsak rozdéluje mnohotuhelnik na dvé poloviny —
p tedy prochézi jen jednou z nich. Tu druhou muzeme za-
hodit a pokracovat v hledani rekurzivné s mnohothelnikem
o poloviénim poc¢tu bodt.

Algoritmus se tedy skldda ze dvou fazi. V prvni hleddme
dva body na opacnych stranach p. Pokud takové dva body
najdeme, prejdeme do druhé faze. Jinak se zastavime, az
nam zbude trojihelnik, pro ktery uz tlohu vyfesime trivi-
alné testem kazdé ze tii hran. V druhé fazi bindrné hledame
hrany protinajici se s p postupem popsanym vyse.

V obou fazich nas kazdy krok stoji konstantni ¢as a zmen-
$ime jim pocet zpracovavanych bodd na polovinu. Tim do-
sdhneme celkové slozitosti O(logn).

Nalezeni spravné poloviny bodu

A7 dosud je algoritmus docela pfimocary a vymyslitelny.
Zatajili jsme ovSem jeden na prvni pohled drobny detail: jak
z polohy p pozname, kterou polovinu boda (Vi,...,V,,—1,
nebo Vi41, ..., Va—1) zahodit?

To prekvapivé neni viubec ziejmé. Exis-
tuje spousta zpisobt, jak to ,umlatit®,
napi. poc¢itanim néjakych vzdalenosti a
pruseciki. To jsou ale vypocty kompliko-
vané a nepresné, zkusime si proto ukazat
hezéi, byt moznd myslenkové trochu né-
ro¢néjsi reseni.

Predstavme si tthel Vy PV, jako jakysi ,stin“. Vime, Ze p ne-
lezi ve stinu (jinak by se protinala s VyV;,), tedy kdykoli
se néjaky objekt nachazi cely ve stinu, nema pruisecik s p.
Oznacme si S stied VpV,,, a o polopfimku PS (,,pseudoosu
stinu). Ta ndm rozdéli rovinu na dvé poloroviny.

Oznacme si X ten z bodt Vp, V,,,, ktery lezi ve stejné polo-
roviné jako p a Y ten opacny.

4 http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product]

Podivejme se nyni na sousedy X. Alespoii jeden z nich lezi
ve stinu, neb kdyby oba lezely na svétle, mél by mnoho-
thelnik vnitini thel vétsi nez 180 °:

N

Oznacme si takového souseda W. Protoze X, W, ... Y tvori
konvexni mnohothelnik, musi jeho obvod ,zatacet* porad
na stejnou stranu — na obrazku vyse doprava (smérem k Y).
Tedy pokud je W ve stinu, budou tam i vSechny nasledujici
vrcholy (pfinejmensim ty ve stejné poloroving). Tedy po-
lovina naseho mnohothelniku tvorena body X, W,... Y se
nemuze protnout s p: ¢ast se ji nachazi ve stinu a druhé ¢ast
v opac¢né poloroviné vici o nez p. Tyto body tedy mtzeme
(kromé krajnich X,Y") zahodit.

Pokud jsou oba sousedé ve stinu, p nemtize mit s mnoho-
thelnikem zadny prtnik.

TudiZ potifebujeme umét zjistit, (1) ve které poloroviné se
nachdzi p, (2) jestli je dany soused X ve stinu.

To jsou ale jen dalsi instance nasi operace ,poloha bodu
vici polopfimce“. Zvolime si libovolny bod na p (tfeba P+
u) a podivame se, na které strané je od o. Pak X je ten
z Vo, Vin, ktery lezi na stejné strané. A néjaky soused X
je ve stinu, pravé kdyz lezi od PX na opac¢né strané, nez
X od o.

Zbyva nam néjak zaridit onu mytickou operaci zjisténi po-
lohy bodu viiéi polopfimce: méjme néjaky bod B a polo-
pfimku ¢ s poc¢atkem @ a smérovym vektorem w. Nyni se
nam bude hodit vektorovy sou¢in.* Z pravidla pravé ruky
si snadno rozmyslite, ze w x (B — Q) je kladny praveé tehdy,
kdyz B je nalevo od ¢, zaporny, kdyz napravo, a nulovy,
kdyz lezi na q.

Dalsi (byt méné elegantni) zpiisob je reprezentovat si pfim-
ku rovnici y = kx+¢. Detaily nechame ¢tenafi k rozmysleni.
Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-2.4

Filip Stédronsky

26-3-3 Grafova

Pozadovany dtikaz je ve své podstaté celkem jednoduchy, k
dokéazani pouzijeme matematickou indukci.

Necht je dén graf s N vrcholy, M hranami a minim4l-
nim stupném k. Dtikaz provedeme konstrukci, ze které nam
rovnou vyplyne linedrni algoritmus. Induktivné sestrojime
vhodnou posloupnost vrcholti:

.V prvnim kroku zvolime libovolny vrchol v;.
. V i-tém kroku mame jiz cestu z ¢ — 1 vrcholl, chceme pfi-

dat i-ty. Vybereme tedy libovolného souseda v;_1, ktery
jesté nebyl vybran, a zvolime jej jako v;. Pokud takovy uz
neexistuje, skonc¢ime.

Takto jsme dostali v zadaném grafu cestu vivs...v, pro
néjaké r < N.

Nyni nahlédneme, Ze vSichni sousedé vrcholu v, musi le-
zet na sestrojené cesté, nebof jinak bychom mohli cestu


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-2.c
http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product

prodlouzit a provést dalsi krok indukce. Vrchol v, je tedy
spojen hranou s asponi k£ vrcholy na sestrojené cesté a tudiz
urcité existuje vrchol vy, ktery je sousedem v, a pro kte-
ry plati s < r — k. Nyni uz mtzeme jasat, nebot vrcholy
VsUst1 - - - Uy NAM tvori kruznici délky alespon k + 1.
Postup uzity v dikaze mizeme implementovat pfimo jed-
nim prichodem grafu do hloubky, coZ nam dava Casovou
i pamétovou slozitost O(N + M).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-3.cpp

Mark Karpilovskij

26-3-4 Kladeni pasti

Snazime se rozmistit pasti v pralese. Pfitom musime do-
drzet pravidlo, ze kazda péSinka spojujici dvé kiizovatky
sousedi alespon s jednou pasti. V feci teorie grafu kfizo-
vatku nazveme wvrchol a pésSinku hrana. Rozmisténi pasti
spliiujici vyse popsanou podminku se obvykle nazyva vr-
cholové pokryti. Na stavbu pasti v kazdém vrcholu musime
vynalozit Gsili U; (zaplatit cenu). Hledame proto takzvané
minimdlni vaZené vrcholové pokryti.

Podivejme se nejprve na feSeni leh¢i varianty, ve které je
graf tvofen jedinou cestou. Postup potom dokaZeme zobec-
nit i pro tézsi verzi.

ed

Leh¢i varianta

Pro kazdou z kiizovatek mame dvé moznosti. Bud na ni past
umistime, nebo neumistime. Pro N vrchola je tedy vSech
moznjch rozmisténi pasti 2/V. Néktera z téchto rozmisténi
samoziejmé nejsou vrcholova pokryti. Kazdopadné ani tak
neni v nasich sildch vyzkouset vsechny moznosti.

Co kdyby nas pro zacatek nezajimalo samotné rozlozeni
pasti, ale pouze celkovd minim&lni cena? Zkusme ji poci-
tat postupné pro jednotlivé pocatecni tiseky cesty délky 1.
(Délku budeme méfit tfeba v poctu vrchold.)

Zv1ast si zapamatujeme miniméalni cenu p; tohoto pocéated-
niho tseku délky i za podminky, Ze v poslednim (i-tém)
vrcholu nali¢ime past. Naopak n; bude znaéit cenu zaca-
tecniho tseku délky ¢ v pfipadé, ze v i-tém vrcholu past
neni. Celkovou miniméalni cenu tohoto tiseku cesty snadno
spo¢teme jako min(p;, n;).

Pro prvni vrchol uré¢ime minimélni ceny jednoduse: p; = U;
ani = 0. Pro ostatni vyuzijeme toho, co jsme spocitali d¥i-
ve. Ceny tedy budeme pocitat postupné pro vsechna i od 1
do N. Pokud je v i-tém vrcholu past, tak miniméalni cenu p;
spocteme z celkové minimalni ceny predchoziho tiseku jako
p; = min(p;_1,n,-1) + U;. V ptipadé, ze past do vrcho-

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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lu ¢ neumistime, tak jsme ji museli umistit do pfedchoziho
vrcholu ¢ — 1. Plati tedy, ze n; = p;_1.

Timto postupem snadno v linedrnim c¢ase O(N) spocte-
me minimalni cenu potfebnou k rozmisténi pasti. Pivodné
jsme vSak chtéli minimalni vrcholové pokryti i najit. Zre-
konstruujeme jej v opac¢ném poradi od N do 1.

Pokud se rozhodujeme, zda pouzit i-ty vrchol, pak jej vy-
bereme tehdy, kdyz se nam to vyplati. Tedy kdyz plati
p; < n;. Pokud vsak vrchol nevybereme, nutné musime vy-
brat vrchol ¢ — 1. V tom pripadé se znovu rozhodujeme az
u vrcholu i — 2.

Té7s1 varianta

Jak postupovat v pripadé, ze cesticky a kiizovatky tvo-
1 strom? Minimélni ceny chceme opét pocitat postupné
z predchozich mezivysledki. Predstavme si cely strom jako
zakoFenény (vSechny vrcholy kromé kofene maji jednoznac-
né urceného otce). Miniméln{ ceny p; a n; pak budeme po-
¢itat pro vSechny podstromy, tj. pro vrchol ¢ se vSemi jeho
potomky.

Potifebné poradi pro postupné pocitani cen ziskame tak,
ze projdeme cely strom pomoci algoritmu prohledavani do
hloubky.® P¥i opusténi vrcholu spodteme ohodnoceni p; a n;
jeho podstromu nasledovné:

Pokud je vrchol ¢ list, nastavime minimalni cenu s pouzitim
daného vrcholu p; = U;.

Cena bez umisténi pasti do listu potom bude n; = 0.

Pro ostatni vrcholy ur¢ime minimalni cenu s pouzitim pasti
ve vrcholu ¢ jako soucet ohodnoceni daného vrcholu a cel-
kové minimalni ceny podstromi vSech jeho synt:

JESyn(i)
kde Syn(i) zna¢i mnozinu synii vrcholu i.
Pokud do vrcholu i past neumistime (dle pfedchoziho bo-
du), musime pasti nali¢it ve vSech jeho synech:

n; = Z Dj-

JESyn(3)

P1i opousténi posledniho vrcholu tak spocitdme minimalni
cenu rozmisténi pasti v celém stromé.

Stejné jako v leh¢i varianté musime jesté urcit, ve kterych
vrcholech mame pasti nali¢it, abychom dodrzeli spocitanou
minimalni cenu. Projdeme tedy znovu nas strom. Na kiizo-
vatku ¢ past umistime, pokud opét plati p; < n,;. Kdyz vsak
past do vrcholu neumistime, musime ji pridat do vSech jeho
synd.

v,

Tim mame i pro tézsi variantu celkem slusnou ¢asovou a pa-
métovou slozitost O(N). Strom pouze dvakrat projdeme.
Ptidané vypoclty sice zavisi na poc¢tu synit daného vrcholu,
dohromady je vSak syntu stejné jako vrchold.

Pro (NP-)aplnost jesté dodejme, Ze pro obecny graf neni
v soucasnosti zndmé zadné efektivni reseni.

Program (C++) — leh¢i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-1ehci.cpg

Program (C++) — t&z8i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-tezsi.cpp

Jenda Hadrava


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-3.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-lehci.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-tezsi.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

26-3-5 Rozvrh kovarny

A7 na pér originalnich feSeni, ¢asto fungujicich a optimal-
nich, zvolili v8ichni hladovy pfistup zezadu, ¢ili hladovy al-
goritmus, ktery si popiSeme. Struc¢né feceno: sefadime si
pozadavky dle terminu dokonceni, bereme je od nejvyssi
hodiny dokonceni po nejmensi a davame do rozvrhu do nej-
vyssi volné hodiny tak, ze vzdy bereme nezarazeny pozada-
vek s nejvyssi prioritou, ktery lze v tu hodinu vyrabét.

Jak vybirat pozadavek s nejvyssi priori-
tou? Reseni napovidal symbol kuchaiky
u zadani odkazujici se na kuchatku o hal-
dach.® Na pozadavky pouzijeme haldu,
konkrétné maximovou, tedy fazenou od
nejvétsiho prvku po nejmensi. Nas algo-
ritmus tedy bude takovy hladovy.

Trochu podrobnéji: Nejprve si sefadime pozadavky dle ter-
minu dokonceni a zavedeme si proménnou hodina, coz bude
posledni mozné hodina, do niz mazeme rozvrhnout pozada-
vek, a kterou zinicializujeme na maximalni hodinu dokondce-
ni néjakého pozadavku minus jedna. Pak bereme pozadavky
sestupné dle hodiny dokonceni.

V kazdé iteraci se nejprve podivame, jestli mezi pozadavky
nejsou néjaké s terminem hodina+1 (plus jedna kvali tomu,
7e s vyrobou nastroje musime za¢it hodinu pfed terminem).
Vsechny takové pridame do haldy. Pak vybereme z haldy
pozadavek s nejvyssi prioritou, rozvrhneme vybrany poza-
davek na hodinu hodina a tuto proménnou snizime o jedna.
Skoncime, kdyz se hodina dostane pod nulu.

Pocet iteraci je roven nejvétsi hodiné dokonceni H mezi po-
zadavky. H vSak neni polynomialni v N, ani v délce vstupu,
nas algoritmus tedy neni ani polynomialni. Nejcasté&jsi chy-
bou v feSenich pravé bylo, ze skoncila s algoritmem, ktery
zéavisel na H.

Oprava na polynomialni algoritmus je vSak nasnadé: pokud
je halda prazdna, rovnou posuneme proménnou hodina na
nejvyssi hodinu dokonceni nezpracovaného pozadavku mi-
nus jedna. Diky tomu v kazdé iteraci odebereme jeden prvek
z haldy a pfiddme ho do rozvrhu. Alternativné je mozné na
zacatku inicializovat proménnou hodina na N a vSimnout
si, Ze si tim nic nepokazime, protoze stejné nebudeme vy-
rabét vice jak N hodin.

Sefazeni dle hodin dokonéenti jisté zvladneme v O(N log N),
kde N je pocet pozadavku. Z kuchaiky vime, Ze haldo-
vé operace jako pridavani, nalezeni nejvétsiho prvku a je-
ho smazani trvaji logaritmus z velikosti haldy, ktera bude
v nejhorsim pripadé obsahovat vSech N pozadavki.

V kazdé iteraci vybereme z haldy maximum (za O(log N))
a smazeme ho, mtizeme ale do haldy pridat hodné pozadav-
ki. Kazdy pozadavek vSak dame do haldy jen jednou, coz
celkové dava O(N log N) ¢asu na pridavani. Casovou slo-
Zitost jsme tedy ur¢ili na O(N log N). Co se tyce paméti,
vystacime si jisté s prostorem O(N).

Dukaz spravnosti

Zbyva uz jen dokazat, ze nas algoritmus dava optimalni
@ rozvrh, tedy Ze nelze udélat rozvrh s vétsim souctem
priorit. Budeme postupovat sporem, tedy predpokladat, ze
pro né€jaky seznam pozadavku existuje lepsi rozvrh nez ten,
jez nasSel nas algoritmus. Postupné dojdeme k néjaké zjevné
nepravdé, coz znamena, ze lepsi rozvrh neexistuje.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
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Rozvrh R; vytvofeny nasim algoritmem a lepsi rozvrh Rs
se musi nékde lisit, pficemz nas zajimaji jen rozdily v prio-
ritdch pozadavku pro konkrétni hodiny. Jelikoz Ry ma vyssi
soucet priorit, musi existovat hodina H, ve které méa lepsi
rozvrh pozadavek P s vyssi prioritou, nez ma pozadavek
zpracovavany v hodiné H v naSem rozvrhu.

Provedeme vyménu a upravime lepsi rozvrh Rs na podob-
ny rozvrh se stejnym souctem priorit. Pozadavek P musime
vyrabét v naSem rozvrhu R; v hodiné H’, kde H' > H, ji-
nak bychom ho v hodiné€ H vytahli z haldy. Nyni zaménime
v rozvrhu Ry pozadavky v hodindch H a H' a vSimneme
si, Ze jsme si nepokazili rozvrh: pozadavek z hodiny H' vy-
rabime diive a pozadavek z hodiny H lze v nasem rozvrhu
vyrabét v hodiné H’, takze to musi jit i v rozvrhu Rs.

JelikoZ upraveny rozvrh Rs mé vyssi soucet priorit nez Ry,
tak i po vyméné musi existovat hodina, v niz se v Ry vyrabi
pozadavek s vyssi prioritou nez v R;. Mohli bychom tedy
takovéhle vymény provadét donekonecna, coz vSak nejde,
nebot po kazdé vymeéné vzroste alespoii o jedna pocet ho-
din, kde se shoduji rozvrhy R; a R, konkrétné o hodinu H'.
Cili mame kyzeny spor.

Tim jsme tspésné vykovali algoritmus. UZijte si zbytek zi-
my ... tedy, chtél jsem fFict jara.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-5.cpp

Pavel ,Paulie“ Vesely

26-3-6 Trezor

Vsichni, kdo se pokusili o tuto tlohu, se nezastavili u leh¢i
verze a rovnou se pustili do verze plné. Presto se na chvilic¢-
ku u lehké verze zastavme, uvidime, ze se da resit péknym
trikem.

V lehéi verzi ndm jednotlivé vnitini klice daji dohroma-
dy ¢islo ve dvojkovém zéapise — sérii jednicek a nul — a my
chceme vsechny nuly zménit na jednicky. To ur¢ité mizeme
udélat tak, ze pouzijeme pravé klice s exponenty odpovida-
jici pozicim nul v tomto ¢isle. Nejde to vSak lépe, s mensim
poctem kli¢a, nez kolik je v ¢isle nul?

Nejde. Zadnym zptisobem totiz pfidanim jednoho klice ne-
zménime vice nez jednu nulu na jednicku. I kdyz by doslo
k ,,preteceni“ néjakého fadu, tak se ndm na tomto misté ob-
jevinula a zbytek ¢isla se chova stejné, jako kdybychom jed-
nicku pricitali k o jedna vétsimu Ffadu. Zadani lohy se tedy
da preformulovat pfimo na spoéitdni po¢tu nul ve dvojko-
vém zapisu souctu vnitinich kli¢a.



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-5.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

Protoze se nam v leh¢i varianté stejné klice neopakuji, tak
rovnou dostaneme c¢islo ve dvojkové soustavé, kde pocet
jednicek odpovida poc¢tu vnitinich klict. Stac¢i tedy v li-
nearnim case a konstantni paméti pfi ¢teni vstupu najit
nejvétsi exponent vnitiniho klice a odecist od néj celkovy
pocet vnitinich kli¢, ¢imz rovnou dostaneme potiebny po-
Cet vnéjsich klicd.

Pri feseni tézsi varianty ale jiz bude potfeba hodnoty klica
néjak scitat. Nemusime operovat pfimo s hodnotami, boha-
té nam staci séitat exponenty. Oznac¢me si pomoci N pocet
exponentu (vnitinich kli¢t) na vstupu a jako M maximél-
ni exponent, ktery se na vstupu muze vyskytnout. Podle
velikosti M miizeme tlohu fesit dvéma rtznymi zptsoby:
Pro malé M, pokud M < Nlog N, je nejvyhodnéjsi pou-
zit prihradkové trideni. Maximalni exponent, ke kterému se
miizeme v pribshu vypoctu dostat, je M + log N (kdyby
v8ech N vnit¥nich kli¢d bylo maximalniho exponentu), tak-
ze si vyrobime takto velké pole prihradek a pak v linedrnim
Case spocitame pocty jednotlivych exponentt na vstupu.

Pak nam staci toto pole projit odzadu, pocitat pocet nul,
a kdykoliv se ndm v néjaké prihradce vyskytne ¢islo vétsi
jak jedna, tak ho nechdme ,pretéct“ — v aktualni prihradce
nechéme zbytek po déleni dvéma (tedy bud 0 nebo 1) a do
dalsi pfihrddky pficteme (celo¢iselnou) polovinu hodnoty
z aktudlni pfihradky. Tim tlohu vyfesime v éase O(N + M)
a s paméti O(M + log N).

Program (Python) — pfihradky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-prihradky.py|

Pro velkd M (klidné fadové vétsi jak N) by se ndm vsak jiz
pole pfihradek do paméti viibec nemuselo vejit, nemluvé
o tom, Ze by v ném mohly byt velké ,diry“, ve kterych
bychom travili zbyte¢né moc ¢asu. Pak je vyhodnéjsi zvolit
jiny postup.

Vsech N vnitfnich klict si mizeme na zac¢atku programu
v Case O(N log N) sefadit, sefazené nasklddat do spojové-
ho seznamu, a pak ho opét jako v predchézejicim pripadé
projit od nejmensiho. Zde vSak bude drobny rozdil v tom,
ze pokud ve spojovém seznamu jesté polozka pro dalsi ex-
ponent neni, tak ji zalozime. V tomto pfipadé se dostavame
na ¢asovou slozitost O(N log N) (nejdéle trva Gvodni set¥i-
déni) a pamétovou O(NV).

Poznamka: V ukazkovém programu je pouzit navic trik,
diky kterému se bez spojaku nakonec obejdeme tplné. Staci
si pfi prichodu jen pamatovat, kolik stejnych exponentt
jsme v sefazeném poli uz potkali. Kdo chcete, nahlédnéte.
Program (C) — velké exponenty:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-velke-exp.d

Jirka Setnicka

&

76)

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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26-3-7 Sopecéné pokryti

Nasim tkolem je pro mapu R x S najit posunuti miizky
s velikosti buiiky A x B takové, Ze pocet bunék obsahuji-
cich alespon jeden sopecny krater je minimalni. K takovému
vypoctu se nam bude hodit umét rychle zjistovat, jestli né-
jaky konkrétni obdélnik o velikosti A x B obsahuje sope¢ny
krater.

My si ukdzeme, jak v ¢ase O(RS) vyrobit strukturu, po-
moci které v ¢ase O(1) dokdzeme zjistit pocet kratert v li-
bovolném podobdélniku, specialné tedy i v podobdélnicich
A x B.

Jedna se o takzvané dvourozmeérné prefizové soucty. Moh-
li jste je potkat naptiklad v kuchafce o zakladnich algorit-
mech.” Pokud nepotkali, nevadi, myslenku zde zopakujeme:
Pro kazdé policko si predpocitame, kolik kratert obsahuje
horni levy obdélnik, ktery ma pravy dolni roh pravé v tom-
to policku. Tedy poli¢ko na pozici [z,y] bude mit hodnotu
poétu kratert v obdélniku ([1,1], [z, y]). Tento vypocet si
miuzete sami rozmyslet, nebo se na néj podivat ve zdrojo-
vém kédu — neni to nic tézkého.

Dvourozmérné pole dvourozmérnych prefixovych souctu si
ozna¢me P, pak pocet kraterti v obdélniku ([a, b], [¢, d]) zis-
kédme jako:

Kla,b,c,d] = Plc,d]—Plc,b—1]—Pla—1,d]+ Pla—1,b—1]

Kdyz jiz mame vybudovanou pomocnou datovou strukturu,
zkusime kazdé mozné posunuti vétsich bunék. Kazdé polic-
ko se pravé jednou stane néjakym pravym dolnim rohem
buiiky (pro pravé jedno posunuti).

V praktické realizaci tak pro kazdé policko v mapé R x S
zjistime, jestli obdélnik A x B majici pravy dolni roh v tom-
to policku obsahuje krater a pokud ano, tak k prislusnému
posunuti mfizky pfi¢teme jednicku. Tim jsme vlastné ho-
tovi, uz se jen staci podivat, pfi jakém z A x B posunuti
jsme potiebovali nejméné bunék mrizky.

Casové i pamétova slozitost algoritmu je O(RS). MizZete se
také podivat do vzorového kédu psaného v jazyce C++.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-7.cpp

Karel Tesar

26-3-8 Zdivocela podéitadla
Ukol 1 - aritmetické instrukce

Zac¢neme zkratkou ADD x,y, z pro ulozeni souctu = + y do
registru z. Nejprve zkopirujeme x do z a y do pomocného
registru ¢t. Poté budeme postupné dekrementovat ¢ a inkre-
mentovat z.

MOV x,z

MOV y,t

JZ t,Y
X: INC z

DEC t

JNZ t,X
Y:

(Vsimnéte si, ze naSe zkratka nepotiebuje, aby registry z, y
a z byly navzajem rtzné. O to se budeme snazit i u ostat-
nich aritmetickych operaci. Jen musime dodefinovat MOV
x, x, aby neprovedl nic.)


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-prihradky.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-velke-exp.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-7.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

S od¢itanim SUB z,y, z si poradime podobné. Nezapome-
neme na pfipad, kdy x < y, na coz mame podle zadani
odpovédét nulou.

MOV x,z

JZ y,Y

MOV y,t
X: DEC z

DEC t

JNZ t,X
Y:

Nasobeni MUL z,y, z pak definujeme jako opakované s¢itani
(s je dalsi pomocny registr):
CLR z
JZ y,Y
MOV y,s
X: ADD x,z,z
DEC s
JNZ s,X
Y:

Jesté se nam v nésledujicich tikolech bude hodit déleni DIV
x,Y, D, q, které do p ulozi celou éast podilu x/y a do ¢ zbytek
po tomto déleni. Implementujeme jako opakované od¢itani,
jen pokazdé odecteme y — 1 a pred odectenim zbyvajici
jednicky zkontrolujeme, zda se délenec uz nevynuloval.

MOV x,t

CLR p

MOV y,s

DEC s ; 8 =y-1
X: MOV t,q

SUB t,s,t

JZ t,Y

DEC t

INC p

JMP X

Ukol 2 - tradiéni zavorky

Zavorky na vstupu dostaneme zakédované do jednoho vel-
kého cisla. To potfebujeme rozebrat na desitkové cislice,
coz se daleko snéz déla od konce nez od zacatku: vydélenim
deseti odstranime posledni ¢islici, zbytek nam fekne, jaka
Cislice to byla.

Na samotnou kontrolu uzévorkovani pouzijeme jako ob-
vykle pocitadlo, ale jelikoz vstup zpracovavame zprava do-
leva, bude tentokrat udavat, kolik zavorek bylo uzavieno,
ale jesté ne otevieno. Za kazdou ) ho tedy zvysime o 1 a za
kazdou ( snizime. Nesmi pfitom nikdy klesnout pod nulu a
na konci vstupu musi vyjit nulové.

~13 -

S nasimi aritmetickymi instrukcemi je implementace hrac-
ka. V registru x o¢ekdvame vstup, do y zapisujeme vystup,
z nam bude pocitat zavorky, v d bude ulozena konstanta 10
a r bude obsahovat pravé odebranou ¢islici.

CLR y ; zatim Spatné
CLR z ; po¢itadlo zavorek
CLR d
INC 4 (10x) ; d=10

NEXT: JZ x,END
DIV x,d,x,r ; dalSi zavorka?
DEC r
JZ r,0PEN
INC z ; zaviraci
JMP NEXT

OPEN: JZ z,DONE ; otviraci
DEC =z
JMP NEXT

END: JNZ z,DONE ; zavérelny test
INC y ; Spravné

DONE:

Ukol 3 - simulace Turingova stroje

Nejprve vyuzijeme trik z 1. série, abychom dany Turingtv
stroj prevedli na jednopéaskovy.

Nyninavrhneme, jak do registrt zakédovat konfiguraci stro-
je. Abecedu stroje ocislujeme od 0 do néjakého A — 1, pii-
¢emz 0 bude znamenat mezeru. Pasku rozdélime v misté
hlavy. Levou ¢ast ulozime do registru ¢ jako ¢islo v sou-
stavé o zakladu A, ¢islice nejnizsiho fadu bude odpovidat
znaku tésné pred hlavou (zde se hodi, Ze 0 je mezera, tak-
Ze vlevo pfirozené vznikne nekoneéné mnoho mezer). Znaky
vpravo od hlavy zakédujeme obdobné do registru r, nejnizsi
tfad bude odpovidat znaku bezprostredné za hlavou.

Zbyva néjak reprezentovat znak, na kterém pravé stoji hla-
va, a aktualni stav fidici jednotky stroje. To zakédujeme do
pozice v pocitadlovém programu, kde se zrovna nachézime.
Program bude tvoren wvelikost abecedy X pocet stavi po-
dobnymi bloky, zména stavu nebo aktudlniho znaku bude
pouhy skok do jiného bloku.

Stacéi tedy umét posouvat hlavu. Popisme posun doprava:
Aktudlni znak se presune do levé ¢asti pasky, takze regis-
tr £ vynasobime velikosti abecedy a pri¢teme aktualni znak.
Naopak registr ¢ vydélime velikosti abecedy a zbytek nam
fekne, jaky znak se stal aktualnim. Posun doleva vyresime
obdobné.

Ukol 4 - redukce poétu registrii

Kdyby nam stacilo dokazat, Ze staci né€jaky pevny pocet
registrii, mizeme k tomu pouzit pfedchozi ikol. Ze zadani
vime, ze kazdy pocitadlovy program lze prelozit na ekviva-
lentni Turingiv stroj, v pfedchozim tkolu jsme se naucili
prevést ho zpét. Kombinaci obou pfevodi ziskdme pocita-
dlovy program s pevnym poctem registrii. Kdybychom pro-
mysleli detaily (zejména pocty pracovnich registr v arit-
metickych instrukeich), dostali bychom se na néco jako 5 re-
gistri. Ukazeme, Ze staci méné.
Méjme program, ktery pouziva registry ri,...,75. Jejich
stav dovedeme zakdédovat do jediného cisla
r=pit-.DpF,
kde p1, ..., px jsou navzajem rizna prvocisla. Z jednoznac-
nosti prvociselného rozkladu plyne, ze zakédovany stav lze
dekddovat jedingm moznym zptisobem.



Instrukci INC r; pfelozime na nésobeni registru r prvocis-
lem p;. Ackoliv bychom mohli pouzit zkratku MUL, radéji si
nasobeni naprogramujeme sami vyuzivajice toho, ze p; je
konstanta. Bude nam stacit jediny pracovni registr t.
CLR t
X: INC
DEC
JNZ

t  (p_i-krat)
T
r,
Y: INC r
t
t,

X
; prelijeme zpét do r
DEC

JNZ t,Y

Podobné DEC r; prelozime na déleni registru r cislem p;,
ovSem musime si dat pozor, abychom v pfipadé, kdy r neni
délitelné, vse vratili do ptvodniho stavu.

CLR t

; Opakované odcitame p_i.

DIV: JZ r,0K

DEC r

JZ r,R1

DEC r

JZ r,R2

(... dal8ich p_i-3 dvojic ...)

DEC r

INC t

JMP DIV

; Nebylo to délitelné,
; pozice v programu udava zbytek.
(... p_i-3 inkrementt jako niZe ...)
R2: INC r
R1: INC r
; Nakonec k r pricteme t * p_i.
T: JZ t,DONE
INC r (p_i-krat)
DEC t
JMP T

; Povedlo se, prelijeme zpét do r,
; které uz je touto dobou nulové.

OK: INC r
DEC t
JNZ t,0K
DONE:

— 14 —

Podminény skok JNZ vyfesime obdobné: pokusime se o DEC,
pokud se povede, zvratime jeho Gc¢inek dalsim INC a skodi-
me. Paklize se nepovede, jen uvedeme registr » do ptvod-
niho stavu a pokracujeme v programu.

Vypada to tedy, ze kazdy program dokdzeme upravit, aby
mu postacily pouhé dva registry r a t. Jenze ouha: jesté
musime umét zakédovat vstup do naseho ,exponencialni-
ho“ kédovéani, a na konci programu zase dekédovat vystup.
K tomu bohuzel potirebujeme dalsi registr.

Kdédovani vstupu bude probihat tak, Ze na pocatku polo-
zime r = 1 a pak budeme dekrementovat vstupni registr a
pritom inkrementovat jeho zakédovany obraz v r. Podobné
dekdédovani bude dekrementovat zakédovany obraz vystup-
niho registru a inkrementovat skute¢ny vystupni registr.
Na oboji ndm postaci tii registry.

Dodejme jesté, ze je zndmo, ze se dvéma registry takové ko-
dovani provést nelze. Dlivod je prosty: nelze spocitat zad-
nou funkci, ktera roste exponencialné. Dvojregistrovy stroj
tedy nemtize byt univerzalni. (Dikaz viz Rich Schroeppel:
“A Two-counter Machine Cannot Calculate 2", Massa-
chusetts Institute of Technology, Artificial Intelligence Me-
mo #257.)

Ukol 5 — minimalni instrukéni sada

Nekteri fesitelé dokazali vymyslet jednoinstrukéni sadu, ale
pokazdé néjakym osklivym trikem. Tteba instrukci, jejiz
soucasti je konstanta, ktera instrukci rekne, jakou operaci
ma provést. Zde predvedeme také mirné podlé, ale snad
o zdibec elegantnéjsi feseni.

Nase instrukce se bude jmenovat IDIJNZ z,y,p (increment,
decrement and jump if not zero) a bude fungovat takto: Nej-
prve otestuje registr y na nulu. Pak inkrementuje registr x,
nacez dekrementuje registr y (pokud by vzniklo zdporné
Cislo, zapiSe nulu). Nakonec skodi na adresu p, pokud na
zacatku byl registr y nenulovy. V opac¢ném pripadé nikam
neskace.

INC z zapiSeme jako IDINZ =z, t,p, kde t je néjaky pracovni
registr a p adresa tésné za instrukci.

DEC x prelozime analogicky na IDJNZ ¢, x,p.
JNZ x,p upravime na IDINZ z,z,p.

Martin ,Medved” Mares
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