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Uvod Roénik dvacaty osmy, 2015/2016

Uvod

Letos pokracoval Korespondenéni seminédf z programovani (dale jen KSP)
jiz svym dvacatym osmym ro¢nikem. Po dobu své historie patii k nejznaméj-
$im aktivitdm pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentl (nejen)
stfednich skol. Diky aktivnimu zapojovani se do FeSeni tloh ziskalo mnoho fe-
Siteld praxi ve zdolavani nejriznéjsich algoritmickych problémd, jakoz i hlubsi
néhled do taju informatiky.

Od 26. ro¢niku je KSP rozdéleno do dvou kategorii, hlavni a zacatecnické.
Obé kategorie jsou rozdéleny do nékolika séri?, hlavni do péti, zacatecnickd do
¢tyt. Na zacatku série posleme fesitelim zadani sady tloh. Ty jsou rizného typu,
nékteré teoretické (tikolem je vymyslet a popsat efektivni algoritmus), nékteré
praktické (ikolem je algoritmus nejen vymyslet, ale také naprogramovat a od-
ladit). V hlavni kategorii byva navic zafazen seridl, ktery je kromé soutéznich
ulozek tvoren zejména povidanim o néjakém zajimavém informatickém tématu;
serial je rozlozeny do celého ro¢niku a jeho dily v jednotlivych sériich na sebe
navzajem navazuji.

Resitelé pak maji nékolik tydnii na to, aby si ilohy rozmysleli a dali dokupy
jejich FeSeni, které nam odevzdaji. Vysledky praktickych tloh maji fesitelé k dis-
pozici hned po odevzdani, feSeni teoretickych tloh po terminu série opravime,
okomentujeme a posleme zpét.

Jako primarni metody komunikace pouziva KSP ruzné elektronické zptusoby
komunikace, webem pocinaje a emaily konce, ale véfime i na metody papirové

RN

celé republice.

Velkou udalosti jsou dvé tydenni soustredéni. Jarni je urcené hlavné fesite-
lam zacatecnické kategorie, ale ptrihlasky otvirdme i pro ty, ktefi s programova-
nim zatim nemaji zadné zkusenosti a chtéli by se ho naucit. Podzimni soustfedéni
probihd na zac¢atku nasledujiciho ro¢niku a zveme na néj primarné nejlepsi resi-
tele hlavni kategorie. V obou pfipadech je pro tcastniky soustifedéni pripraveny
bohaty program od odbornych prednasek na informatickd témata az po zcela ne-
odborné hrani a dovadéni v pfirodé. Navic maji tcastnici moznost potkat dalsi
lidi s podobnymi zajmy.

KSP v pribéhu let rozriista a mimo korespondencniho feseni tiloh a pfipravy
soustfedéni stthdme toho béhem ro¢niku mnohem vic.

Na podzim probéhl ji étvrty ro¢nik Putovnich piednagek® na stiednich gko-
lach po celé republice. Nage spiatelend, ale nyni jiz samostatné soutéz Kasiopea?
usporadala svij prvni roénik ve velkém forméatu. A také jiz finiSujeme pfipravu
nového knizniho vydani nasich Programatorskych kucharek.

http://ksp.mff.cuni.cz/akce/putovni-prednasky/2015/|
http://kasiopea.matfyz.cH
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(Nejen) u tiloh v této knize 1ze zahlédnout nékolik znacek pro urychleni orientace:
Nékteré znacky pouzivame priméarné k oznaceni typu tlohy:

V zacatecnické kategorii timto symbolem oznacujeme teoretické tlohy, tedy

ty ,klasické“. Ukolem fesitelt je vymyslet efektivni algoritmus, slovné ho
popsat a tento popis odevzdat. (V hlavni kategorii jsou teoretické vSechny tlohy,
které nejsou pfimo oznacené jako praktické.)
Tento symbol oznacuje praktickou tlohu, konkrétné takovou, které fikame

1l open-data. Ukolem Fesitelt je nejen vymyslet algoritmus, ale také ho zapsat

jako program a tento program odladit. Odevzdani probiha tak, Ze si fesitel stahne
vstupni data a odevzda prislusny vystup, pfiCemz pocet pokust neni omezen.
E‘I tato tloha je prakticka, obvykle pro ni a}e pouZivame termin codexovka,

podle systému, do kterého se odevzdava. Resitel napise a odladi program,
ktery pak nahraje do systému, kde je pustén na nevefejnych datech.

V kazdém ro¢niku KSP rozebirdme na pokracovani néjaké zajimavé infor-

matické téma do hloubky. Posledni tloha série je pokracovanim takového
seridlu — obsahuje kromé samotného zadani jesté text, ve kterém se mizete do-
zvédét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu na sebe navazuji, vyplati se mit
nastudované i predchozi série.

Jiné znacky slouzi k oznaceni obtiZznosti a doporucenych zdroji inspirace:

@ Takto oznacenou tlohu povazujeme za fesitelnou i pro zacatecniky, zkuseni
Tesitelé ji jisté zvladnou levou zadni. Pro jeji vyfeseni by nemély byt potieba
zadné specialni znalosti.
A Aby si i pokrodili pfisli na své, zafazujeme nékdy do zadani tézkou tlohu,
ktera se muze stat leckomu no¢ni mtirou. Na jeji pokofeni jsou ¢asto potieba
hlubsi znalosti algoritmt a datovych struktur, odmeénou je vSak vyssi bodovy zisk.
é} Protoze chapeme, ze k ,uvafeni“ feSeni jsou ¢asto potieba znalosti zaklad-
nich algoritmt a datovych struktur, obvykle téz ptikladame do kazdé série
tzv. kuchaiku, ze které se miizete takové véci nauéit. Casto je také v zadani aloha,
jiz lze Tesit algoritmem z kucharky. A pozor — dalsi kuchafky najdete na nasich
webovych strankach.

Déle timto symbolem oznac¢ujeme mista, jejichz pochopeni muze vyzadovat
vétsi zamysleni, pripadné néjaké predchozi znalosti.
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Checete-li se na cokoliv zeptat, at uz ohledné seminére, studia na nasi fakulté
nebo néjakého informatického ¢i programatorského problému, nevahejte a napiste

nédm na diskusni férum na strance hittp://ksp.mff.cuni.cz/forum/| nebo na nasi
postovni adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

e-mail:  fesp@mff. cuni.cy
www:  |ttp: //ksp.mff.cuni.cz/|
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Zadani tloh KSP-Z

Prvni série

28-Z1-1 Kevinuv letak 8 bodu

Kevin oteviel obalku (kterou nasel ve schrance) a vyndal z ni vSechny papiry.

B 1l Jeden ho obzvlasté zaujal (ten od KSP). Ihned si v8iml, Ze (na zalatku)
obsahuje néjak mnoho zévorek. Tak by ho zajimalo, jestli tam (autofi zadéani)
neudélali n&jakou chybu. Pomizete mu (s ovéfenim)?

Pro danou posloupnost symbolt ( a ), tedy oteviracich a zaviracich zavorek,
najdéte od zacatku co nejdelsi tsek, ktery je platnym uzavorkovanim — tedy kazda
zavorka ma svoji do paru.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo N. Na dalsich N fadcich
budou jednotlivé testovaci pripady.

Tvar vystupu: Pro kazdy testovaci pfipad vypiste na fadek délku nalezeného
uzavorkovani.

Slibujeme, ze N bude nejvyse 1000, a kazdy fddek bude mit nejvyse 10° sym-
boli.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
3 8
OOYOHO 12
(OO O 6
OONOOOOO

Uzavirajici zavorka na devaté pozici nemé sviij protéjsek. Druhy radek je
cely platné uzévorkovani.

28-7Z1-2 Safina hra 10 bodu

Znate to, kdyz jedete autobusem, cesta obcas ubiha straslivé pomalu. Potom
B vymyslite moZné i nemoZné, abyste se zabavili. Pfi jedné takové cesté Saru

napadla hiicka.

Poftidila si seznam NN zastavek po cesté. Seznam si ocislovala tak, ze zastav-
ka, na které nastoupila, dostala ¢islo jedna, a ta, na které vystoupila, ¢islo N.
Pokazdé, kdyz autobus pfijel do zastavky k, si Sdra zakrouzkovala kazdou k-tou
zastavku v seznamu — tedy zastavky cislo k, 2k, 3k, . .. Pokud uz néjaka zastavka
zakrouzkovana byla, zakrouzkovani zase vygumovala.

Uznejte sami, neni to uplné zabavna hra. Také to Saru pred M-tou zastavkou
prestalo bavit. Co ale zastavka, na které vystupuje? Je zakrouzkovana?

Tvar vstupu a vystupu: Na prvnim fadku je ¢islo J udéavajici pocet tloh,
které budete fesit, téch bude nejvyse 1000. Na dalsich J fadcich najdete mezerou
oddélend ¢&isla N a M, kde 1 < M < N < 10°. Pro kazdy iadek si zahrajte

8



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Safinu hru, a vypiste na vystup ANO, pokud byla N-t4 zastavka na konci hry KSP-Z
zakrouzkovand, jinak NE. )

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup: zadani
3 ANO
9 4 NE
6 4 NE
7T

Devatou zastavku Sara zakrouzkovala po projeti tfeti, zato Sestou po treti
zastévce vygumovala. Ve tfetim fadku ji krouzkovani pfestalo bavit tésné pred
tim, nez by sedmicku zakrouzkovala poprvé.

28-7Z1-3 Petrovy stromy 10 bodu

Petr radéji pfi cesté autobusem kouké z okna a pocitd. Co pocita? Srnky,
B posedy, stromy... Podkat, stromy?

Podél cesty je vysazeno nékolik druhi stromi. Néasleduji po sobé pravidelné,
jako neustéale se opakujici vzorec. Dub, topol, dub, topol, dva duby a buk. A tak
porad dokola. Potom, co tohle chvili sleduje, se mu zacinaji délat mzitky pred
ocima.

Petr by rad védél, za jak dlouho uvidi K-ty strom daného druhu. Protoze
ale nezna rychlost autobusu, sta¢i mu védét, kolikaty strom v fadé to bude.
Vypocitate to pro néj?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku budou ¢isla B, J a K oddélend mezerou.
B je pocet stromil v bloku, ktery se opakuje, a J je ¢islo druhu stromu, jehoz
K-tj viskyt Petra zajima. Méte slibeno, Ze B bude nejvyse 104, J nejvyse 1000
a K nebude v&tsi nez 102,

Na dalsim fadku bude B ¢isel 1...1000 oznacujicich druhy stromi, které
se podél cesty opakuji.

Tvar vystupu: Vypiste jediné ¢islo L takové, ze K-ty vyskyt druhu J je L-
ty v fadé vsech stromu. Predpoklddejte pritom, ze fada stromu je dostatecéné
dlouhé, a dany strom se podél cesty vyskytuje.



KSP-Z

zadani
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Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
725 16
1212113

Piiklad odpovida ukazce z textu. P4ty topol (druh éislo 2), ktery Petr uvidi,
bude Sestnacty v radeé.

28-7Z1-4 Zuzdéina zvédavost 12 bodu

Mala Zuzka nedavno oslavila Sesté narozeniny, takze v zaii nastupuje do
B prvni ti¥idy. Uz byla u zapisu, stejné jako vSichni z jejiho roéniku. Kazdy
védél, s kym bude chodit do tfidy, a s kazdym svym spoluzdkem se pii zapisu
seznamil. S nikym jinym se nikdo neseznamoval.

Zuzka s Kevinem chvili pozorovali seznamovani ostatnich. Potom ale Zuzka
polozila zvidavy dotaz: ,Kolik vlastné bude prvnich t¥id?* Jesté, Ze si Kevin
zapsal nékolik dvojic, které vidél se seznamovat. Pomozte mu ze zapsanych dat
vykoukat odpovéd na Zuzéinu otazku.

Tvar vstupu: Prvni fadek obsahuje ¢isla N a M, kde N je pocet riznych
déti, které Kevin vidél, a M je pocet seznamujicich se dvojic, které si zapsal. Vite,
7ze 1 < N < 1000 a zadna dvojice neni v seznamu dvakrat. Nésleduje seznam
M dvojic ¢isel oddélenych mezerou. Kazdé dité je pro jednoduchost oznaceno
Cislem 1...N.

Tvar vystupu: VypiSte jedno ¢islo odpovidajici nejvétsimu moznému poctu
t¥id, které skola podle Kevinova pozorovani muze otevirat. Kazda trida ma ale-
spon jednoho zaka.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
53 2
12
23
45

Jednu tfidu tvori zaci 1, 2 a 3, druhou pak 4 a 5.

28-Z1-5 Dvé fronty na obéd 12 bodu

Kdyz uz méla Zuzka dost pozorovani, sla s ostatnimi na obéd. V jidelné maji

takové zvlastni pravidlo — fronta zaka ¢ekajicich na obéd musi byt neustale
sefazena podle vysky, aby kuchatfky vidély vSem najednou do obliceje.

Cestou na obéd se tedy skupina, ve které Zuzka §la, spravné sefadila. Jenze
mozné cesty na obéd jsou dvé — u jidelny se potkali s jinou skupinkou. Ta byla
priblizné stejné velika, a také uz byla spravné sefazena. Jak se maji obé skupinky
spojit do vysledné fronty tak, aby byli Zaci sefazeni?

10



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Protoze jsou vsichni hladovi, zkuste vymyslet postup, ktery vyzaduje co
nejméné porovnani vysek — to je totiz to jediné, co s vyskami muzete délat.

Formalnéji, mame dvé setfidéna pole a chceme z nich sestrojit jedno obsa-
hujici vSechny polozky z obou, také spravné setfidéné.

Zajima nas asymptotickd sloZitost vaseho Teseni v nejhorsim pripadé. To
znamena fadovy pocet operaci pro nejhorsi mozny pripad, vyjadfeny pomoci
proménnych. Napiiklad si mizete oznacit proménnymi A a B velikosti skupin a
fict, Ze k sefazeni potiebujete Fadové (A + B)? operaci. Podrobndji o slozitosti se
doctete v nasi kuchaice, kterou viele doporucujeme precist od zacatku — nejprve
zékladni algoritmy,® poté slozitost.*

Aby tloha nebyla zbytec¢né tézkéa, maji zaci k fazeni dostatek prostoru. Tedy
napiiklad muzete ze dvou front stavét jednu vyslednou nékde tplné jinde.

28-7Z1-6 Osm cCipu 14 bodu

@ Zatimco Zuzka se mohla jit najist, Kevin pomahal s pfipravou na prviiacky.
Jednim z tkold, ktery fesil, bylo pfidéleni ¢ipt na pristup do skoly. Takovy
¢ip ma zvolené unikatni ¢islo a jeho precteni ¢teckou otevie dvefte.

Kevin si vymyslel specidlni zptsob pridélovani ¢éisel. Na zacatku si zvoli tii
libovolna cela cisla a, b a c. Nasledné vzdy spocita ¢islo nového ¢ipu x; z posled-
nich tiech ¢&isel vzorcem z; = axi_3 + bx;_a + cx;—1. Cisla prvnich t¥ ¢ipu si
prosté vymysli libovolna, podle toho, jakou mé naladu.

Pak si ale vzpomnél, Ze ¢ip ma v sobé omezenou pamét, takZze nepojme
libovolné velké ¢islo. Misto ptivodniho ¢isla tedy zapise do ¢ipu jeho zbytek po
vydéleni N, kde N je néjaké rozumné velké ¢islo.

Pak si ale uvédomil, Ze tento postup nezarucuje, ze kazdy ¢ip bude mit ¢isla
rtizné od ostatnich. Uz kvili tomu, Ze miize existovat nejvyse N ¢ipt s riznym
¢islem, takze se jednou musi ¢isla zacit opakovat.

Ze zvédavosti si Kevin vymyslel ¢islo K, které je fadové vétsi nez N, a pta se
vas — jaké ¢islo by mél K-ty ¢ip, ktery Kevin takto vytvori? Vymyslete zptusob,
jak spocitat zx co nejrychleji.

Predpokladejte, ze mate pocita¢ s dostatkem paméti. Naopak neptredpokla-
dejte, ze K je rozumné malé. Keviniv poc¢ita¢ umi s tak velkymi ¢isly provadét
zékladni operace, ale naptiklad nestihne do K napocitat po jedné.

Priklad: Zvolme si parametry: a =0, b=1,c¢c=1, N =3 a K = 52. Prvnim
¢ipum dejme ¢isla 1, 1 a 2. Kevin bude postupné pridélovat ¢isla takto:

1,1,2,0,2,2,1,0, 1,1,2,0,2,2,1,0, 1,1,2,...
Padesaty druhy ¢ip dostane éislo 0.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmyl
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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Druh4 série

28-7Z2-1 Pred muzeem 8 bodu

,2Hurd, jdeme na exkurzi!“ znélo tfidou stojici pfed hlavnim vchodem le-
B 1! teckého muzea. Ucitelky obchézely v fadé stojici zédky a vybiraly z nich
skupinky, které ptijdou pohromadé.

Papirek se jmény, ktery dostala Kevinova ucitelka, se ale cestou rozmocil
a byla citelna jen prvni pismenka kiestnich jmen. Uc¢itelka si sice pamatovala, Ze
vybrani zaci byli zapsani v abecednim potadi podle pfijmeni, ale nepamatovala
si, kdo to presné byl.

Sefadila si tedy své zaky podle abecedy a ted hled4 alespoii n&jakou skupin-
ku, u které by souhlasila prvni pismena kfestnich jmen i pofadi (druhy na papite
musi stat v fadé az za prvnim a tak dale).

Tvar vstupu: Na vstupu dostanete na prvnim radku dvé cisla: pocet zakl
ve skupince a celkovy pocet zakt ve tfidé. Na druhém Fadku pak prvni pismena
kfestnich jmen zaki ve skupince a na tfetim prvni pismena kiestnich jmen vSech
7kl (tak, jak stoji za sebou v fadg).

Twar vystupu: Vypiste mezerou oddélené pofadi vybranych zaki (zéky éislu-
jeme od jednicky). Pokud takovych vybéra existuje vice, vypiste libovolny z nich.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
38 358
JAJ
AJJIBAJAJ

Pozndmka: Vybér 3 5 6 nebo tieba 2 5 6 funguji taky, 2 1 3 ne, protoze
zaci nestoji v tomto poradi za sebou.

A |

TH8¢ :

12



Zadani aloh KSP-Z — 2. série

28-7Z2-2 Prace pro Saru 10 bodiu )/

V muzeu se ke Kevinovi pfipletla Sara a chtéla si s nim povidat. Kevin
Bl fascinovany pohledem na motor z letadla si ale povidat nechtél, a tak dal
Sare ukol.

zadani

Napsal ji na papir ¢islo a fekl ji, aby provadéla nasledujici operace, nez se
dostane k jednicce:

e Pokud je ¢islo sudé, vydél ho dvéma.
® Je-li liché, vynasob ¢islo tiemi a pricti jednicku.

Doufal, ze Saru na chvilicku zabavil, ale nez se stihl otocit zpatky k motoru
z letadla, tak uz Sara jasala, ze dosahla jednicky. Kevin asi zvolil néjaké jedno-
duché ¢islo, chtél by ji ted zadat néjaké tézsi. Idealné takové Eislo z néjakého
intervalu, pro které to bude trvat nejvice kroki.

Tvar vstupu: Prvni fadek vstupu bude obsahovat ¢islo K. Na kazdém z na-
sledujicich K radki bude jeden interval, ktery Kevina zajima. Interval je zadany
jako dvojice ¢isel oddélenych mezerou, pricemz krajni hodnoty do intervalu patii.
Slibujeme, ze spodni mez je vzdy alespon dva.

Tvar vystupu: Pro kazdy interval na vstupu vypiste na samostatny radek
nejvetsi pocet krokt a také prvni ¢islo z intervalu, pro néz se tohoto poc¢tu krokiu
dosahuje.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
2 20 18
10 20 111 27
23 44
28-7Z2-3 Byli jsme tri 10 bodu

Po obédé v bufetu leteckého muzea se Kevin, Sara a Petr posadili spole¢né
E1lk jednomu stolu. Petr zadal premyslet: ,/To je super, Ze se my tfi tak dobie
zname. Kolik si myslite, Ze je ve skole jesté takovych trojic?“

Safe se najednou rozsvitily o¢i a vytahla svij sesit. Exponaty v muzeu ji
tolik nezajimaly, tak si cely den zapisovala, kdo se s kym bavi. Jejim tajnym
snem totiz bylo stat se §pidnkou.

Trojice kamaradu se tedy podivala na to, co si Sara zapsala. Méla pozname-
nané vsechny lidi ve skole, ktefi se dobfe znaji, a my bychom chtéli spocitat pocet
trojic kamaradu, jako tfeba Kevina, Saru a Petra (zkratka trojic, kde kazdy zna
dobfe kazdého).

Tvar vstupu: Na prvnim rfadku vstupu naleznete dvé ¢isla N a K oddélend
mezerou — celkovy pocet zakt ve Skole a pocet dobrych pratelstvi, o kterych
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vime. Na dalsich K tadcich je pak vzdy dvojice ¢isel popisujici, kdo s kym se
prateli (dvojice ¢isel oddélenych mezerou, ¢islujeme od 0 do N —1).

Plati, Ze 1 < N, K < 10°.

Tvar vystupu: Do vystupniho souboru vypiste jediné ¢islo a to pocet raznych
trojic kamaradu.

Ukazkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
10 5 2
01
02
13
12
32

Pozndmka: Existuji pravé dveé trojice, a to 012 a 123.

28-7Z2-4 Rozsypana turbina 12 bodu

,Podive. . .ach né!“ zakopl Kevin, kdyz chtél Sare ukazat zajimavé vysklada-

B! né lopatky z turbiny proudového letadla. Lopatky se rozlétly do viech stran
a zazvonily po podlaze haly. A kde se vzal, tu se vzal, stal nad Kevinem velky,
zly a tajemny hlidac.

Polozil mu ruku na rameno se slovy: , Tak to si poskladate, mlady muzi.
Doufam, ze mate dostatek ¢asu.“

Kazda lopatka z turbiny ma na sobé dvé pismena (vrchni a spodni) a plati,
ze dvé lopatky mohou byt za sebou jen tehdy, pokud vrchni pismeno na prvni
je stejné jako spodni pismeno na druhé. Vime, Ze lopatky jdou urcité poskla-
dat zpatky tak, aby na sebe vSechny dokola navazovaly, pomozte je Kevinovi
poskladat.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet lopatek. Na dalsich fadcich je
vzdy dvojice pismen popisujicich jednu lopatku (horni a dolni pismeno oddélené
mezerou).

Tvar vystupu: Vypiste lopatky v poradi, v jakém se maji poskladat.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
6 CB

Owwr=Qqar
o= QW=
== W o w
Q== w0
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K této tloze jsme na Dnu otevienych dvefi MFF UK ukazali drobnou napo-
védu. Abychom byli spravedlivi i k t&m, ktefi na DODu nebyli, miiZete se podivat
na zéznam prednasky.’

28-72-5 Prikop u T¥i soutések 12 bodu

@ Byl uz vecer, kdyz konecné Kevina pustili z muzea. Zrovna prselo. Jak tak
cekal na zastavce autobusu, sledoval piikop vedle silnice postupné se plnici
vodou.

Piikop byl v riznych ¢astech rizné hluboky a Kevina fascinovalo to, jak se
voda ruzné preléva a vytéka pryc. Kdyz voda dotekla na néjaky okraj prikopu,
zmizela v propustku pod silnici, takze se drzela jen v prohloubeninach.

Kevin se jesté chvili dival a pak popadl tuzku a papir s tim, ze spocit4, kolik
vody se mize v pfikopu zadrzet. Pfedpokladejte, ze mame podélny fez prikopem
jako ¢tvercovou sit s pfesnosti na decimetry (viz obrazek nize) a ze pfikop je
Siroky také tieba decimetr. V takovém pifipadé je objem vody v piikopu nize
7 litrti. Vymyslete algoritmus, ktery toto spocita pro kazdy prikop.

28-7Z2-6 Kalamita 14 bodu

Jak nastoupil Kevin do autobusu, zménil se dést ve snih a béhem péar chvil

celé mésto za okny autobusu pohltila snéhova vanice. Kevin se sice jeSté
dostal domt, ale dopravni podnik uz zacal planovat, jaké zastavky bude muset
prestat obsluhovat.

Dopravni podnik provozuje ve mésté sit autobusti ve tvaru stromu (pokud
neznéte stromy, podivejte se do zakladni kuchatky),5 které se vSechny rozbihaji
z centralniho prestupniho stanovisté u vlakového nadrazi. Pro kazdou zastavku
zné dopravni podnik pocet cestujicich, ktefi zde za den nastupuji. Pokud zrusime
obsluhu néjaké zastavky, tak tim soucasné zrusime i obsluhu vSech zastavek za
touto zastdvkou (smérem dél od centralniho pfestupu).

http://ksp.mff.cuni.cz/akce/dod/2015/]
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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KSP-Z Dopravni podnik by potfeboval potradi zastavek, v jakém je mé postupné

rusit, aby vzdy odfizl od svéta co nejméné cestujicich.
Napiiklad pro sit na obrazku nize (¢isla znaci pocet cestujicich, krouzek
centralni zastavku) se vyplati postupné rusit zastavky se 2, 3, 5 a 1 cestujicim.

2

zadani
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TTeti série
KSP-Z

28-73-1 Misto oslavy 8 bodu

. . , , L , zadani
Stiedni skola, na kterou chodi Kevin, slavi tento rok vyznamné vyro¢i: celych
™

500 let od svého zalozeni. Jeji vedeni proto planuje usporadat nalezité velkou
oslavu, spojenou s vystavou o historii skoly a ukazkami praci studentui.

Nez se pusti do dalsich p¥iprav, musi se vyfesit jedna dulezitd véc. Samotna
skola totiz nema zadné velké prostory, ve kterych by mohla takhle velkou akci
usporadat. Proto si chce nékde ve mésté pronajmout sil. Ale kde? Ne vSechny
obyvatele budou oslavy zajimat, a tak by bylo pékné najit néjaké misto blizké
tém, ktefi urcité prijdou.

Mésto tvofi jedna dlouhd rovna ulice, okolo které se nachéazeji domy. Pro
uréeni pozice ve mésté tedy staci jediné Cislo — vzdélenost od zacatku mésta.
Mame k dispozici pozice domu, kde bydli lidé zajimajici se o $kolni oslavu. Nasim
tkolem je najit takové misto, které ma co nejmensi vzdalenost k tomu, kdo to
ma nejdéle.

Tvar vstupu a vystupu: Na prvnim radku je ¢islo NV, na druhém je N ¢isel,
kazdé predstavuje dim zajemce, resp. jeho pozici ve mésté. Vypiste celé ¢islo
oznacujici nejlepsi moznou pozici salu. Pokud je moznych odpovédi vice, vypiste
libovolnou z nich.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
5 14
35 17 24 25
28-73-2 Zlomkovnik 10 bodu

Po nalezeni vhodného mista se pripravy rozjely naplno. Kevina nechavalo

B 1l virodi své skoly dlouho chladnym (a rypavé se ostatnich ptal, zda 512 let
neni vyznamnéj$im vyro¢im nez 500), ale pak jeho t¥ida dostala zajimavy dkol.
Méeli vyrobit néjaké umeélecké dilo pfipominajici Kevintiv nejoblibenéjsi predmét
— matematiku.

Jak by takova véc ale mohla vypadat? Kevin dlouho nemohl na nic ptijit,
ale pak si vzpomnél, jak se Zuzkou po Vanocich odstrojovali stromecek. Co si
znovu poridit strom, ale tentokrat poradny, matematicky popsatelny? Po chvili
hledani na internetu skutecéné nasel web, kde prodavali pékné modely binarnich
stromii.”

Takové dilo by bylo prilis strohé, a proto si Kevin fekl, ze kazdy vrchol
stromu oznac¢i néjakym zlomkem. Ale ne jen tak ledabyle. Pokud k jakémukoliv

7 Nevite-li, co je binarni strom, mfizete se podivat do nasi zakladni kuchaiky
(http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladnil).
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vrcholu ptipiSeme zlomek §7 kde A a B jsou pfirozena ¢isla, v jeho levém synovi
bude A_’:%B a pravém synovi MTB. Do kofene stromu zapiSeme % Cast takového
zlomkovniku (jak jinak nazvete strom se zlomky?) bude vypadat takto:

1
I
\§ 2/

N
L)

I N
3 3 1
/N /NN

1 4 3 5 2 5 3 4

4 3 5 2 5 3 4 1

[\

Kevin si nakreslil jesté nékolik dalsich trovni a doslo mu, ze se timto po-
stupem muze dostat k jakémukoliv zlomku v zakladnim tvaru. Jak to ale co
nejrychleji provést?

Na vstupu dostanete fadek se dvéma pfirozenymi ¢isly A a B. Najdéte nej-
kratsi cestu z kotene zlomkovniku do vrcholu odpovidajicimu zlomku %. Vystup
tvori posloupnost znakt R a L, kde R je pfechod do pravého a L do levého syna.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
25 RLL
28-7Z3-3 Posloupnost za trest 10 bodu

Ajaj! prolétlo Kevinovi hlavou, kdyz uvidél balik se stromem, ktery nechal

Bl poslat na adresu §koly. Mélo mu dojit, Ze ten internetovy obchod sidlici na
druhém konci planety mozna pouziva jiné jednotky. Ocekaval vysku okolo dvou
metri, ale tenhle kolos se snad nevejde ani do télocvicny. ..

Stéhovani obfiho zlomkovniku na misto vystavy zabralo pil dne a vystiidal
se na ném cely personal skoly. Kdyz se ukazalo, ze strom je prece jen o néco nizsi
nez vyska stropu, vSichni si oddechli. A hned poté pozadali Kevinova uditele
matematiky, aby dal svému nepozornému studentovi néjaky exemplarni trest.

Ted je Kevin po skole a zabyva se touto posloupnosti éisel:

1,11,21,1211,111221, ...

Jak jsme na ni prisli? Zacali jsme jednou jednickou. Pak jsme ji pfecetli: ,jedna
jednicka“, takze piseme jednicku a jednicku. To jsme opét precetli: ,,dvé jednic-
ky“, tedy 21. Pak ,jedna dvojka, jedna jednicka“, ¢ili 1211. A tak déle.
Kevinovym tikolem je zapsat N-ty ¢len posloupnosti. Ale ¢leny rostou rychle
a kdyby byl poctivy, zistal by ve Skole az do vecera. Chce si proto pomoci malym
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podvodem: vypoc¢te jen nékolik prvnich ¢islic N-tého ¢lenu a bude doufat, Ze
matikar delsi ¢ast kontrolovat nebude.

Pro zadané N a K spocitejte prvnich K ¢islic V-tého ¢lenu. Slibujeme, ze
N, K < 300000.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
8 10 1113213211
28-73-4 Zbyvajici ukoly 12 bodu

Korejské prislovi fika, ze pii odlozeni prace o jeden den uplyne ve skutecnosti

Bl dni deset. Kvili st¢hovani zlomkovniku a podobnym komplikacim ¢as ubyval
a ubyval a s pfiblizujicim se dnem oslavy ztstavalo mnoho dilezitych tkola
nesplnénych. Reditel proto svolal uditele a zastupce zakt k poradé do skolni
auly.

Kdyz tam Kevin dorazil, schiize uz zacala a vladl tam zmatek. Ucitelé na
tabuli vypsali seznam tkolu, které bude tieba pfed oslavami splnit, a jejich ¢aso-
vou naro¢nost. Ted se ale nemohli shodnout na tom, zda je viibec mozné vSechno
stihnout. Problémem je mimo jiné to, ze nékteré tikoly mohou byt splnény az po
dokonéeni jinych (napf. neni mozné, aby se instalovala vystava o historii skoly,
pokud nejsou sepsané texty).

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete celkovy pocet tkold N < 100000
a pocet zavislosti K. Na dalsim fadku je IV ¢isel, kolik hodin bude splnéni jakého
tkolu trvat. Na dalsich K Fadcich se vyskytuji dvojice Gisel A a B: tikol s ¢islem B
je mozné zacit az po dokonceni tikolu A. Cislujeme od nuly.

Na tkolu mtze pracovat jen jeden clovék, ale vice tkolu lze zpracovavat
paralelné (pfedpoklédejte, ze dobrovolniki mame k dispozici nekone¢né mnoho).
Prace na ukolu za¢ne v momenté, kdy vSechny tkoly, na kterych zavisi, jsou
splnéné.

Tvar vystupu: Vypiste ¢islo oznacujici pocet hodin potrebnych k dokonceni
vsech tukolu.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
4 4 18
5685
01
0 2
13
23

Nejprve je tfeba splnit kol 0, na 1 a 2 se miZe pracovat soucasné, teprve
po dokonceni obou mtzeme zacit 3.
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28-7Z3-5 Ukotveni stromu 12 bodu

@ Oslava vyroci se povedla. Zv1asté Kevinuv obii zlomkovnik vzbudil takovou
pozornost, Ze se na vystavu doslo podivat takika celé mésto. Proto se Feditel
skoly a jeho zastupci jednomyslné shodli na tom, ze umeéleckd dila by se méla
vystavit trvale na pozemku pied skolou.

Nejvice prace samoziejmé zabralo prevezeni zlomkovniku. A protoZe se ¢e-
kalo, Ze na novém misté néjaky cas setrva, bylo nutné jej poradné ukotvit. To se
déla tak, ze se okolo stromu zatluce nékolik kolikt a od kazdého vedeme lano az
ke kmeni, kde se pripevni.

Aby celé konstrukce byla skuteéné stabilni, chceme koliky rozdélit do dvojic,
kde oba body a kmen stromu lezi v jedné ptimce, vzdélenost obou bodi od kmenu
je stejnd a kmen se nachazi mezi koliky. Mizeme tedy fici, ze vSechny kotvici
body jsou stfedové soumérné podle bodu oznacujictho kmen.

Kevin na misto pfiSel ve chvili, kdy pracovnici uz za- 54 °
tloukli vSechny koliky a cekali na pfivezeni stromu. Zapsal si 4+ .
soufadnice jednotlivych kolikti a rad by nasel bod, podle kte- 34 %
rého jsou vSechny stfedové soumérné — nebo zjistil, ze takové 9e
misto neexistuje.

Napf. pro body [4,4], [2,5], [0,2] a [2,1] je sprévny stted 1T ®
[2,3], viz obrazek. _W
28-7Z3-6 Sifeni drbu 14 bodi

@ ,Vis, co jsem zjistila? To tvoje veledilo se stejné bude muset brzy presu-
nout, protoze mésto chce na pozemku délat archeologické vykopavky!“ fekla
Kevinovi Sara. ,,Vazné? A to jsi zjistila kde?“ zajimal se Kevin. ,,0d jedné ka-
maradky,“ odpovédéla vyhybave.

Sariny kamaradky ze tiidy tvori nerozluc¢nou partu a jejich spolecnou zalibou
je drbani o vSem mozném i nemozném. Kazda spoluzacka pfijde rdano do skoly
se svym jedineénym drbem. O prestavce se kazdé z nich zapovidéd s kamaradkou
dle svého vybéru a v téchto dvojicich si povymeénuji vsechny drby, které v dany
okamzik znaji.

Znate celkovy pocet spoluzacek v parté, N. Pro jednoduchost piredpokladej-
te, ze N je mocnina dvojky (1, 2, 4, 8, 16, ...). Navrhnéte, o které prestavce
se méa setkat kdo s kym tak, aby se co nejrychleji vSechny kamaradky dozvédély
vSechny drby.

Napf. pro ¢tyfi spoluzacky A, B, C, D si mohou o prvni pfestavce vymeénit
drby dvojice A-B a C-D, o druhé pak A—C, B-D. Takto bude po dvou prestav-
kach znat kazda vSechny drby.
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Ctvrté série

28-Z4-1 Pudorys 8 bodu

Kdyz Kevin v minulé sérii hledal idealni misto pro zlomkovnik, pobihal
Bl s GPS po skolnim dvofe, aby si zapsal soufadnice kolikii. Tato aktivita se
mu natolik zalibila, Ze se rozhodl kazdy den chvili sbirat data a vecer je zanést
do mapy.

Jenze ouha — na soustfedéni nemél pripojeni k internetu a po navratu uz si
nepamatuje, kudy chodil. Nyni sedi nad zédznamy z GPS a premysli, které z nich
jsou obdélnikové domy a které napfiklad kruhové rybniky.

V zadani dostanete nekolik zdznamt — seznamt bodt. Pro kazdy rozhod-
néte, jestli lezi na néjakém spoleéném obdélniku, ktery ma hrany rovnobézné se
soufadnymi osami. Jinymi slovy hledate pouze obdélniky, které nejsou ,Sikmo“.

Tvar vstupu a vystupu: Na prvnim fadku dostanete pocet zaznamu T'. Nasle-
duje 27 tadkt, dva pro kazdy zaznam. Na prvnim z nich bude ¢islo K oznacujici
pocet bodu v jednom méreni. Na druhém radku lezi 2K c¢isel oddélenych meze-
rou, po dvojicich soufadnice x a y jednoho z bodi. Body na fadku nemaji zadné
specialni poradi.

Vystup bude obsahovat pouze T’ fadki, na kazdém slovo ANO, pokud body
lezi na osovém obdélniku, NE pokud nelezi.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
2 ANO
3 NE
014212
3
221100
12 42 2,2
® °
1,1
0,1 [}
0,0
)
28-7Z4-2 Vykopavky 10 bodu

Mezitim zapocaly archeologické prace na misté, kde tak pracné zlomkovnik

B! umistili. Takové archelologické vykopavky nejsou jen tak néjaké kopéani do
zemé, ty maji pevny fad. Ptate se jaky?

Vzdy jsou potieba ¢tyfi archeologové. Uréi si obdélnikovou oblast, rozdéli ji

na ¢tvercova policka a kazdy zacne kopat v jednom z rohil oblasti. Z rohu pak
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rozsifuje svij vykop (také ve tvaru obdélniku) poli¢ko po policku smérem do
bodu S. V tomto bodé se maji vsichni potkat.

Bod S urcuji archeologové jen tak od oka ze zkuSenosti. Kevin se s tim ale
nespokoji. Béhem prace kopace pozoruje a zapisuje si, jak dlouho trva prace na
kazdém policku. Az prace skonci, chce najit idedlni bod S — takovy, ke kterému
by vsichni kopaci dosli ve stejny cas.

Tvar vstupu a vystupu: Na prvnim fadku jsou ¢isla R a S, oznacujici pocet
radki a sloupeckid. Na kazdém z dalsich R radki je S nezapornych celych ¢isel,
kazdé ¥ikéa, kolik hodin bude prace na tomto policku trvat. Mezi ¢isly jsou mezery.

Hledate rozdéleni této tabulky Cisel na ¢tyri obdélnikové casti, které ma-
ji stejny soucet. Vystupem budou dvé cisla — vyska a sitka levé horni oblasti.
Slibujeme, Ze to vzdy pujde, a ze tabulka bude mit nejvyse 200000 prvki.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
4 4 12
6 428
5121 614]2|8
1113 o|1f2]1
1121 1/1(1]3
1111211

Soucet cisel v kazdé casti je 10.

28-Z4-3 Mocniny 10 bodu

ﬁ Od koukéani z okna na dvir Kevina vytrhla a7 hodina matematiky. Cisla,
B! ta ma rad. Zrovna si jich musi docela hodn& zapamatovat, probiraji totiz
mocniny. Ke kazdému ¢islu az do dvaceti musi umét, kolik je jeho druha a treti
mocnina.

Kevinova ucitelka matematiky prosazuje alternativni metody zkouseni. V pi-
semce zada hromadu ¢isel a po zacich pozaduje, aby mezi nimi nasli ¢islo z, pro
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které lze v hromadé najit i z2 a x>. Jen tak totiZ pozna, kdo &isla umi zpaméti
a kdo pocita.

Kevin je ale programétor, tak si na to napiSe program. A kdyz uz, tak se
neomezi jen na ¢isla od nuly do dvaceti.

Tvar vstupu a vystupu: Na prvnim fadku je ¢islo N. Na dalsim pak mezerou
oddélenych N nezapornych celych ¢isel. Vsechna ¢isla se vejdou do 32 bitt.

Na vystup vypiSte nejmensi takové x, které lze mezi Cisly najit. Soucasti
vstupu bude vzdy alespon jedno.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

8 4
64 2 100 10 7 16 4 256

28-Z4-4 Ctyikova 12 bodu

U matematiky zlstaneme. Sara totiz pfisla se zajimavym hlavolamem: za-
Bl psat éislo 42 jen pomoci séitani, od¢itani, ndsobeni a déleni, ale predevsim
pouze pomoci ¢tyfek. A to jeSté co nejkratsim vyrazem!

Operace ale funguji tak trochu podivné. Zaprvé, neplati zde prednost néso-
beni a déleni pfed s¢itanim a od¢itanim. VSechny operace se vyhodnocuji striktné
zleva doprava.

Zadruhé, po kazdé operaci se z mezivysledku vezmou jen ¢tyfi posledni ¢isli-
ce — Sarina kalkulacka neumi pocitat s ¢isly nad 10 000. Pokud by ndhodou vyslo
¢islo zdporné, pricita se k nému 10000. (Jinak feCeno, vSechny operace pocita-
ji modulo 10000.) Nakonec, délit ¢tyfmi lze pouze tehdy, kdyz vysledek bude
celodiselny.

Kevinovi netrvalo dlouho uvédomit si, Ze popsanym zpusobem lze vyrobit
nejen ¢&islo 42, ale i tieba 9997 = 4/4 — 4. Ale co ostatni ¢isla?

Tvar vstupu a vystupu: Na vstupu je pouze jedno ¢islo z. Vystupem je také
jedno ¢islo — pocet ¢tyfek v nejkratsim vyrazu, ktery po vyhodnoceni dava x.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
42 9
Nejkratsivyrazje4 + 4 + 4 x 4 - 4 x 4 - 4 - 4 / 4 pouziva 9 Ctyfek.

28-7Z4-5 Vyhlazeni GPS 12 bodu

Vratme se k GPS. Pokud jste ji nékdy méli v ruce, asi jste si v8imli, Ze
neni Gplné presnd. Kdyz se podivate na zadznam bodu ze zafizeni, hodnoty
»skacou“. Proto se pouzivaji rizné techniky vyhlazeni.
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Jeden z moznych zpisobt je klouzavy primér. Na vstupu budete dostavat
potencialné nekonecénou posloupnost c¢isel, reprezentujicich naptiklad nadmot-
skou vysku. Na kazdé ¢islo byste méli odpovédét aritmetickym primérem z po-
slednich K obdrzenjch hodnot, kde K je dopfedu pevné dané ¢islo. Cim vyssi K,
tim hladsi bude prubéh, ale o to pomaleji bude GPS reagovat.

Protoze je posloupnost nekonecna, nedava dobry smysl bavit se o Casové
sloZitosti programu. Zkuste vymyslet feseni, které bude mit co nejlepsi ¢asovou
slozitost jednoho kroku (tj. pfijeti jednoho ¢isla a vypsani jednoho préumeéru).

Nemusite se zabyvat pocateénimi podminkami, rozumné odpovédi se oceka-
vaji az po K-tém c¢isle na vstupu.

Naptiklad pro K = 3 a vstupni posloupnost

6 14 15 19 23 23 28 22 26 25
vypisujte postupné
?7 7 11,7 16,0 19,0 21,7 24,7 24,3 25,3 24,3

Efekt vyhlazovani je vidét na obrazku (plna ¢ara pfedstavuje ptivodni data,
tec¢kovand vyhlazend):

30 I I I I I I I I
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28-Z4-6 Kludic¢i drby 14 bodu

@ V minulé sérii Kevin zkoumal chovani kamaradek, které si vypravély drby.
Zatimco holky mezi sebou drby $ifi jako poplach, kluci se k drbim chovaji
trochu jinak.

Kazdy kluk ma svého nejlepsiho kamarada. Takovy je pravé jeden, ale vztah
ynejlepsi kamardd“ nemusi byt vzajemny. Reknéme, 7e na za¢atku mé kazdy
kluk néjaky skvely drb, o kterém nikdo jiny nevi. O prvni pfestavce ho fekne
svému nejlepsimu kamaradovi.
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V kazdé dalsi prestavce pak kamaradovi fekne vsechny nové drby, které slysel
prestavku minulou. Pokud néjaky kluk uz slysi drb podruhé, fekne jen ,To je
stary!“ a necha ho byt, dale ho neposila, aby se neztrapnil.

Kevin nad timto mechanismem pfemyslel a za chvili si uvédomil, Ze po par
prestavkach kazdy drb u nékoho skonci. Dokéazete pro kazdy drb spocitat, kolik
klukt se ho dozvi?

Na vstupu dostanete seznam kluki ve t¥idé a ke kazdému jeho nejlepsiho
kamarada. Kazdy kluk ma svého nejlepsiho kamarada ve trideé.

zadani
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Vzorova reseni KSP-7
Prvni série

28-Z1-1 Kevinuv letak

Nejprve si vyresme jednodussi tllohu: jak o néjaké posloupnosti zavorek po-
Bl zname, jestli je (celd) spravné uzavorkovana? Ur€ité musi obsahovat stejny
pocet levych a pravych zavorek — jinak tézko mohou tvorit pary.

Ovsem to nestaci. Uvazte tfeba posloupnost ()) (. Ta obsahuje dvé levé
a dvé pravé zavorky, ale korektnim uzdvorkovanim urcité neni. Na tfeti pozici se
pokousime ukonéit zavorku ,,dfiv, nez zacala“.

Jak takovou situaci pozname? Podivame-li se na prvni tii znaky nasi po-
sloupnosti, vidime, Ze obsahuji jednu levou zavorku a dvé pravé. Obecné problém
nastane, pokud existuje v posloupnosti néjaké misto takové, ze v tseku od za-
¢atku po toto misto je vice pravych zavorek nez levych. Pak alespon jedna z téch
pravych nemé pred sebou zadnou levou, se kterou bychom ji mohli sparovat.

Pokud posloupnost obsahuje stejné levych a pravych zavorek a nenastane
problém popsany vyse, pak uz si snadno rozmyslite, ze je vzdy jde spravné spa-
rovat, a tedy uzavorkovani je korektni.

Nyni k puvodni tloze. Predstavme si, ze si chceme oznadit vSechna mista
v posloupnosti, kde mize konéit korektni uzdvorkovani (zaéinajici na zacétku).
Tteba pro piiklad ze zadani to budou nésledujici mista (oznacena hvézdickou):
(OO)*xO*) 0.

Jak je najdeme? Budeme postupné prochazet posloupnost od zacatku a pru-
bézné si pocitat, kolik levych a pravych zavorek uz jsme vidéli. Pokud narazime
na misto, kde jsme napocitali vic pravych nez levych, mizeme rovnou skondit.
Uz vime, Ze takové uzavorkovani korektni neni, a pfidanim libovolnych dalsich
zévorek na konec uz nemiizeme napravit chybéjici zavorky nalevo od aktualni
pozice.

Pokud tato situace jesté nenastala a objevime misto, pfed kterym je pocet
levych a pravych zavorek stejny, oznac¢ime si jej. Podle toho, co jsme si fekli vyse,
uzavorkovani koncici na tomto misté je korektni.
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Ukazme si pribéh algoritmu na predchozim piikladu:

c )y oy )y ) )
Pozice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
Pocetlevych 1 2 2 3 3 3 4 4 4 — -—
Pocet pravych 0 0 1 1 2 3 3 4 5 — -—
Rozdil 121 2 1 0 1 0 -1 - —
Akce * x X

Hvézdicka znamena oznaceni mista s korektnim uzavorkovanim a X konec
prohledavani, kdyz zadné dalsi uzavorkovani korektni byt nemuze.

Na konci jen vypiseme nejpravejsi oznacené misto. Vsimnéme si, Ze si nemu-
sime uklddat vSechna oznacend mista, staci si vzdy pamatovat posledni dosud
nalezené. Dalsi drobné zjednoduseni je misto dvou pocitadel pouzit jen jedno,
uchovévajici rozdil po¢tu dosud nactenych levych a pravych zavorek (¥adek ,roz-
dil“ v tabulce vyse). Pak oznacujeme, kdyZ je toto pocitadlo rovné nule, a kon-
¢ime, pokud klesne pod nulu.

Program (Python 3) — pocitani obou druhu zavorek:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-1-1.py|

Program (Python 3) — sta¢i ndm pocitat jen levé:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-1-2.py|

Filip Stédronsks

28-7Z1-2 Sarina hra

Na vstupu dostaneme ¢isla IV a M a mame zjistit, jestli po hrani M — 2 kol
Bl hry bude zastévka ¢islo N zakrouzkovana (kol je M — 2, protoze Sara zacne

krouzkovat az ve druhé zastavce — v prvnim kole krouzkuje zastavky délitelné 2
a v poslednim zastavky délitelné M — 1).
Pomalé FeSeni

Nejjednodussi feseni by bylo vyrobit si pole zakrouzkovano s N piiznaky,
kde pfiznak zakrouzkovano[i] znaci, je-li i-t4 zastavka zakrouzkovana. V to-
mbhle poli (M —2)-krat nasimulujeme kolo S&¥iny hry a nakonec pfecteme piiznak
u N-té zastavky, ¢imz zjistime, jestli skoncila zakrouzkovana, nebo ne.

V Pythonu to jde napsat tieba takhle:

# N + 1, protoze Python Cisluje pole od nuly
zakrouzkovano = [False for _ in range(N + 1)]
for kolo in range(2, M):
# Zakrouzkuj kazdou k-tou zastavku.
for zas in range(kolo, N + 1, kolo):
zakrouzkovano[zas] = not zakrouzkovano[zas]
print ("ANO" if zakrouzkovano[N] else "NE")
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Jak dlouho to pobézi? Uréité asponn (V) — prvni kolo Safiny hry zakrouz-
kuje aspoii | N/2| zastavek, kterym potfebujeme upravit ptiznaky.®

Kol je ale vic: prvni kolo potifebuje N/2 kroku, druhé N/3, tieti N/4, a tak
déle. Kol je celkem M a kazdé potiebuje nejvys N kroki, proto nebude naSe
FeSeni potfebovat vice nez O(N - M) krokii. Pomalé feseni tedy pobézi néco mezi
Q(N) a O(N-M). (Presna ¢asova slozitost je O(N log M), ale na ni ted prili§
nezalezi. Chcete-li zjistit, kde se vzalo INlog M, podivejte se do sekce o Era-
tosthenové sité v kuchaice o teorii ¢isel.)”

Timhle zvladneme prvni dva malé vstupy, ale vétsi nestihame spocitat.

Druhy pokus

Zakrouzkovani zadné zastavky kromé N-té nas ale vlastné viibec nezajima,
vysledek programu na nich nezalezi. Udrzovani piiznakt, jestli jsou zastavky
2,... N —1 zakrouzkované, je plytvani casem a paméti. Misto toho tedy projdeme
kola 2,..., M —1 a pro kazdé z nich se podivame, jestli zméni zakrouzkovanost N-
té zastavky. Krouzkovani kazdé k-té zastavky zmeéni zakrouzkovanost zastavky NV
pravé tehdy, kdyz je N délitelné beze zbytku k, neboli (v Pythonu) N % k == 0.

# Je N-ta zastavka zakrouZkovana?
zakrouzkovana = False
for kolo in range(2, M):
if N \% kolo ==
zakrouzkovana = not zakrouzkovana
print ("ANO" if zakrouzkovano[N] else "NE")

Tohle feSeni pobézi v ¢ase O(M), a to je urcité zlepSeni proti prvnimu po-
kusu. Na plny pocet bodi ale jesté nestaci.
Reseni za viechny body

Kazda zména zakrouzkovanosti N-té zastavky odpovida tomu, ze ¢islo kola k
déli N. Zastavka N je na konci zakrouzkovand, pokud pocet zmén zakrouzkova-
nosti byl lichy, jinak zakrouzkovans neni. Uloha se nas tedy vlastné pta, jestli
ma N sudé, nebo liché mnozstvi déliteld, kteri jsou mensi nez M a velci aspon 2.

K dalsimu zrychleni si vSimneme, ze délitelé se vyskytuji v parech: ke kaz-
dému k1, které je délitelem N, existuje néjaké ko takové, ze N = ky - ko. Tohle
k2 je taky délitelem N. Déle v kazdém paru (k1, k2) je asponi jedno k mensi nebo
rovné v/ N: kdyby byly ob& vétsi, tak ki - ko by muselo byt vic nez N, ale dohodli
jsme se, ze to bude pfesné N.

Q je pfibuznd znaméjsiho O. KdyZz fekneme, Ze néjaka funkce g je v O(f(z)),
znamena to, Ze se stoupajicim x neroste rychleji, nez néjaky nasobek f(z), ¢ili g
se d4 shora odhadnout f“. £ oproti tomu znaéi dolni odhady: kdyz g je v Q(f(x)),
tak g roste se stoupajicim x aspon tak rychle, jako f.
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisell
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Kdyz nés tedy zajimaji vSichni rtizni délitelé N, miZzeme je generovat tak,
ze najdeme vSechna ki mezi 1 a V'N a ke kazdému dopoéitdme ks. Pro kazdého
z déliteltt mazeme zjistit, je-li mensi nez M a aspon 2, a jestli je, pfepneme za néj
zakrouzkovanost N-té zastavky. Zbyva doladit jesté jeden detail: kdyz N je k2,
tak ko = ky. V takovém pripadé musime pfepnout zaskrtnutost N-té zastavky
jenom jednou. Tentokréat feseni dobéhne za O(v/N), a to uz si zaslouzi 10 bod.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-2.pj|

Michal ,Prvdk“ Pokorny

28-7Z1-3 Petrovy stromy

Zadani sice mohlo vypadat désivé kvuli mnozstvi proménnych, které se

Bl v ném vyskytuji, ve skutecnosti je ale prosté. Podél cesty se ndm pravidelné
stfidaji stromy a nas zajima, kolik stromt se stihne prostiidat, nez uvidime K-ty
strom konkrétniho druhu. V feseni budeme mluvit o topolech, ale myslime tim
prosté strom druhu J.

Pfipomenime jesté oznaceni B pro délku bloku, ktery se nadm pravidelné
opakuje.

Primocaré feseni je ulozit si cely opakujici se blok do pole. Nasledné miizeme
toto pole prochazet a pamatovat si, kolik topoli a kolik stromt celkem jsme uz
vidéli. Az potkdme K-ty topol, zahlasime vysledek.

Takové FeSeni mé ale slozitost az O(BK), to kdyz bude v celém bloku jeden
jediny topol. Jelikoz vstup m4 velikost O(B) a K muze byt mnohem vétsi nez B,
muzeme pojmout podezieni, ze to musi jit rychleji.

Jde, a rychlejsi feSeni neni nijak tézké, pojdme na néj. Nejprve uvidime
néjaky pocet opakujicich se blokl, pak jesté ¢ast stromil z dalsiho bloku a pak
ten ocekavany K-ty topol.

Kolik bude bloka, které uvidime celé? Tolik, aby se do nich spolehlivé veslo
K —1 topold, takze (K/S)—1, kde lomitko pfedstavuje celoéiselné déleni (zbytek
zahodime) a S je pocet topola v bloku.

A kolik stromit uvidime z dalsiho bloku? Nejprve jind otézka: kolik topolt
jesté uvidime? Tolik, kolik jich chybi do K. To vétsinou bude K mod S, kde
,mod* oznacuje zbytek po déleni. Ono slovo ,vétsinou® je v predochozi vété pro
pfipad, kdy K je nasobkem S, pak nam topolu chybi nikoliv 0, ale S.

Dejme tomu, ze nam tedy do K chybi jesté T topola. To ale znamena, ze
uvidime tolik stroml, na kolikaté pozici je v bloku T-t§ topol. Re&eno piikladem,
pokud jsou tfeba topoly na pozicich 2, 4 a 9 a chybi ndm 2 topoly, uvidime jesté
4 stromy, protoze druhy topol je na pozici 4.

Zpocatku samoziejmé nezname ani S, ani pozice jednotlivych topoli. Oboji
ale mizeme jednoduse zjistit pfi nacitani vstupu. Pamatujeme si, kolikaty strom
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pravé nacitame, a taky si udrZzujeme informaci o poc¢tu uz nacétenych topoli.
Kdyz mame na vstupu topol, zvysime pocet topolid a zaroven si ulozime jeho
pozici do pole.

g
7|
/ gr-’al's?;- =N
/ > c D
f % 3k
a5

Na konci pak jen vyuzijeme tyto informace k dosazeni a mame vysledek.
Zbyva posledni véc, a to je slozitost Feseni. Musime nacist vstup, to zvladne-
me v O(B) (i kdyZz nacitdme topol, provadime jen konstantné mnoho operaci).
Zaveérecné spocteni vysledku stihneme v konstantnim case, mame tedy celkovou
Gasovou slozitost O(B). Pamétova slozitost je O(S), protoze si musime pamato-
vat pozice pro jednotlivé topoly.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-3.d

Karolina ,Karryanna* Buresovd

28-7Z1-4 Zuzcina zvédavost

Zadani trochu krkolomné popisovalo graf, ve kterém hrany tvoiri dvojice
m 1l 74k, ktefi se seznamovali. V tomto grafu jste méli najit podet komponent
souvislosti. Pokud pfedchozi vété rozumite, asi se zde nic nového nedozvite. Jinak
velmi doporuduji pfeéist si nasi kuchatku o grafech.!©
Pokud se grafovych zviratek zatim bojite, zku-
sim popsat feSeni v jazyce zadani. Nejprve si celé za-
dani nacteme do paméti. Nejlépe tak, ze si pro kazdé-
ho zaka poridime seznam ostatnich zaku, se kterymi

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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se seznamil. Nezapomente, Ze pro kazdou dvojici musite pridat dva zaznamy —
lidé se seznamuji vzajemne.

Nyni budeme postupné prochazet vsechny zaky a pokud nékoho jesté nema-
me zafazeného v zadné t¥idg, vytvorime pro néj novou (zvysime pocitadlo t¥id).
Potom budeme prochazet zaky, se kterymi se seznamil, a u vSech si oznacime,
Ze uz jsme je zaradili. Tuhle operaci musime provadét rekurzivné, tj. oznacit si
i sousedy sousedu, sousedy sousedt sousedu a tak déle.

Prakticky si pofidime funkci ozna&(Z), ktera oznadéi zaka Z, a zavola sama
sebe na vsechny spoluzaky Z. Voldni sebe sama se fika rekurze. Diilezité ale je,
aby nékdy prestala — pokud uz je zak oznaceny, funkce ihned skonéi a nic nedéla.

Popsanému algoritmu se ¥ika prohledavani do hloubky, vice o ném a jeho
aplikacich najdete v kucharkach.

Nejprve si pojdme uvédomit, kolik potiebujeme paméti. Pro uloZeni seznamit
spoluzaku potifebujeme N seznamii velkych nejvyse N — ale budou mit dohroma-
dy 2M prvki. Protoze ale nevime, které z ¢isel je vétsi, fekneme, Ze na tuto ¢ast
potiebujeme O(N + M) paméti. Pii dodrzeni podminek ze zadani bude M < N2,
ale muze byt i fddové mensi.

Na uloZeni pfiznakia oznaceni nam sta¢i N proménnych, pak uz potfebujeme
jen pér pocitadel. Dohromady se tedy vejdeme do O(N + M) paméti.

Casové slozitost vyjde stejné. P¥i prochazeni si stadi uvédomit, ze po kazdé
dvojici projdeme jen dvakrét (jednou z kazdé strany), a jakmile t¥idu uzavieme,
uz se na zadného zaka z ni nepodivame. Ttida s jednim zakem je ale také tiida
a prohledavani, které hned skonci, musime také zapocitat. Vsechna prohledavani
dohromady spotiebuji O(N + M) ¢asu — O(N) za zaky, O(M) za dvojice.

Dodejme jen, ze v nékterych jazycich muize byt volani funkce zbyteéné na-
roCnd operace a muze chtit prili§ mnoho paméti. Potom se hodi rekurzi nahradit
cyklem a zaky si ukladat do zasobniku ,ru¢né“. Co je to zasobnik a jak ho pouzit
se doctete ve vySe zminéné kuchaice.

Pokud misto zasobniku pouZijeme frontu, dostaneme prohleddvéani do sifky,
které pouziva vzorové feSeni v Pythonu. Jinak jsou obé moznosti ekvivalentni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.cpd

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.py

Ondra Hlavaty
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28-Z1-5 Dvé fronty na obéd

@ Jsme v jidelné a mame tu dvé fronty hladovych studenti sefazenych podle
vysky. Potfebujeme, aby se spojili v jednu frontu (také sefazenou). Jak se
ale maji zaci co nejrychleji srovnat?

Neéktefi z vas mozna poznali, Ze se vlastné jedna o ,slévaci® funkci merge
z algoritmu MergeSort, o kterém si miizete vice predist v nasi kuchatce o t¥idéni.*!
A pokud je to pro vés nové, pojdme si ukézat, jak na to.

Prvni zédk v nové fronté musi byt nejmensi ze vSech. To znamend, Ze to bude
bud prvni zék prvni fronty, nebo prvni zdk druhé fronty. Tito dva jsou nejmensi
ve své skupince (ktera je sefazena), tudiz urc¢ité nikdo za nimi neni mensi.

Porovname jejich vysku a mensiho posleme do nové fronty. Mozna by vas
mohlo napadnout poslat do nové fronty oba, ale to udélat nemtizeme. Zak druhy
v potradi muze byt klidné mensi nez prvni zék z jiné fronty. Posilame tedy vzdy
jen jednoho.

U jedné skupinky se tak druhy nejmensi stal nejmensim a toho opét porov-
name s nejmensim z druhé fronty. Pokud by porovnévani zaci byli stejné vysoci,
miizeme poslat libovolného, nebo dokonce oba dva (ani v jedné fronté neni nikdo
mensi nez oni).

Vzdy tedy porovname dva aktudlné nejmensi zaky a mensiho z nich posleme
na konec nové fronty. Kdyz uz bude jedna fronta prazdna, muzeme zbytek té
druhé poslat do nové fronty tak, jak je (zaci jsou uz sefazeni).

Nez vam prozradime ¢asovou a pamétovou slozitost, je tu jeden implemen-
tacni detail. Poslat zadka na konec nové fronty znamena, ze informaci pouze preko-
pirujeme. ,Odebraného“ zaka nemazeme, jenom se ve fronté podivame na dalsi-
ho. Mazat data (a tim vSechna ostatni posouvat) by bylo zbyteéné a neefektivni.

Kazdym porovnanim vybereme jednoho zaka, kterého pak posleme na konec
nové fronty. Pokud bylo v prvni skupince A zakt a ve druhé B, potom bude v nové
fronté A 4+ B zaku. Takze provedeme maximalné A + B — 1 porovnani, méné to
bude, pokud po vyprazdnéni jedné fronty zbude ve druhé vice neZ jeden zdk ¢i
pokud jsou porovnavani Zaci stejné vysoci a my je poSleme do fronty oba. Ale
nas zajima nejhorsi ptipad, takze ¢asova slozitost bude O(A + B).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-5.py|

Katka Zdakravskd € Zuzka Drdzdovd

1 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni|
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28-Z1-6 Osm cipu

@ Kevin si zvoli tii ¢isla: a, b a c. Kdyz mame spocitat ¢islo k ulozeni do i-tého
¢ipu, pouzijeme vzorec a-x;—3 +b-x;_o + ¢-x;_1 a spocitame, kolik vyjde
po vydéleni vsledku ¢islem N'2 Dostaneme zadana &isla prvnich ti &iptl z1, @2
a x3 a néjaké hodné velké K a snazime se co nejrychleji spocitat xx.

Nejjednodussi by bylo vyrobit si pole o K prvcich,
ve kterém budeme drzet hodnotu kazdého ¢ipu. Prvni
t¥i hodnoty do néj ulozime rovnou a zbytek dopocita-
me.

Takové feSeni potfebuje O(K) paméti na ulozeni
pole a bude trvat ¢as O(K). My ale vlastné nepotfe-
bujeme znat vsech K ¢isel ve vSech ¢ipech: zajima nas
jenom to posledni.

A kdyz poéitdme ¢islo K-tého ¢ipu, stac¢i nam k tomu ¢isla ¢ipa (K — 1),
(K —2) a (K — 3). Podobné kdyz pocitame ¢islo v ¢ipu (K — 1), potfebujeme
znat jenom Cisla ¢ipu (K —2), (K —3) a (K —4).
Obecné si stac¢i pamatovat ¢isla jenom tii kroky dozadu — diky tomu na-
e spotfeba paméti bude konstantni, nezavisle na K.'* Proménné, ve kterjch
budeme drzet posledni tfi ¢isla Cipt, si oznacime jako z, y a z. Muzeme tieba
ve for-cyklu (K — 1)-krét upravit hodnoty proménnych (x,y, z) na (y,z, (a-z +
b-y+c-z)mod N).
# V x, y, z si ted budeme drzet &isla
# poslednich 3 &ipd.
x, y, 2z = X1, X2, X3
for i in range(K - 1):
X, ¥,2=y,2, (a*x+bxy+cxz)%N
print(x)

V zadéni bylo napséano, Zze do K nestihnete napocitat po jedné — to znamena,
ze cyklus provadéjici K krokid bude prilis pomaly. Ukazeme si dva zptuisoby, které
jsou rychlejsi.

Kdyz se pozorné podivate na zadani, vSimnete si, Ze se ¢isla po néjaké dobé
opakuji. V zadéani je predél mezi opakovanimi zvyraznén vétsi mezerou. Pokud
bychom znali délku opakujiciho se tiseku p, mtzeme skoro s jistotou Fici, ze K-ty
¢ip ma stejné &islo, jako (K mod p)-ty. Cislo K mod p bude uréité mensi nez p,
takze bychom to stihnout mohli.

,

Obecné se operaci ,spocitat zbytek po déleni“ ¥ika , modulo® a ¢asto se da v pro-
gramovacich jazycich provést operatorem %.

Program navic v praxi nejspis i pobézi rychleji: pfistupy do paméti jsou rychlejsi,
kdyz zapisujeme a ¢teme potrad do stejného mista. Zatimco prvni program popise
K riznych mist v paméti, druhy program jenom tii.
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Nejprve ucinime pozorovani: pfestoze zadani neslibovalo, jak velkd budou
T1,Z2 a T3, muzeme misto nich vzit rovnou jejich zbytek po déleni N. Pokud
amod N = j, pak existuje ¢ takové, ze a = i- N + j. Potom (a-x) mod N =
(i-N-z)mod N + (j-2) mod N = 0+ (j-x) mod N. Cokoliv, co ndsobime N,
bude N délitelné, tedy bude mit zbytek po déleni N nula.

Dalsi dulezita myslenka plyne uz z odstavce vyse. K urceni ¢isla i-tého ¢ipu
nam staci ¢isla tfech ¢ipu dozadu. Pokud je tedy trojice ¢isel pred ¢ipem i stejna
jako pfed cipem j, musi byt z; stejné ¢islo jako z;. A diky tomu se rovnaji
i2it1 s xj41. A tak dale. Jakmile tedy najdeme stejnou trojici podruhé, nutné
uz musime byt v opakujicim se bloku, v periodé.

Hledani periody trochu komplikuje to, ze posloupnost ¢isel miize mit pred-
periodu — opakujici se tisek nemusi zacinat na zacatku posloupnosti.

Napiiklad pro (a,b,c) = (0,1,1), N = 2 posloupnost mtize vypadat takto:

1, 1,1,0, 1,1,0, 1,1,0,....

Vsimnéte si, Zze kromé prvnich se tii jednicky za sebou v posloupnosti uz
neobjevi. Jak se tedy s pfedperiodou vyporadat? Pofidime si trojrozmérné pole
¢isel, v kazdém rozméru velké N. Do néj si budeme oznacovat trojice po sobé
jdoucich ¢isel ¢iptu a ¢islo kroku 4, ve kterém jsme danou trojici potkali. Jakmile
narazime na stejnou trojici podruhé v kroku j, nasli jsme periodu dlouhou j — i
s predperiodou délky 1.

Kdyz zname délku periody p a pfedperiody ¢, ¢islo K-tého Cipu spocitame
hloupéjsim algoritmem vySe, ktery spustime pro K’ = ¢+ (K — ¢) mod p.

Zbyvéa si uvédomit, ze K', tedy ani podet krokti vypoctu predperiody, ne-
mtize pfesahnout N3 uz jen diky tomu, Ze vice rfiznych trojic se nemtize objevit.
To zaroven slouzi jako dilkaz, Ze perioda se v posloupnosti vzdy objevi.

Algoritmus, ktery najde periodu tedy pob&z v ¢ase O(N3) a spotiebuje
O(N?) paméti. Miize se to zdat hodné, ale pti rozumné velkém N, které slibovalo
zadani, je to velké zrychleni oproti O(K). Takové FeSeni mohlo byt za plny podet
bodu.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6.d

Stale to jde ale rychleji.

Upozornujeme Ctenare, ze nasledujici text obsahuje zvysené mnozstvi mate-

matiky. Doporucujeme!

Podivejme se, jak se hodnoty proménnych x, y a z zméni béhem prvniho
kroku (staré hodnoty oznacime indexem 1 a nové indexem 2):

To=y1, Y2=21, 22=(a-x1+b-y1 +c¢-z) mod N

Rozepiseme si tyto rovnice do tvaru, ve kterém vysledné proménné jsou
vazeny soucet vstupnich:
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r3 =021+ 1y +0-2

mod N
y2 =(0-21 +0-y1 + 1-21) mod N KSP-Z

zo =(a-x1 +b-y1 + ¢ -2) mod N

~— —

Tyto linedrni rovnice, které z (z1,y1,21) pocitaji (z2,ys,22), se daji taky
vyjadfit jako maticové nasobeni téchto vektorti zleva. Pokud vam matice a vek- = TeSeni
tory nejsou znamé, muzete si pro nase ucely predstavit vektory jako skupinky
¢isel, se kterymi budeme pracovat najednou (t¥eba (x1,y1,21)).

Matice jsou jenom zkratka za postup tohoto typu: z jednoho vektoru udélam
jiny vektor, a slozky nového vektoru jsou néjaké vazené soucty slozek prvniho,
kde vahy jsou konstanty. Pravé tyhle konstanty v poradi jako ve vzoreccich vyse
tvori matici. Nas ptripad se d4 maticové zapsat jako takovéto nasobeni:

To (0-zy +1-y1 +0-21) mod N
y2 | =021 +0-y3 +1-21) mod N | =
29 (a-x1 +b-y1 + ¢ 2z1) mod N
01 0 T
=10 0 1|y | modN
a b ¢ 21

Tato matice se jesté bude hodit, tak si ji oznac¢ime:
01 0
M={(0 0 1
a b c

Kdyz potom z (x2,ya, 22) politdme (x3,ys, 23), provadime stejné operace:
T3 = Y2, Y3 = 22, 23 = (a-y2 + b-ya2 + ¢ z2), neboli zapsano maticove:

L3 L2
ys | = | M- | v mod N =
23 22
x1
= | M- |M-| mod N
21

A podobné to vypada i dal: posunuti proménnych z, y, z o jedno misto zna-
mend jejich vynasobeni zleva matici M.
Obecné pro hodnoty z,y, z po K krocich plati:

TK Zo
i—1

yr | =M yo

ZK 20
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Co to ale vlastné znamend nasobit matice? Néasobeni matic je trochu divna
operace. Je vymyslené tak, aby bylo asociativni, tedy aby pro libovolné ¢tvercové
matice A a B a kazdy vektor z platilo A-(B-z) = (A-B)-z. Matice (A-B)
tedy reprezentuji stejnou operaci, jako nejdiiv vektor ,prohnat“ matici B a pak
matici A.

Na vektorech o dvou dimenzich a maticich velkych 2 x 2 si z toho snadno
mizeme odvodit, jak se musi nasobit. Méjme par matic a libovolny vektor:

T
A= [ a2  B= b1 bi2 P
a1 Q22 ba1 Do
T3
Potom:
bi1 -1 +b12'1’2)
B-x=
<b21 w1+ ba o
Po vynasobeni A dostaneme:

A-(B-z)

<a11(b11$1 + bioz2) + a1z

bo11 + baaxa)
a91(b11x1 + b1222) + aga

ba1x1 + baoxa)

a11b12 + a12b22))
az1b12 + azobaz)

—~ —~

<£C1(al1b11 + a12b21) + 22
x1(a21b11 + ag2ba1) + x2

Odsud si mzeme hned precist, jak musi matice A- B obecné vypadat. Pro
rozmér 3 je koeficientt vic, ale daji se odvodit stejnym zptisobem.

Ted uz vime, co déla a jak se déla ndsobeni matic a Ze je asociativni. Proto
(K — 1)-ndsobné vyndsobeni z; zleva matici M se d4 napsat jako ME-1.2; —
nezalezi na uzavorkovani.

Nase prvni feSeni se d4 popsat jako ,vezmi z1, (K — 1)-krat ho zleva vy-
ndsob M a pak vrat xx“. Tohle znamend i-krat prondsobit t¥islozkovy vektor
matici 3 x 3 (a promodulit vysledek N).

Rychlejsi feseni to obejde tim, ze rychle spocita MX (modulo N) a potom
vynasobi z zleva M¥ (a zase vymoduli). Bude nam na to stacit O(log K) naso-
beni matic 3 x 3 a jedno nasobeni vektoru. Nasobeni matice matici sice potiebuje
vice operaci nez nasobeni matice vektorem, ale obé operace trvaji konstantni cas:
jenom nasobime a sc¢itdme konstantni pocet ¢isel na vstupu.

Diky asociativité nasobeni matic se muzeme spolehnout na to, ze pro li-
bovolnd g a h plati M9Th = M9.M". Cislo (K — 1) si vyjadiime jako sou-
¢et mocnin dvojky (neboli ho pfevedeme do dvojkové soustavy) a prislusné si
preuspofadame vypocet ME 1. Napiiklad pro K = 44 tak dostaneme M*® =
M?32. M8 M? - M*. Takhle si rozlozime M~ na nejvyse [log, i] nasobeni ma-
tic, které jsou ,,dvojkové mocniny M.
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Tyhle ,dvojkové mocniny M“ budeme efektivné generovat: v prvnim kroku KSP-Z
budeme drzet M = M?!. Jejim vynasobenim samy se sebou dostaneme M?2, ze )

které po dalsim umocnéni dostaneme M?, a tak dale.

V matici M’ si budeme postupné stavét potfebnou matici M ~1. Pocateéni
hodnota M’ bude maticovy ekvivalent jednicky. Takové matici se ¥ikd jednotkova,
znac¢i se ve tfech rozmérech I3, a je to ta jedina, kterd se chova v nasobeni
matic jako jednicka v nasobeni ¢isel: kdyz je T libovolnd matice 3 x 3, potom
I3-T = T-1I3 = T. 7 vlastnosti nasobeni se d4 uhodnout, jak I3 vypada. Ma
nuly vsude kromé diagonaly, kde méa jednicky:

feSeni

100
L=[0 10
00 1

Budeme se posouvat v bindrnim zapisu ¢isla (K — 1) zprava doleva. Na
zatétku kroku &slo ¢ budeme mit uloZenou prozatimni matici M’ a matici M?".
Podivame se na i-té ¢islo zprava v bindrnim zapisu, a jestli tam uvidime jednicku,
pienasobime M’ matici M?'.

Af vidime jedni¢ku nebo nulu, umocnime M 2" pa druhou, &m? si spocitdme
pro dalsi krok M 2" Po kazdém kroku taky vymodulime obsah M 2 M
¢islem N. Tohle moduleni musime provadét, abychom zajistili, Ze vSechny pouzité
proménné budou omezené velké, konkrétné mezi 0 a N —1. Bez moduleni by totiz
mohly riust hodné rychle a ukladat velka ¢isla nestoji konstantné mnoho paméti.

7 vysledku nas zajima jenom z; mod N a to vyjde stejné af pocitame pfesné,
nebo modulo N.'4

Na konci bude M’ souéin téch mocnin M, které odpovidaji vaham jednicek
v bindrnim zépisu (K — 1), tedy bude M’ piesn& rovna M. Za kazdou é&islici
v bindrnim zapisu (K — 1) provedeme jedno nebo dvé nésobeni matic, coz trva
konstantni ¢as, a protoze Cislic je logaritmicky mnoho, trva nas algoritmus je-
nom O(log K). D4 se navic naimplementovat tak, Zze mu sta¢i jenom konstantni
mnozZstvi paméti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-6.pj

Michal ,Prvdk“ Pokorny

14 To plati, protoze (a+b) mod N = [(a mod N)+ (b mod N)] mod N a (a-b) mod
N = [(amod N) - (bmod N)] mod N. x; vznikne z (¢, yo, 20) jenom jejich po-
sloupnosti, proto mizeme vSechny mezivysledky véetné matic ukladat modulo N.
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Druh4 série

28-7Z2-1 Pred muzeem

U 1loh tohoto typu, kde je na prvni pohled spousta riznych spravnych vy-

Bl gledkt, se ¢asto vyplati hledat n&jaké konkrétni, tieba v néjakém smyslu
nejmensi nebo prvni. Lépe pak vyplyne, Ze pokud jsme feSeni nenasli, tak nee-
xistuje.

Ukazeme si jednoduché feseni, které ndm nezabere vice ¢asu nez viubec pre-
Cist vstup. Pofidime si dvé ukazovatka a pojmenujeme si je jehla a seno. Jehla
bude ukazovat na prvniho zdka v hledané skupince (prvni znak na druhém fadku)
a seno na prvniho zaka v fadé (prvni znak v fddku tfetim).

Nyni budeme hledat jehlu v kupce sena. Prvni zak, kterého vybereme do
skupinky, musi zac¢inat pismenem, které nam urcuje jehla. Pokud do skupinky
dédme prvniho takového, uréité nic nezkazime!

Budeme tedy posouvat ukazovatko seno, a jakmile se bude znak pod jehlou
a senem shodovat, vypiSeme pozici sena na vystup. Pak posuneme jehlu doprava
a opakujeme tvahu. Dalsi vybrany zak miZe byt bez jmy na obecnosti ten prvni,
na kterého narazime. Jakmile vybereme vSechny zéky ze skupinky (dojedeme
jehlou na konec ¥adky), kon¢ime.

Pokud bychom vyjeli senem za konec tretiho fadku, vime jisté, ze zadna
takova skupinka mezi zaky neni. To ale zadani zakazovalo a vstupni data tento
ptipad neobsahovala.

Vsimnéte si, ze ukazovatka posouvame jen doprava a ptes kazdé pismenko
prejede ukazovatko jen jednou. Algoritmus bézi v ¢ase linedrnim se souc¢tem éisel
na prvnim fadku, tedy s velikosti vstupu.

Program je opravdu jednoduchy, proto si v tom Céckovém dovolime trochu
magie. Zkuste si rozmyslet, co se tam déje.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-1.d

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-1.py|

Ondra Hlavaty

28-7Z2-2 Préace pro Saru

Jesté nez si ukdzeme samotné spravné feseni, zodpovime otazku, kterd vam

B 1 jist& vrta hlavou: kde se tato jednoduché hiicka s ndsobenim a dé&lenim &isel
vlastné vzala? Ve skutec¢nosti je to matematicky problém znamy jako Collatzova
domnénka (Collatz conjecture).
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Ta tika, Ze pokud vezmeme jakékoliv pfirozené cislo a stile dokola na néj
aplikujeme pravidla ze zadani (pokud je sudé, vydélime jej dvéma; pokud je liché,
vynasobime jej tfemi a pfi¢teme jednicku), tak se vzdy nakonec dostaneme do
jednicky.

Problém byl poprvé formulovan v roce 1937 matematikem Lotharem Collat-
zem a doposud zustava nevyreseny — tedy nikdo jesté nenasel dukaz, ze domnénka
plati pro jakékoliv ¢islo.

Pocitacovou simulaci se ovéfila spravnost pro vsechny hodnoty mensi nez
cca 250 (v nasi tloze jste dostavali daleko mensi). To v8ak neznamend, Ze se
protipfiklad, tedy néjaké ¢islo, které do jednicky nedojde, nemuze vyskytovat
mezi jesté vétsimi hodnotami.

A jak tedy vyftesit zadanou tlohu? Pfimocarym FeSenim je na kazdé Cislo
z intervalu aplikovat pravidla a pfitom pocitat, kolik krok potfebujeme pro
dosazZeni jednicky. Nasledné vypiSeme ¢islo, které méa tento pocet nejvyssi. Takovy
postup stacil na vyfeseni mensich testovacich vstupti.

Pokud mame zajem o rychlejsi feseni, musime uvazovat, zda nepocitame
néco vickrat, nez je nutné. Pfi pocitani kroki se ¢asto dostaneme do ¢isla, v némz
jsme se predtim jiz vyskytli, a postup zbytecné opakujeme. Napiiklad pro interval
4...8 je pocet kroki pro osmicku roven poctu kroku pro ¢tyiku plus jedna — toho
ale pfi poc¢itani osmicky vyuzit nemuizeme, jelikoz si po¢ty nikde nepamatujeme.

Optimalnim feSenim je si vytvorit pole, indexované vSemi moZznymi hodno-
tami, do kterych se pfi pocitani krokt mizeme dostat. Typicky budeme vychazet
z maximalniho mozného ¢isla na vstupu.

Hodnoty, které nam vyjdou pfi pocitani, ale mohou byt jesté vétsi, takze
musime udélat rozumny odhad. Na indexu I bude zapsan pocet krokt, nez se
z Cisla I dostaneme do jednicky, nebo —1, pokud jej zatim nezname. Na zacatku
budou vsechny hodnoty v poli nastavené na —1.

Pro kazdé cislo z intervalu pak aplikujeme pravidla jako predtim, ale pa-
matujeme si hodnoty, pfes které jsme prosli. Jakmile narazime na cislo, jehoz
pocet kroki jiz znadme (a je tedy uloZeny v poli), vratime se pfes zapamatované
hodnoty zpét az do ptuvodniho ¢isla a pritom kazdému nastavime spravny pocet
kroki. Zbytek probiha stejné jako u ptvodniho Feseni.

Protoze si nejsme jisti, ze algoritmus skon¢i, nebudeme ani obecné urcovat
¢asovou slozitost.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-2.d

Kuba Marousek
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28-7Z2-3 Byli jsme tri

ﬁ Jak muzeme mezi vSemi lidmi ve skole najit ty trojice, které tvori dobii
B! pratelé? Pripomenime jests, co dostaneme na vstupu: podet lidi N, podet
dvojic lidi, ktef{ spolu kamaradi K, a nasledné K dvojic typu (a,b) fikajicich, ze
osoba a a b jsou kamaradi.

Pokud jste uz nékdy slyseli o teorii grafii, asi pro vas nebylo tézké si ilohu
predstavit a pochopit spravné zadani. Pokud jste o grafech jesté neslyseli, velmi
doporuéujeme piecist si zakladni kuchaiku.'® Pro pochopeni tohoto textu sice
neni nezbytnd, ale mize vam pomoci pfi FeSeni dalsich podobnych tloh.

Ale zpét k tloze. Jak ji fesit? Muze nas napadnout piimocaré feseni. Vy-
zkousime vSechny trojice lidi a ovéfime, zda se kazda ze t¥i dvojic zna. Piimou
implementaci dostaneme sice funké¢ni, ale velmi pomalé feSeni. VyzkouSeni vSech
moznych trojic zaridime snadno pomoci tii vnofenych cykld. Vsech moznych tro-
jic je fadové O(N?3). A pro kazdou z nich projdeme vidy cely vstup, abychom
mezi vSemi pratelstvimi nasli tii dvojice lidi (a,b), (b,¢) a (¢, a).

Musime si dat pozor, kolikrat trojici zapocitame. Na kazdou totiz narazime
postupné Sestkrat, napfiklad jako na trojice 012, 021, 102, 120, 201, 210.
Tento problém miZeme vyieSit dvéma zptsoby: bud vysledek pfed vypsdnim
vydélime Sesti, nebo trojici zapocitdme pouze v pripadé, ze ¢isla jednotlivych
lidi budou v rostoucim poradi. Na to nesmime zapomenout ani v nésledujicich
feSenich, v popisu to vSak jiz znovu rozebirat nebudeme.

Celkové ¢asova slozitost popsaného algoritmu je O(N3K). Za takovéto feseni
ale moc bodu ziskat neslo.

Zrychlujeme

Cim travime drahocenny ¢as zbytec¢né? Hleddnim. Reseni vyse pofad dokola
hleda v celém seznamu pratelstvi jednotlivé dvojice. Co kdybychom o kazdé
dvojici dokazali fict okamzité, zda se dotyc¢ni prateli, ¢i nikoli? Razem bychom
dostali fesen{ s ¢asovou slozitost{ O(N?).

Jak to tedy zafidit? Poridime si tabulku N x N — dvourozmérné pole, kde
na pozici (%, j) bude jednicka, pokud jsou lidé i a j pfatelé, v opaéném piipadé
nechépe policko nulové. V feci grafti bychom této tabulce fikali matice soused-
nosti.

Asi vdm nemusime sloZité popisovat, jak takovou tabulku ziskat. Na zacatku
si jednoduse precteme fadek po fadku cely vstup a vzdy si do matice sousednosti
zapiSeme na odpovidajici pozice jednicku. Jen nezapomente, Ze pratelstvi jsou
vzajemnd, takze si chceme zapsat jedni¢ku jak na pozici (4,7), tak zaroven na
(7, 1)-

Sestaven{ tabulky nam zabere ¢as O(N?2 + K). Pokud toti% chceme néjakou
pamét pouzivat, musime si ji nejprve pripravit. A to zabere Fadové tolik ¢asu,

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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kolik paméti chceme.!® I tak je vSak p¥iprava rychlejsi, nez samotné zkouseni
viech trojthelnikii. Casova slozitost je tedy O(N?) a pamétova O(N?).

Je dobré si uvédomit, ze pokud by se kazdy pratelil s kazdym (v Teci teorie
N-A(N-1)-(N=2) ¢+ g

g, tj. T4-
17

grafi se jednd o dplng graf), je celkovy pocet vSech trojic
dové N3. V obecném piipadé tedy ani éasovou slozitost pod O(N?) nezlepsime.

Méme tedy vyhrano? Jesté ne. V zadéni byla spole¢nd horni hranice pro
pocet lidi i piatelstvi: N, K < 10°. Rozhodné tedy nemiize nastat p¥ipad, kdy
N = 10° a kazdy zné kazdého, protoze pak by vSech pratelstvi bylo téméF 1010.
Zajimame se zkratka o pripady, ve kterych je fadové stejné lidi jako dvojic pratel.
Mizeme tedy hovotit o takzvaném ridkém grafu — grafu, ktery neobsahuje mnoho
hran.

r HUSTEY wvoen

Husté FeSeni pro Fidké grafy

Z ¢eho se takova trojice pratel sklada? Ze t¥i lidi a t¥i pratelstvi. Zatim jsme
zkouseli brat postupné vsechny trojice lidi a k nim dohledavali pratelstvi. Mohli
bychom to také celé otocit. Vezmeme-li jedno konkrétni pratelstvi (fadek vstupu,
¢ili jednu informaci, kterou si Sara zapsala), uréuje ndm jednoznac¢né hned dvé
konkrétni osoby a a b. K nim uz staci jen vzit vSechny pratele b a zjistit, zda jsou
také prateli a; pokud ano, nasli jsme trojici.

Technicky zlepSeni dosdhneme i jen diky tomu, ze budeme existenci pratel-
stvi kontrolovat priibézné a ne az pro celou trojici dohromady.

Toto se nemusi vzdy projevit, protoZze pamét za nas muze pripravit operac¢ni
systém. Casto to dokonce udéla tésné pied samotnym zépisem do paméti.
Zde ptredpokladame, ze program musi konkrétni trojihelniky najit.
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Tim dostaneme Feseni s celkovou ¢asovou slozitosti O(K-N), pro kazdy vztah
vyzkousime N lidi na doplnéni trojice. Abychom omezili i pamé&fovou néro¢nost,
musime se jesté zbavit matice sousednosti (a nerozbit si u toho slozitost ¢asovou).

Pro kazdého si budeme pamatovat seznam lidi, se kterymi se prateli. Pori-
dime si k tomu N-prvkové pole (pojmenujme si je tfeba P) obsahujici spojové
seznamy. Nasledné budeme pole prochézet — tim ziskdme prvniho z trojice, a.
Prochazenim seznamu pratel a budeme dostavat b, takto tedy iterujeme pfes
vSechna pratelstvi.

Nyni staéi projit vSechny pratele b a zkontrolovat u nich pouze to, Ze se
také prateli s a. Ke kontrole pratelstvi s a jsme difive pouzivali pravé matici
sousednosti. Tu ted sice k dispozici neméame, ale nic ndm nebréni si vzdy vytvorit
jeden jeji fadek — ten s kamarady a.

Celé feseni proto bude vypadat takto: projdeme postupné nase pole P a pro
kazdého clovéka udélame nasledujici t¥i kroky. Nejprve vytvoiime jemu odpovi-
dajici fadek z matice sousednosti (projitim jeho seznamu pratel).

V druhém kroku budeme trojuhelniky pocitat, postupné pro kazdého z jiz
projitého seznamu kamaradt a. A to tak, ze ovéfime, ktefl pratelé b jsou i prateli
a. Za kazdého spolec¢ného pricteme jednicku k celkovému pocitadlu trojic.

Na zaveér projdeme seznam jesté jednou a fadek matice po sobé zase uklidime
(vynulujeme mista s jednickou), tim si ho p¥ipravime pro dalsiho ¢lovéka.

Pamétova slozitost je tedy O(K + N) a ¢asova slibenych O(K - N). A co Fici
zavérem? Nezapomerite vysledek vydélit Sesti.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-3.py|

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-72-3.d

Jenda Hadrava

28-7Z2-4 Rozsypana turbina

Jako prvni si vSimneme jedné zajimavé vlastnosti. Kazdé pismeno se objevi
B 1l na horni strané lopatky pravé tolikrat, kolikrat se objevi na spodni strané.

Pro¢ tohle plati? Predstavme si tfeba, Ze v poskladané turbiné nebudeme
koukat na lopatky samotné, ale na jejich spojeni — to vzdy obsahuje stejné pis-
menko, jednou nahote, jednou dole.

Zkusme ted lopatky posklddat. Jako prvni nds asi napadne nejprve vzit
nahodnou lopatku, pod ni pfipojit libovolnou z téch, které pod ni pfipojit smime,
a tak dale.

Jestlize uz mezi nezapojenymi lopatkami neni zadna, kterou bychom mohli
pridat, musi byt mozné spojit posledni a prvni lopatku. To plyne pravé z toho,
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ze vSechna pismenka se vyskytuji stejnékrat nahote i dole. Pokud ma posledni
lopatka dole pismeno A a zddné nezapojend lopatka nemé A nahoie, nékde ndm
jedno volné  horni A“ chybi. Na spoji zapojenych lopatek to byt nemuze, tam
jsou pismenka ,,obsazenad®, musi to tedy byt na prvni lopatce.

Skvélé, sestavili jsme turbinu. Ta ale nemusi byt stejné velka jako ta ptavodni,
klidné nam mohly zbyt nepouzité lopatky. Co s nimi udélame? Nékam je vliozime.

Kdyz se budeme postupné divat na jednotlivé lopatky hotové turbiny, dfive
nebo pozdéji potkdme takovou, na kterou bychom (kdyby nebyla obsazend) mohli
napojit néjakou z nezapojenych lopatek.

Turbinu tedy rozpojime. Ozna¢me si rozpojené lopatky tfeba 1 a 2. Ted k lo-
patce 1 pfipojime nezapojenou lopatku a k ni budeme opét prikladat libovolnou
lopatku z téch, které pfidat smime (jsou nezapojené a maji stejné pismeno). Po-
dobnym argumentem jako prve dojdeme k tomu, ze az nebudeme mit co pfipojit,
musi byt mozné posledni pfidanou lopatku spojit s lopatkou 2.

Stejné muzeme pokracovat a zapojit dalsi zbyvajici lopatky. Jen pozor, pri
zkoumani lopatek v turbiné musime pokracovat z lopatky 1, nikoliv 2, muze se
nam totiz stat néco podobného jako na obrazku:

1 2
ABHEIC)------------------

Y 27

[CIDI—DIK]|----- [KID—DI[C]

K|J | —J K]

Na zacatku mame nalezeny cyklus AB BC CA. Do néj se nam podari vlo-
zit lopatky CD DK KD DC, takze dostdvame AB BC CD DK KD DC CA. Ve vklada-
ni pokracujeme od lopatky 1 (BC). Pfimo k ni uz nic dalsiho nenajdeme, tak
pokracujeme lopatkou CD. Turbinu ovSsem rozpojime az za DK.

Rozmysleme si, ze takto mizeme postupné piidat opravdu vsechny lopat-
ky. Kdyby to mozné nebylo, musi ndm zustat alespon jedna lopatka oznacena
pismenkem, které se vyskytuje v hotové turbiné. Jinak by viibec nebylo mozné
v8echny lopatky spojit, ale my vime, Ze to jit musi (pfedtim spojené byly).

Jenze my lopatku v hotové turbin€é neopustime, dokud na ni miZeme né-
co napojit, tedy bychom nasi zbylou lopatku byvali zapojili. TakZe nam zadna
takova lopatka zbyt nemize.

Dobre, ted musime takovy postup efektivné naimplementovat. K implemen-
taci mizeme dojit dvéma tivahami, bud do nich zahrneme klasické grafy, nebo
ne.
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Uvahy bez graft

Hotovou turbinu budeme reprezentovat ja-
ko obousmérny spojovy seznam, abychom do ni
umeéli rychle vkladat nové lopatky.

Horsi je to s nezapojenymi lopatkami, ty si
potfebujeme pamatovat a zaroven v nich chce-
me umét rychle najit libovolnou vhodnou lopat-
ku, tedy lopatku oznacenou konkrétnim pisme-
nem.

Tady trochu zneuzijeme, Ze pismenek je
mélo.'® Potidime si pole indexované pismen-
ky (resp. tfeba jejich poradim v abeced§). Prv-
ky tohoto pole budou spojové seznamy lopatek,
které maji na horni strané dané pismenko.

Kdyz budeme potiebovat lopatku ozna¢enou danym pismenkem, jednoduse
vezmeme prvni z prislusného spojového seznamu.

Jakou bude mit nas algoritmus slozitost? Zacnéme od pridani lopatky do
hotového kusu turbiny. To je konstantni, O(1), protoze smazat prvni prvek ze
spojového seznamu i vlozit za konkrétni prvek zvladneme v konstantnim case.

Mala zrada ptichéazi, kdyz si rozmyslime slozitost projiti celé turbiny. Mohlo
by se zdat, Ze ke kazdé lopatce muzeme prinejhorsim pfipojit vSechny lopat-
ky, tedy pti N lopatkéach by byla slozitost O(N?). Ale béhem celého algoritmu
miZeme pridat jen N lopatek, takZe celé napojovani trva O(N).

Nacteni vstupu i vypis vystupu nam trva linearné, cely algoritmus ma tedy
¢asovou slozitost O(N). Lineédrni je i pamétova slozitost, celou dobu mame nékde
ulozené informace o N lopatkich (byt se lopatky presouvaji mezi jednotlivymi
spojovymi seznamy).

Uvahy s grafy

Jestli se grafti nebojime, mizeme tlohu jednoduse pfevést na grafovy pro-
blém. Pokud jste nékdy slySeli o hledani eulerovského tahu, mél by vam ho popsa-
ny postup napadné pripominat. V opacném ptipadé viele doporucujeme precist
si kuchatku o prochazkich v grafu.'®

Jak ale prevést lopatky na graf? Vcelku jednoduSe, z pismenek udélame
vrcholy, z lopatek pak hrany (za kaZdou lopatku povedeme hranu z pismene na
jeji horni strané do pismene na dolni strané). Jenom pozor, Ze mezi dvéma vrcholy
miize vést vice hran (mizeme mit dvé stejné lopatky). Grafu s takto ndsobnymi
hranami se ¥ika multigraf .

Podotknéme, ze kdyby jich malo nebylo, mizeme udélat néco podobného, ale
bude to technicky komplikovanéjsi.
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/prochazky-po-grafech
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Pouziti vSech hran ted odpovidé pouziti vSech lopatek. Priichod pfes vrchol
pak zajistuje, ze lopatky na sebe budou spravné napojené, tj. Zze prvni lopatka
kondi stejnym pismenem, jakym zac¢ina druhé lopatka.

Tim, Ze se pismeno musi vzdy vyskytovat stejnékrat na horni i dolni strané,
budou mit vSechny vrcholy sudy stupei, eulerovsky tah tedy existuje. Staci ndm
tak pustit na grafu klasicky algoritmus.

Zbyva nam urcit slozitost. Jak slibuje kuchaika, algoritmus na hledani eu-
lerovského tahu je linedrni v pocétu vrchold a hran. Protoze pismenek mame
,malo“, mizeme jejich pocet prohlasit za konstantni, do slozitosti se ndm tedy
promitne jen pocet hran, coz je vlastné pocet lopatek.

Pro tplnost dodejme, ze vytvoreni grafu zvladneme také v linedrnim case —
pro kazdou lopatku v konstantnim ¢ase pfidame do grafu hranu (tj. prvek do
spojového seznamu sousedti pfislusného pismena). Cely algoritmus bude mit tedy
pro N lopatek slozitost O(N).

Poznamka na okraj
Snadno si mizeme rozmyslet, ze obé uvahy vedou na velmi podobny pro-
gram, lisi se opravdu jen zpusob uvazovani a pojmy, které pouzivame. Kouzlo
informatiky je, Zze v takovychto pripadech si kazdy mutze vybrat ten pfistup, ktery
mu vyhovuje, a pfesto mame vSichni stejné dobré feseni.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-4.pj|

Martin Spanél & Karolina ,,Karryanna® BureSovd

28-7Z2-5 Priikop u TFi soutések

Zpisob, jak vyresit tuto ulohu, bylo vice. My zde ukazeme nékolik variant

feseni, které jsou linearni s délkou prikopu. Pfedpokladame, ze vstupem je
fada ¢isel, kde kazdé vyjadiuje vysku pfikopu na jednom decimetru délky.

Jedno z moznych feSeni mohlo vypadat nésledovné — pro kazdy tsek (kazdy
decimetr) zjistime, jakou nejvétsi vysku ma prikop od néj nalevo a napravo. Voda
se na dané ¢asti muze udrzet do mensi z nich, protoze jinak odtece.

Spocitat to miazeme tak, ze projdeme piikop zleva i zprava a pii jednom
prichodu si pro kazdou c¢ast zapisujeme doposud nejvétsi vysku. Nakonec si
z hodnot na stejnych pozicich zapamatujeme tu nizsi.

Podivejme se na ptiklad:

Vstup: 1, 3
Maxima pruchodu zleva: 1, 3
Maxima prichodu zprava: 5, 5,
Vysledné max. vysky: 1, 3
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Vysledek uz dostaneme snadno — od ¢isla na i-té pozici v poli maximal-
nich vysek odecteme vysku i-tého decimetru pfikopu a tento rozdil pricteme do
vysledného objemu zadrzené vody.

Pro priklad vyse bychom postupné secetli hodnoty 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0,
0, takze se zadrzi 3 litry vody.

A proc¢ to celé funguje? V kazdém sloupecku se udrzi pravé tolik litra vody,
kolik jsme za néj pricetli, tj. rozdil mezi vyskou hladiny a dnem prikopu. Zbyva
tedy ukézat, ze v poli maximalnich vySek mame opravdu uloZenou vysku vodni
hladiny na dané ¢asti. Vyska hladiny nemiize byt vétsi, protoze jinak by vodé nic
nebranilo v odtefeni na stranu s niz§im maximem. A zaroven se zde voda udrzi
do této vysky, protoZe nalevo i napravo je piekazka, kterd saha alespon takto
vysoko.

Reknéme, 7e N je délka pifkopu, tj. pocet &isel na vstupu. Casova slozitost
je linearni. Pfi poc¢itani maximalnich vysek projdeme vstup tfikrat a kazdé ¢islo
pouze porovname s jednim jinym c¢islem. Pfi pocitani objemu zadrZené vody
opét projdeme dvé pole o velikosti N a pro kazdy prvek provedeme konstantné
operaci. Pamé&tova slozitost je také linedrni, nebot si pamatujeme tii pole stejné
velka jako vstup.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-5-1.py
Tento postup lze jesté vylepSit. Muzeme si vSimnout, Ze pfi pocitani vy-
Sek zleva a zprava se hodnoty po prejiti globalniho maxima (nejvyssiho mista
prikopu) uz neméni, takZe do pole s maximélnimi vyskami nikdy nevybereme
hodnotu z levé, resp. pravé ¢asti. Pojdme se tedy podivat, jak vypocet trosku
zrychlit a jak uSetfit pamét.

Nejprve najdeme misto, kde je ptfikop nejvyssi, a oznacime si ho M, tj. M
bude oznacovat pozici, nikoliv vysku. Také se nam bude hodit pomocna promeén-
na maz, ve které budeme pocitat maximum z doposud projitych hodnot vysek.

Algoritmus postupné projde jednotlivé ¢asti piikopu zleva, dokud nenara-
zi na nejvyssi misto M. Poté projde prikop zprava, opét do M. Pfed druhym
pruchodem je nutné proménnou maz vynulovat.

Pro kazdou ¢ast zaktualizuje proménnou maz (je-li aktudlni ¢ast vyssi nez
maz, ulozi do maz soucasnou vysku) a spocitd, kolik litra vody se na ni drzi.
To znamena, ze do vysledného objemu pficte rozdil max a aktualni vysky, takze
pokud se nachazime na doposud nejvyssim bodé, vSechna voda odsud odtece, ale
pokud ne, néjaka voda se zde zadrzi.

Pripomenme, ze N je délka piikopu. Hledani nejvyssiho mista M zvladne-
me v ¢ase O(N), protoze pfi jednom priichodu vstupu porovname kazdé dvé
sousedni vysky a ulozime si vétsi z nich. Samotny algoritmus vstup projde také
pouze jednou a pro kazdou ¢ast vykona konstantné operaci, takze celkova casova
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slozitost je O(N). Co se paméti tyce, kromé samotného vstupu si pamatujeme KSP-Z

pouze par proménnych.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-5-2.py|

Na zavér dodame, ze i toto Teseni se da jesté resent
vylepsit tak, abychom cely vstup prosli jen jed-
nou. Na zacatku bychom nehledali zadné maxi-
mum, ale misto toho bychom si poridili dvé pro-
ménné pro pocitani maxima a dva ukazatele na
pozici — jednu dvojici pro prochéazeni zleva a jed-
nu pro pruchod zprava.

Na dalsi tisek bychom posunuli ukazatel na
té strané, kde je hodnota maxima mensi. Do vy-
sledného objemu pfi¢teme to samé jako v pfedchozim algoritmu — rozdil maxima
a aktudlni vysky. Tim spojime vSechny tii fdze (nalezeni globédlnfho maxima,
poditani pribéznych maxim zleva a zprava a pocitani vysledku) dohromady.

Ohledné paméti plati to samé, co v predchozim pfipadé. Toto posledni feseni
by v realité vyhralo v rychlosti, alesponn pokud byste data ¢etli z obrovského
souboru na (pomalém) disku. Dva prichody by trvaly dvakrat tak dlouho, t¥i
trikrat, atd.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-5-3.py|

Katka Zakravskd

28-7Z2-6 Kalamita

Jako prvni si uvédomime jedno velmi dilezité pozorovani, nikdy se nevyplati

zrusit zastavku, kterd neni listem (tj. neni koneéna). Pro¢ tomu tak je? Inu,
zruSeni ne-kone¢né zastévky zrusi i vSechny zastavky za ni (viz zadani), tedy
i alespoii jednu dalsi (kone¢nou) zastavku.

To mame jisté kvuli faktu, Ze graf stanic je strom, tedy neobsahuje zadné
kruznice. Pfeci jen kdyz nemame kruznice a vydame se po néjaké cesté z centralni
stanice, tfeba pres tu nasi rusenou, tak jednou uréité dojedeme na konec, tj. na
konec¢nou stanici. Koneckoncii, nase mésto neni nekonecné a absence kruznic
zarucuje, ze neprojedeme nic dvakrat.

Zruseni zastavky, kterd neni konecnd, tedy znamend, ze odfizneme od svéta
lidi jak z té na$i zastavky, tak i jeji odpovidajici konecéné. A to je uréité vic lidi,
nez by odfizlo zruseni jen konec¢né.

Tim jsme pfisli na to, ze urcité budeme vzdycky rusit jen konecné zastavky
a zastavky, které se staly koneénymi zrusenim néjakych predchozich.
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Pro jednodussi premysleni o zastavkach si jesté uvédomime, Ze s centralni
zastavkou muzeme pocitat jako s iplné normalni zastavkou, kterd ma pocet lidi
néjaké extrémné velké ¢islo. To nam zajisti, Ze ji vzdycky zrusime jako posled-
ni. To chceme, jelikoz jeji zruseni automaticky zrusi vsechny ostatni zbyvajici
zastavky, a tedy je, dle argumentu vyse, nevyhodné.

Nyni uz si stac¢i rozmyslet, v jakém poradi to budeme délat. I to je ovSem
veelku jasné, zadani nam totiz pfikazuje, abychom vzdy zrusili tu nejméné zapl-
nénou zastavku, tedy takovou, kterd ma nejnizsi ¢islo. V tuto chvili by nas mohlo
napadnout najit vSechny konecné zastavky, v nich uréit tu nejmensi, zrusit ji,
znovu najit vsechny konecné zastavky, a takhle dokud nam nezbyde jen centralni
zastavka.

To by samoziejmé fungovalo, neni to ovSsem ani zdaleka efektivni FeSeni.
Predné, konecné zastavky neni tfeba vzdy hledat Gplné od zacatku. Ziejmé ndm
totiz plati, Ze jednou konecné zastavky budou konecéné i poté, co néjakou odstra-
nime. A pfibyt do klubu koneénych mutze odstranénim néjaké konecné zastavky
vzdy jen jedna nové, a to konkrétné ta, ktera se zruSenou zastavkou sousedila.

Déle si také uvédomime, ze z mnoziny aktualné konecnych zastavek v kazdé
fazi programu jen odstraiiujeme minimum a p¥idavame jeden prvek, tedy opera-
ce, které az napadné volaji po tom, abychom pouzili minimovou haldu. Pokud
néhodou nevite, co je minimova halda, pak si ur¢ité prectéte nasi kuchaiku.?°
Ve zkratce jde ale o datovou strukturu, kterd po vybudovéni (trvajicim linearni
¢as) dokaze v logaritmickém Case vracet nejmensi prvek a jejiz oprava po pridani
libovolného prvku trva taktéz nejhuf logaritmicky cas.

Kdyz si dame tyto dvé uvahy dohromady, tak se konecné dostaneme na
idealni feseni. Pfedné si najdeme vsechny konecné zastavky a vytvofime si z nich
minimovou haldu. Jak hleddni (sta¢i prosté projit graf a vedle si pamatovat
zastavky, ze kterych uz dél jit nelze), tak tvorba haldy nam zabere linedrni ¢as,
tedy O(N), kde N je pocet zastévek.

Nésledné vzdy z haldy odstranime minimum za O(log(N)), podividme se na
jejiho predchudce, jestli ndm vznikla nova kone¢na zastavka, a pokud ano, tak
jej pfiddme do haldy v éase O(log(N))).

Takovychto krokt, nebo fazi chcete-li, provedeme nejhif tolik, kolik je zasté-
vek. Pokazdé totiz zrusime jednu zastavku a kazdou zastavku zrusime maximalné
jednou. Vysledna ¢asovd slozitost je tedy O(N + N -log(N)), coz je stejné jako
O(N -log(N)).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-6.pj|

Petr Houska

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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TTeti série

28-7Z3-1 Misto oslavy

K vybrani vhodného mista pro potfadani oslavy staci vedeni skoly najit prvni

B a posledni diim od za¢atku mésta, kde bydli zdjemci o oslavu. Je ziejmé, Ze
pravé obyvatelé téchto domt to budou mit nejdale. OvSem to znamend, Ze staci
najit minimum a maximum v zadané posloupnosti ¢isel, coz zvladneme béhem
jediného pruchodu vstupem.

My ale jesté chceme, aby to oba nejvzdalenéjsi zdjemci méli co nejblize, tj.
aby tato nejdelsi vzdalenost byla co nejmensi. Proto budeme hledat stfed mezi
dvéma zminénymi domy, vzdalenost z obou pak bude stejna.

Vzhledem k tomu, ze ¢isla budov jsou celoéiselnd, chceme opét celociselny
vysledek. Pokud je vzdéalenost mezi prvnim a poslednim domem liché ¢islo, jsou
dvé moznosti pro konani oslavy, obé stejné vyhodné. My mutzeme vybrat libovol-
nou z nich, zvolme si vzdy tfeba tu s nizsim ¢islem. Nyni bude stejny postup pro
obé varianty, tedy kdyz je ona vzdalenost liché i sudé ¢islo. Minimum si oznac¢ime
Min, maximum jako Max, vysledna pozice salu bude (Maz + Min) div 2.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-1.py

Zuzka Drazdovad

49

KSP-Z

feSeni


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-1.py

KSP-Z

feSeni

21

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2015/2016

28-73-2 Zlomkovnik

Z postupu, jakym byl strom tvorfen, si vSimneme, Ze pokud je ¢itatel mensi
B 1l ne% jmenovatel, byl posledni vybran levy syn. Naopak, pokud je ¢itatel vétsi
nez jmenovatel, byl posledni pravy syn. Pro¢ tomu tak je? Levy syn je tvofen

MLB a je zfejmé, ze A + B je vétsi nez A (protoze ve stromu jsou samd kladna
¢isla). Podobné u pravého syna, ktery je %, je A+ B vétsi nez B.

Sta¢i ndm tedy v podstaté projit zpét ke kofeni a zaznamenat, kde jsme byli.
Jak takova cesta bude vypadat, zjistime pravé porovnavanim citatele a jmeno-
vatele. Zapamatované poradi bude obracené, nez jaké mame vypsat v odpovédi,
proto jej nesmime zapomenout poté obratit.

Jak presné budeme postupovat? Nejprve porovname Citatele a jmenovatele,
pokud je ¢itatel mensi, tedy zlomek je ve stavu Ai%B, odecteme od jmenovatele
Citatele a ziskame tim otce: Mﬁ = %. Pokud je citatel vétsi, musime k ziskani
otce odecdist od Citatele jmenovatele: A+B-B _ %. Podle porovnani nezapomene
poznamenat, jestli jsme se jednalo o pravého nebo levého syna.

Pokracovat budeme opét k novému otci aktudlniho syna. Tento postup bu-
deme opakovat, az dokud se nedostaneme do kofene stromu. Poté nezapomeneme
vypsat posloupnost R a L v obraceném poradi a mame vysledek.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-2.pj|

Zuzka Drdzdovd

28-7Z3-3 Posloupnost za trest

Nejdiive zkusime poéitat postupné ¢leny posloupnosti Py, Ps, ..., Py. Prvni
B glen Py je trividlni, P;;; vyrobime z P; tak, Ze budeme prochazet ¢islice
zleva doprava a pocitat, jak dlouhé useky stejnych cislic potkame. To pokazdé
zvlddneme v ¢ase O(pocet cifer).

Zpocatku to pijde dobfe, jenze cifer bude rychle pfibyvat. (Dokonce expo-
nencialné: i-tj ¢len m4 piiblizné 1.304" &islic. To dokézal John Conway fascinu-
jicim zptsobem. Pokud méte chuf na trochu pokrodilejsi matematiky, smdéle se
zaététe do ¢lanku ve wikipedii?! a odkazii, které z néj vedou.)

Nés nastésti zajima jen prvnich K ¢islic vysledku. Zkusime tedy pocitat jen
prvnich K c¢islic kazdého ¢lenu posloupnosti. Je to trochu riskantni, protoze by
se mohlo stat, ze pfi vytvareni dalsiho ¢lenu budeme potiebovat vic ¢islic pred-
choziho ¢lenu, nez jsme spocitali. Pokusem si ale mizeme ovéfit, Ze posloupnost
roste dost rychle, takze se to pro K > 10 nestane.

https://en.wikipedia.org/wiki/Look-and-say_sequencd
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Z toho dostaneme Feseni o slozitosti O(NK), dost rychlé na to, aby vyfesilo
vsechny nase vstupy béhem par desitek sekund. Pfesto ho zkusime jesté trochu
zrychlit.

Oznac¢me @Q; hodnotu P; zkracenou na prvnich K ¢islic. Pokud je K ma-
1é, za¢nou se hodnoty @1, Q2,... brzy opakovat. Nas algoritmus si proto bude
ve slovniku pamatovat vsechna @);, ktera uz vidél, a ¢ihat na prvni opakovani.
Jakmile zjisti, ze @); = Q; pro néjaké j < 4, musi se od i-té pozice neustale
opakovat usek Q;,Qjt1,...,Qi—1. Staci tedy zjistit, ktery z opakovanych clent
vyjde na hledané @y, a vypsat ho.

Zdalo by se, ze perioda bude pro velkd K dostatecné daleko, takze tento
trik nepomuze. Nevahejme a zkusme to. Pfekvapeni: pro maximalni povolené
K = 300000 je @55 = Q52 a zjevné to plati i pro v8echna mensi K. Staci tedy
spocitat prvnich 55 ¢lenti posloupnosti a zndme odpovéd pro jakékoliv N.

Program k zékladnimu feSeni (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-23-3.pj
Program k rychlejsimu feseni (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-3-magic.pjy|

Martin ,Medvéd“ Mares
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28-7Z3-4 Zbyvajici ukoly

Nejprve vymyslime jednoduché feseni, a pak si jej prostym trikem velmi
B zrychlime. Pojdme na to.

Zacneme tim, ze si nacteme cely vstup. Pro kazdy tkol si budeme chtit
pamatovat jeho délku a seznam tkolli, na kterych je zavisly. Toto nejde udélat
jinak, nez zZe cely vstup nacteme do paméti. V poli ¢ uschovame délky, v poli
dep potom seznamy tkold, které musime provést dfive. Jak to udélat pohodlné
se mizete podivat do programu v Pythonu.

Potom si napiSeme rekurzivni funkci, ktera spocita, kdy nejdiive muze byt
tkol x dokonceny:

def finish_time(x):
deptime = 0
for d in depl(x]:
deptime = max(deptime, finish_time(d))
return deptime + t[x]

V této funkci vezmeme maximum z ¢asu dokonceni vSech tikold, na kterych
je x zavisly, a pricteme dobu trvani z. Jak ji pouZzijeme?

Abychom si zjednodusili kéd, mizeme pouzit podly trik. P¥idame si neexis-
tujici tkol A, ktery bude trvat 0 jednotek Casu, zato ale bude zavisly na vSech
ostatnich. Jeho ¢as dokonceni je pak pfesné to, co po nas tloha zada.

Jak to bude rychlé? Predstavte si takovy vstup:

1+2+3+4+5

V takovém piipadé se funkce zavold postupné s témito parametry:
1,2,1,3,2,1,4,3,2,1,5,4,3,2,1

Zde je nutno si vSimnout, ze se funkce volda mnohokrat tfeba pro jednicku,
prestoZe jeji navratovd hodnota bude vzdy stejnd. Vzdyt si vysledky miizeme
ulozit:

def finish_time(x):
if x not in fintime:
deptime = 0
for d in dep[x]:
deptime = max(deptime, finish_ time(d))
fintime[x] = deptime + t[x]
return fintime [x]

Jak bude vypadat seznam volani ted?

1,2,1,3,2,4,3,5,4
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Nemtizeme Fict, Ze by se nyni volala pro kazdé x pouze jednou. Ceho jsme
se ale zbavili, je neustdlé opakovani ,ocaski“, pro které uz zndme odpovéd,
a muzeme ji vratit daleko dfive.

Pokud bychom chtéli ¢asovou slozitost vyc¢islit, vSimneme si Ze funkci zavo-
ldme jednou jako zéavislost na virtudlnim tkolu A, a jednou pro kazdou zavislost
jiného tkolu y na tomto ukolu z — to pravé tehdy, kdyz poprvé pocitame y.
Dohromady vime, Ze zavislosti je K, takZe celkovy pocet volani bude N + K.
N (pocet tikold) musime zapodéitat, protoze muze byt klidné vétsi nez K.

Uplné stejné se na to podivame, pokud budeme poéitat ¢as pro funkci sa-
motnou. VSechna volani dohromady ve vnitinim for cyklu stravi O(K) casu,
vSechno ostatni uz je jen konstantni zpomaleni. Proto bude mit vypocet ¢asovou
slozitost O(N + K). Do tohoto ¢asu se vejdeme i s na¢tenim vstupu a vypsanim
vystupu, a stejnou funkci odhadneme i prostorovou slozitost.

Doted se tloha zdéla rtzova. Bohuzel jsme si pfi testovani tlohy nev§imli
vyrazného omezeni jazyka, ktery pro reseni tloh propagujeme — Pythonu. Ten
totiz ve vychozim nastaveni neumoznuje zanofit volani funkci vice nez tisickrat.

Tentokrat tedy pridavame tii zdrojové kédy. Prvni problém obchazi tim, Ze
nastaveni zméni. BohuZel, bude fungovat jen na Linuxu. O divodech se muzeme
pobavit na féru.

Program (Python 3, Linux):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-4-1inux.py|

Druhy jej fesi tim, Ze nepouZivd volani funkci, ale simuluje jej pomoci se-
znamu. Technika je to obecna a da se pouzit vzdy, jen zdrojovy kéd neni taplné
dobfe citelny.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-4-explicit.py|

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-23-4.cpyd

Ondra Hlavaty
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28-7Z3-5 Ukotveni stromu

Pro zacatek predpokladejme, Ze zadné dva body nemaji stejnou z-ovou ani
y-ovou souradnici.
Nejprve body sefadime podle z-ové souradnice.

Pokud jsou vsechny body stfedové soumérné, musi byt bod nejvice vlevo
soumérny s tim nejvice vpravo. Tim padem podle téchto dvou bodt jednoznac¢né
ur¢ime stied S — bude pfesné v poloviné mezi nimi.

Zbyva ovétit, ze vSechny ostatni body jsou podle S soumérné. Druhy musi
byt soumérny s predposlednim, tfeti se tfetim od konce a tak dal pro vSechny
body. Pokud mé byt soumérny bod A s bodem B podle stfedu S, musi platit
Sy — Ay = By — Sy a zdroven S, — Ay, = B, — 5.

Pokud se jedind podminka porusi, odpovime, Ze nejsou soumérné. Kdyz
zadny test neselze, odevzdame stied S.

Algoritmus funguje i pokud maji n&jaké body stejnou x-ovou soufadnici.
V takovém ptipadé je potfeba pfi fazeni porovnavat priméarné podle x-ové a
sekundarné podle y-ové soufadnice.

Proc¢ to funguje? Protoze presné takové poradi bychom dostali, kdybychom
celou rovinu nepatrné pootocili, aby se zddné x-ové souradnice neshodovaly.

Zbyva doresit casovou slozitost. Body, ktery je N, umime sefadit v case
O(N log N) t¥eba MergeSortem. Pokud je uchovavame v poli, bude kazdy z N
testl trvat konstantni ¢as. Celkova ¢asova sloZitost je tedy O(N log N).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z3-5.py

Martin Spanél
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28-7Z3-6 Sifeni drbu

@ Dobrym prvnim krokem muze byt zkusit spravny pocet potiebnych presta-
vek odhadnout. Proto se pokusme spocitat spravné vysledky pro maly pocet
kamaradek.

Méme-li jen jednu kamaradku, ta zna sviij drb hned (tedy nepotiebuje ani
jednu prestavku). Dvé kamaradky potiebuji jednu prestavku na to, aby si vy-
ménily své drby. Ctyii kamaradky (jak mame v zad4ni) potiebuji dvé prestavky.
S trochou trpélivosti miZeme zkouSenim zjistit, Ze pro osm kamaradek jsou po-
tfeba tfi prestavky.

Z toho (a s napovédou v zaddni, Ze mame uvazovat pouze N, kterd jsou
mocniny dvojky) mitizeme odhadnout, Ze potfebujeme log, N prestévek. Jinak
feceno, pokud je 2F kamaradek, klepy si vyméni béhem k prestavek.

Pojdme se tedy podivat, jestli se nam podaii najit takové prirazeni kama-
radek, aby se klepy sifili tak rychle. Za¢néme u malého poc¢tu kamaradek. Kdyz
mame pouze dvé kamaradky, tak staci kdyz se potkaji béhem jediné prestav-
ky. Reseni pro ¢étyfi kamaradky mame rovnou v zadani (nejprve se potkaji A-B
a C-D, poté A-C a B-D).

Jak muzeme pristupovat k tomu, kdyz je ve tfidé kamaradek osm? Rozdélme
si je na dvé skupiny po ¢tyfech a nechme nejprve rozsitit drby v ramci jednot-
livych skupinek. Jak jsme ukazaly vyse, aby kazda kamaradka znala vSechny
skupinové drby, sta¢i nam dvé prestavky.

Vsimnéte si, Ze na rozsifeni drbti mezi skupinkami ndm pak staci uz jen
jedna prestavka — prvni kamaradka z prvni skupinky se podéli o drby s prvni
kamaradkou z druhé skupiny, druhd s druhou a tak dale. Kazdd kamaradka
pak bude védét vSechny drby ze své skupiny (ty znala i pfed touto posledni
prestavkou) a tim, Ze se potkala s nékym z druhé skupiny, tak se dozvédéla
i vSechny drby z druhé skupiny.

Stejny trik mizeme pouzit i pro Sestnact kamaradek — staci je rozdélit na dvé
skupiny. Kazdé skupinka béhem tii prestavek rozsifi drby v ramci své skupiny
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(tak jak bylo ukdzéno v predchozim odstavci). Béhem néasledujici pfestavky si
pak kazda kamaradka popovidé s prisluSnou kamaradkou z druhé skupiny, ¢imz
se dozvi vSechny drby.

Ve skutec¢nosti takto miZeme postupovat pro libovolny pocet kamaradek.
Kamaradky rozdélime na dvé skupiny a zamyslime se nad tim, jak rozsifit drby
v ramci skupin. Potom béhem jedné prestavky uz rozsifime drby napfic¢ skupi-
nami.

Timto zpusobem spotiebujeme za kazdé zdvojnasobeni poc¢tu kamaradek jen
o jednu prestavku vice. Dostali jsme se tedy pfesné na nas vytyceny cil v po¢tu
prestavek.

Tato technika rozdélovani problémi na nékolik mensich, které se fesi vliastné
stejnou technikou, je v informatice pomérné popularni a nazyva se Rozdél a pa-
nuj. Pokud té zaujala a chces se o ni dozvédét vice, tak dalsi informace najdes
v nasi kuchaice.??

Na zavér si pojdme jesté ukazat, Ze rychleji to skuteéné nejde. Predstavme
si na chvili, Ze uz probéhlo nékolik prestdvek. Oznaéme si d pocet drbi, které
zné nejpopularnéjsi kamaradka (tedy ta, kterd znd ze vSech kamaradek nejvice
klepi). Druhé nejpopuldrnéjsi tudiz zna nejvyse také d drbii. Kdyz se tyto dvé
kamaradky béhem dalsi prestavky potkaji, obé budou znat nejvyse 2d drba.

Vsimnéme si, Ze (jelikoz se jednalo o nejpopularnéjsi kamaradky) nikdo ne-
bude po dalsi prestavce znat vice jak 2d drbu. Také si uvédomme, ze toto plati pro
kazdou prestavku. Takze, bude-li p znacit pocet drbi, které zna nejpopulérnéjsi
kamaradka, p se ndm kazdou pfestavku nejvyse zdvojnasobi.

Toto uz nam (s tim, Ze na zac¢atku je p jedna), dava pravé nasi formulku,
7e po k prestavkich bude p nejvyse 2F. Tedy pii 2* kamaradkach potiebuje
i nejpopularnéjsi kamaradka alespon k prestavek.

Janka Bdtoryovd & Dominik Smrz

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—panuj

56


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

Vzorova feseni KSP-Z — 4. série

Ctvrté série KSP-7

Dulezitou soucasti feseni bylo uvédomit si, ze hledané obdélniky maji jed-

B hu zajimavou vlastnost — body lezici na jedné strané obdélnika maji vzdy
stejnou jednu soutfadnici. Takze svislé hrany obdélnika maji stejnou z-ovou sou-
fadnici a vodorovné zase y-ovou.

28-Z4-1 Pudorys

feSeni

My musime pro kazdy bod na vstupu ovéfit, zda lezi na néjaké hrané obdél-
nika. K tomu potifebujeme nejdiive znat souradnice téchto hran. To uz zvladneme
jednoduse.

VSechny body na levé svislé hrané budou mit nejmensi z-ovou soufadnici,
body na pravé svislé hrané budou mit nejvétsi z-ovou souradnici. Staci nam tedy
pouze projit x-ové soufadnice vSech bodi a zapamatovat si minimum a maxi-
mum. Pro vodorovné hrany analogicky s y.

Ted uZ jenom ovéfime, ze kazdy bod leZ{ na né&jaké hrané jednoduchym
porovnanim jeho souradnic se zjisténymi soufadnicemi hran.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-1.py|

Martin Sery

28-7Z4-2 Vykopavky

Je ziejmé, Ze kdyZ maji mit vSechny Cty¥i obdélnikové oblasti stejny soucet,

Bl hude to praveé soucet viech policek vydéleny étyimi. Abychom ho tedy spo-
¢itali, projdeme si nejdiiv jednou vsechna ¢isla a seCteme je. Zatim nezalezi na
tom, v jakém poradi je projdeme.

Déle si vS§imneme, Ze ¢ast nahote od bodu S (vSichni se tu maji potkat) a ¢ast
dole budou mit stejny soucet, a to pravé polovinu souctu celkového. Budeme
tedy prochazet ¢isla jesté jednou, tentokrat po fadcich, budeme je opét séitat,
ale zastavime se, kdyZ se dos¢itame k poloviné celkového souc¢tu. Zapamatujeme
si, kolik fadkt jsme zatim prosli, to bude totiz vyska obdélniku, kterou chceme
zjistit.

Do tietice vseho dobrého projdeme ¢isla
jesté jednou, tentokrat po sloupcich. Opét je
budeme séitat, dokud se nedostaneme k po-
loviné celkového souctu. Pocet zatim proslych
sloupcti nam dé hledanou §itku obdélniku.

Protoze jsme ¢isla na vstupu prosli tiikrat, slozitost bude O(RS), coz je
pocet fadkt vynasobeny poctem sloupecku, tedy pocet vsech policek.

Jests se zamyslime, jak by se dala uspotit pamét — co kdybychom si nemuseli
pamatovat vSech R ¢isel? Vzdy potiebujeme pocitat soucty celych radku a celych
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sloupct. Takze by stacilo si pfi nacitani vstupu pribézné sc¢itat vsechna cisla
v kazdém tadku a sloupci, a pamatovat si jen tyto idaje, kterych je R+ S.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-2.py|

Zuzka Drazdovad

28-7Z4-3 Mocniny

Pfimocarym feseni Kevinova problému je si pro kazdé ¢islo = spocitat jeho
B! druhou a tfeti mocninu, a pak ovétit, %e i ony leZi v nasi posloupnosti. To
mtizeme udélat tieba sekvenénim vyhledanim z? a x3. Zapamatujeme si pravé
ta x, pro ktera jsme nasli dané mocniny. Ze zapamatovanych x uz jenom staci
najit minimum.

Toto feseni m4 kvadratickou slozitost O(N?), kde N je poéet ¢isel na vstupu.
Pro kazdé &islo projdeme vsechna ostatni a zjistime, jestli mezi nimi je i jeho
druhd a tfeti mocnina.

Rychlejsi feseni ziskdme tpravou toho piimocarého. Nejvice Casu stravime
hledanim 22 a 23. Tento krok mtizeme urychlit tim, Ze si na za¢atku celou po-
sloupnost setfidime. Poté uz mtzeme mocniny hledat pomoci binarniho vyhle-
dévani.2?

Navic nam staci se zastavit u prvniho z v setfidéné posloupnosti. Toto =
je totiz prvni pro které jsme nasli mocniny, takze vSechna dalsi ¢isla uz budou
pouze vétsi. 24

Setiidéni ndm zabere O(N log N) ¢asu. Binarni vyhledani jednoho prvku
ma logaritmickou slozitost a jelikoz hledané x miuze byt témér az na konci se-
tf¥idéné posloupnosti, provedeme jej pro kazdy prvek. Tj. celé vyhledavani trva
O(N log N) ¢asu, coz je stejné jako slozitost set¥idéni, bude to tedy i vysledna
slozitost.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-bin.py|

Pokud vas programovaci jazyk disponuje datovou strukturou pro mnozinu,
Casto pojmenovanou set, mizete ji s vyhodou pouzit. Ta si interné udrzuje c¢isla
setfizend a vlastné na nich bindrni vyhledavani provadi — jen nema4 ¢isla ulozena
v seznamu. Rychlé feSeni pak vyjde velmi elegantné na jeden fadek.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-set.py|

Martin Sery

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
V Pythonu se hodi pouzit set, ktery je pfimo délany na podobné vyhledavani.
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28-Z4-4 Ctyikova

Uloha byla trochu podlé, protoze zjistit odpovéd pro jedno &slo je vlastné

Bl stejné t&zké, jako ji zjistit pro vSechna najednou. Pojdme se na to podivat.

Zaciname s jednou ¢tytkou. Jaka ¢isla jsme schopni vyrobit, pokud pouzije-

me Ctyfky dvé? Jsouto 8 =4+4,0=4—4,16 =4x4 a 1 = 4/4. ProtoZe tato

¢isla s jednou ¢tyrkou urcité nevyrobime, zapamatujme si o nich Ze jdou vyrobit
nejlépe se dvémi.

A co kdyz si dovolime dalsi ¢tyiku navic? Pak se staci podivat na ta Gtyfi
¢isla, ktera umime vyrobit se dvéma ¢tyfkami, a zkusit k nim vSemi ¢tyfmi
operacemi pridat tfeti. Tim, Zze se operace vyhodnocuji zleva doprava, snadno
spocitame vysledek nezavisle na tom, jak jsme dokazali vyrobit ¢islo ptavodni.

Vytvorime si tedy pole vysledki v a pro kazdé ¢islo od 0 do 9999 si do néj
ulozime tfeba —1, protoze jej zatim vyrobit neumime. Jen pro ¢islo 4 vime, zZe
jej umime vyrobit za pomoci jedné ¢tyrky.

Pak si potfidime frontu ¢isel, kterd jsme dokazali vyrobit, ale jesté z nich
neprozkoumali moznosti rozsifeni o dalsi ¢tyfku. Na zacatku bude obsahovat jen
tu prvni ¢tyrku.

Nésledné vzdy vezmeme ¢islo z z fronty a podivame se na vysledek operace
x+4 = y. Pokud jsme y jesté nevidéli, ve v[y] bude stale minus jednic¢ka. V tom
pfipadé toto musi byt nejkratsi zptisob, jak y vyrobit, a mizeme do v[y] ulozit
v[x] + 1. Soucasné y pridame do fronty.

To samé provedeme pro ostatni operace. Dame si pfi tom pozor, abychom
preskocili déleni, pokud x neni délitelné ctyfmi.

Ve vypoctech jsme trochu zanedbali to, ze Sarfina kalkukacka umi pocitat
jen s ctyfcifernymi Cisly. Jak bylo napovézeno v zadani, s vyhodou pouzijeme
operaci modulo. Kazdé y prozeneme jednoduchym vyrazem:

yo = (y1 + 10000) mod 10 000

Pric¢itat muzeme bezpecné, i kdyz je ¢islo kladné, protoze se 10000 modulenim
zase odecte.

A7 frontu vyprézdnime, urcité jsme nasli vSechna ¢isla, ktera vyrobit jdou,
a v poli v mame vysledky, které chceme vracet. Staci se do v podivat na spravné
misto a vypsat vysledek.

Pokud trochu znate grafové algoritmy, muzete si vSimnout, ze popsany zpu-
sob je vlastné prohledavani grafu do sitky. V tomto grafu jsou vrcholy cisla
a z kazdého vedou t¥i nebo ¢tyfi hrany za operace.

Mitizeme prozradit, ze kazdé c¢islo takto vytvorit jde, a dokonce je nejkratsi
vyraz az na dvé ¢isla jednoznacny. Pokud byste chtéli zaroven vyraz vypsat,
muzete si do v ulozit i x a operaci, kterou jste y vyrobili, a z téchto pak vyraz
zpétné poskladat.
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Algoritmus mé trochu pfekvapivé konstantni ¢asovou slozitost. Nejprve pro-
béhne predvypocet, ktery neni zavisly na vstupu, a tedy je z principu konstantni.
Po precteni vstupu uz se jen podivame na spravné misto do pole. Pokud bychom
Zitost by byla linedrni s K. Stejné tak pamétova.

Aby byl vas vypocet jesté rychlejsi, mohli jste pouzit trik. Na co vysledky
pocitat pifi kazdém startu programu znovu, kdyZ si je muzete spocitat jednou
a ulozit pro pristé napfiklad do souboru? Pro ziskéni plného poctu bodu to
ale viibec nebylo nutné, 10000 ¢isel spocitate popsanym zpusobem i v Pythonu
bleskové.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-4.py|

Ondra Hlavaty

28-Z4-5 Vyhlazeni GPS

@ Ulohu si trochu upravime — misto toho, abychom poéitali pramér, budeme
pocitat pouze soucet poslednich K hodnot. Kazdé ¢islo pak jen pfed vypsa-
nim vydélime K, takze vyfesime ptivodni zadani, ale premyslet se o tom bude
lépe.

Pouzijeme myslenku pohyblivého okénka. Prohlasime na chvili, ze K je 3.
Zname soucet S; = x; + x2 + x3, a dostaneme xz4. Jak z nich spocitat soucet
So = a9+ x3 + 47

Kazdy vidi, ze staci odecist x1 a pri¢ist x4. Dulezité je, ze K muze byt
uplné libovolné a vzdy staci nejstarsi ¢islo odecist a nové pricist, tedy provést
konstantni pocet operaci.

Poridime si proto pole, do kterého si budeme uklddat poslednich K ¢isel,
a jejich soucet si budeme pocitat prubézné. Vzdy prvni ¢islo z pole vyhodime
a na konec jiné pridame.

Pockat, tady néco nehraje. Vyhodit prvni ¢islo z pole ndm zabere spoustu
¢asu, protoze musime ta ostatni posunout!

Piedstavte si, Zze byste si mohli pofidit po- @ 2]
le zatocené do kruhu, takovy prstenec. Nékdy se P
mu proto anglicky tika ring buffer, cyklicky buf- (

fer. Prstenec bude stét pfed nami na stole a misto
abychom my tocili s prstencem, budeme obchazet
okolo stolu.

Tolik predstava, ted jak to implementovat. Po-
le ztistane rovné a bude mit K prvki jako pfedtim.
V prvnim kole budeme pracovat s prvnim prvkem
s indexem 0. V druhém s druhym... az v K-tém

>
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s K-tym s indexem K — 1. Potom by se nam hodilo, abychom pokracovali zno-
vu od zacatku. K tomu ndm poslouzi stard znaméa funkce modulo. V i-tém kole
budeme pracovat s prvkem s indexem ¢ mod K.

Necht se tedy pribézny soudet jmenuje S a udrzujeme cyklicky buffer B.
Jak S, tak vSechny prvky B budou na zacatku nulové. V i-tém kole odecteme
od S prvek B[i mod K| a nasledné na jeho misto vlozime nové éislo z;, a zpatky
ho pfic¢teme do S.

Pokud by se nam nelibilo, ze pocitadlo kroki ¢ roste do nekonecna a muze
pretéci, budeme ho prubézné modulit. To totiz ni¢emu nevadi, my ho k jinému
ucelu nepotiebujeme.

Takto se nam podarilo udrzovat prubézny soucet s konstantni ¢asovou slozi-
tosti na jeden krok. K celému vypoctu potiebujeme pamét velikosti O(K), kterou
si ale vynulujeme na zacatku, a v kazdém kroku pfistupujeme pouze k jednomu
prvku.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-74-5.pj

Ondra Hlavaty

28-Z4-6 Kluciéi drby

Nejprve si uvédomime, Ze drb se vzdy prestane sitit — kluku je koneéné mno-

ho a kazdy ¥ika drb pravé jednomu, takze ¢asem se urcité dostane k nékomu,
kdo uz jej zna.

Navic vime, Ze o prestavce je stejny drb sdélovan nejvyse jednou (fikdme ho
pouze svému nejlep$imu kamarddovi). Proto se kazdy drb dostane do skupiny
kamaradu, ktefi si drby pfedavaji do kruhu. Drb se zastavi tehdy, kdyz se jej
dozvi vSichni z néjakého cyklu.

Zkusme pro kazdy drb spocitat, kolik klukt jej bude znat. Udélame to presné
tak, jak se drby sifi. Zacneme u naseho nejlepsiho kamarada, poté je na radé
nejlepsi kamarad toho naseho, pak jeho nejlepsi kamarad, ... A tak dal, dokud
nenarazime na néjakého, ktery uz drb zna.

A abychom védéli, kolik klukt se ho dozvédélo, sta¢i si postupné nejlepsi
kamarady pocitat (v kazdém kroku pfi¢teme jednicku k pocitadlu).

Jak pozname, Ze jsme se pravé dostali k nékomu, kdo uz drb zna? Budeme si
kluky znacit. Poridime si tfeba pole plné nul, kde mame pro kazdého kluka jedno
policko. Vzdy, kdyz se nékdo dozvi drb, ulozime si do jeho policka jednicku. Pred
$ifenim dalsiho drbu si celé pole vynulujeme.

Slozitost tohoto TfeSeni je kvadratickd vzhledem k poctu klukid ve t¥idé —
kazdy drb sledujeme zvl4st, drbii je stejné jako klukti. Drb se navic mtize rozsitit
az ke vSem klukim.

61

KSP-Z

feSeni


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-5.py

KSP-Z

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2015/2016

Ale jde to jesté zrychlit! Vsimnéte si, Ze ¢asto pocitame vicekrat, jak dlouho
se Sifi néjaky drb od stejného kluka. Mohli bychom si tedy pro kazdého kluka
pamatovat, ke kolika dal$im se od néj drb dostane. Tomuto ¢islu budeme fikat
spolecensky dopad.

Jak spoleéenské dopady ziskat a jak si je pamatovat? Jednoduse. Jako pamét
nam poslouzi dalsi pole. Zaéneme opét simulovat sifeni néjakého drbu. Postupné
prochazime a pocitame nejlepsi kamarady jako v prvnim feSeni, pocitadlo si
oznacime jako K.

Rozdilem oproti kvadratickému FeSeni bude, ze se zastavime i tehdy, pokud
fekneme drb nékomu, jehoz spoleéensky dopad uz zname (budiz to ¢islo L). K+ L
nam udava celkovy pocet kluk, kteri se dozvi pravé simulovany drb.

Skoc¢ime zpatky na zaGitek a projdeme stejnou cestu znovu, ale budeme
u toho ukladdat dopady jednotlivych klukd — prvni ma K+ L, druhy K+ L—1, dalsi
K+L-2,... Tém, ktefi uz maji spolecensky dopad spocitany, ho nepfepisujeme,
dokonce u prvniho takového se opét zastavime.

Porad se nam muze stat, ze se simulace zastavi kvili podmince z prvniho
feSeni (pfestane se i §ifit drb). Pfipometime, Zze drb se zastavi, kdyZ se dostane
do cyklu, a dozvi-li se ho nékdo z cyklu, dozvi se ho i vSichni ostatni z néj. To
znamend, ze spolecensky dopad vsech klukia na cyklu bude stejny — délka cyklu
(drb se z tohoto kruhu nikdy nikam dél nedostane).

Misto, kde se v cyklu zastavime, je zaroven i to misto, kde do néj vstoupime.
Zapamatujeme si ho. Opét sko¢ime na zacatek a ukladdme K, K — 1, K — 2,
... Jakmile znovu narazime na cyklus, piestaneme odecitat jednicku a ukladame
stejné ¢islo (pravé délku cyklu).

Poznamka na konec: Tuto vylepsenou simulaci postupné spustime pro kazdy
drb (nemusi totiz existovat kluk, jehoZ spolecensky dopad postihne vSechny).

Zrychlili jsme feSeni? Simulujeme opét vSechny drby a simulace mutze trvat
linearné s poc¢tem kluka ve tfidé. Jenze ¢im déle trvé, tim vice spolecenskych
dopadii spocitame. Trva-li K krokt, zapamatujeme si tim i K dosud neznadmych
dopadii. To ovSem znamend, Ze uz je zadna dalsi simulace nebude pocitat — od
kazdého kluka Sifime drb pouze jednou.

Dohromady udélame tolik kroku, kolik je ve tfidé klukid. Celkova Casova
slozitost je linedrni, paméfova také.

Pokud by nas zajimala ¢asova slozitost jedné simulace, muzeme o ni tvrdit,
Ze je amortizované konstantni. Sice miZou nékteré trvat dlouho, ale v primé-
ru (kdyZ pustime simulaci pro vSechny drby) ndm jedna trva pouze konstatné
dlouho.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-24-6.pj|

Katka Zdakravska & Jenda Hadrava
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P NSO WO

— = = = O
oo

15.-16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.-26.

27.-28.

29.-30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

Poradi fesiteld KSP-7

Jméno

Roman Bujdak
Vaclav Broz
Pavel Koch
Daniel Skypala
Jakub Stastny
Jifi Moravéik
Jifi Loffelmann
Vojtéch Hudec
Dennis Prazak
Michael Bausano
Vendula Kuchynova
Martin Bencko
Vojtéch Brezina
Anna Hollmannova
Jakub Jirkal
Vaclav Pavlicek
Tomas Terem
Ondfej Gonzor
Lukas Riedel
Antonin Prantl
Michal Rickwood
Pavel Turinsky
Jonas Havelka
Martin Picek
Vojtéch Kané
Jachym Solecky
Tomés Domes
Samuel Schneider
Jan Kaifer
Michaela Stolova
Ondrej Krsicka
Jindfich Dité
Josef Pospisil
Petr Dedek
Radoslav Hasek
Vojtéch Kuchar
Roman Solaf
Tomas Trojan

Skola Roénik Uloh

24
G JM Galanta 2 24
GZborovPH 1 24
GTées 4 24
GTomkovaOL  —2 23
G BO-Reé 1 23
GUHradisté 2 21
GLitomérPH 2 16
G_CTiebova 2 17
GJirsikaCB 1 15
GTes 4 16
GMLerchaBO 2 13
GOhradniPH -1 23
GCoubTébor -1 14
GSRandyJN -1 18
GJungmanLT 1 13
7S Zdirec nD 0 13
GTajBanBys 4 11
G Brandys -1 15
G Bilina 4 13
G Strakon 3 14
G_CTrebova 2 13
G Brandys 3 8
GJirovcCB 0 9
GJirsikaCB 1 9
G Brandys 0 9
PORGPha 3 8
MendelG_OP 3 8
GTajBanBys 4 9
GCesBrod 0 9
G Sokolov 4 9
Integra BO 0 14
ZSKom?2ZS 0 12
GUstavniPH 2 9
MensaG 0 7
G_Caslav 2 8
7S Sobotka -1 9
GJaroseBO 4 6
G Cheb 0 9

Bod1
264.0
236.5
233.0
226.7
226.5
214.5
180.0
150.5
144.0
136.0
133.5
129.0
128.5
122.0
119.5
115.0
115.0
106.0
104.5
104.0
101.0
95.5
84.0
82.0
81.5
80.0
80.0
78.5
78.5
77.5
77.5
76.0
71.5
69.0
66.0
62.0
60.9
60.0
58.5
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Zadéani uloh KSP
Prvni série

Vyhrocené sousedstvi

Je jasnd, klidnd letni noc. Témer celé meésto spt, u reky se prochdzi nevinné
pdry a na diskotékdch vydrZeli uZ jen ti nejuétsi tahouni. Silnice jsou prazdné.
Jen obcas na nich muZeme potkat zpivajict skupinku, oslavujici véerejsi fotbalovy
uspéch, nebo taxik vezouct ty, kdo uz domi nezvlddaji dojit po svych.

Vsechen klid tady kazi jen jeden zmatené pojiZdejici motorkdr a skupina
policejnich aut snazici se o jeho dopadeni. Motorkdr nejede nijak rychle, ale moc
se nezajimd o protisméry, nemd boty, natoZ helmu, a uZ vibec nehodld zastavit.
Hlidkam zdavile unika a uspésné objizdi i vSechny zdatarasy. Ale jen do chvile, nez
dojede do slepé ulicky, kde jej policie konecné dopadne.

28-1-1 Jizda na biomotorce 10 bodu

Predstavte si, ze jedete méstem na motorce, jiné nez té v pribéhu: na bio-
B motorce. Takové, kterd jezdi na pomerande. Na jeden pomeranc je schopné

ujet celych 100 metria. Ma to ale hacek: pomerance jsou velké a vejde se jich do

nadrze jen 10. Nastésti ale pomerance ve mésté jen tak rostou na stromech.

H &

_

Mapa je tvorena kiizovatkami a ulicemi, které je spojuji. Mizeme si ji tedy
predstavit jak neorientovany ohodnoceny graf, v némz navic kazdy vrchol ma
dany pocet pomeranci, které v ném rostou.

Napiste program, ktery na vstupu dostane mapu mésta a najde trasu ze
startu do cile, béhem které co nejménékrat projedeme ulicemi (tedy nas zajimé
pocet prejezdll a ne celkova délka trasy). Béhem cesty miizete brat pomerande
z kiizovatek. Nesmite vSak prekrocit limit 10 pomerancia v nadrzi. KiiZzovatky
i ulice se mohou na trase opakovat.

VsSechny sebrané pomerance na kfizovatce dorostou hned po jejim opusténi
a dojeti na jinou kiizovatku. Na zac¢atku ma motorka prazdnou nadrz, ale mazete
ji naplnit pomeranci ze startovni ktizovatky.
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Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu budou ¢éisla N, M, S a C oddélend
jednou mezerou, kde N je pocet kiizovatek ve mésté, M pocet ulic, S ¢islo
startovni kfizovatky a C ¢islo cilové kiizovatky.

Na druhém fadku bude N mezerou oddélenych ¢isel udavajici pocty po-
meranc¢d v jednotlivych kfizovatkach. Na dalsich M fadcich jsou popsany ulice,
kazda tfemi c¢isly. Prvni dvé udavaji c¢isla kiizovatek, mezi kterymi ulice vede,
a tfeti udava délku ulice v metrech. VSechny ulice jsou obousmérné.

Pro hodnoty na vstupu dale plati:

e 1 <N <30000 KSP
e 1 <M <1000000
e Kfizovatky jsou ¢islované od 1 do N.

zadani

e Na kazdé kiizovatce lezi maximalné 10 pomerancu.

® Ulice jsou dlouhé minimalné 100 a maximalné 1 000 metrt. Délky jsou nasobky
100.

Formadt vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo udavajici délku nejkratsi
cesty v pocétu projetych ulic ze startu do cile, na které vam nikdy nedojdou
pomerance v nadrzi.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Motorkdr je mirné zakrvdceny, vytrestény a stdle opakuje, Ze musi utéct.
Neni mu to ale nic platné, je odveden na stanici a usazen na Zidli do rohu, kde
cekd, nez na néj prijde rada.

* Kk k.

Tim motorkdrem jsem ja. Roztiesené sedim, hledim do zemé a nasloucham
okolnimu deni.

»Jd nevim proc¢! Prosté najednou odnékud vyskodcil, vyrval mi tu pochoderi
z ruky, srazil mé na zem a zdrhnul nékam do lesa!“ rozcéiloval se muz na policejni
stanics.

A nemizete prosté vzit kus klacku a vyrobit si novou? To nds musite zdr-
Zovat takovyma prkotinama?“ reaguje znudéné policista.

» 1o nebyla jen tak néjakd pochoden,” brani se muz, ,to byla specidlni Zong-
lovaci pochodernt za tisic korun!*

,Dobre, dobre. .. “ vzddvd se policista, ,tak to teda vezmeme znova od za-
catku.“ ,Budes$ zapisovat,” Tikd kolegovi.

Jak se incident odehrdl?“ pta se.

,Zongloval jsem v rdmci fire show na louce u lesa. Najednou se vedle mé
objevil chlap, vzal mi pochoden, srazil mé na zem a zdrhl. To uZ jsem vam prece
7ikal!“ popisuje muz a prasti nastvané pésti do stolu.
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~MiZete pachatele néjak popsat?“ ptd se nenucené dal policista.

»No... jd jsem ho moc nevidél. Byla tma a soustredil jsem se na Zonglo-
vant,“ vyklddd muz, ,takovy normdlni chlap, o trochu vyssi nezZ ja a byl docela
silng. “

,Skvely! Napis tam, Ze hleddime mormdalniho muze vysokého asi 185 centi-
metri, co chodi po mésté s pochodni,” vysmiva se policista, ,proboha chlape, to
na ném nebylo nic neobvyklého?*

»Ne, “ odpovidd muz, ,vlastné... mél na ruce néco jako moderni hodinky.
Takovy technologicky naramek — porad to blikalo.“

Policista se pohrdavé otoci na kolegu: ,Mds to?“

»Jo, mam,“ rikd kolega.

»Tak dékujeme za nahlaseni. V pripadé jakychkoliv visledki ve vasem pii-
padu vds ihned budeme informovat. Cislo na vds mdme. Na shledanou!* louci se
s muzem.

Muz se zvedl a trochu nesouhlasné odchdzel. Asi tusil, Ze svou pochodern jiz
nikdy neuvidi. Jak by taky mohl, kdyZ dneska je problém najit ukradené auto,
nebo treba i kamion. A kamion se oproti pochodni sakra dobfe hledd.

Ale vlastné ho trochu chdpu. Hrdtky s ohném jsou fajn. KdyzZ mi bylo pét,
tak jsme si s klukama ze sousedstvi tajné s ohneém hrali. Jen neZ mi jeden blbecek
zapdlil kratasy a zpusobil osklivé popdleniny. Od t€ doby mdm z ohné panickou
hrizu. Ono totiZ utikat pred ohném, ktery hoti pfimo na vds, je ¢ird marnost.

28-1-2 Zapalovani kostek 8 bodu

Hrajeme nésledujici hru. Mame postavenou pyramidu z dievénych kostek
o K patrech. To jest v prvnim patie mame K kostek, na nich stoji K —1 kostek,
na téch stoji K — 2 kostek, az na Spicce stoji jen jedna kostka.

Dva hradi se stfidaji v tazich. V jednom tahu hra¢ vybere jednu kostku
v pyramidé a zapali ji. To zapali (obé) kostky, které na ni stoji, ty zas zapali
kostky, které stoji na nich a tak dale. Sousedni kostky od aktudlni nechytnou!
Pak hraje druhy hrac. Vyhrava ten, kdo zapali posledni kostku v pyramidé.

Pro dané K navrhnéte vyhravajici strategii pro prvniho hrace. To znamena
takovou strategii, ze at druhy hrac¢ déla cokoliv, prvni vzdy vyhraje.
@ Lehdi varianta (za 3 body): PopiSte konkrétni strategii pro K =4 a K = 5.

,Tak ted vy,“ krikl na mé policista.

Hlidka mé odvddi k vyslechovému stolu a sunddvd mi pouta. Rozklepané po-
kladam ruce na stil, sklopim hlavu a mlcéim. Po chvili se ozve policistuv rozzdreny
hlas.

LAle, ale. .. Vis jsme tady méli i véera, Ze jo? Néjaké sousedské problémy,
jestli si spravné pamatugi.

LA-a-ano. .. S-s-soused mi-mi-mi z-zboTil m-maiyj ko-ko-komin.“
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28-1-3 Bourani kominu I 12 bodu

Na zahradé stoji V metrt vysoky komin, ktery chceme zbourat. K tomu
mame k dispozici N bomb. Bomba ¢ vazi w; kilogrami a zni¢i pfesné d; met-
rd kominu. Komin bourdme postupné odshora. Pfi bofeni vzdy musime vynést
bombu az na vrsek zbytku kominu a tam ji odpalit. Tim se komin snizi o d; metri
(pFitom nesmi vyjit zdporna vyska, nechceme skoncit s jamou).

S nosenim bomb se ale chceme co nejméné nadrit. Vyneseni i-té bomby na
komin vysoky x nés stoji x-w; jednotek energie. Navrhnéte algoritmus, ktery
naplanuje boreni kominti tak, abychom celkem pouzili nejmensi mozné mnozstvi
energie.

@ Lehéi varianta (za 7 bodil): Reste pripad, kdy vSechny bomby dohromady
zni¢i presné V metrt. Tedy vime, Ze je vSechny musime pouzit.

28-1-4 Bourani kominu II 8 bodu

% Stejné uloha jako minuld, ale nyni ji feSte prakticky v CodExu. Stac¢i ovSem,
kdyz misto pfesného postupu bourani budete vypisovat pouze miniméalni
pocet jednotek energie, kterou je nutno ke zbourani pouzit.

Formadt vstupu: Na vstupu na prvnim fadku dostanete dvé ¢isla V a N —
vysku kominu a pocet bomb. Na dalsich N fadcich jsou vzdy dvé Cisla w; a d;
udavajici vahu a silu bomby ¢. Déale plati: s
¢ 1<V <10000 C/é‘\ 3
e 1 <N <10000 -
e 1 <w; <100000
e 1 <d; 10000
® Pro nékolik prvnich vstupt plati, ze bomby dohromady zni¢i pfesné V' metrt.

Format vystupu: Na vystup vypiste jediné ¢islo udavajici miniméalni ndmahu,
se kterou je mozno komin zbourat.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
12 3 108
4 6
22
12 4

Nejdrive pouzijeme prvni bombu, stoji nas 12 - 4 = 48 jednotek energie, ko-
min po ni bude mit vysku 6. Poté pouzijeme druhou, stat nas to bude 6 - 2 = 12,
z kominu zbudou 4 metry. Nakonec tfeti bombu, k pouzité energii pficteme
412 = 48, celkem jsme tedy vyuzili 108 jednotek energie a z kominu nic ne-
zbylo.
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wAno, ¢tu to tady: Pdn nahlasil zboteni svého vystavniho kominu. Podezrivd
z toho svého souseda kvili dlouhodobym sporim a protoZe ten jej udajné neprd-
vem obvitiuje z otrdveni svého psa... Hmmm. .. Koukdm, Ze jsme panu souse-
dovi poslali predvoldni. Tak nebojte, ono se to brzy vyresi. Ale ted zpét k vdm.
Jaké vy jste dneska délal problémy?«

»Jel na motorce jako bldzen, opétovné ignoroval vyzvy hlidek k zastaveni a po
dopadent blekotal néjaké nesmysly o uteku. Moznd je pod vlivem drog,“ odpovidd
rdzné muz z hlidky.

,Tak se na to podivame. Délej zase zdpis,“ ukazuje na kolegu.

»Proc jste ignoroval vSechny vyzvy k zastaveni?“

»J-jd se p-p-potreboval co-co nejrychleji d-dostat sem. . . a-abych n-nahldsil,
c-co se stalo.“

»Pokracujte,“ vybizi policista s naznakem zvédavosti.

» V-vite, jd mel vidycky h-hroznou smilu n-na své sousedy. UZ v proni tridé
jsem sedél v l-lavici vedle kluka, ktery mi k-kradl svaciny a tr-trhal o-oblecent. T-
to bylo vidycky d-doma problémi, Ze kazdy t-tyden roztrhnu tricko. J-jd ni-nikdy
nepriznal, Ze to déld on. J-jsem se b-bdl na néj zZ-Zalovat.

,Proboha mluvte k véci. Mé zajimd dnesek a ne vds podeélanej Zivot.“

,A-ale t-to b-byla na-naprostd pr-prkotina o-oproti tomu, c-co se stalo t-
ted,“ pokracuji, jako bych policistu viibec neslysel.

Zacalo to hned véera, jak jsem vysel z policejni stanice. Silné prselo, tak jsem
rozeviel destnik a vyrazil. Ze stanice to mdm do prdce kousek, jen pdr bloki. Slo se
mi tézce, protoze v ulicich foukal silny vitr a zdpasil jsem s rozevienym destnikem.
Nakonec jsem jej musel naklonit pred sebe, abych jim prorazel vzduch. Tim jsem
si zablokoval vyhled. PRASK! Nékdo piimo piede mnou vystupoval z auta a jd,
nevidé pred sebe, mu kovovou Spickou destniku vyryl do dveri porddnou rijhu.

» Ty Smejde! Tys mi znicil auto! NemiiZes se doprdele divat na cestu?“ ozvalo
se.

Nadzvedavam destnik, abych vidél, s kym madm tu cest, a mohl se dotycnému
omluvit. Stal tam asi padesadtilety pohublejsi muz s vyholenou hlavou, ktery byl
aspoti o pét cisel vyssi nez jda. Byl to mij soused.

»Ty?! Ty se jesté odvazujes plést se mi do cesty, po tom, cos mi otrdvil psa?
To mi teda zaplatis! To ti jen tak nedaruju!“ pokracuje.
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,Ja?%? Ja nikoho neotrdvil. A nic vam platit nebudu! Tohle byla vase chyba.
Madte se koukat, jestli tam nejsou lidi, kdyZ otevirdte dvere,“ branim se a s uskleb-
kem doddvam, ,kromé toho vds v dohledné dobé prijdou vysettovat kvuli tomu
kominu, ktery mi v noci nékdo zboril.“

Soused zasupél a odmérenym zastrasujicim tonem vekl: ,Ty mé jako budes
Zalovat?“

LJestli budu? Prdve jsem to udélal, protoze tohle vam uz dal trpét nebudu!“

Soused zrudl, prohlidl si mé oc¢ima a potichu supél: ,,Tos prehnal chlapecku.
Me¢ tady nikdo Zalovat nebude. Rozumis? Nikdo! A uZ vibec ne ty! ... Ty o mé
jeste uslysis.“

Najednou zacal kvicet: ,TY JESTE POZNAS, CO JA DOKAZU A NEBU-
DE SE TI TO LIBIT! NA TO SE MUZES SPOLEHNOUT!

Presel chodnik, ukdzal smerem ke mné vyhruzné gesto, agresivné trhl dvermi
a zmizel ve vedlejsi budové.

Nevydesilo mé to. Naopak mi to zvedlo ndladu a s pocitem zadostiucine-
ni jsem pokracoval v cesté do prace. Koneéné dosdhnu spravedinosti! V duchu
jsem si predstavoval policejni distojniky klepajici na dvere souseda a jak mi pri-
mo on davd do ruky penize za zpusobenou Skodu. Nebo jeste lip, dostavd prikaz
k vystéhovdni.

S takto dobrou ndladou jsem dosel do prdice — dokonce prestalo i prset. To
jsem ale jesté netusil, co mé pozdéji v ten den cekd. . .

* Kk K

Z prdace jdu rovnou domu. Po prichodu brankou se jesté jednou smutné
podivam na hromadku cihel, kterd mi zbyla po kominu. On to totiZ nebyl jen tak
obycejny komin. Byl to umeélecky navrieny vystavni komin, ktery jsme vlastnili
uZ po dvé generace a ke kterému se poji nejedna vzpominka. Napriklad kdyz do
néj muj mladsi bratr zapadl pri hie na schovdvanou a pres dvé hodiny jsme

vvvvvv

vedlejsich zahont a museli jsme se ji cely vikend zbavovat riznymi chemikadliems.

28-1-5 Likvidace plisné 10 bodu

Na zahradé ndm vyrostlo N hromadek mnohavrstvé plisné. Té bychom se
B! chtéli co nejrychleji zbavit. K tomu mame plosny postiikovac naplnény pii-
pravkem proti plisnim. V jednom kroku mtizeme bud pouzit postiikovac a znic¢it
tak jednu vrstvu plisné z kazdé hromadky, nebo vzit nékolik vrstev z jedné hro-
médky a dat je na jinou (klidné i novou) hromadku. Hromddek takto miizeme
vytvorit kolik chceme.
Napiste program, ktery spocita, v kolika nejméné krocich je mozné se zbavit
celé plisné.
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Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢islo IV udavajici celkovy
pocet hroméadek plisné. Na druhém fadku dostanete ¢isla vy,...,vx udavajici
pocet vrstev na jednotlivych hromadkach.

e 1 <N <10000
o 1 <wv; <10000

Formdt vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo udavajici miniméalni po-
¢et kroku, v jakém je mozné se plisné zbavit.

Priklad: Mame-li t¥1 hromadky o poctech 9, 3 a 3, je nejlepsi nejdiive dvéma
presuny z prvni hromadky vyrobit t¥i po tfech plisnich, a pak vSech pét tFemi
postiiky vyhubit.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Venoval jsem hromddce cihel dalsi, posledni pohled, kdyZ vtom mé popadla
zlomyslnost. Pro¢ ja mdm mit na zahrddce hromadu cihel a ten, kdo ji znicil,
pofddek? At si soused taky trochu vychutnd svou vlastni prdci! Vzal jsem nékolik
kusi a hodil je pres plot.

Jednu do ruzi. Jednu do okurek. Dalsi mezi chryzantémy. Pak jednu do raj-
cat. Do umélého bazénu a posledni jsem znicil pst boudu. Stejné uz toho blbyho
cokla nema. Haha! Takhle uz jsem se dlouho nebavil!

Kdyz jsem se vydovddel, sel jsem domi. Po namdhavém dni se natdhl na
pohovku, pustil televizi a usnul. Spalo se mi krdsné a klidné, ale nevydrZelo to
dlouho. Probudila mé obrovskd rdna, kterd sla z moji kuchyné. Coze? Nebyl to
sen? Nebyl, hned vzdpéti se ozvala dalsi, jesté vétsi!

Cely zmateny spadnu z pohovky na zem a snaZim se vzpamatovat. Co se
déje? Najednou oknem proleti velky, tézky predmét. Dopadne pFimo do zapnuté
televize a ta se celd rozpadne.

Ten magor mi hdzi do domu cihly! Dalsi letéla pres pohovku a roztristila
sklenény stolek primo prede mnou. Letici strepy mi porezaly tvdr, ruce a pravou
nohu. Nastesti jsem stihl zavrit oci.

Tohle uz doslo moc daleko! Tady jde o Zivot! Musim néco udélat diiv, neZ
sem hodi dalsi a stane se néco fatdlniho.

,Sousede! Dost! Chei se usmirit! Tohle uz se ndm vymklo z rukou!* kvicim.

Dalsi rdna, tentokrdt z koupelny.

,Dost! To auto ti zaplatim! Zahradu taky! Jenom uZ mi prosimté prestan
nicit barak.“

Nastala chvile klidu. Z okna se ozve souseduv vyrovnany hlas: ,, Ty si vdzne
myslis, Ze penézi se dd néco urovnat po tom, co jsi proved’? Tak pojd ven a zkus
to. Cekdm na tebe.“ ,A af té ani nenapadne volat pomoc, pdr cihel mi tady pordd
zbyva!“ dodal.
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Sedél jsem na misté a premyslel, co mam délat. Vzhledem k okolnostem mlu-
vil soused azZ prekvapivé klidné a to mé zneklidniovalo. Takto klidného ho nezndam.
Nakonec jsem se vyhrabal ze stvepi a vydal se do loZnice pro penize. Sel jsem
opatrné, u zdi a pri tom se pordd ohlizel po oknech. Vzal jsem penize a zamiril
na chodbu. Vsude byl naprosty klid a po sousedovi Zadné zndmky.

ySousede, jsi tam?“ voldm smérem ke dverim.

Ticho, Zddnd odpovéd. Ze by bylo po viem? Ze by si uwvédomil vdhu svych
¢ind a el domu? Radsi se jesté podivam ven, abych mél jistotu.

HJdu ven!“ voldm.

Pristupuji ke dverim, opatrné beru za kliku a pomalu otviram. Rozhlizim se.
Nikde jej nevidim. Pomalu a tise délam krok smérem ven. Druhy. Treti.

Ndhle mi ztuhnou ruce i nohy. Zvldstnim zpisobem mé zabrni cel€ télo a pa-
dam na zem. NemuZu se hnout. Jsem v jedné velké kreci. Nad sebou vidim stdt
souseda a pomalu se mi udéld temno pred ocima. Tak takovy je to pocit. .. kdyzZ
vas nékdo uzemni paralyzérem.

* * k.

Lezim na tvrdé, nepohodiné, studené podloZce a pomalu se probiram. Tresti
mi hlava. Rozhlizim se a snaZim se zjistit, kde to jsem. Jsem v potemnélé mist-
nosti s jednim mensim oknem, kterym prosvitd meésicni svétlo. Ze vsech stran
kolem me jsou miize. Jsem zavieny v kleci.

Na zdech vist spousta ruznych stredovekych ndstroju.
Nuzky mnoha velikosti, kladivo zakoncené hrebiky, remdih, pouta... Na vésdku
vist svéraci kazajka a v opacném rohu mistnosti stoji. .. to je opravdu skiipec?

Jsem v mucirné. To nemize byt pravda! To je jenom sen! Hlava mi stdle
tresti, ze nejsem schopny si ani kleknout. Tise lezim na zemi a ¢ekdm, co se bude
dit. Asi po pul hodiné vchazi soused.

» 1o je ale prekvapeni! Pdn se ndm konecné probral!“ zvolal s mirngm nad-
senim v hlase. ,To si spolu konecné muzZeme uZit trochu legrace,” vekl a usmadl
se na mé. Pak hned zvaznél a zeptal se prisné: ,Vis, proc jsi tady?“

Micéim. Nejsem schopny slova. Vyckdvdm. Najednou se mu v ruce objevi
zbran a streli mé do paze.

»Na néco jsem se té ptall“

LAul“ chytam se za pazi. Nekrvdaci. Ale nahmatdvam pod kuzi zarytou ku-
licku. Ma airsoftku. A neprijemné silnou!

»Neslysis, nebo co?“ streli mé znova, tentokrat do bricha, ,ptal jsem se,
jestli vis, proc jsi tady!“

»Jo, tusim!“ chytdm se za bricho a vzdychdm, ,asi kvili vasemu autu a tém
cihldm, co jsem k vdm hodil. Omlouvdm se! Vsechno zaplatim! Jen uz do mé
prosim nestiilejte!“

LSpatné!“ zaburdcel podrdzdéné a trefil mé do ramene, ,za téma chryzanté-
mama,“ rdna do holené, ,na kterych ses vydovadél,“ rdna pod lopatku, ,si hrdla
moje vnuckal® zavrsil primou ranou do cela.
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Choulim se v bolestech na zemi. NedokdZi se natocit tak, aby mé nic nebolelo.
On zatim odklddd zbrani. Vnucka? On mél néjakou vnucku? Ani jsem nevédél, Ze
mel Zenu nebo déti.

,Dokdzes si predstavit, co se stane se ctyrletou holcéickou, kdyzZ na ni do-
padne cihla???2“ dal hlavu co nejbliz miizim a potichu a chladné pokracoval, ,Ze
nedokazes? Tak pockej pdr hodin a jd ti to pomalu a velmi, velmi presné ukdzu.“

Odstoupil nekolik kroki, sedl si na Zidli a pozoroval mé svym chladnym vy-
razem. Byl jsem Sokovdn. Otresen vsim, co mi prdve vekl, jsem zapomnél na
vSechny své bolesti a hlavou mi zacala probihat spousta neprijemnych otdzek.

Opravdu mél vnucku? Opravdu bych ji prehlédl? Vidyt ta cihla dopadla pri-
mo doprostied zahonu, tam nikdo nemohl byt! A nebo jen chci, aby to tak bylo,
a ve skutecnosti jsem v rozruSeni neddval pozor, kam co hdzim? Jak mizZe mit
vnucku v domé, kde md mucirnu? Jsme vibec u néj doma? Jak dlouho jsem byl
mimo po zdsahu paralyzérem? Nevymyslel si svou vnucku, jen aby ted sledoval
mé, uZirajictho se pocitem viny? Ale co kdyZ si ji nevymyslel? Jak jd s tim ted
budu zit? Budu viabec Zit? Jak to myslel, Ze mi to pomalu a presné ukdaze? To mé
planuje nécim rozmdcknout?

Na Zdadnou z téch otdzek jsem neumél odpovedét a postupné padal do hlubsiho
a hlubsiho pocitu agonie, ktery jsem doprovdzel tichym sipanim. Soused mé neu-
stale bedlive sledoval. Pak se zvedl, pristoupil ke kleci a hodil mi néjaky ovladac
s displejem a tlacitky.

»Na, vem si to. Sleduj displej. Kdyz zasviti zelené, musis zadat sprdvné ¢is-
lo.“

,Bav se. Musim si ted na tebe néco pFipravit,“ a odesel.

28-1-6 Uloha z ovladace 12 bodu

Drzite v ruce ovladac, na jehoz displeji se postupné objevuji ¢isla. Jakmile
displej zasviti zelené, musite zadat nejmensi z poslednich K cisel, které jste vidéli.
Toto ¢islo K je pevné dané.

Navrhnéte datovou strukturu, ktera bude umét efektivné zpracovavat nasle-
dujici dvé operace: pridani prvku a vypsani nejmensiho z poslednich K pridanych
prvki.

Plny pocet bodia muzete ziskat za feSeni, které potfebuje primérné kon-
stantni ¢as na dotaz. Tedy nékteré operace struktury mizou byt pomalejsi, ale
posloupnost D operaci zabere ¢as O(D). Bonusové body muZete ziskat za FeSeni,
které potfebuje konstantni ¢as na kazdy jeden dotaz.

Délal jsem, jak Tekl. Sledoval c¢isla na displeji. Najednou zasvitil zelené.
Rychle jsem néco zadal a potvrdil. V tu chvili nade mnou néco zavrzalo a strop
klece klesl asi o tri centimetry. Neee! Tak takovou ja tady hraji hru. Takhle to
myslel! Vidyt jd vibec nevim, co tam mam zaddvat!
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Beéhem mého panikateni na displeji probéhlo dalsich nékolik cisel a opét ze-
zelenal. Zkusim nedélat nic, treba to nezareaguje! Asi cturt minuty byl klid. Pak
displej zablikal cervené a strop se znova snizil. Tentokrdt asi o deset centimetri.

To je jesté horsi! Musim se teda snazit hrdt. Vidy chvili cekam a zkousim
zadavat riznd c¢isla. Nikdy jsem se metrefil a strop stdale pomalu klesal. To je
naprosto beznadéjny, takhle nikdy nemam Sanci nic uhodnout. A jde to vibec?
Nemd mi to jen davat falesnou nadéji na moji zdchranu? Padam do hluboké
deprese a uZ prosté jen zaddvdm néjakd cisla, nevnimaje jakd.

Strop klece se jiZ dostal tak nizko, Ze jsem si musel lehnout. UZ jen pdr
poklest a bude po vsem. UZ jen pdr poklesi a nebude me nic trdpit. Strop uz je
tak blizko, Ze citim narezlé Zelezo, které ke mné stdle klesd.

Hluboce dgjcham. Snazim se kazdy dalsi pokles nevnimat, ale nejde to. Zaviu
0¢i a odhodim krabicku. Prosim, at uZ to skonci! Jda chci mit klid! MviZe naposled
zavrZou a zastavi se presné ve vysce, Ze se jich md prsa pri kaZdém nddechu
dotykaji. Ddl se mic nedéje. Oteviu o¢i. MviZe jsou aZ u mé. Mam tak mdlo
mista, Ze se sotva muzu pohnout.

Najednou se za mnou zableskne a zacnou se ozyvat kroky. UZ je zas tady!
A md s sebou ohen. Ja nesnd§im oheri! Mdm z néj panickou hrizu! Vyddvdm
vydésené povzdechy. Predstava updleni je pro mé naprosto znicujici. To je ta
neghorsi moznd smrt, co muze byt!

Nent to soused. Po mistnosti se prochdzi nezndmy muz asi po tricitce. V ruce
drzi pochoden, rozhlizi se vsude kolem a peclivé si prohlizi predméty na zdech. Kdo
to je? Je to snad otec sousedovy vnucky, ktery se mi taky prisel pomstit? Vybird
st ted vhodny mudici ndstroj, kterym mi zneptijemni posledni hodiny Zivota?

Sebral ze zdi dlouhé nuzky, kterymi by se dalo ustrihnout i celé zapésti a ude-
lal pdr kroki smérem k vijchodu. Najednou se otocil a zadival se na mé. Zastavil
se mi dech. Vystrasené se divdm jeho smerem a lezim bez nejmensi zndmky po-
hyblivosti. Vykrocil smérem ke mné. Vyskocil na klec a skrcil se. Stdle ty obrovské
nuzky drzel v ruce. Snazim se nemyslet na to, co s nimi hodld délat, ale nejde to.
Furt dokola mi hlavou probihd, jestli vic boli ustriZené zdpésti, anebo prostriZené
stehno.

Muz si nuzky strcil za opasek, koukl se na své moderni hodinky a néco na
nich nastavil. Z hodinek vylezla dlouhd Zhavd jehla. Tu vzal a zacal s ni objizdét
mrize. Mé se ani nedotkl, aspon zatim. Dokoncil okruh, skubl za mriZe a vyrval

je.

28-1-7 Vytiznuty kus mfize 10 bodua

Ve c¢tvercové miizce je nakresleny mnohotihelnik s N vrcholy, které jsou
umistény presné v mfizovych bodech. Navrhnéte algoritmus, ktery na vstupu
dostane soutadnice bodi mnohothelnika (v pofadi na obvodu) a spo¢ité, kolika
miizovymi body prochazi jeho strany.
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Stale nehybné a vycerpan lezim. Bojim se jakkoliv zareagovat. ,, Utec!“ po-
Septd mi, zvedne pochoden a zacne odchdzet.

Nevére, co se prave stalo, se pomalu zveddm a podezrivavé se divam na muZe.
Jen aby to nebyla néjakd hra, ddvajici mi falesnou nadéji na svobodu. Viom do
dveri vejde soused.

,C-coze? Kdo jsi a co tady délas?“ napil prekvapené a napil vydésené kiici
na muze a zacne jej ohroZovat pésti.

Muz jej turdé odstréi ke zdi a utikd ven. Soused hned vyrazi za nim a natahuje
po ném ruku. Viom za rohem zablyskne ostré svétlo a soused zacne neuvéritelné
Tvdt. Rval, jakoby mu tloukli hiebiky do kolen. Byl to takovy uzkostny a ddvivy
Tev, jaky jsem nikdy predtim neslysel.

Jd prestal na cokoliv éekat a zamiTil k vychodu. Md zdchrana bylo to jediné,
co me zajimalo.

Dobelhal jsem se do vedlejsi mistnosti. Tam se v rohu v bolestech svijel
zakrvaceny soused. Chybéla mu pilka paZe a z rdny strikala tmavé rudd krev.
Prosel jsem mistnosti, jak rychle to jen Slo, a zacal hledat vijchod z domu.

Venku byla naprosta tma. U branky bylo zaparkované auto a vedle motorka.
Po nezndmém muzi ani stopy. Bez rozmysleni jsem sedl na motorku a ujizdel
pryc. V hlavé mi zistala jen jedna myslenka a tou byl UTEK!

Karel Tesar
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Opojna viné bankovek

,Dobry obéd v restauraci.“ Co si pod touto frazi predstavite vy? Jisté se ve
vasich myslenkdch objevi chutné jidlo, cisté stoly, cinkot priboru nebo prijatelnd
cena. Jd, provozovatel restaurace v centru meésta, pritom citim jesté néco na-
vic — pocit z dobre odvedené prace. Je jisté podobny tomu, co zaZivd napriklad
programdtor pri doladéni své nové aplikace, nebo dirigent, jenz poslednim roz-
machlym gestem skoncil symfonii a sklizi ovace divdki. A prdvé timto pocitem
zacaly zvlastni uddlosti, o kterych vam chci vyprdvét.

Mohly byt tak dvé hodiny odpoledne, kdyz jsem ve svém podniku od vycepu
spokojené sledoval hosty dojidajici sviij obéd. Cisnik odndsel prazdné talive a ob-
ratem nosil na stoly dezerty. Vétsina lidi prisla ve skupinkdch, jen blizko vicepu
sedél osamocené clovek s otevienymi novinami. Na zadni strané jsem si vsiml
reklamy na jakysi katastroficky film.

28-2-1 Potopa ve mésté 10 bodu

Film se odehrava ve mésté, jemuz hrozi katastrofa — maji pfijit vyjimecné
silné desté. Mésto stoji na kopci a voda, ktera pietece pfes jeho okraj, bez pro-
blémi zmizi. Intenzivni srazky by vSak mohly poskodit budovy. Védci nastésti
vymysleli zpisob, jak zakryt zdi domd, aby jimi voda neprosla. Potfebuji vsak
zjistit, jak bude celé zaplaveni probihat.

Dostanete popis mésta jako ¢tvercovou sit % RJszL S
N x M a vysku budovy na kazdém poli (mtze
byt i nulova, tfeba pokud se na ném nachéazi
silnice). Voda, kterd nepfetede pies okraj, je

zadrZena mezi budovami.

Ptame se na celkovy objem zadrzené vo-
dy. Predpokladejte, Ze ji naprselo alespon do
vysky nejvétsi budovy. ,

— =&

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

0430 5
0304

3223
0450

Pro ukéazkovy ptiklad ziistane na ,prostfednich® tiech polickdch (dvé dvojky
a pole nulové vysky nad pravou z nich) voda do vysky 3, vSe ostatni odtece.

Dotycényg odloZil noviny a jd uvidél malého, shrbeného a celkem stydlive vypa-
dagictho muze. Mohlo mu byt tak ctyricet a byl pravidelngm ndvstévnikem. Vsiml
si, Ze ho sleduji, a plase se ke mne otocil.
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,Dobry den. .. Jak se vam dari?“ zeptal se nejistym hlasem. ,Jde to. Chut-
nalo vam?“ zajimalo mé.

LJiste Ze ano,“ odpovédél rychle, jako by nad odpovedi nepremyslel a instink-
tivné ji vypustil z tist. Asi si to uwwédomil a doplnil: ,A-ano, dnes mi chutnalo
moc. Jisté, urcite.“

Byl to podivny clovek. Poprvé se tu objevil asi pred dvéma mésici a dlouhou
dobu si sedal ke stolku blizko vchodu. Twvdril se, jako by chtél mit jistotu, Ze
muze v pripadé potreby rychle utéct. AZ posledni dva tydny se rozhodl vyzkouset
pohodineéjsi mista a nakonec obsadil stul blizko baru. Nic z toho mi nevadilo, ale
jedna vec mi prisla zvlastni a neprijemna: vypadalo to, Ze mé pri jidle pokradmu
sleduje a prohlizi. A dnes vypadal jesté nervoznéji nez kdy predtim.

»Nemdm vdm jesté néco prinést?“ s usmeévem jsem se zeptal. ,Ne, jd. ..
stejné musim domu, mdm néjakou prdci s prerovndvanim své knihovny,“ rekl
a nasadil krecovity ismév.

28-2-2 Razeni knih 8 bodu

Méjme knihovnu. Je tvorena jednou dlouhou polici se spoustou knih, na-
rovnanych tésné vedle sebe. Abychom v nich mohli vyhleddvat, méme zdznamy
o knihdch (reprezentovanych celymi ¢isly) nactené v paméti pocitace. Jsou ulo-
zené v poli a sefazené stejné jako odpovidajici knihy v policce.

Kvili pferovnani knihovny jsme K knih z pravého konce vzali a pfesunuli na
levy konec. Vy mate za kol provést zménu v zadznamech v poli, aby odpovidala
novému poradi. Ale pozor, neméte dostatek prostfedkii na vytvoreni nového pole,
zménu je tfeba provést primo v puvodni struktufe a smite alokovat jen konstantné
mnoho paméti navic.

Priklad: Pro pole s hodnotami (2,3,8,7,5,1) a K = 2 je spravnym vysled-
kem (5,1,2,3,8,7).

, Vidite, tohle mdm na prdci. Mimochodem, no, hm, jestli vas to zajimd,
jmenuji se Konrad,“ predstavil se nezndmy.

Konrdd. To je ale jméno. . .

Usmadl jsem se, také se predstavil a chystal se odejit do kuchyné, kdyz vtom
se ten clovek znovu ozval: ,,Ja, viastné, totiz, chtél jsem se, vite, no, zeptat se. .. “

, Tak se vymdcknéte. Na co se chcete zeptat?“ pohlédnu na néj a v duchu si
povzdechnu. Chce si na néco postéZovat? Tak af to vybali, jd kvili tomu nikoho
nevyhdnim/!

Chvilku se na mé diva. Pak kyvne hlavou. A pak tu otdazku poloZi.

,Ronny. Ronny Tloustik. Nezndte to jméno?“ vydechne.

Ale to ne! To jméno, zvuk toho jména probéhne celym mym télem. To pre-
ci ne! V-mé mysli se rozviii zapadlé vzpominky a pocity prekvapeni. Vibec si
neuvédomugi, e na Konrdda ted zirdm s dokovdn otevvenymi sty a zvednutym
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obocim. Najednou nejsem majitelem restaurace, vracim se do zasedlé minulosti
a znovu slysim ten hutny hlas —
* Kk k.

Asi bych vam mél povédét o tom, ¢im jsem se kdysi Zivil.

Po letech strdvenych v rodném méstecku jsem odjel studovat na vysokou
Skolu. Ale do jejiho vybéru jsem aZ prilis nechal mluvit své rodice. Sice jsem
jakz takz plnil své povinnosti, ale obor mé vubec nebavil. Vétsinu casu jsem travil
osaméle, mrzutym prochdzenim se po mésté — azZ jsem se jednoho temného vecera
dostal do meéstské cturti, kterd nemeéla mezi obyvateli dobrou povést.

Po hodiné bloumdni tmavymi ulicemi jsem spatril bar a Tekl jsem si, Ze
zakoncim den sklenickou neceho ostrejsiho. Podnik byl umistény ve sklepé omselé
budovy s popadanou omitkou, a proto meé prekvapil ¢isty a kupodivu pomérné
luzusné zarizeny interiér. Jedinymi hosty byla halasné oslavujici skupinka muzi,
sedici v rohu mistnosti. Kratky pohled na nabidku ndpoji prozradil, Ze se svgm
stavem financi si nemohu dovolit snad ani lahev vody.

,Bez penéz? Zvu vas!“ ozval se jasny, vesely hlas. Prede mnou najednou
stal muz vysoké postavy, ocividné silny, ale také tlusty. Hlavu mél plesatou. Byl
obleceny ve stylovém bilém obleku a smdl se od ucha k uchu.

,, Oslavujeme!“ zvolal nadsené a privedl mé ke stolu. Jeho spolusedict, evi-
dentné opili, mé vzali mezi sebe. ,Ronnymu se ocividné libis,“ podotkl jeden
z nich. ,Moznd by té mohl pozvat na néjakou nasi recesi,“ zasmadl se druhy.

,Recesi?“ zeptal jsem se. Ale to uz na stole pristdl kalisek whisky uréeny pro
me.

Oslava pokracovala, jd zistal a k jedné sklenicce se pridala druhd, treti.
Ronny (o jeho nelichotivém prizvisku Tloustik jsem se dozvédél pozdéji) se mé
vyptdval na jméno, Zivot, bydlisté a neustdle se smal. KdyZ ¢as hodné pokrodil,
dal Ronny pokyn barmanovi a ten zamkl dvere.

,Ne abys miuvil o tom, co ted uvidis,“ vekl. Neznélo to jako vyhrizka, ale
jako nepsand dohoda dvou kamarddi. Jeden z lidi na stul prinesl dvé cerné tasky,
dosud nevinneé stojici v kouté, a na stul vytdhl jejich obsah.

7 jedné vypadla pistole s naboji. A ta druhd byla plnd penéz, skutecngch
bankovek.

Tak tohle byla ta jejich recese. Sedim tady s krimindlniky, o kterych jsem
predtim jen céetl v novindch, a oslavuji s nimi jejich povedené vyloupeni banky!

Ronny vzal nékolik bankovek vysoké hodnoty, srovnal je do uhledného balicku
a zeptal se: ,,Co bys Tekl na to pridat se k nam? Co miZe clovek jako ty ztratit?“

Vratil jsem se domi cely rozechvély. Do rana jsem vystrizlivél, ale opojent
z penéz, jeZ ke mné takhle jednoduse doputovaly, zustalo.

A tak jsem se brzy ke zloc¢inecké parté pripojil. Ronny, ac vypadal tak nevin-
neé, byl jejich kapo a mél vsude své kontakty. Setkdni, kterému jsem byl pritomen,
nedélali kvili bezpecnosti prilis casto. Zasildni zprav vSem clenim obuykle probi-
halo pres editora clanku zaméstnaného v méstskych novindch.

81

KSP

zadani



KSP

zadani

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2015/2016

28-2-3 Zpravy pro lupice 10 bodu

E] V novinovém ¢lanku jsou zakédované zpravy pro zloc¢ince. Uréité slovo, pred-
stavujici zpravu, je do textu vlozZené jako vybrana podposloupnost — to zna-
mend, Ze slovo ziskdme vybranim uréitych znaki z textu ¢lanku (ale nesmime
zménit jejich pofadi). Cely systém je pomérné slozity a zdlezi i na tom, kolikrét
je slovo do textu vlozeno.

Obdrzite text ¢lanku a slovo a musite najit vSechny vyskyty slova v ¢lanku.
Pro jednoduchost predpokladame, Ze se ve slové neopakuji znaky. Na vystup
vypiste pozice pismen, které vyberete z ¢lanku a daji dohromady hledané slovo.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
11 157
aanubbcahoj 167
3 257
abc 267

Netrvalo dlouho a ocitl jsem se v pruni akci. V nocnich hodindch jsme vykra-
dali bankovnt trezor. Ostatni ¢lenové se dostali dovniti a jd hlidal, zda se nikdo
nepovolany neblizi. Povedlo se a jd s usmévem poslouchal zprdvy o bezradnich
vySettovatelich, kdyZ jsem si z tajného mista odndsel podil z loupeZe.

Pak jsem povysil a ucil jsem se, jak odemknout ktery zdmek, jaky drdt pre-
strihnout k vypnuti zabezpecovaciho systému nebo jak sprdvné omrdcit nocniho
hlidace.

Odloucil jsem se od rodiny, poridil si vlastni byt a uzival si toho, Ze mi staci
jednou za nékolik mésicu jit do nebezpecné akce a pak dlouho odpocivat a délat,
cokoliv se mi zlibi. At uz ve mésté, nebo na ostrové v Karibiku. , Vydélanych®
penéz pribyvalo a ani jsem nevédél, za co vsechno je utratit.

Nekolikrat jsem se setkal s Ronnym. VZdy byl ve skvelé ndladé, vidy byl
skvéle obleceny a za celou dobu neshodil ani kilo. Vedél jsem, Ze je ve skutecnosti
nekompromisni a dokaZe byt turdy ke svym meprdtelim. Ale 7ikal, Ze ve mé od
sameého zacdtku véeril a Ze se nemdm niceho bdt. To, Ze by mé jen tak podrazil,
mé nenapadlo ani ve chvili, kdy trochu propadl megalomanii a zacal plinovat
vloupani se do nekolika bank soucasné.

28-2-4 Utdk z mésta 10 bodu

Zlo¢inecky gang planuje velkou akci. Chtéji se simultdnné vloupat do vSech
pobocek banky ve mésté, vyuzit chaosu a utéct z mésta pry¢ do bezpeci. Po-
sledni ¢ast neni tak jednoducha, jak se zda: na misté, kterym probéhne lupic, se
shroméazdi policejni hlidky a pfes né uz nikdo dalsi neprobéhne.
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Mésto je reprezentovano ¢tvercovou siti. Na kazdém poli je bud prazdné
misto, jimz se d4 probéhnout, nebo budova. Také mate zadané soufadnice jed-
notlivych pobocek. Na kazdou pobocku pfipada jeden zlocinec.

Najdéte pro kazdého z nich cestu z banky kamkoliv na okraj mapy tak,
aby cesta vedla jen po pruchozich polich a kazdé pole bylo pouZito maximéalné
jednou (nepocitejte s tim, ze dva zlo¢inci mohou jednim polem probéhnout sou-
Casné — tak dobfe se nemaji Sanci zkoordinovat). Neni mozné se pohybovat po
diagonalach.

Ja a jeste jeden clen gangu jsme dostali za kol se postarat o centrdlni banku
v samém srdci mésta. Nebezpecnd akce zacala tim, Ze jsme pronikli do honosné
dvorany budovy. Odsud to bylo jen nekolik chodeb k ldkavému obsahu, skrytému
za kovovymi dvermi.

Samotné otevrent trezoru a vyzvednuti penéz probéhlo az podeziele bez potizi.
Ted bylo treba utéct pres propojovact chodbu do vedlejsi budovy. Vrdtili jsme se do
dvorany. Uprostred rozlehlé, potemnélé mistnosti se muj partner nahle zastavil.
Z jeho tvdre jsem vycetl strach a zklamdni. A ja najednou citil to samé.

»Je mi to lito,“ Tekl. Sdahl po revolveru, ale pak ruku zase svésil a potrdsl
hlavou. A takto celda melodramatickd scéna skondila, protoze tésné poté se ve dvo-
ran€ rozsvitila svétla a jd vidél pocetny zdstup policisti, rozestoupenych v rozich

93

a miticich na nas zbranémi.
* kK

Podivné obdobi Zivota s lehce vydélanymi penézmi skoncilo. Procitl jsem ze
snu, uvédomil si, Ze ne vSechno bylo takové, jak to vypadalo. Ale bylo pozdé.
Ronny Tloustik nds dva zradil a anonymné ozndmil vloupdani do centrdlni banky
na policii. Policisté se na toto misto zamérili a diky tomu meéli lupici z ostatnich
pobocek volnou cestu k utéku.

Prosedively soudce mi oznamil dobu trestu a moje dalsi cesta vedla do vézent.
Proni rok v novém prostredi byl krusny. TeZko jsem si zvykal na stisnénou celu
a osameélost. Vézensti bachari od nds vyZadovali naprostou poslusnost, ackoliv
sami byli pomeérné vybiravi. Dlouhou dobu se napriklad dohadovali, kdo bude
hlidat ktery vezerisky blok.
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28-2-5 Hlidani véznice 10 bodu

Véznice je rozdé€lena na mnoho mensich bloki. Blok hlid4 praveé jeden bachar.
B! Pracuje se na dvé smény, denni a no¢ni, a kazdy hlida¢ pracuje v obou z nich.
Na zacatku roku se rozpis hlidani méni a bachari pfisli se svymi pozadavky.
Kazdy pfinesl seznam svych oblibenych blokt, které je ochoten hlidat. A protoze
by se jen v jednom nudil, je tfeba, aby blok ptidéleny ve dne a v noci byl odli$ny.
Na zékladé pozadavku prifadte kazdému bloku dva bachafe, z nichz jeden
jej bude hlidat ve dne a druhy v noci. Nezapomente, Ze hlida¢ mize v jednu
chvili stfezit jen jeden blok.

Formdt vstupu: Na prvnim radku dostanete ¢isla celd ¢isla B a P, udava-
jici po fadé pocet bloki/bachait (musi byt stejny, jinak by feseni neexistovalo)
a pocet preferenci. Nasleduje P fadku popisujicich preference bachaii. Kazdy
z nich obsahuje dvé éisla h; a b; (0 < h;,b; < B — 1) a znamend ,bachaf h; je
ochoten hlidat blok b;“.

Plati 2 < B < 30000 a 4 < P < 125000, ale spousta vstupt je mnohem
mensi.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste B fadka popisujicich pfifazeni jednot-
livych bachaia. i-ty fadek popisuje i-tého bachare a obsahuje dvé cisla d; a n;
udévajici po fadé blok, ktery bachaf hlid4 v denni a v no¢ni sméné (tedy zalezi
na pofadi téchto &isel).

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
38 01
20
12

NNRPL R~ OOO
= O N ONKF O

22

Na obrazku silné ¢ary znaéi pfifazené smény (¢erné denni, Sedé noc¢ni) a ted-
kované nepouzité preference. Pro jeden vstup existuje vice spravnych vystupi.
Naptiklad pokud vSechny denni smény prohodite za no¢ni a naopak, dostanete
opét platné feseni.

Toto je praktickd open-data uloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy
vyrobite.

Vlastné vibec nevim, co by se se mnou stalo, kdyby jednoho dne do mé cely
nepriradili nového spoluvézné. Byl starsi neZ jd, ocividné ve vézeni strdvil uz
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pékné dlouhou dobu a vypadalo to, Ze tu zustane jeste déle. O své minulosti nikdy
moc nemluvil. Zddlo se mi vsak, Ze se smitil se svym osudem a Ze je z neho citit
neobycejnd vyrovnanost, jakou jsem predtim nikdy mezaZil. I hlidaci se k nému
chovali s vétsi uctou neZ k ostatnim.

»Jd se odsud uZ nedostanu,“ Tikal mi, ,ale tebe jednou pusti, tak premyslej
o tom, co budes tam venku délat!* Apeloval na mé, af vyuZiji kazdé moznosti
pracovat a zjistit, jakd legdlni ¢innost mé na svobodé bude Zivit.

A tak jsem se dostal jako pomocnik do vézernské kantyny. Vareni mé zacalo
bavit a postupné jsem se zlepSoval. Stal jsem se kucharem vaFicim pro celé vé-
zeni a odsud byl jen krok k predcasnému propusténi za dobré chovani. Persondl
kuchyné mi gratuloval a daroval mi nastroj, ktery jsem si oblibil: velkou litinovou
pdnev.

Ale kam se mdm ted vydat? premyslel jsem za branou véznice. K rodiné jsem
se jit stydel. Ke zlocineckému gangu jsem se vrdtit nemohl, i kdybych snad chtél.
Vétsina jeho cleni byla zadrZena pri nepovedené loupezi, o kterou se pokusili,
kdyZ jsem byl za mriZemi. Ronny Tloustik byl za nespocetné mnoZstvi loupezi
a nekolik vrazd odsouzen na doZivoti a jeho sbirka dvaceti obleku pro kazZdou
prileZitost se prodala v néjaké statni aukci.

Rozhodl jsem se jet nékam, kde mé nikdo neznd, a odjel jsem do velkomésta
na druh€ strané zemé. Zpocdatku jsem tam zaZival krusné chvile — neZ jsem si
dokazal vydélat na ndjem, nezbylo mi nic jin€ého, nez prespdavat v noc¢nich linkdch
meéstské hromadné dopravy.

28-2-6 Cesta MHD 12 bodu

Mame k dispozici kompletni jizdni fady vsech vozidel méstské hromadné do-
pravy. Trasa kazdého vozidla je popsana jako seznam dvojic zastédvka-Gas (pied-
pokladame, ze ¢as odjezdu je stejny jako ¢as ptijezdu). V zastavce 1ze mezi vozidly
prestupovat, ale abychom méli jistotu, ze vSe stihame, musi byt mezi ¢asem pii-
jezdu prvniho spoje a ¢asem odjezdu druhého spoje rozdil alesponi A\ minut, jez
také obdrzite na vstupu.

Najdéte nejdelsi moznou cestu v siti (délku mé¥ime celkovym casem strave-
nym ve vozidle) pfi dodrZeni ¢asu na prestup.

@ Lehéi varianta (za 6 bodfl): Reste stejnou tilohu za predpokladu, Ze A = 0.

A tim jsme se dostali aZ do soucasnosti. Varenim jsem se ve mésté dokdzal
uZivit, aZ jsem sehnal dostatek pencz na zakoupeni své vlastni restaurace. A ted

v t€ restauraci stojim a prekvapené poslouchdm Konrdda, ktery moji minulost
znd. . .

* k k

Pomalu se vratim do reality a vrhdam na podivného hosta tdazavy pohled.
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»Jd. .. pracufi v archivu. .. “ zacal Konrdad vysvétlovat. ,Narazil jsem na. . .
vd$ pripad. Na slyseni pred soudem. .. kdy jste vysvétloval, jak jste se prolomil
do té posledni banky a otevrel trezor.“

Chuili mi trvd, nez si vzpomenu. ,Jiste,“ odpovim. ,,Uzavrené pro verejnost.
Popisoval jsem chyby v jejich zabezpeceni. Jak jste ma to prisel?“ ptam se ho
ostre.

Konrad se lekne mého zvyseného tonu a znovu zacne koktat. ,,Zvédavost,
no, vZdyt vite. .. V archivu, tam, tam se élovék nudi, zacne, no, zacne si ¢ist. . .
a pak nemize prestat. .. “

Potresu hlavou a ptam se: ,A pro¢ jste za mnou vlastné prisel?“

Odpovida: ,Muj blizky pritel v t€ bance... vite, pracuje tam. Je tam. ..
Tikal, Ze je tam pordd stejn€ zabezpeceni. .. pordd... byste se tam umél dostat.

Je to, co tikd, moiné? UvaZuji o tom, ale pak mi dojde, co md na mysli.
» Vy chcete, abych se tam vloupal znovu!“ Sokované odpovidam.

slen... kamardd by nam s tim pomohl. Vy mdte zkuSenosti, on ndam po-
muze. .. a jd to zorganizuji.“

Vyjevené se na néj divaim. Ale najednou mi zacnou do mysli pronikat vzpo-
minky. Bankovky, spousta bankovek a jejich typickd vuné. Nadseni pri kaZdé
povedené akci a kazdem otevreném zdmku. Slunné dny na Havaji, strdvené nic-
nedélanim. Podivdm se po restauraci, kterou jsem si vlastnima rukama vybudoval,
a najednou necitim Zddny pocit z dobie odvedené prdce.

,Prijdte sem pozdéji,“ zaseptdm.

W=

Je vecer a ja sedim v kuchyni svého podniku. Zbytek dne po rozhovoru jsem
stravil cely nesvij. Predtim jsem se nechtél vrdtit mezi krimindlniky, ale ted?
Co se to se mnou vlastné déje? Z premitani mé vyrusi zaklepdni na dvere. Je to
Konrdd. Tvdri se napjaté a v ruce drzi kufrik.

wMdam pro vdas néjaké podklady,“ Tekne mi. PoloZi kufiik na desku stolu. Na
jeho boku se nachdzi displej a cervené na ném sviti tri c¢isla. ,,Nejnovejsi techmni-
ka,“ usméje se a zacne na malé kldavesnici vedle displeje zaddvat kod k oteviend.
Asi trikrdt se splete, nez trefi spravné c¢islo.
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28-2-7 Otevieni kufriku 10 bodu

Firma vyrabéjici kuffiky s pristupem na kéd chce zajistit, aby ¢iselné heslo
nebylo konstantni. Typ kuffiku, ktery pouzivd Konrad, zobrazi na svém displeji
nékolik ¢isel. Ty slouzi jako parametry urcité funkce a pro otevreni je tfeba zadat
jejich vysledek.

Displej Konradova kuffiku zobrazi éisla A, B a K. Abyste kuffik otevfeli,
zjistéte, kolik se mezi Cisly A a B vyskytuje ¢isel, jejichz binarni zapis obsahuje
pravé K jednicek.

@ Lehéi varianta (za 5 bodua): Predpokladejte, 72e A=0a B=2"—-1,n€N.

Zvédavé jsem nakoukl dovnitr. Na vrchu kufiiku jsem uvidél nékolik sloZek.
Vypadalo to, Ze obsahuji ndkresy vnitrnich prostor banky a popis zabezpeceni.
To ale Konrdda zatim nezajimalo. OdloZil vrchni obsah na stranu a na dné kufru
jsem spattil — co je tohle za déja vu? — ony zelené papirky, po kterych lidi tolik
touZi.

Na chvili strnu a nasdvam onu opojnou viuni penéz, jez mé zavedla do tolika
problémi. Pak se podivaim na Konrdda, jenz md ve tvdri tazavy vyraz. ,Jdete do
toho?“

Nadechnu se a vztdhnu ruku po bankovkdch. A v okamZiku, kdy se jich mdm
dotknout, se to stane.

Najednou slysim vykrik, pad a sypant krabic. Vydésim se. Je tu nékdo jing!
Odkud ten zvuk jde? Zaslechnu kleni a dalsi zvldstni zvuky. Vychdzi ze skladu,
oddéleného od kuchyné dvermi. NezZ stihnu cokoliv udélat, dvere jsou s neskutec-
nou silou vyraZeny a jd se divam do o¢i podivnému clovéku. Md na sobé podivné
cerné obleceni a jeho tvdr je rozezlend. Zacne se rozhliZet po kuchyni.

» Tohle si vezmu,“ procedi mezi zuby a ze zdi néco sundd. Co to déla? To je
md pamdtecni pdnev, kterou jsem si odnesl z vézeni! Chci mu ji vytrhnout z ruky,
ale on rychle uskoc¢i a pdnvi se po mné ozZene. ,Na tohle nemdm cas,“ zamumld
a vybéhne pres restauraci ven do ulice.

Nemohu uvéfit tomu, co se pravé stalo. Ohlizim se po Konrddovi, ale ten
zbabélec je pryc. Vietné kufriku a jeho ldkavého obsahu. Nevéricné se divam do
ulice a najednou mi do duse padne prijemny klid.

* * k.

Asi jste necekali takovy konec, Ze ano? Doufal jsem, Ze celd zdleZitost s tim
muzem se néjak vysvétli. Ale nevysvétlilo se nic. To, jak se dostal do skladu,
zustalo zdhadou. Jedinym vchodem do té mistnosti, vyjma dveri do kuchyné, je
mrizka ventilace. Pres ni by neproklouzl. Nebo Ze by prisel pres kuchyrn jeste
predtim, neZ jsem se tam dostal ji? Ale co tam pohleddval? Ze by si chtél néco
odnést a pak se takhle hloupé prozradil? A proc potieboval prdvé panev. .. ?
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Podobné otdzky mé dlouho nenechdvaly spdt, a kdyz jsem nékdy vecer zustal
sam doma, bdl jsem se, co by na mé mohlo vylézt ze skriné. Alespor Ze vim, Ze
ten neznamy byl skutecné clovék.

Zem se slehla i po Konrddovi. UZ nikdy neprisel na obéd a ani jinde jsem ho
nezahlédl. Zajimalo by me, co se s tim muZem, jenz chitél rychle prijit k penézim,
vlastné stalo. Nemyslim si, Ze svuj plan nékdy ispésné dokonal. Chybéla mu jedna
zakladni vlastnost kaZdého zlocince: drzost. Nejspis zustane pracovat v archivu
a myslenka na vloupdni zistane jenom snem.

Ale nenechte se mylit: za to, co se nakonec stalo, jsem ve skuteénosti vdéény.
Nechdpu, jak jsem mohl uvaZovat o tom, Ze bych se vrdtil do svéta zloc¢inu. V kaz-
dém pripade, ukradeni panve vyvolalo vzpominky na mého skvélého spoluvézné
a na to, Ze ve mé véril. Snad to bude dostatecnd vzpruha do dalsich let.

Pocit z dobre odvedené price? AZ se nékdy pijdete najist do mé restaurace
a wvidite mé stat u baru, zeptejte se, zda ho stdle citim. A kdybych se na vds tvdril
rozpacité a dival se po vasi penéZence? Pak mé radéji rychle nécim pretdhnéte.

Kuba Marousek
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Gaius Fabius nebyl z taZeni, které odvedlo legii od jeho rodné Florencie dale-
ko na sever do barbarské Galie, vibec nadseny. Jednak se nerad vzdaloval od své
Zeny a syna, ale taky se uplné nehrnul do prednich Tad. Pocit stdt v cele a citit,
jak se o giroky Stit odrdzZeji mece barbaru, rdad prenechal jingm. Gaius se radéji
nachdzel v pozadi a jako Temesinik se staral o spoustu véci od obléhacich stroji
po stavbu opevnént.

Tento den legie dopochodovala na planinu v lese, legdt vyslal prizkumni- Ry
ky a zbytek se dal do stavby opevnéni. Teprve pred chvili vztycili posledni cdst
drevéného opevnéni a Gaius unavené padl na zem vedle ohné. zadéni

Cdst legiondi tu zrovna hrdla hru se svymi helmicemi. Stavéli z nich pyra-
midy a Stouchali do nich kopim.

28-3-1 Pyramida z helmic 7 bodu

Rimsti legion4ii hraji o to, kdo bude mit v noci hlidku. Vzdy hraji dva proti
sobé, poberou si spoustu helmic a posklddaji z nich pyramidu vysokou h (spodni
patro mé h helmic, patro nad nim h — 1, ...).

Do kazdé helmice navic vlozi néjaky pocet kaminkl — do vrchni helmice
prijde jeden a do kazdé dalsi pak tolik kaminkt, jako v helmicich vlevo a vpravo
nad ni dohromady (pokud takové helmice jsou). Poéet kaminkd v helmicich tedy
odpovida Pascalové trojihelniku?® a nasledujicimu obrazku:

\o/
NOZRNY

Legionaii se stfidaji po tazich. Vzdy jeden z nich stréi kopim do helmice,
kterou si vybere, a tim shodi ji i v8echny helmice stojici na ni (levou vrchni,
pravou vrchni a vSechny, co podobné stoji na nich). Ze shozenych helmic dostane
vSechny kaminky.

Hraje se tak dlouho, dokud stoji alespon jedna helmice. Vyhrava ten, ktery
ma na konci méné kaminki. Existuje vyhravajici strategie pro nékterého z hraca?
A jak vypada?

25 https://cs.wikipedia.org/wiki/Pascaliv_trojahelnil
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Hlidku ,vyhrali“ Brutus a Marcus a ostatni vojdci centurie §li spdat. Gaius
meél jako remeslnik vghodu, Ze mohl spdt ve svém stanu, ktery predstavoval vlastné
i malou dilnu.

Zabaleny pod prikrijvky v tomto mrazivém pocasi skoro usnul, kdyzZ ho pro-
budila podivnd rdna, takové lupnuti. Prevalil se na bok a v tom ho uvidél! Divnad
postava, po niz jesté prebihali néjaci modri hadi. A v jeho stanu! Bohové!

Postava, asi muz, se zprudka nadechla a potrdsla hlavou. Pravou rukou néco
udélala na své leve ruce, nejak prapodivne hranaté, a pak se ji z levé ruky vyrinulo
jasné svétlo. Ted uz bylo jasné vidét, Ze je to muZ a Ze nemd hranatou ruku, jen
na ni md zbroj, kterd sviti.

Muz se rozhlédl, spatil Gaia a pTiloZil si prst na usta. Jako by Gaia napadlo,
Ze by mohl vydat néjaky zvuk. Teprve ted si v§iml, Ze ve druhé ruce md muZ
masivni panev.

PoloZzil ji na pracovni stul, popadl pdr ndstroju a urazil ji drzadlo. Pak chvili
néco kutil, sbalil si véci a chystal se asi k odchodu. Jesté se ale jednou ohlédl
po zkoprnélém Gaiovi, néco zamumlal néjakou nesrozumitelnou 7eci, popadl ze
stojanu Stit a kopi, a pak s lupnutim a modrym zableskem zase zmizel.

Gaia konecné zacaly poslouchat nohy a v désu vybéhl z postele a nezastavil
se, nez dobéhl do stanu Rufuse, jeho zndmého pisare. Chtél si totiZ nechat zapsat
to, co slysel, dokud si to pamatuje.

28-3-2 Liny pisaf 9 bodu

Pisal se pokousi zapsat vzkaz, ktery mu Gaius Fabius diktuje. Ten si vSak
neni prilis jisty tim, co slysel. U kazdé véty si tfeba pamatuje, Ze znéla trochu
jako jedna véta, trochu jako jina.

Pisaf by chtél zapsat radéji vSechno, ale zase se pfi psani nechce moc nadfit.
Gaius nadiktuje pisafi obé mozné véty a pisaf chce najit co nejkratsi vétu (feté-
zec), kterou je mozno vySkrtanim né&jakych pismen pievést na obé Gaiovy véty.

Priklad: Tteba pro véty (fetézce) mujstit a mojesin je Fetézec muojestitn
jednim z moznych nejkratsich fetézcti obsahujicich obé véty. Véty se z néj daji
ziskat tfeba takto:

muojestitn
mu_j_stit_
m_ojes_i_n

Rano to ale bylo jesté horsi. . .

»Kde je moje zbroj? Tak kde?!?*

Gaius si pomyslel, Ze centurion vypadd dnes obzvldasté nastvané. Bohuzel mél
centurion ve zvyku posilat lidi, co ho nastvali, na nejaké specidlni ukoly. Nemélo
smysl pokouset se mu vysvetlovat, Ze tu v noci byl néjaky divny cizinec, kterého
nevidély hlidky, ktery mluvil divnou veci, kterému svitila ruka a ktery shodou
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ndhod ukradl centurionovu zbroj, kterou mél Gaius vylestit. To prosté nemélo
cen.

Tak se Gaius smiril s tim, Ze bude muset nékde v hlubindch zdsobovaci sité
legie sehnat zbroj novou, jinak Ze se pry nedoZije dal$itho rdna. BohuZel sehnat
novou zbroj pro centuriona nebylo tak jednoduché, vrchni zbrojir se totiz vyZival
v neskutecné byrokracii.

28-3-3 Formulaf na zbroj 10 bodu

K sehnani zbroje je potfeba vyplnit spoustu formulait. Kazdy formulaf se
da vyplnit dvéma zpusoby, a to kladné a zaporné, a ma navic své ¢islo. Gaius
ma zmapovano, kdo a jak v tabofe legie vydava formulafte.

Plati, Ze kazdy formulaf vydava nejvyse jeden cloveék. Nektefi lidé v tabote
své formuldfe piimo vydaji bez potfeby neceho dalsiho, ale ostatnim je nutné
nejdiive ukazat jiné jiz vyplnéné formulafe, a teprve na jejich zakladeé vydaji
sviyj formulaf (bud kladné, nebo zaporné vyplnény).

To, jak vyplnény formuldf vydaji, je totiz dano logickou funkci (AND, OR,
XOR nebo NOT) na formulafich, které dostanou k nahlédnuti.

Lidi v tdbofe mame ocislované a dostavame popis byrokratické struktury
v tabore zadany jako:

¢ Clovek A vydava formulai F, vyplnény kladné/zaporné.
e Clovék B vydavéa formulaf Fy s hodnotou danou logickou funkei (napiiklad

F XOR F, — Fy)

Zajimalo by nés, které vSechny formulaie a jak ohodnocené umime ziskat
(pfedpokladejte, ze formulaf je vydan jen a pouze tehdy, pokud ukdZeme vSechny
formulafe, na nichz zavisi — tedy nestaci tfeba pro formular vydavany podminkou
F, AND F; donést pouze negativni F, s tim, Ze jiz urcuje vysledek).
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Nakonec se Gaiovi povedlo sehnat novou zbroj az odpoledne. Doufal, Ze si
pak konecné odpocine, ale o tom si mohl nechat leda tak zddt. Legie se chystala na
stret s barbarskou armddou, a tak si legdt svolal vsechny starst legiondre starajict
se o obléhaci stroje.

Jeho planem bylo vyvdzit pocetni prevahu barbari lepsi disciplinou legiondri,
lepst viyzbroji a také pouzitim katapultd. Vybrané centurie mély v rozsahlém wudoli
zaujmout pevné pozice a katapulty ostrelovat bliZici se barbary.

No a rozmistént katapulti byl pravé kol pro legiondre starajici se o obléhact
stroje.

28-3-4 Katapulty 11 bodu

Legat chce nechat po tdoli rozdéleném do ¢tvercové sité N x N rozmistit K
katapultt. Rozkazal, ze kazdy katapult smi stfilet jen rovnobézné s ¢tvercovou
siti (tedy podle poli¢ek horizontalné nebo vertikdlng, ne v8ak nasikmo) a chce,
aby se katapulty vzadjemné neohrozovaly (nebyly zddné dva ve stejném sloupci
nebo fadku).

Udoli je ale trochu podméadené, a tak mame pro kazdy katapult uréeny ob-
délnik, ve kterém muze stat.

Pro zadané N, K a pro uréené obdélniky pro kazdy katapult najdéte rozmis-
téni katapulta tak, aby se vzdjemné neohroZovaly, nebo rozhodnéte, ze takové
rozmisténi neexistuje.

@ Lehéi varianta (za 5 bodil): Reste tlohu v jednorozmérné varianté: Pro
kazdy katapult mame dany tsek, kde mize stat, a nesmi stat dva na stejném
policku.

Dalsi rdno cdst legie vyrazila. V tdbore zustalo dvacet centurit, zbylych cty-
Ticet odvedl legdt do boje. Pruzkumnici nelhali, skutecné se jim povedlo zaujmout
vghodné postaveni v sirokém udoli a proti rozptylenym barbarum fungovala legd-
tova rozptylend taktika prekvapive dobre.

Osamoceni barbati se tristili o pevné stojici hradbu $titu, vétsi skupinky
padaly za obet presné mirenym zdsahiim kot s kamenim z katapultid.

Gaius ale Tesil problém se svym katapultem. Po kazdém vystielu se v nestabil-
ni pudé pohnul, sklouznul rohem do turnky vedle a bylo potreba ho zase vytdihnout
a spravne nasmérovat. To velmi sniZovalo rychlost palby.

Pomocnikum se povedlo sehnat spoustu dievéngch foSen a Gaius je chtel
pouzit k zatiZent katapultu, aby se nehybal. Uprostred nékolika desitek legiondri,

kteri stali kolem dokola v neproniknutelné hradbé, zacal fosny osekdvat a svazovat
k sobe.
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28-3-5 Zavazi z fosen 8 bodu

Mame nékolik silnych dfevénych fosen. VSechny jsou stejné tlufE(iE: ale lisi
neboli zdvazi s nejvétsim objemem, protoZze vSechny fosny jsou ze stejné tézkého
dfeva. Prkno o rozmérech 1 x 1 vazi 1 jednotku.

Aby se nam ale zavaZi nerozpadalo, musi mit vSechny vrstvy na sobé stejny
rozmér. Jednotlivé fosny mtizeme ofiznout (rovnobézné s jejich hranami a s tim,
7e odfezky zahazujeme), miizeme je oto¢it (prohodit §ifku a vysku), nebo dokonce
nepouzit vitbec. Nemiizeme vSak mit v zévazi néjakou fosnu mensi (at uz sitkou
nebo vyskou) nez jinou.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku vstupu obdrzite pocet foSen, na dalSich
N fadcich pak rozméry kazdé fosny jako dvé ¢isla oddélend mezerou.

Formadt vystupu: Na vystup vypiSte jediné ¢islo — maximalni vahu zavazi,
kterou jsme schopni ze zadanych foSen poskladat.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

6 96

o = Ol = O
D PN

4

Druhou a ¢tvrtou fo$nu nepouzijeme vibec, ostatni ofizneme na rozméry
6 x 4, coz ndm dohromady d4 objem (a tedy i vdhu) 96.

Toto je prakticka open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Nadsent z toho, Ze se povedlo katapult stabilizovat, vsak netrvalo dlouho.
Vlastné trvalo docela krdatce, protoZe barbari najednou bylo prilis mnoho a legio-
ndri zacinali byt vysileni. Ze svého vyvyseného postaveni Gaius vidél, jak hradby
stitu nekolika centurit zakolisaly, barbari se dostali skrz a jednotliveé legiondre
svym poctem udolali. Takhle nemuzZeme vydrZet moc dlouho, pomyslel si Gaius.

Navic zacala padat tma a situace se stdavala jesté meprehlednéjsi a prohra
stale zrejméjsi. Asi si to uvédomil i legat a vzduchem se ke vsem zbyvajicim
vojakum doneslo troubenti signdlu k ustupu.

Katapulty byly opustény a jednotlivé centurie se zacaly v Zelvich formacich
(a Zelvim tempem) sunout k jizni éasti udoli, odkud prisli.

Nez se zbyvajict legiondri shromdzdili do jedné skupiny, zbyla z legie sotva
polovina. Nikdo nevédél, kolik jejich druhi je mrtvych, kolik padlo do zajeti (po-
kud barbati vibec brali zajatce) a kolik se jich ztratilo.
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Aby se zjistilo, kolik z kazdé centurie zbylo, poslal kazZdy centurion mezi svy-
mi muzi helmici. KaZdy, kdo preZil, do ni mél vhodit kaminek. A aby se jednotlivé
centurie nepomichaly, kazdy mél predat helmici jenom nékomu, koho znd.

28-3-6 Pocditani prezivsich 12 bodu

Prezivsi legionafi se potiebuji spocitat. Délaji to tak, ze si mezi sebou posilaji
helmici a vkladaji do ni kaminky. Helmice by méla obejit vSechny legionafe a to
tak, Ze u kazdého se objevi pravé jednou.

Legionari jsou ochotni helmici pfedat nékomu, koho znaji osobné, nékomu,
koho zna nékdo koho znaji, nebo nékomu, koho zna nékdo koho zna nékdo koho
znaji. Zkracené feceno jsou ochotni predavat helmici jen nékomu, kdo je od nich
maximélné t¥i pratelstvi daleko (A pfedd helmici D, pokud se znaji A— B, B—C
a C'— D). Zndmosti jsou symetrické, tj. pokud A znd B, tak i B zna A.

Pro skupinu legionafi a neorientovany graf toho, jak se znaji, najdéte ta-
kovou posloupnost predavani helmice, aby respektovala podminku vyse, kazdy
legionat dostal helmici do rukou pravé jednou a helmice se dostala zpatky do
rukou centurionovi.

@ Lehéi varianta (za 6 bodi): Vyfeste tlohu, pokud vite, Ze graf zndmosti
mezi legionafi je strom.

Kdyz zjistili, kolik jich je, rozhodlo se, Ze se legie stahne nazpét do opevné-
ného tabora. ProtoZe byla noc, utvorili velkou formaci ve tvaru kruhu jeZici se
kopimi na vSechny strany a v ni opatrné postupovali zpatky.

Utoky barbari ustaly, ale o to byla noc zovéstnéjsi. Kruhovd formace se
priblizila k Tidkému lesu v soutésce a zastavila se. Legdt tu citil néjakou lécku,
stromy byly vysoké a kosate, tak kosaté, Ze se na kaZdém z nich mohla skryvat
spousta barbari.

Podrobnou mapu lesa dodali prizkumnici uz minuly den a legdt by ted po-
treboval védet, jestli muze legii lesem bezpecné provést, nebo musi les nekudy
obejit.

28-3-7 Legie v lese 13 bodu

g‘ Mame legionafe v kruhové formaci s polomérem r. Dale mame také podrob-
nou mapu lesa. Les na obou stranach svird soutéska a stromy jsou vzhledem
k velikosti legie tak malé, ze jejich kmeny mizeme povazovat pouze za body.

Legie chce projit od severu na jih lesa a to tak, aby se cestou vyhnula vSem
stromtm (protoZe na nich mohou ¢fhat barbafi). Do kruhu pfedstavujiciho legii se
tedy béhem postupu lesem nesmi dostat zadny strom a ani nesmi kruh zasahovat
za nékterou z boc¢nich hranic (protozZe les je v soutésce).

Pro zadany les rozhodnéte, jestli takova cesta skrz les existuje, nebo ne.
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Stalo se, to co legdt ocekdval — legii v lese prepadli barbari. Diky legatové
proziravosti sice neseskdkali ze stromu primo do stredu legiondru, ale stejné se
strhla bitva za svétla mésice a néekolika mdlo pochodni.

Kruh z legiondri se béhem boje preléval a deformoval, ale drZel. Vidy, kdyz
byli legiondri donuceni o pdr metri ustoupit, prisli dalsi spolubojovnici a bar-
bary zase vytlacili ddl. Bohuzel Gaius se pFi jednom z téhle vypadi ocitl mimo
ochranny kruh stitid. Jediné §tésti bylo, Ze si ho nikdo z barbari nevsiml, a tak
se mu povedlo se rychle odkulit do néjaké jeskyné.

Ted ale sledoval, jak se od néj hradba stiti postupné vzdaluje a mezi nim
a jeho druhy pobihd mnoho barbaru. Bez mece nebo alespor stitu se tam nemd
Sanci dostat! Jesté, Ze si ho zatim v t€ jeskyni nevsimli. . .

Jeho premyslent prerusil divny zvuk za jeho zdady. Rychle se otocil a mdlem
vyktikl. Opét se tu objevil ten tajemny cizinec, kterému po téle béhali postupné
mizejict modri hadi, v ruce nesl pochoden. Také ho do nosu udetil odporny zapach
spaleného masa a vsiml si, Ze na zem pred cizincem dopadla zuhelnatéla lidskd
paze.

Cizinec vypadal sdm docela zaskoceny, ale rychle se vzpamatoval a s néjakym
zamumldnim odkopl spdlenou ruku ddle od sebe. Pak se rozhlédl, vytdhl zpoza
pasu néjakou svitict krabicku a zacal s ni obchdzet stény. O Gaia se nezajimal.

Po chvili asi objevil to, co hledal, uderil do stény jeskyné kladivem, odloupl
néjaky divny kus kamene, sahl po svoji levé ruce a se zablesknutim zmizel.

Nez se vsak Gaius stihl vzpamatovat a porddné nadechnout, zablesklo se
podruhé a cizinec se vrdtil. Ted tam vsak misto pochodné stdl s pdnvi v jedné
ruce a centurionskou zbroji ve druhé. Rekl néco dalsiho nesrozumitelného a hodil
zbroj i s mecem Gaiovi k nohdm. Pak ho rukou pobidl, aby se do ni navlékl.

Gaius dlouze nevdhal a cizince poslechl. Jakmile na sebe zbroj navésil, po-
dival se na cizince, co ted. Ten se nahnul, hodil néco nalevo do lesa, na prstech
odpocital od tii do jedné a silné stréil Gaia do zad. Ten vybéhl soucasné s tim,
co se zleva z lesa zacaly ozyvat divné zvuky.

Diky téhle diverzi se dostal zhruba do poloviny vzddlenosti k postupugjici legii,
nez si ho vsimli barbari. A pak prisel ke slovu mec, §tit a zbroj. Z poslednich sil
se probojoval zpdtky ke svym druhim a tak se stalo, Ze Gaia zachranil nezndmgy
cizinec.

Pribéh pro vds vyprdaveél

Jirka Setnicka
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Ctvrté série

Pribéh péti domu

Utahuji posledni sroub, jesté pro jistotu naposled zmeérim napéti, balim si
ndradi a vyrdzim zpdtky domi. UZ se tu nechci zdrZovat ani minutu. Je pdtek po
devdté vecer a mé jesté doma cekaji pripravy na vikend a taky jsem détem slibil
pohddku.

Pracuji jako technik pro jednu telefonni spolecnost. Prace to meni $patnd,
docela mé i bavi a hlavné mé v béiném Zivoté prilis nezatéZuje. Akordt kdyz
v mém okruhu nastane ndhly vypadek, jako treba ted, tak to musim hned jit
opravit. Ale co nadélam, aspon Ze se to tentokrat stalo primo v nasem bloku, tak
jen staci projit ulici a jsem doma.

28-4-1 Sledovani telefonu 9 bodu

V ulici stoji v fadé N domi. Kazdy z nich ma jeden telefon a je propojen
telefonni linkou s dvéma sousednimi domy (jednim v p¥ipadé krajnich). Grafové
feceno tvoii telefonni sif cestu: vrcholy pfedstavuji domy a hrany spoje. Pokud
zavolame z domu a do b, musi hovor projit pres vSechny spoje lezici na cesté
mezi a a b.

U kazdého spoje vime, kolik pfes néj za posledni tyden proslo hovort. Na
zékladé této informace bychom chtéli zjistit, kdo komu volal. To samoziejmé
nelze urcit jednoznacné, stejny provoz na spojich mize vytvorit mnoho rtznych
feSeni. Vyberte to s nejmensim celkovym poctem hovorii (pokud je vice takovych,
libovolné z nich).

Naptiklad pro N = 7 a poc¢ty hovort na spojich postupné 1,3,2,1,3,2 muselo
probéhnout nejméné pét hovorti a mohly vypadat napriklad takto:

Tedy probéhly hovory A - D, B - C,B—-FaE — Gaznovu E — G.
S mensim pocétem hovort nelze vytvorit zadané vytizeni linek.

@ Lehéi varianta (za 5 bodil): Reste za predpokladu, Ze se poéty zachycenych
hovori na libovolnych dvou sousednich spojich lisi maximélné o 10.
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V mé ulici stoji pét domi a pri takové vecerni prochdzce si aspon zas jednou
udélam obrazek, jak se dari sousedum. VSichni zde Zijeme uZ témer deset let
a k nasemu nastéhovant se vaze spolecny pribéh.

* * k.

Bylo mi tehdy 25 let a o tomto roce miuzu jednoznacné mluvit jako o roce
smauly. Firma, ve které jsem byl zaméstnan, prodéldvala, a tak musela cistit. Jako
nezkuseny mladik jsem to odnesl ji a dalsi prdaci dlouho nemohl sehnat. A aby
toho nebylo mdlo, tak mi navic o pdr tydni pozdéji vykradli byt a stopy zakryli
tim, Ze ho prosté zapdlili. Pachatele se dopadnout nepodatilo, vchodové kamery
nikoho nezaznamenaly a ani nebyly patrné jakékoliv zndmky vniknuti. Prosté
zdhada a pojistény jsem nebyl. TakZe jsem najednou nemél ani prdci, ani kde
bydlet, a napad, jak z toho ven, uz vibec ne.

Vecer, kdyz jsem svuj Zal zapijel v mistnim lokdle, nemél jsem totiZ kam
Jinam jit, si ke mné prisedl uhlazeny muz v obleku a zacal se vyptdvat, co mé trapi.
Strucné jsem mu popsal svou situaci, svésil hlavu a zhrzele sedél dal. Opravdu
jsem nemel ndladu se s neékym vykecdvat.

MuZz si na papir nacmadral pdr poznamek a pak povidal: ,,Pracuji pro spolec-
nost jménem Druhd Sance a mdm pro vds nabidku. S kolegy zrovna zakldddme
novy projekt a vy byste pro nds byl idedlni kandiddt. Vasi ucasti byste vyresil
vSechny problémy s praci a bydlenim, které vds momentdlné suzuji. Rozhodnuti
je ted na vds. Pokud byste mél zdjem se dozvédét vice, zavolejte na toto ¢islo a do-
mluvime si schuzku. Moc ale nevihejte, nase prostredky jsou omezené a mohli
bychom misto vds sehnat nékoho jiného.“

Predal mi svou wvizitku, rozloucil se a s usmévem odeSel. O nabidce jsem
dlouze nepremyslel a hned rdno jsem volal, Ze prijimdm. Schizka byla dalsi pon-
dels.

Prisel jsem na zadanou adresu a byl usazen do cekdrny. Bylo nds tam celkem
pét, t7 muZi a dvé Zeny. Na pohled jsme vsichni byli ve veku kolem pétadvaceti let.
Z kancelare vysel muz, kterého jsem jiz znal, v ruce drZel néjake papiry a povidal:
, Viyborné! Tak jste tu vSichni. Vybrali jsme do naseho projektu pravé vas pét,
protoZe si myslime, Ze jste posledni dobou v Zivoté neméli Stésti a potrebujete
dostat svou »druhou Sanci«. Tu vdm miZeme nabidnout. Jd si ted jesté rychle
musim néco doptipravit. Zaltim si projdéte a podepiste tyto dokumenty a trochu
se seznamte.

28-4-2 Podepisovani dokumentu 8 bodu

V kruhu sedi N lidi, kterym potifebujeme predat dokumenty k podepsa-
ni. O kazdém vime pfesné, jak dlouho mu bude trvat, nez dokumenty zvladne
projit. K dispozici mame dvé sady dokumenti, které dame dvéma lidem, kteri
v kruhu sedi vedle sebe. Ti pak dokumenty poslou dale po kruhu. Navrhnéte
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algoritmus, ktery zjisti, kterym dvéma sousediim dokumenty podat, aby celkovy
Cas prochazeni dokumentt vsech lidi byl co nejmensi.

Napiiklad pro néasledujici skupinku (éisla udavaji
dobu prohlizeni v minutach):

6 1

dame na zac

je jedno z moznych feseni naznacené Sipkami (dokument
osobdm s ¢asy 6 a 9). Celkovy ¢as bude 14 minut. Rozmysldte §

Pruni Zena byla bruneta oblecend v cervenych Sa-
tech a botdch na vysokych podpatcich. Svou image méla
doplnénou o cerny modni klobouk, zlaté ndusnice a nahrdélnik. Nebyla vyloZene
krdsnd, ale jak se takto vysvihla, tak se rozhodné bylo na co koukat. ManZel se
s ni pry rozvedl, protoze dle jeho ndzoru zbytecné utrdcela za nesmysly a sama
toho moc nevydélala. Nakonec zminila, Ze jeji manzel stejné byl jen takovy blbe-
cek, ktery ji nedokdzal docenit, Ze si ji ani nezaslouZil a Ze si urciteé brzy najde
lepsiho.

Druhgm byl pohubly muz, ktery poidd néco tukal do tabletu a moc se s ndmi
nechtel bavit. Pracovdval jako programdtor, pak se ale nepohodl s nadrizenymi,
kdyZ chtél vsechny pracovni dny vyuzivat home office a komunikovat pouze po
chatu. S rodici si také nerozumnél. Neméli totiZ pochopent pro hrani online poci-
tacovijch her a stravovdni pomoci objedndvek pres internet. Prosté takovy ajtdk.

Treti osobou byla rozcuchand potetovand slecna, oblecend v hipsterském stylu
a vlasy obarvenymi na tmavé zelenou. Dle svych slov Zije pohodovy Zivot, ve
kterém ji toho moc nechybi. Stdlou prdci nemda, ale kdyZ potrebuje, dopomdhd si
brigadami, vétsinou roznasenim letakiu. Od rodict odesla v sedmndcti, protoZe pry
meli prilis oldschoolovy pohled na svét a zbytecné ji omezovali. Sedi tu s nami,
protoZe dostala nabidku a nové prileZitosti neodmitd.

Cturtym pritomngm byl muz, takovy trochu podivin. Mél vystudovand prdva,
sociologii a nyni zacal chodit na ekonomku. V Zivoté se dostal do slepé ulicky,
kdyz presdhl vek dvaceti Sesti let a za svd studia musel zacit platit. Nemel totiz
z c¢eho. Navic to byl vitaridn, coZ také nevychdzelo nejlevnéji. Ve svém Zivote
dodrzoval prisnd pravidla ohledné stravovani, denniho reZimu, spankového rezimu
a tak vibec.

Paty jsem byl jd, muz s vyhotelym bytem, bez prdce a s nulovou predstavou,
jak tuto zoufalou situaci Tesit. Jinak ale obycejny chlap s ne prili§ ndrocénou
predstavou o Zivoté. Chtél jsem hlavné zaloZit rodinu, o tu se postarat, najit si
pdr prdtel a s témi obcas néco podniknout ¢i v zimé vyjet na hory. Hlavné aby
bylo porad co délat a za ¢im jit.

Po vyslechnuti pribéhi vsech pritomnych bylo naprosto zjevné, Ze jsme vsich-
ni navzdjem diametrdalné odlisni a mdme naprosto jinak setazené své Zivotni hod-
noty.
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28-4-3 Razeni Zivotnich hodnot 10 bodu

EI Méame zadanou mnozinu X s N navzajem rtuznymi celymi ¢isly a posloupnost
Ry,...,Rn_1 operdtortt mensi nez (<) a vétsi nez (>). Najdéte usporddani
T1,...,2N Cisel z mnoziny X takové, aby platilo

lelszQ s RN,lxN.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo N. Na druhém radku na-
jdete N ¢isel tvoricich mnozinu X (v neurc¢eném poradi) a na tfetim N —1 znakd
< nebo > bez mezer.

Formadt vystupu: Jeden fadek obsahujici ¢isla z X v takovém poradi, ze
spliuji zadané relace. Spravnych feseni mize byt vic, vypiste libovolné z nich.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy viystup:
6 8523142
42 23815
>><><

Vystup je spravny, protoze plati: 8 >5>2 <3 > 1 < 42.

Po chvili z kancelare znova vysel ulizly muz v obleku. Vybral od nds pode-
psané dokumenty a povidal: ,Jmenuji se Dalimir a mym ukolem je uvést vds
do celého projektu a postarat se o vsechny formality s nim spojené. Vsem peé-
ti z vas néjakym zpisobem pomiZeme vyresit vds aktudlni problem s bydlenim
a financemi. .. ¢

,Heeej! Ja nemdm Zddnej problém a urcité nepotiebuju nici pomoc!“ ozvala
se zelenovlasd hipsterka.

Dalimir ale pokracoval ddl, jako by ji viibec neslysel: ,Na kraji mésta v ulici
Nadvornt jsme postavili pét domu a kaZdy z nich se chystdme darovat jednomu
z vds spolu jesté s dalsimi vghodami. Jste pripraveni se na né jit podivat?“

Nezmohl jsem se ani ma slovo. Tak uZasnou zprdvu jsem wvibec mecekal.
Ostatni na tom byli podobné. Vyhubly ajtdk dokonce na chvili prestal koukat do
tabletu a damé v klobouku v obliceji na okamZzik zableskl vyraz pokory a vdeku.

Po chvili ticha se ozval véény student: ,A nebudeme mit pak problémy se
zdanénim? Prosly ty domy oficialni kolaudaci? A je legdalni v nich uZ bydlet?“

»Nebojte, o to vée jsme se postarali,“ uklidrnoval jej Dalimir.

, Tak vyrazime!“ pokracoval.

Dojeli jsme na misto a zacali prochazet ulici. Dalimir nam vse peclivé popi-
soval. Kde najdeme zastdvky, kterym smerem je nejblizsi obchod, a tak podobné.
AZ jsme dosli k pronimu, obrovskému domu.

»Nyni mi dovolte, abych vam predstavil proni dum. Jednd se o tuto vilu se za-
hradou, bazénem a dvéma gardZemi! Gardz samoziejmé neni prdzdnd, ale najdete
v ni nejnoveéjsi model auta Subaru XV Crosstrek. Samotny dim se pysni dvéma
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kuchynémi, tremi koupelnami a loZnice pro hosty je samozrejmosti. Interiér je

navic zkraslen tadou obraziu historického i moderniho umeéni. .. “ predstavoval
Dalimir.
28-4-4 Podivuhodny obraz 12 bodu

ﬁ V domé visi podivuhodny obraz. Je na ném nakreslenych N bodti, které jsou
B 1! spojeny dohromady M &arami. Cely obraz je Cerno-Gerveny a mé zajimavou
é vlastnost. Pokud z bodu vedou alespon 2 ¢ary, néktera z nich je ¢erna a
nékterd cervena.

Co kdyby ale obraz vypadal jinak? Sel by pofad takto nakreslit? Vymyslete
algoritmus, ktery na vstupu dostane neorientovany graf a obarvi jeho hrany dveé-
ma barvami tak, ze kazdy vrchol se dotyka hran obou barev (piipadné zjistéte,
ze to nejde). Pozor, vstupni graf nemusi byt souvisly.

@ Lehéi varianta (za 8 bodit): Reste za predpokladu, Ze viechny vrcholy maji
sudé stupné.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete dvé cela ¢isla N a M udavajici
pocet vrchola a hran. Kazdy z nasledujicich fadkt popisuje jednu hranu pomoci
dvojice ¢isel vrcholt (vrcholy ¢islujeme od nuly).

Formdt vystupu: Vypiste celkem M fadkt popisujicich barvy hran ve stej-
ném poradi, jako byly na vstupu. Barva kazdé hrany je bud 0 (¢ernd), nebo 1
(Gervend, na obrazku Seda). Pokud graf nejde spravné obarvit, vypiste jediny
fadek obsahujici ¢islo —1.

Ukazkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

~
©
R O, O OO PO
(@)

O D WNDNER OO
OO GO WWN

Toto je prakticka open-data tloha. V odevzdavacim sys- e )
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné vy- O 1
stupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

»To zni Uplné jako sen! vykvikla nadsenim dima v klobouku.
A to jesté neni vSechno,“ pokracoval Dalimir, ,starat se o takovy dim neni
sranda. Proto také od nds mdte k dispozici komornika, uklizecku, zahradnika,
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osobniho Soféra a hlidace k vasim sluzbam. Soucdsti je také financéni dar, ktery
by mel stacit na veskerou udrzbu na alespon dalsich pét az deset let.“

LA tento dum se vsemi jeho vyhodami jsme pripravili. .. Chvile napéti. . .
Pro vas, slecno!* ukdzal na damu v klobouku.

»1o0... to je maprosto uzZasné,“ rozpacité dekovala ddma, ,urcité se budu
snazit vds nezklamat a budu domu deélat dobré jméno. Urcité vam dokdzu, Ze si
jej zaslouzim.“

»Ano, ano. Uvniti na vds éekd komornik, ktery Vam vée ukaze,“ ukazuje na
vchod Dalimir, ,tak se béZte seznamit a my ostatni budeme pokracovat ddl.“

Tak to je teda husty, Tikdm si pro sebe. Jestli vsechny domy budou takovy,
tak jsem totdlné za vodou.

»Nyni prichdazime ke druhému domu,“ znova mluvi Dalimir, ,tento dim se
pysni témi nejmodernéjsimi technologiemsi, které doposud lidstvo vyvinulo. Nejen
Ze budete mit k dispozici ty nejlepsi pocitace a dalsi hracky, ale jesté k tomu vam
kazdy rok budeme doddavat nové. Spolecnost vam budou délat domdact roboti, ktert
za vas vysaji, automaticky ovladani droni, kteri doleti ke dverim pro postovni zd-
silky, vyzvednou krabici s jidlem, a cekd na vds jesté fura dalsich technologickich
vychytavek. Navic je vSechno centralné ovladatelné a synchronizované. Kdyz na
to prijde, tak cely den nebudete muset vylézt z postele, a pritom se o vsechno
zvlddnete postarat. Vysokorychlostni internet a pokryti Wi-Fi v celém aredlu je
samozrejmosti. “

»Tak to uz se nemuzu dockat, aZ se nastéhuju, to je presne pro mé,“ usklibla
se ironicky hipsterka. Vsichni uZ jsme tusili, kdo bude novym vlastnikem domu.
Vyhublému agtdkovi zacaly svitit oci a pozorné poslouchal kaZdé slovo jako do té
doby nikdy.

Vtom se zablesklo a pred domem se objevil urostly muz s mecem v ruce.
Na jeho rukou a nohou probleskovaly pruhy modrého svétla. Pdr vterin tam stdl,
rozhlizel se, ale pak se zase zablesklo a byl fuc.

LA ted jste mohli vidét. .. To byla asi. .. ukdzka automatického zastrasovdni
pomoci holografické straze,“ pokracoval Dalimir, ,neni to ale jediny bezpecnostni
prvek, ktery zde je. Cely aredl je pokryty kamerami, které zevniti miZete sledovat
z libovolného pristroje a vstoupit muZete jen po identifikaci svou océni duhovkou.“

wJak uZ asi tusite, tak tento dim je primo délany pro vds, pane,“ ukdzal na
ajléka a ten se zaradoval: ,Jd... nemiZu se dockat aZ si vSechny tyhle super véci
vyzkousim a pordadné nakonfiguruji! Tenhle dim je to nejlepsi, co jsem zatim ve
svém Zivote videl!“

,Bézte ke vchodu. Tam vdm kolega naskenuje duhovku a provede dalsi ini-
cializaci. My budeme pokracovat dal,“ povidd Dalimir.

»Nyni prichazime ke tretimu domu. V tom se urcité nikdy nudit nebudete!
Uvnitr najdete bowlingové drahy, kulecnik, saunu, minikino s virivkou, venkovnt
pdrty bazén, minigolfové hiisté a kroketové hristé. At budete chtit podniknout
cokoliv, nikdy nebudete muset chodit moc daleko. .. “
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28-4-5 Hra kroket 11 bodu

Ve hte kroket pfesouvame micek po hrfisti pomoci nékolika tdert holi. Micek
povazujme za bod nulové velikosti, ktery se po uderu pohybuje po tsecce. Cela
trasa micku tedy tvoii lomenou caru. Na hristi jsou také rozmisténé branky,
které si budeme predstavovat jako tisecky. Cilem hry je, aby miéek projel vechny
branky, a to v predepsaném potadi. Navic kazda branka ma uréeny smér, kterym

je tfeba ji projet.
o O ®
S e

\
._\\r. @
\

\
»C

Na vstupu dostanete startovni a cilovou pozici micku a seznam branek (kaz-
d4 je uréena svymi krajnimi body). Najdéte nejkratsi trasu micku, kterd zacné
na startu, skonéi v cilovém bodé a projede vsechny branky spravnym smérem a
ve spravném poradi.

Jednoduchy pfiklad vstupu naleznete na obrazku. Plnou ¢arou jsou znaceny
branky, Sipky a &isla u nich udavaji odekavané poradi a smér priijezdu. Carkovans
¢ara ukazuje spravnou nejkratsi trasu micku.

Jesté dodame, Ze je povoleno projet stejnou branku vicekrat, staci, aby jeden
z prujezdi dodrzel spravné poradi a smér. Napiiklad je korektni projet branky
v potadi 1, 2, 4, 3, 4, protoze kdyZ nepocitame prvni prujezd ¢tvrtou brankou
(ktery tim padem muZe byt i Spatnym smérem), dostaneme spravné poradi.
@ Lehéi varianta (za 7 bodi): VSechny branky jsou svislé, projizdéji se zleva

doprava a jejich z-ové soufadnice tvoii rostouci posloupnost (nejdiiv je tieba
projet nejlevéjsi branku, potom druhou nejlevéjsi, ..., az nakonec nejpravéjsi).
Start je nalevo od vSech branek a cil napravo. Jinymi slovy, staci hrat jen zleva
doprava.

e - - Soucdsti je také bar a tanecni klub, ktery miZete pouZit jak pro sou-
kromé ucely, tak pro pordddni verejnych akci. Persondl véetné DJe od nds sa-
mozrejmé mdte k dispozici. Pak vzadu muZete provozovat vlastni tetovaci salon,
vedle nehoz najdete sklenik, kde roste takové zelené prekvapeni,“ dokoncuje vy-
cerpdvagict popis Dalimir.

,Tak pockat! Co myslite tim zelenym prekvapenim? A vibec mdam takovy
pocit, Ze poradani pdrty v obytné cturti je zakdzané. Ty urcité budou narusovat
nocni klid. . . “ zacal jej okamZité napominat student.
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» Lak tim zelenym prekvapenim jsem samoziejmeé myslel bio okurky a domdci
zelt,“ vysvétluje Dalimir a pri tom nepatrné mrkne na hipsterku, ,co jste myslel
vy? A o ruSeni nocniho klidu neméjte obavy. Cely aredl je vybaven modernim
odhlucriovacim systémem, takZe s tim by nemél byt absolutnée Zddny problem.

Dalimir pokracuje: ,A pro koho mdame prichystany tento dum? Ano, jste to
vy, zelenovlasd divko!“

Hipsterka radostné nabéhla dovnitt a my ostatni pokracovali ddl, k domu
c¢islo ctyri.

»Nebudeme to ddl napinat. Dalsi dum je urcen zde pro naseho vécného stu-
denta a muzeme jej klidné nazgyvat Domem védomosti,“ predstavuje cturty dim
Dalimir.

wSoucdsti tohoto domu je obrovskd knihovna, ve které jsou k dispozici vsech-
ny studijni materidly, odborné clanky a literatura, které v poslednich 50 letech
lidstvo vyprodukovalo. K tomu je doddna prehledovd brozura k bezprobémové ori-
entact v celém archivu. Navic jsme Vam zaridili licenci pro sledovdni predndsek
z péti nejvétsich univerzit na svété. Kdyby Vam preci jen néco chybélo, nebo vy-
sel néjaky novy clanek, ktery byste chitél, nevdhejte nam vict a my jej pro vads
obstarame. Dadle kolem domu mdte dost prostoru pro péstovdni ovoce, zeleniny,
bylinek a obilovin, které byste k Zivotu mohl potrebovat. Dodame Vam jesté né-
kolik profesiondlnich ekologickych zahradniki, kteri s Vami na péstovani budou
spolupracovat. Spolecné toho pravdépodobné vypéstujete vice, nez budete potrebo-
vat, a jelikoz pozemek patii Vam, tak vds prebytek nejspis i uzivi. A malem bych
zapomnél, to auto, které tady stoji, je Vas novy elektromobil, Setrny k Zivotnimu
prostredi,“ dokoncuje Dalimir.

, Tak to je naprosto bozi! Tohle je doslova a do pismene mij sen! Zivyj, tady,
prede mnou a jesté k tomu patii mné! Vibec nevim, jak Vam mdm podékovat,“
povidd student, ale neni na ném vidét Zadnd vyraznéjsi emoce.

wJen mi nedékujte a radéji se bézte zabydlet,“ posila jej Dalimir dovnitr.

,, Tak ted jesté vyresit vds,“ vikd smérem ke mné, ,dim pro vds je jesté kousek
ddl po cesté.“

Prichdzime ke znatelné mensimu domu, nez byly vsechny predchozi, ktery na
pruni pohled vypadd naprosto obycejné.

Dalimir zacind predstavovat: ,Pro vds mdme postaveny klasicky rodinny
dum ctyri plus jedna. Oproti béingm tri plus jedna md navic druhou loZnici,
kterd se na takto odlehlém misté urcite bude hodit a pTipadné se dd prestavét
na détsky pokoj. K domu patri mensi zahrada vhodnd pro letni posezeni venku.
Jinak je to klasicky byt. Kuchymn je vybavena sporakem a myckou, obyvdk televizi
a DVD. Také pro vds mdme Volkswagena. Je sice trochu ojety, ale zase mdlo Zere
... A kdybyste mél zdajem, tak vas doporucime do jedné telefonni spolecnosti, kde
zrovna shani zdatného technika. To jste vystudoval, je to tak?

»Ano, je to tak,“ odpoviddm.
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»Tak to je asi vSechno. Jak se Vam to libi?“ dokoncuje a pta se Dalimir. Ja
na to rozpacité odpovidam: ,No... ano, libi... Samoziejme, Ze libi. Ale. .. je
tu jedna veéc, kterd mi vrtd hlavou. .. Ostatni dostali vyrazné vétsi a luxusnéjsi
domy a v podstaté se jim dneska splnily vSechny sny, zatimco pro mé mdte »jen«
takovghle »obycejny dimy« 2%

Dalimir hned reaguje: ,Rozumim. Tento dar od nds nemusite prijmout. Po-
rad mdte moznost jej odmitnout. Jsem si celkem jisty, Ze ziskdnim tohoto domu
budete ve znacné lepsi situaci, neZ jste byl pred tydnem. ..«

»Ano, ano. Jd si urcité nechci stéZovat. Jsem samoziejmé nadsen a vasi na-
bidku prijimdm vsemi deseti! Jen mé trochu zaskocil ten nepomér vici ostatnim.
Ale uz radéji mlcim,“ vymlouvdm se.

» Tak to bude nejlepst, rikd Dalimir, ,jd bych si dokonce vsadil, Ze se svym
novym obydlim budete spokojeny. A kdo vi, jestli ne dokonce vic neZ ostatni?
Tak se béZte dovnitr trochu porozhlédnout, jd ted jesté musim dofesit pdr véct
a trochu si to vSechno utridit.

28-4-6 Medianové ti¥idéni 9 bodu

Mame dohromady N ¢isel k setfidéni. Také mame takovou specialni krabic-
ku. Té na zacatku zaddme fixni liché K a pak do ni zacneme postupné vkladat
néjaké prvky. Po kazdém vlozeném prvku nam krabicka fekne median z po-
slednich K vloZenych prvki, tedy takovy prvek, ktery by se po jejich setfidéni
nachézel na prostfednim misté. Krabicka za¢ne vracet medidny teprve poté, co
do ni vlozime alesponn K prvkda.

Naptiklad pokud pro K = 3 do krabic¢ky vlozime postupné prvky 4, 7, 1,
2, 3, 5, fekne nam hodnoty 0, 0, 4, 2, 2, 3 (kde §) znadi prazdny vysledek, kdyz
krabicka obsahuje méné nez K prvku). Napiiklad prvni dvojka je medidnem
posloupnosti 7, 1, 2.

Vymyslete, jak s pomoci takovéto krabicky setiidit ¢isla v lindrnim case. K
si mtzete zvolit libovolné, klidné pro kazdy vstup jiné. Piedpokladejte, ze pfidani
prvku do krabicky trva konstantni cas.

Po tom dni a podepsdni vsech smluv jsem Dalimira uz nikdy nevidel a o Dru-
hé sanci nikdy neslysel.
* Kk Kk

Od té doby se u nds v ulici ledacos zménilo. Ted kdyZ prochdzim kolem prv-
nitho domu, tak z néj veééné slysim krik a hddky. Ddma uZ se za tu dobu stihd
potieti rozvddét. Nikdo pro ni neni dost dobry. Co na tom, Ze vlastni uspésny sa-
lon krasy a veceri kaviar? Co na tom, Ze vyhrdvd vSechny soudni spory o majetek
a déti, kdyZ Zddnému z nich nemize doprdt pocit fungujict rodiny a namisto ma-
terského objeti jim pronajimd chivu, aby se mohla naplno vénovat svému ucesu
a nehtum. Tato ddma dostala pred deseti lety neuvéritelné moznosti. BohuZel se
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ale snaZila urvat vice, nez dokdzala sama unést. Delala spoustu véci, kterée nebyly
zrovna spravné, ale délala je prosté jen proto, Ze si je mohla dovolit. Podle mé
ted urcité nevede Zivot, jaky si predtim vysnila.

Blizim se ke druhému domu. U néj je zaparkovand blikagici sanitka. UZ za-
se... Vyhubly ajtdk se totiz vsemi technologiemi a vymoZenostmi nechal natolik
unést, Ze jen zridkakdy vychdzel ven. Dnesni svét to bohuZel umozniuje. KdyzZ se
nad tim zamyslite, tak uZ vlastné neezxistuje mnoho vect, které by se nedaly zaridit
online. Jeho Zivot byl naprosto odddn virtudlni realité a modernim technologiim.
Bohuzel virtudlnimu svétu ddval vyraznou prednost pred tim fyzickym a ignoroval
potreby svého vlastniho téla. A tak zacal trpét ochabnutim svali, zdnéty zdpésti
a nakonec se mu zacala bortit pdter.

Pred necelym rokem ochrnul na dolni polovinu téla, kdyz upadl na zem po
cesté na zachod. Zachranili jej aZ kamarddi z online hry, kdyz se do ni dva dny po
sobé nepripojil a ani o sobé nedal védet. Dostat se pak k nému a poskytnout mu
lekarskou pomoc byl také problém. Projit pres vSechna technologickd zabezpecent,
ktera v domeé mél, by byl ukol minimdlné pro CIA. Jesté Ze mél jen obycejnd
sklenénd okna.

Po tomto incidentu mu byl pridélen osobni pecovatel. Ten se ndsledné stal
jeho nejblizsim pritelem ve fyzickém svété za vsechny ty roky. Viastné byl zdrovert
jedingm cloveékem, ktery travil v jeho pritomnosti vice jak deset minut denné.

Kdyz jsem mijel jeho dum, zrovna se sanitka rozhoukala a zacala odjiZdét.

28-4-7 Jizda sanitkou 11 bodu

Sanitka méa naloZeného stabilizovaného pacienta a potfebuje jej bezpecné
odvézt z jeho domu do nékteré z nemocnic. Ve mésté ale probihaji na rtznych
mistech opravy, v jejichz okoli to nebezpecné drncd a navic pobliz nich hrozi
uviznuti v zacpé. Proto by se fidi¢ rad drzel od mist oprav co nejdal.

Mate zadanou mapu mésta jako ¢tvercovou miizku s vyznacenou pocatecni
pozici, pozicemi nemocnic a pozicemi vsech mist, kde probihaji opravy. Najdéte
nejvétsi K takové, ze existuje cesta ze startu do néjaké nemocnice, ktera se po
celou dobu drzi ve vzdalenosti alesponi K od vSech mist oprav. Zaroven také
najdéte libovolnou cestu spliiujici toto omezeni.

Po mapé se pohybujeme pouze vodorovné a svisle. Vzdalenost méfime v ma-
nhattanské metrice, tedy jako soucet rozdili z-ovych a y-ovych soufadnic. Na-
piiklad policka (1,2) a (5,3) maji vzdélenost 4+1 = 5.

Pro nasledujici mapu (S znaéi start, N nemocnici a X misto oprav) je nejvétsi
K = 2 ajedna z moznych optimalnich cest je vyznacena Sedé. Snadno nahlédnete,
ze pro K = 3 zadna cesta neexistuje.
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Ve tretim domeé byl klid. Nedd se to vibec srovndvat s tim, co se tam délo
pred péti aZ deseti lety. Byvala tam divokd pdrty minimdlné kazdy druhy den,
kterd se bez vyjimky protahovala minimdlné do pozdniho rdna dalsiho dne. Ja
sam jsem se tam také dvakrdt vydal a mizu 7ict, Ze to bylo super! Pak jsem
ale dalsi dva dny témer jen leZel, spal a strizlivel. Takovouhle akci bych dokdzal
prezit mazximadlné dvakrdt mésicné, tak je pro mé naprosto mepochopitelné, Ze
to ta zelenovlasd, dnes uzZ cernovlasd, hipsterka zvlddla tahnout pres ctyri roky
v kuse zhruba ctyrikrdt tydné.

Celou dobu to vypadalo, Ze si vse mazimdlné uzivd. Pak ale jednou z niceho
nic, kdyz se party zase dobre rozjela, proskocila zavienym oknem a dopadla primo
do bazénu. Nic vdzného se ji nestalo a nikdo presné nevi, proc¢ to viastné udélala.
Nikdo ji v té dobé nebyl dost blizky, aby dokdzal néco tusit, natoZ pak predpovidat.
Z tohoto incidentu se ale nedokdzala vzpamatovat a dalsi skoro dva roky strdvila
na psychiatrickém oddéleni. Asi to holka s tou volnosti, spontanosti a nevdazanosti
prehnala. Zila naplno kaZdij moment a jen pro ten moment. UZ si ale nenasla
chvilku, aby se sama ohlédla odkud, kam, za &m, pro koho a proé jde. A tak
se ji tyhle nevyresen€ a odkladané pocity hromadily tak dlouho, aZ to najednou
vybouchlo.

Dneska ale Zije docela jiny Zivot. Nasla si stdlého pritele a spolecné prizemi
jejtho domu prestavéli z nocéniho klubu na moderni skolku. Jsme spolu prdtelé
a obcas se navstévujeme. Myslim si, Ze navzdory svému divokému mlddi je to
celkem fajn a rozumnd holka.

Ted uZ se blizim ke cturtému domu. Tam se toho za téch deset let moc ne-
zmeénilo. Predtim tam Zil podivny vécny student, jehoZ Zivot byl Tizen pFisnymi
pravidly. Dnes tam Zije podivny vécny student, jehoZ Zivot je Tizen jeste prisnéjsi-
mi pravidly. Akordt nyni md svou sbirku tituld obohacenou o mnohé dalsi obory.
Kazdy den vstavd a chodi spdt ve stejnou dobu, md peclivé navrzeny jidelnicek,
trikrdt tydné cvici a vibec v jeho Zivoté neni Zdadnd nepravidelnost. Namisto ka-
marddi md pouze spolupracovniky a spolubadatele.

Ze zacdtku jsem jej parkrdt zkusil nekam pozvat, ale v jeho rozvrhu se tézko
dd hledat minuta, kterd by nebyla zabrand v rdmci jeho sloZitého tydenniho reZi-

/////
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hledal. Nerozumim mu, nemdme si spolu co Tict, emoce na sobé neddvd zndt, ale
treba je tak Stastny.

Ted u? se konecné blizim ke svému domu. Tam na mé éekd manZelka a mé
dvé krasné déti, pro které jsem na zahradé v poslednim roce postavil malé détské
hriste. Myslim, Ze ted Ziju spokojeny Zivot, ve kterém jesté stdle jdu za svym cilem.
Poslednich deset let pro mé nebylo vzdy jednoduchych. Musel jsem se hodné snaZit
v praci a délat prescasy, abych ziskal vyssi kvalifikaci a zvedli mi plat. Doma ndam
zas neddvno prasklo potrubi a déti jsme museli sloZité dovdZet k babickam a vibec
celkem casto musime tesit takové ndhlé problémy. Ale zatim jsme to vZdy vsechno
néjak zvldadli.

Jsem opravdu rad, Ze mi kdysi byl pridélen pravé tento dim a ne Zadny jiny.
Jsem opravdu spokojeny. V tom se tehdy Dalimir trefil.

Vsem mym sousedum se v ten den spinil jejich sen a zacali si hlavné uZivat
a po néjaké dobeé se toho presytili. Nikdy v Zivoté se nenaucili, jak o véci v Zivote
bojovat a jak se o své cile snaZit. Jd oproti nim dostal jen podminky, které mi
umoznovaly si za svymi cili jit a snaZit se je plnit. Samotny fakt, Ze se mi to
dari a postupné za mnou jsou videt vysledky, mé napliiuje opravdovym stéstim.
Takovym tim pocitem zadostiuc¢ineni, ktery moji sousedé dlouho nebo dokonce
nikdy neméli Sanci poznat.

Oni do ndruce dostali svig cil a v tom okamZiku se prestali zajimat o ja-
koukoliv cestu, kterd by je nékam mohla dovést. Jd jsem dostal moznost stavet si
svou vlastni cestu a jit po ni. A to je presné ono, protoZe pravé ta cesta je miyj
cil! Ano, je to tak: ,Cesta je cill“

Pribéh pro vds napsal

Karel Tesar
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Pata série
Tento pribéh zavrsuje pribéhy uplynulych sérii. Pokud vdm néco nebude dd-
vat smysl, precététe si minulé dily :-)
* Kk k

Will Knight, vedouct vyzkumnik ¢asoprostorového vyzkumu, se vrdavoravé se-
bral se zemé a oprasil ze sebe saze. Jesté neZ k nému skrz zalehlé usi dolehlo
houkdnt sirén, videl, jak vsechno kolem zbésile blikd. To nebude dobré, pomyslel
Si.

,» Wille, jsi v pohodé? Wille?!?“ ozyval se neodbytné hlas z interkomu. Will
hrabl po tlacitku a pritom se rozhlizel okolo. To, co si v dalsich minutdch poskldadal
ze svych vzpominek, ze stavu okoli a z toho, co mu Tekli z druhé strany spojent,
nebylo vubec dobre.

Tohle mel byt pruni experiment, kdy casem poslou clovéka, konkrétné Wil-
la. Zatim wvyslali jen néekolik automatickych sond. Ale asi selhal ¢asoprostorovy
generdtor a jddro generdtoru, ve kterém se ted Will nachdzel, se uZ vibec nena-
chdzelo ve stejném case jako zbytek jeho tymu. Nikdo vlastné nevédél, kde (a kdy)
se ocitlo. Jedin€, co méli k dispozici, byly udaje z nékolika casovijch majaki ve
sténdch generdtoru a spojeni pres casoprostorovy interkom.

28-5-1 ZaméFovani mistnosti 9 bodu

Vyzkumny tym ziskava soufadnice od ¢asoprostorovych majaki instalova-
nych ve sténach mistnosti posunuté v case. Bohuzel pfijimaji vice sad udaji
a potiebuji rychle odlisit, které sady souradnic jsou chybné a které by skutecné
mohly oznacovat mistnost.

Vyzkumnici vi, Ze mistnost ma obdélnikovy tvar a majaky jsou instalované
v jejich sténach. Od vés by potifebovali pomoc s tim, jak rychle urdit, jestli
vSechny dané body lezi na néjakém (jakkoliv oto¢eném) obdélniku, nebo ne.
Souradnice bodi jsou libovolné redlna ¢isla, zaokrouhlovani nefeste.

Napiiklad pro body [4,4], [2,3], [3,1], [0.5,1] a [4,1.5] na levém obrazku
takovy obdélnik nalezneme, pro body [0, 2], [1, 1], [4,1], [1, 3], [3, 4] a [5, 3] napravo
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Vyzkumnikum se sice povedlo zjistit, Ze je mistnost jenom fdzové posunu-
td a lezi na okraji otevieného casoveho viru, ale v zdachrané Willa se nedostali
o nic ddl. Navic skomiragici generdtor uz dlouho c¢asovy vir pod kontrolou neu-
drzi a nikdo nevédél, jak velké skody v case by jeho vymknuti se kontrole mohlo
zpusobit.

Unikagici chladici kapalina z generdtoru tvorila stale silnéjsi a silnéjsi ledovy
povlak na jedné z jeho ¢dsti a krystal dilithia v jadru byl nebezpecné popraskany.
Na opravu by stacil jakykoliv dostatecné velky dilithiovy krystal, problém tkvél
v tom, Ze k Willovi nemohli nic dostat. Ale jeden z vyzkumnikd dostal skvely
ndapad — Willovi tak skvély nepripadal — a to, aby si Will obstaral potrebné véci
v manulosti.

A tak se stalo, Ze se Will znovu postavil na ploSinu ve stredu generdtoru,
zadoufal, Ze krystal tuhle jednu cestu jesté zvlddne, a stiskl tlacitko ovldddni na
své levé ruce.

* Kk k.

Se zdableskem se zjevil na néjaké louce. Byla mu neprijemnd zima a netusil,
kde se ocitl. Kus vedle ale Zongloval néjaky clovek s pochodnémi a Will se rozhodl,
Ze si néjakou vypujci. Vyhlédl si jednu opusténou a rozbéhl se pro ni. Ale zrovna
v tu chvili se chlapik otocil a zacal ji brdt do ruky. Will ho v rozebéhu odstrcil,
pochodern popadl a nabral to smérem k nejbliZsimu lesu.

Chlapik se za nim rozebéhl a byl asi lepsi bézec neZ Will. Pomalu ho zacal
dohdnét, a tak Will za béhu hrdbl po minipocitaci na ruce. Skok casem délat
nechteél, ale nekolika mistnimi presuny by ho setfast mohl. Stejné je chitél pouZit
k prozkoumdani vétsiho uzemd.
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28-5-2 Mistni pfesuny 11 bodu

é S pomoci lokéalniho transportéru se mtize Will premistovat mezi libovolnymi

dvéma body, které ho zajimaji. Pfi prizkumu okoli by rad navstivil N bodi
na mapé nachézejicich se v konvexni poloze — to jsou takové body, které mizeme
vSechny umistit na obvod néjakého konvexniho mnohotihelniku, neboli napnout
kolem nich gumicku tak, aby vSechny body obepinala zvenku.

Na pfesun mezi dvéma body spotfebuje Will tolik energie, jak jsou body od
sebe na mapé daleko (pocitame vzdalenost vzdusnou ¢arou). Chtél by zacit v li-
bovolném bodé, navstivit vSechny ostatni body a spotfebovat pfitom co nejméné
energie.

Vymyslete algoritmus, ktery mu pomize najit vySe popsanou cestu. Nize
muzete vidét ukazku bodia v konvexni poloze a nejlepsi nalezené cesty mezi nimi
(plna ¢éra znadi cestu, ¢arkovand napnutou gumicku).

Po setreseni chlapika udélal Will jesté pdr skoki po okoli, nez zaméril svoji
casoprostorovou pozici, a poslednim skokem se ocitl v néjakém divném sklepé.

,Dilna, skvele!“ zamumlal si potichu a Sel se podivat, jestli by se mu néco
nehodilo. Cestou si vsiml divné klece v temném rohu, ale nevénoval ji pozornost.
Nasel kladivko, krdsné nuzky na plech a chtél uz odchdzet, kdyZ mu ale néco
nedalo, otocil se a pozornéji se podival na klec. Uvnitr byl muz, k smrti vystraseny
muz!

Will vyskocil na nizkou klec, z ndramkového pocitace vytahl Zhavou krdjeci
jehlu a zacal zpracovdvat mrize. Nakonec za né trhl a vyrval je.

V tom zaslechl na schodech kroky a rozhodl se rychle zmizet. Otocil se k muZi
v kleci, 1ekl jenom ,,Utec!” a sam se rychle vydal s pochodni v ruce ke schodim,
zaddvaje pritom sekvenci k ¢asovému presunu na minipocitaci.

Tésné, neZ dosel ke dverim, vySel z nich druhy muz. Ted uZ se presunu
nedalo zabrdnit a Will muzi nechtél ublizit, tak se ho pokusil odstrcit do bezpecné
vzddlenosti a vybéhnout z domu. V pilce schodi po ném muzZ natdhl ruku, ale
presné v tu chvili se obvody nabily a okolo Willa vyrostla modrd koule. . .

* Kk K

Objevil se v néjake jeskyni, ale presunem neprosel sam. Pred néj dopadla na
zem zuhelnatéla lidskd ruka. ,Sakra!* zaklel a pak si vsiml, Ze v jeskyni je jesté
néjaky Timsky vojdk, potluceny, s potrhanou zbroji a beze zbrané.
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Potom ale jeho zajem prildkal geologicky senzor za pasem, ktery se rozblikal.
V okoli se nachdzi velky dilithiovy krystal, presné to, co hledal! Zacal obchdzet
okolni zdi, nez objevil poradné velky kus. Ten s vitézoslavnym rozmachem kladivka
vyloupl, sebral ho, hodil jesté jeden pohled po zkoprnélém Rimanovi a stiskem
ndvratoveho tlacitka se presunul zpét ke generdtoru.

* Kk k.

S pomoct pochodné rozmrazil zamrzIlé potrubi, nizkami na plech se mu po-
vedlo wvolnit vzpricené kusy kovu nad nouzovym ventilem a tim pak zastavil unik
chladict kapaliny. Nakonec vyménil krystal v jadru, ten pivodni uz byl skoro roz-
padly na prach, a spojil se interkomem s ostatnimi.

Willovo nadsent bylo ale vzapéti zchlazeno — zbytek tymu mezitim zjistil, co
zpusobilo celou havdrii: Klicovd cast generdtoru se sama prenesla do minulosti,
spdlila svij iridiovy obal a vybuchla, coZ ponicilo cely casoprostor. Se strojem
casu se pujde prenést do okamziku tésné predtim, neZ dojde k vybuchu, ale je
potieba nové iridium k zastaveni reakce.

* Kk k.

A tak se stalo, Ze se Will ocitl v podzemi néjaké banky 20. stoleti pred velkym
sejfem, ve kterém mél byt dostatecné velky kus cistého iridia ziskany po dopadu
néjakého meteoritu. JenZe trezor mel dost propracovany alarm.

28-5-3 Trezor s alarmem 10 bodu

Alarm v trezoru je soustava rizné propojenych obvodi, kterymi tece stejno-
smérny elektricky proud. Do jednoho mista soustavy je pfipojen zaporny pol a od
néj tece proud elektront rtznymi cestami ke kladnému pdélu pfipojenému také
na jedno misto v soustavé. Pokud se tok proudu pferusi, alarm vyhléasi poplach.

Jednotlivé draty jsou pospojovany v uzlech a pro kazdy drat vime, kterym
smérem v ném tece proud. Opacnym smérem téci nemuze a v zapojeni nejsou
zadné orientované cykly.

Zapojeni alarmu muze vypadat jako na obrazku nize. Najdéte ve schématu
zapojeni vechny uzly, kterych se za zaddnych okolnosti nesmime dotknout (neboli
takové, jejichz pferuseni by prerusilo vSechny cesty od zaporného ke kladnému
pdlu). V piikladu niZe jsou takové uzly vyznaceny Gerné.

AN
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Willovi se povedlo alarm rychle obejit, byla to celkem zastarald technologie,
1 kdyZ na svoji dobu docela spicka. V trezoru nikym nepozorovdan vzal trezorovou
schranku, kde podle jeho zdznamd mélo byt iridium, otevrel ji a vyndal kus na-
sedlého kovu. Pak ho schoval do kapsy kombinézy, schrdnku zase vrdtil na misto
a vysel z trezoru ven.

Nez se dostal do dvorany banky, zjistil, Ze je banka prepadena. No asport
to lupici budou mit o néco lehci, Tekl si pri pomysleni na odblokovany trezor
a vyrazeny alarm v ném. Ale to uZ sahal znovu po svém minipocitaci a skocil
casem i s iridiem v kapse drive, neZ si toho mohl kdokoliv vsimnout.

* Kk K

Tentokrdat se Will zjevil v néjakém skladu plném zdsob jidla a s hroznym
lomozem pritom shodil nékolik polic. Narazil si w toho nohu a zaklel: ,Co to
sakra? Vidyt jsem se mél vrdtit zpdtky!*

Ted o tom ovsem nebyl ¢as premyslet ddl. Dvere do skladu byly vzpricené,
ale vykopnuti je otevrelo a jemu se naskytl pohled na kuchyn. Soucasné s tim
jeho minipocitac zapipal, kdyz v mistnosti zdetekoval podivng casovy vir. Jako-
by wvychdzel z panve visici na zdi. ,, Tohle si vezmu,“ zamumlal a pdnev sundal
z hrebiku.

Né&jaky kuchat se mu pokusil panev vytrhnout z ruky, ale Will ho odstréil
a se slovy ,,Na tohle nemam cas,“ vybehl na ulici a zmizel v temné bocni ulicce.
Tam zacal zkoumat, pro¢ ho pdnev pritahla na tohle misto.

Zmapoval, Ze mimo pdnev existuje jesté nékolik dalsich casovych viri, kte-
ré se asi pri vybuchu c¢asového generdtoru ndhodné rozmistily po casoprostoru
a tvor ted jakési casoprostorové mosty. Willa by zajimalo, co se bude p¥i jejich
odstrariovdani s casoprostorem dit.

28-5-4 Casoprostorové mosty 10 bodu

Will zjistil, Ze ruzné ¢asy a mista jsou ndhodné svazany casoprostorovymi
mosty. Kazdé misto v sobé nese jisty ndboj energie a na pocatku jsou vsSechna
spojena tak, ze tvori souvisly graf.

Will si vymyslel potfadi, v jakém chce Casoprostorové mosty odstranovat,
coz povede k tomu, Ze se puvodné souvisly graf bude rozpojovat na mensi a
mensi souvislé komponenty. Potreboval by zjistit, jak se bude mnozstvi energie
v jednotlivych komponentach chovat vzhledem k odstraniovani mosti — vzdy nas
bude zajimat soucet energie v ramci jednotlivych komponent.

Dostanete zadano, kolik energie je v kazdém misté, a pak poradi casoprosto-
rovych mostt, ve kterém je chce Will odstranovat. Po kazdé operaci byste méli
vypsat, co se stalo — bud nic (operace nerozpojila zddné dvé komponenty), nebo
ze doslo k rozpojeni komponenty na dvé s takovou a takovou energii.
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Priklad: Pokud budeme mit mista A, B, C a D s energiemi po fadé 1, 2, 3
a 4 a tato mista budou spojend do étverce ABC D, tak nésledujici posloupnost
operaci provede toto:

e Zruseni A — D: Nic.
e Zruseni B — C: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 3 a 7.
e Zruseni A — B: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 1 a 2.

e Zruseni C' — D: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 3 a 4.

Po naplanovdni idedlniho poradi ruseni ¢asoprostorovych mosti prisla rada
na realizaci. Will peclivé navolil, na jaké misto a cas se chce dostat, spustil
presun. . .

* Kk k.

... a ocitl se na misté, kde urcite nechtél byt, v néjakém Timském stanu.
Potrdsl hlavou a rozsvitil si svitilnu na ruce. Vsiml si na posteli leZicitho prekva-
pencho Rimana. Ndramné se podobal tomu, kterého potkal v jeskyni. Ted se zacal
zvedat, a tak si Will priloZil prst na ista v praddvném gestu pro mlcéeni.

Pak si vsiml vybaveného stolu s mnozZstvim kladiv, klesti a dalsich véci. Roz-
hodl se, Ze si panev trochu vylepsi, urazil z ni drZadlo a chvili ji upravoval, aby ji
pozdéji mohl pouzit k rozdrcent iridia na mensi kusy. Pak si sbalil véci a chystal
se k odchodu, tentokrdt jen aby udélal mistni presun.

Ale jesté nes zmizel, ohlédl se po Rimanovi. Ujistil se, Ze je to ten z jeskyné,
z vésaku vedle jeho postele popadl zbroj, stit a zbran a presunul se.

Presun to nebyl daleky, chtel jenom vypdtrat, jak hluboko v minulosti se ocitl
a jak by mél nakalibrovat svij minipocitac, aby uz délal casové presuny presné.
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28-5-5 Kalibrace 7 bodu

Willtiv minipodéita¢ ma v paméti ulozen seznam c¢asoprostorovych soutadnic
uspofadanych ptivodné podle ¢asu. Ale vypadd to, Ze se vlivem néjaké poruchy
seznam o néco zrotoval, a Will by rad zjistil, o kolik pozic.

Vime, Ze vSechny Casy jsou navzajem ruzné a ze mimo zrotovani se nic jiného
nestalo. Z puvodni posloupnosti

1,3,4,7,9,12,13,14,15
tak mohla vzniknout tfeba tato (zrotovanim doprava o tfi):
13,14,15,1,3,4,7,9,12

Bohuzel jediné, co mize Will délat, je podivat se na néjaky index v posloup-
nosti, pfesunout se ¢asem na tyto soufadnice a urcit, jakému odpovidaji casu.
Réad by zjistil, o kolik se posloupnost soufadnic pfesné zrotovala, ale chce pri
tom vykonat co mozna nejméné cest Casem (neboli podivat se na co nejméné
pozic v seznamu). Vasim tkolem je navrhnout mu nejlepsi postup, tedy postup
s fadové co nejméné nutnymi piesuny c¢asem.

Po provedeni nékolika pokusi, pri kterych se zjevil s mecem v ruce pred
néjakym domem, pak ve sklepé Bilého domu a nakonec v Disneylandu, se Willovi
konecné povedlo nakalibrovat spravné minipocitac.

Ted uz mohl presné zamérit misto a cas, kde mélo dojit k vijbuchu cdsti
casového generdtoru, kterd se prenesla do minulosti. Nastavil s velkou presnosti
stejn€ misto a cas o pét minut predtim. Iridium pomoci kladivka a pdnve premeénil
na drobnéjsi kousky, které planoval nacpat do jdadra, aby zastavil reakci. A potom
zmdckl tlacitko.

* Kk K

Objevil se v docela bézném paneldkovém obyvacim pokoji. Tedy byl by bézny,
kdyby v pulce zdi nevisel podivny trimetrovy kovovy vdlec, ktery se materializoval
uprostred Zelezobetonového panelu, jednim koncem v televizi. Vilec vyddval hlu-
boky pulzujici zvuk, ktery se zacal zrychlovat. Will odklopil kryt na boku a doslova
ho srazilo na zem teplo, které se vyvalilo ven. Bylo tak veliké, Ze skoro okamZité
chytly plamenem blizké zaclony.

Will si zastinil oblicej rukou a pribliZil se k vdlci. Po otevieni krytu se ven
vysunuly regulacni sloty, do kterych by se mélo umistit iridium, ale nevysunuly
se vechny (a Will stejné nemél tolik kouski iridia, aby je umistil do vsech).
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28-5-6 Sloty na iridium 11 bodua

Maéame k dispozici K kouskd iridia a S sloti, do kterych se dé iridium umis-
B 1 tit. Slott je alespoii tolik, kolik je iridia (K < S), ale nejsou rozmistény
rovnomeérné. Vsechny sice lezi na obvodu kruhu, ale jsou rtizné daleko od sebe.

Iridium do nich potfebujeme rozmistit co mozna nejvice rovnomeérné. Za
co nejvice rovnomérné rozmisténi budeme povazovat takové, které umisti kazdy
kousek iridia do jiného slotu a obsazené sloty budou co nejdale od sebe — minimum
ze vzdalenosti mezi obsazenymi sloty bude nejvétsi mozné. Vzdalenost pocitame
po obvodu kruhu (a to i pfes zacatek kruhu).

Sloty maji celoéiselné souradnice (mohly by to byt tieba stupné) a nasSim
ukolem je z nich rychle vybrat ty, které pouzijeme. Pokud bude moznjch nékolik
stejné vyhodnych kombinaci, mizeme pouzit libovolnou z nich.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu budou tfi ¢isla: obvod kruhu O,
pocet sloti S a pocet kouskt iridia k umisténi K. Na druhém fadku vstupu pak
bude S celych ¢isel s; oznacujicich pozice slot na kruhu z rozsahu 0 < s; < O.
Vsechna cisla budou oddélend mezerami a pozice budou sefazené od nejmensi.

Formadt vystupu: Na jediny fadek vystupu vypiste K mezerou oddélenych
indext oznacujicich sloty, které budou pouzité. Indexujeme od 0.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
36 10 4 1458
0248 12 20 22 24 30 35

Ukéazkovy vstup a vystup si mizeme pfiblizit obrazkem nize. Pouzité sloty
jsou oznaceny plnym puntikem, minimalni vzdalenosti mezi pouzitymi sloty je 8
a vétsi vzdalenosti dosdhnout nelze.

350

30

24 12

22
20
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Co nejrychleji vloZil kousky iridia do sloti a uderil do oranZového tlacitka.
Sloty se zasunuly a Will sebou pro jistotu prastil o zem. Uvnitr doslo k bourlivé
reakci a ven vylétly rozzhavené jiskry, které zapalily blizké okoli. Jesté Ze kom-
binézy fasované v institutu byly nehorlavé! Po par sekunddch ale zacala reakce
ustdvat, iridium zafungovalo jako reguldtor.

Will se uprostied hotictho bytu postavil, podival se na nyni uZ neskodny
vdlec a aktivoval v ném malou autodestrukéni ndloz. Pak s modrym zablesknutim

z hotictho bytu rychle zmizel, dole uZ totiZ zaslechl houkdni sirén.

* Kk K

Z modré koule se vyloupl opét v mistnosti s reaktorem, ted navic s krdtkym
efektem slehajicich plameni, které vtdhl s sebou. Usklibl se nad tim a spojil se
s ostatnimi.

, Tak éasové havdrii jsme snad zabrdnili, zamezil jsem vybuchu!“ oznamil.

,Skuvéle, tak ted té€ uz jenom dostat zpdtky,“ prisla mu odpovéd.

Aby vrdtili mistnost s reaktorem (a Willem) zpdtky do normdlnt faze, museli
omezit vznikly casovy vir. K tomu ale bylo potieba provést velmi mnoho rych-
lych ¢asoprostorovych vgpoctu v kratkém case — kdyZ uZ se operace zahdji, nejde
prerusit ani pozastavit. Proto se rozhodli si néco predpocitat predem.

28-5-7 Tajemna operace 12 bodu

E‘ Mame pocita¢ pocitajici tajemnou operaci ®, o které vime jenom to, ze je
binarni a asociativni (tedy Ze je to operace mezi dvéma prvky a Ze nezélezi na
uzavorkovani operaci ve vyrazu). Co si pod tim predstavit? Mutze to byt napfiklad
oby¢ejné nésobeni nebo séitani, nebo t¥eba ndsobeni modulo 10° (v&imnéte si, Ze
na rozdil od bézného nasobeni k tomuto neexistuje inverzni operace — neni tedy
mozné délit).

Beéh programu se bude skladat ze dvou ¢asti. V prvni ¢asti si mize program
v n&jakém rozumném Case predpoditat, co bude chtit, a pak bude ve druhé (ostré)
¢asti béhu dostavat dotazy. Problémem je, ze vypocet tajemné operace ® je
naro¢ny a béhem ostrého béhu zvladne pocita¢ v case kazdého dotazu pouzit
operaci ® pouze jedenkrat.

Na zacatku béhu dostane program pevné dand ¢isla a; az a,, na nichz si
muZeme spocéitat, co bude chtit, a pfi ostrém béhu pak bude dostédvat mnoho
dotazu typu

a4 Q0i+1 Q... Qaj-1a;

neboli dotazli na vypocet operace ® na né&jakém intervalu mezi ¢ a j (kde ¢ < j).

Chtéli bychom si tedy vybudovat néjakou datovou strukturu, kterd nam
pfi ostrém béhu umozni odpovidat na takové dotazy pouze s jednim zavolanim
funkce ®. Ale vypocet takové struktury by taky mél byt co moZné nejrychlejsi.
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Vypocty byly dokonceny, mistnost s generdtorem vrdcena do sprdvné faze
a Will uz se chystal k tomu, Ze si po narocném dni pujde ddat horkou sprchu. V tom
jeho pohled padl na 7imské brnéni a mec, které prinesl a poloZil s otlucenou pdnvi
do kouta. Chwvilku premyslel, pak to vée vzal do ndruce a do interkomu ozndamil:
,Jeste moment, mdm néjakou nevyrizenou prdci. .. “

* * k.

Nez se Gaius stihl vzpamatovat a poradné nadechnout, zablesklo se podru-
hé a cizinec se vrdtil. Ted tam viak misto pochodné stdl s pdnvi v jedné ruce
a centurionskou zbroji ve druhé. Rekl néco dalsiho nesrozumitelného a hodil zbroj
1 s mecem Gaiovi k noham. Pak ho rukou pobidl, aby se do ni navlékl.

Gaius dlouze nevdhal a cizince poslechl. Jakmile na sebe zbroj navésil, po-
dival se na cizince, co ted. Ten se nahnul, hodil néco nalevo do lesa, na prstech
odpocital od tri do jedné a silné stréil Gaia do zad. Ten vybéhl soucasné s tim,
co se zleva z lesa zacaly ozyvat divné zvuky. . .

Pribéh pro vds dovypravél

Jirka Setnicka
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Serial — Fvolucni algoritmy

28-1-8 Programovani podle Darwina 15 bodu

QV letoSnim seridlu se budeme vénovat pfirodou inspirovanym algoritmtim,
jakymi jsou napiiklad evolucéni algoritmy &i neuronové sité. Téma je velmi
Siroké a obsahuje v sobé velkou spoustu postupti, ze kterych my se budeme
vénovat jen tém zakladnim a ¢asto pouzivanym.

Uvod do evoluénich algoritmi

Pro¢ se vlastné informatici snazi pfirodou inspirovat? Jednak urcité hraje
roli motivace vyzkouset si néco neobvyklého, ale jednim z hlavnich duvodu je,
Ze tradiénimi (exaktnimi) informatickymi postupy mnoho problémi neumime
vibec fesit. Pfitom priroda ma v zasobé spoustu pomérné silnych a obecnych
technik pro feseni problémt, nepodobnych ¢emukoli, na co jsme v informatice
zvykli. A pfi pohledu na vysledky se zda, ze funguji docela dobie. Patii mezi
né tieba pravé proces evoluce (ktery je vlastné takovym algoritmem na hledéani
nejschopnéjsich forem Zivota).

Nabizi se tedy otazky: ,Mohly by nam tyto techniky néjak pomoci pfi rese-
ni tézkych algoritmickych probléma?, ,Daji se jednoduse popsat, nebo dokonce
naprogramovat?“,  Dokazeme naprogramovat mravence, ktef{ by spoleéné na-
misto stavéni mravenisté hledali cestu v grafu?“,  Muze se i pocita¢ pomoci
simulace neurond néco naucit?“ a tak dale. Ukazuje se, Zze odpovédi na vétSinu
téchto otézek je: ,Ano, je to mozné!“

To vSechno vypada skvéle! Ale mozna si ted néktefi z vds pro sebe fekli:
,Budu ja tomu rozumét? Ja biologii moc neumim.“ Tak toho se pfesné nemusite
bat. VSechny algoritmy, kterym se béhem seridlu budeme vénovat, se piirodou
pouze inspiruji. To znamen4, ze sleduji néjaké jeji zakladni chovani, a pak si jej
vysvétli svym informatickym zpisobem. Tedy prakticky zadné biologické znalosti
nejsou potteba.

Evoluéni algoritmy — ¢ast 1

Prvnich nékolik dila seridlu se spole¢né budeme vénovat evolucnim algo-
ritmum. V tomto dile si konkrétné popiseme a naucime se pouzivat viibec prvni
typ: takzvany geneticky algoritmus. Rekneme si, ¢im je motivovan, podrobné
popiseme jeho hlavni ¢asti a pokusime se pomoci néj vyfesit par problému. Do
otazek ohledné toho, pro¢ by takovy algoritmus vitbec mél mit Sanci fungovat,
zatim nebudeme piili§ zabihat — ty si nechame na priste.

S genetickym algoritmem poprvé piisel John Holland v roce 1970. Genetic-
ky algoritmus je inspirovan myslenkou evoluce. V pfirodé plati pravidlo ,silnéjsi
preziji,“ coz znamend, Ze nejsilnéjsi jedinci obstoji v konkurenci ostatnich, re-
produkuji se a zvladnou tak prenést své geny do dalSich generaci. Tim v kazdé

118



26

Serial — Evoluéni algoritmy

dalsi generaci dostavame lepsi jedince, protoze nam ztistanou geny jen téch, ktefi
dokazali prezit.

Dale budeme predpokladat, ze vykonost jedince ovliviiuji pouze jeho geny
a nic jiného (tomu se v biologii ¥ikd darwinismus). Tento predpoklad znamena,
Ze pii reprodukei jsou potomci a jejich vlastnosti zavisli pouze na genech rodict
a ne na jejich zivotnich zkuSenostech. Nyni se pojdme podivat, jak vypada néjaky
informaticky geneticky algoritmus.

Geneticky algoritmus sestava z populace jedinci, funkce ohodnocujici vy-
konost téchto jedincu (fitness funkce) a tii hlavnich genetickych operédtord pro
manipulaci s jedinci: selekce, krizeni a mutace. V dalsim textu si tyto jednotlivé
¢asti podrobnéji popiSeme.

Jedinec je tvoren posloupnosti gent, ktera pfedstavuje néjaké reseni naseho
problému. Je dulezité, aby tato posloupnost méla danou fixni délku. Zatim navic
budeme predpoklddat, Ze tato posloupnost je bindrni (skldda se pouze z 0 a 1).
Pro binarni soustavu dokazeme jednoduse popsat dalsi operatory.

Fitness funkce ohodnocuje vykonost (kvalitu) jednotlivych jedincid. Jingmi
slovy fika, jak jsou jedinci dobfi pro feseni naseho problému. Zpravidla vyhod-
nocuje tak, ze vyzkousi, jak dobfe geneticky kdd jedince fesi zadany problém
a ohodnoti jej redlnym cislem.

Selekce

Pomoci selekce vybirame, které jedince pouzijeme pro vytvoreni dalsi popu-
lace. Bereme pfitom v tvahu fitness jedinci, ale zdroven ponechavame i urcitou
miru ndhody. My si uvedeme dva druhy selekci: ruletovou selekci a turnajovou
selekci.

Ruletovou selekci si predstavime jako opravdovou ruletu. Mame kruh roz-
sekany na ruzné velké ¢asti, kde kazda odpovidéa jednomu jedinci. Velikost ¢asti
kruhu je pfimo timérna fitness jedince. Do rulety pak hodime kulicku a vybere-
me toho jedince, v jehoz ¢asti kulicka skonéi. Tento proces opakujeme tolikrat,
kolik jedinct potfebujeme vybrat. Nevadi ndm, pokud jednoho jedince vybereme
vicekrat. 26

V praxi je ruletova selekce pocitana tak, Ze se vygeneruje ndhodné ¢islo od 1
do souctu vsech fitness a podle toho se vybere pfislusny jedinec. Z toho duvodu
je pro ruletovou selekci nutné, aby fitness funkce byla vzdy kladna.

Pak ale existuje jesté turnajovd selekce, u které hodnoty fitness funkce mo-
hou byt libovolné. Ta funguje tak, Ze vezme dva ndhodné jedince a z nich vybere
toho s lepsi fitness. To opét zopakuje tolikrét, kolik chceme vybrat jedinci. (Tur-
najovéa selekce nemusi vzdy vybirat jen lepsiho ze dvou jedinct, ale klidné obecné
nejlepsiho z k jedinct.)

V pfirodé by to sice neslo, ale my si to v informatice klidné miiZzeme dovolit
a jednoho jedince si nakopirovat, kolikrat chceme.
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KfiZeni

jedince a néjakym zpusobem je zkombinuje. Nejcastéji se pouziva takzvané jed-
nobodové kriZeni, které vybere ndhodny bod, tam jedince rozpili a prohodi jejich
druhé ¢asti. Obdobné také funguje dvoubodové krizent, které ndhodné zvoli dva
body a pak prohodi tu ¢ast jedinct, kterd je mezi nimi.

Také se muze pouzit kiizeni, které se pro kazdy bit zvlast rozhodne, zda
jej prohodi nebo ne. Takové kfiZeni se ale pro nékteré problémy moc nepouziva.
Pozdéji si sami muzete vyzkouset, které z kiizeni vam bude fungovat lépe.

K¥iZeni se neaplikuje na vsech jedincich, ale probiha s pravdépodobnosti py,
ktera se obvykle pohybuje od 0,7 do 0,9. K¥izZeni se ¢asto povazuje za hlavni pohon
genetickych algoritmi. Na druhou stranu existuje mnoho verzi a odvozeni, které
kiizeni viibec nezahrnuji.

Mutace

Mutace je operator, ktery ndhodné zméni jednoho jedince. To jest kazdy
bit s néjakou malou pravdépodobnosti zméni. Tato pravdépodobnost je casto
volena kolem 1/d, kde d je délka jedince. Takové volba pravdépodobnosti zpusobi,
7e béhem mutace v priméru prohodime pravé jeden bit jedince. Mutace se na
jedince aplikuje s pravdépodobnosti p,,, ktera se obvykle voli v rozmezi 0,001 az
0,05.

Posledni pojem, ktery si definujeme, je generace. Generaci je myslena po-
pulace, ktera existuje v jedné iteraci. Na zacatku mame generaci 0, z té je pak
pomoci selekce, kiizeni a mutace vytvorena generace 1, z té pak generace 2 a tak
déle. Predchozi generace vzdy celd umira a dale se pouziva pouze nova generace.

Pseudokaéd algoritmu
Nyni jsme si predstavili vSechny dilezité ¢asti genetického algoritmu, tak se

pojdme podivat, jak dohromady funguji. Zde je pseudokdd algoritmu.

1. Vygeneruj nahodnych n jedinca velikosti d do generace 0 a spocitej jejich

fitness.

2.t=0

3. Opakuj nasledujici:

4. Pomoci selekce vyber m jedinci z generace t.
Na kazdého z téchto m jedinct aplikuj kiizeni s pravdépodobnosti py.
Na kazdého dale aplikuj mutaci s pravdépodobnosti p,,.
Spocitej fitness vyslednych jedinci a nejlepsich n prohlas za generaci t+1.
t=1t+1

® N o o

Jelikoz vyuzivame nahodu, vyplati se algoritmus pustit nékolikrat za sebou
a ze vSech béhu vzit ten nejlepsi vysledek. Pfi kazdém béhu zaciname s jinak
nagenerovanou pocatecni populaci, a tedy mtzeme ziskat i jinak dobré feseni.
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A to je celé. Posledni, co zbyva Fict, je, kdy se algoritmus zastavi. To muze
byt bud ve chvili, kdy vyvineme jedince reprezentujiciho optimalni feSeni pro-
blému (tj. s maximélni moZnou fitness, pokud ji zndme) nebo po uréitém poctu
iteraci. Casto se také zohlediiuje poéet vyhodnoceni fitness funkce, protoze pra-
vé ta byva tou Casové nejnarocnéjsi casti algoritmu. Ta se ale v nasem pfipadé
pusti v kazdé iteraci pravé m-krat, takze vypocet budeme fidit poctem iteraci
a velikosti populace. (m > n, ale ¢asto m = n)

Elitismus

Nez si algoritmus vyzkousime, zminime jesté posledni véc. V algoritmu, tak
jak jsme jej popsali, se lehce muze stat, ze béhem presunu na dalsi generaci
pfijdeme o nejlepsiho jedince — muzeme jej nevybrat, mtze se Spatné zkrizit
ktera se jmenuje elitismus. Ta funguje tak, ze do vybéru pro generaci t+1 pridame
jesté pe - n nejlepsich jedinch z generace t. Tim urcité zachovame doposud nejlepsi
geny. Hodnota p, se obvykle voli maximélné 0,1. Nemtizeme brat moc velkou ¢ast,
protoze pak by nam celd populace postupné konvergovala jen k jednomu aktualné
nejlepsimu jedinci.

Nyni si algoritmus pojdme vyzkouSet. Protoze genetické algoritmy obsahuji
mnoho parametri, které se musi spravné nastavit, aby dobfe fungovaly, ladi se
nejdrive na jednoduchych problémech. Na takovych, na kterych je dobie vidét,
jak algoritmus funguje, a pro které umime efektivné vyhodnocovat fitness funkci.
My se pokusime navrhnout geneticky algoritmus, ktery se bude snazit vyvinout
posloupnost samych jednicek.

Pro takovy problém je fitness funkce jednoduchd — prosté jen spocita, ko-
lik jednicek jedinec obsahuje. Selekce, kiizeni a mutace funguji presné tak, jak
je popsano vyse. Zbyva vyladit parametry: velikost populace n, pocet iteraci ¢
a hodnoty pi, pm, Pe- Vasim tkolem ted bude si riizné kombinace téchto para-
metra vyzkouset a zjistit, jak se algoritmus chova.

Ukol 1 [6b]: Pomoci genetického algoritmu vyvifite posloupnost samych jednicek.
Tedy zacnéte s populaci ndhodnych jedinct a pomoci genetického algoritmu se
snazte vyvinout jedince, ktery je slozen pouze z jednicek.

Vyzkousejte to pro velikosti jedince d = 20, 100, 500. Zkuste rizné velikosti
populace a rizné kombinace pravdépodobnosti. Jak se algoritmus chova?

Sledujte, jak se béhem vypocftu méni maximalni a primérnd fitness generaci.

Vyzkousejte si také napsat néjaky vlastni zptisob kiizeni nebo mutace. Jak to
bylo tispésné? Tato kiizeni a mutace by nemély nijak zaviset na znalosti FeSeného
problému. Cilem je odladit operatory, které by pak mohly fungovat i pro jiné, uz
ne tak jednoduché problémy.

Vyzkousejte také, jak je algoritmus uspésny, pokud mé vyvinout jedince,
kde se 0 a 1 st¥idaji. (PfiCemz je jedno, ¢im se zacne.) Mélo by stalit zménit
fitness funkci. Funguje vas$ algoritmus stale stejné dobie?
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Béhem reseni miizete pouzit nase Sablony genetického algoritmu ze stranky
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evolucd.

Odevzdavejte soubor typu ZIP s popisem FeSeni, pribéhem algoritmu a po-
kud chcete, tak i se zdrojovym kédem. V popisu rozeberte, co jste zkouseli a jaké
jste pouzili parametry, aby algoritmus byl co nejlepsi.

Priubéhem algoritmu je myslen textovy soubor, kde na kazdém fadku budou
mezerou ¢i tabuldtorem oddélené hodnoty: ¢islo generace, hodnota primérné
fitness, hodnota maximalni fitness. Nemusite logovat kazdou generaci, sta¢i kazdéa
desata.

Tim jsme si vyzkousSeli, jak se geneticky algoritmus ladi na jednoduchém
problému. Casto p¥i vymysleni nového operatoru & dokonce celého algoritmu
se hodi jej nejdiive vyzkouset a odladit na nécem takto jednoduchém. To se
predevsim tyka operatort, které jsou nezévislé na feSeném problému. O takové

Nékdy ale mizeme znalost feSeného problému vyuzit a pfimo ji zahrnout
do genetickych operatort, jako jsou kfizeni nebo mutace. To na jednu stranu
mize znacné urychlit vypocet, na druhou stranu nas to ale mize v feseni zahnat
nékam do suboptimalniho feseni, ze kterého se nebudeme moci dostat.

To v&e si vyzkousime na problému sedmi loupeZnikt. Skupinka sedmi loupez-
niki vyloupila vesnici a ziskala z ni dohromady d predmétt, kazdy z nich ohod-
notila néjakou cenou. Vasim tkolem je tyto predméty rozdélit na 7 hroméadek
tak, aby jejich soucet byl co nejblizsi. Konkrétné tak, aby rozdil nejhodnotnéjsi
a nejméné hodnotné hromadky byl co nejmensi.

Nez se pustime do feSeni, musime vyfesit nékolik problémt: Jak budeme
kédovat jedince? Jak v tomto kédovani bude fungovat kiizeni a mutace? Jak
zvolit fitness funkci?

Jedinci budou délky d a budeme je kédovat ¢isly 0,1,...,6. Pokud na i-té
pozici mame déislo 4, tak to znamend, ze i-ty pfedmét pridélime do hromadky 4.
KfiZeni muze fungovat stejné jako s bindrnimi jedinci a mutace zméni ¢islo na né-
hodnou hodnotu od 0 do 6 namisto preklopeni bitu. To, jak dobfe tyto operatory
budou fungovat, je jina otazka.

A co s fitness funkci? V tomto pripadé mame za kol minimalizovat roz-
dil nejvétsi a nejmensi hromadky. N4S geneticky algoritmus se ale snazi fitness
funkci f maximalizovat a ne minimalizovat.

U turnajové selekce problém miizeme vyftesit jednoduse — prosté pouzijeme
hodnoty — f(z) namisto f(x). Co ale délat, pokud chceme pouzit ruletovou se-
lekci? Tam vsechny fitness navic musi byt kladna ¢isla. Mame nékolik moznosti,
jak toho dosahnout. Casto se pouzivd hodnota 1/(f(z) + 1) namisto f(z). Nebo
hodnota A — f(z) pro vhodné zvolené A tak, Ze vysledné hodnoty ur¢ité budou
kladné. Musime ale dat pozor, aby A nebylo pfilis velké, protoze pak by vysledné
hodnoty byly pfilis blizko u sebe a z pohledu ruletové selekce byly ,,skoro stejné“.

122


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evoluce

Serial — Evoluéni algoritmy

Tim jsme si poradili se vSemi problémy a tedy geneticky algoritmus miizeme
zkusit pouzit.

Ukol 2 [9b]: Pomoci genetického algoritmu feste problém sedmi loupezniki pro
data, kterd naleznete na strance se Sablonami. Data jsme vygenerovali troje:
lehka, stfedni a tézka. Doporuc¢ujeme je fesit postupné. Tj. az si budete myslet,
Ze méate dost dobré Feseni pro lehkd data, zkuste, jak vam algoritmus funguje pro
stfedni, atd.

Na prvnim faddku dat jsou dvé cela ¢isla: pocet loupezniki (vzdy 7) a pocet
nakradenych véci D. Na druhém fadku je D mezerou oddélenych ¢isel udavajicich
vahy jednotlivych véci.

Opét zkousejte rtizné kombinace parametrti. Také si vyzkousejte, jak nejlépe
prevést fitness funkci na maximaliza¢ni — muzete vymyslet i vlastni zptsob nebo
néjaké modifikace zpisobi popsanych vyse.

Naleznéte co nejlepsi feseni daného problému. Muzete pouzit i vlastni ge-
netické operatory, které libovolné vyuzivaji znalost problému a provadéji kiizeni
nebo mutace ,cilené“ na specifickych ¢astech jedinct.

V ziru odevzdejte nejlepsi vyvinuté feseni spolecné s popisem, jak jste jej
dosahli a pro¢ si myslite, ze takovy postup funguje. Také muzete pridat zaznam
pritbéhu feseni (jako v minulé tloze).

Pri feseni obou uloh mtzete upravit nami vytvorenou Sablonu v jazycich
C++, Java, ..., anebo pouzit svou vlastni.

Nase kédy obsahuji zékladni verzi genetického algoritmu se vSemi jeho ¢ast-
mi. Navic loguji, jak se béhem vypoctu méni prumérnd a maximéalni fitness,
a ukladaji doposud nejlepsiho vyvinutého jedince.

Karel Tesar

28-2-8 Genetika vs. prochazeni krajiny 16 bodu

V prvnim dile seridlu jsme si predstavili genetické algoritmy, jejich operatory

a zékladni funkénost. V tomto dile se postupné dostaneme k verzi algorit-
mu, které pracuji s jedinci tvorenymi redlnymi Cisly, a ziskdme aspon zakladni
porozuméni, pro¢ by viubec takovy algoritmus mél fungovat.

Nez se vsak dostaneme prfimo k témto otazkam, predstavime si zakladni
postupy optimaliza¢niho prohledavani prostoru feseni.

Vsechny optimalizacni problémy se daji formulovat tak, Ze mame zadanou
n-rozmeérnou funkci f, kterd jako vstupni parametry dostane n realnych cisel a
odpovi jednim redlnym ¢islem. Funkeci f se pak snazime maximalizovat, resp. mi-
nimalizovat. To jest hleddme takové vstupni parametry, pro které bude vysledek
funkce nejvétsi, resp. nejmensi mozny.
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Takovou funkci miize byt naptiklad:
fla,y,2) = 32" +2(y + 4)* (2 — 2)?

Pokud ji chceme minimalizovat, optimalnim feSenim jsou hodnoty = 0, y = —4,
z = 2, pro které f(0,—4,2) =0.

To je jednoduché, ne? Bohuzel ale jen v tomto pripadé. My obvykle nemame
zadny takto jasny pfedpis a ¢asto ani nevime, jaka je optimalni hodnota funkce.
Vétsinou jen zname pocet vstupnich parametri a pro jejich konkrétni hodnoty
umime spocitat hodnotu funkce.

Prikladem takovych funkci mohou byt vSechny fitness funkce z minulého
dilu seridlu a také vSechny cilové funkce, které se objevi v tomto dile.

Metoda horolezeni (hill climbing)

Budeme pracovat s funkcemi redlnych proménnych, které popisuji, jak dob-
ré je feSeni néjakého problému. Takové funkce jsou obvykle rozumné spojité.
To znamenad, %e kdybychom si graf funkce nakreslili, tak nam jeji povrch bude
pfipominat krajinu. Budou na ni kopce, udoli, nadmotska vyska bude plynule
prechazet a zfidkakdy narazime na svisly ttes nebo propadlisté. Prosté takova
obycejna krajina, kterou vSichni zname.

Nadale si dovolime predpokladat, ze vSechny funkce maji tvar néjaké takové
krajiny. Pak si pod optimaliza¢ni tilohou pro takovou funkci si miizeme predstavit
hledani nejvyssi hory (v pfipadé maximalizace) nebo nejhlubsiho udoli (v pfipadé
minimalizace).

My se budeme vénovat hledani nejvyssich hor a ukazeme si metodu, které se
nazyva hill climbing (Cesky metoda horolezeni). Metoda si na zac¢atku ndhodné
vybere start (ndhodny bod v krajing) a z néj za¢ne $plhat nahoru na kopec,
dokud to jde.

Splhéani probiha tak, Ze se nahodné zvoli bod z okoli mista, kde pravé stojime,
spocitame v ném hodnotu funkce, a pokud je stejnd nebo vyssi nez aktudlni,
presuneme se tam. Cely postup opakujeme po dany pocet iteraci.

Bod presunu vybirame tak, ze ke kazdé soutadnici pfi¢teme ndhodnou hod-
notu z rozmezi (—4,4), kde 0 je ndmi urcena konstanta. Ta se pro zacatek algo-
ritmu voli trochu vétsi (povolujeme velké skoky a hleddme kopec) a v zévérecné
fazi naopak hodné malé (uz jsme na kopci a jen se pfiblizujeme vrcholu).

Tento algoritmus mé vsak jednu znacnou nevyhodu: skon¢ime na prvnim
kopci, ktery najdeme, a vibec nevime, zda tfeba nékde neni dalsi a jesté vys-
. Re¢i matematiky najdeme né&jaky lokalni extrém, o kterém nevime, jestli je
i globalnim.
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To muzZeme napravit tak, Ze metodu pustime vicekrat za sebou a ze vSech
pokust vybereme ten nejlepsi. To uz vypada lépe — kdyz vylezeme na vice kopc,
tak tim zvysime pravdépodobnost, Ze jsme se alesponi jednou ocitli na tom tplné
nejvyssim. Ale. ..

Co kdyz nase krajina bude vypadat jako zorané pole? Tam pak jsou vSude
samé malé kopecky, a at zacneme na jakémkoliv misté, hned na nékterém z nich
skonéime. Tomu bychom chtéli néjak zamezit.

Simulované Zihani

Problém ,maljch kopeck“ fesi dalsi metoda, kterd se nazyva simulované
Zithdni. Ta déla presné to, co metoda horolezeni, jen navic dovoluje s urcitou
pravdépodobnosti pfejit i do bodu nizsiho nez aktualni.

Pravdépodobnost, s jakou si dovolime pfejit niz, se ¥idi dvéma faktory. Prv-
nim je velikost zmény od aktudlni hodnoty (tu budeme znacit Af) a druhym je
takzvand teplota (znacend T). Cim vyssi teplota, tim vyssi pravdépodobnost, 7e
zménu prijmeme.

Na zacatku algoritmu nastavime teplotu vysokou a v pribéhu ji pomalu
snizujeme az skoro na nulu. SniZzovanim teploty snizujeme toleranci na velikost
poklesu. Pro danou velikost snizeni A f a danou teplotu 7' mé pravdépodobnost
piijeti presné hodnotu e=27/T,

Snizovani teploty mtizeme provadét pfenasobenim konstantou «, kterou zvo-
lime z intervalu (0, 1). Tomu se ¥ika chladici schéma. Nasleduje pseudokdd algo-
ritmu simulovaného zihani pro jednorozmérnou funkei (funkei jedné proménné).

1. T =Tp,5 =
2. Vyber pocatecni bod x = zg.
3. Urc¢i maximalni pocet iteraci M a cislo iterace i = 0.

125

serial



KSP

serial

27

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2015/2016

4. Dokud i < M

5. y=x +rand(—d,d) (ndhodny posun)
6. Pokud f(y) > f(x)
7. x =1y (je vyssi, hned prijmi)
8. Jinak
9. Vygeneruj ndhodné hodnotu r € (0, 1).
10. Pokud r < e2f/T pak z =y (piigmeme s danou pravdépodobnosti)

11. Pokud z je zatim nejlepsi feSeni, zapamatuj si jej.
12. T =aT
13.  Volitelné muzeme snizit J.

Algoritmus pro vice proménnych je naprosto shodny, jen s proménnou x
pracujeme jako s vektorem a operace provadime zvlast na vsechny jeho slozky.
Cely algoritmus stejné jako u horolezeni poustime vicekrat a ze vSech TeSeni
vybereme to nejlepsi.

Na zavér této sekce jesté poznamename, ze pro vybér dalsiho bodu se ¢asto
pouziva posun podle Gaussova normalniho rozdéleni. Protoze to se ale na stfed-
nich Skolach ¢asto nevyucuje, zvolili jsme jednodusi postup, ktery také funguje
dobfte.

Ukol 1 [7b]: Zkuste pomoci metody horolezeni, simulovaného #thani nebo néja-
kym vlastnim zptsobem vyfesit nasledujici ilohu.

V roviné mame rozmisténych dohromady p boda. Chtéli bychom tam pridat
k centralnich stanic tak, aby soucet vzdalenosti vsech bodt do jejich nejblizsi
stanice byl minimélni.

Pro zadané vstupni body?” feste postupné pro k = 1,3,5. Na prvnim Fad-
ku najdete pocet bodu p. Na dalSich p fadcich jsou vzdy dvé ¢isla udavajici
soufadnice jednoho z bodd.

Na tlohu muzete vyzkouset i algoritmy z dalsiho textu. Napiste, co jste
zkouseli a jak vam to fungovalo. Ktery z pfistupt vam fungoval nejefektivnéji?

Spolecné s popisem FeSeni poslete i prubéh vaseho algoritmu spole¢né s nej-
lepsimi dosazenymi feSenimi.

Explorace versus exploatace

Nyni odhalime, pro¢ jsme vibec simulované zihani a metodu horolezeni
probirali v souvislosti s genetickymi algoritmy. Prvnim davodem je, Ze vSechny
tyto algoritmy maji spole¢ny cil, totiz maximalizaci ¢i minimalizaci cilové funkce.
Druhym duvodem pak je, ze obéma témto skupindm se pokusime porozumét
pomoci pojmu explorace a exploatace.

Pojem explorace zastieSuje objevovani novych ¢asti prostoru feseni. To jest
pokud se nés algoritmus podiva na hodné mist krajiny funkce, tak hodné explo-
roval.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evolucd
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Pojem exploatace naproti tomu zastiesuje lokalni prohledavani a vyuzivani
informaci, které jsme jiz objevili. Tedy hledani kopce na néjakém lokalnim misté
v krajin€ patii do exploatace.

Pii navrhu optimaliza¢niho algoritmu se snazime o vyvazeni explorace a
exploatace. Pokud algoritmus bude mélo explorovat a hodné exploatovat, tak
bude mit tendence nalézat lokalni extrémy a drzet se jich. Naopak pokud bude
hodné explorovat a malo exploatovat, tak se bude blizit ndhodnému tipovani
bodi. Sice jich hodné vyzkousi, ale nevyuzije pofadné informace o tvaru jejich
okoli.

Metoda horolezeni i simulované zihani v prvnim kroce exploruji (vyberou
ndhodny bod) a pak uZ jen exploatuji (zkoumaji aktudlni okoli). Tento nedostatek
explorace se pak snazi dohnat opakovanym spusténim celého algoritmu.

Nyni pojdme rozebrat genetické algoritmy. Generovani poc¢ateéni populace a
opakované spousténi algoritmu pat¥i jednoznac¢né do explorace. Operator selekce
se na druhou stranu fadi do exploatace (z aktualnich jedincti ponechavdme jen ty
nejlepsi). Zbyva ndm zafadit operatory, které s jedinci pfimo manipuluji: kiiZzeni
a mutaci.

Mutace je v genetickém algoritmu povazovana za predstavitele explora¢niho
operatoru — prinasime do jedince ndhodnou novou informaci. K¥izeni se naopak
povaZzuje za operator exploatac¢ni, protoze pouze skldda dohromady informace,
které jiz v jedincich mame.

Pohled na kfizeni jako na exploatacni operator muze na prvni pohled vypa-
dat neintuitivné. Vzdyt pfece kiizenim dvou jedinct se najednou dostaneme na
Uplné nové misto v krajiné. .. To je sice pravda a z tohoto pohledu kiiZeni muze
vypadat trochu explora¢né, ale stale plati fakt, Ze jsme vyuzili jen informace, kte-
ré jsme jiz méli. Takze kfizeni v jistém smyslu funguje lokalné, ale naprosto jinym
zptisobem a v jiném rozsahu nez naptiklad metoda horolezeni nebo simulované
zihani.

Duvodem, proc¢ napft. genetické algoritmy vnimame nadéjné, je pravé dobré
zastoupeni jak explorace, tak exploatace. Algoritmus prohledavé okoli hned na
nékolika mistech najednou, tyto informace kombinuje dohromady a pii tom se
zaroven snazi objevovat nova mista.
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Genetické algoritmy v realnych &islech

Nyni se podivame na to, jak bychom genetickym algoritmem mohli fesit
problém vyzadujici redlné jedince (vektor redlnych éisel). Pak jej budeme moci
porovnat s metodami vyse. Jednotlivé hodnoty jedinci budeme nazyvat slozky.

Takovy geneticky algoritmus bude fungovat naprosto stejné jako ten z prv-
niho dilu seridlu, jen pro néj musime navrhnout operatory kiizeni a mutace, které
dokazi s redlnymi jedinci pracovat.

Mutaci miizeme realizovat obdobné — ndhodné pohneme s jednou ¢i vice
slozkami jedince. Realizujeme pfi¢tenim ndhodné hodnoty z intervalu (—4,0).
Dalsi moznosti je vygenerovat novou hodnotu z daného rozsahu.

Kfizeni muzeme délat jednobodové, stejné jako v minulém dile, anebo s je-
dinci mizeme pracovat vice jako s vektory a pocitat napiiklad jejich prémeér.
Ptipadné misto priméru muzeme pocitat konvexni kombinaci, kterd pro jedince
z a y vypada nasledovné:

z=ar+(1-a)y;ac(0,1),

kde hodnotu @ mtizeme mit fixni, volit ndhodné, nebo volit na zakladé fitness
obou jedinci.

Oba operatory se daji uchopit jesté mnoha dalS$imi zpisoby. Mné se na-
piiklad na operatoru krizeni nelibi to, Zze opakovanym primeérovanim hodnot si
jedinci budou navzajem &m déal podobnéjsi. Casem budou vsichni témé¥ stejni,
blizko priméru ptvodnich hodnot. Pfesto bych ale chtél pracovat s jedinci jako
s vektory hodnot a néjakym zpusobem vyuzivat informace, které v sobé ucho-
véavaji, a dostéavat z nich nova, doposud nepoznané feseni. Praci s vektory hojné
vyuziva diferencidlni evoluce.

Diferencialni evoluce

Diferencialni evoluce je specifickd verze genetického algoritmu, ve které se
s jedinci pracuje jako s vektory redlnych cisel. Také vyuziva operatory selekce,
kiizeni a mutace, ale pfistupuje k nim jinym zptsobem nez genetické algoritmy.

Priubéh diferencialni evoluce vypada nasledovné:

1. Inicializuj populaci n ndhodnymi jedinci o velikosti d.

2. Opakuj nasledujici:
> inicializace mutace kiizeni
3. Proved mutace.
4. Proved kiiZeni.
5.  Proved selekci.
selekce

Nejdiive aplikujeme mutaci, ta probiha tak, Ze pro kazdého jedince vytvo-
fime takzvaného dérce (donor) z dalsich t¥1 ndhodnych jedincd. Pro jedince x
vytvorime donora v z ndhodnych jedincu p, g, 7:

v=p+F-(qg—r),

128



Serial — Evoluéni algoritmy

kde F' je redlny parametr z intervalu [0, 2], kterému se ¥ikd diferencidlni vdha.
Sice se teoreticky povoluje vaha az 2, ale v praxi se vyplati pouzivat hodnoty jen
do 1.

Operace mutace probiha s celymi vektory po slozkach. Vezmeme smér vekto-
ru jednoho jedince, pri¢teme k nému rozdil sméra dalsich dvou jedinci a ziskdme
naseho darce, kterého vyuzijeme v dalsich fazich.

Déle je na fadé kifZzeni. To nastava s pravdépodobnosti C' € (0, 1). Kiizime
puvodniho jedince = s jeho darcem v a vytvorime tak vysledného jedince u. To
provedeme tak, Ze vygenerujeme ndhodné cislo r € (0,1). Pokud r < C, tak
polozime u = v, jinak v = z, az na jednu nahodnou slozku j, kterou vezmeme
z 0.

Neboli:

w — {vi pokud r < C' nebo i =j
" la; pokudr>Cai#j

Pro hodnotu C je vétsinou dobra prvni volba C' = 0.5.

Jako posledni v sérii operaci je selekce. V té pouze porovname fitness pi-
vodniho jedince z s fitness vysledného jedince u a do dalsi generace vezmeme jen
lepsiho z nich.

Takto vypada celd jedna iterace. Nahodni jedinci pro darce se urci na za-
kladé tii ndhodnych permutaci jedincii. To znamend, ze béhem jedné iterace se
kazdy z jedinct pouzije pravé jednou jako p, pravé jednou jako g a pravé jednou
jako r. Navic existuje i verze algoritmu, kdy se za jedince p vzdy dosadi aktu-
alné nejlepsi jedinec z populace (tim vSichni dérci vychazi ze sméru stejného,
nejlepsiho jedince, coZz nemusi byt vzdy vyhodné).

To je cely algoritmus. Ma vyhodu i v tom, Ze se diky rovnicovému zapi-
su d& naprogramovat o néco lépe nez naptiklad klasicky geneticky algoritmus.
Vsimnéte si, Ze je ndm dokonce i jedno, zda fitness funkci maximalizujeme ¢i
minimalizujeme.

Zavérem okomentujeme, jak volit velikost populace. Ta z logiky algoritmu
musi byt alespon 4. AvSak vétSinou se n voli velikosti mezi 5d a 10d, kde d je
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velikost (pocet slozek) jedince. Je to ale pouze doporuceni, neni zadny divod,
pro¢ nezkusit tfeba fixni hodnotu mezi 40 a 100.

Ukol 2 [9b]: Pomoci genetického algoritmu v realnych &islech a diferencialni evo-
luce zkuste fesit nasledujici ulohu.

Mame zadany velky obdélnik o rozmérech W x H a sadu k malych obdélniki
o rozmérech wy X hy, ..., wi X hi. Naskladejte malé obdélniky do velkého tak,
aby se celkové co nejméné prekryvaly. Celkovy pfekryv je souctem piekryvu vSech
dvojic obdélniki. Za prekryv se navic pocita i vyboceni ven z velkého obdélnika.

Ulohu feste pro data, ktera najdete na strance serialu.?® Na prvnim fadku
jsou ¢isla W a H, na druhém fadku pak pocet obdélniki £ a na dalSich k fadcich
jsou vzdy dvé ¢isla: w;, h; — rozmeéry obdélnika 1.

Opét vyzkousejte riizné kombinace parametrii. Ulohu miizete zkusit vyfesit
i jingm, neevolu¢nim zpusobem, vas vysledek do evoluce uméle dosadit a zkusit
jej jesté zlepsit.

Pfi feseni muzete vyuzivat Sablonu genetického algoritmu z minulého dilu
nebo novou Sablonu pro diferencialni evoluci. Obé najdete na stejné strance jako
vstupni data.

Spole¢né s popisem Feseni poslete i prubéh vaseho algoritmu a nejlepsi feseni,
jakého jste dosahli.

Karel Tesar

28-3-8 Inteligence hejna 15 bodu

V tomto dile se budeme naposled vénovat evolu¢nim algoritmim a oproti

minulému dilu budeme opét vice ¢erpat inspiraci z chovani pfirody. Konkrét-
né si budeme vsimat struktur chovani skupin zivocichti. Tyto algoritmy patii do
kategorie, kterd se souhrné nazyva Inteligence hejna.

Co ale znamend samotny pojem inteligence hejna? V piirod€ existuje rada
zivoc€ichi, jejichz jedinci se chovaji velmi jednoduse a 7idi se jen nasledovanim par
jednoduchych pravidel. Takovi jedinci obvykle nemaji potencidl samotni prezit,
a nebo dokazat velké véci. Kdyz ale vezmeme celé hejno takovych jedinct, kteri
vsichni usiluji o stejnou véc, tak tim ziskame néco velkého.

Naprtiklad si pfedstavme mravence, ktery se snazi postavit své obydli. Ten
musi jit pro diivko, odlozit jej na hromadu, pak jit pro dalsi, opét jej polozit
a tak dal. To vypadé jako jednoduchy tikol. Akorat jeden mravenec tyto diivka
nedokéze shanét dost rychle. Nez donese druhé, tak mu prvni dfivko mize sebrat
jiny Zivocich, odfouknout vitr, a nebo se nam mravenecek muze polamat. V kaz-
dém pfipadé tento jeden mravenec ma jen pramalé Sance na Uspésné dostaveni
celého obydli.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evolucd
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Nyni si znova predstavme stejnou situaci, ale namisto jednoho mravence
bude obydli stavét milion mravenci, kteri vSichni chtéji postavit spole¢né obydli.
také jim prace ptjde fadové rychleji a z nasbiranych dfivek se nam rychle stane
hroméadka. A kdyZ se ndhodou jednomu mravenci néco stane, tak tam porad
mame statisice dalsich, ktefi jej mohou nahradit.

Co z toho plyne pro informatiku? Mame jedince, ktefi se chovaji jednoduse.
Ty zvladneme snadno simulovat pomoci sady jednoduchych pravidel. Kdyz pak
vezmeme hodné takovych jednoduchych jedinci a budeme je simulovat vsech-
ny najednou v jednom prost¥edi (tak, aby se navzdjem ovliviiovali), tak ndm
dohromady vytvori slozitou strukturu chovani, kterou uz nejspis nedokazeme
jednoduse popsat.

Z informatického pohledu zbyva jen jedno. Navrhnout takové chovani je-
dinct, jejich cile a takové prostiedi, aby ndm celé takové hejno vytesilo zadany
problém. My pro chovani jedinct budeme hledat inspiraci ve skutecnych prikla-
dech. Nepovede se nam dosdhnout toho, Ze najdeme tak skvélého zivocicha, jehoz
simulaci dokazeme vytesit vSechny problémy, ale uvidime, ze inspirace konkrét-
nim zivo¢ichem nas dovede ke ke konkrétni tfidé problémt, na které se simulace
zrovna tohoto zivocicha hodi.

Chovani mravenéi kolonie

Mravenci jsou socialni hmyz, ktery zije ve skupinach velkych 2 az 25 miliont
jedincti. My si budeme vsimat, jak se chovaji pfi shanéni potravy. Mravenci
za¢nou viceméné ndhodné prohledéavat okoli mravenisté a hledat potravu. Jakmile
je néktery z nich ispésny, tak po své cesté vypousti feromony, jimiz dava ostatnim
mravencim najevo, ze tato cesta je dobra. Ostatni mravenci jsou pak schopni
tyto feromony citit a automaticky preferuji cesty s vyssi koncentraci feromont.
Tomuto se fikd mechanizmus pozitivni odezvy.

Je dutlezité si uvédomit, ze tam nikde neni zadny centralni mravenec, ktery
by pohyb fidil, a ze celé shanéni potravy vyplyne na povrch automaticky z na-
hodného chozeni a za pomoci feromoni. Cesty k potravé postupné sili a jakmile
tam potrava dojde, tak mravenci pfestanou produkovat feromony, ty za¢nou po-
stupné vyprchavat a mravenci si najdou jinou cestu k dalsi potraveé.

Cela kolonie se tedy umi samoorganizovat bez jakékoliv centralni ¢i vnéjsi
pomoci za vyuziti produkovéani feromoni. Ty v prostiedi pak funguji jako sdilend
krétko/dlouhodoba pamét vSech mravenct z mravenisté.

Optimalizace mravenéich kolonii

Hledéni potravy mravenci budeme simulovat jako hledani cesty v grafu.
Méme zadany ohodnoceny graf G = (V, E), ve kterém bychom chtéli najit co
nejkratsi cestu z vrcholu s (mravenisté) do vrcholu ¢ (potrava). My si popiSe-
me zakladni mravendi algoritmus (Ant System), ze kterého pak vychazi drtiva
vétsina ostatnich mravencich algoritmi.
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Kazd4 hrana ij ma svou délku d;; a intenzitu feromont f;;. Mravenec zacne
ve vrcholu s a vyda se po grafu az dokud nedojde do t (pfipadné nepiekroci
maximélni poéet krok). Pokud stoji ve vrcholu 4, tak v dal§im kroce pfejde do
vrcholu j s pravdépodobnosti

s
£i5 - bij

TS b

ikeE

Pij

kde b;; = 1/d;; je ,vhodnost hrany“ — ¢im kratsi, tim vhodnéjsi, a a, 3 jsou
parametry ovliviiujici vyznam obou slozek. Obvykle se «, 5 voli kolem 2.

Intenzita feromoni se na zacatku vypoctu muze zvolit tfeba 1 ¢i mensi
konstanta, nebo b;; ¢i Gplné jinak. Zalezi, jak ndm to pro konkrétni algoritmus
vyhovuje. Volbou f;; = b;; obvykle nic nezkazime.

Jedna iterace algoritmu mé tii faze:

1. Vytvéareni feseni (mravenci hledaji cestu)
2. Aktualizace feromoni (vypafovani a zvySovani mravenci)
3. Vngjsi zdsahy (nepovinné ¢ast)

Vytvareni feSeni jsme si jiz popsali. To jen mravenci na zakladé aktualnich
pravdépodobnosti hledaji cestu v grafu. Pak se odpafi intenzita feromont na
vSech hranach podle

fiz=Q0—=p) fij

kde p € [0,1] je intenzita odpafovani. Cim vyssi p, tim vice se feromony
odpafuji. Po odpafeni pak vSichni mravenci znova projdou své cesty a intenzitu
feromont kazdé hrany ij na nich zvysi o 1/L, kde L je délka nalezené cesty.
Pfipadné o rozumny nasobek této hodnoty ¢i dle jiné klesajici funkce zavisejici
na délce hledané cesty.

fig = fi; +1/L

Vnéjsi zasahy jsou nepovinnd ¢ast algoritmu. Jedna se o vylepSeni, kterd
se nedaji udélat z pohledu mravence. Obvykle se jednd o rtzné zvyhodiiovani
nejlepsich mravencti, podrobnéjsi hledani v okoli nejlepsiho feseni a podobné.

Tim jsme popsali cely zakladni mravenci algoritmus a nyni se podivame na
jeho aplikaci na realny problém.

Aplikace v problému obchodniho cestujiciho

Zadani problému: Mame zadany seznam n mést a vzdalenost kazdé dvojice
z nich (tedy Gplny graf o n vrcholech). Obchodni cestujici by vSechny tyto mésta
chtél navstivit (kazdé pravé jednou) a vrétit se do toho, kde zacal. V jakém
poradi je ma projit?

Toto je slavny problém, pro ktery neni znam zadny algoritmus, ktery by jej
efektivné Fesil. Tak ndm nezbyva nez se jej snazit vyfesit optimaliza¢né. Jelikoz
v problému hledame néjakou cestu v grafu, tak se nabizi pouZit mravence.

132



Serial — Evoluéni algoritmy

Nalezeni potravy v tomto ptfipadé bude znamenat projiti vsech vrcholt gra-
fu, kazdym pravé jednou. Cim kratsi cestu najdeme, tim vice feromonti budeme
vydavat. Jelikoz se pohybujeme na tplném grafu, tak hledani takovych cest ne-
bude velky problém.

Jeden mravenec vzdy zafne v ndhodném vrcholu a na zékladé feromont
prejde do dalsiho vrcholu. Vzdy ale bere v ivahu jen ty sousedy, které jesté pri
své cesté nenavstivil. Takze mravenec pokazdé néjakou cestu nalezne a ta bude
prochézet pravé pies pravé n vrcholtl. CimZ jsme v jesté lepsi situaci nez pfi
hledani nejkratsi cesty, kde nam mravenci mohli i zabloudit.

Zbytek mravenciho algoritmu zstava naprosto stejny.

Ukol 1 [15b]: Reste problém obchodniho cestujiciho na obcich Ceské Republiky.
Data si miiZete stdhnout na obvyklém misté na strance peridly.

Ve vstupnim souboru najdete na kazdém fadku (je jich 6 251) popis jednoho
mésta formou néasledujicich udaji. Pocet obyvatel obce, x-ova soufadnice obce,
y-ova soufadnice obce a nazev obce. Jednotlivé tdaje jsou odd€lené mezerou. Za
poskytnuti dat, kterd by méla byt platna k zacatku roku 2011, dékujeme CSU —
https://wuw.czso.cz/.

Pro jednoduchost vzdéalenost mezi dvéma mésty uvazujeme jako vzdalenost
bodt v roviné. Ulohu Feste pro viechna mésta. Takovy graf, ale pro prvni zkouseni
algoritmu mozna bude prilis velky, tak tlohu mtzete zkusit Tesit pro obce s vice
jak 2500 obyvateli, pfipadné pro obce s vice jak 10000 obyvateli.

Pro feseni mtizete pouzit jak algoritmus mravenci, tak jakykoliv jiny postup.
Porovnejte vysledky, kterych jste jednotlivymi postupy dosahli.

MozZné modifikace mravendi kolonie

Elitarska strategie: Preferovani doposud nejlepsi cesty za cely dosavadni pri-
béh algoritmu. Funguje tak, ze si pamatujeme doposud nejkratsi cestu a v kazdé
iteraci béhem aktualizace intenzity feromont pficteme €/L; ke vem hrandm této
cesty, kde € urcuje silu vlivu nejlepsi cesty a Ly je jeji délka.

Vliv poradi: Lepsi mravenci budou produkovat jesté vice feromont nez ti
horsi. Mravence sefadime podle délky jejich cesty a feromony produkuje jen w
nejlepsich z nich. r-ty mravenec produkuje feromony podle

fij=fij+ (w—-r+1)/L

Dalsi inteligence hejna

Existuje jesté rada dalsich modifikaci algoritmu mravenc¢i kolonie. Ty ale
v tomto seridlu nezvladneme pokryt. Radéji si udélame rychly prehled dalsich
inspiraci hejn, které v pfirodé mtzeme najit.
Optimalizace hejnem castic

Anglicky Particle Swarm Optimization je trochu podobné diferencialni evo-
luci z minulého dilu. Hejno sestava z jednotlivych ¢astic, které se pohybuji v pro-
hledavacim prostoru. Kazda ma svou aktualni polohu a vektor rychlosti. Rychlost
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se pak staci k doposud nejlepsimu nalezenému bodu dané ¢astice a nejlepsi na-
lezené poloze vSech Castic.

Optimalizace véelim rojem

Zahrnuje celou skupinu algoritmi, které hledaji inspiraci v rojich véel. Je-
dinci v algoritmu jsou obvykle rozdéleny do nékolika skupin vcel, kde kazda
hraje svou specifickou roli. Algoritmy nachdzi uplatnéni jak pii feSeni redlnych
optimalizaci, tak pfi feSeni diskrétnich problémi.

Naptiklad mtzeme mit t¥i typy vcel: délnice, pozorovatelky a prizkumnice.
Nejdrive délnice vyleti do prostoru feSeni a pomoci vceliho tanecku davaji védet
pozorovatelkdm, jak je jejich feseni dobré. Pozorovatelky z nich pomoci vazené
pravdépodobnosti vyberou ty, které jsou tspésné. Délnice, které ve svém okoli
dlouho nebyli ispésné se pak zméni na priuzkumnice a vydaji se zkoumat jinou
oblast prostoru feseni.

Optimalizace hejnem svétlusek

Kazd4 svétluska m4 svou svitivost v zavislosti na jeji Gispésnosti. Cim tispés-
néjsi, tim vice zari a pritahuje ke své pozici ostatni svétlusky. Kazda svétluska
ma také omezenou vzdéalenost, kam az dohlédne.

Karel Tesar

28-4-8 Strojové uceni 20 bodu

Co je to strojové uceni? Lidské uceni je schopnost adaptace na nové situace.

Kdyz budeme poprvé hrat sachy, asi ndm to nepijde moc dobte, ale podruhé
to pujde trochu lépe, a kdyz budeme hrat dost dlouho, mizeme se stat experty.
Mizeme se naucit hrat dobie Sachy, i kdyz na zacatku dostaneme jenom jejich
pravidla, kterd nam umoznuji délat Spatné i dobré tahy. Nikdo nam nedé pfesny
postup, jak byt expert — v na$i hlavé hranim Sachiti vznikne schopnost hrat je
dobfte.

Strojové uceni se snazi replikovat tuhle schopnost v pocitadich. Je velmi
uziteéné umét Fesit problémy, na které nezname zadné jasné algoritmy. To plati
obzvlast, kdyz se snazime automatizovat néjaky aspekt lidské inteligence. Jed-
na prakticka aplikace je tfeba pocitacové vidéni. Dnes pocitace umi ¢ist psany
text, rozeznavat lidské tvare, nebo tieba hledat ve fotkdch dopravni znacky, a to
vSechno s nadlidskou pfesnosti. Algoritmus strojového uceni napiiklad dostane
5000 priklada 10 raznych dopravnich znacek a jeho vystupem bude postup, jak
je od sebe rozpoznat.

Vétsina materidld o strojovém udeni je bud v angli¢ting nebo pouziva anglic-

vevs

budeme ceské terminy zavadét i s jejich anglickymi ekvivalenty. Jestli byste chté-
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li strojovému uceni vénovat vic samostudia, miizete si tfeba najit materidly ke
kurzu Machine Learning na Coursefe.?’

Druhy strojového uceni

Strojové uceni se déli na ti Siroké kategorie: uceni s uditelem (supervised
learning), bez ucitele (unsupervised learning) a zpétnovazebni ucéeni (reinforce-
ment learning).

Zminény problém klasifikace dopravnich znacek patii pod uceni s ucitelem.
Jakysi ucitel nam ukazal ptiklady a fekl ndm ,tohle je stopka“, ,tohle je zakaz
vjezdu“, a tak dale. Nasim tkolem je podle téchto trénovacich dat vyrobit al-
goritmus, ktery bude fungovat dobfe nejen na pfikladech, které jsme dostali od
ucitele, ale i na téch, které jsme jesté nikdy nevidéli.

Uceni bez ucitele se snazi najit néjaké pravidelnosti, ale nemé zvenku za-
déano, ¢im se takové pravidelnosti budou vyznacovat. Kdyz mame néjakou sadu
dat, o které nic nevime, uceni bez ucitele ndm treba muize pomoct najit néjaké
jejich ,vyznamné vlastnosti“, na které se pak miizeme zamérit zvlast. Mezi uéeni
bez uditele patii tfeba detekce anomdliz, ktera hleda ve vstupnich datech vzorky,
které vyznamné vybocuji z ,pravidelné struktury“. Kdyz tfeba mame datacen-
trum plné serverid, muzeme se snazit detekci anomalii najit servery, se kterymi
je néco néjakym zpusobem Spatné, i kdyz pfedem nevime, jakym zptisobem se
mohou porouchat a jak se to projevi v parametrech, které mérime.

Zpétnovazebni uceni je o néco specialnéjsi. Pouziva se na uceni chovani v pro-
stredi, ve kterém nemusi byt podle vystupu nauceného systému hned jasné, jestli
se chové chytie. Piedstavte si tfeba, Ze se snazime naucit hrat Pacmana. Algorit-
mu fikame, jak vypada labyrint, kde se Pacman nachéazi, kde jsou duchové a kde
je jidlo a on nam fiké, kam chce, abychom §li. Chceme, aby se naudil, jak se mé
hybat, aby sezral co nejvic jidla a pokud mozno neumfel. Kdyz algoritmus fekne
»jdi vlevo,“ tak nevime hned, jestli to byl dlouhodobé dobry krok, nebo Spatny
krok — to zélezi na tom, jak se algoritmus zachova v budoucnosti (napfiklad jestli
ho vlivem tohoto kroku za 5 taht zabije duch). Pacman provadi posloupnost akci
v néjakém prostiedi a snazi se, aby se nakonec naucil co nejlepsi algoritmus pro
hrani.

Uceni bez ucitele na to pouzit ziejmé nejde (protoze mame konkrétni cil —
snazime se maximalizovat snédené jidlo). Uceni s ucitelem se taky nehodi. Intu-
itivné bychom se totiz neucili hrat dobfe — ucili bychom se jenom napodobovat
uéitele. Pokud by tedy ucitel byl tfeba mistr svéta v Pacmanovi, tak by ho nas
nauceny algoritmus neumél porazit, protoze se jenom naudi to, co umi ucitel.
N34S cil je najit co nejlepsi algoritmus, ktery je v ramci pravidel Pacmana mozny.

Dnes si ukdzeme par zakladnich algoritmi uceni s ucitelem.

http://coursera.org/learn/machine-learning, nejblizs termin kurzu zacing
21. bfezna.
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Ué¢eni s ucitelem

Zkusme se tfeba naudit podle vysky a obvodu pasu predpovidat vahu lidi.
Nejdfive najdeme né&jaké dobrovolniky (necht je jich N) a posbirame jejich vysky,
obvody a vahy. Vstupnim informacim, podle kterych se snazime predpovidat
hmotnost, fikdme piiznaky (features). Pocet pfiznakt, tedy u nas 2, ozna¢ime
jako p; prvni priznak je vyska a druhy je obvod pasu. Ulozime si je do vektor
2, 2@ 2 To, co se snazime nauéit piedpovidat — tedy vahu — si ulozime
do yMW, ...y, Vsem vstupnim i vystupnim datiim, se kterymi pracujeme, se
tika souhrnné dataset. Oznacime jej jako D.

Kdy# tieba 2(®) = (1.87,93) a y® = 85, tak osmy dobrovolnik méFil 1.87 m,
mél obvod pasu 93 cm a vazil 85kg. Informacim, které mame o jednom dobro-
volnikovi, tedy dvojici (z(®),y(®)), fikame spoleéné vzorek (sample). Pouzivame
standardni vektorové znaceni, takze x§8) =187 a :cés) = 93.

Vétsina aplikaci uéeni s ucitelem je klasifikace nebo regrese. Klasifikace je
pFitazeni vstupniho vzorku do jedné z kategorii. Regrese je predpovéd hodnoty
néjaké funkce, kterd vede do realnych ¢isel. Pfedpovidani hmotnosti je regrese.
Urcovéani, jaky typ dopravni znacky jsme vyfotili, je klasifikace.

N34S cil je najit néjakou funkci f takovou, Ze pokud mozno pro kazdy vzorek
(z,y) je y = f(z), nebo aspoii mezi nimi nebude velky rozdil. Kromé toho ale
chceme jesté jednu dulezitou vlastnost: f by méla dobie generalizovat. Uceni je
hledani vhodné funkce f.

Prvni pozadavek, tedy aby f na zndmych vzorcich odpovidala spravné, se
déa splnit spoustou zptsobu. Jeden z nich je tfeba ten, Ze by si f pfi uceni
zapamatovala vSechna trénovaci data, a kdyz by dostala vstup z, tak by se
podivala, jestli tenhle vstup byl v trénovacich datech, a jestli byl, vratila by
jeho prislusny vystup, a jinak by vratila tieba 9999. Mate-li nepiijemny pocit,
Ze na tomhle napadu je néco Spatné, mate ho zcela spravné.

Takova funkce f by fungovala perfektné na trénovacich datech, ale jakmile
bychom chtéli predpovédét hmotnost nékoho, koho jsme jesté nevidéli, byla by
zcela k ni¢emu. Generalizace je pravé tato schopnost fungovat dobfe i na lidi,
které jsme pfi uceni jesté nevideli.

Priznaky

Kdyz chceme mit dobré pfedpovédi, velmi zalezi na tom, abychom zvolili
dobré ptiznaky. Musi obsahovat néjakou uzitecnou informaci, na které zavisi ta
veli¢ina, kterou predpoviddme. Kdyz se snazime naucit predpovidat hmotnost li-
di, nejspi§ ndm pomize védét fyzikalni vlastnosti, které s hmotnosti souvisi: tfeba
vysku, obvod pasu, vék nebo procento tuku v téle. Naopak ndm asi nepomuze
védét barvu oc¢i nebo oblibenou kapelu.

Nez spustime algoritmus strojového uceni, vyplati se nejdiiv zamyslet nad

vevs

ky. Zkusme tfeba predpovidat podle vysky a hmotnosti pravdépodobnost srde¢ni
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prihody v nésledujicim roce. Samotna hmotnost a vyska sice jsou uziteéné in-
formace (kdyz vazim 250 kg, jsem rizikovéjsi, nez kdybych vazil 70kg), ale lepsi
nejspis bude si piidat jako piznak BMI ((hmotnost v kg)/(vyska v m)?). BMI
zohlediiuje, Ze rtizni lidé maji rtiznou postavu — je asi zdravéjsi vazit 100 kg a byt
vysoky 2 metry, nez vazit 80kg a byt vysoky 1.5 metru.

Priznaky jde siroce délit na kategorické a numerické. Numerické piiznaky se
daji pfirozené vyjadrit jako Cislo, tfeba vyska v centimetrech nebo barva pixelu
v obrazku. Kategorické pfiznaky muzou byt tfeba krevni skupina nebo statni
obcanstvi. Existuje pro né né&jaky pomérné maly pocet moznych hodnot (t¥eba
krevni skupiny jsou {0%, 07, A*, A~ B+, B~, AB", AB™}) a na téhle hodnotach
nemusi davat smysl obvyklé ¢iselné operace. Mohli bychom sice tfeba oznacit
krevn{ skupiny misto ndzvt pofadovymi ¢isly (0T = 1, ..., AB™ = 8), ale
operace nad takovym oznacenim nejsou uzitecné — sice nad nasim oznacenim
miizeme tvrdit, ze (07) + (B~) = (AB7), ale to neodpovid4 zddnému vztahu
v redlném svété. Stejné tak neni B~ v zaddném smyslu ,vétsi nez“ 0. Oproti
tomu tfeba muze davat smysl porovnavat vysky dvou lidi nebo pocitat jejich
rozdily.

Hodné algoritmii potiebuje, aby jejich vstupy byla ¢isla. Tehdy potfebujeme
kategorické priznaky ,zakédovat® do ¢iselnych. Nejobvyklejsi takové kédovani
z priznaku, ktery obsahuje jednu z K kategorii, vyrobi K ¢iselnych piiznaki,
jeden pro kazdou kategorii. Kdyz vzorek patii do i-té kategorie, nastavime i-ty
pfiznak na 1 a ostatni na 0.

Predpokladejme, Ze existuje néjaky skutecny vztah f , ktery z  déla y (tedy
z vysek a obvodl pasu d4va hmotnost). Pi{znaky, které méfime, ale nemusi stacit
na zcela presnou odpovéd: i kdyz maji Jana a Katka stejnou vysku a obvod
pasu, muzou mit jinou hmotnost, protoze se Katka rano nenasnidala. Existuje
néjaky vliv vnéjsich pfiznaki, které neméfime (nebo mozn4 ani z principu métit
nejdou — tfeba mame nepiesnou vdhu). D4 se to neformélné napsat jako y =
f (x)+e: pfedpovidana hodnota y se sklad4 ze slozky, kterd zdvisi na x, a néjakého
ndhodného (a snad malého) &, ve kterém jsou schované vlivy, které neumime
méfit.

Funkeci f, kterou se snazime naucit, se fikd model — snazi se co nejpresnéji
modelovat, co by délala f , kdybychom se ji mohli zeptat.

MéfFeni chyby modelu

Po modelech chceme, aby byly co nejpfesnéjsi a aby dobfe generalizovaly.
Chceme tedy, aby na neznamém vzorku, ktery nebyl k dispozici ucicimu algorit-
mau, daly dobrou predpovéd.

Existuji rizné metriky pro to, jak dobrd predpovéd je. Vétsina z nich jsou
néjaka mira chyby.

Pro nase predpovidani hmotnosti se tfeba hodi velmi obvykle pouzivana
kvadratickd odchylka. Kvadratickd odchylka modelu f na vzorku (z,y) je rovna
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(y — f(2))?%. Intuitivné ji velké odchylky vadi mnohem vic ne# malé.

Pro klasifikaéni tilohy se jako metrika hodi accuracy.?® Accuracy na jednom
vzorku je 1 tehdy, pokud jej f pfedpovi spravné, a 0, kdyz na ném udéla chybu.
Kdyz tifeba predpovidame, jakou dopravni znacku obsahuje obrazek, zajima nas
jenom, jestli najdeme tu spravnou. Kdyz si spleteme stopku se zadkazem vjezdu,
je to pro accuracy stejné Spatné, jako bychom si ji spletli s prikdzanym smérem
jizdy.

Zatim jsme si ukazali definice dvou ruznych chyb modelu na jednom vzorku.
Po modelu chceme, aby mél co nejmensi stredn? hodnotu chyby, neboli aby na
nédhodné vybraném nezndmém vzorku byl co nejpresnéjsi.

Kdyz mame néjaky model f, jak zjistime stfedni hodnotu chyby na nezna-
mém vzorku? Nezndmé vzorky jsou pro nis nedostupné — nemizeme jit zmérit
7 miliard lidi a spo¢itat, jakou chybu primérné délame. Mame k dispozici jenom
data od dobrovolniki. Dél4 se to tak, ze uéicimu algoritmu nedédme vSechna data,
kterd mame. Rozdélime dataset D na trénovaci mnoZinu S a testovaci mnozi-
nu T, tfeba v poméru 90 %/10 %. Ucicim algoritmtim dame k dispozici jenom
trénovaci data. Testovaci vzorky pred nim skryjeme. Az nam udici algoritmus da
model f, spo¢itdme jeho primeérnou chybu na testovaci mnoziné. S trochou sta-
tistiky se da ukazat, ze pramérna chyba na testovaci mnoziné rozumné odhaduje
stfedni chybu na vsech neznamich vzorcich.

Ukol 1 [1b]: Je potieba, aby rozdéleni na testovaci a trénovaci mnozinu bylo
ndhodné. At dataset D obsahuje nejdiiv 100 znadek ,stop“, pak 100 znacek ,dej
prednost v jizdé“ a nakonec 100 znacek ,slepd ulice“. Vymyslete, co a jak by se
mohlo rozbit, kdybychom testovaci mnozinu vybrali nendhodné.

Kdyz treba po modelu chceme malé kvadratické odchylky, chceme malou
stfedni kvadratickou odchylku na neznamych datech. Tu odhadneme podle stied-

ni kvadratické odchylky na testovaci mnoziné 7T :

1
B~ By = MSEr = o > - f@)*
(z,y)ET

Stfedni kvadratické odchylce se ¥ika anglicky mean square error (MSE). Kdyz
nas zajima accuracy na neznamych datech, odhadneme ji podobné: pomoci pri-
mérné accuracy na 7.

Cim vice dat dame k dispozici algoritmu strojového udeni, tim vice se jim
bude moct pfizptsobit a tim bude nauceny model davat pfesnéjsi predpoveédi.
Na druhou stranu, ¢im vétsi mame testovaci mnozinu, tim pfesnéji chyba na
testovaci mnoziné Fr odhadne skutecnou chybu na neznamych vzorcich F.

Vzpomeiite si na f, kterd si ulozila vSechna trénovaci data do tabulky a
na vSechno kromé nich vratila 9999. Takovy model ma na trénovacich datech

Kromé accuracy se pro klasifikdtory méfi i metriky precision a recall. Ceské
preklady tady bohuzel nemaji tak dobte zavedeny vyznam, jako anglické terminy.
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nulovou chybu (Es = 0). Na testovacich datech 7, kterd nemé v tabulce, ale
odpovi strasné Spatné, takze primeérna chyba na testovacich datech F7 nam
spravné fekne, jak strasné moc $patny tenhle model je.

Preuceni a porovnavani modeli

Pokud se nauc¢ime model, ktery je hodné dobry na trénovacich datech, ale
podstatné horsi na testovacich datech, muze to byt kvili preuceni (neboli over-
fittingu). K preuceni dochazi, pokud uéicimu algoritmu umoznime, aby se p¥ilis
silné adaptoval na néjaké zvlastnosti trénovacich dat, které ale obecné neplati.

Hodné algoritmi strojového uceni funguje tak, Ze postupné po epochdch
vic a vic adaptuje model na trénovaci data. Vyrobi tedy posloupnost model
f1, fa, ..., ve které jsou modely postupné ¢im dal tim adaptovanéjsi na trénovaci
data, ale po néjaké dobé se zacnou preucovat, a tedy zacnou byt min uziteéné
pro obecné pouziti. Podobna situace nastane, kdyz zkousime na jednéch datech
rizné algoritmy strojového uceni a chceme z naucenych modeld vybrat ten nej-
vhodnéjsi.

Ocividny pfistup, jak vybrat z modeli fi, fa, ... ten nejlepsi, je zméfit chybu
vSech modelii na testovacich mnoziné a vratit ten, ktery ji ma nejmensi, ale tenhle
pristup je rozbity.

Pro¢ je rozbity? Vzpomeiite si, Ze testovaci mnozina se pouziva k odhadovdni
skutecné chyby. Kdyz si z modelti vybereme ten, ktery na nejmensi testovaci
chybu, bude jeho testovaci chyba prilis optimisticky odhad skutecné chyby.

Tlustrujeme si tenhle problém malym myslenkovym experimentem. Pied-
stavte si, Ze nase modely jsou tfi férové mince. Pokud padne panna, model da
spravny vysledek, a kdyz padne orel, da Spatny vysledek. Kazdy model tedy ve
skutecnosti dé spravny vysledek v 50 % piipadii.

Testovaci mnozinu vyrobime tak, Ze kazdou minci desetkrat hodime. Na
prvai vyjdou 3 orli, na druhé 7 orld a na tfeti 5 orlt. Vybereme si tedy druhy
model a budeme si o0 ném myslet, %e je piesny v 70 % piipadi. To je vic neZ jeho
skuteénych 50 % — druhy model jenom mél to $tésti, ze pii nasem testu nahédzel
nejvic orli. Jsme moc optimisti¢ti o jeho vykonu, a to o 20 %.

Co kdybychom nehdzeli tfemi mincemi, ale 10000 mincemi? Skoro urcité
(s pravdépodobnosti asi 0.99994) se stane, ze ndhodou néktera z nich nahézi 10
orlt. Byli bychom ezxtrémné optimisticti — mysleli bychom si, Ze jsme nasli minci,
na které vzdycky padaji orli, i kdyz je férova. Pridani dalsich modeld zptsobilo,
7e nés odhad je horsi — ted uz se mylime o 50 % misto 20 %.

Spravné feseni je udélat ,,vybér nejlepsi mince* a ,,odhad pravdépodobnosti“
jako nezavislé experimenty: nejdiiv 10x hodit a vybrat nejperspektivnéjsi minci,
a pak ji znova 10x hodit a podle druhych hodd odhadnout jeji ,,cinklost“. Kdyz
jsme v prvni fazi vybrali minci, co nahazela 10 orld, ale ve skutecnosti je férova
a jenom méla Stésti, tak druhé faze porad bude 10 hodu férovou minci a nejspis
nam Tekne, ze skuteéna pravdépodobnost padnuti orla na vybrané minci je 0.5.
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Kdyz vybirame z vice modeli ten nejlepsi a pak chceme védét, jaky vy-
kon od ného muzeme ocekavat na novych datech, jedno ze spravnych reseni je
rozdélit data na t¥i mnoZiny: trénovaci, validacni a testovaci (tfeba v poméru
80 %/10 %/10 %). Trénovaci mnozina se d4 k dispozici uéicim algoritmtim (nebo
nad ni iteruje jeden algoritmus a leze z néj posloupnost modeli). Jako nejlepsi
model vybereme ten, co méa nejmensi chybu na wvalida¢ni mnoziné. Tim padem
,heznecistime testovaci mnozinu“ a budeme ji moci dal pouzivat k dobrému od-
hadovani skuteéné chyby.

Chyby na valida¢ni a testovaci mnoziné odpovidaji naméfenym ,cinklostem®
v prvni a druhé fazi myslenkového experimentu s mincemi.

Ted uz se trochu vyzname v zakladnich terminech a souvislostich, tak se
kone¢né vrhneme na néco programovaciho.

Linearni regrese
Algoritmy obecného uceni jsou si obecné hodné podobné:

® Predepisi, jaky obecny tvar budou mit modely f, které z nich budou padat.
Tenhle predpis bude obsahovat vstupni vektor x a néjaky vektor parametri,
ktery se oznacuje . Konkrétni model dostaneme, kdyZz do predpisu dosadime
parametry.

o Rikaji, jakou chybu se snazi minimalizovat.

e Popisuji, jak efektivné najit takové (3, Ze predpis f s dosazenymi parametry (3
bude mit co nejmensi chybu.

Linedrni regrese konkrétné:

e Hleda linedrni model. Linearni model je funkce f, ktera na vstupu x dé jako vy-
stup f(z) = 9+>.% | a;z;. Konstanty ¢ a a; jsou parametry urcujici konkrétni
linedrni model. Dohromady je téchto parametrt (p+1), tedy vektor parametri
B je (p+1)-rozmérny: nejdiive obsahuje p slozek 61 = a1, B2 = ag, ... Bp = ap a
pak jednu slozku f(,41) = ¥. Graf linedrniho modelu je pfimka v p-rozmérném
prostoru 31

® Chyba, kterou minimalizuje, je stredni kvadratickd odchylka na trénovaci mno-
ziné, proto se se ji taky fika metoda nejmensich ctvercu:

E:MSES(B)zé > - fa@)

(z,y)eS

o Efektivné najde dobrou hodnotu vektoru 3 pomoci gradientové metody.>?

Pokud znate skaldrni soucin, vSimnéte si, ze f(Z) = (Z,1) - (&,9) = (#,1) - B.
Pro linearni regresi existuje i vzorec, ze kterého jde nejlepsi model pfimo spocitat,
ale gradientova metoda je jednodus$si na pochopeni a obecnéjsi — pouziva se ve
spousté dalsich ucicich algoritmii.
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Kdyby nam nezélezelo na ¢asu na nauceni, stacily by nam prvni dva ,mo-
duly“. Mohli bychom si jenom vygenerovat biliardu modeli (t¥eba pro vSechny
hodnoty vSech slozek § od —100 do 100 s krokem 0.1), pro kazdy spoéitat chybu
a vybrat ten, co ji méa nejmensi. To ale rychle pfestane byt efektivni pro hodné
parametru.

Ukol 2 [1b]: Jak zavisi Gasova slozitost tohohle hloupého piistupu ,,vygenerujeme
si tabulku se spoustou model a vybereme ten nejlepsi“ na velikosti trénovaci

mnoziny a poctu priznaku p?
Efektivnéjsi minimalizace chyby vyzaduje trochu matematické analyzy. O kva—

dratické chybé se daji dokazat uzitecné vlastnosti. Zaprvé kdyz si vyjadiime F

jako funkeci parametris 8 = (o, . .. ap, V), zjistime, Ze je spojitd. Zadruhé ma E
jediné lokalni minimum, které je i jeji jediné globalni minimum. Zatfeti nema )
#4dné inflexni body. serial

Gradientova metoda

Gradientovd metoda (gradient descent) umi takové funkce minimalizovat.
Obecné tato metoda funguje tak, Zze zacneme v néjakém libovolném, t¥eba nu-
lovém pocateénim bodu Sy. Potom se podivame, kterym smérem bychom mohli
trosku posunout [y tak, abychom tim co nejvic snizili E.

Je vdm ten napad néjaky povédomy? Je vdm povédomy zcela spravné. Ve
druhém dile seridly jsme si ukazovali, jak hledat ,horolezenim® extrémy redlnych
funkci. Gradientovd metoda je horolezeni velmi podobna. Lisi se tim, Ze ,ma
kompas“ — umi najit zlepsujici bod v okoli efektivnéji nez ndhodnym zkouSenim.

Kompasu se fikd gradient. Gradient E v bodu By se znali VE(fBy) a je
to vektor, ktery rika, kterym smérem mame jit z By, abychom §li co nejstrméji
smérem zvysujici se E. V kazdém bodu miize obecné gradient vést jinym smérem.

Kdyz gradient otoc¢ime, dostaneme smér nejvétsiho poklesu E. Kdyz je délka
gradientu v bodé j velkd, znamend to, ze E v 3 rychle roste/klesd. Naopak maly
gradient znamena, ze se nachazime v placaté oblasti a nulovy gradient znamena,
ze (8 je lokalni minimum, maximum, nebo inflexni bod. Protoze F inflexni body
nema, znac¢i v ni nulovy gradient lokalni minimum nebo maximum.

Krok gradientové metody ¢islo ¢ za¢ne v soufadnicich £;_1. Spo¢ité si v to-
mbhle bodé gradient VE(S;—1), néjaky jeho v-nasobek odecte od souradnic a tim
spocita [;.

Jak velké méa byt v? Cim mensi, tim déle bude gradientova metoda bézet,
ale tim presnéji se zase trefi do lokalniho optima. Kdyz bude v moc velka, budou
kroky gradientové metody lokalni minimum ,preskakovat®, coZ se projevi tak, ze
se po par iteracich dostaneme k nekonecné velkym hodnotam parametrd a nic se
nenauc¢ime. Pokud se vam takova véc stane, zkuste 7 zmensit o par fadu. Hod-
né ucicich algoritmi ma podobny parametr ovliviiujici velikost jednoho ué¢iciho
kroku. Vétsinou se mu tiké learning rate, rychlost uceni.
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Po odecteni y-ndsobku gradientu prejdeme na krok (¢+ 1): spoéitdme gradi-
ent v 3¢, odeéteme jeho y-nasobek, a tak dale. Skonéime, kdyz je splnéné néjaké
kritérium, napriklad kdyz uz jsme pocitali dost dlouho nebo kdyz je gradient
hodné maly. Pokud gradientovd metoda skoné¢i v misté, kde je gradient skoro
nulovy, nasla lokalni minimum.

Gradient je rovny nule i v lokdlnim maximu. Kdyz bychom méli tu neuvérti-
telnou smulu, ze bychom zacali gradientovou metodu dokonale presné v lokalnim
maximu, tak bychom hned skonc¢ili a vratili lokalni maximum. To se ale skoro ur-
Cit€ nestane. Stane se mozna, Ze zacneme gradientovou metodu blizko lokalniho
maxima. Potom nés od ného ale prvni krok trochu oddali (protoze jde smérem
klesajici F), druhy krok nés oddali jesté vic a tak dale, takze v lokdlnim maximu
neskonc¢ime.

Gradientova metoda tedy skonéi pobliz lokalniho minima, které je kvili
vlastnostem E i globalni minimum, a tedy bod, ve kterém skon¢ime, bude urcovat
parametry linearnitho modelu s malou chybou.

Zbyva uz posledni kousek skladacky: jak gradient F spocitame?

Pokud bychom o F nevédéli nic, mohli bychom misto pocitani gradientu
zkusit jenom o troSku pohnout kaZdou slozkou ( a vybrat to drobné pohnuti,
které E nejvic zmensi. To bude pomérné pomalé, ale jednoduché a bude to fungo-
vat na vSechna FE, co jsou spojita, maji jediné lokalni minimum, které je zaroven
i globalni minimum a nemaji inflexni body.

Gradient se da pro nasi definici chyby spoéitat explicitné. Je to vektor o (p+
1) slozkach a jeho i-ta slozka se spoc¢itd timto primérem pres vSechny trénovaci
vzorky:

VE@): =275 % nlfsl@) ).

‘S (z,y)eS
Posledni slozka (odpovidajici ¢lenu 1) se spoéité jako:
1

VE@B)p+1) =2- S > (fs(x) —v).
(z,y)eS

V obou rovnicich je fg linedrni model urceny parametry 3.

Bitevni plan: Za¢neme v libovolném (tfeba nulovém) bodé Sy = (&, Vo).
Spocitame gradient, ode¢teme jeho y-nasobek a opakujeme, dokud gradient neni
maly vektor nebo nas to neprestane bavit. Ulozime vysledny model.

Je zaruceno, ze gradientovd metoda minimalizuje spojité funkce, které maji
jediné globalni a lokalni minimum a nemayji inflexni body. Casto se ale pouziv i
na spojité funkce, které tuhle vlastnost nemaji. Potom muze skonc¢it v lokalnim,
ale ne nutné globalnim optimu, nebo v inflexnim bodé. V praxi ndm to ale casto
nevadi — i tak dava pouzitelné dobré vysledky. Gradientové metodé také muzeme
pomoct nahodnymi restarty — pustime ji nékolikrat za sebou z riiznych nahodné
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zvolenych fy. D4 se pak doufat, Ze projdeme vétsi kus definiéniho oboru E, takze
v nejlepsim nalezeném bodé budeme bliz globalnimu minimu.

Ukol 3 [6b]: Stahnéte si ze stranky serialu®® dataset o spotiebé benzinu v USA.
Soubor mé 5 sloupcu dat oddélenych ¢arkami. Kazdy radek jsou data z jedno-
ho statu. Prvni sloupec je vybirana dan z benzinu v centech na galon, druhy je
pramérna mzda v dolarech, treti délka dalnic ve statu v milich, ¢tvrty je po-
mér obyvatel s fidicskym prikazem a paty je rocni spotieba benzinu ve stété
v milionech galonii.

Naprogramujte linearni regresi a pomoci ni odvodte vzorec na predpovidani
spotfeby benzinu podle ostatnich hodnot. Data nemusite délit na testovaci a
trénovaci mnozinu. Pro nas fungovalo dobfe zacit v nulovych parametrech a pak
provést 100000 iteraci gradientové metody s v = 1078, Poslete sviij zdrojovy
kéd a nalezenou stfedni kvadratickou odchylku na celém datasetu. Zkuste ji mit = seridl
mensi nez 21 800.

Algoritmus K nejbliZsich sousedu

Algoritmus K nejblizsich sousedti (anglicky K -nearest neighbors nebo KNN)
je zalozeny na jednoduché myslence: kdyz chceme podle moji vysky a obvodu
pasu predpovédét mou hmotnost, odhadneme ji podle lidi, ktefi jsou mi podobni
vyskou a obvodem pasu.

Model si bude pamatovat vSechna trénovaci data a jeho jediny parametr je
prirozené ¢islo K. Kdyz nam pfijde novy vstup x, najdeme ve trénovacich datech
K vzorki, které jsou mu nejblizsi. Podivame se na znamé vystupy pro nejblizsi
sousedy, néjak je zagregujeme a vysledek vratime.

Konkrétni pouziti se lisi podle toho, jak nadefinujeme, Ze je vstup x ,bliz-
ky“ k néjakému trénovacimu vzorku, a podle toho, jak z vystupt na nejblizsich
sousedech vyrobime pfedpovéd pro nezndmy vstup.

Blizkost se mize definovat tfeba podle malé euklidovské vzdalenosti

P
, Do
d(z,z™) = Z(m7 - ZI)S—Z)) .
=1
Fuklidovska vzdéalenost se hodi na numerické priznaky. Pokud ji ale pouZijeme,
je potfeba dat si pozor na to, aby rozdily v pfiznacich byly stejné vyznamné.
Co tim myslim? Vzpomenme si na priklad s pfedpovidanim hmotnosti a

podivejme se na tii vzorky s témito vstupnimi piiznaky:

priznak 1=1 1=2 1=3

2 viska v m 193 192 14
mg): obvod pasu vem 83 86 82

33 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evolucq
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Dobrovolnik 1 se lisi od dobrovolnika 2 jednim centimetrem vysky a tfemi
centimetry obvodu pasu. Dobrovolnik 1 se od dobrovolnika 3 lisi 53 centimetry
vysky a jednim centimetrem obvodu pasu. Nemusime byt experti na antropolo-
gii, abychom ocekavali, ze hmotnost dobrovolnika 1 bude podobnéjsi hmotnosti
dobrovolnika 2 nez dobrovolnika 3.

Rozhodli jsme se, ze prvni slozka (vyska) bude ¢islo v metrech a druh4 slozka
(obvod pasu) v centimetrech. Kdyz si spoc¢itame euklidovskou vzdélenost tak, jak
jsme si ji nadefinovali, dostaneme:

d(zM, ) = (1.93 — 1.92) + (83 — 86)% = 9.0001

d(zM,23)) = (1.93 — 1.4)2 + (83 — 82)% = 1.2809

Dobrovolnik 3 je tedy navzdory nasi intuici dobrovolnikovi 1 mnohem ,eukli-
dovsky bliz“ nez dobrovolnik 2. Je to tim, Ze jsme zvolili pro piiznaky takova
méfitka, Ze zména ve vysce je mnohem podstatnéjsi nez numericky stejné velka
zména v obvodu pasu. Kdybychom tedy hledali blizké vzorky podle euklidovské
metriky, neodpovidalo by ,blizké okoli“ nasim pfedstavam.

Tohle se da ¢astecné Tesit tim, ze si vstupni data normalizujeme. Jeden ze
zpusobu normalizace je spocitat pro kazdy pfiznak jeho minimum a maximum na
trénovaci mnozing, pak vSechny jeho hodnoty pfeskalovat do intervalu [0; 1] a po-
¢itat euklidovské vzdalenosti na preskdlovanych priznacich. Stejné preskalovani
provedeme, kdyz mame udélat predpovéd pro novy vstup.

Kdyz jsou vSechny nasSe pfiznaky diskrétni, miuZeme definovat blizkost pod-
le takzvané Hammingovy vzdalenosti. Hammingova vzdalenost dvou vektori je
pocet jejich slozek, které se lisi.

Zbyva agregace predpovédi z okoli. Pro regresi je nejjednodussi vzit vystupy
z nejblizSich sousedt a vratit jejich pramér. Pro klasifikaci mizeme tieba vratit
tu kategorii, kterd ma mezi K sousedy nejvice hlasii (a kdyz jich nejvice hla-
stt dostalo nékolik, vybereme z takovych t¥eba tu prvni). Pocitani priméru na
kategoriich totiz nemusi byt dobfe definované operace.

Ukol 4 [6b]: Stahnéte si ze dataset o kvalité bilého vina. Obsahuje
12 sloupeckii oddélenych ¢arkami. Prvni fadek popisuje vyznam sloupct. Prvnich
11 sloupct obsahuje rizné chemické vlastnosti vina a posledni jeho kvalitu mezi
1 a 10, kterou se nauc¢ime predpovidat.

Naprogramujte algoritmus K nejblizsich sousedd s normalizaci pfiznaku a
euklidovskou vzdalenosti. Z kvality od K sousedti vytvariejte piedpovéd prostym
aritmetickym pramérem.

Rozdélte dataset na trénovaci, valida¢ni a testovaci mnozinu v poméru

60 %20 %20 %.
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Meéite stiedni kvadratickou chybu na trénovaci a validacni mnoziné v zavis-
losti na K. Zkuste vsechna K od 1 do 40.

Jak na K zalezi chyba na trénovaci mnoziné? Jak na K zalezi chyba na
valida¢ni mnoziné? Proc?

Vyberte nejslibnéji vypadajici K a pomoci testovaci mnoziny odhadnéte,
jaka bude skutecné accuracy vaseho modelu.

Tahle tloha nejspis pobézi celkem dlouho. Jestli ji chcete pomoct, muzete
zkusit vyuzit vice jader procesoru. K feseni pribalte sviij program a vysledky.

Opisovani od evoluce

liardami let evoluce. Inspirovani jeho architekturou jsme vymysleli mnoho forem
umélyjch neuronovyjch siti. Obzvlast v poslednich nékolika letech jsme diky néko-
lika novym triktim a rychlejsim paralelnim pocitactim dosahli tizasnych vysledki,
mimo jiné ve zpracovani obrazu a zvuku, ale tfeba i pfirozeného jazyka.

Informace v lidském lidskym mozku posilaji elektrické a chemické signaly.
roni ma néjaké ,vstupni kanaly“, kterym se fikd dendrity, a jeden ,vystup® —
azon. Dendrity tvori jakousi ,stromovitou strukturu“, ktera sahd radoveé stovky
mikrometrta od téla neuronu. Zatimco dendriticky strom nékterych neuront ma
az tisic vétvi, nékteré neurony jich maji pouhé jednotky. Délka nékterych lid-
skych axonii dosahuje az 1 metru. Kazdy neuron ma sice nejvyse jeden axon, ale
ten se mize vétvit a posilat jeho signaly az stovkam jinych neurond.

Elektrické signély v nervovém systému jsou kédované pulzné. Neuron ,,sbird®
signaly od svych vstupi a pokud se v neuronu nahromadi za urc¢itou dobu dosta-
teéné mnozstvi potencialu, ,,vystieli“ signal na vystupu. Spojenim mezi neurony
se Tika synapse. Nékteré synapse jsou excitacni a nékteré jsou inhibicni. Signaly
poslané po excitaénich synapsich ,zvysSuje vnitini potenciil“ cilového neuronu,
zatimco inhibice mu ,brani vystfelit“. Mozné prekvapivé se informace v mozku
$if1 relativné pomalu. V zavislosti na typu signdlu jsou to fadové jednotky az
stovky metrii za sekundu.3

Systému neuronovych spojeni v mozku se souhrnné #ika konektom. MuZzeme
si jej predstavit velmi zjednodusené jako ponékud giganticky orientovany graf, je-
hoz vrcholy tvofi jednotlivé neurony. Hrany reprezentuji spojeni a vedou smérem,
jakym se prenasi signdly: od neuronu, ktery je vypali, do neuronu, ktery je ma
na vstupu. Kromé toho, ze hrany mohou reprezentovat excita¢ni nebo inhibi¢ni
spojeni, existuje samoziejmé velmi mnoho dalsich parametri, které maji vliv na

Napiiklad signdly od receptorti bolesti nebo teploty se sifi rychlosti asi 0.5 az
2m/s. Oproti tomu signaly od proprioreceptorti — detektori relativni pozice jed-
notlivych ¢asti téla — se Sifi rychlosti mezi 80 a 120 m/s. Lidsky mozek obecné
funguje mnohem pomaleji nez sériové pocitace. Procesy v ném jsou vsak vysoce
paralelizované.
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zpracovani signali. Uceni probihd zménou vlastnosti konektomu, naptiklad pfi-
davanim novych synapsi nebo zménami parametru téch synapsi, co uz existuji.
Kdyz synapticky spojené neurony pali spole¢né, jejich spojeni se posiluje.

Umeélé neuronové sité modeluji skutecnost s riiznou urovni detailu a maji
mnoho rtznych aplikaci, podle kterych se odviji jejich architektura. Za¢neme od
nejjednodussiho modelu, ktery déla néco uzite¢ného.
Umély neuron

Namisto posilani pulznich signali budeme reprezentovat informaci pomoci
¢isel. Umély neuron je pro nas jednotka, kterd ma n ¢iselnych vstupt xq,...x,
a jeden vystup y.

Neuron bude ze svych vstupt pocitat potencidl £&. Nékteré vstupy budou
k potencidlu prispivat pozitivné, nékteré negativné. Vystup y bude zaviset na
potencidlu podle takzvané aktivaéni funkce, znacené a: y = a(§). Smér piispév-
ku, tedy mira excitace nebo inhibice, bude pro kazdy vstup jind a bude urcena
takzvanou vahou (weight). Vaha i-tého vstupu se znadi w;.

Standardné se potencial pocita jako soucet vazenych prispévku vSech vstu-
pi. K tomuto souctu se také pfida takzvany bias (Cesky preklad by mohl byt
spredsudek” nebo ,sklon“) ¥:

Aktiva¢ni funkce se pouzivaji ruzné. Vzdy jsou definované na celém R, ome-
zené (vétsinou na [—1;1] nebo [0;1]) a rostouci (respektive neklesajici). Prvni
model, ktery si ukdZeme, bude vracet 1, pokud je £ > 0, a jindy —1 (tedy jeho
aktiva¢ni funkce je funkce signum).

Perceptron

Takovému umélému neuronu se fika perceptron. Jeho vystup je 1, pokud
9+ >, wiz; > 0, a jindy —1. Jsou-li vstupy perceptronu dva, je 9+, w;z; =0
rovnice primky ve dvou rozmérech. Perceptron touhle pfimkou rozdéluje dvoj-
rozmérny prostor vstupt na dvé poloroviny. V jedné vraci 1 a ve druhé vraci —1.
Pridame-li dalsi vstupy, analogicky perceptron déli n-rozmérny vstupni prostor
na dva poloprostory.

Perceptron lze pouzit jako jednoduchy klasifikator dvou kategorii, pro néz
bude jeho ocekavany vystup 1 a —1. Rozdélime si vstupni piiznaky trénovacich
dat do pozitivni kategorie P a do negativni kategorie N

Ukéazeme si algoritmus perceptronového ucent, o kterém vime, ze pokud jdou
kategorie P a N od sebe bez chyb rozdélit perceptronem (neboli néjakou nadro-
vinou), pak na$ algoritmus nakonec najde vahy néjakého takového perceptronu.

Nejdiive ke vSem vzorkiim v P a N pfidame jako novou slozku na zadatek
jednicku. Tim padem muZzeme zapomenout na bias — stane se z ného nova prvni
vaha. Vzorky ,vylepSené“ o jednicky oznac¢ime jako P’ a N’.
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Potom sjednotime vzorky do jedné mnoziny. N’ maji byt vzorky, pro které
> wir; < 0, ato plati pravé tehdy, kdyz >, w;-(—z;) > 0. Vyrobime si mnozinu
R, kterd se bude sklddat z P’ a minus jedni¢kou vyndsobenych vektortt z N”.
Perceptron, ve kterém jsou vSechny vektory v R v pozitivni poloroviné, bude
spravné klasifikovat P’ i M.

Zinicializujeme perceptron libovolnymi vahami, tfeba nulovymi. Uceni pro-
biha tak, ze iterujeme pres mnozinu R a postupné perceptron uc¢ime jednotlivé
vzorky x. Chceme po ném, aby na kazdém vzorku bylo >, w;z; vétsi nez 0.

Pokud na zkoumaném vzorku je >, w;z; > 0, je vzorek perceptronem rozpo-
znany spravné, nedélame nic a jdeme na dalsi vzorek. Pokud je suma mensi nez 0,
pak ke kazdé vaze w; pricteme x; - v a jdeme se ucit dalsi vzorek. v je tady opét
rychlost uceni, konstanta mezi 0 a 1. Pokud najdeme perceptron, ktery spravné
klasifikuje v8echny vstupy, vratime ho. Pokud jenom chceme dobry perceptron,
ktery ne nutné klasifikuje vSechno dobfe, mizeme misto toho jenom bézet, dokud
nam nedojde Cas, a pak vratit ten perceptron, ktery dokézal klasifikovat nejvic
vzorkiu po sobé spravné.

Ukol 5 [6b]: Stahnéte si ze dataset o kosatcich. Tento slavny ,Iris
dataset“ poprvé pouzil v 30. letech vyznamny biolog a statistik Ronald Fischer.
Kazdy fadek reprezentuje vlastnosti jednoho kosatce. Prvni Ffadek popisuje vy-
znam sloupeckl: prvni dva jsou délky a sitky kalisnich listki, dalsi dva jsou délky
a 8ifky okvétnich listkti. Mame za kol predpovédét posledni sloupec — konkrétni
druh kosatce: setosa, versicolor, nebo virginica.

Zkuste naprogramovat rozpoznavani kosatci pomoci perceptroni. Jeden
perceptron dokadze od sebe rozpoznat jenom 2 tfidy, budete muset byt krea-
tivni. Neni jediné spravné feseni — prekvapte nas! Jakou zvladnete accuracy na
testovacich datech? NasSe autorské feseni umi z 60 trénovacich vzorkd mit na
zbytku datasetu 93.42 %.

Perceptrony jsou uzitecné, ale porad docela slabé — pokud maji kategorie
»slozitou hranici“ a nejdou linearné oddélit, potiebujeme na jejich nauceni nasim

vvvvvv

Zabavné véci se zacnou dit tfeba, kdyZ zacneme neurony vrstvit do takzva-
nych doprednych vrstevnatych neuronovych siti (feedforward neural networks).
Prvni vrstva takové sité jsou vstupni data. Druhd vrsta konzumuje vystup prv-
ni vrstvy jako svij vstup. Sedi v ni kupfikladu 10 neuroni a kazdy z nich ma
vlastni vahy a transformuje vstupy jinym zptsobem. Vystupy druhé vrstvy jsou

vstupy pro tfeti vrstvu, a tak dale az do vystupni vrstvy. Informace se §ifi jenom

transformace vstupnich dat.

Michal Pokorny
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28-5-8 Neuronové sité 14 bodu

V minulém dilu seridlu jsme se zabyvali modelem biologického neuronu —

perceptronem. Ukazali jsme si, jak takovy model ,naucit® a pouzit k jed-
noduché Kklasifikaci, tedy rozt¥idéni vstupti do nékolika skupin. V zadané tloze
jste nakonec bojovali s tim, Ze jeden perceptron dokaze klasifikovat jen do dvou
skupin.

Dnes se podivame na struktury z umélych neuront sloZené, neuronové sité,
jejichZ schopnosti jsou mnohem $irsi. Pouzivaji se k obecné klasifikaci, rozpo-
znavani zapamatovanych vzori, organizaci dat do skupin podle podobnosti nebo
tfeba k feSeni optimalizacnich tuloh.

Dopredné vrstevnaté neuronové sité

Nejoblibengjsi zpiisob, jak zapojit neurony do sité, je rozdélit je do vrstev
1,2, ..., N. Mezi vrstvami napojime vystup kazdého neuronu z vrstvy k na vstup
kazdého neuronu z vrstvy k + 1. Kazdy z téchto vstupt ma svoji vahu a kazdy
z neuronti mé svilj prah — stejné jako u jednoduchého perceptronu.

Prvni vrstvé fikdme vstupni. Je trochu specialni, protoze neprijima signaly
od jinych neurond, ale pfimo vstupni data a ta bez Gpravy predava dal. Podobné
posledni vrstva se nazyva vystupni, protoze z ni ¢teme vystup sité. Ostatni vrstvy
jsou pro okolni svét skryte.

Vstupni

Tuto neuronovou sif bychom ted radi naucili néco uZiteéného, tedy nasli
nastaveni vah, které by zajistilo, Ze pro vstupy z trénovacich dat bude vystup
sité co nejpodobnéjsi pozadovanému vystupu. Tuto podobnost méfime pomoci
chybové funkce neuronové site:
data vystupy

2
E=5% > i—d)
i J
Kde y;,; je vystup j-tého neuronu pfi i-tém vstupu sité a d;; je pozadovany
vystup ve stejném piipadé. Na pfedpisu této funkce je zajimavé, Ze chyba (nebo
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také odchylka) kazdého neuronu je umocnéna na druhou, aby se zdiraznily velké
chyby a zanedbaly malé. Sumy pak sectou chyby ze vSech neuront pro vsechna
trénovaci data. Polovina je v tomto vztahu jen proto, aby lépe vysla jeho derivace
— to zde ale délat nebudeme.

Aby udici algoritmus mohl postupné snizovat chybu tpravou vahy neuront,
hodilo by se nam, aby aktiva¢ni funkce neuronu postupné a spojité rostla s ros-
toucim potencidlem neuronu. Misto skokové funkce signum z minulého dilu tedy
v nasSem seridlu pouzijeme sigmoidu:

1

A je v této funkci konstanta, jejiz nastavenim muzeme ménit strmost funkce.
K jejimu vlivu na uéeni se jesté dostaneme. Pismenkem & (ks?) znacime potenciél,
e mozna uz znate jako Eulerovo ¢islo.

Nize mizete vidét prubéh sigmoidy pro A = 4:

1 I I I

0.75 - .

0.5 - n

0.25 - .

Vipodéet vystupu sité

Algoritmus pro vypocet vystupu sité vychazi pfimo ze vztahu platicich pro
perceptron. Postupné pocita vystupy jednotlivych vrstev poc¢inaje prvni skrytou
(ktera vstupni vrstva data nijak nezpracovava). K vypoétu potencidlu &; podle
vystupt pfedchozi j-té vrstvy pouzivd vztah z minulého dilu: & = Y, yw;;.
Potencial se pak dosadi do aktiva¢ni funkce, v nasem ptipadé sigmoidy.

Nikoho, kdo ¢etl piedchozi dil, by ted nemélo piekvapit, Ze zvlast nepocitdme
s prahem (anglicky bias). Ten je totiz schovany v pfidaném neuronu s konstantni
hodnotou —1, ze kterého vede vstupni hrana s vadhou odpovidajici velikosti prahu.

Pro implementaci se mtze hodit si vS§imnout, ze vypocet potencidlu je ska-
larni souéin dvou vektorti. Pokud vas programovaci jazyk tedy vektory (v mate-
matickém smyslu) a operace s nimi podporuje, muzete si jejich pouZzitim obcas
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usetfit trochu prace. Kromé toho muzete zjednodusSenim kédu usetiit praci i

vvvvvv

Ukol 1 [2b]: Vymyslete neuronovou sit modelujici logickou funkci XOR. Sit bude
mit dva vstupy a jeden vystup. Pocet vrstev a skrytych neuroni je na vas, ale
snazte se o minimalitu. Poslete ndm kresbu sité véetné vah a vysvétleni, proc je
vaSe sit nejmensi mozné.

Zpétna propagace

K uceni, tedy minimalizaci chybové funkce E, se pouzivd mnoho raznych
algoritmi. My se podivame na nejzakladnéjsi z nich, zpétnou propagaci. Nejdiive
si popiseme jeji myslenku.

Na poc¢atku ndhodné nastavime vSechny vahy. Uceni pak probiha tak, ze na-
hodné vybirdme z trénovacich dat, pro kazdy vstup nechame sit vypodist vystup
a porovname ho s pozadovanym vystupem z trénovacich dat. Na zékladé tohoto
porovnani upravime vahy sité tak, aby se snizila chyba sité — vystup se priblizil
k pozadovanému.

Postupné prochazime vrstvami od vystupni k vstupni a upravujeme vahy
kazdé vrstvy tak, abychom snizili chybu té néasledujici smérem k vystupni.

Prevést tuto myslenku do fec¢i matematiky vyzaduje trochu matematické
analyzy, takZe na to pro ucely seridlu ptjdeme trochu od lesa. Nejdiive vam
ukazeme vzorce, které zpétnd propagace na upravu vah pouziva, a poté trochu
objasnime jejich ¢asti.

Chceme ur¢it novou vahu w;;(t+ 1) spoje z neuronu ¢ do neuronu j v kroku
t + 1. Zména této vahy bude zaviset na chybé neuronu j a vystupu neuronu i:

Wij (t + 1) = w”-(t) + CK(Sjy/,j
kde d; je chyba neuronu j. Ta se d& pfimo spocitat pro vystupni vrstvu:
05 = (dj = y;)Ay; (1 — ;)

Pro skryté vrstvy je ale tfeba ji odvodit na zakladé chyby, kterou uz mame
spoc¢itanou pro sousedni vrstvu smérem k vystupni:

b = (Z 5kwjk> Ay; (1 —y;)
k

Kdy udeni skoncit a prohlasit sit za naucenou nebo naopak nepoucitelnou?
Jedna z moznosti je sledovat chybu sité. Pokud se primeérna chyba testovacich
vystupd dlouho nesnizuje, lepsi uz to asi nebude.
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Lepsi moznost je vyzkouSet sif na vstupy, které v trénovacich datech nejsou.
Takovym vstuptm se rika testovaci data, protoze na nich testujeme naucenost
sité. Pro¢ je lepsi oddélit testovaci a trénovaci data? Predstavte si, ze chcete
neuronovou sit naucit tfeba rozpoznat sudé od lichych éisel.

I pokud sif rozpozna nase trénovaci ¢isla bez chyby, je mozné, Ze se naudila
jen seznam vSech sudych nebo lichjch cisel a jind cisla mtze dal rozpoznavat
$patné. Takovému stavu, kdy se sif prili§ zaméfila na trénovaci data, se Fika
preuceni. Naopak schopnosti sité zobecnit feseni fikdme generalizace. Diky tes-
tovacim datiim umime tyto dva jevy rozlisit.

Pokud nam neuronov sit dava dobré vysledky na trénovacich i testovacich
datech, znamena to Ze bude mit takto malou chybu i na dalsich vstupech? Ani
to ne! Udeni totiz zastavujeme pravé tehdy, kdyz budou tyto chyby malé. Pokud
chceme odhadnout chybu, se kterou bude sit pracovat pro dalsi data, je dobré ji
znovu zméfit pro oddélenou sadu dat, validacni data.

Uff, dat uz potfebujeme péknou hromadku, kde je ale vzit? To je spolecné
s vypocetni naroc¢nosti jednou z nejvétsich vyzev strojového uceni. Stroje svoji
neobratnost v uceni kompenzuji velkym mnozstvim trénovacich dat. Zatimco
ditéti staci vidét par cisel, aby se naucilo rozliSovat suda a licha, stroje jich
potiebuji fadové vic.

Mnoho soucasnych technologickych spolec¢nosti je schopno vytvaret ,jinte-
ligentni“ FeSeni pravé diky tomu, ze maji od uzivatelti svych sluzeb sesbirano
obrovské mnozstvi dat. Nam budou muset stacit vefejné datasety dostupné na
internetu. Jak je rozdélit na trénovaci, testovaci a validac¢ni ¢ast? Nahodné; pfi-
¢emz vétsina se obvykle pouzivad na trénovani.

Predzpracovani dat

Narozdil od perceptronii, neuronové sité obvykle pracuji s ¢isly v rozsahu
[0;1], a i naSe aktiva¢ni funkce méa obor hodnot v tomto rozsahu. To pro nas
znamend, ze bychom si data pro neuronovou sit méli pfedzpracovat, aby byly
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v tomto rozsahu. Témto technikdm piedzpracovani se fika normalizace a my ji
budeme provadét stejné jako v minulém dile seridlu.

Pokud napiiklad chceme, aby neuronova sif pracovala s vyskami dospélého
¢loveka, které se v nasich datech pohybuji od 140 po 200 cm, piepocitame tyto
vysky tak, aby 140 odpovidalo nule, 200 odpovidalo jedné a vzajemné pomeéry
vysek zustaly stejné.

Pokud sit pouzivame ke klasifikaci do k skupin, éasto mizeme dosdhnout
lepsich vysledkii, kdyz misto jednoho vystupu sité, ktery by udaval ¢islo skupiny
1, .., k, pouzijeme k vystupnich neuroni. i-t4 skupina se pak reprezentuje tak, ze
-ty neuron ma hodnotu 1 a ostatni 0 (nebo v blizkosti téchto hodnot).
Pocateéni parametry

Chovéani zpétné propagace ovliviiuje nékolik parametrt a zptsob generovani
pocatecnich vah. Parametry maji vliv hlavné na rychlost uéeni. Pokud uceni na-
stavite prilis rychlé, mtze algoritmus tplné ztratit schopnost chybu sité zlepsovat
a uceni nebude fungovat. Konkrétni volba parametri zavisi na feseném problému
a Casto se s ni experimentuje.

Parametr A nastavuje strmost aktivaéni funkce, v naSem piipadé f(§) =
14-5%*5' Jak si mizete sami vyzkouset dosazovanim, vétsi A znamena strméjsi
funkci. Strmé funkce pak zrychluje uceni, protoze mensi potencial (a tedy mensi
rozdil vah) sta¢i k tomu, aby neuron vydal vystup blizko 1. Uceni tedy pro
velkou A nemusi vahy ménit o tolik, coz jej zrychli.

Parametr a nastavuje rychlost zmény vah v kazdém kroku uceni. Jak je
vidét ve vztahu pro aktualizaci vah: w;;(t + 1) = w;;(t) + ad;y;, vétsi o zplsobi
vétsi zmény vah. Obvykle pouzivame X € [0.5;4] a o € [0.2;1].
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Zbyva vyresit volbu pocatecnich vah. Ty bychom chtéli nastavit tak, aby
prameérny neuron reagoval na vstupy v rozsahu [0; 1] opét potencidlem v rozsahu
[0;1].

Nechceme tedy naptiklad, aby neurony s vétsimi pocCty vstupt generovaly
potenciély (v absolutni hodnoté) mimo zminény rozsah. Proto by takové neurony
mély mit mensi vahy svych vstupt. Doporucujeme volit poc¢atecni vahy v rozsahu
i\;—%, kde N je pocet vstupli neuronu. K presnému odvozeni tohoto vztahu je
potifeba smichat trochu matematické statistiky a integralniho poctu, takze jej
zde zatajime.

Ukol 2 [8b]: Podivejme se znovu na dataset o kosatcich ze . Zkusme

klasifikovat kosatce pomoci neuronové sité a porovnat presnost s feSenim pomoci
perceptront. Nezapomenite na predzpracovani dat. Piivodni autorské feseni, které
mélo z 60 trénovacich vzort na zbytku datasetu 93.42 % presnost, byste méli bez
problémii prekonat.

Zkuste si pohrét s architekturou sité (po¢tem neuront a vrstev) a parametry
a do TeSeni pripiste, na co jste prisli. V odevzdaném feSeni rozdélte dataset
v poméru 50:25:25 % pro trénovaci, testovaci a validacni ¢ast.

Pokud jste tlohu z minulé série fesili, stahnéte si prosim dataset znovu,
opravili jsme v ném dvé drobné chyby. Od minula také pfipominame, ze kazdy
radek datasetu reprezentuje vlastnosti jednoho kosatce.

Prvni fadek popisuje vyznam sloupeckt: prvni dva jsou délky a sitky ka-
lisnich listkd, dalsi dva jsou délky a sitky okvétnich listkd. Mame za tkol pied-
povédét posledni sloupec — konkrétni druh kosatce: setosa, versicolor, nebo
virginica.

Ukol 3 [4b]:

Nakonec se podivame na tlohu, kterd je pro nas ,,umély mozek“ tézka: roz-
poznani srdce. Méjme neuronovou sit se dvéma vstupy, jednou skrytou vrstvou
s N neurony a jednim vystupem.

Sit bude na vstupu pfijimat soufadnice x a y bodu v roviné a jeji vystup se
bude blizit 1, pokud bod lezi uvnitf srdce, a 0 v opa¢ném pfipadé. Srdce budeme
pro nase ucely znazornovat znamym piktogramem tvofenym C¢tvercem a dvéma
pulkruznicemi umisténymi nad jeho dvéma sousednimi stranami.

Zvolte si pocet skrytych neuronti N (alespoii 6) a najdéte nastaveni vah této
sité. Rozméry a souiadnice srdce si zvolte libovolné. Ulohu muzete vyfesit jak
pomoci zpétné propagace, tak pomoci tuzky a papiru.

Jan Skoda
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Recepty z programatorské kucharky

Kuchatka prvni série — zékladni algoritmy

Tato nase kucharka je nejzdkladnéjsi ze zakladnich a je urcena hlavné pro
zacinajici fesitele. To vSak neznamend, Ze zkuSenéjsi fesSitelé do ni nahlédnout
nemuzou — tfeba na néjakou konkrétni programatorskou techniku, kterou by si
potiebovali osvézit.

V prvni ¢asti kucharky se seznamime hlavné se zakladnimi principy pro-
gramovani, uchovavani dat v pocitaci a zaklady rychlé manipulace s nimi. Po
precteni této casti bychom méli byt schopni pfevést své myslenky z hlavy na
papir ¢i do pocitace a méli bychom védét, pro¢ je nami zvoleny postup rozumny.

Druhé ¢ast nas poté seznami se zakladnimi postupy, jak fesit urcité kon-
krétni problémy. Nauc¢ime se napiiklad, jak rychle vyhledavat v uspofadané po-
sloupnosti hodnot, nebo jak si pomoci pfedpoc¢itani usnadnit feseni tézké ulohy.

Vétsinu klicovych ¢asti se pokusime téz ukazovat v podobé zdrojového kédu
ve dvou rtznych jazycich (v nizkotroviiovém C, kde je zéapis blizky tomu, jak
podita¢ doopravdy pracuje, a v Pythonu, ve kterém se piSe o néco pfijemnéji).
Nebudeme ale probirat zaklady syntaxe téchto jazyku, ty si pfipadné mtzete na-
studovat jinde.?® Pokud zadny z téchto jazykt neumite, nezoufejte. KSP miizete
Fesit 1 bez toho, stadi kdyz sva feSeni diikladné slovné popiSete (konkrétni jazyk
se pak muZete naucit az béhem dalsich sérif).

35 http://ksp.mff.cuni.cz/study/odkazy.htm]|
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Cast prvni: Zakladni pojmy

Algoritmus a program

Pod tajemnym slovem algoritmus se skryva jen jiny vyraz pro postup. Mi-
Zete si to predstavit jako ptfikaz od maminky ,,Béz do kramu, kup chleba, a kdyz
budou mit mékké rohliky, tak jich vem tucet.36

Takovyto prikaz klidné muzeme nazvat algoritmem, ackoliv to bude asi znit
nezvykle — pojem algoritmus se totiz pouziva hlavné ve svété pocitact. Je to tedy
néjaka posloupnost zakladnich prikazi, ktera resi néjaky problém. Vybér kon-
krétniho programovaciho jazyka rozhoduje o tom, jaké zakladni prikazy budeme
mit k dispozici. Vétsinou jsou ale skoro stejné.

Mezi zékladni piikazy patii:

e Manipulace s daty v paméti (uloZeni ¢i nac¢teni hodnoty, detailné&ji v dalsi
kapitole).

¢ Provedeni néjakého numerického vypocétu (+, —, *, /).

® Vyhodnoceni urcité podminky a odpovidajici v€tveni programu: Pokud plati
A, tak proved B, jinak proved C. Pfitom B i C mohou byt klidné celé bloky
kodu, tedy libovolné mnoho dalsich zakladnich prikazt.

e Opakovani néjakého prikazu: Dokud plati A, délej B. Takové konstrukei fika-
me cyklus a podobné jako u podminky muze byt B blok kédu, ktery se cely
opakuje.

® Vstup a vystup programu (typicky vstup od uZivatele z klavesnice ¢ nacteni
vstupu ze souboru; vystup pak muZe znamenat vypsani vysledku na obrazovku
nebo tfeba zapsani dat do souboru).

Z téchto zakladnich stavebnich kament se sklada kazdy algoritmus. Progra-
mem potom rozumime realizaci algoritmu v néjakém konkrétnim programovacim
jazyce.
néjakou posloupnost prikazi, ktera se bude na spousté mist programu opakovat,
coz zbytecné prodluzuje a zneprehlednuje kéd.

Resenim tohoto problému je pouziti funkci. Funkci si mtizeme pfedstavit
jako néjakou pojmenovanou ¢ast programu (s vlastni paméti), kterou muzeme
opakované pouzit tim, Ze ji v ruznych ¢astech programu zavoldme. Funkci pri
zavolani pfeddme parametry (naptiklad seznam éisel), které se dostanou do jeji
vnitini paméti.

Funkce pak na zakladé obdrzenych parametri mize provadét néjaké operace,
pii kterych pracuje se svoji vnitini paméti (mluvime o lokdlni paméti, zmény

A jako slusné vychovani se tedy vydate do kramu a koupite tucet chlebti, protoze
méli mékké rohliky :-)
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v ni se neprojevi nikde mimo funkci). Na konci ndm funkce mtize vratit néjaky
vysledek. Pokud funkce béhem svého béhu zméni i néjaka data v globdlni paméti,
¢ provede néjakou globalni operaci (napfiklad vypis textu na monitor), mluvime
pak o funkci s vedlejsimi efekty (neboli side-efekty).

Konkrétnim piikladem miize byt funkce, kterd ndm spoc¢itd odmocninu ze
zadaného cisla. Ta dostane jako sviij parametr ¢islo, uvnitf si provede néjaky
vypocet, o ktery se jako uzivatel funkce nemusime starat, a jako vystup nam
vrati spoc¢tenou odmocninu.

Reprezentace dat v pocitaci

Celkem casto si v priabéhu vypoctu naseho algoritmu potfebujeme pamato-
vat néjaké hodnoty. K tomu nam programovaci jazyky davaji nastroj s nazvem
promeénnd. Ta pfedstavuje jakési pojmenované misto v paméti (ptihradku), do
kterého si muzeme data ukladat a pak je odtud zase nacitat.

Typickym prikladem miize byt poc¢itani souctu ¢isel, ktera nam uzivatel zada
na vstupu. Na zacatku nejdrive do néjakého mista v paméti ulozime hodnotu 0.
Poté postupné, jak nam uzivatel zadava Cisla, tuto proménnou pokazdé precteme,
k jeji hodnoté pri¢teme nove zadané ¢islo a vysledek opét ulozime na stejné misto.

Takovéto pouZiti jedné proménné je velmi jednoduché (tak jednoduché, ze
ho takto podrobné do feseni KSP¢ka nepiSte, neni to potieba), ale také celkem
omezené. Co kdybychom si chtéli pamatovat tfeba celou zadanou posloupnost
¢isel? Mohlo by nam stacit vyrobit si spoustu rtizné pojmenovanych proménnych,
ale nejde to 1épe? Jde.

vvvvvv

obecné nazyvame datovymi strukturami. Zkusime si ty nejzakladnéjsi predstavit.
Pole

Prvni datovou strukturou, kterou si predstavime a ktera se na vyse nastiné-
nou situaci ndramné hodi, je pole. To pfedstavuje spoustu piihradek (promén-
nych) nasklddanych v paméti za sebou, ke kterym typicky pfistupujeme pfes
jeden spoleény nézev pole a jejich poradové ¢islo neboli index (jako NazevPo-
1e[0], NazevPole[1], ...).%7

Ve vétsiné zakladnich jazykt je pole jen staticke, tedy v okamziku jeho
vytvareni musime pocitaci Fict, jak ho chceme velké. Nékteré vyssi jazyky ale
nabizeji i pole, které se dynamicky zvétsuje, takovou konstrukci si ukdzeme ve
druhé casti kucharky.

Abychom nebyli omezeni jen jednim rozmérem, muzeme si klidné vyrobit po-
le dvourozmérné (piipadné obecné n-rozmérné). Dvourozmérné pole je vlastné
tabulka hodnot, nazyvame ji také nékdy matice, a miuze se ndm hodit napiti-

Pozor, ve svété pocitact se velmi Casto indexuje od nuly, tedy prvni prvek ma
v tomto pripadé index 0.
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klad pfi reprezentaci riznych map (pldn bludisté) nebo, jak uvidime nize, pro
reprezentaci dalsich datovych struktur.

U pole jiz mé smysl pfemyslet, jak dlouho bude kterd operace trvat. Diky
tomu, Ze jsou jednotlivé prvky v poli naskladané pevné za sebou, kdyz se pocitace
zeptame na obsah prihradky pole[42], pfesné vi, na kterém misté v paméti se
jeji obsah nachézi, a proto ndm hodnotu vrati ihned.

recepty

Tomu budeme fikat operace v konstantnim case a budeme znadit, ze trva
¢as O(1). Efektivitu programu totiz nepoc¢itame v sekundach (protoze kazdy
z nds ma asi jinak rychly poéitac), ale v poétu zdkladnich operaci, které musi
program Fadové vykonat. Vice o Casové slozitosti si mtizete precist v kuchafce
o slozitosti,?® nejdiive véak doporuc¢ujeme doéist tuto kuchaiku.

Pridani nového prvku na konec pole také zvladneme v konstantnim case.
Problém je pfiddni nového prvku nékam doprostied (coz se ndm typicky stane,
pokud budeme chtit udrzovat hodnoty v poli sefazené a zaroven do néj vkladat
nové). V takovém ptipadé se totiz vSechny prvky za vkladanym musi posunout
o jednu pozici dal, aby se vkladany prvek vesel na své misto. Takova operace
tedy muze pro pole délky N prvki trvat radové az N kroki, coz zapisujeme jako
O(N) a fikdme, Ze je to vzhledem k N linedrni casova sloZitost.

To je docela zna¢na nevyhoda oproti struktufe, kterou si ukdzeme za chvili.
Urcité ale pole nezavrhujme. Je to zakladni datova struktura, kterd nalezne pou-
Ziti ve spousté programi, a jak si ve druhé ¢asti kucharky ukdzeme, muzeme ho
pouzit tfeba k rychlému hledani hodnoty metodou bindrniho vyhleddvdni. Nyni
ale jiz slibovana dalsi datova struktura.

Spojovy seznam a ukazatele

Pole jsme méli v paméti ur¢ené jenom tim, ze pocitac¢ védél, kde je jeho zaca-
tek a kolik mista v paméti zabiraji jeho prvky. P¥i dotazovani na konkrétni index
pak podle indexu a podle velikosti prvki pocitac¢ presné védél, kam do paméti
se mé podivat, aby nasel nami pozadovany prvek (to vSe zvladl v konstantnim

38 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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¢ase). Jednotlivé prvky si tedy viibec nemusely pamatovat, kde se nachazi jejich
sousedi, protoze vSechny prvky sedély v paméti za sebou.

Piedstavme si ale ted situaci, kdy by si kazdy prvek jesté pamatoval pozice
sousedu. Pak bychom mohli mit prvky libovolné rozhézené v paméti a jen by se
na sebe vzdjemné odkazovaly (prvni prvek by tvrdil, ze druhy je na pozici X,
druhy by tvrdil, ze tfeti je na pozici Y, a tak dale).

K lepsimu pochopeni tohoto principu je dilezité si vysvétlit, co to je uka-
zatel (nebo také odkaz ¢i anglicky pointer). Kazdé misto v paméti poéitace ma
své Ciselné oznaceni, kterému fikdme adresa. Kdyz si vytvaiime néjakou pojme-
novanou proménnou, ta se vlastné odkazuje na urcité misto v paméti a na tomto
misté v paméti je jeji hodnota.

Co kdyby ale hodnota proménné byla adresa néjakého jiného mista v pamé-
ti? Pak takové proménné fikdme pointer a umoziiuje ndm vytvaret vyse popsanou
strukturu rozhazenych prvkia v paméti.

Spojovy seznam je tedy uréeny svym prvnim prvkem (mame v jedné pro-
ménné pointer na tento prvek, ktery se ¢asto nazyva koren, protoze z néj ,,vyrus-
ta* zbytek struktury) a poté u kazdého dalsiho prvku mame za sebou uloZenou
hodnotu tohoto prvku a odkaz (pointer) na dalsi prvek. Odkazy mezi prvky mo-
hou byt i obousmérné, mohou vést dokola (posledni ukazuje na prvni) ¢ mohou
seznam).

Pokud pointer nemé nikam ukazovat, realizuje se to odkazanim tohoto poin-
teru na adresu NULL. To skoro doslovné rika ,Neukazuji nikam“.

Co nam takto vystavéna struktura umoziiuje v porovnani s polem? Ptistup
na konkrétni prvek v ni stoji linedrné casu, protoze ho musime ,,odkrokovat“ od
prvniho prvku (na ktery mame pointer), tedy musime udélat az O(N) krok.
Pokud bychom vsSak pointer na dany prvek uz néjak méli, samoziejmé na néj
muzeme pristoupit v konstantnim case.

Naopak pfidavani prvki na konkrétni misto (i jejich odebirdni) mame v pod-
staté zadarmo a spojovy seznam mizZeme rozsifovat, dokud na néj mame v po-
éitaci pamét. Ve chvili, kdy chceme pridat novy prvek za prvek, na ktery mame
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pointer, jen Sikovné prepojime ukazatele. Pokud predtim ukazatele vedly A — B,
ted povedou A — C — B (a pti odebirani naopak).

Zde muzete vidét ukdzku pointert a spojovych seznami v jazyce C, kde jsou
tyto véci mnohem vice nizkotroviiové (ale zato rychlejsi):

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

// Ptikazy vySe naetly do programu

// standardni knihovny a funkce z™nich.

// Struktura pro prvek obsahujici dopfedné
// i zp&tné odkazy. Zkrédcené& tomuto typu
// budeme Fikat "tprvek".
typedef struct prvek tprvek;
struct prvek {
int hodnota; recepty
tprvek *dalsi;
tprvek *predchozi;

};

// Vytvo¥i novy prvek:

tprvek *novy(int i) {
tprvek *aktualni =

malloc(sizeof (tprvek));

aktualni->dalsi = NULL;
aktualni->predchozi = NULL;
aktualni->hodnota = i;
return aktualni;

}

// Odstrani prvek a vrati pointer na dalsi
// prvek (vraceni pointeru se hodi pfi
// odstrafiovani kofene):
tprvek *odstran(tprvek *aktualni) {
if (aktualni->predchozi != NULL)
aktualni->predchozi->dalsi =
aktualni->dalsi;
if (aktualni->dalsi != NULL)
aktualni->dalsi->predchozi =
aktualni->predchozi;

tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;
free(aktualni);
return pomocna;
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// Vlozi a vrati pointer na novy prvek:
tprvek *vloz_za(tprvek *aktualni, int i) {
tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi = novy(i);

if (pomocna != NULL)
pomocna->predchozi = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi->dalsi = pomocna;
return aktualni->dalsi;
}
// Pouziti:
int main(void) {
tprvek *koren = novy(1l);
tprvek *aktualni = vloz_za(koren, 2);

aktualni = koren;

while (aktualni '= NULL) {
printf ("%d\n",aktualni->hodnota) ;
aktualni = aktualni->dalsi;

}

return O;

}

Zde je ukazka spojovych seznami v Pythonu, kdybychom si je podobné
jako v C chtéli naprogramovat sami (Python totiz obsahuje spoustu zakladnich
struktur jiz hotovych, podivejte se na modul jménem collections):

class Prvek:
def __init__(self, hodnota):
self.hodnota = hodnota
self.dalsi = None
self.predchozi = None

class Spojak:
def __init__(self):
self.koren = None

def Vypis(self, aktualni):
if aktualni is not None:
print aktualni.hodnota
self.Vypis(aktualni.dalsi)

def VlozPo(self, prvek, zaPrvek = Nomne):
if zaPrvek is not None:
prvek.dalsi = zaPrvek.dalsi
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prvek.predchozi = zaPrvek
zaPrvek.dalsi = prvek
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = prvek
if self.koren is None:
self.koren = prvek

def Odstran(self, prvek):
if prvek.predchozi is not None:
prvek.predchozi.dalsi = \
prvek.dalsi
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = \
prvek.predchozi
# Pouziti:
prvekA = Prvek("A")
prvekB = Prvek("B")
prvekC = Prvek("C")
prvekD = Prvek("D")

seznam = Spojak()

seznam. V1ozPo (prvekB)
seznam.VlozPo(prvekD, prvekB)
seznam.V1ozPo (prvekC, prvekD)
seznam.VlozPo (prvekA, prvekC)
seznam.Odstran (prvekC)

seznam. Vypis (seznam.koren)

Fronta a zasobnik

S pouzitim spojovych seznami (nebo v jednodussim pfipadé dokonce i poli)
muzeme zkonstruovat dvé velmi uzitecné datové struktury, frontu a zasobnik.

Fronta funguje tak, jak si ji asi kazdy z nas predstavuje: ten, kdo se do fronty
postavi prvni, ten také prvni pfijde na fadu. Muzeme si ji také pfedstavit jako
trubku, do které na jedné strané sypeme néjaké véci a na druhé je odebirame.
Anglicky je téz nazyvand FIFO (,First In, First Out®).

Praktickou realizaci udélame jednoduSe spojovym seznamem. Budeme si
drzet dva ukazatele, jeden na zacatek seznamu, druhy na konec. Kdyz se objevi
novy prvek, ktery do fronty budeme chtit vlozit, pfiddme ho na konec, zatimco
pri odebirani z fronty vyuzijeme druhého ukazatele a vezmeme prvek ze zacatku.

Druhou velmi podobnou datovou strukturou je zdsobnik. Jak uz ale plyne
z anglického nazvu LIFO (,Last In, First Out®), funguje spise jako plny Suplik:
Nahoru na néj pfidavame nové prvky, a kdyz chceme néjaky odebrat, vezmeme
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také zvrchu. To znamenad, Ze prvni se na fadu dostane naposledy vlozeny prvek.

Implementace je velmi obdobna jako u fronty, jen bude ukazatel pouze jeden
a bude ukazovat jenom na jeden konec spojového seznamu.

Knihovny

Tyto zdkladni struktury uz jsou ¢asto predpfipravené jako souc¢ast néjakych
knihoven v daném jazyce. Knihovna je vétsinou sbirka néjakych navzajem sou-
visejicich funkci, které jiz nékdo sepsal a které si mizeme do naseho programu
nacist a pouzivat. Ukazku nac¢teni knihoven mizete vidét napiiklad ve vySe zmi-
néném kédu v jazyce C.

Je ale velmi dutlezité rozumét tomu, jak knihovni funkce vnitiné funguji.
Protoze jediné kdyz budeme védét, co je jak rychlé a efektivni, budeme schopni
psat rychlé programy.

Ted jiz vime, jak reprezentovat nejzakladnéjsi datové struktury v pocitaci,
ale mohlo by se ndm hodit zastavit se jesté chvili u dalsich struktur. Tentokrat
je uz budeme studovat trochu teoretic¢téji.

Stromy a grafy v informatice

Grafy

S néjakymi grafy jste se jiz mozna potkali, ale tento pojem je bohuzel docela
pretéZovany. Jednim jeho vyznamem jsou ,kolac¢ové grafy“ a jiné dalsi diagramy
znézornujici néjaky pomeér (at uz to jsou vysledky voleb, nebo pomér lidi, ktefi
sledovali v televizi Veéerni¢ek).

Dalsi vyznam muazeme nalézt v analytické matematice, kde se potkame s gra-
fy priibéhu néjakych funkci. My vSsak nemame na mysli ani jedno z vySe zminé-
nych, ted se budeme bavit o kombinatorickiyjch grafech.

Grafem tedy mame na mysli néjakou mnozinu objekt, fikejme jim vrcholy,
a néjaké vztahy mezi nimi. Tyto vztahy nazyvame hranami a jsou vyjadiené
dvojicemi vrcholii, mezi kterymi vedou. Ukazku takového grafu vidime tieba na
nasledujicim obrazku.
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Jako praktickou ukdzku grafu si mtzeme napiiklad ptredstavit silniéni sit
néjakého statu: vrcholy budou mésta a hrany budou silnice, které mezi nimi
vedou.

Obcas se muzete setkat s pojmem souwvisly graf. Ten znamend jen to, Ze
mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje néjaka cesta. Pokud tomu tak neni, je graf
nesouvisly a da se rozlozit na nékolik mensich grafli, které jiz souvislé jsou a fika
se jim komponenty souvislosti.

Samotny graf poté mutzeme doplnit tim, Ze si v kazdém vrcholu nebo na
kazdé hrané budeme pamatovat néjakou hodnotu (naptiklad cenu nejlevnéjsiho
benzinu ve méstech a délku v kilometrech na silnicich). Pamatovani si hodnot ve
vrcholech je docela obvykla technika a nemé specialni nazev, ale pokud budeme
mit graf, ktery si pamatuje hodnoty na hranich, budeme o ném mluvit jako
o ohodnoceném grafu.

Dalsi moznou tpravou je, ze kazd4 hrana povede jen jednim smérem (jedno-
smérné silnice), takovym grafm fikdme orientované (pokud pak v orientovaném
grafu chceme silnici obéma sméry, prosté do néj ptidame dvé hrany, jednu v kaz-
dém sméru).

recepty

Posledni, co nam schéazi k praktickému pouziti grafd, je naudit se, jak je
reprezentovat v poéitaéi. Existuje nékolik moznosti (n bude znadit pocet vrchold,
m poéet hran):

e Seznam sousedu — vrcholy grafu budeme mit ulozené v poli a u kazdého vrcholu
budeme mit (spojovy) seznam ¢isel dalsich vrchold, do kterych z aktudlniho
vrcholu vede hrana. Zabird misto O(n + m) a hodi se pro Fidké grafy (tedy
grafy, kde je m Fadové stejné jako n).

e Matice sousednosti — tabulka n x n, kde na soufadnicich [z, j] je jednicka (pii-
padné jind hodnota, v pfipadé ohodnoceného grafu), pokud z i do j vede hrana,
a nula, pokud tam hrana neni (u neorientovanych graft je navic matice syme-
trickd — je jedno, jestli vezmeme [i, j] nebo [j,4]). Hodi se pro husté grafy, kde

m ~ ’I’Lz.

® Matice incidence — radky reprezentuji vrcholy, sloupce hrany. V kazdém sloupci
jsou prave dvé jednicky — indexy vrcholi, mezi kterymi hrana vede. Zabira vsak
O(mn) a jeji pouziti byva dost neohrabané, takZe je vétsinou lepsi dat pfednost
jiné reprezentaci grafu. Je vSak dobré o ni védét.

Grafy jsou velmi Siroké téma. Muzeme hledat jejich miniméalni kostry, miZe-
me v nich hledat nejkratsi cesty ¢i skrze né poustét pod tlakem vodu. Vice o nich
si tedy muzete precist v nékteré z nasSich specializovanych grafovych kucharek,
které odkazujeme z naseho kuchaikového rozcestniku.3?

39 http://ksp.mff.cuni.cz/study/cooks/
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Stromy

Mozné si fikate, co mé informatika u vsech elektronii spole¢ného s lesnic-
tvim? Kupodivu celkem mnoho a bez stromi bychom se v leckterém ptipadé jen
tézko obesli. Informatické stromy sice nejsou vétsinou tak zelené, maji ale, na
rozdil od svych dfevnatych sourozencti, mnoho jinych péknych vlastnosti.

Strom je vlastné specidlnim pfipadem souvislého grafu, ktery neobsahuje
zddnou kruZnici (cyklus). To znamend, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu
existuje pravé jedna cesta.

Diky této vlastnosti pak muzeme néjaky zvoleny vrchol prohlasit za koten
a strom za néj pomyslné zavésit (tak, ze strom roste od kofene smérem dolit), této
operaci se Tika zakorenéni. Pak mizeme mluvit o tom, Ze z kofene smérem doli
(informatické stromy maji tradiéné kofen nahote) vyristaji néjaké podstromy.

8

N
A

4 7

Pokud je strom zakofenény, mizeme v ném mluvit o hloubce kazdého vrcho-
lu, neboli o jeho vzdalenosti od kotfene. Hloubka celého stromu je pak nejdelsi ze
vzdalenosti od kofene k néjakému z list (tak fikdme vrcholtum, které jiz nemaji
zadné syny, tedy vrcholy, které by z nich vyrustaly). Podle hloubky poté miizeme
vrcholy stromu uspotfadat do jednotlivych hladin.

Velmi casto pouzivame stromy, které jsou néjak pravidelné. Piikladem jsou
tkeba bindrni stromy, které maji v kazdém vrcholu maximélné dva syny (fikdme
jim levy a pravy podstrom). Reprezentovat se daji bud obecné jako kazdy jiny
strom (v kazdém vrcholu spojovy seznam podstromi), nebo velmi pékné i v poli.

Staéi si pomyslné doplnit bindrni strom na 4ping (to je takovy, ktery ma
v8echny své hladiny plné) a pak ho od kofene smérem dolt po hladinach oéislovat
(kofen dostane ¢islo nula, jeho synové ¢isla jedna a dva, dalsi hladina éisla t¥i az
Sest, atd.).

Muzeme si vSimnout, ze pokud si v takovém ocislovani vezmeme jakykoliv
vrchol s ¢islem (indexem) ¢, tak jeho synové jsou pravé vrcholy s indexy 2i + 1
a 2¢ + 2. Do pole nize je zapsany binarni strom z obrazku vyse.

6 7 8 10

index 0 1 2 3 4 5 9
1 5 9 14 - — 4 7

hodnota 8 3 12
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Jak plyne z oc¢islovani, pro iplny bindrni strom je ulozeni v poli efektivni a
neplytvame mistem. Pokud ale strom tplny nebude, zistanou nam v poli volna
mista. Ulozeni v poli se tedy vyplati jen pro stromy, které se od uplnych ptilis
nelisi.

Specidlnim pfipadem bindrnich stromu jsou pak jesté bindrni vyhleddvact
stromy. Jsou to normdlni bindrni stromy, pro néz navic plati, ze af si vezme-
me libovolny vrchol, budou hodnoty vrcholt v jeho levém podstromé mensi nez
hodnota tohoto vrcholu, a hodnoty v jeho pravém podstromé naopak vétsi.

V takovém stromé pak zvladneme snadno vyhledavat. Budeme ho postupné
prochéazet od korene a v jednotlivych vrcholech budeme porovnavat hledanou a
aktualni hodnotu a podle toho sestupovat do spravného podstromu. Podobna
technika je detailnéji popsand ve druhé casti kucharky, v kapitolce Rozdel a
panuy.

Na slozitéjsi datové struktury stavéjici na téchto zakladnich (haldy, inter-
valové stromy, ...) se muzZete podivat do nékteré z nasich dalsich kuchafek, na
jejichz prehled jsme vas uz odkazali o kapitolu vyse.

Cast druha: Programatorské techniky

Tato ¢ast by méla slouzit jako rychly prehled a ukazka ruznych technik,
které se daji pouzit pii feSeni tloh z KSPc¢ka, nebo p¥i programovani obecné.

Rekurze

Rekurze je velmi dilezitd programéatorska technika. V podstaté znamena
definovani né&jaké véci (at uz je to néjaky objekt ¢i postup vypoctu) pomoci sebe
sama.

Rekurzivné miize byt napiiklad zadana néjaka datova struktura. Napiiklad
stromy jsou péknym piikladem rekurzivné definované datové struktury — kazdy
vrchol stromu muze mit syny, a kazdy z téchto synt je sdm o sobé strom (tedy
i osamoceny vrchol bez synti je stromem).
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Prakticky je to realizovano tak, Ze kazdy vrchol mé svou hodnotu a pak
jesté seznam ukazatelll vedoucich na dalsi pfipadné podstromy. S ukazateli jsme
se jiz potkali a s jejich pomoci jsme si postavili spojovy seznam. A presné tak,
spojovy seznam je také ve své podstaté rekurzivni datova struktura.

Mimo rekurzivnich datovych struktur se ale casto potkavame i s rekurzivnim
postupem vypoctu néjakého programu, nejcastéji realizovanym ve formé funkce,
ktera vold sama sebe (vétSinou s jinymi parametry, jinak by to asi nemélo smysl),
takové funkci se ika rekurzivni funkce.

vvvvvv

KSP U rekurzivnich funkci je nejdilezitéjsi véc definovat néjakou koncovou pod-
minku, tedy podminku, pii niz uz se rekurze zastavi. Jinak by se totiz mohlo
stat, ze by rekurze bézela donekonecna.

Presnéji rekurze by se i tak v néjakou chvili zastavila, ale skonc¢ila by chybou,
protoZe by ji dosla pamét — kazd4a volani funkce si totiz ukousne kus paméti (musi
si pamatovat, kam se po skonéeni ma vrétit) a pokud ma rekurzivni funkce jesté

recepty  pgjaké lokalni proménné, musime si nékde ulozit viechny lokalni proménné funkei,
z kterych jsme se doposud nevratili.

Rekurzivni funkce a pfevod na nerekurzivni cyklus

Typickym piikladem rekurzivni funkce je vypocet Fibonacciho ¢isel. Ta jsou

definovana tak, ze fo = 1, fi = 1 a n-té Fibonacciho ¢islo je sou¢tem dvou
predchozich (f, = fn—1+ fn—2). To ndm déva posloupnost ¢isel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ... pokracujici donekonecna. Pokud toto piepiseme do programového kédu,

tak dostavame nasledujici zapisy:
V jazyce C:
int fib(int n) {
if (n==0) return O;
else if (n==1) return 1;
else return fib(n-1) + fib(n-2);

}
V Pythonu:
def fib(n):
if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:

return fib(n-1) + fib(n-2)

Jak vidime, je prepis celkem primocary. Pokud by se nam vSak rekurze
v néjakém piipadé nelibila, muzeme se kazdé rekurze zbavit. Rekurzivni volani
totiz mizeme Sikovné prepsat na néjaky cyklus se zdsobnikem.
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Pak jen v cyklu odebirdme prvky ze zasobniku, dokud neni prizdny, a za
kazdé rekurzivni zavolani do zasobniku pridame parametry, se kterymi bychom
nasi funkci volali. Timto postupem pievedeme kazdou rekurzivni funkci na nere-
kurzivni.

Jesté doplnime poznamku, zZe ve vétsiné programovacich jazykt kazdé volani
funkce stoji néjaky cas, sice maly, ale kdyZ se volani provadi opakované, tak se to
uZ nasCita. Pro realnou implementaci je tedy nejlepsi pokusit se rekurzi prevést
na nerekurzivni volani, pokud to néjak rozumné jde.

Obcas to jde dokonce i jednoduseji a bez zasobniku. Podivejte se na alter-
nativni variantu vypoctu Fibonacciho ¢isel nize a rozmyslete si, co déla.

V jazyce C:

int £ib2(int n) {
if (n==0) return O;
else if (n==1) return 1;

int a = 0; int b = 1;
for(int i = 2; i<=n; i++) {
int ¢ = a + b;

a =b;
b = c;
}
return b;
}
V Pythonu:
def fib2(n):
if n==0:
return 0
elif n==1:
return 1
a=0; b=1
while n>1:
(a, b) = (b, a+b)
n-=
return b

Jak vidite, je i tato funkce elegantni a navic béha mnohem rychleji, nez jeji
rekurzivni varianta. Tato funkce b&ha v O(n), kdezto rekurzivni varianta pocitala
stejné véci mnohokrat dokola (zkuste si nakreslit néjaky strom voldni pfedchozi
funkce, pfipadné se podivat dopfedu do kapitoly Predpocitané mezivysledky).

Rekurzivni varianta tedy bézela az v ¢ase O(2"), coz je pro velkd n mnohem
pomaleji nez O(n) (avsak $la by celkem snadno zachranit, aby bézela také v O(n),
zkuste si rozmyslet jak).
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Backtracking

S rekurzi silné souvisi i pojem backtracking, Cesky by se snad dalo Fici ,,meto-
da pokusu a omylu“. Timto pojmem oznacujeme proces, kdy postupné zkousime
vsechny moznosti, jak vytesit néjaky problém.

Metoda pokusu a omylu se tento proces nazyva proto, ze pokud jiz nemu-
zeme pokracovat dél (tfeba v pfipadé, ze v bludisti dojdeme do slepé ulicky),
vratime se kus zpét a zkusime jinou (zatim nevyzkouSenou) moZnost. Takto po-
stupné zkusime kazdou moZnost, a bud nalezneme ndmi hledané feseni, nebo se
vratime az na vychozi pozici a zjistime, Zze FeSeni neexistuje.

Backtracking byva ¢asto realizovan pomoci rekurze, ukadzeme si to na ptikla-
du hledéni rozkladu zadané ¢astky na mince o hodnotéch 5 Ké a 3K¢é (vSimnéte
si, ze v takto omezeném penéznim systému nejde slozit tfeba ¢astka 7K¢). Nase
funkce dostane jako parametr zbyvajici ¢astku a zkusi rekurzivné provést rozklad
na jednotlivé mince:

V jazyce C:

bool rozloz(int castka) {
// Koncova podminka rekurze
if (castka == 0) return true;
else if (castka < 0) return false;
else if (rozloz(castka-5)) {
printf(" 5 Kc");
return true;

} else if (rozloz(castka-3)) {
printf(" 3 Kc");
return true;

} else return false;

}
V Pythonu:

def rozloz(castka):
if castka ==
return True
elif castka < O:
return False
elif rozloz(castka-5):
print " 5 Kc"
return True
elif rozloz(castka-3):
print " 3 Kc"
return True
else:
return False

168



40

Recepty z programatorské kuchairky — Zakladni algoritmy

V kazdém kroku zkusime nejdrive pouzit pétikorunovou minci a zavolame
se na zbylou ¢astku, a kdyz nas rozklad nevyjde, zkusime v tomto kroku pouzit
jesté trikorunu. Takto se rozhodujeme v kazdém kroku rekurze a pfipadné se
vracime z netspésnych vétvi vypoctu a zkousime dalsi moznosti.

Takovym postupem ale vyzkouSime aZz exponencialné mnoho riznych moz-
nosti (O(2")), coz neni moc rychlé. Proto je doporucovano se backtrackovani
radéji vyhnout, nebo ho néjak chytie vylepsit. Je vSak dobré o backtrackovani
védét, protoze existuji problémy, které efektivnéji fesit neumime.

Rozdél a panuj

Jednou ze zakladnich technik je rozdéleni slozitéjstho problému na mensi
casti, které opét mizeme rozdélit na mensi a tak dale, dokud se nedostaneme
k problémtm tak malym, Ze je uz umime trividlné vyftesit.

Binarni vyhledavani v poli

Predstavte si, ze mame sefazené pole n prvku a chceme zjistit, jestli se v ném
nachazi prvek s hodnotou k. Ur¢ité mtiZzeme projit celé pole v linedrnim ¢ase (tim,
7e budeme brat jeden prvek za druhym a kontrolovat, zda je roven hodnoté k),
ale to je zbytecné pomalé a nevyuziva toho, Zze mame pole sefazené.

Mizeme totiz zacit s velkym problémem a ten postupné zmensovat na stale
mensi a mensi. Nejdiive hledame k v celém poli. Podivame se na jeho prostiedni
prvek:

® Pokud je roven k, jsme hotovi.

e Je-li vétsi nez k, vime, Ze se k musi nachdzet nalevo od néj. Muzeme tedy
hledat znovu, ale tentokrat se omezit jen na levou polovinu pole.

® Analogicky, je-li mensi nez k, mtizeme hledat jen v pravé poloviné.

Kdyz timto postupnym délenim problémi na mensi dojdeme az k poli o ve-
likosti jednoho prvku, staci tento prvek jenom porovnat, dal uz se pole nepokou-
$ime rozdélovat.

Jelikoz se nam kazdym krokem problém zmensi na polovinu, tak se maxi-
malné po logn krocich dostaneme na pole velikosti jedna. Rikdme, Ze algoritmus
mé logaritmickou casovou sloZitost, piseme O(logn).40

Prakticky postup provadime tak, ze si udrzujeme levy a pravy okraj aktualné
zpracovavaného tseku a postupné je k sobé ptiblizujeme.

Pokud neni feceno jinak, znamena pro nas v informatice znacka log dvojkovy
logaritmus, coz je funkce opacnd k funkci 2™ a roste o hodné pomaleji nez funk-
ce linearni. Pro velkd n plati: 1 < logn < mn a napfiiklad log2 = 1,log8 =
3,log 1024 = 10.
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Ukéazka hlavni smycky v C:
int polell = {1,2,5,7,12,16,42};
int hledane = 8;
int L = 0, R = 6;
int x;
do {
int prostredni = (L+R)/2;
x = pole[prostredni];
if (x == hledane)
printf ("Pole obsahuje hledane\n");
else if (x < hledane)
L = prostredni + 1;
else
R = prostredni;
} while (L < R && x !'= hledane);

if (x != hledane)
printf ("Hledane neni v poli\n");

Ukézka v Pythonu jako funkce vracejici index prvku nebo —1, pokud hledané
¢islo nenalezne:

def bin_vyhled(pole, hledane, L=0, R=None):
if R is None:
R = len(pole)
while L < R:
prostredni = (L+R)//2
x = pole[prostrednil
if x < hledane:
L = prostredni + 1
elif x > hledane:
R = prostredni
else:
return prostredni
return -1

# Zavolani:

print bin_vyhled([1,2,5,7,12,16,42], 8)
Dalsi aplikace

Dalsi typickou aplikaci postupu rozdél a panuj je naptiklad t¥idéni posloup-

nosti pomoci Mergesortu. Ten v zdkladu funguje tak, Ze kazdou posloupnost, kte-
rou dostane k setfidéni, rozdéli na poloviny a kazdou z nich setfidi rekurzivnim
zavolanim sebe sama. Zanotfovani se zastavi ve chvili, kdy tfidime posloupnost
délky jedna (ta uZ je z podstaty setfidéna). Pak jen v kazdém kroku ze dvou
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setfidénych mensich posloupnosti vyrobi jejich slévanim setfidénou posloupnost
dvojnasobné délky.
Vice se o metodé Rozdél a panuj mtzete dozvédét ve stejnojmenné kuchar-

ce.

Predpocitané mezivysledky

Motivaci k této kapitole je nasledujici motto: ,,Pro¢ pocitat néco vicekrat,
kdyz nam to staci spocitat jednou a zapamatovat si to?“.

Velmi casto se totiz setkdvame s tim, Ze néco pocitame stale dokola. Jako RGIY
priklad si muZzeme vzit nasi rekurzivni implementaci pocitani Fibonacciho ¢isel
z kapitolky Rekurze.

Kdyz se podivime na vypocet ¢isla £ib(5), vidime, Ze pro néj volame
fib(4) a £ib(3), £ib(4) vola £ib(3) a £ib(2), £ib(3) volad £ib(2) a £ib(1)
a tak dale. Vsimli jste si, kolikrat se nam tyhle vypocty opakuji? Néktera Fibo-
nacciho ¢isla spocteme totiz zbytecné mnohokrat.

5

/\

Ja f3

AN

f3 f2 f2 J1

N /N /N

2 h h fo f fo

/N

i Jo

Kdybychom si je namisto opakovaného pocitani nékde pamatovali, mohli
bychom pak odpovéd na dotaz na jiz vypoctené ¢islo vytédhnout jako kralika
z klobouku v konstantnim ¢ase. Zavedenim jednoho globalniho pole, ve kterém
si tyto hodnoty pro jednotlivd n budeme pamatovat, ndm snizi ¢asovou slozi-
tost z O(2") na péknych O(n). Takovému postupu se obecné ik dynamické
programovdnt.

recepty
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Dynamické programovéani

Nejprve uvedme na pravou vahu vyraz ,dynamické“ v nazvu. Nevystihuje
tak iplné podstatu této techniky a jeho historické pozadi je celkem slozité, avSak
dnes je tento nazev jiz tak zazity, ze se uz pravdépodobné nezmeéni.

Slovo ,dynamické* ¢asteéné odkazuje na to, Ze se dynamicky (za béhu pro-
gramu) postupné stavi feseni jednodussich problémi, ktera jsou nasledné pouzita

jiz jednou vypoctenych udaja.

Hodi se na tlohy, které se daji délit na podulohy, které jsou si podobné a mo-
hou se opakovat. Vysledky takovychto poduloh si poté ukladame a pii dotazu na
stejnou podulohu vratime jen uloZeny vysledek a vypocet jiz neprovadime.

Pro dalsi prohloubeni znalosti miiZete na nasem webu nahlédnout do dalsi
kuchaiky, tentokrat nesouci (pfekvapivé) nazev Dynamické programovani.*?
Prefixové souéty

Velmi ¢asto se nam hodi si jesté pred samotnym vypoc¢tem predpocitat a ulo-
zit néjaké hodnoty, které poté pouzijeme.

Pfedstavme si naptiklad problém nalezeni souvislého tiseku s nejvétsim souc-

tem v néjaké posloupnosti kladnych i zaporngch éisel. Ze to neni tiplné jednodu-
chy priklad, si ukazme na nésledujici posloupnosti:

1,-2,4,5,—1,-5,2,7

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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Méme zde dvé ryze kladné souvislé posloupnosti, kazdou se souctem 9 (4,5 a2, 7).
Ale pfesto je vyhodnéjsi vzit i néjaké zaporné hodnoty a vytvorit tak souvislou
posloupnost o souc¢tu 12 (zkuste ji nalézt).

Mohlo by nas napadnout, ze prosté zkusime vzit vSechny mozné zacatky
a vechny mo#né konce. To ndm dava O(n?) moznych posloupnosti (mame n moz-
nych zacatki a ke kazdému z nich fadové n moZnych konct), pro kazdou po-
sloupnost si spoéteme soucet (to zvlddneme v O(n)) a budeme si pamatovat ten
nejvetsi nalezeny. Cely nas postup tak trva O(n?).
zlepsit. Ukazeme si, jak vypocitat soucet libovolné posloupnosti v konstantnim
case. Cely princip je vlastné aZz kouzelné jednoduchy, ale zarovern velmi mocny.
Na zacatku vypoctu si do pomocného pole P stejné délky jako posloupnost na
vstupu (té fikejme S) ulozime takzvané prefizové soucty: i-ty prefixovy soucet je
soudet prvnich i + 1 prvkid S, neboli P[i] = S[0] + S[1] + ...+ S[i].

Pro nas ukazkovy piipad a pro vstupni pole oznacené S by to dopadlo takto:

¢t -1 0 1 2 3 4 5 6 7

S]] 1 -2 4 5-1-5 2 7
Plij] 0 1-1 3 8 7 2 4 11

Pole prefixovych souctt umime ziskat v linerarnim ¢ase — prosté jen od
zacatku prochazime vstupni pole, poc¢itame si pribézny soucet a ten zapisujeme.
Soucet libovolného tseku a. . . b pak ziskame v konstantnim case jako prefixo-
vy soucet od zacatku do indexu b minus prefixovy soucet od zacatku do indexu a.
Zapsano programové to pak je:
soucet = P[b] - P[a-1];

To nidm umoziiuje snizit ¢as potfebny na feseni této tlohy na O(n?). To je
uz lep$i cas, prozradime vsak, ze tuto ulohu Ize fesit dokonce v linearnim case,
ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Dvourozmérné prefixové souéty

Prefixové soucty se daji zobecnit i do vice rozmeérii, ale princip je vzdy stejny.
Napriklad dvourozmérné prefixové soucty u matice funguji tak, ze si predpoci-
tame soucty podmatic zacinajicich levym vrchnim polickem a koncici na indexu
[z,y].

Z toho je vidét, zZe prefixovy soucet zpravidla obsadi stejné velky prostor jako
puvodni data, v tomto piipadé tedy budeme mit matici hodnot prefixovych souc-
ti koncicich na zadanych soufadnicich. Jak ale ziskat soucet néjaké podmatice,
ktera se nachazi nékde ,uprostifed“ nasi matice?

Pouzijeme stejny princip jako u jednorozmérného piipadu: Pricteme vétsi
¢ast, kterou chceme zapocitat, a odecteme od ni ¢asti, které zapocitat nechceme.
Pro ptipad podmatice zac¢inajici vlevo nahofe na pozici [z,y] a konéici napravo
dole na [X,Y] to ilustruje nésledujici obrazek:
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[0,0]
A ! B |
_____ [,y X, 9]
C
BERT [X,Y]

Nejdiive pficteme cely prefixovy soucet konéici na pozici [X,Y]. Tim jsme
ale zapocitali i ¢asti A, B a C z obréazku, které zapocitat nechceme. Tak odecteme
prefixové souéty koncici na indexech [X,y] a [z, Y]. Ale pozor, ted jsme odecetli
jednou A + B a jednou A + C, tedy ¢ast A (prefixovy soucet konéici na pozici
[,y]) jsme odeletli dvakrat, musime ji proto jesté jednou pfi¢ist.

Cely vzorec tedy vypadé takto:

soucet = P[X,Y] - P[X,y] - P[x,Y] + P[x,y];

Tento princip pri¢itani a odecitani se da zobecnit i pro libovolné vyssi rozmé-
ry, ale chce to jiz trogku predstavivosti, co se mé pii¢ist a kolikrat. Rika se tomu
také princip inkluze a exkluze a najde pouZiti nejen u vicerozmérnych prefixovych
souctu.

VyvéazZeni délky predvypoétu a hlavniho vypoctu

Spravné vyvazit, kolik ¢asu mutzeme vénovat na predvypocet a kolik casu
na hlavni vypocet, je velice dilezitd véc a spousta i zkusenéjsich fesitelt v tom
obcas chybuje. Pritom to pfi trose pocitani neni viibec nic slozitého.

Jako prvni je potfeba védét, kolikrat nam predvypocet béhem béhu progra-
mu pomuze. Pfedvypoctem si totiz vybudujeme za néjaky ¢as uréitou datovou
strukturu, pomoci které pak dokdzeme rychle odpovidat na zadané dotazy.

Oznacme si pocet takovychto dotazt, které program za béhu dostane, ja-
ko Q. Bud to mtze byt hodnota piimo ze zadani typu ,,Zkonstruujte datovou
strukturu pro n hodnot, kterd zvladne rychle odpovidat na dotazy daného ty-
pu, a ocekavejte fadové m dotazi“, nebo se mize jednat o néjaky interni dotaz
v rdmci béhu programu (pifiklad interniho dotazu je t¥eba vySe uvedeny algo-
ritmus na hledani souvislé podposloupnosti s co nejvétsim souctem, ktery se za
béhu ptal na soucty néjakych tseki).

Dale si ozna¢me jako O, ¢as, ktery ndm zabere piedvypocet a jako O, cas,
ktery nam uSetii kazdy predvypocitany dotaz. Celkovy cas, ktery usetiime, je
pak vlastné @ - O,. Pokud je tento Cas fadové vétsi nez O, pak mé predvypocet
smysl.

Naopak neméa smysl travit predvypoctem tadové vice ¢asu, nez by trval
samotny vypocet bez pouziti pfedpocitanych hodnot.
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Jako priklad uvazujme problém o velikosti n, u kterého mame tii moznosti,
které mtizeme zvolit. Mtizeme bud pifedvypocet tiplné vynechat a na kazdy dotaz
odpovidat v ¢ase O(n), nebo provést predvypocet v case O(nlogn) a poté od-
povidat na kazdy dotaz v ase O(logn), nebo provést predvypocet v case O(n?)
a pak odpovidat v ¢ase O(1) na dotaz.

Kdy se ndm co hodi?

® Pokud bychom dostali jen jeden dotaz, neméa smysl si cokoliv pfedpocitavat
a odpovime jednou v ¢ase O(n).

e Pokud bude dotazti fadové n, mé smysl pouzit prvni pfedvypocet. Pak budeme
mit ¢as na pfedvypocet i na samotny vypocéet O(nlogn), coz je optimum.

e Naopak pokud by dotazti bylo fadové n? nebo vic, tak se nam jiz prvni
predvypocet nevyplati, dostali bychom se totiz na éas O(n2logn). Zde se
hodi pouzit druhy, delsi pfedvypocet a pak se dostat na casovou slozitost

O(n* +n?-1) = O(n?).

Hladové algoritmy

Véfte nebo ne, ale i pocitac¢ se nékdy citi hladovy. Po namahavé praci mu
muzeme dopiat to potéSeni, aby si ukousl co nejvétsi kus dat. A ukazeme, Ze
nékdy je to i ku prospéchu. Re¢ bude o hladovych algoritmech.

Takovymi algoritmy rozumime ty, které hledaji feseni celé tlohy po jednot-
livych krocich a spliuji nasledujici dvé podminky:

® V kazdém kroku zvoli lokalné nejlepsi feseni.

e Provedené rozhodnuti jiz nikdy neodvolava (tedy nebacktrackuje).

Lokalné nejlepsi feseni je takové, které v aktualnim kroku vybere tu moznost,
kterd ndm na tomto misté nejvice pomize (bez jakéhokoliv ohledu na globalni
stav). MtZe to byt tfeba nejvyssi hodnota, nebo nejkratsi cesta v grafu.

Pokud ale od hladového algoritmu chceme, aby nam nasel globalné nejlepsi
feSeni, musi nase tloha splnit pfedpoklad, Ze si vybérem lokalné nejlepsiho feseni
nezhor$ime to globalni. Tento pfedpoklad se neda formulovat obecné a je nutné
se nad nim zamyslet zvlast u kazdé tlohy.

Priklady hladovych algoritmi

Prvni hladovou tlohou bude (jak jinak) automat na jidlo vracejici mince.
Automat by mél vracet penize nazpét tak, aby vratil dany obnos v co mozna
nejmensim poc¢tu minci. Pro nad§ ménovy systém (mdme mince hodnot 1, 2, 5,
10, 20 a 50K¢) lze tuto ulohu Fesit hladovym algoritmem — v kazdém kroku
algoritmu vratime tu nejvétsi minci, kterou mizeme (tedy pro vraceni 42 Ké to
bude 42 = 20 + 20 + 2 K¢).

Ménové systémy vétsiny statt jsou postavené tak, aby fungovaly takto pék-
né, neplati to ale obecné. Zkusme si vratit 42 K¢, pokud bychom méli jen mince
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hodnoty 20, 10 a 4 K¢. Spravnym FeSenim je 42 = 20+ 10+ 4+ 4 + 4 K¢, hladovy
algoritmus by ale zkusil vratit 42 = 20 + 20 + ... a tady by selhal.

Déle se velmi casto daji hladovym algoritmem fesit néjaké tlohy pridavani
nebo odebirani skupin prvkia. Typickym piikladem je tieba rozvrzeni naplanova-
nych prednasek do uéeben. Seradime si za¢atky prednések podle ¢asu a postupné
bereme jednu za druhou a umistujeme je do volnych u¢eben s nejnizsim ¢islem.

Tim jsme si urc¢ité nic nerozbili, protoze v néjaké ucéebné prednaska byt musi.
Urcité budeme potfebovat tolik uceben, kolik je maximéalné prednasek v jeden
¢as, a diky tomu si umisténim pfednasky do néjaké uéebny nezablokujeme misto
pro jinou pfednasku, jelikoz nam vzdy zbude dostatek volnych uceben.

Kdybychom ale naopak méli pevné zadany pocet uceben a chtéli jsme do
nich umistit co mozna nejvice prednasek, tak se jiz nejednéd o tlohu fesitelnou
hladovym algoritmem, v takovém pripadé je potfeba zvolit néjaky chyttfejsi po-
stup.

Zavér

Doufam, Ze jste si z tohoto rozsdhlého textu odnesli néjaké nové znalosti
a poznatky, které vAm pomohou nejen v fesSeni KSP.

Pokud jste zadinajicimi TeSiteli, zkuste s pomoci kuchatky vytesit nékolik
leh¢ich tloh a jejich feseni poslat — nové nabyté znalosti je totiz nejlepsi co
nejdiive protrénovat. Nic si nedélejte z toho, pokud napoprvé nevyftesite vSechno,
s postupnym zkouSenim se budou vase znalosti jen zlepsovat. Zkusen€jsi fesitelé
moznd v kuchafce nalezli néjaké ujasnéni pojmi, ¢i si nékteré techniky osvézili.

A pokud tento text povazujete za dobry, budeme jen radi, pokud ho dopo-
rucite svym kamaradum a spoluzakim, ktefi chtéji s programovanim zadcit.

Uvodnim kurzem varveni podle kuchaiky vds provedl

Jirka Setnicka
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Kuchaika druhé série — toky v sitich

Ukéazeme si uméle znéjici tlohu, kterou posléze zmatematizujeme, vyiesime
a dokazeme vlastnosti Feseni. Nakonec piijdou Cetna uziti, kterd oziejmi, proc¢
jsme se snazili.

Latka je lehce pokrocila, takze vézte, ze budete potfebovat znat grafy.

Umeéle znéjici tloha

Rusky petrobaron vlastni ropné nalezisté
na Sibifi a trubky vedouci do Evropy. Trubky
vedou mezi nalezisti, uzlovymi body a konco-
vymi body, kde ropu pfebiraji odbératelé.

Kazda trubka mize a nemusi mit defino-
vano, kterym smérem ji ma téci ropa. Pro kaz-
dou trubku zvl4st vime, kolik nejvyse ji za ho-
dinu protlac¢ime.

recepty

Nalezisté jsou bezedna a mohou posilat
neomezend mnozstvi ropy. Odbératelé také do-
kazi neomezena mnozstvi ropy z koncovych bo- 5
dti odebirat. Petrobaron &eli problému, jak pro- ~ © 2
tlac¢it danou distribuéni siti co nejvice ropy za

hodinu ze zdroju k odbérateltim.

Zapeklité je to zejména kvuli tomu, ze v uzlovych bodech nelze ropu hro-
madit, ani palit — rozhodné tedy nejde bez rozmyslu prikizat, at kazdou trubkou
te¢e maximum, protoze bychom poskodili cennd zarizeni a v uniklé ropé utopili
vse Zivé.

Zmatematizovani
V zadéni vidime graf, ktery obsahuje oriento- <~ ® oo
vané i neorientované hrany, kde je néjaka podmno- /. °°
Zina vrcholi oznacend jako zdroje a jina jako... o

fikejme tomu tieba stoky.

\

Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se
hned na Gvod mnohocetnosti zdrojt a stokia. Pri-
kreslime si dva nové vrcholy — z nadzdroje budeme
posilat ropu do vSech zdroji, do nadstoku budeme
posilat ropu ze vSech stoku. Kapacitu pfikresle-
nych hran pak nastavime na nekonecno.

Ted ndm sta¢i vymyslet algoritmus, ktery fesi
problém s pravé jednim zdrojem a pravé jednim
stokem.

Kazdy vstup totiZz popsanym zpisobem prevedeme, posleme ho algoritmu a
z vystupu prosté jen odstranime dva pridané vrcholy a pripojené hrany.
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Podobné se zbavime neorientovanych hran.

Kazdou takovou hranu v kazdém zadani zménime na dvojici protismérnych
orientovanych hran se stejnou kapacitou. V algoritmu pak uz muzeme pocitat
jen s hranami orientovan}’lmi

Na vstupu dostavame ohodnoceni hran nezapornymi ¢isly a nasim ukolem
je sestavit jiné ohodnoceni téch samych (vSech) hran.

Je dulezité, aby se nam to nepletlo — ohodnoceni ze vstupu se fika kapacita
a znadi se c(e), konstruované ohodnoceni se jmenuje tok a fikdme mu f(e).

Konstruované ohodnoceni se snazime maximalizovat,

Zf — Zf ale omezuje nas kapacita a Kirchhoffuv zakon.
= Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet toku na
\ hranach, které do vrcholu vstupuji, musi byt stejny jako

soucet toku na hranach, které z vrcholu vystupuji. Mate-li

. radi fyziku nebo berete-li skolu vazné, duvod k takovému
> pojmenovani jisté chapete.
Formalne ony dvé podminky vypadaji takto:

Vee E: f(e) <cle)

Yo e V\{zs}: quv vau

UUEE ’UUEE

Kirchhoffova podminka se samoziejmé netyka ani zdroje, ani stoku — tam
nam naopak jde o to ji co nejvice porusit. Velikost toku je nejsnaz$i mérfit na
nich. Budeme ji definovat jako rozdil mezi sou¢tem odtokl a souctem pritoku ve
zdroji.

K zamysleni

e Nastavit ohodnoceni hrany (kapacitu) na skute¢né nekoneéno v nasem progra-
movacim jazyce nemusi jit. Pak se to fesi tim, ze se zvoli dostatecné velké ¢islo.
Jak co nejmensi, ale stale bezpecné, rychle ze zadani urcit? Stejny problém se
fesi tfeba v Dijkstrové algoritmu, ale i ve spousté dalSich.

® Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi podrobnéjsi roz-
bor, nez jaky jsme jim vénovali v textu. Jak spolehlivé prevedeme feseni algo-
ritmu do puvodni sité?

® Vymysleli jsme, jak vyfesit vice zdroji a stokil a jak oSetfit obousmérné trubky.
Co kdyby bylo v zadani omezeni na pritok vrcholy?

e Umite dokazat, Ze je absolutni hodnota rozdilu pritokt a odtokl stejnd na
zdroji i na stoku? Tedy Ze bychom mohli velikost toku stejné tak dobie mé¥it
i na stoku?
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Reseni
Problém je velmi studovany a k jeho feSeni existuji dva velké pristupy, které
jsou humorné protikladné. Ten prvni vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje.
Druhy si napiska veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho opravuje.

Predvedeme si onen prvni zptsob a algoritmus, ktery se podle svych autort
jmenuje Forduv-Fulkersoniv. Bude se nam odted hodit tvarit se, jako Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy vede obéma sméry hrana. Tam, kde ze vstupu nepfisla,
si domyslime jednu s nulovou kapacitou.

Predstavme si graf, na kterém pocitame tok, a dejme tomu, ze uz néjaky
tok mame — tfeba prazdny. Piedstavme si, Ze jsme ropny magnat a kazdy rozdil
mezi kapacitou potrubi a jejim vyuZitim (tokem) nés stoji miliony dolari.

Uz jsme se smifili s tim, ze kazda trubka nemtze byt

/ .\. vyuzita na maximum, ale zkusme si vyznacit ty hrany,
! kde c(e) # f(e).
.\ / / Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do nadstoku,
¥ ) kterd vede pouze po takovych hranach?
MizZeme vzit minimum z rozdili na kazdé hrané a

o toto Cislo navysit tok na kazdé z nich! Ani kapacitni, ani
/ \\ Kirchhoffovu podminku to jisté neposkodi.
\
e

e
C=< -

D f=2

Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, ze tok
vylepsit nejde? Ne tplné. Predstavte si nasledujici situaci:

Copak nejde zlepsit? Jde! Neni na to prvni pohled tplné jasné, ale miuzeme
zlepsovat vysledny tok i tim, Ze ho na protismérné ¢asti cesty snizime. Samoziej-
mé vSak nesmime nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, Ze si ted trochu kazime grafovou terminologii — co je to za cestu
v orientovaném grafu, kterd nemusi respektovat orientaci hran?)

Takze jaka je pfesné podminka pro ,vyznaceni“ hrany ub? Nastava f(ud) <
c(ub) nebo f(vi) > 0. Potom ji 1ze zlepsit o c(uv) — f(ud) + f(vi).

Hledani vSech vhodnych (,zlepSujicich“) cest tedy muzeme délat prostym
prohledavanim do $irky pres vyznacené hrany. Budeme to délat opakované znovu
a znovu, az zadnou takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysledek.
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Analyza algoritmu
Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do situace, ve které
neexistuje zlepsujici cesta.

Znamenad tato neexistence, Ze je vysledny tok maximalni? Opac¢na implika-
ce je jasnd — maximalni tok zlepsit zadnym zpisobem neptjde, takze ani pfes
zlepsujici cesticky.

Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadna takova cesta neni,
mizeme si poznamenat vSechny vrcholy, kam jsme se pomoci prohledavani zlep-
Sitelnych hran jesté dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam jsme
zacali) a jisté nebude obsahovat stok (to by existovala zlepSujici cesta).

Na hrandch mezi touto mnozinou a jejim doplitkem nemuzeme zlepSovat,
jinak by se po nich nas program pustil dal a mnozinu vrcholti, kam se dostal, by
roz§ifil. VSechny hrany sméfujici ven tedy maji f(e) = ¢(e), pro v8echny hrany
sméfujici dovnitf plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvofi 7ez nasim grafem. Odvolame se v tuto chvili na vasi intuici —
tok nemuze byt vétsi nez libovolny fez. Z toho uz dostavame, Ze nas algoritmus
nasel tok maximalni, protoze nasel také fez, ktery zarucuje, Ze nemize existovat
tok vetsi.

Formalnéjsi predvedeni najdete ve skriptickdch z kombinatoriky.*3
Casova sloZitost

Je mozné dobu béhu omezit poctem vrcholi a hran? VysSe uvedenym po-
stupem na grafu s celo¢iselnymi kapacitami kazdou nalezenou cestou zvySime
tok alespon o jednotku, takze program nebude bézet déle, nez je soucet vsech
kapacit. Ale to neni moc uspokojivy odhad, protoZe zalezi na ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skute¢né prohleddvanim do sitky, bude pocet
kroktt v O(nm?), protoze se da ukazat, Ze se hrany, které pii zlepsovani cesty
tvofi minimum, postupné vzdaluji od zdroje. Pak mame O(m) ¢asu k nalezeni
cesty a m hran, které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak skutecné je, je
lehce zdlouhavé intelektuélni cvieni. Nechat si prozradit postup muzete tieba
v druhém vydani Introduction to Algorithms na strané 662.

O vylepseni daného postupu si miizete preéist v kapitole o tocich** Medvédo-
vych skripticek o algoritmech a datovych strukturach, ukazka druhého pfistupu
k feseni hledani maximalniho toku je tam také.

K zamysleni

® Dilezitou vlastnosti algoritmu je, Ze kdyz dostane celociselné kapacity, vrati
celociselny tok. Bude se ndm to hodit v aplikacich. DokaZete to?

http://kam.mff.cuni.cz/"valla/kg.html|
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/41-toky.pdf
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® Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hledd cesty obecnym zptsobem, a
takovym, ktery to déla prohledavanim do sifky, je ze slozitostniho hlediska
docela velky, a proto se tomu druhému obcas fikd Edmondstuv-Karptv. Najdéte
maly graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpisobi, Ze F-F pobézi skutecné
v zévislosti na velikosti kapacit.

e Miuzete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni grafu s realnymi kapaci-
tami, na kterém F-F pro danou (nesikovnou) posloupnost cest nikdy neskonéi.

e Skonci algoritmus v koneéném case, jsou-li kapacity ¢isla racionalni?

Uziti

Pérovani v bipartitnich grafech

Méme-li za kol najit na plese co nejvice taneCnicim taneénika, kterého
znaji, stojime pred zasadnim a nelehkjm tkolem.

Co tfeba postavit na zakladé znamosti bipartitni graf mezi partitou tanec¢ni-
ki a partitou tanecnic, pfidat zdroj za kluky a stok za holky, tyto k nim pfipojit
hranami s jednotkovou kapacitou, hrandm v bipartitnim grafu také nastavit jed-
notkové kapacity a nakonec vSechno zorientovat smérem do stoku?

1

zdroj

Maximalni celoc¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme, nam hrany bi-
partitniho grafu rozdéli na nevybrané s tokem 0 a vybrané s tokem 1. Mizou
vybrané hrany sdilet tanecnika? Tézko, kdyz do néj tece nejvyse jednotkovy tok
a musi platit Kirchhoffiv zakon. A podobné s tane¢nicemi.

Vybrané hrany ndm proto vytvori parovani. A protoze jsme nasli maximéalni
tok, jde o parovani nejvétsi. Kdyby existovalo parovani vétsi, dokazali bychom
z néj zveétsit tok.

Hledéni hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu u do vrcholu v, muze nas zajimat
(t¥eba kvili spolehlivosti, s jakou se umime dostat do cile), kolik mezi nimi
existuje cest, které:

® nesdili hrany, nebo

e nesdili vrcholy. (Tato podminka je silngj$i. Kdyz dvé cesty nesdili vrcholy,
nesdili hrany.)
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Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximéalniho toku. V obou pfipa-
dech nastavime u jako zdroj a v jako stok. V prvnim piipadé nastavime jednot-
kové kapacity vSem hranam, v druhém navic vSem vrcholam.

Ford-Fulkerson nastavil nékterym hrandm jednotkovy tok, nékterym nulovy.
Nulové nyni z grafu vyhodime. Pokud jsme hledali hranové disjunktni cesty,
muzeme nyni ziskat tfeba takovyto graf:

zdroj < tok

Jak z néj vykfesat kyzeny vysledek? Zafneme prochéazet ze zdroje zbylé
hrany. Vzdy, kdyz se dostaneme do vrcholu, ve kterém uz jsme v tom samém
prichodu byli, vyhodime z grafu vSechny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili.
(Hodnota toku se tim nezméni.)

Prichodem grafu se vzdy miizeme dostat az do stoku (vSude jinde budeme
moci podle Kirchhoffova zakona jit dal — dost to pfipomina tivahu o eulerovskych
tazich),*® a protoze jsme mezitim agilné odstrafiovali cykly, dostali jsme cestu.
Vratime ji jako jeden vysledek, smazeme jeji hrany, a pokud jesté tok neni nulovy,
pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty je navic pocet hrano-
vé/vrcholové disjunktnich cest roven stupni hranové/vrcholové souvislosti grafu —
mame tedy nyni algoritmus, ktery ji najde.

K zamysleni

e Uvaha nebyla naprosto piimo¢ara kvili cykléim v nalezeném toku. Rik4 se jim
cirkulace. Je jasné, ze v pripadé hledani hranové disjunktnich cest vzniknout
mohou. Co v pfipadé€ vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme omezili
tok vrcholy?

e Nepracuje ndhodou neupraveny Edmondsiav-Karpuv algoritmus rychleji, po-
kud je graf, jak jsme ted opakované vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jednic-
kami?

Dnesni menu serviroval

Lukas Lansky

45 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/eulerovske—tahy
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Kucharka tfeti série — geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchatkového specidlu se budeme ucit varit geome-
trické problémy. A co Ze si pfedstavujeme pod pojmem geometricky problém?
Trochu analytické geometrie, napfiklad zjisténi, na které strané orientované pfim-
ky bod lezi, trocha plotl, neboli konvexnich obali, a obecné mnoho zametani.

V celé kuchafce se omezime pouze na dvourozmérné problémy, tedy na al-
goritmy v roviné. Nékteré postupy se daji zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou
i pro n-rozmérné problémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdrive trocha stfedoskolské analytické geometrie pro ty, kdo ji jesté neméli.
Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtzeme uréit jeho souradnicemi viici osam. Nejbéznéji
se pouziva takzvany kartézsky souradny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy
oznacované jako z-ova osa (vodorovnd) a y-ova osa (svisld). Obvykle se uvazuje,
ze hodnoty na oséach rostou smérem doprava (osa z) a smérem nahoru (osa y),
my se toho budeme v nasi kuchafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek soustavy soutrad-
nic. Samotné souradnice bodu zapisujeme jako dvojici ¢isel, kterd udévaji, o kolik
jednotek se musime posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému soufadnice patii. Po¢atek ma soufadnice [0,0]. Bod se sou-
fadnicemi [a, b] lezi na pozici, kterou ziskdme tak, Ze se od poc¢atku posuneme
o a jednotek ve sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na zdkladni Skole,
tedy tsecka je urCena dvéma krajnimi body, obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si
ale fekneme, co je to vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potfebujeme popsat vzéjemnou polohu dvou bodt. MiZzeme napiiklad
udat jejich vzdéalenost a smér (tfeba jako thel vzhledem k ose x). Praktictéjsi ale
byva fici, o kolik se lisi jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud naptiklad k bodu [1, 1] pfi¢teme vektor a = (2, —1), dostaneme se do
bodu [3,0]. Stejné tak, pokud ode¢teme napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak
dostaneme vektor b = (—3,1) udavajici jejich vzajemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod ndm uréi, kam umistit
vektor, a vektor nam urci smér pfimky z daného bodu. Tomuto vektoru se fika
smerovy vektor, nebo také nékdy smeérnice, dané piimky nebo tsecky.

Samotné vyjadreni piimky nebo tsecky poté muze byt ve dvou tvarech.
Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem je néjaky bod A = [a,,ay]. Od
toho se ve sméru smérového vektoru u = (u,, u,;) mizeme pohybovat libovolné
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a stale budeme na pfimce. To ndm vede na nésledujici tvar, kde ¢ je libovolny
realny parametr, neboli proménna, za kterou si mizeme dosadit jakékoliv realné
¢islo a vZdy nam vyjde bod na pfimce. Parametricky tvar vypada:

T = a; + tu,
Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢ = 0, tak dostaneme vychozi
bod pfimky. Pokud poté budeme s parametrem hybat od —oo do +00, dostaneme
postupné vSechny body na pfimce.

Druhym zptsobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho vyjadieni budeme
potfebovat kolmy vektor ke smérovému vektoru, tomu se také fikd normdlovy
vektor. V roviné ho ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice piimky,
tak vektor na né&j kolmy mé tvar n = (vy, —v;). Jako pozndmku pro zvidavé
mizeme uvést, ze skaldrni soucin téchto vektori, tedy soucin po slozkach (v-n =
ab + b(—a)), je roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar pfimky? Pokud je n = (a,b) nor-
malovy vektor primky, tak obecny tvar pfimky je rovnice ax + by + ¢ = 0. Dobre,
a a b mame, jak ale zjistit ¢? Normalovy vektor urc¢uje smér, kterym pfimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme jesté znat jeden bod,
ktery na nasi pfimce lezi, aby byla urcena jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice pfimky s neznamou c,
ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vyfesime. A mame hotovo, zndme hodnoty
vsech koeficienti v rovnici. Jesté si mizeme vSimnout, ze pro ¢ = 0 prochazi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi jednak pro néjaké zapsani pfimek, ale také pro zjis-
tent jejich priseciku. Kdyz hledame prusecik, hleddme vlastné misto, kde maji
obé primky navzijem stejné z-ové a y-ové sourfadnice. A to vede na jednoduché
soustavy linearnich rovnic, které jisté jiz vytesit umite.

Jesté si ale zdiraznéme rozdil tsecek oproti pfimkam. V pfipadé paramet-
rického tvaru omezujeme velikost parametru ¢ (naptiklad ¢ € (0,1)) a v pfipadé
obecného tvaru omezujeme rozsah jedné ze soufadnic (napiiklad z € (—2,2)).
V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopfimku, si parametr nebo souradnici
omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukazeme jednu zakladni aplikaci parametru a parametrického vy-
jadreni tsecky. Jak snadno spoéitat stied néjaké usecky AB? V takovém piipadé
neni nic jednodussiho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloving jeji délky) a pri¢ist k bodu A. Trividln{ Gpravou pak
zjistime, Ze stfed tsecky muzeme spocitat jako aritmeticky prameér jejich krajnich

bodi:
A+ B

2

A+%-(B—A):
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Jako piiklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které strané primky
lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdfive si zavedeme pojem orientovana piimka. Kdyz budeme mit pfimku
uréenou dvojici bodi A a B, budeme se na ni divat, jako kdybychom stéli v prv-
nim bodé (bod A) a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jasné
definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde vaci pfimce bod lezi.

Vezméme si tedy pfimku uréenou body A a B a bod X. Uréime si vektory
u=X—-Aav=DB-—A (s prvky ug,u,, respektive v,,v,) a porovname thel
mezi nimi.

Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzorecek na vypocet
Ghlu mezi dvéma vektory. Vzorecek ma tvar:

U
cosa = ——
Jul[v]
Jeho nevyhodou je, Ze vipocet inverzni funkce cos™! trva dlouho. Je proto lepsi
pouzit jiny zptsob vypoctu, kde si vystacime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptisobem je vypocet determinantu matice uréené témito vektory.
Matice je pouze tabulka, kde jsou vektory posklddany pod sebe (ta nase tedy
bude velka 2 na 2 policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rovnobézniku uréeného
zadanymi vektory. A navic znaménko determinantu nam 1ika, jestli je thel mezi
vektory (méfeny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych ruéicek) mensi
nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mtze brat nasledujici vzorec pro vy-
pocet determinantu matice dva krat dva jako kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce
zdtvodnéni, mize si zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektorti), které mohou nastat. Po chvili dojdete ke vztahu
presné odpovidajicimu nasledujicimu vzorecku:

d = UzVy — UyVy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od pfimky, pokud vyjde d zadporné, je bod
nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud vyjde d = 0, tak bod lezi na primce.

Bod a konvexni mnohotihelnik

Konvexni mnohothelnik je takovy, ktery nema zadny vnitini tihel vétsi nez
180°. Jinou definici je, Ze pokud si zvolime libovolné dva body v mnohothelniku
a natdhneme tsecku mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime, jestli néjaky bod
leZi v ném nebo ne? VyuZijeme vlastnosti konvexnosti. Sta¢i nam jit po hranéch
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na obvodu a zjiStovat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
piimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachézi se uvniti mnohothelni-
ku. Pokud se ale viiéi jen jediné hrané nachazi na jiné strané nez vaci ostatnim,
lezi bod vné mnohotihelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy fika test polorovinami. Kazda kontrola nam
zabere konstantné mnoho &asu. Casova sloZitost tohoto postupu je tedy linedrni
vzhledem k poétu hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohoiihelnik

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, protoze jak si muzeme
vSimnout, postup s kontrolovanim polohy bodu vié¢i v8em hranam fungovat ne-
bude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkoumaného bodu
vystrelit $ip, respektive vést polopfimku. Pékné se ndm bude poéitat, pokud
polopfimku povedeme rovnobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé
feSeni pak spociva v pocitani, kolikrat poloptimka protne hranici mnohothelniku.

Muzeme si totiz v§imnout, Ze findlné polopfimka skonéi venku a nikdy vice
jiz do mnohothelniku nevstoupi. A pokazdé kdyZz do mnohothelniku vstoupi,
musi z néj zase nékdy vystoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polo-
primku vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod lezi uvnitt, tak
bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potieba dat pozor, je situace, kdy polopfimka povede presné
skrz néjaky vrchol. V takovém pripadé se musime podivat na opac¢né krajni body
hran, které se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachazi ve stejné poloroviné
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uréené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli, ale neprosli jsme skrz (a tedy
nepoéitdme zadny priseéik). Pokud se ale krajni body hran nachézi v opacnych
polorovinéach, znamen4 to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali a musime zapodcitat
jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy krajni bod jedné
z hran nachézi na polopfimce.

Opét musime zkontrolovat polopfimku vic¢i véem hranam, takze Casova slozi-
tost je znovu O(N) (i kdyz s o néco vyssi konstantou, protoze spoéitani priseciku
je vice pocetnich operaci, nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych problémt, totiz hle-
dani konvexniho obalu mnoziny bodt v roviné. Konvezni obal je nejmensi kon-
vexni mnohothelnik, ktery obsahuje vSechny zadané body. MizZeme si vSimnout,
Ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt néjaké body ze zadané
mnoziny, jinak bychom mohli mnohothelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni
obal).

Jako motivaci si predstavte tfeba situaci, Ze mate sad ovocnych stromi
a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak takovy plot, nebo obecné obal,
nalézt?

Vievo neobalené body, vpravo obalené.

Ukazeme si postup, kterému se tikd zametdni roviny. Je to trik, ktery najde
uplatnéni u mnoha riznych geometrickych problémii a vyplati se ho umét.

Zakladni myslenka spo¢iva v tom, Ze néjakou primkou, fikejme ji zametact
primka, piejedeme pfes celou rovinu (od minus nekoneéna do plus nekoneéna,
zleva doprava nebo shora dolti) a vzdy kdyZ zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme prislusnou udalost. Uddlost je néco vyznamného,
co souvisi s pfislusnym bodem (pruse¢ik pfimek, vrchol mnohouhelnika apod.)
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Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekone¢na do plus nekonecna? To
neni viibec nutné. Pohyb pfimky muZeme zaéit v néjakém startovnim bodé (vét-
Sinou prvni udélost v set¥idéné posloupnosti udalosti) a ukonéit ho po zpracovani
vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat plynule, ale budeme ji vzdy
skékat z udalosti na udalost (protoze mezi udélostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k naSemu problému s konvexnim obalem. Jako udalosti budeme
brat vsechny body, které dostaneme na vstupu. V tomto ptipadé ndm zadné
nové udalosti v pribéhu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udéalosti muzeme
implementovat jako linedrni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich x-ové souradnice (zatim budeme
pro jednoduchost piedpokladat, ze zadné dva body nemaji stejnou x-ovou sou-
fadnici), zaéneme je zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodi, které jsme uz zpracovali.

V priubéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dolni obdlku. Obé obalky
budou urc¢ité zacinat v nejlevéjsim a koncit v nejpravéjsim bodé (jednoduchym
pozorovanim lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu ur¢ité patii). A jak uz nazev
napovida, horni obalka ptijde vrchem a bude se zatacet stale doprava, a dolni
obalka naopak pijde spodem a bude se stale zatacet doleva.

Mizeme se pro zjednoduseni dohodnout, Ze nejlevéjsi i nejpravéjsi bod patii
do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni obalku spojime, dostaneme konvexni
obal.

Horni (respektive dolni) obalku si budeme udrzovat jako linedrni seznam
vrcholi.

Ted si uk4dzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani. Vypodet se bude
provadét samostatné pro horni a dolni obalku, my si ho ukdZeme jen pro horni
(pro dolni je az na zrcadleni stejny).

Uvazujme, ze uz mame né€jakou ¢ast horni obalky, skocili jsme zametaci
pfimkou na dalsi bod a ten ted chceme pfidat. Podivame se na posledni bod
v horni obélce a zkontrolujeme tihel posledni hrany v obdlce a tsecky mezi po-

slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu muzeme vyuzit napriklad test polorovi-
? nami z tvodu kuchatky (pokud novy bod lezi vaéi
/ posledni hrané horni obalky napravo, je vnitini thel
/ konvexni, pokud nalevo, je tthel konkdvni). Jestlize se
! horni obélka zatac¢i doprava, mame vyhrano, priddme
o novy bod do obalky a mizeme se posunout na dal-
$1 bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se nam obalka

sto¢i doleva a vznikne konkévni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidi-
me, ze je potfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit nové
pfidéavany bod s predposlednim. Odstranime tedy posledni bod obélky a budeme
test opakovat s predposlednim bodem.

o o
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Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi body), nez bud bu-
de thel hran konvexni, nebo dokud ndm v obéalce nezistane pouze jeden bod
(pocatecni). Pak novy bod pfiddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou pro obé dvé obal-
ky. Tedy kazdy bod se pokusim pfipojit k horni i dolni obalce a podle toho obé
obalky prislusné upravim.

Pro¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny body a kazdy z nich
se alespon na chvili stane poslednim bodem obalky. P¥i zméné obalky se obsazena
plocha v konvexnim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod tedy ndm tedy nemuze
zlistat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvexni, ani konkavni.
V takovém piipadé se rozhodneme, jestli budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat
mezi vrcholy konvexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni obal vlastné potie-
bujeme. recepty

Skonéime, az zametaci piimkou sko¢ime na posledni bod a zpracujeme ho.
V tomto bodé se nam obdlky spoji a dostaneme cely konvexni obal. Ted ale
prichéazi otazka, kolik ¢asu nam tento postup zabere?

MiizZe se zdat, ze hodné, protoze pfi vyhazovani bodi z obalky mutzeme po-
stupné vyhodit skoro vSechny body. Ozna¢me si velikost zadané mnoziny (pocet
bodt na vstupu programu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky pfi-
déame pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jednou, tedy ¢asova slozitost
je linedrni k velikosti mnoziny, tedy O(N), v pfipadé, Ze jiz mame set¥idény vstup.
Pokud ne, musime je$té pficist ¢as potfebny k setfidéni bodi, tedy O(N log V)
pii pouziti néjakého rychlého tifdictho algoritmu.4®

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou z-ovou soufadnici. Pokud
to nejsou krajni body, tak ndm to v postupu nevadi. Mensim problémem je,
kdyz to jsou pocatecni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdfive podle = a pokud je stejné, pak
podle y. To nam jednoznac¢né uréi poradi bodt a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, Zze rovinu nepatrné natoc¢ime. Tim se ur-
¢ité konvexni obal (az na natoceni) nezméni, nikde nebudou dva body nad sebou
a z pohledu algoritmu je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikogra-
fickém poradi.

Hled4ani pruseéiku tsecek

Nakonec si ukdZzeme jesté jeden typicky zametaci problém, ktery principu
zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni obal. Pfedstavte si, ze mate v roviné
N tsecek a chcete najit vsechny jejich pruseciky.

46 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem k N a poctu pri-
seciku P.

Bystii si jisté jiz spoéitali, ze prisecikit miZe byt v extrémnim piipadé az N2
a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat kazdou tsecku se vSemi dalsimi v tomto
pripadé neni.

Ale takové pripady se moc Casto nestavaji, spiSe naopak. Uvazujme tedy,
ze pruseciki je fadové tolik, kolik je tsecek a v tom pfipadé je vyse popsany
algoritmus jiz pomaly.

Predpokladejme pro zjednoduseni, ze v zddném bodé€ se neprotinaji tii a vice
usecek, z4dné dvé tsecky nemaji vice nez jeden spoleény bod (nelezi pies sebe)
a zadna tsecka neni ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. Vyreseni takovychto
ptipadu spoc¢iva v snadnych tpravach uvedeného Feseni.

Pouzijeme opét zametaci pfimku (pro lepsi predstavu ted jdouci shora dolu,
obecné ale nem4 smér zametani vyznam), kterou budeme skakat pres udalosti,
a na ni si budeme udrzovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prirezem. Jak uz
nazev napovida, bude udrzovat potradi tsecek, které aktualné protinaji zame-
taci pfimku. Jelikoz se prifez bude po kazdé udalosti ménit, budeme pro néj
potfebovat Sikovnou datovou strukturu. Ale na to se podivime aZ potom, co si
rozebereme udélosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém piipadé budou mezi udéalostmi vsechny body na vstu-
pu (tedy poc¢atecni i koncové body tisedek), vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme
si tedy trochu 1épe rozebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

® Zacdtek usecky: Pridame tsecku na spravné misto do prifezu, spocitame pri-
padné priseciky s okolnimi tseCkami a pridame je do seznamu udélosti.

® Konec usecky: Smazeme tsecku z prufezu, a jelikoZz se nam dvé okolni usecky
dostanou smazanim této k sobé, musime jesté spocitat jejich pripadny prisecik
a pridat ho do seznamu udalosti.

® Prusecik: Zapocitadme a zapiSeme si prusecik tsecek, prohodime potradi téchto
dvou usecek na prufezu, a jelikoZz se nam k sobé na prurezu dostaly nové
tsecky, musime spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky pridat
do seznamu udalosti.

Spocitani pruseciki tsecek je jednoduchd analytickd geometrie. Nejdiive
porovname jejich smérnice. Pokud jdou od sebe, nemusime se o nic starat, pokud
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jdou k sobé, spocitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyz mame tento bod,
jenom ovéfime, jestli lezi na obou tseckich (neboli ze tGsecky nekondi jesté pied
spocitanym priisec¢ikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét v prufezu rychle
vyhledavat, pfidavat a mazat, k cemuz nam nejlépe poslouzi vyhledévaci strom.
Ale co za informace si budeme o tiseckach ve vrcholech stromu pamatovat? Jejich
aktualni z-ovou pozici (tedy presnéji x-ovou soufadnici bodu této tsecky na
urovni zametaci p¥imky)? Tu bychom museli po kazdé udalosti u vSech tusecek
pfepocitat, budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme ukladat pouze néjaky rovnicovy tvar tGsec-
ky (napfiklad jeji obecnou rovnici, nebo smérnici a bod) a vzdy, kdyz budeme
vyhledavat ve stromu, tak si na zdkladé aktualni y-ové pozice zametaci pfim-
ky spocitdme v konstantnim ¢ase aktudlni xz-ovou pozici usecky (jednoduchym
doplnénim do obecné rovnice) a podle toho se budeme ve vyhleddvacim stromu
pohybovat.

Méame tedy datovou strukturu pro prufez, ale jak dlouho budou trvat ope-
race s nim? JelikoZz v kazdou chvili bude ve vyhleddvacim stromu maximéalné
N vrcholt (tedy maximélné tolik, kolik je usefek), budou vSechny operace se
stromem trvat O(log V).

Do seznamu udalosti budeme potfebovat také pridavat prvky, takze tento-
krat se ndm mnohem vice hodi pouziti néjaké haldy. Opét si mizeme uvédomit,
Ze v haldé bude najednou pouze O(N) prvki (za kazdou tsecku jeji zacatek a ko-
nec a pruse¢iky usecek vedle sebe na prifezu, tedy maximalng N — 1 prisecéiki)
a tedy operace v ni bude trvat O(log V).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se na to, jak al-
goritmus pobézi. Na zacatku priddme do prafezu prvni tsecku a do seznamu
udalosti vSechny zacatky i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech,
kazdou udélost zpracujeme podle postupu vysSe a skonéime ve chvili, kdy ndm
dojdou vSechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoz postupné projde pies vSechny priseciky
(kdyz jedna tisecka protina vice dalsich, tak postupnym prohazovanim v prifezu
se dostanou vSechny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseéiky pridame do
udélosti) a zadny priseéik neprojdeme vicekrat.

Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi operaci s dato-
vymi strukturami, a protoze kazd4 z téchto operaci stoji maximalné O(log N),
tak nas zpracovani jedné udélosti stoji O(log N). Podet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tsecek a P pocet prusecikil na vystupu, tedy celkova ¢asova slozitost
je O((N + P)log N). Pro poridek jesté uvedme pamétovou slozitost, které je
diky pouzitym datovym strukturam O(N).

MiZeme si v§imnout, Ze pokud by prusecikii bylo fadové N2, tak jsme si
vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale situaci, kdy je prusecikii fadoveé stejné
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jako tsecek. V tomto ptfipadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér

Prosli jsme si zakladni geometrické algoritmy pro rovinnné problémy a uka-
zali jejich zakladni myslenky. Rtznou aplikaci a kombinaci téchto postupti mi-
zeme Tesit vétsinu leh¢ich geometrickych problémil v roving, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného diagramy, coz je
rozklad roviny na oblasti, které jsou vZzdy nejbliz danému bodu (motivaci muze
byt naptiklad pfifazeni obci na mapé k nejbliz§imu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ale tentokrat jiz ne primkou, ale
pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na zac¢atku, mnohé z uvedenych postupt lze zobecnit
z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy jindy. Pokud mate zdjem o dalsi informace
o geometrickych algoritmech, tak vids mohu odkazat na studijni text k prednasce
ADS?*7 na strankach Martina Marese.

Pokud stale nemate geometrie dost, mutizete si jesté zkusit vyhledat pojmy
kombinatorickd a vypocetni geometrie. Dostanete se tak ke spousté dalsich zaji-
mavych materialu.

Jirka Setnicka

47 http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom. pdf|
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Kucharka ¢tvrté série — eulerovské tahy

Historicky problém

V roce 1735 se Svycarskému matematikovi Leonhardu Eulerovi na stil dostal
na prvni pohled jednoduchy problém, ktery mu ptfedlozil starosta mésta Kralovec
(dnesni Kaliningrad). Kralovcem te¢e feka Pregola, na ni je nékolik ostrovi a
ostrovy jsou spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobova ilustrace situaci vystihla
takto (schematickd kresba):

Pan starosta se pana matematika v dopise tazal, jestli je mozné zacit na né-
kterém z biehti (nebo ostrovil) a udélat si vychazku po mésté tak, ze se kazdym
mostem projde pravé jednou. Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché zemé,
ze kterého vysel.

Profesor Euler jej nejprve chtél poslat k Sipku — problém jde snadno vyfesit
rozborem p¥ipadi, coZ by zvladli i tehdejsi studenti stiedni skoly (natoz pak
ti dnesni). Zachoval se ovSem jako pravy matematik — pfiSel na to, jak problém
zobecnit, a mistrné vyfesil hddanku i pro vSechna mozna mésta, ktera kdy budou
chtit pofadat podobné prochazky.

Eulerovsky tah

Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si pfipomenout grafovou
terminologii. Vrcholy naSeho grafu jsou kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta
nebo ostrovy. Mezi dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem, a
onen most odpovida hrané.

V tomto zadani mé smysl uvazit, ze mezi dvéma kusy pevniny povede mosti
vice — napfiklad v Praze jich vede tolik, ze se na to ptaji v leckteré zemépisné
olympiadé. Graf, kde mezi vrcholy vede vice hran, nazyvame multigraf, a po-
kud dvé hrany vedou mezi stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako o paralelnich
hranéch.

Obecna prochazka v grafu z vrcholu A do vrcholu
B (posloupnost hran takova, Ze cilovy vrchol predchozi
hrany je poc¢éateéni vrchol hrany nasledujici) se nazgva
sled z A do B. Ve sledu se mohou opakovat jak hrany,
tak vrcholy; sled tedy neni fesenim naseho problému
(ve sledu je mozné se vratit po hrand, ze které jsme
pravé prisli).
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Pro nasi dlohu se hodi posloupnost hran takova, ze vrcholy se opakovat
mohou, ale hrany nikoli. Této posloupnosti se ik tah z A do B. Kdyby se
neopakovaly ani vrcholy, pak posloupnost oznacujeme jako cestu. Tah (respektive
sled) je uzavreny, pokud zacind v A a kondi také v A.

Podivame-li se tedy na mapu Kralovce jako na multigraf, ptdme se, zdali
existuje uzavieny tah takovy, ze kazdou hranu navstivi pravé jednou. Takovému
tahu pak fikdme wzavieny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,,tah“ nerika jen tak ndhodou. Déti se ¢asto ve skolce
prekonévaji v umeéni nakreslit obrazek jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo
vracet po uz nakreslené ¢are. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢ary jsou
hrany, mista jejich setkéni vrcholy), pak eulerovsky tah nalezneme jen v tom
obrazku, ktery lze nakreslit jednim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se
pak vratime i do mista, kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na Case poodhalit feseni naseho problému s eulerovskym tahem. Pujde-
me na to jako matematici — nejprve ukazeme nutnou a hned nato postacujici
podminku. Nutné vlastnost grafu je takova, Ze bez ni eulerovsky tah neni mozné
najit; postacujici vlastnost je ta, se kterou vzdy eulerovsky tah najit umime.
Jsou-li obé podminky stejné, pak se jedné o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Piedstavme si, Ze jsme kouzlem néjaky uzavieny eulerovsky tah nasli, af uz
je jakykoli. Vzdy, kdyz se dostaneme do jednoho vrcholu (a neni dulezité, jestli
uz jsme v ném byli, nebo ne), tak z néj musime hned také odejit, abychom tah
uzavteli. A protoze tah je eulerovsky, kazdou hranou projdeme jen jednou, takze
tyto dvé hrany (tu pfichozi a odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo
vychozi tedy plati, Ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnitt, a jedna, ktera
z néj vedla ven.

Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj nevstoupime poprvé
pomoci hrany, takze pocet navstivenych hran u néj bude stale lichy — ale jen
do chvile, nez se do né€j naposledy vratime a skonc¢ime, protoze skoncenim jsme
pouzili posledni hranu, kterd bude tvofit dvojici s hranou prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, zZe graf ma sudy pocet hran
(protoze trojuhelnik jednim tahem nakreslime a pfesto mé 3 hrany), ale plati, ze
do kazdého vrcholu vede sudy pocet hran, tedy Ze graf ma vsechny stupné sudé.
Nezapomerime také na to, ze graf musi byt souvisly — dva oddélené obrazky
jednim tahem bez zvednuti tuzky nenakreslime. Mdme nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovéfit, ze podminky jsou i postacujici. Méjme souvisly graf,
ktery ma vsechny stupné sudé. Umime v ném vzdy najit uzavieny eulerovsky
tah? Ovéime to, jak se na informatiky patii — algoritmem.
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Predlozeny algoritmus je zaloZeny na vylepSeném prohledavani do hloubky,
tedy DFS, o kterém jste si mohli piecist v prvni grafové kuchaice.*8

Vyberme si vrchol, v ném zacneme. N&§ algoritmus musi umét oznacovat
hrany jako ,probrané“, jako to déla DFS. Vyberme si tedy jednu hranu a pokra-
¢ujme dale, zatim bez vypisovani.

Po néjakém tom prochazeni se jisté stane, Ze jsme se zastavili — vrchol uz
nemé zadné nepouzité hrany. Nutné to znamena, ze to je ten vrchol, ve kterém
jsme zacinali. V prochazeni do hloubky se vracime zpét, ale my k tomu pridame
vypisovani cesty — postupné pozpatku vypisujeme hrany, kterymi se vracime zpét
v prohledavani.

recepty

A

Na obrazku vyse je priklad pravé probihajiciho algoritmu. Zacal ve zvyraz-
néném vrcholu vlevo, prochazel po Sipkdch az do bodu A, kde volil hrany tak, ze
hned skoncil na zac¢atku. Dale pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel
zase do bodu A. Zde si vybral jednu jesté nepouzitou hranu a po ni prosel celou
druhou kruznici — zbytek hran — zpét do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku
od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme aZ na zacatek, nebo se dostaneme do vrcho-
lu, ktery ma jesté néjaké nepouzité hrany (situace mize vypadat tfeba jako na
obrazku). Potom vypisovani zastavime a pokrac¢ujeme v prohleddvani DFS pfes
nepouzitou hranu. I tam se to miize zastavit (a zastavi), i tam za¢neme vy-
pisovat pozpatku. Nakonec dojdeme do ptvodniho mista rozboceni, a budeme
opét pozpatku vypisovat hrany, které nas nakonec dostanou az na pocatek, kde
skoncéime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerovsky tah? Graf byl
souvisly a o algoritmu DFS se vi, ze v takovém pripad€ navstivi kazdou hranu
pravé jednou. Algoritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni
zpusob, jak ho vypisuje. Kdyz dojde na kfizovatku s jeSté nepouzitymi hranami,

48 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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tak vypis zastavi, tiSe po nich kraci, oznacuje si je a vypisuje, az kdyz se po nich
vraci. Ovéfme si, Ze hrany opravdu navazuji.

V duchu argumentii z pfedchazejici casti vime, ze jediny vrchol grafu s lichym
poc¢tem nepouzitych hran je pravé ona kiizovatka — a algoritmus DFS prochazi
graf podobné, jako jsme ho prochazeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto
vrcholu algoritmus dojde, az se prichod touto ¢asti grafu zastavi.

Jakmile sem program dojde (a nezbudou mu volné hrany), za¢ne cestovat
zpét a hrany vypisovat — a opravdu, pokracuje se tedy z mista, kde naposledy
prestal, a program vskutku vypise tah pfes vSechny hrany v grafu — uzavieny
eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni: (Multi)graf obsahuje
uzavreny eulerovsky tah prdveé tehdy, kdyZ md vsechny stupné sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, Ze slozitost naseho algoritmu na bazi DFS je linearni
vidi velikosti grafu (po¢tu vrcholt a hran). Existuji i jiné algoritmy pro hleda-
ni eulerovského tahu, jedna varianta napfiklad prochdzi grafem a vybird si na
kfizovatkach takové hrany, které souvislost grafu pokud mozno neposkodi. Tyto
algoritmy uz nemusi mit nutné linearni casovou slozitost.

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obrazkt ze stejného bodu Ziv je ¢lovék. Co kdybychom
mohli zacit a skoncit v jiném misté, tedy ptali se po neuzavienych eulerovskych
tazich, zménilo by se néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky
si vyzadaji, aby vSechny vrcholy mély sudy stupenl az na pravé dva vrcholy, které
maji lichy stupeni. Pokud nam to nevérite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu
to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou cestu — uzavie-
nou cestu pres vSechny vrcholy, kterd navstivi kazdy vrchol pravé jednou (¥ika se
ji ,Hamiltonovské cesta“). Bohuzel, ackoli jsou problémy pfibuzné, musime vés
zklamat — neni znam zadny efektivni (polynomialni) algoritmus na tento pro-
blém, a kdyby jej nékdo z vas nalezl, vyfesil by otazku ,,P vs. NP“, o niz se vice
doétete v kuchaice o tézkych problémech.*?

V matematice se také nékdy zminuji ,nadhodné prochazky“ po grafech —
muzete si je predstavit tak, Ze se po mostech mésta Kralovce mota opilec, ktery
si hazi (opilou nebo spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pfes ktery
most jit dal. Pouziti maji tyto modely hlavné v matematické teorii grafu a teorii
pravdépodobnosti. O tom si miZzeme povédét zase nékdy jindy.

Martin Bohm

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy|
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Kucharka paté série — dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd pfi svém béhu vold sama sebe,
¢asto i vice nez jednou. To typicky vede na exponencialni ¢asovou slozitost algo-
ritmu.

Dynamické programovani je technika, kterou lze z pomalého rekurzivniho
algoritmu vyrobit p&kny polynomialni, tedy aZz na vyjimeéné piipady. Ale ne-
predbihejme, nejdiive se podivame na jednoduchy piiklad rekurze.

Fibonacciho ¢isla

Budeme poéitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, je-
jimiz prvnimi dvéma ¢leny jsou jednicky (Fy; = 1, F» = 1) a kazdy dalsi ¢len je
sou¢tem dvou predchozich (F,, = F,,_1 + F,,_2 pro n > 2). Zafina takto:

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F,) si napiSeme rekurzivni
funkci Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice — zepta se
sama sebe rekurzivné, jaka jsou dvé pfedchozi ¢isla, a pak je secte. Mozna vice
fekne program:

def fibonacci(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

To, jak funkce vold sama sebe, si mizeme snadno nakreslit tfeba pro vypocet

éisla Fj:

Vidime, Ze se program rozvétvuje, coz tvori strom volani. V kazdém vrcholu
tohoto stromu travime konstantni cas, takze Casova slozitost celého algoritmu
je az na konstantu rovna poctu vrcholi tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou uvahou.

Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, ktera je sou¢tem hodnot v jeho synech.
Proto je hodnota v kofeni rovna souctu hodnot v listech. V listech jsou ovsem
jednicky (Fy a Fy), takze listd musi byt pravé F,, a v8ech vrcholt dohromady
aspon F,.
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Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme c¢as alespon tako-
vy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F,, vlastné je? Muzeme tfeba
vyuzit toho, Ze

Fn = anl + Fn72 >2- Fn72’

z ¢ehoz indukcei dokdzeme
KSP F,>2"? pron>6.

Funkce Fibonacci ma tedy alespon exponenciilni ¢asovou slozitost coz neni nic
vitaného.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? VSimneme si, ze nékteré podstromy jsou
recepty  shodné. Ziejmé to budou ty éasti, které reprezentuji vipoéet stejného Fibonacci-
ho ¢isla — v nasem ptikladé tfeba tietiho. Tyto vypocty opakujeme stale dokola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit a pak je kdykoliv
vytdhnout jako povéstného kralika z klobouku s minimem namahy.

Prdavé zde je zminka o krdlicich prihodnd. Legenda o Fibonacciho
¢islech vypravi, Ze k jejich objevu doslo pTi vyzkumu rozmnoZovdni krdliki.

Leonardo Pisdnsky (zndmy téZ jako Fibonacci) totiz péstoval krdliky.
Proni dva mésice mél 1 par, dalsi mésic mél 2 pdry, pak 3, pak 5, ...

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku ini-
cializované nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery clen, nejdiive se
podivame do pole, zda jsme ho jiz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodnotu
spocitame, hned si ji do pole poznamename:

P = [0] * (N+1)
def fibonacci(n):
if P[n] == O:
if n <= 2:
P[n] =1
else:
P[n] = fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
return P[n]

198



Recepty z programatorské kuchairky — Dynamické programovani

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy c¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximalné dvakrat — k vy-
poc¢tu ho potfebuji dva nésledujici ¢leny. To ale znamend, ze funkci Fibonacci
zavoldme maximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou upravou zlepsili expo-
nencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, Ze abychom ziskali ¢as, museli jsme ob&tovat pamét, ale to neni
tak tplné pravda. V prvnim prikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pfi volani
funkce si musime zapamatovat nékteré tdaje, jako je tfeba navratova adresa,
parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samotné potiebujeme urcité
pamét linedrni s hloubkou vnofeni, v nasem piipadé tedy linedrni s n.

Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se d4 snadno spocitat
i bez rekurze. Staéi prvky naseho pole P plnit od zadatku — kdykoli zndme
PI[1...k] = F1._x (v8echny prvky pole na porzicich od 1 do k), dokdZeme snadno
spocitat i Plk + 1] = Fi41:

P = [0] * (N+1)
def fibonacci(n):
P[1] =1
P[2] =1
for i in range(3, n):
P[i] = P[i-1] + P[i-2]
return P[n]

Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vymysleli pomalou
rekurzivni funkci, kterou jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledki.

Nakonec jsme ale celou rekurzi ,obratili naruby“ a mezivysledky pocitali
od nejmensiho k nejvétsimu, aniz bychom se starali o to, jak se na né pavodni
rekurze ptala.

V pripadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit rovnou na nere-
kurzivni feseni a dokonce si vSimnout, ze si sta¢i pamatovat jen posledni dvé
hodnoty, a pamé&tovou slozitost tak zredukovat na konstantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo feSeni ilohy od nejmensich

vvvvvv

mu fikd dynamické programovdni.
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Problém batohu

Je ddno N predméti o hmotnostech my, ..., my (celodiselnych) a také ¢islo
M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat n&které z predmét tak, aby soudet jejich
hmotnosti byl co nejvétsi, ale pfitom nepiekrocil M. Predvedeme si algoritmus,
ktery tento problém fesi v case O(MN).

N48 algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0... M] a jeho ¢innost bude
rozdélena do N kroki. Na konci k-tého kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé
tehdy, jestlize z prvnich k predmétii lze vybrat pfedméty, jejichz soucet hmotnosti
je presne€ i.

Pfed prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hodnoty A[i] proi > 0
nulové a A[0] m4 né&jakou nenulovou hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podilohdm, které fesime —
v prvnim kroku vyfesime podulohu tvofenou jen prvnim predmétem, ve druhém
kroku prvnimi dvéma predméty, pak prvnimi tfemi pfedméty atd.

Popisme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od konce, tj.
od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale nulova, ale hodnota A[i —my] je nenulov,
zménime hodnotu ulozenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, proé zrovna na k).

Nyni si rozmyslime, Zze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hod-
noty v poli A hmotnostem podmnozin z prvnich k pfedméti (podmnoZina je
v podstaté jen vybér néjaké ¢asti predméti).

Pokud je hodnota A[¢] nenulové, pak bud byla nenulova pied k-tym krokem
(a v tom pfipadé odpovida hmotnosti néjaké podmnoziny prvnich k—1 pfedmétii)
anebo se stala nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i — my] byla pfed k-tym krokem nenulovd, a tedy
existuje podmnozina prvnich k£ — 1 pfedméti, jejiz hmotnost je i — my. P¥idanim
k-tého predmétu k této podmnoziné vytvoiime podmnozinu predmét hmotnosti
presné 1.

Naopak, pokud lze vytvorit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k pfedmé-
td, pak takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich & — 1 pfedmétt,
a tedy hodnota A[i] je nenulova jiz pfed k-tym krokem, anebo k-ty pfedmét je
obsazen v takové mnoziné X.
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Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pfed k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i — my) a hodnota A[i] se stane nenulovou
v k-tém kroku.

Po provedeni vSech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty A[é] pfesné hmot-
nostem podmnozin ze vSech pfedmétl, co mame k dispozici. Specidlné nejvétsi
mnoziny predméti, kterd neprekroéi hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: V k-tém kroku
jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k, takze v Alig] je uloZeno
¢islo jednoho z pfedméttt néjaké takové mnoziny, v Afig — m 4[] ¢islo dalsiho
pfedmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu 1ze nalézt na dalsi strane.

Casova slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklad4d z N kroki, z nichz
kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamétova slozitost ¢ini O(N + M), coz predstavuje
pamét potiebnou pro ulozeni pomocného pole A a hmotnosti danych pfedmét.

# JiZz existujici proménné:

# N - pocCet predmétl

# M - hmotnostni omezeni

# hmotnosti - pole vah jednotlivych pfedmétd

A=1[0] *M

Afo] =1
for k in range(N):
for i in range(M, hmotnost[k]-1, -1):
if (A[i-hmotnost([k]] != 0) and (A[i] == 0):
Ali]l = k
i=M
while A[i] == 0:
i-=1
print("Maximdlni hmotnost: {}" .format(i))
print ("Pfedméty v mnoZiné&:", end="")
while A[i] !'= -1:
print(" {}" .format(A[i]l), end="")
i = i - hmotnost[A[i]]

Cvi€eni a poznamky

® Proc¢ pole A prochézime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypada jako polynomidlni, ale to je trochu podvod. Zavi-
si totiz na hodnoté M. Pokud tuto hodnotu na vstupu zapiSeme obvyklym
zpusobem, tedy v desitkové nebo dvojkové soustavé, pouzijeme fadové log M
cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu aZ exponencialné velké. To je
typicky priklad takzvaného pseudopolynomidiniho algoritmu — tedy takového,
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jenz je vzhledem k hodnotdm na vstupu polynomialni, ale k délce vstupu
exponencialni. Podrobnosti si miizete precist v kuchafce o tézkych tilohach.?°

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshalluv algoritmus

N4s dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritmu, ale zkusime si jej nejdii-
ve Fici bez grafi:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou obousmérné
silnice, jejichz (nezaporné) délky jsou dany na vstupu. Pfedpoklddame, Ze silnice
se jinde neZ ve méstech nepotkavaji (pokud se k¥izi, tak mimotroviiové).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvojicemi mést, tj. délky
nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi mést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé po sobé nasle-
dujici mésta jsou spojené silnici, a délka cesty je soucet délek silnic, které tato
mésta spojuji.

V grafové terminologii tedy mame dany ohodnoceny neorientovany graf a
chceme zjistit délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi jeho vrcholi.

Ptjdeme na to nasledovné — vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku al-
goritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D, tj. D[i][j] je vzdélenost z mésta 4
do mésta j. Pokud mezi mésty i a j nevede zadna silnice, bude D[i][j] = oo
(v programu bude tato hodnota rovna néjakému dostatecné velkému éislu).

V pribéhu vypoétu si budeme na pozici DI[i][j] udrzovat délku nejkratsi
dosud nalezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v D[i][j] uloZena
délka nejkratsi cesty mezi mésty ¢ a j, kterd muze prochazet skrz libovolna z mést
1,... k.

V priubéhu k-té faze tedy staci vyzkousSet, zda je mezi mésty i a j kratsi
stavajici cesta pfes mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulozena v DJi][;j], nebo nova
cesta pres mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochazi pfes mésto k, muzeme si ji rozdélit na nej-

kratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k do j. Délka takové cesty je tedy rovna
Dli|[k] + D[k][j]-

50 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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Takze pokud je souéet DI[i][k] + D[k][j] mensi neZ stévajici hodnota DIi][j],
nahradime hodnotu na pozici D[i][j] timto souc¢tem, jinak ji ponechéme.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] uloZzena
délka nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vSechny dvojice i a j,

vyzaduje kazdé faze das O(N?). Celkova éasova slozitost naseho algoritmu tedy
je O(N?). Co se paméti tyce, vystacime si s polem D a to ma velikost O(N?).

Program bude vypadat nasledovné:

for k in range(N):
for i in range(N):
for j in range(N):
if dli]1[k] + dlk][j] < dlil[j]:
dlil[j] = d[il[x] + d[x][j] recepty

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdalenosti
mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi.

To lze jednoduse vyftesit napriklad tak, Ze si navic budeme udrzovat pomocné

na cesté z ¢ do j délky D[i][j] (pfi zméné v k-té fazi je to éislo k).

Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nejprve cestu z ¢ do
Eli][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim)
postupem.
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Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, Ze spojenim dvou cest,
které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni nemohou néjaké vrcholy
opakovat)?
To samoziejmé nevime, ale vSimnéme si, Ze kdykoliv by to cesta nebyla, tak
si ji nevybereme, protoze ptivodni cesta bez vrcholu k bude vzdy kratsi nebo
alespon stejné dlouhd. .. tedy dokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus zaporné
délky. To bychom méli pridat do pfedpokladi naseho algoritmu, kdybychom
byli pedanti.

® Pozor na poradi cykld — program vyslovené svadi k tomu, abychom psali cyklus
pro k jako vnitini... jenZze pak samozfejmé nebude fungovat.

Cvieni

e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?

® Na prvni pohled nejpfirozenéjsi hodnota, kterou bychom mohli pouzit pro oo,
je maxint. To ovSem nebude fungovat, protoze oo + oo pretece. Staci maxint
div 27

e Hodnoty v poli si pfepisujeme pod rukama, takze by se ndm mohly poplést
hodnoty z predchozi faze s témi z faze soucasné. Ale zachrani nés to, Ze ¢isla,
o ktera jde, vyjdou v obou fazich stejné. Pro¢?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni ptiklad dynamického programovani, ktery si predvedeme, se bude
tykat posloupnosti. Méjme dvé posloupnosti ¢isel A a B.

Chceme najit jejich nejdelsi spolecnou podposloupnost, tedy takovou po-
sloupnost, kterou mizeme ziskat z A i B odstranénim nékterych prvkia. Napii-
klad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spolecnych podposloupnosti tato posloupnost:

C=23122312

Jakym zptusobem muZeme takovou podposloupnost najit? Nejdfive nas asi
napadne vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat.

Jakmile si ale spocitame, Ze vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je
2" (kazdy prvek nezavisle na ostatnich bud pouzijeme, nebo ne), najdeme radéji
néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfesime tento problém pouze pro prv-
ni prvek posloupnosti A. Pak najdeme FeSeni pro prvni dva prvky A, pficemz
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vyuzijeme predchozich vysledkt. Takto pokracujeme pro prvni t¥i, ¢tyfi, ... az
n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat,
abychom z toho dokazali spocist krok nasledujici. Urcité ndm nebude stacit pa-
matovat si pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spoleénych pod-
posloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mnozina p¥i pfidani dalsiho
prvku k A: VSechny podposloupnosti, které v mnoziné byly, tam zistanou a navic
pribude nékolik novych, koncicich pravé pridanym prvkem.

Ovsem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom je casem rozsifili
na nejdelsi spoleénou podposloupnost.

Takze pokud zndme néjaké dveé stejné dlouhé podposloupnosti P a @ koncici
nové pfidanym prvkem v A a vime, %e P koné¢i v B diive nez @), staci si z nich
pamatovat pouze P.

V libovolném rozsifeni ()-cka totiz miZeme () vyménit za P a ziskat tim
stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si staéi pro jiz zpracovanych a prvka posloupnosti A pamatovat pro
kazdou délku [ tu ze spole¢nych podposloupnosti A[l...a] a B délky [, kterd v B
konc¢i na nejlevéjSim mozném misté.

Dokonce nam bude stacit si misto celé podposloupnosti ulozit jen pozici
jejiho konce v B. K tomu pouZijeme dvojrozmérné pole Dla,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D
se zvét§uji s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili D[a,l] < Dla,l + 1], protoze
posloupnosti délky [ 4+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [
o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny:

Pokud uz zndme cely a-ty fadek pole D, miZzeme z néj ziskat (a + 1)-ni
fadek. Projdeme postupné posloupnost B. KdyZ najdeme v B prvek Ala + 1]
(ten pravé pfidavany do A), mizeme rozsifit vSechny podposloupnosti konéici
pred aktuélni pozici v B.

Nés bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsifenim vsech krat-
Sich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozice je vétsi nez koncova pozice nékteré
posloupnosti, kterou jiz zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulo-
zime ji misto ptuvodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloupnosti B. Vsim-
néme si, Ze nemusime prochéazet pole s podposloupnostmi stale od zac¢atku, ale
muzeme se v ném posouvat od nejmensi délky k nejvetsi.

Ukazeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pfi feSeni problému s po-
sloupnostmi z naseho ptikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podpo-
sloupnosti.
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D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 - - - - - - - - - - =
215 - - - = = = = = = =
3 159 - - - - - - - - =
4 1 4 6 11 - - — — — - = =
5 1 2 5 7 12 - — - - - - =
6 1.2 3 7 9 14 - - - - - -
v 12 3 7 8 12 - - - - - -
§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — —
91 2 3 5 8 9 13 4 - - — -—
101 2 3 4 6 9 11 4 - - — —
1 1 2 3 4 6 9 11 4 - - — —
121 2 3 4 6 7 11 12 — — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi
spole¢nou podposloupnost (NSP).

Ukézeme si to na nasem piikladu — jelikoz posledni nenulové ¢islo na po-
slednim fadku je v 8. sloupci, mé hledana NSP délku 8.

DJ[12, 8] = 12 ¥ik4, ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v posloupnosti B.
Jeho pozici v posloupnosti A uréuje nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota
také vyskytuje, v nasem pripadé je to Ffadek 12. Druhé pismeno tedy budeme
urc¢ovat z D[10, 7], tfeti z D[9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

vevs

vypocet hodnot v poli, ktery se sklada ze dvou hlavnich cykla o délce |A| a |B],
coZ jsou délky posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while probéhne celkem maximalné | A|-krat a ¢asovou slozi-
tost ndm nezhorsi. MiZzeme tedy Fict, ze ¢asova slozitost je O(|4] - |B|).

Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi, protoze pak je
maximalni délka spolec¢né podposloupnosti i pocet kroki algoritmu roven délce
kratsi posloupnosti, a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2 4 M), kde N je délka kratsi posloup-
nosti a M té delsi.
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if LA > LB:
(C, A, B)

= (4, B, 0
(T, LA, LB) =

(LA, LB, T)

for i in range(LA):
d[o][i] = LB

L=20
MaxL = 0
for i in range(LA):
for j in range(LA):
dfil (31 = ali-11[3j]

L=0
for j in range(LB):
if B[j] == A[i-1]:

recepty

while (L == 0) or (d[i-1]1[L] < j):

L +=1
if d[i][L] >= j:
dfil[L] = j
if L > MaxL:
MaxL = L
LC = MaxL
j = LA

for i in range(LC, 0, -1):

while d[j-1][i] == d[j]1[i]:

j -
cli-1]
j-=1

o=

ALj-1]

Dnesni menu servirovali

Martin Mare$ a Petr Skoda
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Vzorova reseni KSP
Prvni série

28-1-1 Jizda na biomotorce

Nase mapa mésta je predstavovana neorientovanym grafem, v némz hledame
B nejkratsi cestu mezi poc¢ateénim a cilovym vrcholem. Délka cesty je uréena
poc¢tem hran, které musime projit. Toho jste se takika vSichni spravné chytli
a usoudili jste, Ze feSenim tilohy bude modifikace prohledavani do sitky.>! Tento
algoritmus, zvany také BFS (podle anglického breadth-first search) ndm najde
vzdalenosti vSech vrcholt grafu od néjakého pocatecniho vrcholu.
Pouzijeme frontu, coz je datova struktura, do které muzeme pridavat prvky
a zase je odebirat. Dilezité je, aby prvky byly vyjmuty v potfadi, v jakém byly do
fronty pridany — staci si predstavit frontu lidi na posté. V nasi fronté si budeme
uchovavat vrcholy grafu.

LB

Ae i

éj"i“j o) o

U kazdého vrcholu bude ulozené ¢islo odpovidajici jeho vzdalenosti od poca-
te¢niho vrcholu. Ten bude mit nastavenou vzdélenost na nulu (nemusime jit pfes
zddnou hranu). Ostatnim vrcholtim na za¢atku pfifadime vzdalenost nekonecno.
Pocatecni vrchol vlozime do fronty.

Samotny algoritmus probiha tak dlouho, dokud je fronta neprazdna: vyjme-
me z fronty vrchol U a podivame se na jeho sousedni vrcholy (ty, které jsou s nim
spojeny hranou). Pokud néjaky sousedni vrchol ma nekoneénou vzdalenost, pak
ji nastavime na vzdalenost U zvétsenou o jedna. Navic vlozime takovy vrchol do
fronty.

Vsechny vrcholy, jez jsou z toho pocateéniho dosazitelné (je mezi nimi cesta
slozena z hran), maji na konci spravnou vzdalenost. Jak je to mozné? Vsimnéte
si, Ze vrcholy jsou ve fronté sefazeny v poradi dle vzdalenosti — nejprve ulozime
pocatecni vrchol se vzdalenosti nula, nasleduji jeho sousedni vrcholy se vzdale-
nosti rovnou jedné, nasledné sousedni vrcholy téchto vrchola atd. Pokud tedy do

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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néjakého vrcholu vede nejkratsi cesta slozend z H hran, bude na této cesté nej-
prve pocatecni vrchol, pak néjaky jeho soused, déle jeho soused... a vzdalenost
kazdého vrcholu se bude po jedné zvétsovat, az nakonec ve vzdalenosti H bude
vrchol, do kterého jsme hledali cestu.

Nedostupnym vrcholtim zistane nekoneéna vzdalenost, nicméné v nasi uloze
jsme predpokladali, Ze cely graf je souvisly (mezi kazdymi dvéma vrcholy vede
néjaka cesta).

Pokud jako N oznaéime pocet vrcholi a M pocet hran (zapamatujte si
toto oznaceni, pouziva se pomérné ¢asto), cely algoritmus mé ¢asovou slozitost
O(N + M). Hlavni cyklus se opakuje tolikrat, kolik mame v grafu vrcholt —
a kazdy z nich vlozime do fronty jen jednou. V kazdé iteraci cyklu prozkoumame
hrany vedouci z ur¢itého vrcholu, v celém prubéhu algoritmu se ale na kazdou
hranu takto podivame jen dvakrat (z jednoho a druhého vrcholu, které spojuje).

Ze by tedy stacilo spustit na startovni kiizovatce BFS a vypsat vzdalenost
cilového vrcholu? Nikoliv, véc nam totiz komplikuji pomerance. P¥i cesté mezi
sousednimi vrcholy (nazvéme je V a W) je tfeba zkontrolovat, zda jich méme
dostatek na cestu. To je vSak stale snadné, prosté srovname pocet pomeranci, jez
méme ve V, a délku hrany (vydélenou stem, abychom dostali ¢islo odpovidajici
spotiebé).

Pokud je pocet pomeranct vétsi nebo roven, mizeme se presunout do W.
Zde se stav nadrze muze zménit — vypocteme jej tak, Ze od poctu pomerancu ve V'
odeCteme pomerance spotfebované na cesté a naopak pricteme ty, jez obdrzime
na ktizovatce W. Jen nesmime zapomenout na limit deseti pomeranc¢i v nadrzi.
Pokud je pocet pomeranct ve V mensi, pak W neni, alespon prozatim, dostupné.

Neékteti fesitelé vsak zapomnéli na jesté jeden dulezity a na prvni pohled
nepriili§ viditelny fakt. Protoze nékteré hrany nelze projet z divodu nedostatku
pomeranci, muze se stat, ze do nékterych vrcholta-k¥izovatek budeme chtit zajet
vickrat nez jednou. Jeden obrazek nam fekne vice nez odstavec slov:

@ 100@ 400 @

start cil

Do prostiedniho vrcholu se dostaneme s po¢tem tfi pomeranéii, coz nam pro
pokracovani do cile nestaci. Je ale mozné se otocit a vratit se do startovniho vr-
cholu, kde opét dostaneme pomerance, tudiz mame ¢tyfi. Pak cestujeme opét do
prostfedniho vrcholu, kde pristaneme s péti pomeranci — a to uz je dostatek pro
prekonani hrany dlouhé 400 metri. Do cile tedy dojedeme, kvili oklice budeme
potiebovat ¢tyfi hrany.

Pfi ignorovani této moznosti vam ¢asto program nefungoval na ¢tvrtém tes-
tovacim vstupu generujicim strom, tedy graf, kde se nenachézeji cykly. V tako-
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vém pripadé vedla mezi startem a cilem jen jedna cesta a pro nalezeni feSeni bylo
casto nutné se popsanym zpusobem ,vracet“.

Jak tedy vypada kompletné spravné feseni? Abychom odlisili rizné moznos-
ti, které ve vrcholu mame v zavislosti na stavu nadrze, pohybujeme se mezi stavy.
To jsou v tomto piipadé dvojice (V, P), kde V je vrchol, v némz se nachézime,
a P pocet pomeranci, které v ném mame. VSechny mozné dvojice dohromady
tvofi stavouvy prostor. VSimnéte si, Ze pocet dvojic je koneény (vrchold mame
omezené mnoho a pocet pomeran¢ii je shora omezen). Prostor lze reprezento-
vat jako graf — jednotlivé stavy jsou vrcholy a hrana vede ze stavu (V, P;) do
(W, Py) pravé tehdy, kdyz z k¥izovatky V s P; pomeranci v nadrzi mizete dojet
na kfizovatku W a mit zde P, pomeranci.

Takovy graf uz nebude neorientovany, ale prohledavani do $ifky muzeme
spustit i zde: za¢neme ve stavu odpovidajicimu nasi vychozi situaci (startovni
vrchol a tolik pomeranéi, kolik jsme zde sebrali) a prochazime do té doby, nez
dojdeme do stavu, jehoZ vrchol je cilovy (pocet pomerancii nas zde nezajima,
chceme se dostat co nejrychleji do cile bez zavislosti na tom, kolik ndm jich
zbyde). Spravnou odpovédi je pak vzdalenost do tohoto cilového stavu.

Jak se nam zmeéni casova slozitost? Vrchold tohoto grafu je desetkrat vice
nez predtim, pocet hran se mize také takto zvétsit. Desitka je ale stale rozumné
konstanta, kterd se ,vejde do 6¢ka”, a tak slozitost pamétovd i ¢asovd je stéle
O(10N +10M) = O(N + M), kde N je pocet vrcholi a M pocet hran.

Zbyva jen doplnit, ze pfi implementaci algoritmu neni nutné si explicitné
takovy graf stavét. Staci si udrzovat ptivodni sif pfedstavujici mapu mésta a ke
kazdému vrcholu pfipojit pole indexované od 0 do 10, coz odpovida poctu po-
merancl — prvky pole jsou vzdalenosti pfislusnych stavi.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-1.4

Kuba Marousek

28-1-2 Zapalovani kostek

Se soupefem se stiidame v zapalovani kostek v pyramidé a chtéli bychom
byt tim, kdo zapali posledni kostku. Jak néco takového udélat?

Zadéni sice mélo lehéi variantu, ale pojdme rovnou vyfesit ilohu bez dalsich
omezeni, strategie pro konkrétni K nam z toho vypadnou samy.

Kdyby byly pyramidy dvé, obé stejné a kazdd pro jednoho hrace, nema
zadinajici hra¢ Sanci. Jeho souperl se totiz muze ,opic¢it*, tedy zahrat na své
pyramidé vzdy to, co hral prvni hrac¢ na té své. Tim padem dokud by mél prvni
hrac co hrat, mél by co hrat i druhy hrac, az by druhy hra¢ nakonec vyhral.

To ale znamena, ze kdyby se nam prvnim tahem podafilo rozdélit pyramidu
na dvé stejné mensi, miZeme se my opic¢it po soupefi a tim vyhrat. A presné
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to zvladneme. Pro lichda K je postup pfimocary — zapalime prostiedni kostku
v prvnim patfe. Pro suda nam stéle staci rychlé zamysleni a zjistime, ze chceme
palit prostfedni kostku ve druhém patie.

Tim ndm vzniknou dvé stejné, izolované pyramidy (pro suda K se jejich
spodni fady dotykaji, ale to nevadi, protoze sousedni kostky se nemohou na-
vzajem zapélit). Bez ohledu na to, jaké kostky zapélime v jedné z nich, druhd
zlistane nedotcéena.

Po rozdéleni tedy kopirujeme soupefovy tahy. Soupef sice mtze hrat v kte-
rékoliv z mensSich pyramid, ale to my také. Vybereme si tedy vzdy tu opacnou,
takze po nasem tahu budou opét obé pyramidy vypadat uplné stejné.

Soupef musi diive nebo pozdéji zapalit posledni nehofici kus jedné pyramidy.
V té chvili my zapéalime stejny kus druhé pyramidy, ¢imz vyhrajeme. A jelikoz
kostek je konecné mnoho a v kazdém tahu se zapali alesponl jedna kostka, dojde
i k nasi vyhfe v konecném case.

Karolina ,,Karryanna® BureSovd

28-1-3 Bourani kominu I

28-1-4 Bourani kominu II

EI Jak sefadit bomby, aby celkova energie potfebnd na zbourani kominu byla
co nejmensi?

VyfeSme nejdiive lehéi variantu tlohy, kdy bomby dohromady presné vystaci
na zbourani kominu. Pfedstavme si, Ze uz mame néjaké (libovolné) potradi bomb
zvolené. Zaméfme se nyni na dvé bomby, které pouzijeme jako posledni (ozna¢me
sije Aa B). Ty vazl wa a wp a znidi dg4, resp. dg metrtt kominu. Pfed jejich
pouzitim je komin vysoky da + dp.
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Pokud bomby pouZijeme v puvodnim pofadi, tedy nejdiiv A a potom B,
spotiebujeme w4 - (d4 +dp) + wp - dg jednotek energie. Kolik energie spotfebu-
jeme, pokud je prohodime? Prece wp - (da + dp) + wa - da.

Prohozenti se tedy vyplati, pokud plati nasledujici nerovnost:

wA-(dA+dB)+wB~dB§w3~(dA+dB)+wA'dA

Zavorky si roznasobime, odeCteme stejné ¢leny z obou stran a tim nam zustane
wa-dp <wp-da (1)

To si upravime na wa/da < wg/dp. Cislu wa/d4 fikejme ndkladnost bom-
by A. Uz vime, Ze z poslednich dvou bomb se vyplati pouZit nejdiive tu méné
néakladnou.

Tato vaha ovSem neplati jen pro posledni dvé bomby. Podivame-li se na
libovolné dvé po sobé nésledujici bomby A a B, dostaneme nerovnost podobnou
té predchozi. Jen pokud po jejich pouziti zbude misto holé zemé komin vysky D,
musime obé vynést do vysky o D vyssi nez v minulém pripadé. Tedy na obou
strandach nerovnosti pfibude ¢len (w4 +wg) - D, ktery ale mizeme hned odedist.
Opét tedy plati, Ze pokud je wa/da vétsi nez wp/dp, vyplati se A a B prohodit.

Takovéto prohazovani bychom mohli opakovat, dokud je nékde v nasi po-
sloupnosti ndkladnéjsi bomba tésné pfed méné nakladnou. To ale neni nic jiného
nez bublinkové t¥idéni!>? Z tohoto pfiméru jsou hned jasné dvé véci: prohazovani
se Casem zastavi a vyslednd posloupnost bomb bude setfidéna vzestupné podle
nakladnost. Ta je tedy také spravnym feSenim, protoze kdykoli posloupnost neni
setfidéna, existuje dvojice, kterou muzeme prohodit a feseni zlepsit.

My samoziejmé nemusime tfidit bublinkové, ale mizeme pouzit néjaky lepsi
algoritmus (napf. MergeSort). Tak ziskdme FeSeni s ¢asovou slozitosti O(N log N),
kde N je pocet bomb.

Drobné poznamka na okraj: nerovnici (1) jsme mohli zrovna tak upravit na
dp/wp < da/wa. Poméru da/wy, vyjadienému v ,metrech na kilo“, fikejme
tfeba efektivita bomby A. V tomto pfipadé naopak plati, Ze bomby s nejvétsi
efektivitou chceme pouzit jako prvni, tedy musime t¥idit sestupné.

TéZs1 varianta

Co ale udélame, kdyz jsme si pofidili bomb vic a vSechny nardz by byly
schopné zbourat komin vétsi nez nas?

Nejprv si rozmyslete, ze bez ohledu na to, které bomby si vybereme, opét
je chceme sefadit nejvyhodnéjsim zpusobem, tedy vzestupné podle nakladnosti.
Tak si bomby setfidme uz na zacatku, a pak teprve vybirejme, které pouzit.

Ukazeme si nejprve ,hloupé“ reseni, které zkousi vSechny moznosti, a pak
ho zkusime vyleps$it. Bomby prochazime postupné od nejméné nakladné. U kaz-
dé se muzeme rozhodnout, jestli ji pouzit, nebo ne. Pro obé z téchto moznosti

http://cs.wikipedia.org/wiki/Bubblesort
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pokracujeme rekurzivné v prochazeni zbylych bomb. Pribézné si hlidame, aby
celkova sila vybranych bomb nepfekrocila vysku kominu, a pocitame spotiebo-
vanou energii. Na konci jen vybereme nejlevnéjsi variantu. Takové feSeni urcité
funguje, ale moznosti, jak vybrat bomby, je celkem 2V . To je moc na to, abychom
je stihli vyzkouset vSechny.

Kdyz se na pribéh vybirani podivame podrobnéji, zjistime, zZe se ¢asto opa-
kované dostaneme do podobné situace. Napfiklad se mize vice zpusoby stat,
ze po m krocich vybéru skoncime s bombami, které snizi komin na vysku h.
Pro kazdou z téchto variant pak zkousime vSechna mozna pokracovani, prestoze
ziejmé staci uvazovat jen tu nejlevnéjsi a ostatni zahodit.

Neboli pro kazdé m a h bychom chtéli spocitat, jak nejlevnéji snizit komin
na vysku h za pouziti nékterych z m nejefektivnéjsich bomb. K tomu se ndm
bude hodit pozorovani, ze vyska kominu v pribéhu bourani bude vzdycky mezi
0a K.

Tyto hodnoty si tedy muzeme ukladat do dvourozmérného pole P velikosti
(N +1) x (K +1). Budeme je poéitat postupné pro m = 0,..., N. Na zacat-
ku vime, ze P[0][K] = 0 (kdyZ nic neudélame, ,zbourdme“ komin na puvodni
vysku K s nulovou cenou), a na ostatnich poli¢kdch P[0] bude ,nekoneéno®, te-
dy néjaka nekiestanskd cena znamenajici, Zze zbourat komin na takovouto vysku
zatim neumime.

Kdyz zpracovavame m-tou bombu, uz zndme vSechny hodnoty v P[m —1] a
radi bychom vyplnili P[m]. To udélame tak, ze budeme prochézet pole P[m — 1]
pro h od nuly do K, a kdyZ na vysce h narazime na cenu bourani z minula (coz je
minimalni cena, jakou jsme schopni vydat za zbourani kominu do vysky h pouze
s vyuZitim bomb pied m), tak do pole P[m] zapiSeme nové ceny dvou bourani.

Jedna cena bude za bourdni, u kterého jsme bombu m nepouzili (tedy
P[m][h] = P[m — 1][h], cena zlstava stejnd), druhd, kdyz ji zkusime pouzit. Do
pole P[m][h—d,,] zapiseme P[m—1][h]+h - wy,, tedy cenu bourdni s pfedchozimi
bombami plus cenu za vyneseni bomby m na vrsek kominu.

Psali jsme ale, ze bombu m zkusime pouzit. Ono se to nemusi povést, tieba
kdyz je moc silna a h — d,,, < 0. Pak to samozifejmé zapisovat nebudeme. Nebo
jsme se s predchozimi bombami dostali na stejnou vysku levnéji. Pak bombu m
zahodime. (Ale opatrné, bude se jesté hodit.)

A to je celé. Kdyz prezijete zahazovani nepouzitych bomb, mutzZete si na
konci na policku P[N][0] pfeéist cenu nejlevngjsiho postupu na zbourani, nebo
tu nekfestanskou cenu za ru¢ni rozebréni, protoze bombami to nejde.

Jesté si vS§imnéte, ze nemusime udrzovat v paméti celé P. V kazdém kroku
pracujeme vzdy jen s poslednimi dvéma Fadky (z jednoho éteme a do druhého
zapisujeme), staci si tedy pamatovat ty.

To miizeme udélat naptiklad tak, Ze pole P bude velké jen 2 x (K + 1) a
misto P[m] budeme pouzivat P[m mod 2], kde m mod 2 je parita m (zbytek po
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déleni dvéma). Vzhledem k tomu, Ze dvé po sobé jdouci m maji opa¢nou paritu,
ve chvili, kdy zapisujeme do jednoho fadku P, bude ten druhy obsahovat pravé
¢isla zapsana v minulém kroku.

Pamétova slozitost je O(N + K), ¢asova O(N - log N + NK).
Zname cenu, ale kterych bomb?

Takto jsme tedy ziskali nejlevnéjsi cenu. Kdybychom chtéli védét i to, jaké
bomby jsme pouzili, pak mtizeme budto pouzit pole ¢isel 0 az K pro kazdou
bombu, a ne jen dvé, a ke kazdé cené si zapisovat i predchozi pouzitou bombu
(podobné jako u hledani nejkratsi cesty). Tim se ale zhorsi pamétova slozitost
na O(NK).

Nebo mtzeme mit pole jen dvé, ale pouzité bomby si udrzovat ve spojovych
seznamech vedle ceny. V nejhor$im piipadé ovSem bude potieba také O(NK)
paméti.

A co s témi nepouzitymi bombami? Odneste si je v batohu! Méte batoh
s nosnosti K, bomby maji vahy w; a na ¢erném trhu za né dostanete v;. Odneste
si takové bomby, aby jejich cena byla co nejvétsi a abyste nepfekro¢ili nosnost (a
mohli do letadla ;) ). To je zndmy kombinatoricky ,,problém batohu“. Pokud je K
tak malé, Ze si muzete dovolit mit v paméti takto dlouhé pole, pak se da problém
feSit dynamickym programovanim. Je to velmi podobné jako nase tloha. A to
uZ prece umite!

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-4.4

Dominik Machdcek

28-1-5 Likvidace plisné

Uloha byla vskutku jednoduché a neskryval se za ni zadny slozity trik. Pokud
B! jste si uvédomili nékolik jednoduchych pozorovani, napsani programu jiz bylo
hrackou.

Prvnim krokem je uvédomit si, Ze se ndm vzdy vyplati pfesunovat jenom na
uplné nové (prazdné) hromadky. Pokud bychom chtéli pfesunout néjaké vrstvy na
existujici hromadku, tak presunem vrstev na novou mizeme jen zkratit celkovou
dobu odstraiovani (,nezapldcneme” si druhou hromadku dal$imi vrstvami).

Druhym pozorovanim je, ze vSechno odstranovani plisné ma smysl provadét
az po vsech presunech. Pouzijeme klasicky postup dikazu a budeme uvazovat, ze
by existovalo né€jaké optimalni feseni, které by po néjakych krocich odstranovani
plisné provadélo jesté presuny. Ale u takového FeSeni mtizeme modifikovat presu-
ny tak, aby za kazdy krok odstraiiovani braly o jednu vrstvu vice (o tu, kterou
by odstranovani odmazalo), a pfemistime vSechna odstranovani na konec.
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Diky tomu odmazeme miniméalné stejny pocet vrstev, takze jsme tim prevedli
libovolné jiné Ffeseni na alespon stejné dobré spliujici nasi podminku. Néjaké
z optiméalnich feSeni ma tedy vSechna mazani az na konci.

Sta¢i ndm jen postupné pro vSechny délky mazaci ¢asti (oznacme si ji k)
zkusit spocitat, kolik krokt potfebujeme na rozdé€leni hroméadek tak, aby byly
vSechny maximalné k vrstev vysoké. To spoéitame jednoduchym cyklem (pocet
presunt na rozdéleni hromadky vysoké h je [h/k—1]). Ze vSech vysek k vybereme
tu nejlepsi.

Pokud N udéva pocet hromadek a V' maximalni vysku plisné, tak casova
slozitost algoritmu je O(V - N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-5.d

Jirka Setnicka

28-1-6 Uloha z ovladacde

Ulohu si miizeme pfedstavit tak, e posouvame okénkem délky K po neko-
nec¢né dlouhé posloupnosti ¢isel a hlasime, jaké je zrovna minimum uvnit¥ okénka.

Kdybychom minimum pokazdé pocitali znovu, trvalo by to O(K). Jak to
udélat 1épe? Rozmysleme si, jak se posunutim okénka miize minimum zménit.
Oznaéme pivodni prvky xo,...,2x—1 (m byl nejmensi) a nové xy, ..., k.

e Pokud zx < x,,, je novym minimem x .

e Pokud zx > x,,, a m > 0 (staré minimum dosud okénko neopustilo), zlistava
minimem z,,.

e Pokud zx > x,, a m = 0 (staré minimum pravé vypadlo), nevime, kde mini-
mum lezi.

V poslednim pfipadé tedy musime vSechny prvky okénka znovu projit, coz
zase trva O(K). A co hif, muZe se to stdt pokazdé: predstavte si piipad, kdy
zadané prvky tvoii rostouci posloupnost.

Mohli bychom si pomoci haldou (nebo vyhledavacim stromem), kde bychom
si pamatovali cely obsah okénka. Pak by jedno posunuti trvalo O(log K). My to
ale umime lépe, poslyste, jak.

Premyslejme nad tim, jak presné vypada situace, kdy jsme o minimum prave
ptigli. Cim ho nahradime? Nejmensim z prvki, které lezi napravo od néj. Prvek
s touto vlastnosti si opét mizeme pribézné udrzovat, jenze co kdyz pak vypadne
i ten? Tak si pojdme pamatovat nahradu i za né&j, atd.
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Prehlednéji feceno, budeme si udrzovat nasledujici posloupnost:

myg := poloha aktualniho minima,

my := poloha nejmensiho z prvki lezicich vpravo od my,

m,. := poloha nejmensiho z prvkd vpravo od m,._;.
P1i kazdém posunuti okénka nyni provedeme toto:

e Pokud mg vypadlo z okénka, smazeme ho z posloupnosti.
® Dokud je novy prvek mensi nez x,, _, smazeme m,.

e Priddme na konec posloupnosti pozici nového prvku.

o Nahladsime prvek x,,, jako minimum nového okénka.

Snadno si rozmyslime, Ze tim vznikne posloupnost pozadovanych vlastnosti
pro nové okénko.

Opravdu jsme si tim pomohli? V nejhor$im pfipadé pfeci miZeme mazat az
K hodnot m;, takze ¢asova slozitost je stdle O(K)! V této temnoté se ale mihota
svétélko nadéje: ke smazani vsech prvkit nemutze dochézet casto, protoze prvky
se dopliuji jen po jednom.

Dokazeme, ze posunuti okénka méa konstantni amortizovanou sloZitost. Tim
se mysli, Ze provedeme-li n posunuti, trvaji dohromady O(n). VSechny operace
totiz budto pridavaji prvky do posloupnosti, nebo je odebiraji. Téch ptidavacich
je nejvyse n, nebot pokazdé priddme pravé jeden prvek. A odebiracich je nejvyse
tolik, kolik je pridavacich, protoze zadny prvek nemtzeme smazat vickrat.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-6-amort.d
ReSeni rozkladem na bloky

jiné myslence.

Vstup budeme délit na bloky o K prvcich. Pro kazdy blok zi,...,xx si
budeme pritbéZné pocitat prefizovd minima min(x1, ..., ;). Jakmile blok skonéi,
dopo¢itame i suffivovd minima min(z;, ..., rx).

Jak je vidét na nésledujicim obrazku, okénko délky K muzeme vzdy rozdélit
na prefix aktualniho bloku a suffix toho predchoziho:

~K —1 1

Minimum aktualniho okénka tedy muzeme spocitat v konstantnim cCase
z predpocitanych hodnot.
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Casova, slozitost vyjde opét amortizované konstantni, protoze predvipocet
nas stoji O(K) na konci bloku o velikosti K. Staci tedy, aby kazdy prvek p¥ispél

¢asem O(1) na budouci zpracovani hotového bloku.

Cistokrevné konstantni FeSeni

Ackoliv to muize znit neuvéfitelné, existuje i Feseni, kterému sta¢i konstantni
¢as na posunuti okénka i v nejhorsim pripadé. Zkusime ,deamortizovat®
trik s rozkladem na bloky (mimochodem, prvni feSeni s posloupnosti nahradnich

prvki deamortizovat neumime).

Misto toho, abychom postupné stfadali prvky a pak najednou zpracovali cely
blok, zkusime ho zpracovévat postupné: s kazdym novym prvkem kousek (nejdiiv
suffix délky 1, pak délky 2, atd.). To ovSem nemtize vyjit, protoze hned u prvniho

prvku nésledujiciho bloku potfebujeme nejdelsi suffix toho predchoziho.

Zachranime to elegantnim trikem: zvolime jinou velikost bloku nez K, kon-
krétné B = K /2 (pro jednoduchost predpokladejme, ze K je sudé; lichd K dofe-

Sime pozdé&ji).

Jak ukazuje nasledujici obrazek, okénko velikosti K zasahuje do t¥i bloku:
z aktualniho pouziva prefix, minuly pokryva cely a z pfedminulého pouziva suffix:

B

B

B

B —

i o]

Tim jsme si sice vypocet trochu zkomplikovali, ale ted mezi ukon¢enim bloku
a okamzikem, kdy potfebujeme jeho suffixovd minima, lezi alespon jeden dalsi

blok, béhem kterého mizeme minima pocitat.

Presnéji feceno: pokud jsme pravé dostali i-ty prvek aktudlniho bloku By,

provedeme nésledujici:

1. Spocitame i-té prefixové minimum bloku B;.

. Spocditdme i-té suffixové minimum bloku B;_1.

. Vratime jako vysledek minimum z téchto hodnot:

2
3
4.  i-té prefixové minimum bloku B,
5

minimum celého bloku B;_; (to je také prefixové minimum, takze uz je

spocCitané),

6. i-té suffixové minimum bloku B;_s.

Toto vSe spocitame v ¢ase O(1), na udrzovani prefixovych a suffixovych

minim spotfebujeme O(B) = O(K) bunék paméti.

Zbyvé dotesit okénka liché délky: pro ta postali nastavit B = [K/2]. Podle
obrazku si rozmyslime (dobfe se to pfedstavuje tfeba pro K = 7, kdy bude B =
4), ze v8e vyjde spravné. Pokud blok praveé zacal (i = 0), potfebujeme cely minuly
blok a suffix pfedminulého. Pokud se blok pravé chysté skoncit (i = K — 1), stale
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minuly blok pokryvame cely, takZe se nestane, Ze bychom potfebovali suffixové
minimum, které jsme dosud nespocitali.

(Mimochodem, i kdyby ndm to pro lichd K takhle hezky nevyslo, mohli
bychom si pomoci oklikou: okénko bychom zmensili na K — 1 prvkd a navic
bychom si pamatovali seznam poslednich K prvkia. Pak bychom jako vysledek
vraceli minimum z minima okénka a nejstarsiho prvku seznamu.)

Gratulujeme Jirkovi Sejkorovi, ktery jako jediny vymyslel IeSeni sice slozi-
t€jsi nez nase vzorové, ale také pracujici v konstantnim case.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-6-worst.d

Martin ,Medvéd“ Mares & Viclav Kondicky

28-1-7 Vyfiznuty kus mfiZze

Mame mnohothelnik s N vrcholy v mfizovych bodech a chceme spocitat,
kolik mfiZovych bodu se nachéazi na jeho obvodu. Vrcholy mame na vstupu v po-
fadi, v jakém jsou na obvodu. Nase feSeni postavime z krabicky, ktera umi pocitat
miizové body na jedné strané. Pustime ji na kazdém paru po sobé nasledujicich
bodi na obvodu. Kdybychom ale secetli po¢et miizovych bodi na vSech stra-
nach, nedostali bychom spravny vysledek: kazdy vrchol je mfizovy bod, ktery
lezi na dvou stranach, proto musime jesté od souc¢tu odecist N.

Jak spoditame pocet miiZovych bodt na strané? Nechf nase strana vede
z bodu (a,b) do bodu (¢,d). Oznaéme si ¢ — a jako Az a d — b jako Ay, a odted
jenom podcitejme pocet m¥izovych bodu na tseéce (0,0)...(Az, Ay). Tim jsme
jenom posunuli tsecku do pocatku — to pocet m¥izovych bodt nijak nezméni.

Vodorovné a svislé usecky, tj. ty, kde Az nebo Ay je 0, miizeme osetfit zv1ast
(po¢et m¥iZzovych bodd na nich je absolutni hodnota toho Az nebo Ay, které
neni nulové).

Jeden ze zpusobu, jak spocitat pocet miizovych bodu na usecce, je zkouset
vSechny hodnoty = od 0 do Az. Ke kazdému takovému z na naSi tsecce lezi
pravé jeden bod (z,y) a pro néj plati y = x- Ay/Az. Pokud ndm pro néjaké x
vyjde y celoc¢iselné, zapocitame si najity mrizovy bod. ProtoZe se chceme vyhnout
nepfesnému déleni ¢isel s plovouci ¢arkou, test na celoc¢iselnost miizeme napsat
tfeba jako (deltaY * x) % deltaX == 0.

Takové feSeni funguje, ale ma jednu nevyhodu: kazdou stranu projizdime
celou od 0 do Az, a proto je jeho slozitost pfimo imérnd obvodu mnohothelnika
(respektive sou¢tu Az pres vSechny strany). Poéitat miizové body na tsecéce
(0,0)...(1,1) bude mnohem rychlejsi, nez kdyby konéila v (100, 100).

Podivejme se na ten miizovy bod, ktery ma z vnitfnich mfiZovych bodi
nejmensi obé soufadnice. At je to bod (p, q).
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Pouzijeme dvé zajimavé vlastnosti bodu (p,q). Zaprvé pokud si vybereme
jakykoliv jiny m¥izovy bod (s,t), tak musi byt soufadnice (s,t) nasobek (p, q).

Zkusme si pfedstavit, ze (s,t) neni ndsobek (p,q). Kdyz je (s,t) miizovy
bod na tsecce, tak uréité i (s — p,t — ¢) je miizovy bod na useéce. Odecitejme
od (s,t) nasobky (p, ¢) tak dlouho, dokud to uz nejde bez toho, abychom 8li do
zapornych soufadnic. Dostaneme z toho miizovy bod (s',t') = (s,t) — k- (p,q).
Protoze dalsi odeéteni (p, ¢) by $lo do zdpornych soufadnic, je jedna ze soufadnic
(s, ") mensi nez soufadnice (p, q), a to je zase spor s volbou (p, q). Proto je ur¢ité
(s, t) nésobek (p, q).

Tohle je super: kdyz najdeme spréavné bod (p, ¢), jsou vSechny m¥izové body
na usecce jeho nasobky, takze ndm staci podélit Az /p, pFicist jednicku za mi{zovy
bod v poc¢atku a mame pocet miizovych bodu na celé tsecce.

Jak ale najdeme (p,q)? K tomu pouzijeme druhou vlastnost: p a ¢ musi byt
nesoudélnd ¢isla. Méla-li by spoleéného délitele r, pak by i (p/r, ¢/r) byl miizovy
bod, ale to by byl spor: my jsme si pfece vybrali (p, q) tak, aby prvni soufadnice
byla co nejmensi a p/r < p.

feSeni

Cisla p a ¢ jsou tedy nesoudélné a p/q = Az/Ay, protoze lez na tsecce.
K nalezeni p a ¢ ndm vlastné sta¢i zkratit zlomek Az/Ay do zdkladniho tvaru!

Kréaceni zlomku se déla tak, ze najdeme nejvétsiho spoleéného délitele Ax
a Ay. Po vydéleni Az a Ay jejich nejvétsim spoleénym délitelem dostaneme
p a g. Na hleddni nejvétsiho spoleéného délitele pouzijeme Eukliduv algoritmus,
ktery dobéhne v éase O(log min{Az, Ay}). Jeho detaily si mizete dohledat v nasi
kucha¥ce o teorii ¢isel.?® To je podstatné zlepseni proti posouvani se po viech
potencialnich mfizovych bodech, které stoji ©O(Ax).

Trochu si jesté zjednodusime poéitani. Urdeni soutadnic (p, ¢) vlastné vibec
neni potfeba: poté, co spocitdme p jako Az/nsd(Az,Ay), ho pouzivime na
uréeni po¢tu mifzovych bodi: 1 + (Az/p). Stadi to trochu upravit, a vidime, Ze
vysledek je rovny 1+nsd(Ax, Ay) a p nikde nepotfebujeme. Nakonec se vyhneme
nehezkému odecitani N v poslednim kroku: misto nsd(Az, Ay)+1 budeme séitat
jenom nsd(Az, Ay), coz N od souc¢tu automagicky odecte.

Cely algoritmus dobéhne v ¢ase ©(N - log min{Az, Ay}). Navic protoze si
nepotfebujeme pamatovat pozice vSech bodu, muzeme pro vSechny usecky na
vstupu spocéitat poéet miizovych bodu a tisecku rovnou zahodit. Sta¢i ndm kon-
stantni pamét.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-7.py|

Michal ,Prvdk“ Pokorny

53 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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28-1-8 Programovani podle Darwina

Uloha 1

V této tloze bylo cilem vyzkouset si geneticky algoritmus, jaké mé vlastnosti
a jak jednotlivé parametry ovliviiuji jeho chovani. Z mnohych véci jste mohli
vypozorovat napriklad nasledujici:

Mutace: Pokud zvysime pravdépodobnost mutace, tak se algoritmus chova
vice ndhodné. Ze zac¢atku ma sice rychly nastup, ale pak pro nas problém plati,
ze ¢im mame lepsiho jedince, tim je mensi pravdépodobnost, Ze jej vylepsime
a vétsi pravdépodobnost, ze jej zhorSime. Pak pokud nastavime pravdépodobnost
na zménu jednoho bitu pfilis velkou, tak mutace déla vétsi zmény a tim se i chova
méné konzistentné.

Selekce: Pii feseni jednickového problému by pouziti ruletové vs. turnajové
selekce nemélo mit velky vliv na vysledek. Ruletovd ma vyhodu v tom, Ze vice
preferuje lepsi jedince, zatimco turnajova je celkové jednoduseji implementova-
telnd a pamétove i Casové efektivndjsi.

Ti bystfejsi z vas si navic v§imli, Ze pokud predem vime, kolik jedincti pomoci
ruletové selekce chceme vybrat, tak ji celou mizeme implementovat efektivnéji.
To jest v ¢ase O(P+N log N), kde P je velikost populace a N je pocet vybiranych
jedinct.

KfiZeni a velikost populace: Tyto dva parametry spolu implementac¢né prilis
nesouvisi, ale fakticky spolu souvisi hodné. Velikost populace urcuje variabilitu
dat, ktera na za¢atku v jedincich mame. Cim vice jedinct, tim vice rfiznych dat.
KiiZzeni pak béhem algoritmu tato data dava ruzné dohromady a diky selekci tvori
lepsi jedince. Pti malé populaci se ndm stane, ze za chvili nemame co nového mezi
jedinci kiizit a musime ¢ekat na $tésti v mutaci, zatimco ve velkych populacich
se informace zbyte¢né opakuji a vypocet ndm to akorat zpomali.

Velikost jedince a velikost populace: Tyto dva parametry spolu také souvisi.
Velikost populace bychom méli volit v zavislosti na velikosti jedince. Tj. aby byla
dost velka Sance, Ze na zac¢atku budou jedinci dohromady obsahovat spravna data
pro vSechny bity a Ze je jednou nestastnou mutaci ¢i kiizenim zase neztratime.

Fitness funkce: Ta v prvnim pfipadé pocitala jen pocet jednicek. Zajimavéjsi
byl druhy pfipad. Pokud se snazime vyvinout jedince, kde se jednic¢ky a nuly
st¥idaji, dostaneme fitness funkci se dvéma moZnymi maximy, které jsou k sobé
inverzni. Pak v prubéhu algoritmu ndm ,jdou proti sobé“ a jedinci obou frakeci
spolu ,soupefi“. Jedni se snazi mit na sudych pozicich nuly, na lichych jednicky
a druzi naopak.

Na tom jste si méli hlavné vyzkouset, jak geneticky algoritmus (ne)funguje
dobte, pokud mame fitness funkci s vice rozdilngymi maximy, které jsou velmi
odlisného tvaru. V tomto piipadé to lze vyfesit tfeba fintou, Ze postavime fitness
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funkci tak, aby preferovala jedince s jednickami na lichych pozicich. Obecné ale
do fitness funkce tolik nevidime, abychom podobné finty mohli délat.

Uloha 2

V této tloze jiz byla potfeba jistd modifikace feseni a kreativni nahled na
problém.

Cely geneticky algoritmus jednoduse prepiSeme tak, aby namisto s bindrnimi
jedinci fungoval s jedinci celych ¢isel 0 az 6. K¥iZzeni zistane nezménéno a mutace
misto preklopeni generuje ndhodnou novou hodnotu.

Fitness funkci naprogramujeme podle zadani. Ohodnotime jedince podle to-
ho, jak dobfe rozdéluje zadané véci mezi sedm loupezniki. Pokud pouzivame
ruletovou selekci, tak navic hodnotu pfeklopime na 1/(x + 1), abychom mohli
maximalizovat a ne minimalizovat.

Tak to by bylo. Pustime algoritmus a ono to moc dobfe nefunguje. Pro¢?

Zkusme se zamyslet, co fakticky znamenaji kifizeni a mutace v ramci tohoto
problému. Jednobodové kiizeni vezme dvé rizna feSeni a v ndhodném bodé je
zktizi. Pro¢ by takové k¥izeni mélo jakkoliv smétovat ke stejnym soucttim rtiznych
hromadek? Tteba diky fitness funkci, ale. ..

Stejné jako v pfipadé stiidajicich se nul a jednicek, i tady mame vice riznych
nejlepsich FeSeni, které jdou ,,proti sobé*. Téch je alespon 7! a faktorial sedmi je
5040, k tomu obsahuje jesté vic lokalnich neoptiméalnich maxim, ze kterych se
neda jednoduse dostat. K¥izeni teda vypada, ze ndAm moc nepomuze.

A co mutace? Ta zas jen provede malou ndhodnou zménu. Ta nam sice obcas
miize prinést néco dobrého, ale samotna urcité nestaci, chce to né¢im doplnit.

My ji doplnime chytrou mutaci, to jest takovou, kterd vyuziva znalost fese-
ného problému. Ta si pro daného jedince spocité velikosti jednotlivych hromadek,

“vvr

madku.

Takova mutace uméle cili na ¢ast problému, kterd by méla pozitivné ovlivnit
fitness funkci. To méa vyhodu v tom, Ze se na zacatku algoritmu budeme efek-
tivné blizit k relativné dobrému feSeni. Bohuzel nevyhodou je, Ze mizeme lehce
uviznout v néjakém suboptimdalnim Feseni, ze kterého se pfehozenim jednoho
pfedmétu nedostaneme. Jak ale uvidime dale, nam tento operator bude stacit.

V celém feSeni pouzijeme pouze chytrou mutaci a normalni mutaci. K¥izeni
vibec pouzivat nebudeme. Populaci nepotfebujeme ptilis velkou, bude stacit
50 jedincti, protoze jedinci mezi sebou stejné neinteraguji. Na druhou stranu jich
bereme 50, abychom prochézeli vice ndhodnych zmén najednou a ne jen jednu.

Celé to nechame bézet velké mnozZstvi iteraci, tieba 10000, abychom urcité
zkonvergovali a pripadné méli dost casu se dostat z lokalnich minim. To celé
pustime opakované v nékolika bézich, abychom nékolikrat zacali s jinak nagene-
rovanymi jedinci.
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timalnimu feSeni obvykle dojdeme. V nejlepsich pripadech se tak stane radove
po stovkach iteraci, jindy fadové po tisicich iteraci a jindy k optimu viubec ne-
dojdeme. Zalezi na tom, jak se ndm zrovna nagenerovala vstupni data a kam
se vypocet nasméroval. Proto také nevsidzime jen na jeden vypocet a poustime
algoritmus opakované s rizné nagenerovanymi pocatky.

Toto feSeni je implementované ve vzorovém kédu.

Program (C++):

KSP http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-1-8.cpg

Karel Tesar

feSeni
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Druh4 série

28-2-1 Potopa ve mésté

Predstavme si, ze méstecko uz je zatopené a zadrzuje maximalni mozné
mnozstvi vody. Zaméfme se nyni na jedno konkrétni policko z a oznacme si
h vysku hladiny na tomto policku (méfeno od zemé). Pokud na toto policko
prilijeme néjakou vodu navic (feknéme do vysky h + 1), musi vSechna odtéct az
za okraj méstecka (jinak by se zadrzeny objem zvysil, a tedy ten ptivodni by
nemohl byt maximalni).

Aby mohla odtéct, musi odtéct nékudy, po néjaké cesté z x na okraj. Uva-
zujme libovolnou takovou cestu P — to je prosté souvisla posloupnost policek,
kterd zaCind v x a konéi na okraji mésta. Pokud na nékterém z poli¢ek P je bu-
dova vysky alesponi h + 1, vodu zadrzi a ta tudy odtéci nemuze. Tedy aby voda
ve vysce h 4+ 1 mohla odtéci po cesté P, musi maximum z vysek budov na P
byt nejvyse h. Tomuto maximu budeme fikat zddrinost cesty P (protoze udéava
maximalni vysku vody, kterou dana cesta zadrzi) a znacit jej z(P).

Aby mohla pfidand voda odtéct, musi tedy z = existovat alespoii jedna
cesta na okraj se zadrznosti nejvyse h. Zaroven ovSem nesmi existovat cesta se
zadrznosti mensi nez h, protoze pak by se na x neudrzela voda ve vySce h. Obé
tyto podminky lze shrnout tak, Ze minimum ze zadrznosti pfes vSechny cesty z x
na okraj musi byt rovno h.

To nam dava navod, jak h spocitat. Sta¢i najit z x na okraj cestu P s nejmen-
§i zadrznosti (té budeme Fikat nejpropustnéjsi cesta), pak h = z(P). To se dost
podoba problému hledani nejkratsi cesty — chceme najit cestu, kterd minimali-
zuje né€jakou vlastnost, jen namisto délky je to zadrznost. Pokud budeme hledat
cesty, mohlo by se ndm hodit divat se na mésto jako na graf (pro kazdé policko
jeden vrchol, sousedni policka spojena hranou). Navic pfiddme jeden virtudlni
vrchol o reprezentujici oblast za okrajem méstecka, ktery bude sousedit se vSemi
okrajovymi policky:
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Nyni miZeme prosté hledat nejpropustnéjsi cestu z = do o. Od hledani nej-
kratsi cesty se nas problém lisi dvéma vécmi:

® Ohodnocené jsou vrcholy namisto hran.

® Ohodnoceni celé cesty je maximem z ohodnoceni jednotlivych vrchold, nikoli
souctem.

>R

Zkusime podle toho piimoéafe upravit Dijkstriiv algoritmus:3* prosté v ném
séitani pfepiSeme na maximum a délku hrany na vysku budovy ve vrcholu. Vy-
sledek by mohl v pseudokédu vypadat takto (s je startovni vrchol, b(v) je vyska
budovy na poli¢ku reprezentovaném v a Z(v) je zadrznost nejpropustnéjsi zatim
nalezené cesty do v):

1. Z(*) :=00,Z(s) :=b(s)
Dokud nejsou vSechny vrcholy definitivni:
Vyber vrchol v s nejmensim Z(v)
Prohlas v za definitivni
Pro kazdého souseda w vrcholu v:
Pokud max(Z(v),b(w)) < Z(w) (nasli jsme propustnéjsi cestu do
w):
Z(w) := max(Z(v), b(w))
Chtéli bychom ukazat, ze takto upraveny algoritmus stdle funguje, tedy ze
na konci je D(v) délka nejpropustnéjsi cesty z s do v pro kazdé v. Zacatek algo-
ritmu (krok 1) a upravy D (takzvané relazace, kroky 5-7) jsou spravné z definice
zédrznosti. Co si musime rozmyslet, je, zda opravnéné prohlasujeme vrcholy za
definitivni. Ale zde je dilkaz Gplné stejny jako u klasického Dijkstry, takze si jej
prectéte v kuchafce a rozmyslete si, ze funguje i pro nasi variantu. S podob-
nou upravou Dijkstrova algoritmu jste se mohli setkat v tloze 27-2-3 Prujezd
jefabu,?® kde byly oproti nasi tloze prohozené minimum a maximum.

S Uk N

~

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/haldy-a-cesty
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-3

224


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/haldy-a-cesty
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-3

Vzorova feseni KSP — 2. série

Mohli bychom tedy z kazdého policka spustit modifikovaného Dijkstru a tak
urcit vysku hladiny na tomto policku jako zadrznost nejpropustnéjsi cesty do
0. Ale opakované spousténi je docela neefektivni. Namisto toho si vSimneme, Ze
zadrznost je symetricka, takze namisto hledani nejpropustnéjsi cesty z kazdého
vrcholu do o mtiZzeme hledat nejpropustnéjsi cestu z o do v8ech vrcholii. A na to
nam staci jednou spustit nas algoritmus s o jako startovnim vrcholem.

Kdyz takto pro kazdé policko x spocitame vysku vodni hladiny nad zemi
h(z), sta¢i od ni odecist vysku budovy na daném policku b(x) a dostaneme vysku
zadrzeného vodniho sloupce. Pokud by méla vyjit zdpornd (budova vyénivajici
nad zadrzenou hladinu), budeme ji povazovat za nulovou. JelikoZ policka maji
jednotkovou plochu, tato vyska se rovna i objemu vodniho sloupce na daném
policku. Tyto dil¢i objemy pak stac¢i posCitat pres vSechna policka a ziskame
hledany celkovy objem zadrzené vody.

Pokud mé mésto rozméry M x N, pak nas graf ma O(M N) vrcholti i hran, a
nase FeSeni tedy bude potfebovat ¢as O(M N log(M N)). Pamétova sloZitost bude
linearni. Graf nemusime explicitné sestrojovat: uvnitf¥ Dijkstry mtZzeme vrcho-
ly identifikovat dvojici (¢, j) a sousedy najdeme prostym pfic¢itanim/odecitAnim = fegeng
jednicky.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-1.d

Filip Stédronsks

28-2-2 Razeni knih

Uloha o posunuti knih pro vis nebyla slozitd a pocet doslych FeSeni to jen
dokazuje. Pojdme si nyni nékteré postupy vedouci k vyfeseni této tilohy rozebrat.
V textu budeme pouzivat nékteré pojmy (jako tieba spoleéné délitele nebo
zbytky po déleni), které si mtizete piipomenout v kuchaice o teorii ¢isel.>
KdyZz se na problém podivame informaticky, tak tkolem bylo posunout
vSechny zdznamy v poli doprava o K pozic s tim, ze co pretece napravo, to se ob-
jevi na zacatku. V tom nam pomuze, pokud vypocty soufadnic budeme brat jako
zbytky po déleni po¢tem prvka v poli. Posunuti o jedna doprava z posledniho
prvku tak povede zpatky na prvek s indexem nula: (N — 1) + 1 mod N = 0.
Pokud bychom posouvali zaznamy jen o jednu pozici doprava, umime to
jednoduse: Budeme si drzet proménnou minule pro hodnotu minulého policka.
V cyklu ptijdeme pfes vSechny pozice, vzdy si ji zapamatujeme do docasné pro-
ménné a prepiSeme hodnotou z proménné minule. Pak pfesuneme hodnotu z do-
¢asné proménné do proménné minule a pokracujeme dalsi pozici. Kdybychom to

56 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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provadéli od konce, bude nam dokonce stacit jen jedna pomocna proménna, ale
smér od zacatku pole se ndm bude hodit vic:

minule = pole[N-1]

for i in range(N):
docasna = polel[il
pole[i] = minule
minule = docasna

Co pokud je chceme piesouvat o vice pozic doprava? Nemuzeme si dovolit vi-
ce nez konstantné mnoho pomocnych proménnych, takze si nemtizeme ulozit cely
posouvany usek délky K. Mohli bychom sice provést posunuti o jedna doprava
K-krét, ale to by vedlo na ¢as O(NK), coz je moc.

Jako prvni si dovolime predpoklad, ze K < N (kdyby ne, miZzeme za K
vzit zbytek po déleni N a nic se nezméni). Prvek na indexu 0 m4 findlné prijit
na pozici K, prvek na indexu 1 se mé ocitnout na K + 1 a tak dale. A prvek
na indexu K patii na pozici 2K, tento prvek pak na pozici 3K a tak dale. Toho
vyuZzijeme.

Nebudeme posouvat souvislé bloky, ale budeme po poli rizné poskakovat
a zaridime, aby se prvky dostaly na své spravné pozice. Za¢neme na néjakém
indexu a jako pri posouvani o jedno policko vyse vyuzijeme pomocnych pro-
ménnych, jen preskoky budou dlouhé K a budeme pfi nich modulit (dovolime
si pfeskoéit z konce pole opét na jeho zacétek, jako kdyby pole bylo cyklické).
Navstivime tak postupné pozice 0, K mod N,2K mod N, ...

Zastavime se ve chvili, kdy dojdeme opét na startovni index — na ten do-
jdeme nejdéle po N krocich, protoze plati N - K mod N = 0. Vlastné na néj
dojdeme poprvé uz po poctu kroku, ktery odpovida nejmensimu spole¢nému né-
sobku N a K. Pokud si jako L oznac¢ime pocet kroki, kdy se poprvé vratime na
startovni index (a plati tak L - K mod N = 0), tak L - K bude pfesné nejmensi
spole¢ny nasobek K a N.

Vsechny prvky na pravé projitém cyklu jsme umistili na spravné pozice.
Nemuseli jsme ale takto umistit vSechny prvky, specialné kdyz N a K budou mit
néjakého spolecného délitele vétsiho nez 1.

Potfebovali bychom takto projit i v8echny ostatni cykly (a kazdy z nich
pravé jednou). Ale tady nardZime na problém: Jak si pamatovat cykly, které
jsme jiz prosli? Nemame dost paméti na to si je znacit. MiZeme si ale vSimnout
p€kné matematické vlastnosti.

Jakykoliv jiny cyklus bude stejné dlouhy (po stejné mnoha piic¢teni K se
vyrovnd s délkou pole opét na své vychozi pozici), cykly tak budou od sebe
jen o néco posunuté. Protoze pro nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény
nasobek plati vztah

nsd(K, N) = — 5N :i{(']z:%

nsn(K, N)

I
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tak vime, Ze pocet potfebnych opakovani cyklu k presunu vsech NV pozic je vlastné
nejvetsi spoleény délitel délky pole a K.

Staci nam tedy spustit cyklus postupné od vsech pozic mensich nez nejvétsi
spole¢ny délitel. VSimneme si, ze vSechny pozice v jednom cyklu maji po déleni
nsd(K, N) stejny zbytek, takze urcité zddné dva z vybranych pocéteénich bodu
nelezi na stejném cyklu a dohromady pokryvaji pravé vsech % - L = N pozic.

Nejveétsi spolecény délitel dokonce ani nemusime pocitat. Sta¢i nam jen drzet
si v jedné proménné pocet jiz presunutych prvkt a spoustét dalsi cykly tak
dlouho, dokud nedoséhne N. Pamétova slozitost je konstantni a ¢asové je O(N).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-2.py|

Jirka Setnicka
Ponékud magické Feseni
Mate radi kouzla? My také, a tak si jedno ukazeme. Rozmyslete si, proc¢
funguje.
def zrcadli(A, i, j):
for k in range((j-i) // 2):
ALi+k], A[j-1-k] = A[j-1-k], A[i+k]
def posun(A, n, k):
zrcadli(A, 0, n)
zrcadli(A, 0, k)
zrcadli(A, k, n)

Martin ,Medvéd“ Mares

28-2-3 Zpravy pro lupicée

l% Nejprve predvedeme velmi pomalé feseni, které urcéité funguje, nacez ukaze-
me, jak ho predpocitavanim riznych hodnot zrychlit. To mimochodem byva
dobréa strategie pro skoro vsechny CodExové tlohy, kde nevidite vstup: vystup
chytrych feseni muzete snadno srovnavat s vystupem toho prvniho hloupého a
sami objevit vétsinu chyb.

Nadale budeme ¢lanku textu fikat seno, znacit ho S a jeho délku s. Hleda-
nému slovu budeme fikat jehla J a jeji délku oznacime j. Celkovy pocet vyskyt
jehly v sené oznacime v.

Exponencialni FeSeni

Zacneme jednoduchym rekurzivnim feSenim: Nejprve se pokusime nalézt
vsechny vyskyty prvniho znaku jehly, pro kazdy z nich pak vSechny napravo lezici
vyskyty druhého znaku jehly, a tak déle. Pokazdé, kdyz najdeme j-té pismeno
jehly, vypiSeme pozice vSech nalezenych pismen.
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Pro jehlu abc. ..z a seno aabbcc. . .zz bude tento algoritmus mit exponen-
cialni ¢asovou slozitost — to by nevadilo, protoze i vyskyta jehly je exponencialné
mnoho (22%). Horsi ale je, Ze pro tutéz jehlu a seno aabbcc. . . yy stravime expo-
nencialni ¢as, nacez (spravné) vypiSeme, Ze v sené zadna jehla neni.
Preskakujeme slepé vétve

Abychom pochopili, pro¢ je piedchozi algoritmus pomaly, predstavime si
jeho strom rekurze: kofen odpovida startu algoritmu, jeho synové jsou jednotli-
vé vyskyty prvniho znaku jehly, jejich synové prislusné vyskyty druhého znaku,
atd. Pokud néjaka vétev stromu pokracuje az do j-té hladiny, skonéi vypsanim
vyskytu celé jehly. Jiné vétve ale mohou skoncit predéasné, takze nés stoji spous-
tu casu, aniz prispéji k vysledku.

Hodilo by se tedy prubézné kontrolovat, zda zatim nalezenou ¢ast jehly jde
rozsifit na aspon jeden vyskyt celé jehly — jinymy slovy zda v podstromu, do
kterého se pravé chystame zalézt, lezi aspon jeden list v hloubce j.

Ptijde to snadno: pro ¢ = 1,...,j pfedpocitdme r(i), coz bude nejpravéjsi
pozice v sené, za kterou jesté lezi alesponi jeden vyskyt znakt J[i...j|. Zjevné
r(j) je nejpravéjsi vyskyt znaku J[j], r(j — 1) nejpravéjsi z vyskytt znaku J[j —1]
lezicich nalevo od r(j), atd.

Kdykoliv pak v nasem rekurzivnim algoritmu hleddme znak J[i], zastavime
se na pozici 7(i): kterykoliv pfedchozi vyskyt J[i] ptijde rozsifit na celou jehlu,
kterykoliv nasledujici uréité nepujde.

Jaké ¢asové slozitosti jsme dosahli? Nejprve stravime ¢éas O(s) pfedvypoctem
vSech r (). Poté spustime rekurzi, ta vypise vSech v vyskytl a na cesté do kazdého
z nich projde nejvySe s znaki sena. Jelikoz strom rekurze uz neobsahuje zadné
slepé vétve, miZzeme celkovou slozitost omezit funkel O(sv).

Predpocitavame polohy

Kratka zkouska programatorské intuice: je pfedchozi feseni optimalni? To je
obecné tézka otazka, ale nékdy nam pomohou uvahy typu ,je potfeba aspor pre-
Cist cely vstup® nebo ,musime aspon vypsat cely vystup“. Pfecteni vstupu trva
Q(j+s), vypsani vystupu Q(jv) — vypisujeme v vyskyti a pro kazdy z nich j po-
zic znaki. SloZitost naseho Feseni je ale vétsi (aspoii pro s > j), tak pokrac¢ujme
v pfemysleni.

Brzy pfijdeme na to, ze dalsi pomalé misto je hledani vyskytt znakt v se-
né. Hezky je to vidét na jehle ab a sené a...ac...cb...b: postupné zkousime
vSechna a a pro kazdé z nich musime preskoc¢it vSechna c, nez se dobereme k prv-
nimu b.

Nabizi se predpocitat si pro kazdy znak seznam vsech jeho vyskyt v sené.
Tento seznam ale nemutzeme pouzivat cely, zajimaji nas vzdy jen vyskyty lezici
napravo od aktualni pozice v sené.

Sestrojime si proto pomocny graf. Kazdy vrchol bude odpovidat jednomu
vyskytu pismene jehly v sené. Z vrcholu povedou dvé hrany (bude-li kam): ze-
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lend hrana do nejblizs§iho dalsiho vyskytu téhoz znaku jehly, cervend hrana do
nejblizsiho dalsiho vyskytu nasledujiciho znaku jehly.

Tento graf snadno vytvorime pfi priichodu senem pozpatku, pfi¢emz si bu-
deme pro kazdy znak jehly udrzovat, kde jsme ho naposledy vidéli. A abychom
uméli rychle poznat, zda aktudlni znak sena lezi v jehle, pfedpocitame si ta-
bulku prekladajici znaky abecedy na pozice v jehle. Takto vytvorime cely graf
v ¢ase O(j + s). Navic mizeme do konstrukce grafu rovnou zabudovat ofezévani
neperspektivnich vétvi (rozmyslete si, jak).

N4&s algoritmus na hledani vsSech vyskytid pak naucime pamatovat si, ve kte-
rém vrcholu grafu se nachazi, a kdykoliv bude chtit vyjmenovat vSechny vyskyty
dalsiho znaku, pfejde jednou po ¢ervené hrané (tim najde prvni vyskyt) a pak
ptijde po zelenych hrandch, dokud to pijde (aby nasel ostatni vyskyty).

Casovou slozitost odvodime opét ze stromu rekurze: strom mé v listf, do
kazdého z nich vede z kofene cesta délky j a v kazdém jejim vrcholu stravime
konstantni mnozstvi ¢asu nalezenim znaku. Celkem tedy O(j + s + jv) véetné
predvypoctu, coz je jisté optimalni.

Program (C): FeSeni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3.d

Alternativni program (C) bez explicitni konstrukece grafu:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3-mj.d

Martin ,Medveéd“ Mares & Vojta Sejkora

28-2-4 Utsk z mdsta

Chceme pro vsechny zlo¢ince najit inikovou cestu z meésta, tedy cestu za
okraj mapy. Ctvercova sit nam zavani pfevodem na graf, byt si jesté budeme
muset rozmyslet, jak pfesné bude takovy pievod vypadat.

Hledéani cesty by nas pak mohlo svadét porozhlédnout se mezi algoritmy
pravé na hledani cest, ale zkusme si problém nejprve trochu preformulovat. Je
vibec mozné, aby v daném mésté (pii dané mapé) uprchli vSichni zlo¢inci?

Mame velké mnozstvi moznych cest a omezeni na to, kolik zlo¢incti muze
jednotlivymi ¢astmi cest probéhnout (kazdym polickem jeden). Zajim4 nds, jest-
li mtzeme vybrat takové cesty, aby unikli vSichni, resp. kolik zloc¢incti dokaze
uniknout. To uz zni mnohem vic jako toky.

Ano, dopustili jsme se na vas drobné osklivosti a zadali dvé kuchaikové
ulohy, u této jsme to ale v zadani nepfiznali. Vice informaci o tocich naleznete
v pifslugné kuchatce,®” tady se podivame, jak je uplatnit na nasi alohu.

Pojdme zacit s pfevodem ¢tvercové sité na graf. Nabizi se standardni postup,
kdy se z poli¢ek udélaji vrcholy a sousedni policka se spoji hranou (resp. dvojici

57 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky|
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orientovanych hran, protoze toky obvykle definujeme pro orientovany graf). Tyto
hrany pak mohou dostat jednotkovou kapacitu, takze je smi pouzit jen jeden
zlo¢inec. Z poli¢ek s budovami a na né zddné hrany nepovedou.

Timto trikem jsme ovSem omezili hrany, nikoliv vrcholy. O néco formalnéji,
vynucujeme hranové disjunktni cesty, ale ne vrcholové disjunktni. Muzeme si
tfeba predstavit, ze v ptivodni siti jeden zlo¢inec probéhne policko svisle, druhy
vodorovné. Jak z toho ven?

Kazdy vrchol si rozdélime na dva, jeden bude slouzit jako vstup, druhy jako
vystup, a tyto dva vrcholy spojime hranou s jednotkovou kapacitou. Ted uz plati,
ze kazdy vrchol bude pouzit nejvyse jednou. Musime si ale pohlidat, Ze hrany
spojujici jednotlivd pojicka povedeme mezi spravnymi ,,pilkami vrcholi“.

Reseni toho, %e mame vice poéatecnich i koncovych vrcholtl, je pfimodaré.
Pridame si umeély zdroj, ktery spojime hranou s jednotkovou kapacitou se vsemi
pobockami, a podobné pridame umély stok, ktery spojime se vSemi okrajovymi
policky.

Na takto upraveny graf pak pustime néjaky klasicky tokovy algoritmus, tie-
ba Forduv-Fulkersonuv z kuchaiky. Jestli bude velikost nalezeného toku rovna
poctu zloéincl, mohou vsichni uniknout (a naopak, pokud je tok mensi, vSichni
uprchnout nemohou).

Nasim ptvodnim tkolem ale bylo pfimo nalézt cestu pro kazdého zlocince.
To uz zvladneme jednoduse: z kazdé pobocky prohledame graf tak, ze se vydame
dal po hrané s jednotkovym tokem (ta z vlastnosti grafu musi byt jen jedna),
dokud se nedostaneme na okraj mapy.

Zbyva ndam zamyslet se uz jen nad slozitosti. O Fordové-Fulkersonové algo-
ritmu kuchaika slibuje, Zze m4 ¢asovou slozitost O(nm?), kde n je poéet vrcholi a
m je pocet hran. D4 se ale jednoduse ukazat, Ze pro jednotkové kapacity ma slo-
zitost O(nm). Oznacime-li pocet poli¢ek jako N, madme O(2N) = O(N) vrchold
a O(4N) = O(N) hran, tedy slozitost bude O(N?).

Rekonstrukci cest pak zvlddneme v ¢ase O(n + m) (jelikoz tok smi kazdy
vrchol pouzit maximalné jednou, mizeme ho i my pfi prohledavani navstivit
maximélné jednou, podobné s hranami), ¢ili O(N). Celkova asova slozitost je
tak O(N?). Pamétova slozitost je O(N).

Zminme jesté, ze maximalni tok lze hledat také pomoci Dinicova algoritmu,

3
ktery ma v naSem pfipadé ¢asovou slozitost O(NNz). Ostatni odhady ztistanou
stejné, celkova casova slozitost se tedy zlepsi, pamétova ztstane.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-4.4

Karolina ,,Karryanna“ BureSovd
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28-2-5 Hlidani véznice

Kdybychom pfifazovali jen denni smény, jednalo by se o iiplné obycejné hle-

B1! d4ni parovani v bipartitnim grafu: jednu partitu by tvofili bachafi, druhou
bloky véznice. Chtéli bychom najit perfektni parovani, tedy takové, jez sparuje
vsechny vrcholy. Jak bachait, tak blokd proto musi byt stejny pocet, fikejme
mu n.

V kucharce jsme ukazali, jak tento problém prevést na hledani maximalniho
toku ve vhodné siti: pfidali jsme zdroj, z né€j jsme dovedli hrany do vSech vrchola
partity bachait, a spotfebi¢, do kterého zase vedou hrany ze vSech vrcholid partity
smén. Vsem hranam jsme nastavili jednotkovou kapacitu.

V této uloze potfebujeme misto jednoho perfektniho parovani najit dveé
ruznd perfektni parovani, ktera nemaji spole¢né hrany. Vsimnéte si, Ze ve sjedno-
ceni téchto dvou parovani ma kazdy vrchol grafu stupeti pfesné 2. (Vsak to také
grafovi teoretici radi zobecnuji: k-faktor se fika podgrafu, ktery obsahuje vSechny
vrcholy ptivodniho grafu a vSechny maji stupenn piesné k. Perfektni parovani je
tedy 1-faktor, my hleddme 2-faktor.)

K nalezeni 2-faktoru poslouzi snadna tprava kuchatkového algoritmu: hra-
nam ze zdroje a do spotfebife nastavime kapacitu 2, ptivodnim hrandm grafu
ponechame kapacitu 1. Co se stalo? Kazdou hranu smime pouzit jenom jednou,
vrcholy v obou partitach az dvakrat. Takze hledame tok, jehoz velikost bude
presné 2n. Rozmyslete si, ze takovy tok existuje pravé tehdy, je-li v grafu 2-
faktor.

Sta¢i nam tedy spustit Forduv-Fulkersontuv algoritmus, aby nam nasel ma-
ximalni tok. Jak dlouho to potrva? Pokud mél puvodni graf 2n vrcholi a m
hran, nase sit md n’ = 2n + 2 vrcholdt a m’ = m + 2n hran. Jedna iterace
Fordova-Fulkersonova algoritmu pobézi v ¢ase O(m') a zvétsi tok alesponi o 1
(nezapometite, ze vSechno je celo¢iselné). Pocet iteraci proto nebude vétsi, nez
je velikost maximalniho toku, coz nepfesdhne 2n (omezeno napf. hranami kolem
zdroje). Celkem tedy algoritmus pobézi v ¢ase O(m'n’) = O(mn).

Zbyva nalezeny 2-faktor rozebrat na denni a no¢ni sluzby. Nejprve ho ro-
zebereme na komponenty souvislosti a v§imneme si, ze kazda komponenta musi
byt kruznice (souvislé grafy, jejichz vSechny vrcholy maji pravé 2 hrany, nemo-
hou vypadat jinak). Navic kruznice sudé délky, nebot se na ni pravidelné stiidaji
partity. Sta¢i tedy (feknéme) sudé hrany prohlasit za denni sluzby a liché za
no¢ni. To zajisté zvladneme v ¢ase O(m + n), takZze nam to slozitost nezhorsi.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-5.d

Martin Mares
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28-2-6 Cesta MHD

Hledame nejdelsi cestu v siti MHD, méfeno ¢asem stravenym ve vozidlech.
Vyfesime nejprve lehci verzi tlohy, tedy situaci, kdy si nemusime nechavat caso-
vou rezervu na prestup.

Format vstupu

Zadani nespecifikovalo, v jakém formatu dostaneme jizdni fad. Asi nejob-
vyklejsi zptisob ulozeni jizdnich fada je jako mnozina spoji. Kazdy spoj popisuje
jednu cestu vozidla na néjaké lince z kone¢né na konecnou. Tato cesta je zapsana
jako posloupnost dvojic (zastévka, ¢as), v pofadi, v jakém je vozidlo na své cesté
projede. Kazdé z téchto dvojic budeme fikat zastaveni daného spoje.

Zastavky nechf mame oéislované 0 az Z — 1. Casy budeme reprezentovat
jako pocet minut od pulnoci (tedy napf. ¢as 270 predstavuje 4:30), tak s nimi
miZeme pracovat jako s celymi ¢isly (napfiklad je snadno porovnévat a odéitat).
Spoje si oéislujeme 0 a7z S — 1. Celkovou velikost jizdniho Fadu (tedy celkovy
pocdet zastaveni pres vSechny spoje) si oznac¢ime N.

To si zaslouzi piiklad. PYedstavme si nasledujici sit:

7/’ \8\ /5/@
OmO
5

Sit je tvofena dvéma linkami, X (plné ¢ara, jezdi kazdych 20 minut) a'Y (¢ér-
kovana ¢ara, jezdi kazdych 30 minut). Zastédvky jsou pro prehlednost oznaceny
pismeny namisto &isel. Cisla na hranich znaéi jizdni dobu mezi zastavkami.

Cést jizdniho ¥adu této sité pro dobu mezi patou a Sestou hodinou (¢asy 300
a 360) by mohla vypadat takto (jeden fadek pfedstavuje jeden spoj):

A 300 B 305 C 310
A 320 B 325 C 330
A 340 B 345 C 350
C 300 B 305 A 310
C 320 B 325 A 330
C 340 B 345 A 350
A 300 D 307 B 315 E 320
A 330 D 337 B 345 E 350
E 300 B 305 D 313 A 320
E 330 B 335 D 343 A 350
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Vsimnéte si, Ze nés viibec nezajimé, ze doprava je organizovana do néjakych
linek. Linka je prosté jen spousta spoji jedoucich ve stejné ¢i podobné trase
v uréitém casovém odstupu. KaZzdy z nich je v naSem jizdnim faddu uveden zvlast,
véetné vyjmenovani vsech zastavek na trase.

Miize se zdat neefektivni pravidelnosti linek nevyuzit, ale casem uvidime, ze
optimalnimu algoritmu by stejné ptilis nepomohla. Navic ona ve skutecnosti zas
tak pravidelna neni. Tteba jizdni doby na dané lince se Casto rizni v zavislosti
na denni dobé, aby odpovidaly hustoté dopravy.

feSeni

Grafova reprezentace

Hledame cesty, to zavani néjakym grafem. Zkusme si tedy vytvorit graf popi-
sujici nasi sit, takovy, ze cesty v ném budou odpovidat korektnim cestdm MHD.
Urdité si nevystacime s jednoduchym grafem, ktery ma za vrcholy zastavky (jako
ten na obrazku v ptedchozi sekci). ProtoZe na jednu zastdvku miizeme béhem
naseho putovani pfijet vickrat, takova jizda by v nasem grafu netvorila cestu,
nybrz sled (mohou se opakovat vrcholy). Se sledy se obvykle Spatné pracuje,
zkusme to tedy jinak.

Vytvofime si takzvany stavovy prostor. To je graf, jehoz vrcholy popisuji
néjaky stav (situaci), ve kterém se miizeme nachazet, a hrany mezi nimi uréuji
dovolené zmény stavu. V naSem pfipadé budou stavy dvojice (z,t) popisujici
»jsem na zastavce z v Case t“.

Jak se takovy stav muze zménit? Pokud v ¢ase ¢ odjizdi ze z néjaky spoj,
jehoz nejblizsi dalsi zastavka je 2’ a ptijede na ni v Gase ¢/, pak urcité ze (z,t)
povede hrana do (2/,t). MZeme se timto spojem svézt a tim se ocitnout na
zastavee 2’ v Gase t/, tedy ve stavu (2, ).

Ale nemusime nastoupit do prvniho spoje, ktery jede, potfebujeme umét
reprezentovat i to, ze poCkame na néjaky dalsi. To by se dalo udélat napriklad
tak, ze vzdy ze (z,t) povede hrana do (z,t+1). Pak bychom ale u kazdé zastavky
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museli mit vrcholy pro vSechny mozné casy, coz by bylo netisporné. Misto toho
je vytvorime jen pro ty ¢asy, kdy v z néco zastavuje. A hrany pak povedou vzdy
e (z,t) do (z,t'), kde t’ je ¢as nejblizsiho dalsiho odjezdu/piijezdu po t.
Pro sit z prikladu vyse bude stavovy prostor vypadat takto:

350
345 -
340 4
335 -
330 4
325 -
320 4
315 -
310 4
305 -

300 4
A B C D E

Teckované hrany odpovidaji ¢ekani na zastavce, plné pfesuntim vozidly.

Hledani nejdelsi cesty

Pokud si ted cestovni hrany ohodnotime dobou jizdy a ¢ekaci hrany nulou,
bude délka kazdé cesty odpovidat Casu, ktery stravime ve vozidlech. Tedy nam
staci najit nejdelsi cestu a mame vyhrano. Hledani nejdelsi cesty v grafu je obecné
tézky (piesndji NP-uplny)®® problém. Ale miizeme si viimnout, 7e nas stavovy
prostor je acyklicky orientovany graf (DAG) — neobsahuje Zadné orientované
cykly. Tedy alespon pokud soucasti MHD nejsou stroje casu.

V DAGu umime nejdelsi cesty hledat snadno pomoci topologického uspora-
dani (pokud jste tento pojem nikdy neslySeli, nahlédnéte do nasi grafové kuchai-
ky).?® Budeme chtit kazdy vrchol u ohodnotit délkou D(u) nejdelsi cesty z néj
vychézejici. Snadno si rozmyslite, ze pokud S(u) je mnozina néasledniki u (tedy
vrchold, do kterych vede z u hrana), pak

D(u) = max dy, + D(v),
veES (u)

kde dy, je délka hrany uv. Pokud u nemd zadného naslednika, zfejmé D(u) = 0.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke—-problemy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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Pokud budeme vrcholy postupné ohodnocovat v obraceném topologickém
pofadi (od posledniho), budeme p¥i zpracovani u uz znét ohodnoceni vSech na-
sledniki, takZe staéi dosadit do vzorecku a mame D(u).

Budeme si navic pribézné udrzovat maximalni dosud nalezené D, to bude
na konci pravé délka nejdelsi cesty. Pokud bychom kromé délky chtéli vypsat i
celou nalezenou cestu, miizeme si navic ke kazdému vrcholu ukladat, pies kterého
néslednika nejdelsi cesta vede (pro které v nabyl maxima vyraz vyse). Podrobnéji
ve zdrojaku.

Vytvoreni grafu

UZ umime za pomoci stavového grafu tlohu vyfesit, ale jak jej vytvorit?
Budeme postupné nacitat vstup a dvojicim (z,t) pfitfazovat éisla vrcholt (jiz
pfifazend Cisla si pamatujeme ve slovniku, nové objevené dvojici ptrifadime dalsi
volné ¢islo v pofadi). Zaroveii si pro kazdy vrchol budeme postupné vytvaret
seznam jeho naslednikt a pro kazdou zastavku seznam vsech vrchold, které k ni
patii. Potom pro kazdou zastavku tento seznam setfidime a vytvorime céeka-
ci hrany (kazdému vrcholu pfiddme do seznamu jeho néslednikii nejblizsi dalsi
vrchol v seznamu pro danou zastavku). Podrobnéji opét ve zdrojaku.

Jaka bude asovd slozitost? Na tfidéni spotfebujeme éas O(N log N), kde
N je celkova velikost jizdniho fadu. Zbytek vytvareni grafu, topologické sefazeni
i nalezeni nejdelsi cesty zvladneme v linedrnim cCase, tedy celé feSeni stihneme
v O(N log N). Paméti spotifebujeme linedrné.
T&%81 varianta

V t€z81 variant€ si chceme na kazdy prestup nechat A minut rezervu. Tady je
nas dosavadni stavovy prostor neadekvatni. Protoze to, kam muzeme pokracovat
napft. z vrcholu (B, 305) zalezi na tom, kudy jsme do néj pfijeli. Pokud jsme pfijeli
z vrcholu (4, 300) spojem linky X, miizeme napiiklad pokracovat dal stejnym
spojem do vrcholu (C, 310). Ale pokud jsme ptijeli z (F, 300) linkou Y, do (C, 310)
se vydat nemizeme, protoze bychom museli v B pfestoupit s nulovou rezervou.

Namisto ptavodni hrubé informace ,jsem na zastavce z v ¢ase t“ se budeme
muset naudit rozliSovat mezi ,stojim na zastdvce z (venku) v Case t* a ,jsem
ve vozidle spoje s, které pravé zastavilo na z v case t“. Tedy stav bude popsan
trojici (z,t, s), kde s je ¢islo spoje nebo ,—* reprezentujici ,stojim venku*.

Zby§va spravné natahat hrany. Cekaci hrany povedou jen mezi ,,venkovnimi“
vrcholy, tedy ze (z,t,—) do (z,t',—), kde t’ je opét ¢as nejblizsiho dalsitho od-
jezdu/piijezdu. Zaroveni pfidame hrany popisujici ndstup do vozidla: pro vozidlo
spoje s odjizdéjici ze z v Case t pfiddme hranu (z,t, —) — (z,t,s). Jesté celkem
pi{mocaré budou hrany popisujici cestu ve vozidle: pokud spoj s jede ze z (odj.
t) do 2’ (pij. t'), pfiddme hranu (z,t,s) — (2/,t',s).

Hlavni trik spociva ve hranach popisujicich vystup z vozidla. Ty budou mit
tvar (z,t,8) — (z,t + A\, —). MiZeme si to pfedstavovat tak (formulace z FeSeni
Véclava Volhejna), ze kazdé vozidlo na zastavku piijede A minut po tom, co z ni
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odjede. P¥ipadné pokud je to na vas prili§ sci-fi, muZete si predstavit, Zze vam
A minut trva vystoupit z vozidla. Kazdopadné si snadno rozmyslite, ze touto
upravou zafidime dodrzeni ¢asu na prestup.

Maly kousek nového grafu ukazujici pfestupy v B okolo ¢asu 305 (pro A = 5):

(E;300,8)  (B,305.8) (D,313,8) (B,315,6)
’ ‘l‘ S Y
| N Ny |
(B.305.-). T 4B310-) |
T """ ;; """ (B,315,-)
| , 4
| 7
A300  y-" (€3100)
(B.305,0)

Teckované hrany jsou opét cekaci a plné jizdni, pribyly carkované nastupni
a vystupni. V tomto grafu uz se z (A, 300) dostaneme do (C,310), ale z (E, 300)
nikoli. V obou pfipadech si navic mizeme v B pockat do 315, pfestoupit na spoj
6 a pokracovat dal.

Graf sestrojime analogicky lehké verzi a zbytek algoritmu je stejny. Stejna
zustava i slozitost.

Na zavér jesté podotknéme, ze timtéz algoritmem byste mohli hledat nejen
nejdelsi cestu, nybrz i nejkratsi (jen v definici D vyménite maximum za mini-
mum), a to i mezi konkrétni dvojici vrcholti. Tim byste si vyrobili jednoduché
vyhledavatko spojeni typu IDOS.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-6.py|

Filip Stedronsky

28-2-7 Otevieni kuffiku

Uloha po nés chce spoéitat, kolik z ¢isel A, A +1,..., B ma ve svém dvoj-
kovém zépisu pravé k jednicek. Hledany pocet ozna¢ime py(A, B). Rovnou si
v8imneme, Ze tlohu sta¢i umét vyfesit pro A = 0, protoze plati py(A, B) =
pr(0, B) — pr(0, A — 1).

Jednodussi varianta: pomohou kombinaéni ¢isla

V lehé varianté tilohy méme spocitat pg(0,2™ — 1). VSimneme si, ze ¢isla

0,...,2™ — 1 jsou presné ta, kterda se ve dvojkové soustavé daji zapsat pomoci
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n Cislic (povolime-li nuly na zacétku éisla). Ptame se tedy, kolika zpiisoby lze
z n mist vybrat k, na nichz budou jednicky.

Kdo uz se nékdy potkal s kombinatorikou, vi, Ze tento pocet je roven kom-
binacnimu ¢islu ,n nad k*:

() ="y

Pokud se jesté s kombina¢nimi ¢&isly neznate, pfipadné pokud jste pro né videli
néjaky jiny vzorecek, zde je strucné vysvétleni: Predstavme si na chvili, Ze na
n pozic chceme misto k nerozlisitelnych jednic¢ek umistovat ¢isla 1 az k. Nejprve
umistime 1: to lze udélat n zptsoby. Pro 2 uz je volnych pouze n — 1 pozic, ...,
az pro k jich je n—k+1. To ndm celkem ddvd n-(n—1)-...-(n—k+1) moznosti.

Tentyz pocet ale musi vyjit, kdyz nejprve zvolime k-tici pozic, na kterém
chceme néco umistit (to lze udélat (Z) zpusoby), a poté budeme vybirat pouze
z nich: 1 miZzeme umistit na k pozic, 2 na k—1, ..., az pro k uz zbyva jen jedina
pozice. Proto musi platit (Z) ‘k-...-1=mn-...-(n =k +1), coz je ekvivalentni
s naSim vzorcem.

Dobré, vzorefek uz méame, tak ho pojdme pouzit v algoritmu: jak ditatele,
tak jmenovatele spoéitame v ¢ase O(k) a pak je v konstantnim ¢ase vydélime.
JenzZe ouha ...

Ptedchozi feSeni ma jeden hacek, nerkuli hak: citatel i jmenoval zlomku
mohou byt ohromna ¢isla, a to i v pfipadech, kdy findlni vysledek vyjde malicky:
rozmyslete si tfeba, co se stane pro k =n — 1.

Pomiize prehéazet poradi nasobeni a déleni a pocitat

<Z> —n/1-(n=1)/2-(n=2)/3-...-(n—k+1)/k.

Vsechny mezivysledky jsou pritom celoéiselné, protoze to jsou kombinacni ¢isla
(1), (5), atd. Navic je-li k < n/2, pak tyto mezivysledky postupné rostou, takze
nejsou nikdy vétsi nez findlni vysledek.

Pro k > n/2 pouzijeme véleénou lest: v§imneme si, Ze (Z) je totéz jako
(nT_L k) To proto, ze hledat k& mist pro jedni¢ky vyjde nastejno jako hledat n — k
mist pro nuly. Opét jsme dostali algoritmus se slozitosti O(k), tentokrat uz bez
aritmetiky s obfimi ¢isly.
Obecny pripad

Uvazujme nyni, jak spoéitat pi(0, B) pro obecné B. Ozna¢me h pozici nej-
vyssiho jednic¢kového bitu ¢isla B (pozice ¢islujeme zprava od nuly, takze tento
bit ma vdhu 2"). Nyni ¢isla od 0 do B rozdélime na dvé skupiny podle toho, jaky
bit maji na h-té pozici:
e Nulu tam maji &sla 0,...,2" — 1 a mezi nimi je piesné py(0,2" — 1) = (Z)

Cisel s pravé k jednickami.
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o Jednicku tam maji ¢isla 2", ..., B. Ta maji jednu jednicku jistou, takze potie-
bujeme na zbyvajicich h mist naskladat k — 1 jednicek, a to tak, aby zbytek
&isla nepiesdhl B — 2",

Proto musi platit:
h h
pr(0,B) = i + pr—1(0, B — 2").

To ndm davé hezky rekurzivni algoritmus, ktery se zastavi budto o pg(0, B) =1
(¢islo s 0 jedni¢kami je pravé jedno, a to 0), nebo o pr(0,0) =0, k > 0.

Rekurze ma hloubku k, pokazdé stravime ¢as O(k) pocitdnim kombina¢niho
¢isla a O(log B) hledanim pozice nejvyssi jednicky. Celkem tedy O(k-(k+log B)),
coz mizeme zjednodus$it na O(klog B), protoZze pro k > log B je vysledek evi-
dentné nulovy.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-slow.py|

Rychlejsi FeSeni

Rekurzivni vztah z pfedchoziho FeSeni mtizeme snadno rozepsat, uvédomime-
li si, ze B — 2" je ¢islo B bez nejvyssi jednicky. Vyjde nam

pi(0, B) = @1) + <kh_21> ot (h'“o“), (%)

kde h; je pozice i-té jednicky zleva v ¢éisle B. (Pokud by v B bylo méné nez k + 1
jedniéek, soucet zkratime.)

Hned je jasné, Ze vSechny jednicky mizeme najit jednim prichodem dvoj-
kovym zapisem ¢isla B v ¢ase O(log B). Pak staéi spo¢ist & kombina¢nich ¢isel,
kazdé v ¢ase O(k). Cely vypocet tedy potrva O(k? + log B).

I zde je stale prostor pro zlepSovani. Podle naseho vztahu pro kombina¢ni

¢isla totiz plati:
n—1\ (n\ n—k
(") -0
n—1\ (n\ k
(k—l)‘(k)'ﬁ'

Diky tomu miizeme v ¢ase O(k) spocitat (};1), zngj ,doskakat* do ( ha

k—1
(khf2), atd. Kazdy skok pfitom trva O(1) a snizi horni parametr kombina¢niho
¢isla o 1, takze vSechny skoky dohromady nemohou trvat vice nez O(hy) =
O(log B).

Algoritmus tedy stravi O(log B) hledanim jednicek, pak O(k) vypocltem
prvniho kombinacniho ¢&isla a O(log B) skdkéanim k tém dalsim. Jelikoz k < log B,
vSe se secte na O(log B).

),Znéj do
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Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-fast.py

Dezert na zavér hostiny: pfipady s malo jednickami

V ptipadech, kdy je kK mnohem mensi nez log B, existuje jesté rychlejsi, byt

o trochu $ilenéjsi algoritmus. Vratme se ke vztahu (*) z minulého feseni. Co
nas pro malé k pii jeho vypoc¢tu brzdi? Kombinac¢ni ¢isla to nejsou, ta hraveé
spoé¢itame v O(k?). Ale potiebujeme najit pozice viech jednicek v éisle B, coz
jsme zatim délali v ¢ase O(log B). Ukazeme, jak to provést rychleji.

Pozici h nejvyssi jednicky v ¢isle B budeme hledat ptlenim intervalu. Na
chvili predpokladejme, Ze vime, Ze ¢islo B mé nejvyse t bitt. Pozici h tedy mu-
Zeme hledat bindrné v intervalu (0,¢ — 1). Provadime O(logt) pokust, v kazdém
potiebujeme zjistit, zda nejvyssi jednicka lezi vlevo nebo vpravo od néjaké po-
zice i. To ovéfime v konstantnim &ase porovnanim B < 2°. Celkem hledanim
stravime ¢as O(logt).

Jenze ve skutecnosti t nezname. Tak ndm nezbyva, nez zkouset postupné t =
20 21 92 . a7 najdeme takové t, pro néz 2¢/2 < B < 2!. Pak spustime pileni
intervalu (t/2,¢ — 1). Nalezené t pfitom lezi nékde v intervalu (1/2 - log B, log B), reseni
takze jak hledani ¢, tak nasledné ptileni trvaji O(logt) = O(loglog B).
Tak jsme nasli nejvyssi jednicku, dalsi ziskdme jejim odstranénim a opakova-
nim postupu. Celkem tedy k-krat travime ¢as O(loglog B) hledanim jednicky a
k-krat O(k) vypoctem kombinaéniho é&isla, coz da dohromady O(k?+k-loglog B).
Nedosti na tom, nejvyssi jednicku lze najit i v konstantnim case a zis-
@@ kat tak algoritmus o slozitosti O(k?), naprosto nezavisly na B. Z4jemce
o detaily odkazeme na kapitolu o vypocetnich modelech v pruvodci Krajinou

grafovijch algoritmi.5°

Martin ,Medvéd“ Mares

28-2-8 Genetika vs. prochazeni krajiny

Bez zbytecného okecavani pojdme rovnou na feSeni tloh :)
Uloha 1

Uloha pfimo vybizela k aplikaci metody horolezeni & simulovaného #ihani.
Souradnice zakladen budou urcovat bod v krajiné a ndhodné zmény budeme
délat pomoci jejich ndhodného posunuti o kousek vedle.

Oba algoritmy mohly fungovat dobfe, ale pojdme se zamyslet, ktery z nich
je vhodnéjsi. Pro £ = 1 ma funkce jen jedno lokalni minimum, které je zaroven
globalnim. At tedy za¢neme kdekoliv, tak se do globalnitho maxima urcité dosta-
neme tak, Ze ,pljdeme porad z kopce®, tj. budeme pfijimat jen zmény k lepsSimu.

60 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Pro k£ = 3 a k = 5 jiz sice lokalnich minim mame vice, ale pofad ne az tak
moc a funkce je stale pékné hladka. Takze pokud pouzijeme metodu horolezeni,
tak fadové za desitky pokust natrefime na globalni minimum. (Aspofi mné to
stacilo :-P)

Simulované zihani samoziejmé bude fungovat taky. Akorat na zacatku, kdy
mame s velkou pravdépodobnosti povolené zmény k horsimu, nam to bude zpo-
malovat postup. Az ale teplota dost klesne, tak také sklouzne do nékterého mi-
nima.

Nyni k maximalni velikosti skoku. Tu na zacatku zvolime vétsi, tfeba 100,
aby se algoritmus mohl rychle rozbéhnout do spravné oblasti, a pak ji pomalu
snizujeme, abychom vice a vice konvergovali do jednoho mista. J4 jsem naprii-
klad kazdou desatou iteraci povolenou velikost skoku vynésobil 0,95 s tim, ze
jsem zakazal jit pod hodnotu 1076, Tim délame &im dal mensi skoky a hodnoty
postupné upfesiujeme. Za 10000 iteraci dost jist€ zkonvergujeme i pro k = 5.

Posledni, nad ¢im se zamyslime, je, jak budeme hledat okolni body zmény.
Urcité mizeme kazdou ze stanic ndhodné posunout v kazdé soutadnici. Urcité se
obcas stane, ze se takto posuneme do lepsiho feseni, a metoda horolezeni bude
fungovat.

Posunuti vSech zakladen je ale pfeci jen celkem velkd a ndhodnd zména.
Co kdyz jednu posuneme dobrym smérem a dalsi dvé spatnym? Pak vysledna
zména bude nevyhodna a musime tipovat znova. Nebylo by lepsi posouvat vzdy
jen jednu zakladnu? Ano, pro konvergenci je to urcité lepsi, protoze u jedné
zakladny mame vétsi Sanci, Ze se trefime do spravného sméru, nez kdyz hybeme
se vSemi najednou.

Tuto tlohu slo vyfesit posouvanim vzdy jen jedné zakladny. Na druhou
stranu bychom ale posouvani vice/vSech zékladen neméli zatracovat, protoze
témi se naopak muzeme dobre dostat z ,mrtvych bodu“. Napriklad kdyz nam
posunuti jen jedné zakladny nepomiize, zatimco spravné posunuti vice zakladen
pomoct miize.

Optimalni hodnoty feseni byly 43 315,3 pro k = 1, dale 19932,7 pro k =3 a
konecné 15889,0 pro k = 5, coz vétsiné z vas vyslo. Muzete také nahlédnout do
vzorového kédu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8a.cpg

Uloha 2

Tato tloha byla naro¢na. Vyzadovala velkou miru trpélivosti, snahy, gene-
rovani a zkousSeni novych napadi. Uz viibec pro samotné napsani spravné fitness
funkce byl potfeba dostatek soustfedénosti. Ta se dala napsat v O(n), ale my si
vystacime s jeji pfimocarou kvadratickou verzi (pro tento pocet obdélniku to zas
takové zdrzeni neni). A jak napovidd ucebni text, zkusime tlohu fesit pomoci
diferencialni evoluce.

240


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8a.cpp

Vzorova feseni KSP — 2. série

Pokud jsme pustili program s hodnotami ze Sablony, mohli jsme se za nékolik
béht dostat na reseni s celkovym prekryvem kolem 3 000 — 3 500. Diilezité ale bylo
zvednout pocet iteraci aspon do fadu jednotek tisicli, protoze feseni konvergovalo
celkem pomalu.

Ladénim parametri jsme FeSeni mohli vylepsit az fadové na 2200 — 2800,
pokud jsme byli trpélivi a nechali algoritmus bézet v hodné iteracich a hodné
bézich, tak jesté trochu vice.

To bylo ale v pfipadé, kdy jsme generovali ndhodnou pocatecni populaci,
tedy kdyZ jsme zacinali s naprosto ndhodné rozhdzenymi obdélniky. My ted na
moment opustime evoluci a zkusime na sebe obdélniky naskladat néjak ,hezceji“
algoritmicky. Tteba mtzeme obdélniky brat v ndhodném poradi a davat je za
sebe po tadcich, pricemz dalsi fadek za¢neme podle vysky nejvyssiho obdélnika
z Fadku predchoziho. Kdyz ndm dojde misto, tak za¢neme stavét druhou vrstvu.
To samé taky muzeme zkusit po sloupcich.

Predchozim zptisobem jsme mohli nagenerovat fadu riznych feseni s prekry-
vem zhruba 2300 — 4000. Pokud jsme navic obdélniky pfidavali v poradi podle
vysky dostali jsme se na feseni 1875. To je dokonce lepsi, nez jsme to dokazali
evoluc¢né!

Takovym zptsobem si muzeme nagenerovat fadu relativné péknych feseni,
kde kazdé ma obdélniky jinak rozmisténé. Tak co takovou sadu feseni zkusit
pouzit jako pocatecni populaci? Kdyz to zkusime, tak hned dostaneme feseni
0 hodnoté kolem 1200 — 1 300.

A co dal? Zkusime pokracovat v podobné myslence. Zjistili jsme, Ze kdyz
pouzijeme sadu relativné dobrych jedinci, tak tim ziskdme jesté lepsiho. Reseny
problém ma navic takovou povahu, ze ma velkou spoustu optiméalnich minim.
Moznosti, jak vedle sebe naskladat obdélniky, je zkratka hodné. Tak muzeme
v nékolika bézich vypéstovat ruzné vypadajici dobré jedince, ty pak vzit a pouzit
je jako novou pocateéni populaci. A to provadét stéle dokola.

Ale jesté k nim vzdy pfidame par ndhodnych, protoze ti ndm mutizou pfinést
néjakou nadhodnou uzite¢nou informaci. Dokonce i mizeme vzdy vzit jen jednoho
nejlepsiho a zbytek nahodny, to sice bude mit mensi variabilitu, ale préci to
znacné urychli. Podobnymi postupy se miZeme dostat na feSeni o hodnotéch
zhruba 600 — 800, opét zalezi, jak moc budeme trpélivi.

Nejlepsi feseni odevzdal Vasek Volhejn, ktery se dostal na prekryv 423, ¢imz
mu gratulujeme. Ten pouzil myslenku iterovaného opakovani evoluce s nejlepsimi
a novymi ndhodné generovanymi jedinci plus do feSeni pridal dalsi operator s na-
sledujici myslenkou. Pokud v feseni mame dva obdélniky, tak se muze vyplatit
tyto obdélniky vyménit (protoZe by oba mély byt na relativné dobrych pozicich).
Tento operator dava v tloze velmi dobry smysl a pomohl mu dostat se ze stavi,
kdy evoluce stagnovala na misté a neprichazela na nic nového.
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Teoretické optimum byl prekryv 26, kterého kviili velké rtiznosti obdélnikt
pravdépodobné neslo dosahnout. ReSeni v fadu nékolika stovek tedy uréité neni
zadna ostuda. Vzorovym kédem algoritmu je pouze jedno pusténi diferencidlni
evoluce a zalogovani nejlepsiho jedince. Iterovanad evoluce v kédu neni piimo
implementovana.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8b.cpd

Karel Tesar
KSP

feSeni

242


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8b.cpp

Vzorova feseni KSP — 3. série

TTeti série

28-3-1 Pyramida z helmic

Uvodem dnesnich Feseni se vam viem mu-
sime omluvit za naprosto neodpovidajici ohod-
noceni pyramidové tlohy (a to jesté vypada-
lo krasné, ze nejlehéi tloha vysla jako prvni!).
Pokud jste si tedy nad tlohou lamali hlavu a
nemohli na nic kloudného pfijit, mozna jste
jen projevili vic rozumu nez orgové, ktetri kdysi
uverili tomu, ze tloha je prece jednoduchoud-
ka.

Doufame, ze pristé bude bodové ohodno-
ceni 1épe vypovidat o obtiznosti tlohy, a hlav-
né ze jsme nikoho od FeSeni neodradili. Ale ted
uz honem na feSeni.

Snadno si mtizeme rozmyslet, ze pro N < 2 vzdy vyhraje druhy hrac. Naopak = fegent
dost komplikované miazeme dojit k tomu, ze pro N > 3 existuje vyhravajici

strategie pro prvniho hréce.

Nejprve tuto vyhravajici strategii popiSeme, a pak teprve dokazeme, Ze
opravdu funguje a soupef nem4 Sanci. Zavedme si ted par oznaceni, af se ndm
strategie popisuje snaz. Predné, lichym rddkem budeme myslet fadek obsahujici
lichy pocet helmic. Drahy stred pak bude prostfedni helmice na nejspodnéjsim
lichém tadku a levny stred prostiedni helmice na druhém lichém fadku odspodu.
Také si dovolme pouzivat pojem pyramida, prestoze tvar, ktery budou helmice

v pribéhu hry vytvaret, nebude vzdy pyramidu pfipominat.

@
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1. Hned v prvnim tahu shodime levny stfed. Tim jakoby vznikly dvé shodné

pyramidy, které se castecné prekryvaji.
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2. Potom budeme ,kopirovat® soupefovy tahy, dokud soupef nestréi do drahého
stfedu. Jinymi slovy, soupef strci do néjaké helmice v jedné z pyramid, my
stréime do stejné helmice ve druhé pyramidé.

3. Kdyz soupef stréi do drahého stfedu, zacneme hrat hladové. To znamena, ze
vzdy shodime tu helmici, kterd pravé obsahuje nejméné kaminki.

Dokazovani vezméme trochu na preskacku. Za¢néme tim, Ze opravdu muze-
me hrat podle druhého bodu. Pyramidy vzniklé po nasem prvnim tahu totiz maji
prinik (pfekryv) a nemusi byt jasné, Ze pokud soupef stréi do nééeho z tohoto
priniku, mizeme kopirovat.

Ten priinik ale neni velky: obsahuje drahy st¥ed a p¥ipadné (je-li N sudé) dvé
helmice pod nim. Drahy stied mame oSetfeny zvlast. Helmice nikdy neshodi hel-
mici stojici vedle ni, takze shodi-li soupef jednu, my shodime druhou. Kopirovat
tedy mtzeme vzdy.

To, ze kazdy tah kromé stréeni do drahého stfedu umime zkopirovat, je
dtlezité. Pravé proto to musi byt souper, kdo stréi do drahého stiedu, pripadné
ho shodi spolu s helmici pod nim.

Jak se kopirovaci ¢ast strategie projevi na poctu sebranych kaminka? Uréité
plati, Ze kdyz okopirujeme tah, sebereme maximalné tolik, kolik sebral souper.
Ve skutecnosti sebereme ostfe méné pravé tehdy, kdyz souper shodi néco z pri-
niku pyramid. V takovém piipadé€ ale urcité shodil drahy stfed. To dohromady
znamena, ze po konci kopirovaci strategie se rozdil nasich a soupefovych kaminkt
zvy$si alespon o hodnotu drahého stfedu.

Nesmime ale zapominat, Ze pfed kopirovaci ¢asti jsme sami sebrali levny
stfed. My ovSem ukazeme, ze soucet kaminkt v helmicich, které shodime shoze-
nim levného stfedu, je o jedna mensi nez hodnota drahého stfedu. Kdyz tohle
plati, mame po kopirovaci strategii alespon o jeden kaminek méné nez soupef.
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Indukci podle » budeme dokazovat obecnéjsi tvrzeni: Pocet kaminki ziska-
nych shozenim stfedni helmice v r-tém lichém fadku shora je o jedna mensi nez
pocet kaminki ve stfedni helmici na (r + 1)-nim lichém radku.

Pro r = 1 naSe tvrzeni evidentné plati (1 = 2 — 1). Indukéni krok sledujme
na obrazku. Pokud shodime stfed 3. lichého fadku, coz je ¢islo 6, spadne cely
y,diamant® a z indukce uz vime, ze jeho soucet je 19.

Shodime-li stfed o Fadek niz, tedy ¢islo 20, spadnou navic dvé diagonaly
vedouci od okraje ke stfedu 20. Sipky na obrazku ukazuji, Ze kazda z tdchto
diagonal se secte na 35, takze obé€ diagondly dohromady na 70, coZz je presné
stfed nasledujiciho lichého Fadku.

Ovsem ¢islo 20 lezi v obou diagonalach, takze jsme ho zapocitali dvakrat.
To je ale spravné: jednou reprezentuje samo sebe, podruhé soucet diamantu nad
diagonalami zvétseny o jednicku. Analogickéd tivaha funguje pro libovolné r.

Hura! Tim jsme ukézali, Ze po kopirovaci ¢asti bude mit soupef alesponi
o jeden kaminek vic. Pokud ale soupef shodi drahy stfed pfimo, pokracujeme
tieti ¢asti (hladovou). Ted musime ukdzat, Ze i z téhle Césti ziskdme nejvyse
tolik, kolik souper.

Méme pfed sebou dvé symetrické pyramidy (které uz mozna jako pyramidy
viibec nevypadaji) a chceme ziskat maximalné stejné, to by svidélo pravé k né-
jaké kopirovaci strategii. Jenze my zaciname a nemame ani tu nejmensi jistotu,
ze soupefl bude naSe tahy kopirovat. Co vic, nemame ani jistotu, Ze soupef bude
hrat posledni.

Budeme tedy muset na diikaz toho, Ze naSe strategie funguje, jit jinak. Drzte
si klobouky, pojedeme z kopce.

Nejprve si zavedeme dalsi oznaceni, tentokrat pro helmice, na kterych nelezi
zadnéd dalsi (takze jejich shozenim neshodime nic dalsiho). Tém budeme
fikat volné.

Vsimnéme si, ze mezi vSemi helmicemi s momentalné minimélni hodnotou je
alespon jedna volna. To plyne z toho, Ze smérem dol hodnoty helmic neklesaji.
Také si snadno rozmyslime, ze my bereme vzdy volnou helmici — alespon néjaka
z nich ma nejmensi hodnotu, takze se nam urcité nevyplati shazovat helmic vic.

Prifadme ted jednotlivym helmicim v jedné ze symetrickych pyramid ozna-
Ceni x; takova, ze x; < x;41. Kazdé x; se ve hie (resp. této hladové ¢asti hry)
vyskytuje dvakrat — na zacatku je jednou v prvni pyramidé, jednou ve druhé.

Helmice miizeme rozdélit na nase a na souperovy podle toho, kdo je shodil.
K tomu si zavedeme dalsi oznaceni, a to hlavni helmice. To bude pro kazdy tah
nejmensi z helmic, které hra¢ v daném tahu shodil. Pokud helmic shodil vice,
oznacime ty ostatni jako vedlejsi.

Snadno si vSimneme, Z%e vSechny naSe helmice jsou hlavni (jelikoz nikdy
neshodime vic nez jednu helmici naraz).
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Nyni bychom chtéli sparovat své helmice se souperovymi, a to tak, aby vzdy
nase helmice méla maximalné takovou hodnotu, jakou mé sparovana soupefova
helmice. Nékteré souperovy helmice mozné zlistanou nesparované, ale to nam
nijak nevadi. Kdyby se nam takové parovani podafilo najit, musi byt nas pocet
kaminkt maximalné stejny jako soupeftv.

Predstavme si, ze vzdy sparujeme nasi hlavni helmici s hlavni helmici, kterou
soupel vezme v pristim tahu. Pro takové parovani by nerovnost urcité platila.
Jenze se mize stat, ze v poslednim tahu hrajeme my, tedy zbyva jedna nesparo-
vana helmice, kterou uz neni s ¢im sparovat. Ukazeme ale, ze v takovém piipadé
muzeme helmice preparovat.

Oznaéme nesparovanou helmici jako X a jeji hodnotu jako x;. Nyni se podi-
vame na suffix z;, ...,z vSech hodnot, které byly ve hie. Existuji dv€ moznosti.

Zaprvé, existuje vedlejsi soupefova helmice s hodnotou z tohoto suffixu.
Jelikoz jsme zatim péarovali vzdy s hlavnimi helmicemi, je tato vedlejsi helmice
nesparovana, a navic ma urcité aspon stejnou hodnotu jako X. Tedy miizeme
X sparovat s touto vedlejsi helmici. Tim méame vse sparovano a nerovnosti plati.

Zadruhé, zadna takova vedlejsi helmice neexistuje. To znamend, Ze suffixu
odpovidaji pouze hodnoty hlavnich helmic. Zaroven ovSem suffixu odpovidaji
hodnoty sudého poc¢tu helmic, a jedna z téchto helmic je X. To znamené, zZe
alespon jedna hlavni helmice je sparovand s néjakou, jejiz hodnota je mensi nez x;.

Ozna¢me helmice v tomto paru jako A a B, necht A < B (tedy hodnota
A v suffixu nelezi, hodnota B ano). V dosavadnim parovani plati, Ze hodnota
nasi helmice je mensi nez soupefovy, tedy A je nase. Pfeparujme nyni X s B;
A se stane nesparovanou.

Jelikoz x; bylo v suffixu nejlevéji, je urc¢ité hodnota X neostie mensi nez
hodnota B, takze nerovnosti nam stale plati. Mtze se zdat, ze jsme si nepomohli,
opét mame jednu nesparovanou helmici. Jeji hodnota ale urcité lezi v fadé hodnot
o jedna vic nez vlevo, tedy opakovanim preparovani sparujeme vSechny helmice
v kone¢ném case.

Tady jesté zdiraznéme, ze pokud se dostaneme az do situace, kdy ma ne-
sparovanad helmice hodnotu z;, musi mit soupef nutné alespon jednu vedlejsi
helmici. V opa¢ném ptipadé by muselo existovat parovani vedouci pred suffix,
ale pfed z1 uz nic neni.

Vzdy tedy umime vytvorit parovani takové, Ze nasSe helmice ma maximal-
né stejnou hodnotu, jakou soupefova, tedy i z hladové ¢asti hry budeme mit
maximalné tolik, kolik ziska souper.

Tim jsme dokazali, Ze popsand strategie je skutecné vyhravajici. Ufff!
Karry Buresovd
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28-3-2 Liny pisaf

Oznacme si véty jako Fetézce A a B, bez jmy na obecnosti pfedpokladejme,
Ze |A| > |B|. Podivejme se nejprve, jakym zptsobem sestrojime fetézec S takovy,
aby obsahoval po odstranéni nékterych znaku kazdou vétu a také byl nejkratsi,
neboli aby tento fetézec byl nejkratsi spolecnou nadposloupnosti A, B. Jak ale
tento Fetézec bude vypadat?

Uréité se ndm vibec nevyplati mit délku |S| > |A| + |B], jelikoz bychom
museli p¥idat dalsi zbyte¢né znaky. Retézec dale miizeme zkratit tim, ze znaky
spole¢né obéma vétam zapiSeme do naseho fetézce S jen jednou.

Tyto spolecné znaky vsak viibec nemusi byt na stejnych pozicich u obou
fetézcu. Prikladem jsou fetézce

A = xAxBxCxDxE, B = k1mABCDKElm,

kde spole¢né znaky ABCDE tvofi nejdelsi spole¢nou podposloupnost (zkrécené
NSP). Znaky této NSP se ale v obou Fetézcich vyskytuji na riznych indexech:
v A na indexech [1,3,5,7,9] a v B na indexech [3,4,5,6,8]. My potfebujeme
zjistit jak samotnou NSP, tak indexy jejich znakt v obou fetézcich.

K vyfeSeni problému nalezeni NSP lze vyuzit dynamického programovani,
algoritmus je pfimo popsan v kuchaice. Tento algoritmus nas stoji O(|A| - |B|)
casu.

Jakmile mame indexy spole¢nych znakid z obou vét, mizeme sestrojit nas
pozadovany fetézec S. Mé&jme i-ty spoleény znak, a; a b; indexy tohoto spole¢ného
znaku v A a B. Potom postupné budeme zvySovat i od 1 po délku NSP a pfi
kazdé iteraci vypiSeme vSechny znaky z A, B mezi (i —1)-nim a i-tym spole¢nym
znakem a nakonec samotny i-tj znak. Tento algoritmus ndm zabere O(|A|+|B])
casu.

Celkové algoritmus zabere O(|A| - |B|) ¢asu. Dtivod je takovy, ze ndm pravé
nejvice casu potrva vyhledani NSP. Samotné vypsani fetézce trva jen linearne€,
coz nam asymptotickou slozitost nezméni.

Jiny pohled na tlohu

Na tuto tlohu existuje i feSeni zalozené na odlisné myslence, které nakonec
bude stejné efektivni. Pfedstavme si orientovany graf, jehoz vrcholy jsou repre-
zentovany usporadanou dvojici [a;, b;]. Tyto vrcholy si mizeme graficky znézor-
nit, Ze jsou polozené na miiZce o velikosti |A|, |B|, ve které soufadnice vrcholt
ur¢uji indexy jednotlivych Fetézct s tim, Ze vlevo nahofe méame vrchol S = [0, 0]
a vpravo dole je vrchol C = [a,—_1,b,—1]-

Pro kazdy vrchol dale bude platit, Zze z néj vede hrana doprava a dolt vzdy,
pokud neni posledni ve své soutfadnici, a déle si zavedeme zkratkové hrany, které
nam budou vést pfes diagonalu doli doprava. Tyto hrany budou vést z téch
vrcholi, které ndm oznacuji znak spolecny obéma fetézctim.
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Nyni, kdyz mame takovy graf postaveny, nalezneme nejkratsi cestu z vrcholu
[0, 0] do vrcholu [A, B]. Jakmile jsme jednu takovou cestu nasli, vydame se po ni
a zafidime se podle toho, kterym smérem se rozhodneme vydat z vrcholu [a;, b;]:

® Pokud je nasledujici vrchol cesty napravo od aktualniho, vypiSeme na vystup
znak a;.
® Pokud je nasledujici vrchol cesty smérem doli od aktudlniho, vypiseme znak b;.
® Pokud se nésledujici vrchol cesty nachazi smérem po diagonéle, je celkem jed-
no, ktery znak nechdme vypsat, protoze aktuadlni vrchol oznacuje spoleény
KSP znak.

Timto jsme vypsali na vystup hledanou nejkratsi spole¢nou nadposloupnost.
Samotné sestaveni grafu nam potrvd O(|A| - |B|), jelikoz tento graf ma pocet
vrchold stejny, jako je soucin délky obou fetézci A - B. Nejkratsi cestu potom
umime nalézt v linedrnim case jednoduchym prohledanim, takze nam to ¢asovou
sloZitost neporusi. Vysledny algoritmus méa timto stejnou asymptotickou slozitost
jako algoritmus popsany vyse.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.4

Program (C++):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.cpg

feSeni

Vaclav Koncicky a Karry Buresovd

28-3-3 Formulaf na zbroj

Nejprve si tlohu prevedeme na grafovou. Pro kazdy formuléf vytvorime je-
den vrchol. Rikejme, #e formuldf z (pfimo) zdwisi na formuléii y, pokud k zis-
kani x musime pfedlozit vyplnéné y. Pro kazdou takovouto dvojici vytvorfime
v grafu orientovanou hranu x — y. Nékteré formulafe jsou vydavany ,zadarmo®
(nemaji zavislosti). Odpovidajici vrcholy v grafu nemaji zddné vystupni hrany —
takovéto vrcholy obvykle nazyvame stoky.

Graf zavislosti muze vypadat tfeba takto:

G J

E I
A B K

F g

Stoky jsou v tomto pripadé vrcholy I, J, K. Dale fekneme, Ze néjaky for-
mulaf x neprimo zdvisi na y, pokud z x vede orientovana cesta do y. Takovy x
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nemuzeme ziskat, aniz bychom nékdy predtim ziskali y. Napiiklad F nepfimo
zavisi na K, a vskutku: bez K nedostaneme H, a tedy ani F.

Pokud néjaky formulaf lezi na orientovaném cyklu, nepfimo zavisi sim na
sobé. Takovy urcité nemizeme ziskat: napiiklad abychom ziskali E, potfebuje-
me C, ktery vyzaduje D, a ten zase E. Jinymi slovy abychom dostali E, museli
bychom nejdiiv mit E. To urcité nejde, protoze tfednici nevydéavaji formuléfe na
dluh.

Dalsim formuléfem, ktery ur¢ité nemtizeme ziskat, je A, protozZe zavisi na B,
ktery lezi na cyklu.

ReSeni prohledivanim do hloubky

Pro kazdy formulaf budeme chtit urcit jeho ohodnocent, které mize nabyvat

jedné ze tii nasledujicich hodnot:

¢ 0, pokud formulaf lze ziskat vyplnény zaporné
e 1, pokud formuléf lze ziskat vyplnény kladné

e X, pokud formulaf neni mozné ziskat

Ohodnoceni formuldfe = najdeme pomoci rekurzivni funkce OHODNOT(x).
Ta nejprve rekurzivnim zavolanim ziskd ohodnoceni vSech pfimych zavislosti z,
na jejich zdkladé urci ohodnoceni z, a to vrati. To vlastné neni nic jiného nez
prohledavani do hloubky.6?

Protoze funkce OHODNOT miuZe byt na tentyz formulaf zavoldna mnohokrat
a nechceme plytvat ¢asem opakovanim toho samého vypoctu, pouzijeme dyna-
mické programovani.f? Jiz spocitana ohodnoceni si budeme uklddat do pole H
indexovaného ¢&isly formuléia. Pokud je pfi zavolani OHODNOT(z) hodnota H|z]
jiz znama, prosté ji rovnou vratime a nepocitame znovu.

Kostra ohodnocovaci logiky je jednoduché: pokud nékterou ze zavislosti x
nejde ziskat (mé ohodnoceni X), ani 2 nemizeme ziskat, tedy vratime rovnéz X.
Pokud naopak jde ziskat vSechny, pak jde ziskat i = a jeho ohodnoceni vytvoiime
tak, Ze ohodnoceni zavislosti zkombinujeme pfedepsanou logickou funkci.

Ale to nestadi. Pokud graf obsahuje cykly, takovato implementace by skoncila
nekonecnou rekurzi. Potfebujeme umét néjak cykly detekovat a vrcholy na nich
oznacit jako neziskatelné.

To muizeme udélat napiiklad tak, Ze na za¢itku funkce OHODNOT(z) si
vrchol z oznadime jako rozpracovany (a na konci toto oznadeni zase zruSime).
Pokud potom nékdy pri prochazeni zavislosti narazime na rozpracovany vrchol,
vime, ze lezi na cyklu. Pro¢? Pokud narazime p¥i prohledavani na rozpracovany
vrchol z, znamen4 to, Ze funkce OHODNOT(x) aktudlné bézi (v néjakém vyssim
patfe rekurze). VSechny vrcholy, které navstivime, zatimco bézi OHODNOT(z),

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamikg
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patii mezi (nepfimé) zavislosti x. Takze pokud narazime na x, znamena to, ze
x zavisi na z.

Zavedeme si dvé pomocné hodnoty, které se mohou vyskytovat v poli H,
pokud ohodnoceni daného vrcholu jesté neznédme:

e 7 pokud jsme dané pole jesté nenavstivili
e R, pokud je vrchol pravé rozpracovany

Upraveny algoritmus bude vypadat nasledovné:
OHODNOT(z):

. Pokud H[z] = R:
Hlz] + X, vrat X.
. Pokud H[z] # ?: vrat H[z].
.H[z] <« R
. Oznac z; aZ z; vSechny zavislosti x.
.Proi=1azk:
h < OHODNOT(z;)
Pokud h = X:
H[z] + X, vrat X.
. Hlz) « f(Hlz],...,H|zx]), pficemz f je logickd funkce pfedepsand pro
formuldf x (AND, OR nebo XOR).
11. Vrat H|z].

ProtoZe chceme zjistit ohodnoceni vSech formulaiti, prosté funkci OHODNOT
zavolame postupné na vSechny vrcholy. Celkem budeme potfebovat linearni cas,
presnéji O(N + M), kde N je poéet formulaita a M je celkovy pocet zdvislosti.
To nahlédneme néasledovné. Vnitini ¢ast funkce OHODNOT provedeme pro kazdy
vrchol nejvyse jednou. Tim padem nejvyse jednou provedeme vnitini cyklus pres
vSechny hrany vychéazejici z daného vrcholu. Tudiz na kazdou hranu se podivame
maximélné jednou.

© 00 NS TA W N
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Jesté musime uvazit ¢as straveny na prvnich tfech fadcich funkce OHODNOT,
které mohou byt provedeny vickrat. Ale funkce OHODNOT je volana jen ze dvou
mist:

e 7 hlavni smycky, kde je volana jednou pro kazdy vrchol (celkem N Xx).
® Rekurzivné z jiného voldni OHODNOT, ale to se dé&je pravé v misté, kde pro-
chézime vystupni hrany. A uZ vime, Ze kazdou hranu navstivime maximélné
jednou, tedy téchto volani funkce OHODNOT je dohromady maximélné M.
Z tohoto odhadu je taky vidét, ze ted uz se nas algoritmus nemuze zacyklit.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-3-dfs.pyl

Filip Stédronsksyj
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28-3-4 Katapulty

Podivejme se prvné na leh¢i variantu. Nabizi se umistovat katapulty hladove,
tedy dat kazdy katapult co nejlevéji to ptjde.

Reknéme, Ze projdeme bitevni lajnu zleva a p¥i prochazeni si udrzujeme
mnozinu dosud neumisténych katapultl, které muzeme umistit na aktualni po-
licko.

Na kazdém policku pak priddme do mnoziny katapulty, které mizeme nové
umistit, a poté z téhle mnoziny vezmeme katapult, jehoz tsek kon¢i nejdfive.
Zkontrolujeme, ze prava hranice povoleného tseku je maximélné rovna aktudlni
pozici, a pokud ano, katapult umistime na toto policko. Pokud nahodou ne, za-
hlasime, Ze feseni neexistuje. Budeme-li mit zrovna prazdnou mnozinu, jednoduse
se posuneme na dalsi policko.

Snadno nahlédneme, Ze pokud nas algoritmus vyda feseni, bude toto feseni
korektni — kazdy katapult bude ve svém tseku a zaroven bude na kazdém policku
jen jeden.

Musime ale také ukazat, ze pokud naopak ohlasime neexistenci feseni, sku-
tecné zadné feSeni neexistuje. Kdyz jsme vyhlasili netispéch, mame néjaky kata-
pult P, ktery jsme nedokazali umistit. Na kazdém policku v tseku, kam smime
P umistit, uz se ale vyskytuje jiny katapult, jehoz tisek konéi nejpozdéji stejné,
tedy zadny z nich nemtzeme pfesunout doprava.

Jesté musime uvazit, jestli jsme néktery z téch katapultd nemohli umistit
vice vlevo. Podobnym argumentem ale ukazeme, ze ne — kdyz vezmeme nejveétsi
levou hranici téchto katapultd a podivame se na tisek mezi ni a zac¢atkem tseku
pro P, opét mame na kazdém poli¢ku katapult, ktery nemizeme ptresunout do-
prava.

Takto dojdeme az na zacatek lajny. Vlastné to znamena, Ze se snazime
umistit L 4+ 1 katapulti na L policek, a to evidentné jit nemize. N&$ algoritmus
tedy ohlasi netispéch, pouze kdyz reseni neexistuje.

Pripometime ted, Ze pocet katapulti oznacujeme K a délku lajny N.

Nejprve si vSechny katapulty sefadime podle levé hranice vzestupné. Tim
padem se muzeme postupné posouvat v poli katapultti a nalezeni katapulti,
které mame ptidat do mnoziny, trva linearné v jejich poctu, za cely algoritmus
tedy O(K). Samotné fazeni ndm zabere O(K log K).

K udrzovani katapulti, resp. k jejich pfidavani a nalezeni toho s minimal-
ni pravou hranici, ndm dobfe poslouzi halda. Tak bude kazda operace trvat
O(log K).

Nejprve tedy sefadime katapulty a pak projdeme celou bojovou lajnu. Tento
prichod nam trva O(N), na kazdém policku se ptdme na katapult s minimalni
soufadnici a mozné pridavame katapulty do mnoziny. Takovych pridani je ale do-
hromady O(K), takze celkova ¢asové slozitost algoritmu je O(N log K). Pfesnéji
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tedy (K log K + N log K), ale klidné pfedpoklddejme K < N. Pamétova slozitost
je linedrni v poctu katapultd, tedy O(K).

Pékné je si vSimnout, Ze policka, na kterych se nic nedéje, jsou nezajimava
a vlastné nas jen zdrzuji. Libilo by se ndm umét skakat jen po téch, kde se néco
déje. To ale umime zafidit — o kazdém katapultu vime, kde jeho tsek zacina
a kondi, takZe se miizeme bud posunout o jedno policko (mdme-li po umisténi
katapultu neprédzdnou mnozinu), nebo rovnou sko¢it na p¥isti udalost.

Udélosti si mtzeme udrzovat v haldé, na kazdém policku tedy jesté pridame
pfipadné zjisténi pristi udalosti. Jelikoz pro umisténi K katapultt pouzijeme
nejvy$ K policek, bude celkova slozitost O(K log K).

Ted t6z81 varianta, a pozor, pfijde trik :) VSimneme si, ze soufadnice kata-
pulti jsou nezavislé — bez ohledu na to, do kterého rfadku katapult umistime,
muzeme ho umistit do stejnych sloupcu.

Resenim tlohy tak neni nic jiného ne# dvoji spusténi lehéi varianty, jednou
pro fadky, jednou pro sloupce. A jelikoz dvojka je konstanta, Casova slozitost
zustava O(K log K).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.4

Program (C++):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.cpy

Karry Buresovd

28-3-5 Zavazi z fosen

Nejprve fosny ze zadani ohoblujeme aZ na strohou geometrickou realitu:
Dostali jsme n desek, kazdda ma danou sitku a vysku, vSechny maji jednotkovou
tloustku. Chceme vytvorit kvadr. Udélame to tak, Ze si vybereme podmnozinu
desek, polozime je na sebe a pripadné nékteré z nich o 90 ° otoc¢ime. Nakonec je
ofizneme na Sifku nejuzsi desky a vysku té nejnizsi. Chceme ptitom, aby vznikl
kvadr o nejvétsim mozném objemu.

Jak se zbavit otaceni

Uloha mé nepifjemné mnoho stupiitl volnosti: nejen, Ze si vybirdme, které
desky pouzijeme, ale pro kazdou jesté uréujeme natoceni. Pojdme se otdceni
zbavit. Dokazeme, ze pokud kazdou desku pfedem natodime ,nalezato®, tedy
tak, aby jeji Sifka byla vétsi nebo rovna vySce, o optimalni feseni neptijdeme.

Nejprve uvazujme situaci se dvéma deskami rozmért a x b a x X y (prvni
rozmér je Sitka, druhy vyska). Jisté mizeme predpokladat, ze a > ba z > y
(jinak desku oto¢ime) a navic b > y (prvni deska je ta vyssi). Aby vznikl kvadr
maximéalniho objemu, chceme desky posunout a otocit tak, aby se prekryvaly
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v co nejveétsi plose. Prekryv jisté nezmensime, priloZzime-li na sebe levé dolni
rohy obou desek.

Nyni rozlig§ime dva pfipady. V prvnim je z < a, ¢ili nizsi deska je i uzsi (levy
obrézek). Tehdy se desky prekryvaji celou plochou té mensi z nich, takZe se jisté
nevyplati kteroukoliv desku otacet.

Zbyva nadm piipad x > a. Pokud obé desky ponechame orientované stejné
(prostfedni obrazek), jejich spoleénd ¢ast bude mit obsah a - y. Paklize je viéi
sobé otoéime (pravy obrézek), vyjde obsah b - y. Prvni varianta je ovSem stejna
nebo lepsi, nebot a > b.

V obou pripadech plati, ze prekryvajici se ¢ast ma opét Sirku vétsi nebo
rovnou vysce, takze postup muzeme opakovat a o vSech pouzitych deskach do-
kazat, ze jsme je mohli nechat nalezato. Ve zbytku feSeni tedy budeme bezelstné
predpokladat, ze deskami neni mozné otacet.

Elementarni FeSeni

N4&s prvni pokus o algoritmus bude zaloZeny na jednoduchém pozorovani:
vysledny kvadr zdédi jak svou sitku, tak svou vysku od nékteré desky, kazdou
mozna od jiné. Staci tedy vyzkouSet n moznych $ifek, k nim n moznych vysek a
pokazdé probrat vsechny desky a pouzit ty, které jsou dostatecné siroké a vysoké.
To zvladneme v ¢ase O(n?) a ziskdme za to par bodu.

Mimochodem, FeSeni tohoto druhu by fungovalo, i kdybychom brali v itvahu
otaceni. Vysku i §ifku kvadru bychom vybirali ze vSech vysek i §ifek (celkem
4n? moznosti) a pii testovani, zda se deska vejde, bychom zkouseli ob& mozné
orientace.

Chyttejsi Feseni

V minulém feSeni pocitame stale dokola podobné véci, takze zkusime vypo-
Cet preusporadat, abychom se tomu vyhnuli.

Nadale budeme zkouset vsech n moznych sifek. Pro kazdou sitku w vybere-
me vSechny dostatecné siroké desky. Budeme je prochézet od nejvyssi k nejnizsi
a prubézné prepocitavat aktualni kvadr. Pro nejvyssi desku samotnou méa kvadr
sitku w, vysku této desky a tloustku 1. Kdyz priddme dalsi, nizs$i desku, $itka zi-
stane, vyska klesne a tloustka vzroste o 1. Tak pokracujeme a pokazdé spoc¢itame
objem aktudalniho kvadru a zapocitdme ho do pribézného maxima.
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Toto vie se d4 stihnout v ase O(n?): na pocatku vypoctu setiidime viechny
desky podle vysky. Pak zkousime (v libovolném pofadi) vSech n moznych sifek,
pro kazdou z nich probirame desky v setfidéném potadi, preskakujeme ty prilis
uzké a pro ostatni v konstantnim case prepocitavame objem kvadru.

Autor priznava, ze stale véfi v existenci rychlejsiho feSeni, ale postupné si
vSechna takova vyvratil. Kdybyste o néjakém védéli, dejte ndm prosim védét.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-5.4

Martin ,Medved“ Mares

28-3-6 Pocitani prezivsich

Aby feSeni mohlo existovat, graf musi byt souvisly. To budeme nadéle pied-
pokladat. Nejprve vyfreSime jednodus$si variantu, kdy graf pratelstvi je stromem.
Hledanému pfedpisu, kdo komu mé helmici pfedat, budeme fikat pldn pro dany
strom. Ten si lze pfedstavit prosté jako posloupnost vrcholi, kde dva sousedni
jsou vzdy vzdalené ve stromé nejvyse tfi hrany.

Strom si zakofenime a pouzijeme obvykly trik na stromové tlohy. Nejprve
rekurzivné najdeme plan pro kazdy podstrom kotfene a pak tyto plany néjak
napojime, abychom z nich poskladali plan pro cely strom. Pfedpokladejme pro
zacne helmice putovat od kofene.

To znamend, Ze kdyz helmice opousti prvni podstrom, musime ji predat
rovnou kofeni druhého podstromu (pfes kofen celého stromu to nejde, tam uz
byla):

Teckované ¢ary znaci rekurzivné spoctené plany pro jednotlivé podstromy,
¢arkované jejich napojeni. Aby predani mezi podstromy bylo korektni, musi plan
pro kazdy podstrom konéit v prvnim patie tohoto podstromu (hned pod jeho
kofenem). Kdyby konéil hloubéji, pfedéni bude p¥es vic nez tfi hrany.

Abychom mohli nase feSeni pouzit rekurzivné, musi tedy i vysledny plan
pro cely strom konéit v prvnim patie. Ale plan nastinény v obrazku vyse ziejmé
kon¢i v patfe druhém. ..
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Lec neni tfeba propadat panice. V§imneme si, ze kdybychom z korene poslali
helmici do vrcholu, ktery je aktudlné posledni, a cely prichod prichod podstromy
obrétili (diky neorientovanosti hran miizeme), skoné¢ime v kyZeném prvnim patie:

Méme tedy algoritmus, ktery nalezne plan pro dany strom zacinajici v kofeni
a koncici v prvnim patfe: Rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu nalezneme plan
pro prvni podstrom kofene a obratime v ném pofadi vrcholi (jako prvni helmici
obdrzi néjaky vrchol v prvnim patie tohoto podstromu, jako posledni jeho kofen).
Za tento pfevraceny plan pripojime rovnéz prevracené plany pro druhy, ... az
posledni podstrom. Helmice tedy skonéi v kofeni posledniho podstromu, tedy
v prvnim patfe celého stromu, coz pfesné potiebujeme.

Pro zjednoduseni implementace nemusime plany ani dodateéné obracet. Sta-
¢i rekurzivnimu volani navic predat jeden parametr, zda ma generovat normalni
(z kofene do prvniho patra), nebo obraceny (z prvniho patra do kofene) plan.
Diky tomu si nemusime plany ukladat, nybrz mtizeme vrcholy rovnou vypisovat.

Snadno si rozmyslite, ze sousedni vrcholy plinu jsou vzdalené maximalné
tfi hrany. Zbyva jesté vytesit okrajové podminky rekurze. Zastavime se na jed-
novrcholovém stromé (tvofeném listem ptivodniho stromu), pro ktery je planem
prosté jednoprvkova posloupnost obsahujici tento vrchol.

Cely algoritmus v pseudokédu:

NAJDIPLAN(u, obrat):

Pokud obrat = 0: vypis$ u.

Pro vSechny v syny u:
NAJDIPLAN(v, 1 — obrat)

Pokud obrat = 1: vypi$ u.

Ll

Rozmyslete si, Ze opravdu odpovida vyse po-
psanému. Vysledny plan mtze vypadat tfeba takto:

Zakrouzkované jsou ty vrcholy, ve kterych hleddme obraceny plan. To jsou
praveé vrcholy v lichych patrech.
Obecné grafy

Zobecnit feSeni na vSechny grafy uz je jednoduché. Z libovolného grafu mu-
Zeme udélat strom tak, Ze najdeme jeho kostru (napf. prohledanim do hloubky) a
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na ni spustime vyse popsany algoritmus. Protoze pro kazdy strom existuje feSeni,
hrany mimo kostru jsou pfebyte¢né a mizeme je ignorovat.

Navic hledani kostry a konstrukci planu nemusime provadét oddélené, nybrz
je muzeme spojit do jednoho DFS prichodu grafem. Podrobnéji ve vzorovém
programu.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-6-dfs.pyl

Filip Stédronsksy

28-3-7 Legie v lese

Les je obdélnik o hrané L, v némz lezi S bodovych stromti. Horni stranou
do obdélniku vstoupi kruhova legie o priuméru D a chce vylézt spodni stranou.
Nesmi pritom narazit na zadny strom, ani na levou ¢i pravou stranu obdélniku.
Stied legie tedy musi stale udrzovat vzdalenost alesponi D/2 od vSech stromi i
od bo¢nich stran lesa.

Prekazky a ploty

Navigac¢ni problémy tohoto druhu se fesi snaz, pokud se lesem misto kruhové
formace pohybuje jeding bod. Ulohu proto trochu pieformulujeme: kazdy strom
yhafoukneme“ na kruh o poloméru D/2 a boéni strany lesa roztdhneme smérem
dovnitf na obdélniky Siroké rovnéz D/2. Aby se vSechny prekazky vesly do lesa,
roztahneme les nahote i dole o D/2.

Legii naopak smrskneme do jediného bodu. Ten mtze stat pravé na téch
mistech, ktera nelezi v zddném kruhu ani obdélniku.

Dostaneme tedy néjaké prekazky ve tvaru kruhti a obdélnikd a ptame se,
zda bod muze projit shora dolt a vyhnout se vSem prekazkam.
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Na predchozim obrazku to mozné neni, protoze v ném existuje plot — po-
sloupnost na sebe navazujicich prekazek, ktera spojuje levy okraj s pravym. Kaz-
da trasa shora doli musi plot alesponi na jednom misté protnout, takze trasa
narazi na alespon jednu pfekazku.

Dokonce plati, ze kdykoliv nejde projit shora dolt, existuje néjaky plot, ktery
tomu brani. Vskutku: mnozina boda, do kterych se da shora dojit, tvoii néjakou
uzavienou oblast. Hranice této oblasti se sklada z ¢asti horni, levé a pravé strany
lesa a néjakych casti prekazek. Predstavme si, Ze hranici této oblasti obchazime
od levého horniho rohu lesa proti sméru hodinovych ruciéek. Mezi poslednim
odchodem z levé strany a nasledujicim pifichodem na tu pravou jsme museli projit
pres na sebe navazujici ¢asti prekazek. To ovSem znamena, ze tyto prekazky tvori
plot.

Giganticky graf

Potfebujeme tedy vymyslet, jak hledat plot. Pomtuzeme si grafem: jeho vr-
choly budou reprezentovat stromy, navic priddme vrchol ¢ pro levou stranu lesa
a p pro pravou. Hranou spojime kazdé dva vrcholy, jejichz vzdédlenost v roviné
je mensi nez D. To nastane pravé tehdy, kdyz se piislusné prekazky protinaji.
Plot pak odpovida cesté z vrcholu ¢ do vrcholu p v tomto grafu. Pro priklad
z predchoziho obrazku vypada graf nasledovné:

"

Staci tedy zjistit, zda £ a p lezi v téze komponenté souvislosti. To muzeme
otestovat tfeba prohledavanim do sitky. Jistou nevyhodou ovSem je, Ze nas graf
miize mit az O(S?) hran (rozmyslete si, jak by takovy les vypadal). Bude tedy
lepsi nedrzet si cely graf v paméti a vytvaret ho podle potieby za béhu.

Budeme si udrzovat frontu stromi, které mame zpracovat. Na pocatku do
ni vlozime stromy dosazitelné z ¢, ¢ili ty, jejichz x-ova soufadnice je mensi nez D.
Pak postupné odebirame stromy z fronty. Pro kazdy strom najdeme vSechny jeho
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sousedy, tedy stromy ve vzdalenosti mensi nez D, a pokud jsme je jesté nevidéli,
pridame je do fronty. Skonc¢ime, pokud se fronta vyprazdni, nebo pokud objevime
strom s x-ovou soufadnici vétsi nez L — D.

To je v8echno. Snadné, ze? Ale pomalé... Navstivime aZz S vrchold a pro
kazdy z nich prochazime S potencialnich sousedii. Jednoho souseda nastésti stih-
neme zpracovat v konstantnim ¢ase (misto vzdalenosti porovnavame jejich druhé
mocniny, abychom nemuseli odmoctiovat), takze cely vypodet trva O(S?).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-quad.d

Pomohou policka?

Existuje fada technik, kterymi se d& hleddni sousednich stromi urychlit.
Mizeme napiiklad rozdélit les na policka velikosti D x D a pro kazdé policko
si predpocitat, jaké stromy v ném lezi. Sousedé daného stromu se pak nachazeji
bud ve stejném policku, nebo v nékterém z osmi okolnich.

Tento trik mize pro nékteré kombinace L a D vyrazné pomoci. Limity v za-
déani dlohy bohuzel ptipoustély i pripady, kdy je D fadové stejné jako L. Tehdy
je policek konstantni pocet, takze okolni policka obsahuji podstatnou ¢ast vsech
stromfl. Skoda, tudy cesta nevede.

Znovu zametani

Neni ndhoda, ze jsme k této sérii pribalili geometrickou kuchaiku, v niz se
ukazuje princip zametani roviny. Hodi se i pro tuto tlohu.

Les budeme zametat zleva doprava svislou pfimkou. Budeme si pii tom
pamatovat, které stromy jsme uz potkali. Pokazdé, kdyz zametaci pfimka narazi
na novy strom, najdeme jeho sousedy mezi pfedchozimi stromy a natdhneme do
nich hrany. Hledani si urychlime dvéma triky:

e Nem4 smysl zkouset stromy, které se v y-ové souradnici lisi od nového stromu
o vice nez D.

® Pokud se dva stromy vyskytly v témze fadku, stac¢i uvazovat pravy z nich.
Ten levy je budto moc daleko, nebo uz lezi v téze komponents jako pravy,
takZze stadl hranu pfivést do pravého. (Nezapomeiite, Ze soufadnice stromu
jsou celociselné, a proto je moznych fadka maélo.)

Potidime si tedy pole indexované ¢islem fadku (0. .. L—1). V ném si budeme
pro kazdy radek pamatovat, jaky nejpravejsi strom jsme tam vidéli. Objevi-li se
novy strom v y-tém radku, staci se podivat na nejpravéjsi stromy v fadcich y — D
az y + D a pro kazdy z nich zkontrolovat, jak je daleko.

Sousedy jednoho vrcholu tedy projdeme v ¢ase O(D). Cely algoritmus nejpr-
ve stravi ¢as O(Slog S) setfidénim vSech stromi a O(L) inicializaci pomocného
pole. Poté prochézi S stromt a nad kazdym z nich strévi ¢as O(D). Tim vytvori
graf o nejvyse O(SD) hranach, ktery pak prohledd do sitky v ¢ase O(SD).

Celkova casova slozitost je tedy O(SlogS + L + SD).

258


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-quad.c

63

64
65

Vzorova feseni KSP — 3. série

Implementaéni (in)triky

N4&s ukazkovy program se drzi pfedchoziho napadu, ale pro jednoduchost se
v nékterych detailech odchyluje.

Predevsim si misto t¥idéni stromil podle soufadnic vytvori matici L x L,
kterda o jednotlivych bodech lesa fika, zda tam lezi strom. Zametani lesa pak
prosté prochazi tuto matici po sloupcich a hledd jednicky. Misto O(S log S) tedy
potfebuje éas O(L?). To pro limity ze zadani je spise lepsi.

Také misto toho, abychom graf udrzovali v paméti a pak ho cely prohledali,
udrzujeme komponenty souvislosti pribézné v datové strukture Union-Find. Pro
kazdou z O(SD) hran tedy voldme Union, ktery trvd O(log S). Kdybychom byli
pilngjsi, pouzili jsme rychlejsi Union-Find se slozitosti O(log* $)% nebo O(a(9)),
ktery je popsany v kuchafce o minimalnich kostrach.54

I s jednoduchym Union-Findem m4 n4$ program slozitost O(L2+SDlog S),
coz je pro slibené velikosti vstupu naprosto postacujici.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-grid.d

Divotvorny diagram

Zbyva hrstka pochybnosti, zda by tlohu slo Fesit efektivnéji, zejména v pii-
padé, kdy by nam nikdo neslibil celociselné soutadnice. Pochybnosti samoziejmé
nejsou na misté, zname feeni v éase O(Slog S) s pouzitim jednoho milého kra-
lika z kouzelnického klobouku vypocetnich geometrti. Jen je to trochu pracnéjsi,
takze vse pouze nacrtneme. Detaily miizete najit v geometrické kapitole medveédi
knizky.6°

Necht S je mnozina stromii v roviné. Pro kazdy strom s € S definujeme

jeho oblast R4 jako mnozinu vSech bodu roviny, pro néz je s nejblizsi strom
(respektive jeden z nejblizsich stromi, pokud jich je vic).

Podivejme se na néjaké dva stromy x a y. VSechny body roviny, které maji
k z blize nez k y, tvoii polorovinu (hrani¢ni pfimkou této poloroviny je osa tisecky
zy). Proto musi kazda oblast R, byt priinikem kone¢né mnoha polorovin. Oblasti
tedy maji tvar konvexnich mnohothelniki, pfipadné na jedné strané otevienych
do nekonecna.

Vyzkousime si to na tomto lese:

Funkce log* x ¥ikd, kolikrat musime ¢islo x opakované zlogaritmovat, neZ se po-
prvé dostaneme pod 1. Roste tedy velice pomalu. Funkci a(z) zde definovat
nebudeme, ale prozradime, Ze roste jesté mnohem pomaleji.
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom.pdf]
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\/\’.

Diagram pro néj vyjde nasledovné. (Plné i ¢drkované ¢ary jsou hranice ob-

feSeni lasti, brzy uvidime, v éem se li§i. Obrazek jsme ofizli okrajem lesa.)

Rozkladu roviny na tyto oblasti se ¥ikd Voroného diagram (zkoumal ho za-
Gatkem 20. stoleti rusky matematik Georgij Voronoj). Je dobré védét, Ze je to
rovinny graf (az na neomezené stény, ale to je detail), tudiz pro S stromd mé
O(S) vrcholti a O(S) hran. Také se hodi znat algoritmus pro jeho konstrukei v ¢a-
se O(Slog S), jako obvykle mazanym zametenim roviny — detaily viz medvédi
knizka.

Na chvili zapomenme, ze les mé néjaké okraje. Pak plati, ze mize-li lesem
projit kruhova legie, pak jim muze projit po hranadch Voroného diagramu. Neni
divu: kazda hrana diagramu je osa tsecky mezi dvéma stromy (nebo jeji ¢ast),
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takze jdeme-li po hrané, dodrzujeme maximéalni moznou vzdalenost od této dvo-
jice strom.

Stacilo by tedy sestrojit diagram, pro kazdou hranu spocitat vzdélenost
stromil, které tato hrana oddéluje, a pokud je to méné nez D, hranu smazat (na
obrazku jsou tyto hrany ¢arkované). Tim by vznikl néjaky linedrné velky graf,
ktery bychom vzépéti prohledali do sitky. To dava hezké feseni v case O(S log S).

Jenze ted si na okraje zase musime vzpomenout. Co to zptisobi? Cast di-
agramu skonéi za okrajem, takze ji odfizneme. Naopak mame povoleno chodit
podél okraje (v uctivé vzdalenosti D/2). Proto se podivame na konce hran, které
se zarazily o okraj, a zkusime je propojit. Kazda po sobé jdouci dvojice takovych
hran ohranicuje spole¢nou sténu diagramu, uvniti niz lezi néjaky strom. Pokud
je tento strom vzdaleny od okraje aspont D, miizeme mezi hranami projit podél
okraje. To znézornime dal$sim typem hran (na obrézku teckované). Bude jich
nejvyse O(S) a spocitdme je také v case O(S).

Shrneme-li tyto tvahy (a doplnime spoustu detaild, o které jsme vas osidili),
ziskdme algoritmus Fesici tlohu v ¢ase O(Slog S) bez jakychkoliv pozadavki na
rozsah soufadnic a celo¢iselnost.

Martin ,Medvéd“ Mares

28-3-8 Inteligence hejna

Meéli jsme za tkol hledat co nejkratsi kruznici, kterd prochazi vsemi mésty
Ceské republiky, piicemz text serialu napovidal, Ze by se mohl pouzit mra-
vend algoritmus. Tim to také zkusime, ale nebude to tGplné jednoduché. Ulohu
budeme Fesit jen pro vsechna mésta. Pro jejich mensi ¢ast by feseni bylo obdobné.
Cést z vas se spletla a namisto kruznice hledala cestu. To ale nebyl velky
problém. Myslenka v nasledujicich feSenich je v zasadé stejna, jen se na konci
musime vratit do pocatecniho vrcholu.
Zakladni mravenéi algoritmus

Prvni problém, na ktery mizeme narazit, je, Zze vypocet trva hrozné dlouho.
Prichod jednoho mravence pfes vSechna mésta mize zabrat az vtefinu. To nas
motivuje pouzit malo mravenci, protoze chceme algoritmus nechat bézet vice
iteraci a dozvédét se aspon néjaky vysledek.

Abychom usSet¥ili aspori trochu ¢asu, predpocitdme si matici vzdélenosti
mést, abychom je nemuseli pocitat stale dokola.

Dalsi problém mtize nastat s hodnotami vhodnosti hran b;; a intenzitou
feromont f;;. V textu seridlu se doporucuje dat b;; = 1/d;;, kde d;j je délka
hrany, a k f;; pfi¢itat hodnoty 1/L, kde L je délka nalezené cesty.

V praxi je dobré se snazit obé€ tyto hodnoty drzet fadove stejné a pii tom
respektovat pouzivané datové typy. Pri spuSténi algoritmu muZeme zjistit, Ze
vzdélenosti mést se pohybuji v rozmezi [501;485 824], zatimco délky okruznich
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jizd dosahuji fadu 10000000. Pokud tedy pouzijeme b;; = 1000/d;; a k fi;
budeme pfi¢itat 107 /L dostaneme se vzdy zhruba do fadu jednotek.

Takto upravenym zakladnim algoritmem spolu s parametry a =2, 5 =2 a
vaporizaci p = 0,5 jsem za nékolik desitek iteraci a zhruba s jednotkami mravenci
dosahl feseni 23 495 526.

Vicekrat jsem to nespoustél a ladit parametry se mi nechtélo, protoze to
bézelo dost pomalu.

Hladovy algoritmus

Ted chvili zapomeneme na mravence a zkusime tlohu vyftesit hladove. Za-
¢neme v ndhodném mésté a vzdy se presuneme do nejblizsiho nenavstiveného
mésta. Takto pokracujeme az dokud vsechny neprojdeme. Kvalita feseni se mu-
ze lisit v zavislosti na vybéru pocatecéniho mésta. Tak se také vyplati algoritmus
spustit vicekrat.

Vasek Volhejn vyzkousel pro hladovy algoritmus vSechny mozné zacatky a
jako nejlepsi Feseni mu vyslo 20 763 908.

Hladovi mravenci

A co takhle oba postupy zkombinovat? Nabizi se naptiklad vzit nékolik
hladovych TeSeni a vzit je jako pocatecni populaci. Vypocet je ale stale pomaly
a je jen malda Sance, Ze tak hladové feseni prekoname. Hlavné bychom si museli
trochu déle pockat.

Co udélame my, je, Zze znovu pouzijeme mravenci algoritmus, ale omezime
mnozstvi mést, ze kterych budeme vybirat naslednika. Jelikoz se pohybujeme
v rovingé, tak se nam takika nikdy nevyplati jit moc daleko. Dalsi mésto mizeme
tedy vybirat napriklad z nejblizsich K, kde K bude rozumné malé. Tieba 10.

Tim se algoritmus dost zrychli. Uz si mtzeme dovolit pouzit vice mravenct.
Pouzijeme jich aspon 100 az 1000, aby v jedné iteraci zvladli oznacit rozumné
mnozstvi hran feromony a dalsi iterace tak mély vétsi variabilitu.

Pokud takové feSeni s parametry o = 2, 8 = 2, p = 0.5 a pro 1 000 mravenci
nechdme bézet 500 iteraci (nékolik hodin), dostaneme se na feSeni o hodnoté
20550678, coz neni o moc lepsi nez hladovy algoritmus, ale aspon néco. Tento
algoritmus muzete vidét ve zdrojovém kdédu.

Ja pak jesté experimentoval s tim, Ze feromony zanechava jen W nejlepsich
mravencu z jedné iterace, ale dostal jsem se tak jen na viceméné stejné dobry
vysledek.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-8.cpg

Dalsi moZné postupy

Evoluéni a jim podobné algoritmy jsou vétSinou navrzené obecné, aby se
jimi dala fesit Sirsi skdla problému. Proto nevyuzivaji charakteristiky zadného
konkrétniho z nich. Na jednu stranu je vyhoda, ze se daji prakticky vzdy néjakym
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zpusobem pouzit. Na druhou stranu ale maji nevyhodu v tom, Ze jsou malokdy
nejlepsi. Kdyz se totiz zaméfime na konkrétni problém a navrhneme algoritmus
pfimo vhodny pro néj, tak obvykle dosdhneme vyssiho tspéchu.

Kromé toho existuji jesté heuristiky, které se snazi vylepsovat néjaké jiz
existujici feSeni. Pro takové heuristiky se hodi jako pocatecni feSeni zvolit bud
vysledek néjakého hladového algoritmu nebo pravé vysledek nékterého z evoluc-
nich algoritmi.

Pro nas problém se daji pouzit napiiklad nasledujici heuristiky:
® Prohodime 2 hrany. Pokud se feseni zlepsi, nechame je tak, jinak je vratime

zpatky. (Diky této heuristice se postupné zbavujeme i kiiZeni hran.)
e Prohodime 3 hrany. PakliZe uz nefunguje prohazovani dvou hran, muzeme zacit
prohazovat 3, coz nam dava dalsi moznosti.
® Piehazeni K po sobé jdoucich mést. Také mize pomoci.
U vsSech téchto heuristik nové feSeni pfijmeme pouze pokud nam heuristika

pomohla. Tyto heuristiky uvaddime jen pro priklad. Ty nijak nesouvisi s evoluc-
nimi algoritmy. Pomoci nich se Feseni dalo vylepsit az na 18 000 000.

Karel Tesar
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Ctvrté série

28-4-1 Sledovani telefonu

Pokryti hovory budeme fikat libovolnému seznamu hovord, ktery pri posci-
tani pfes spoje odpovida vstupnim datim. Minimdlni pokryti pak bude takové,
které mezi viemi pokrytimi ma minimalni pocet hovorti. Uloha po nés chce najit
libovolné minimalni pokryti. Pro zjednoduseni uvazujme, Ze pfed prvnim a za
poslednim domem je imaginarni spoj, pfes ktery neprobéhl zadny hovor.

Podivejme se ted na libovolné pokryti, a vezméme néjaky dim. Z néj ve-
de doleva [ a doprava p hovorti. Pokud [ = p, timto domem mtizou vSechny
hovory jenom prochéazet. Pokud ale | < p, pak doprava vede vice hovori, tedy
zde alesponi p — [ musi zaéinat (vést od tohoto domu nékam doprava). Naopak,
pokud ! > p, pak zde alespon | — p hovord musi koncit.

Na chvilku si pfedstavme, Ze pocty hovortu pfes spoj jsou nadmoiské vysky.
Pokud za¢neme vlevo v nule, pijdeme stejné metru do kopce jako z kopce, protoze
na konci zase skonc¢ime v nule. Z toho vidime, ze zacatkl je stejné jako konci.
Navic, budeme-li zleva doprava prubézné pocitat pocet zacatkt a koncti, pocet
zacatkt bude v kazdou chvili alespon tak velky jako pocet konci.

V libovolném pokryti musi kazdy hovor nékde zacinat. Poscitame-li tedy
nutné zacatky, dostaneme odhad na minimalni pocet hovoriu H. Pokud by se ndm
podaftilo sestrojit pokryti, které je slozeno z H hovort, vime, Ze je miniméalni.

Nyni si ukdzeme algoritmus, ktery pravé takové pokryti sestroji. Pijdeme
pfes domy zleva doprava, a kazdy zacatek si poznamename jako nevyreSeny.
Jakmile narazime na néjaky konec, pridélime ho libovolnému z nevyfesenych
zacatku.

Pokud za ,libovolny“ prohlasime ten prvni, mizeme nevyfesené zacatky
udrzovat ve fronté, ale stejné dobfe bude fungovat tfeba zasobnik. Jak uz jsme si
v8imli, nevyresenych zacatkt bude vzdy dostatek a na konci vyfesime vsechny.
Tim jsme sestrojili pokryti pravé H hovory, tedy to musi byt minimalni pokryti.

Reseni projde pies N domt, a k tomu H-krat vlozi éislo na zésobnik. Casova
slozitost tedy bude O(N + H), stejné tak pamétova.

Neéktefi z vas si v tuto chvili Tekli, Ze to je nejlepsi mozné, protoze O(N)
nadm sebere ¢teni vstupu, a O(H) vypisovani vystupu. V tom ptipadé jste si ale
Spatné zvolili format vystupu, ktery byl na vés :)

My si jako forméat vystupu zvolime seznam trojic (4, B,z). Kazda fika, ze
z A do B bylo provedeno x hovorti. Soucet viech x bude H, ale ukdZeme, Ze nami
vygenerované pokryti lze popsat pomoci nejvyse 2N trojic.

Nevytesené zacatky si budeme ukladat do fronty, ale misto toho, abychom
si do ni vklddali kazdy zvlast, ulozime si tam dvojice (A, a) vyjadiujici, ze z A
mame jesté a nevytfesenych zacatki.
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Jak potom postupujeme, kdyz nalezneme vrchol Z, kde kon¢i néjaké hovory?
V kazdém takovém vrcholu je [—p = z konci, které je potfeba propojit se zacatky.
Tyto zacatky poskladame z toho, co najdeme na zac¢atku fronty.

Podivame se na prvni (4,a) ve fronté. Pokud a < z, vSechny nevyfeSené
zaCatky z A spojime s Z, vypiSeme (A, Z,a) a odstranime z fronty (A,a). Na-
vic snizime z o a. Toto opakujeme, dokud neodstranime vsechny zacatky, které
dokazeme vytesit celé.

A7 posledni zacatek, kdy a > z, nedokdZeme vyfFeSit natolik, abychom ho
mohli vyhodit z fronty. V tu chvili a ve fronté snizime o z, a naposledy vypiseme
(A, Z, z). Tim jsme vyfesili vSechny konce v domé Z.

Vsimnéte si, Ze Casteénych snizeni ve fronté bude nejvyse tolik, kolik je
vrcholu s konci, tedy nejvyse N. Zaroven, odstranit z fronty konkrétni dim lze
jen jednou, a do fronty jsme vlozili kazdy dim nejvyse jednou. Dohromady tedy
vypiseme nejvyse 2N Fadki. A protoze jsme si tim zaroven omezili velikost fronty
na N, takto upraveny algoritmus uz mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(N).
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-1.py| feSeni

Ondra Hlavaty

28-4-2 Podepisovani dokumentu

Na zacatek zvolme jednoduchy pfistup. Vybereme si dvojici a dame ji do-
kumenty. Potom se podivame na to, jak dlouho by podepisovani trvalo. Takto to
zkusime pro kazdou spolusedici dvojici a vybereme z nich tu nejlepsi.

A jak zjistovat celkovou dobu podepisovani dokumentu pro danou startovni
dvojici? Nejjednodussi je krokovat po minuté. Rychlejsi pfistup rovnou skace na
ty minuty, kdy se néjaky clovék dokonci sviij podpis.

Méjme tedy dvé cisla (kazdé pro jednu sadu dokumentit). Tato ¢isla nam
udévaji, ve které minuté pfibude dalsi podpis pod danou sadu dokumenti. Po-
kazdé vybereme mensi z téchto cast, v takovém case se sada posune k dalsimu
¢lovéku. Dokument tedy posleme dalsimu ¢lovéku a ¢as pristiho podpisu aktua-
lizujeme (pfi¢teme dobu podepisovani timto ¢lovékem). Toto opakujeme, dokud
se nepodepisi vsichni.

Jeden pribéh dokumentu jsme schopni zpracovat v linearnim case a musime
vyzkouset N dvojic. Dostdvame tedy ¢asovou slozitost O(N?).

Zrychlujeme

Pojdme se podivat na rychlejsi feSeni. Budeme vyuzivat jiz spoéitané pfi-
pady, ¢imz si uSet¥ime jejich opétovné pocitani (této technice se ¥ika dynamické
programovani).56

66 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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Nejprve si, stejné jako v predchozim ptipadé, vybereme libovolnou dvojici
a pro ni si algoritmem z predchozi ¢asti spocitame celkovou dobu podepisovani.
Navic si ale zapamatujeme, kde dokumenty skon¢i a kdy ptibyl posledni podpis
pod prvni sadu a druhou sadu.

Nyni si predstavme, ze bychom dokumenty dali o jednu pozici vedle tak, ze
prvni ¢lovék, co podepisoval druhou sadu, bude nyni prvni, ktery bude podepi-
sovat prvni sadu. Ukazeme si, Ze tato situace se v ur¢itém smyslu pfilis nelisi od
té predchozi, kterou jiz mame spoctenou.

Podivejme se na skupinu lidi, kterd podepiSe druhou sadu. Tato skupina
oproti predchozimu feseni pfisla o svého prvniho ¢lena, ktery nyni podepise prv-
ni sadu. Budeme-li tedy vychézet z predchozich vysledki, staci od ¢asu posled-
niho podpisu pod druhou sadou odecist dobu, kterou tento prvni ¢len stravil
podepisovanim.

To ale nemusi byt jedind zména. Do skupiny lidi podepisujicich druhou sadu
miuze nékolik lidi ptribyt. To se mize stat tim, Ze druha sada se nyni k posled-
nimu ¢lovéku dostane diiv a tedy se muze stihnout predat jesté nasledujicim
lidem v kruhu. Zkousime tedy postupné takové lidi pfesouvat do nasi skupiny
a prislusné upravovat casy.

Kdy se zastavit? Vsimnéte si, ze timto presouvanim se cas podepisovani
druhé sady zvySuje, zatimco u prvni sady se snizuje. Rozdil téchto Casi se tedy
bude postupné snizovat dokud ¢as podepisovani druhé sady nebude vétsi nez cas
podepisovani té prvni, poté se bude tento rozdil jen zvysovat. Staci se tedy zasta-
vit v okamziku, kdy doba podepisovani druhé sady prekro¢i dobu podepisovani
prvni sady.

Rozmyslete si, Ze jedno ze dvou poslednich ¥eSeni (tj. to prvni, kdy doba
podepisovani druhé sady je vétsi nez doba podepisovani prvni sady, nebo to po-
sledni, kdy tomu tak jesté neni) je nejrychlejsi feSeni, a popisuje tedy i skute¢nou
dobu, kterou by dokumenty kolovaly, pokud bychom je rozdali zvolené startovni
dvojici.

Takto budeme postupné zkouset vSechny startovni dvojice. Staci z nich pak
vybrat to celkové nejrychlejsi a to nam fika, které dvojici mame dokumenty dat.

V celém feseni vlastné postupné posouvame misto, kde dokumenty rozdame
a misto kde se sady dokumenti opét stietnou. Vsimnéte si, ze misto stfetnuti
nikdy nepfekro¢i misto rozdani dokumenti. A jelikoz zkousime kazdé vychozi
misto jen jednou, tak misto stfetnuti udéld nanejvys jeden okruh. Cas travime
pouze pii posouvani nékterych z téchto mist (a hled4ni pro prvni dvojici, které
zvlddneme linedrné) a téchto posunt je linearng, celkovd ¢asové slozitost tedy
bude O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-2.py|

Janka Bdtoryova & Dominik Smrz
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28-4-3 Razeni Zivotnich hodnot

l% Ukolem v této tloze bylo sefadit Zivotni hodnoty reprezentované ¢isly tak,
aby zapadly do zadanych relaci ,mensi nez*“ a ,vétsi nez“. Diky tomu, zZe
¢iselné hodnoty byly rizné, nebyla tloha pfilis slozita na vyfeseni a mnoho z vas
se s ni Gspésné popralo.

Pokud je mezi tfemi pozicemi relace a > b < ¢, vime, Ze na pozici b ne-
muzeme umistit nejveétsi ¢islo ze vstupu, protoze potiebujeme alespon dvé vétsi
¢isla pro umisténi na pozice a a c. Naopak pro pozice a a ¢ zddné takové omezeni
nemame a je nam dokonce jedno, v jakém vztahu budou ¢isla na téchto dvou
mistech — staci, ze obé budou vétsi, nez ¢islo na b.

Po zvoleni ¢isla na pozici b se ndm dokonce na tomto misté rozpadnou zbylé
nerovnosti na levou a pravou ¢ast, které miazeme fesit samostatné — nevadi nam,
pokud budou v8echna ¢isla v levé poloviné mensi, nez v pravé (nebo naopak vétsi,
¢i néjak promichand). Zkusme z toho vymyslet algoritmus.

Mohli bychom vzdy nalézt néjakou pozici, kterd neni ni¢im zdola omezen4,
na tuto pozici umistit nejmensi zatim nepouzité ¢islo ze vstupu a tento postup
opakovat pro vzniklou levou a pravou ¢ast. Tim dostaneme rozmisténi ¢isel, které
respektuje vsechny nerovnosti.

Abychom nemuseli pokazdé hledat, ktera pozice je zrovna zdola neomezen4,
miizeme si pozice zkusit ocislovat v poradi, v jakém budou pifichézet za sebou.
Nejlevéjsi pozici prifadime ¢islo 0 a kazdé dalsi pak ¢islo o jedna vétsi (pokud zde
byla relace <), nebo o jedna mensi (pokud zde byla relace >), nez méla pozice
pfedchozi. Naptiklad pokud na vstupu dostaneme relace < > > < >, ocislovani
bude: 0, 1, 0, —1, 0, —1.

Toto ocislovani méa jednu dulezitou vlastnost: kdykoli néjaka relace predepi-
suje, ze Cislo na i-té pozici ma byt vétsi nez na j-té, bude ocislovani i vétsi nez
ocislovani j. To pfimo plyne z toho, jak ocislovani vytvarime, ale mozna lépe je
to vidét na nésledujicim obrazku:

VSechny relace jsou orientované ,vétsim koncem nahoru“. Kdykoli néjaka
relace predepisuje nerovnost dvou pozic, ta vétsi bude v obrazku vys, neboli bude
mit vétsi ocislovani.

Kdyz si pak pozice sefadime podle tohoto ocislovani od nejmensiho, tak
vime, ze kazdé pozici, ktera pfijde na fadu, mizeme dat nejmensi zatim nepouzité
¢islo ze vstupu. Vsechny prvky, které mély vynucené mensi ¢islo nez ona, uz své
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¢islo dostaly, a zbylé pozice maji vynucené ¢islo vétsi, nebo s ni ve vztahu viibec
nejsou.

Cely algoritmus tedy spociva v tom si ocislovat pozice podle relaci, sefa-
dit pozice podle tohoto oc¢islovani, sefadit vstupni ¢isla od nejmensiho a pak je
postupné prirazovat.

Na celém FeSeni je nejpomalejsi t¥idéni, které zabere ¢as O(N log N), paméti
spotfebujeme O(N). Na vzorovou implementaci z CodExu se muZete podivat
nize.

Na zavér jesté dodame, ze na tlohu se lze divat i grafové. Pro kazdou pozici
si vytvofime jeden vrchol a mezi sousednimi vrcholy povede hrana orientovana
,,od mensiho konce relace k vétsimu“. VysSe popsané ocislovani pak neni nic jiného
neZ topologické usporadani na tomto grafu.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-3.4

Jirka Setnicka

28-4-4 Podivuhodny obraz

Jako prvni si v§imneme, Ze obarveni v jednotlivych komponentach souvis-

B 1 Josti miizeme volit nezévisle: pokud najdeme spravné obarveni pro kazdou
komponentu zvlast a ddme je dohromady, ziskdme korektni obarveni celého gra-
fu. Ve zbytku feseni se budeme zabyvat tim, jak obarvit jednu komponentu,
muzeme tedy predpokladat, ze barveny graf je souvisly.

Nejprve vyfesime jednodussi variantu. Oznaceni tlohy jako kuchaikové na-
bada k tomu najit eulerovsky tah — coz v souvislém grafu se sudymi stupni
muzeme udélat. Nyni staci projit hrany v porfadi ur¢eném eulerovskym tahem
a obarvovat je st¥idavé (Gervend, ¢ernd, dervend, ...). Jako dobré budeme ozna-
¢ovat vrcholy dotykajici se hran obou barev. Libovolny vrchol uvnitf tahu bude
dobry, protoze jsme z néj odejdeme po hrané opac¢né barvy, nez jsme do néj prisli.

To ov8em nemusi platit pro poéateéni vrchol tahu (ktery je zarovein konco-
vym). Pokud mé tah lichou délku (v grafu je lichy pocet hran), vratime se do
pocatec¢niho vrcholu hranou stejné barvy, jako jsme z néj vysli. V pripadé, ze do
tohoto vrcholu nevedou zadné jiné hrany (méa stupeii 2), vysledné obarveni neni
spravné:
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Ovsem pokud ma vétsi stuperti, navstivi jej tah nejen na zac¢atku a konci, ale
alespon jednou jej projde ,skrz“ — a v tu chvili korektné vystrida barvy. Pokud
tedy graf obsahuje vrchol stupné vétsiho nez 2, staci zacit obarvovat z tohoto
vrcholu a najdeme spravné obarveni:

Pokud takovy vrchol v grafu neni (vSechny stupné jsou 2), graf musi byt
kruznice. Ma-li sudou délku, obarvime ji stfidavé a mame vyhrano. Ma-li lichou
délku, snadno si rozmyslite, ze spravné obarveni neexistuje.

Liché stupné

Nyni se vrhnéme na tézs$i variantu. Nejprve jednoduché pozorovani: listy
(vrcholy stupné 1) nikdy nemohou byt dobré, graf ktery obsahuje list, tedy nejde
obarvit. Dale budeme uvazovat jen grafy bez list.

Kdyz graf obsahuje vrcholy lichého stupné, eulerovsky tah neexistuje. Asi
by se hodilo néjak graf upravit, aby mél opét vSechny stupné sudé.

Lidi v takovéto situaci ¢asto napada zkouset vrcholy lichého stupné uma-
zdvat, obarvit zbytek a pak je tam né&jakym zptsobem vracet. Ale to je slepa
ulicka. Naptiklad proto, Ze graf muze mit klidné vsechny stupné liché. ..

My si poradime jinak. Do grafu pfiddme novy vrchol w a spojime s nim
vSechny vrcholy, které mély ptvodné lichy stupen. Tim se jejich stupen zméni
na sudy. Ale nemuze se stit, Ze by novy vrchol w mél lichy stupei?

Nikoliv, nebot v kazdém grafu plati, Ze soucet stupnt vsech vrcholii je sudy.
Pokud bychom kazdou hranu pomyslné rozsekli uprostied na dvé poloviny, snad-
no nahlédnete, Ze soucet stupni je rovny poctu pulhran. A ten je urcité sudy.
Proto zadny graf nemuze mit pravé jeden vrchol lichého stupné.

Upraveny graf ma tedy vSechny stupné sudé a muZzeme v ném najit eu-
lerovsky tah. Opét budeme barvit podél tahu stiidavé, ale tentokrdt za¢neme
z vrcholu w. Tim se zbavime specidlniho oSetfovani poc¢ate¢niho vrcholu, protoze
w nemusi splitovat podminky na obarveni. Zbyva si rozmyslet, Ze takto ziskame
spravné obarveni.

Nejprve vsak trocha nazvoslovi: nové pfidanym vrcholiim a hranam budeme
fikat wvirtudln?, pavodnim skutecné. Skutecny stupen vrcholu v je stupen, ktery
mél v ve vstupnim grafu. Vrchol je dobry, kdyz se dotyka skutecngch hran obou
barev.

Vrcholy se sudym skutecnym stupném jsou urcité dobré, protoze jsme do
nich museli pfijit i opustit je po skuteéné hrané (zddné virtualni hrany nemaji).
A tyto hrany maji opa¢nou barvu.

269

feSeni



KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2015/2016

me prijit ¢ z nich odejit po virtudlni hrané. Ale protoze puvodni graf neobsahoval
listy, vSechny maji skutecny stupen alespon 3, tedy v upraveném grafu stupen
alespon 4. Kazdym takovym vrcholem musi tah projit alespon dvakrat.

A pouze jednoho z téchto prichodu se miize ucastnit virtualni hrana (kaz-
dy vrchol mé nejvyse jednu virtudlni hranu). P¥i tom druhém tedy piijdeme
i odejdeme po skutecné hrané, a tyto hrany maji opacnou barvu. Tedy i vSechny
vrcholy s lichym skuteénym stupném jsou dobré a nase obarveni je korektni.

Naptiklad nasledujici graf:

obarvime takto:

Na zévér shriime cely algoritmus:

1. Najdeme komponenty souvislosti G.
2. Pro kazdou komponentu C:
3.  Pokud C je licha kruZnice nebo obsahuje listy, vypiSeme ,feSeni neexis-
tuje“ a skoncime.
4. Pokud C obsahuje vrcholy lichého stupné, vSechny je spojime s noveé
vytvorenym vrcholem w.
Uréime vychozi vrchol 2z jako:
w, pokud jsme tento vrchol pridavali;
jinak libovolny vrchol stupné alespon c¢tyfi, pokud takovy existuje;

jinak zcela libovolny vrchol (C' je kruznice).

© %N o

Najdeme uzavieny eulerovsky tah t ze z do z.
10. Projdeme hrany v poradi urCeném ¢ a barvime je stf¥idave.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-4.4

Filip Stédronsksy
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28-4-5 Hra kroket

Zase po né&jaké dobé musite zacit autorské reseni omluvou: az nad Sesti pfija-
tymi pracemi nam doslo, Ze jsme poradné nespecifikovali zadani. O co konkrétné
slo?

Chtéli jsme na co nejmensi vzdéalenost projet vSechny branky v pfedepsaném
sméru. Spornym bodem ale byla definice toho, co pfesné znamené projet branku.
Sta¢i do ni fuknout mickem z jedné strany a ihned se vratit, nebo se musime
dostat i na druhou stranu? Nasledujici trasa micku by v prvnim pfipadé byla
korektni, v tom druhém ne:

1

[ S C [ ]

Pro tcely naseho feseni uvazme, Ze secka tvorici branku (respektive pfimka,
na které lezi) déli celé hiisté na dvé poloroviny. Projet branku pak znamena, ze
micek se nejprve nachazi v prvni a pak, skrz tsecku, prejde do druhé poloroviny.
'V obou stavech se micek alespon na chvili musi nachéazet ostie, tedy ne na primce,
ktera roviny déli.

Jak v takovém pripadé vyfesit situaci z obrazku? Znaceny tah nase pod-
minky nespliiuje. Nékteri Fesitelé si snazili pomoci tim, Ze pfi priniku s brankou
popojeli nahoru a dolt o nejmensi moznou vzdalenost — tim ji skute¢né prosli
v obou smérech. Klasicka eukleidovska rovina, v niz hru hrajeme, ale takovy po-
sun neumoziuje. Stac¢i uvazit, ze pokud udélate jakkoliv maly krok, muZete jej
zkratit tim, Ze jeho délku vydélite dvéma. K jakékoliv trase micku pak dokazete
najit kratsi feseni: minimum tedy neexistuje a tloha feseni nema. Podobnym
argumentem muzete ukazat nespravnym i postup, kdy mickem ,,0bjizdime* kon-
covou tycku — ani zde neexistuje minimalni délka.
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A ted uz k popisu naseho algoritmu. Nejprve jedno pozorovani: pfi nasi
definici nejkratsi cesta skrz branky vytvori posloupnost rovnych c¢ar, lamajici se
Zkuste si alespon predstavit, ze ke startu privazete provazek a ten pak vedete
vSemi brankami podle poradi az do cile, a nasledné ho napnete. Kde se bude
ohybat?

Povazujme ted startovni a cilovy bod za branky nulové délky. Algoritmus
projde vSechny tycky branek a pro kazdou z nich zjisti, odkud k ni mtze pfimym
vrhem (tedy bez ohybdni) pfiletét micek. Mé&jme tycku T, kterd lezi u K-té

KSP s I s
branky. Vezméme obé tycky u branky K —1 a vedme jimi z T polopfimky. Vysec
mezi nimi odpovida prostoru, ve kterém muzeme do T odpalit micek letici skrz
branku K — 1:

feSeni

Pokracujeme u branky K — 2 a dalSich. Vzdy uré¢ime poloprimky vedou-
ci z T do tycCek, ¢imz vznikne dalsi vyse¢. Udélame prunik s prostorem, ktery
jsme dostali v predeslém kroku. Ve vysledné vyseci se mizeme dostat do T' pfes
mezilehlé branky:

T

Tl k

k-2

Pokracujeme tak dlouho, dokud nedojdeme do startu, nebo nedostaneme
prazdnou vyse¢. Navic musime kontrolovat povoleny smér prichodu brankou:
Jiz na zacatku se podle néj omezime na jednu z polorovin urcenych brankou u 7.
Pro branku K — 1 a dalsi ovéfime, ze skrze spravny smér by micek sméroval do
Casti vysece, kde se nachazi T'. Jinak prichod ukonéime.

Ceho jsme tim dosahli? Dokézeme pro dvé libovolné tycky (véetné startu a ci-
le) uréit, zda mezi nimi muZe p¥imo proletét micek. Proto si zalozime graf, jehoz
vrcholy odpovidaji tyckdm, a hrana mezi nimi povede, pokud se z jedné tycky do
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druhé mtzeme dostat ,na jedno fuknuti“. Hrany budou ohodnocené vzdalenosti
tycek. Pak uz jen staci zaméstnat Dijkstriv algoritmus a najit nejkratsi cestu ze
startovni do cilové tycky. (Rozmyslete si, Ze v pfipadé odpovidajicim prvnimu
obrazku se zadna cesta nenajde.)

Pii N brankich tedy mame 2N + 2 = O(N) tycek, prochézeni u kazdé
z nich zabere O(N), takZe dohromady O(N?). Slozitost Dijkstry je stejna (méme
nejvyse O(N?) hran). Celkova asova slozitost algoritmu je tedy O(N?), stejné
tak pamétova slozitost (tu navySuje graf).

Par poznamek k implementaci: vyseCe je mozné v programu reprezentovat
prosté vrcholem a dvojici thli. Vzhledem k tomu, Ze néas nezajima, jak presné
jsou tyto uhly velké, ale sta¢i ndm je jen umét porovnavat, mizeme misto ahla
pracovat se smérnicems.5” Tim si usetiime pocitani s goniometrickymi funkcemi.
Pro urceni toho, ve které poloroviné od dané branky lezi néjaky bod, muzeme
pouzit techniky popsané v nasi geometrické kuchaice.5® Podrobnéji ve vzorovém
programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-5.pyl

A na zévér doplnéni k nasi omluvé: Pokud by u jakékoliv tillohy vypadalo,
ze vas nutime pouzivat podobné chlupaté postupy, jako nekone¢né malé kroky,
radéji se zeptejte na féru. Orgové sice Casto jsou docela osobiti lidé, ale takové
silenosti schvalné nezaddvaji (pfipadné si je nechavaji v zdloze na soustiedéni).

Kuba Marousek

28-4-6 Medianové ti¥idéni

Jak uzit medianovy blackbox na tfidéni, neni na prvni pohled uplné jasné.
Proto se misto tahani kralika z klobouku pokusime nastinit postup, jakym se na
feSeni dalo vlastné prijit.

Kdyz zndme medidn z (fixnich) K é&isel, krabicka ndm ¥iké, Ze v ni je pravé
% mensich ¢isel nez medidn. (A stejny pocet vétsich.) Kdybych tedy chtél
zjistit, které ¢islo v krabicce je o jedno vétsi nez median, staci do krabicky nyni
vlozit néjaké hodné velké ¢islo, vétsi nez vSechna cisla v krabicce. Tim z krabicky
vyhodime ... prvni prvek, ktery jsme do ni vlozili.

Chtéli bychom vyhodit ten nejmensi. Tak si K o par prvki zvétsime a nejdiiv
do krabicky vlozime néjakd hodné mala éisla (mensi nez vechna v krabiéce). Tim
si zajistime, Zze vyhozeny prvek bude urcité mensi nez median.

https://en.wikipedia.org/wiki/Slopd
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
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Rysuje se nam tady zaklad algoritmu.

. Necht K =V + N.
. Vloz do krabicky V malych cisel

. Vloz do krabicky celou vstupni posloupnost (N ¢isel).

Vypi$ median z krabicky.

1
2
3
4. V-krat:
5
6

Vloz do krabicky velké ¢islo (tim vypadne jedno malé, které jsme vlozili
na zacatku).

N

. Vypis median z krabicky.

Tim jsme pravé vypsali setfidénou posloupnost V + 1 ¢isel v okoli medianu.
Mizeme tedy zvolit V = N — 1 a vySe uvedeny algoritmus ndm vyda setfidénou

posloupnost N Cisel, coz je presné setfidénd vstupni posloupnost.

Naptiklad pokud dostaneme k setfidéni posloupnost 4, 2, 3, 1, nastavime
V =3 a K =17. Vyvoj obsahu krabicky je popsan v nasledujici tabulce. Median
je tuéné zvyraznén v poslednim sloupci, —oco a oo znaéi ona hodné mala/velka

Céisla.

Krok | Obsah krabicky Setfidény obsah

7 —00, —00, —00, 4, 2,3, 1| —oc0, —00, —00, 1, 2, 3, 4
8 —00, —00, 4,2, 3,1, 00 |—00, —00, 1,2 3,4, 00
9 —00,4,2,3,1, oo, 0 —00, 1, 2, 3, 4, 00, ©

10 4,2, 3,1, oo, 00, >0 1, 2, 3, 4, oo, 00, >©

Dostaneme postupné mediany 1, 2, 3, 4, tedy presné setfidénou posloupnost.
A méame témét vyfeSeno.
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Pottebujeme jesté vymyslet, jak najit dostatecné mald a dostatecné velka
¢isla na posouvani medidnem v krabicce. Jednoduse. Najdeme minimum a ma-
ximum ze vstupu a to pouzijeme.

Finélni algoritmus tedy vypada takto:

1. Necht K = 2N — 1.

2. Projdi cely vstup, spo¢itej z néj minimum (ozna¢ime m) a maximum (ozna-
¢ime M) v ¢ase O(N).

. Vloz do krabicky (N — 1)-krat m v celkovém ¢ase O(N).

. Vloz do krabi¢ky vstupni posloupnost v celkovém ¢ase O(N).

(N — 1)-krét:
Vypis median z krabicky.
Vloz do krabicky M.

. Vypis median z krabicky.

© NS e w

Na zavér bychom radi uvedli na pravou miru, pro¢ jsme vlastné takovouto
na prvni pohled podivnou tlohu zadavali. Pfedstavte si, Zze bychom medidnovou
krabicku nedostali jako kouzelnou skfiiiku, ale chtéli si ji poctivé implementovat.
To jsme po vas chtéli napfiklad v tloze 27-2-1,5? kde autorské feseni zvladlo jednu
operaci (pfidani prvku a vypsani medidnu) zpracovat v éase ©(log N). Nemohlo
by to jit 1épe?

Nemohlo. Oznac¢me si sloZitost jedné operace T'(k). Z feSeni nasi tlohy vime,
Ze s pomoci takovéto krabicky dokézeme settidit NV ¢isel v ¢ase N -T'(N). Z toho
tedy plyne, ze T'(N) nemtze byt lepsi nez Q(log V), protoze kdyby byla, uméli
bychom t¥idit rychleji nez v éase Q(Nlog N). A je vSeobecné znamo, Ze to (za
ur¢itych pfedpoklad) neni mozné. Precist si o tom muZete napiiklad v nasi
kuchaice o tiidéni.”®

Jan ,Moskyto“ Matejka

28-4-7 Jizda sanitkou

Pro kazdé policko uréité budeme potfebovat umét rychle zjistit vzdalenost
od nejblizsiho mista opravy (ozna¢me si toto ¢islo K). Pokud bychom méli jen
jedno misto opravy, staci z tohoto policka pustit prohledavani do sitky a u kazdé-
ho policka si poznamenavat vzdéalenost. Pokud mame mist opravy vice, vSimneme
si, ze staci na zacatku pfidat do fronty vSechna mista opravy a pouzit stejny al-
goritmus. Postupné takto navstivime policka s K =1,2,3,...

Méme mapu, pro kazdé policko zndme jeho K a chceme najit takovou cestu
ze startovniho policka do libovolné nemocnice, aby nejmensi K na této cesté bylo

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-1|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tridenil
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co nejvetsi. Piimocaré feseni vyuziva Dijkstriv algoritmus, jen délku cesty bude-
me pocitat jako minimum z aktudlni délky cesty a K nového policka. Dijkstriav
algoritmus postupné hleda cesty s nejvétsim ohodnocenim (v nasem piipadé je
ohodnoceni cesty rovno nejmensimu K na této cesté) do vSech vrchola. Postupné
vybird vrcholy, do kterych aktualné zname nejlepsi cestu, a aktualizuje sousedy
téchto vrcholt tak, ze pro kazdého souseda zkusime, jestli do néj nevede lepsi
cesta pies aktualni vrchol. Pro pfesny popis algoritmu viz fefeni tilohy 28-2-1,
kde misto maximalizace minimalniho K minimalizuje maximélni K. Staéi te-
dy jen prohodit maximum a minimum. Algoritmus bézi v ¢ase O(RS log(RS)),
kde R a S jsou rozméry mapy. Jde to ale rychleji, pojdme se podivat, jak.

Pokud bychom dopfedu znali minimalni K optimalni cesty (ozna¢me toto
optimum D), mohli bychom pustit prohledavani do Sifky ze startu S a policka
s K < D povazovat na neprichozi. Pokud bychom béhem priichodu nenarazili
na zadnou nemocnici, cesta pres vrcholy s K > D neexistuje. Muzeme postupné
zkousSet vSechna mozné D pfes hodnoty R+S, R+S—1, R+S5—2.. ., dokud nena-
razime na nemocnici. Ve chvili, kdy jsme nasli nemocnici, mame urcité optimalni
cestu (pokud by existovala lepsi, nasli bychom ji uz v néjakém pfedchozim pri-
chodu). Protoze K je maximalné O(R + S), dostavame kvadraticky algoritmus
vici poctu policek.

Zamyslime-li se nad prichodem algoritmu, zjistime, Ze zbyte¢né prochéazi
opakované casti mapy. Pak si vS§imneme, ze K dvou sousednich poli¢ek se muze
lisit maximalné o jedna, tedy policka, kterd jsme pii néjakém priuchodu objevili
jako nedostupnd, budou hned v pfistim prichodu dostupna. Navic, policka, ktera
jsme aktualné prosli, jiz znovu prochazet nemusime, protoze vime, ze na zadném
z nich urc¢ité neni nemocnice (jinak bychom skonéili). Pofidime si tedy pomocnou
frontu a pii prichodu do ni budeme vkladat vSechna objevena nedostupna po-
licka. Ve chvili, kdy vyprazdnime frontu pro prichod do $ifky, miZzeme zmensit
pozadované D o 1 a zpfistupnit tak policka v pomocné fronté. Prohodime obé
fronty a pokracujeme v priichodu.

Takto postupné prochazime cesty s ¢im dal tim niz$imi D. Prvni hodnota,
kterou vyzkousime, je K startovniho policka (vy$si hodnoty nemé smysl zkouset).

Kazdé policko vlozime maximalné jednou do jedné z front a jednou jej vy-
jmeme. Protoze kazdé policko ma maximalné ¢tyfi sousedy, mame algoritmus
bézici v ¢ase O(RS) s pamétovou slozitosti O(RS), coz uz jisté zlepsit nepujde.

Program (C++):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-7-bfs.cpg

Martin ,Medvéd“ Mares & Honza KniZek

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-1/reseni
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28-4-8 Strojové uceni

Nahodné rozdéleni datasetu

Ptali jsme se vas, pro¢ je potfeba dataset rozdélovat na trénovaci a testovaci

mnozinu nadhodné. Na nasem piikladu to neni tézké ukéazat: v datasetu D
mame nejdiiv 100 znacek ,,stop®, pak 100 znacek ,,dej pfednost v jizdé“ a nakonec
100 znacek ,slepa ulice®.

Kdybychom napiiklad prvnich 90 % datasetu pouzili na trénovéani a posled-
nich 10 % na testovani, testovaci mnozina by obsahovala jenom znacky ,slepa
ulice” a tudiz by méfeni vykonu na testovaci mnoziné jenom meéfilo, jak dobie
poznavame tenhle jediny druh znacek, misto toho, aby obsahovala rovnomérny
vzorek.

S dostatedné malym $téstim se mize rozbit jesté jedna véc. Af rozpoznévame
50 druhu znacek a od kazdé mame 100 vzorka. Kdybychom je méli v datasetu
postupné za sebou a vybrali bychom prvnich 90 % na natrénovéani, model by umél
rozpoznat prvnich 45 druha znacek. Na poslednich 5 druzich by ale samoziejmé
neumél nic, protoze by nemél viibec piilezitost se je naudit.

Hloupé uceni

Af zkousime do vSech slozek vektoru 8 dosadit vSechny hodnoty od —100 do
100 s krokem 0.1, kterych je 2001. Vektor 8 ma p slozek, takze budeme testovat
20017 riznych model. Ohodnoceni jednoho modelu trva ¢as ©(|.S|). Dohromady
by tohle triviadln{ uéeni“ trvalo éas ©(|S|-20017), neboli, odborné feceno, dlouho.
Spotieba benzinu

Na linearni regresi nic nebylo a vSem, kdo se o ni pokusili, se povedla. Staci
naimplementovat algoritmus podle naseho navodu.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-3.py
Kvalita vina

Opét stadilo néasledovat navod. Kli¢ové bylo pouzit trénovaci set jako da-
ta pro modely, vybrat model s nejlepsim K podle nejmensi kvadratické chyby
a nakonec odhadnout skuteénou accuracy nejlepsiho modelu s pomoci testovaci
mnoziny.

Na trénovaci mnoziné bude nejmensi chyba pro K = 1, protoze pak bude
kvalita kazdého vina X v trénovaci mnoziné predpovézena podle jeho jediného
nejblizsiho souseda v trénovaci mnozinég, tedy podle X. Proto z definice bude
chyba na trénovaci mnoziné pro K = 1 rovna nule. Se zvysujicim se K se bude
chyba zvétSovat.

Na valida¢ni mnoziné je nejmensi chyba pro K ,nékde uprostied“. Pro mensi
K se necha model vice ovliviiovat lokdlnim Sumem a pro vétsi K naopak primé-
ruje tak moc blizkych vzorku, Ze si nevS§imne lokdlnich vlastnosti datasetu a ¢im
dal tim vic jenom pocita primér ze vSech vin.
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To, které konkrétni K da nejmensi chybu na validacni mnoziné, zalezi na
nahodé (tj. na rozdéleni datasetu). Nam napiiklad vyslo K = 15, které mélo na
valida¢ni mnoziné stfedni kvadratickou chybu 0.6343.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-4.py

Kosatce

Nase autorské Feseni funguje tak, ze si natrénujeme t¥i perceptrony, jeden
pro kazdy druh kosatce. Ukolem perceptront je ¥ict 1 na kosatcich jejich druhu
a -1 na vsech ostatnich.

V ideédlnim svété bychom doufali, Ze vystup perceptronti bude [1;—1;—1],
[-1;1; —1], nebo [—1;—1;1], a jako vystupni tfidu bychom zvolili tu, jejiz per-
ceptron fekl ,1¢.

To se ale bohuzel nepovede. Nékdy se nam stane, ze tfeba dostaneme vystupy
[1;1; —1]. Kterou tfidu zvolime potom?

V autorském feseni jsme k rozseknuti téchhle spornych pfipadi pouzili par
pravdépodobnostnich trika. V téhle tiloze nebyly nutné potieba. Uvadime je spise
pro zajimavost, protoze podobny princip se pouziva napiiklad na bayesovské
rozpoznavani spamu, které jste mohli vidét na Jarnim soustfedéni na prednasce
o strojovém uceni.

Necht ndm piijde ke klasifikaci novy kosatec. Jeho skuteénou t¥idu si ozna-
¢ime jako C. Budeme se na ni divat jako na nahodnou proménnou, kterd ma
jednu ze t¥1 hodnot: s jako setosa, v jako versicolor, nebo g jako virginica.

Parametry kosatce vlozime do t¥i natrénovanych perceptronu a jejich vystu-
py, které jsou rovné 1 nebo -1, si oznacime jako Py, P, a P,. Vystupy perceptronti
pouzijeme jako signaly, podle kterych spoéitame pravdépodobnosti, ze C' = s,
C=valC=y.

Kdyz na kosatci dostaneme vystupy P, = 1, P, = —1 a P, = 1, zajimaji nés
podminéné pravdépodobnosti, ze pri takovychto vystupech perceptronu je kosatec
skutecné setosa, versicolor, nebo virginica. Podminéné pravdépodobnost, ze za
nasich podminek je kosatec setosa, se zapisuje:

P[C =s|P, =1,P, = —1,P, = 1]

Jako vystupni tfidu vratime tu, kterd bude mit tuto podminénou pravdépodob-
nost nejvetsi.

Podminéna pravdépodobnost jevu X za piedpokladu jevu Y je definovani
jako pravdépodobnost, ze se stane jev X i jev Y, lomeno pravdépodobnost, ze se
stane Y:

P[X,Y]

PIXIY] = 5y
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Dale pouzijeme Bayesovu vétu, ktera rika:
P[Y|X]-P[X]
P[Y]

V naSem pfipadé, kde X je C = saY jejev P, =1,FP, = -1,P, =1,
rozepiSeme podminénou pravdépodobnost nasledovné:

P[X|Y] =

P[C=5s/P,=1,P,=—1,P,=1] =

P[P, =1,P,=—1,P,=1|C = 5] -P[C = ]
P[P,=1,P,=—1,P, = 1]

ProtoZe perceptrony jsou natrénované nezavisle na sobé, budeme piedpo-
kladat, ze Py, P,, P, jsou nezdvislé ndhodné proménné. To znamend dvé véci,
jednak:

PPs=1,P,=—-1,Pj=1]=

— P[P, =1]-P[P, = —1]- P[P, = 1]

feSeni

a druhak:
PP,=1,P,=—-1,P,=1C =] =

= P[P, =1|C = s]- P[P, = —1|C' = 5] - P[P, = 1|C = s]

Celd podminéna pravdépodobnost, ze dany kosatec je setosa, tedy bude
vypadat takhle:
P[C=sP,=1,P,=—-1,Pj=1] =

P[P, =1|C =s] P[P,=-1|C=5s] P[P, =1|C =34

BRSO R o (i

P[C = s] je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany kosatec je setosa. Dataset
obsahuje 50 kosatct setosa, 50 kosatcti versicolor a 50 kosatct virginica, takze
v naSem piipadé P[C' = s] = P[C = v] =P[C = ¢] =1/3.

Ted potiebujeme pro kazdy z perceptront zjistit pravdépodobnost, Ze da
na ndhodném kosatci vystup 1, resp. -1. Taky potifebujeme vSechny podminéné
pravdépodobnosti typu P[Ps = 1|C;] (to je pravdépodobnost, Ze pokud ndhodné
vybereme kosatec typu setosa, perceptron na rozpoznavani typu setosa na ném
vrati 1).
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Rozdélime si dataset na trénovaci, kalibracni a testovaci mnozinu. Na tré-
novaci mnoziné natrénujeme perceptrony. Potom pouzijeme kalibra¢ni mnozinu
na uréeni pravdépodobnosti typu P[Ps; = 1] a P[P; = 1|C;].

Budeme si budovat tfirozmérné pole A. Jeho prvni index bude skutecnd tii-
da kosatce, druhy index bude oznaceni perceptronu, tfeti index bude oznacovat,
jestli perceptron vratil 1, nebo -1. Pole nejdfiv naplnime nulami, a pak poje-
deme pres kazdy kosatec v kalibra¢ni mnoziné. Kazdy kosatec stréime do vSech
perceptronti a podivame se na jejich vystupy. Pro kazdy perceptron pfipocteme
jednicku do prislusného mista v poli. Naptiklad, kdyz uvidime kosatec typu vi-
rginica, na kterém perceptrony fekly P; = 1, P, = 1, P, = —1, tak pfipocteme
jednicku k burikdm pole A[v][s][1], A[v][v][1], A[v][g][—1].

Tohle pole pouzijeme k odhadnuti chybéjicich pravdépodobnosti. Konkrétneé:

Als][s][1]
(Als][s][1] + Als][s][-1])

P[P, = 1] = P[P, = 1|C,] + P[P, = 1|C,] + P[P, = 1|C,]

P[P, = 1|Cy] ~

Zbyva jenom jeden problém. Pfedstavme si, Zze na kalibra¢ni mnoziné se
vSechny perceptrony nahodou chovaji dokonale, tedy vrati 1 na svém druhu -1 na
ostatnich kosatcich z kalibra¢ni mnoziny. Potom bude nase kalibrace odhadovat,
ze napiifklad P[P, = 1|C = s] = 0, protoze v kalibra¢ni mnoziné nikdy nedaval
perceptron pro virginicu vysledek 1 zatimco kosatec byl ve skutecnosti setosa.
Stejné tak P[P, = 1|C =v] =0 a P[P, =1|C =g| =0.

Zkusme potom do takhle zkalibrovaného modelu stréit kosatec, na kterém
perceptrony daji vysledek P, = 1, P, = 1, P, = —1. Kdyz pocitame podminé-
nou pravdépodobnost P[C' = s|P; = 1,P, = 1, P, = —1], tak jeden ze ¢leni,
kterymi nahofe nasobime, je P[P, = 1|C = s], coz je 0, takZe i celd podminéna
pravdépodobnost vyjde 0. Podobné se ndm na nulu zredukuje i pravdépodobnost
P[C =v|P;=1,P, =1,P, = -1] aP[C = g|Ps =1,P, = 1, P, = —1]. V3ech-
ny podminéné pravdépodobnosti odhadneme na 0 a nevime nic. To je problém
ze dvou ditvodi: jednak by soucet pravdépodobnosti mél vyjit 1 (protoZe piece
ten kosatec musi nékam skutecné patfit), a druhak pfece i takhle mame néjakou
informaci, kterou bychom mohli néjak vyuzit: P, = —1, takze to virginica spis
nebude, nez bude.

N4&s program tady pouziva takzvany add-one smoothing. Je to jednoduché:
misto toho, abychom zacali s polem P plnym nul, naplnime ho misto toho jednic-
kami. Tim zajistime, Ze z modelu nikdy nevypadne pravdépodobnost nula, a to
i kdyz uvidi néjakou situaci, jaka neni v kalibra¢ni mnoziné.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-5.py

Michal Pokorny
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Pata série

28-5-1 Zamérfovani mistnosti

Nejprve si vSimneme, ze pokud obdélnik existuje, pak néjaké dva body z li-
bovolné pétice urcuji jednu stranu obdélniku. To vyplyva z tzv. Dirichletova
principu (neboli principu holubniku), ktery v tomto ptipadé ¥ika, ze pokud ma-
me pét bodu, které lezi na ¢tyfech stranach, tak nutné na alespon jedné strané
jsou alespon dva body.

Vezmeme tedy dva body z ndhodné vybrané pétice a zkusime, jestli s jednou
stranou urc¢enou touto dvojici bod obdélnik existuje. (Jak pfesné to zjistime, je
vysvétleno v nésledujicim odstavci.) Kdyz chceme vybrat dva body z péti, méme
celkem deset moznosti, jak to udélat. Pro¢? Pokud znate kombinacni éisla, tak
jisté dokazete spocitat, ze vybirame-li dva z péti bodi, moznosti, jak to udélat,
je deset.

Pokud vam kombinac¢ni ¢isla nic nefikaji, sta¢i jednoduché tavaha: je pét
moznosti, jak vybrat prvni bod, a pro kazdou z téchto péti moznosti jsou Ctyri
dalsi, jak k nim vybrat druhy bod. Pét krat ¢tyfi je tedy dvacet moznosti, kdyz
vime, jaky bod byl vybran prvni a jaky druhy. Nam ale na jejich pofadi nezélezi
a muzeme je mezi sebou zameénit. Tedy dvacet vydélime dvéma a dostavame, ze
zpusobi, jak vybrat dva z péti bodu, kdyZ nezalezi na poradi, je deset.

Ted si ukdzeme, jak s libovolnou dvojici bodt postupovat. U ostatnich bodt
zkontrolujeme, zdali nelezi na této prvni pfimce také. Pokud ano, mtzeme je
pro ted zapomenout. Pro vSechny zbylé body si spo¢itdme vzdélenost od prvni
pfimky. Body (nebo bod) s nejvétsi vzdalenosti budou lezet na opaéné strané
obdélnika a také je mtizeme pro ted odstranit. Zbylé body by tedy mély lezet na
nejvyse dvou primkach kolmych na dosud urcené primky. Navic musi byt tyto
kolmé primky od sebe vzdalené alespon tak, jak jsou od sebe vzdélené krajni
body na puvodnich piimkach, tak aby tvofily obdélnik.

Pro kazdou dvojici tedy provedeme fadové N operaci, kde N je pocet bo-
dt celkem. Ruznych dvojic je celkem deset, slozitost je tak 10N, tedy O(N) —
linearni.

Zbyva vytesit pripady, kdy je bod méné nez pét. Pokud jsou body tii a
méné, lze obdélnik sestrojit vzdy. Pokud jsou body ¢tyfi, mtizeme si pomoci na-
priklad sestrojenim konvexniho obalu. Pokud na ném néjaky bod nelezi, obdélnik
existovat nemize.

Neékteri zvolili k celému TesSeni tlohy sestrojeni konvexniho obalu a nésledné
jej rtzné vyuzili ke zjisténi, zda jde o obdélnik, nebo ne. Vétsina napadi nebyla
$patna a fungovala by, ale sestrojit konvexni obal trvd O(N log N), a je to tedy
pomalejsi nez vyse popsané linearni feSeni. Jediny teSitel, ktery spravné linearni
feseni poslal, byl Toméas Domes, kterého timto chceme vefejné pochvalit.

Zuzka Drazdovad
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28-5-2 Mistni pfesuny

Nejprve si uvédomime, ze se zadny bod nevyplati navstivit dvakrat. Druhou
navstévu mizeme vynechat, a tim si cestu vzdy zkratime:

C

D C Dy
L. k
A B A, B
X X

Z trojuhelnikové nerovnosti |CD| < |CX|+ | X D| tedy upravena cesta musi
byt kratsi. Hledame tedy nejkrat$i hamiltonovskou cestu v uplném grafu, jehoz
vrcholy jsou nase body a hrany tsecky spojujici kazdou dvojici bodu. To je cesta,
ktera navstivi kazdy vrchol pravé jednou. Pro obecné grafy je jeji nalezeni tézky
problém,”? ale ukéZeme si, ze v pfipadé vrchol@ v konvexni poloze to neplati.

Dale si vsimneme, Ze optimalni cesta nikdy nekiizi sebe sama. Uvazujme
libovolnou cestu, na které se kfizi néjaké dvé hrany AB, CD. Oznaéme si P
jejich prusecik. I takovou cestu snadno zkratit:

;B B
[ ]

=S\

A D A D

Opét z trojuhelnikové nerovnosti: |AC| < |AP|+|CP|, |BD| < |PD|+|PB|.
Se¢tenim dostavame |AC|+|BD| < |AP|+ |PB|+|CP|+ |PD| = |AB| +|CD|,
tedy nova cesta je kratsi nez puvodni.

Nyni k samotnému algoritmu. Za¢neme tim, Ze si vrcholy ocislujeme v pora-
di, v jakém lezi na obvodu konvexniho mnohothelniku. K tomu mtzeme pouzit
libovolny algoritmus pro hledani konvexniho obalu.”™ Protoze mame body v kon-
vexni poloze, budou vsechny patfit do nalezeného konvexniho obalu, ten nam ale
navic uréi jejich pofadi. Zvladneme to v ¢ase O(N log N).

Ocislovani budeme chapat jako cyklické a s ¢isly vrchold pracovat modulo
N, tedy napf. 0 — 1 = N — 1. Pak sousedé libovolného vrcholu X jsou X +1 a
X -1

Oznaceni tlohy jako kuchatrkové napovida, ze chceme pouzit dynamické pro-
gramovani.”* Abychom to mohli udé&lat, musime tilohu rozdélit na mensi podpro-
blémy, z feseni kterychz lze poskladat feSeni ptivodniho vétsiho problému.

Na prvni pohled se zd4, ze vhodnym podproblémem by mohlo byt hledani
nejkratsi cesty pokryvajici néjaky souvisly tsek vrcholi mnohothelnika. Takovy

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika
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usek muzeme identifikovat dvéma ¢isly (a,b) udévajicimi pocateéni a koncovy
vrchol. Pozor, ze pokud jde tsek ,pfes nulu“, mtze byt b < a. Na nasledujicim
obréazku je zvyraznén tsek (5, 2) tvofeny vrcholy 5, 0, 1, 2 a nejkratsi cesta jej
pokryvajici:

pokryvany tsek

Na obrazku vidime dalsi problém: takovato nejkratsi cesta je ndm k nic¢emu,
protoze ji nedokazeme bez kiizeni prodlouzit na nejkratsi cestu pokryvajici né-
jaky delsi tisek. Aby se na cestu dalo jesté néco napojit, musi mit alesponi jeden
konec v krajnim bodé intervalu (zde 5 nebo 2).

Zkusme si tedy zesilit zadani: pro kazdy tsek (a,b) budeme hledat hned
dvé cesty. Prvni z nich bude nejkratsi cesta navstévujici vSechny vrcholy tseku
a koncici v a. O tom, kde ma druhy konec, nic nefikdme. Muze to byt v b,
ale taky neékde uprostied tseku. Oznacime si ji Pi(a,b), jeji délku pak Di(a,b).
Analogicky P»(a,b) bude nejkratsi pokryvajici cesta koncici v b.

Snadno si navic rozmyslite, ze ani jedna z téchto cest nikdy nenavstivi vr-
chol mimo pozadovany tsek (protoze takovou nepovinnou nav§tévu mizeme vy-
nechat, a tim cestu zkratit). Muze se stat, ze Pi(a,b) = Ps(a,b), ale obecné
nemusi. VSe je vidét na nasledujicim obrazku.

Pro jednoduchost budeme pocitat jen délku nejkratsi cesty, nalezeni cesty
samotné se snadno doplni. Jak spoc¢itdme napi. Di(a,b)?

UvaZzujme posledni hranu cesty P (a, b), konéici v a. To mize byt bud strana
mnohothelnika, nebo thlopficka. Pokud je to strana, musi vést do vrcholu a + 1
(na obrézku 0). Vrchol a — 1 (4) lezi mimo pokryvany tsek a vySe jsme ukazali,
ze takové se navstivit nevyplati.

Po odebrani posledni hrany Pj(a,b) dostaneme né&jakou cestu pokryvajic
o jedna kratsi tsek, (a + 1,b), kterd navic konéi v a + 1. A musi to byt nejkratsi
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takové, tedy dlouhd Di(a + 1,b). Kdyby byla delsi, muzeme ji zkratit vyménou
za Py(a+1,b).

Pokud je posledni hrana uhlopticka, musi naopak vést do vrcholu b. Kdyby
vedla kamkoli jinam, rozdéli ndm pokryvanou ¢ast mnohotuhelnika na dvé polo-
viny, mezi kterymi nelze ptejit bez kiizeni cest. Pfedstavte si na obrazku vyse, co
by se stalo, kdyby cesta koné¢ila hranou (1, 5). Analogicky po odebrani posledni
hrany dostaneme néjakou cestu pokryvajici zbyly tsek, ale tentokrat koncici v b.

To jsou jediné dvé moznosti, jak mize P (a,b) vypadat. Pak sta¢i vybrat tu
kratsi:

Dostavame jednoduchou rekurenci:

. | d(a,a+1)+ Di(a+ 1,0
D4 (a,b) = min { danb) N 1))2(a +(1,b), )
kde d(z,y) znad¢i délku pFislusné hrany.

Pro D, to dopadne analogicky. Nyni sta¢i hodnoty D; a D, spocitat pro
viech N2 dvojic dynamickym prograovanim. Jeden vypodet trva konstantné dlou-
ho, takze vie zvladneme v éase O(N?). Nakonec staci z nalezenych cest pokryva-
jicich cely mnohothelnik (rozmyslete si, ze to jsou pravé Dy (a,a—1) a Da(a,a—1)
pro v8echna a) vybrat tu nejkratsi.

Spotfebujeme téz kvadratické mnoZstvi paméti. Ale pokud bychom si na-
misto nejkratsi cesty vystacili s jeji délkou, mtizeme pamétovou slozitost zlepSit
na linearni. V§imneme si totiz, ze kdykoli béhem vypoctu si staci pamatovat po-
sledni dvé patra rekurze. Kdyz pocitdme hodnoty pro tseky délky k, stac¢i nam
k tomu znat hodnoty pro useky délky k& — 1. VSechny kratsi mzeme zahodit.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-2.4

Filip Stédronsksy

28-5-3 Trezor s alarmem

Schéma zapojenia alarmu predstavuje acyklicky orientovany graf s dvomi
vyznac¢enymi vrcholmi — pélmi. Tento graf si oznacme ako G, zaporny zaciatoény
vrchol ako z a kladny koncovy ako k. NaSou tlohou je najst v grafe G kritické
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vrcholy. Kriticky vrchol je ten, ktory lezi na kazdej jednej moznej ceste zo z do k.
Pocet vrcholov grafu G budeme znacit ako N a podet hrén ako M.

Aby sa nam lepsie s grafom pracovalo, tak ho na zaciatku precistime. Od-
stranime si z neho vrcholy (a k nim pripojené hrany), ktoré nelezia na ziadnej
ceste zo z do k. Je zrejmé, Ze vrcholy na odstranenie budu prave tie, z ktorych
nevedie cesta do k, a tie, do ktorjch sa zo z ned4 dostat. Ziadne dalsie to byt
nemozu, lebo vrchol, do ktorého sa dé dostat zo z a zdroven z neho vedie cesta
do k, tvori cestu zo z do k. Graf, ktory ostane po tomto precisteni, si ozna¢me
ako G, jeho pocet vrcholov N’ a hran M’.

Graf G’ je nadalej orientovany a neexistuje v fiom ani Ziaden orientovany
cyklus (odstrafiovanim vrcholov a hran cyklus vzniknat nemoze). Teda vrcholy
grafu G’ je moZné topologicky zoradif. To znamend, Ze vrcholy sa o¢isluju od 1
do N, a to tak, Ze kazd4 orientovana hrana bude viest vZdy od vrcholu s mensim

.....

.....

Posledny krok bude v grafe G’ najst kritické vrcholy. Vrchol v bude kritic-
ky préve vtedy, ked nebude existovaf Ziadna hrana vedica od vrcholu s ¢islom = fegeni
potom cesta zo z do k, ktord obsahuje tito hranu nemdZe zdroven obsahovat
vrchol v (kvoli topologickému usporiadaniu vrcholov). Zaroven vrchol, ktory ne-
obchédza Ziadna hrana, sa bude nachddzat na kaZdej ceste zo z do k, kedZe ako
on sam.

Ostava ndm uz iba popis algoritmov na jednotlivé ¢asti rozboru. Preéiste-
nie grafu spravime dvojitym prehladanim grafu do hibky. Prvy spustime zo z a
oznacime si dosiahnutelné vrcholy po smere hréan. Druhy spustime z &, ale pro-
ti smeru orientacii hrén, ¢im ziskame vrcholy, z ktorych sa da dostat do k. To
zvladneme v ¢ase O(N + M), linedrne od poctu hrén a vrcholov v G. Topologic-
ké zoradenie vrcholov acyklického orientovaného grafu vieme uskutocnit taktiez
v ¢ase O(N + M), napriklad pomocou algoritmu z nasej kucharky o rovinnych
grafoch.”

V poslednom kroku uz budeme mat dostupny topologicky zoradeny zoznam
vrcholov grafu G’. Tento zoznam vrcholov budeme postupne spracovavat od naj-
mensSieho po najviiési. Pri spracovavani si budeme pamiitat a priebezne aktualizo-
vat maximalne ¢islo m. To bude reprezentovat najvzdialenejsi vrchol od zaciatku,
na ktory uz viedla nejaka hrana.

Spracovavanie kazdého vrcholu zaéneme porovnanim ¢isla tohoto vrcholu a
hodnoty m. Ak st hodnoty rovnaké, potom bude aktualny vrchol kriticky. Pla-
ti to, pretoZe neexistuje hrana zo Ziadneho vrcholu s mensim ¢islom ako m do

.....

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rovinne-grafy
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zmenime m prave na ¢islo toho suseda. Tymto docielime, Ze na konci spracova-
vania vrcholu, bude v m opit najvicsie ¢islo, do ktorého sa vieme dostat.

Aby sa ndm spracovavanie zoznamu vrcholov nedostalo do nedefinovaného
stavu, tak si na za¢iatku nastavime hodnotu m na 1. Zaroveni budeme ignorovat
informdciu, ze kriticky vrchol by mal byt aj z (rovny 1) a aj k (najvicsi). Tie
v skutoc¢nosti netvoria uzly ststavy obvodov zo zadania.

Posledny krok zvladneme taktiez v ¢ase O(N + M), kedze kazdy vrchol a
kazdt hranu spracujeme prave raz. Teda celkova ¢asové zlozitost bude linearna
od suctu poctu hran a vrcholov vo vstupnom grafe G. Ak pouzijeme klasicka
reprezentaciu grafu G a G’ ako zoznam susedov pre kazdy vrchol, tak rovnako
bude na tom aj paméitova zlozitost.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-3.cpg

Pali Rohar

28-5-4 Casoprostorové mosty

Pro feSeni této ulohy existuje pomérné jednoduchy, le¢ neefektivni algorit-
mus: Po kazdém odstranéni mostu zkontrolujeme graf prohledéanim vrcholt, zda
se komponenta obsahujici tento most rozpadla na dvé.

Tento zpisob urcité funguje, ale je velmi pomaly. Kazdé odstranéni mostu
znamend O(N) operaci, tedy celkové tento algoritmus zabere az O(M - N) ¢asu.
Nejvice nas zdrzuje pravé zjistovani, zda odstranéni daného mostu zpusobilo
rozpad komponent. Jak z této neefektivity vybruslime?

Pojdme se na chvili podivat na algoritmy pro hledéni nejmensich koster, kon-
krétnéji Kruskaltv algoritmus, o kterém se lze vice doéist v kuchafce o kostrach.”
Jeho princip spociva v tom, Ze postupné bere nejlevnéjsi hranu. Poté se pta, zda
jeji pridani do kostry zpisobi slouc¢eni dvou komponent do jedné. A to je presné
opacny problém.

K tomuto problému existuje datova struktura Union-Find, kterd poskytuje
dvé hlavni operace:

® Union spoji dvé komponenty urc¢ené vrcholy A a B.
e Find pro dva vrcholy A a B odpovi, zda tyto vrcholy lezi ve stejné komponenté
souvislosti.

O tom, jak tato datova struktura funguje a jak je slozita, si muzete vice
precist ve vyse zminéné kuchaice.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry
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Jak ndm ale tato datova struktura pomize? Déla prece opak toho, co chceme.
Nezoufejme vSak, jelikoz mizeme pouzit chytry trik. Vzhledem k tomu, Ze zname
dopfedu posloupnost odstranéni mosti, miZzeme cely postup obratit. Zacneme
s grafem podle toho, jak vypada po odstranéni vSech mostli a postupné voldme
operace Union a Find.

Findem zjistime, zda most vede uvnitf jedné komponenty. Pokud ano, ne-
musime délat nic. Jinak Unionem komponenty slouc¢ime, se¢teme jejich energie a
soucet prohlasime za energii nové komponenty. Takto postupujeme, dokud nepfti-
dame vsechny mosty. Nakonec vypiseme vysledek jednotlivych operaci pozpatku.

Celkové nas tedy odebrani (pfidani) jednoho mostu stoji tolik ¢asu, co pro-
vedeni operaci Union a Find. To je pro dostatecné slusnou implementaci této
datové struktury O(log N). Dohromady mé tedy cely algoritmus ¢asovou slozi-
tost O(M log N).

Jirka Setnicka € Viclav Koncicky
Pozndmka M.M.: Slozitost O(log N) pro Union-Find je velmi velkorysa.
Ve skutecnosti i jednoduchd implementace struktury pomoci stromeckiu, kterou
popisujeme v kuchaice, pracuje daleko efektivngji. Slozitost lze omezit napii- = TeSeni
klad funkci O(log™). Tento ,hvézdickovy logaritmus® je definovany jako funkce
inverzni k takzvané vézové funkci:

2941=2, 212=22 243=22 29 (k+1)=22"

Funkce log* n tedy roste velice pomalu, ale ani ona neni nejlepsi mozna. Vice uz
zde neprozradime a radéji vas odkazeme na detaily v kuchaice.

28-5-5 Kalibrace

Méme pivodné setfidénou posloupnost N Cisel, ktera se zrotovala o neznamy
pocet pozic, a pfesné tento pocet bychom chtéli urcit. Nez se do toho pustime,
podotknéme, ze ¢isla uz mame skuteéné ulozend v paméti. Nemusime se tedy
starat o naéteni vstupu (to v praxi odpovida tieba tomu, Ze piSeme ne cely
program, ale néjakou funkei).

Pravdépodobné nas zahy napadne pouzit néjakou formu binarniho vyhleda-
vani, které je popsané tfeba v kuchaice zakladnich algoritmi.””

Co s nim ale budeme hledat? Spatné uspofadanou dvojici ¢isel. Mizeme
si rozmyslet, co dostaneme, kdyz zrotujeme posloupnost doprava. Na zacatku
bude néjaky spravné usporddany kus, pak Spatné uspofadana dvojice (konkrétné
nejvétsi prvek nasledovany nejmensim) a pak zase spravné uspotradany kus.

Budeme tedy hledat tohle Spatné usporadani, presnéji druhé z téchto Spatné
usporadanych ¢isel. Jeho pozice nutné odpovida rotaci (poctu pozic, o které byla
posloupnost zrotovand).

"7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
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V kazdém kroku se divame na tsek. Nejprve porovname levy krajni prvek L
a pravy krajni prvek R tohoto tseku. Je-li R > L, usek je spravné usporadany.
Pokud vime, Ze v ném je Spatné usporadany prvek, musi byt hned na zacatku a
miZzeme vratit pozici L.

V opacném pripadé se podivame na prostiedni prvek M. Je-li M > L, prvni
polovina je spravné usporadana. Problém tedy bude ve druhé, takze se zanorime
do pravé poloviny. Pro M < L naopak. Dostaneme-li se k tiseku velikosti 1, urcité
je problematickym prvkem pravé ten jediny v ném.

Voila, mame algoritmus, ktery najde problematickou pozici. Jelikoz vzdy
rozdé€lime aktudlni tsek alespon na polovinu, skon¢ime nejpozdéji po log N kro-
cich. Casova slozitost algoritmu je tak O(log N).

Pamétova slozitost je O(NV), pokud uvaZzujeme uloZzenou posloupnost. Mi-
zeme ale Tict, ze tak jako zanedbavame nacteni vstupu, zanedbame ulozeni po-
sloupnosti, a pak je pamétova slozitost konstantni, O(1).

Karry Buresovd

28-5-6 Sloty na iridium

Rozmistovani iridia do slott se ukazalo byt zapeklitéj$im problémem, nez se

B zprvu zdalo. Vétsina z odvaznych, kdo se tiloze vydali vstiic, vyfesila prvni
trividlni vstup, ale pfes druhy uZ se dostal jen jediny z vés (gratulujeme timto
Jirkovi Sejkorovi) a dél uz se nedostal viibec nikdo.

Vstupy se postupné zvétsovaly, ale nékteré z nich mély i jisté specialni vlast-
nosti. TTeba paty vstup mél na par mistech veliké mezery a nebo hned tfeti vstup
mél vSechny dostupné sloty rozmisténé jenom v jedné poloviné obvodu. Zvlast
moznosti vyuzit jen jednu polovinu obvodu se tloha pékné zjednodusila, proto-
7e se pak problém choval jako rozmistovani iridia do sloti na pfimce namisto
kruznice. Vyresme si tento jednodussi problém.

Sloty na pfimce

Pokud budeme mit sloty na pfimce, mizeme bez obav umistit iridium do
prvniho slotu, protoZe tim nic nepokazime (pokud by v né&jakém optimalnim
rozmisténi nebylo prvni iridium v prvnim slotu, mtizeme ho bez zhorSeni mini-
malnich vzdélenosti do prvniho slotu posunout).

Nyni vyzbrojeni timto pozorovanim zkusme vyfesit illohu trosku odlisnou —
totiz otazku, jestli pro zadanou minimalni vzdalenost d lze rozmistit iridium do
sloti tak, aby byla tato minimélni vzdalenost dodrZzena. AZ vyfeSime tuto tlohu,
ukazeme si, jak ndm pomiize vyfesit ptivodni problém.

7 pozorovani vyse vime, ze prvni iridium miZzeme umistit do prvniho slotu
a nic si tim nepokazime. Dalsi iridium muzeme umistit nejblize ve vzdalenosti d.
Takze presko¢ime vSechny blizsi sloty a iridium umistime do prvniho slotu, ktery
ma vzdalenost vétsi nebo rovnou d.

288



Vzorova feseni KSP — 5. série

A timto zpusobem postupujeme dal, plnime vlastné sloty hladové zleva.
Pokud se nam takto povede vSechno iridium umistit, zahlasime uspéch, pokud
nam ale dojdou sloty a jesté nam bude zbyvat neumisténé iridium, tak vime, ze
rozmistit s touto vzdalenosti nejde (zddné iridium jiz nelze posunout vice doleva,
abychom si na konci uvolnili néjaké sloty).

V ¢ase O(S) tedy umime linedrnim prtichodem pies sloty vyfesit tuto pod-
ulohu (pfipometime, ze S je pocet dostupnych slottl). Jak ndm to pomitize se
feSenim puvodniho problému? MiZeme zkusit najit nejvétsi vzdalenost, pro kte-
rou se nam jesté iridium povede rozmistit, a toto rozmisténi pak vypsat. Hledani
nejvétsi vzdalenosti mizeme délat postupnym zvétSovanim o jednicku a zkousSe-
nim, ale to by pro obvod O trvalo az O(OS) a to je moc dlouho.

Vime, ze se tento problém hledani vzdalenosti chova linearné — kdyz pro
néjakou vzdalenost rozmisténi iridia existuje, tak existuje i pro vSechny mensi
vzdalenosti, kdyz naopak neexistuje, tak neexistuje ani pro zadnou vétsi vzdale-
nost. Mzeme tedy maximalni moznou vzdélenost bindrne vyhledat.

Budeme si drzet minimum a maximum zkouSeného rozsahu (minimum bude
na zac¢stku 1, maximum bude obvod déleny poctem kouski iridia). V kazdém
kroku se podivdme na vzdalenost d = W a ozkouSime rozmistit iridium
s touto minimalni vzdalenosti:

® Pokud se iridium povede rozmistit — hledané vzdalenost je vétsi nebo rovna
d, nastavime min = d

® Pokud se iridium nepovede rozmistit — hledana vzdalenost je mensi nez d,
nastavime mazr =d — 1

Takto pokracujeme, dokud nedojdeme na krok velikosti jedna. Pak jiz ma-
me vzdalenost uréenou jednozna¢né. Bindrnim vyhledavanim udélame O(log O)
kroki, takze celkové dosdhneme ¢asu O(Slog O).

Sloty na obvodu kruhu

Pri rozmistovani iridia do slot na obvodu kruhu pouzijeme tplné stejny po-
stup, jen se uz nemuzeme spolehnout na pozorovani o umisténi prvniho iridia do
prvniho slotu. Nyni totiz jde i o vzdéalenost prvniho a posledniho obsazeného slo-
tu. Muze byt naptiklad vyhodné prvnich par slotii preskocit, aby nam vzdalenost
vysla.

Jak si s tim poradit? Pokud nam pfi zkousSeni, jestli iridium umime rozmistit
se vzdalenosti d, dojdou sloty pfed rozmisténim vsech kouskid, mizeme rovnou
oznamit netspéch. Pokud se ndm naopak iridium rozmistit povede a vzdalenost
mezi prvnim a poslednim obsazenym slotem je dostatecné velka, miazeme rovnou
oznamit uspéch. To byly ty jednodussi pripady.

Slozitéjsi je, pokud sice vSechno iridium rozmistime, ale vzdalenost mezi
prvnim a poslednim bude prilis mala. Pak muZzeme zkusit prvni posunout po
obvodu dal tak, abychom tuto vzdélenost dostatecné zveétsili. Pokud tim nepo-
rusime miniméalni vzdalenost k dalsimu obsazenému slotu, uspéli jsme, jinak to
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samé opakujeme (opét posuneme dalsi iridium tak daleko, aby byla dodrzend
minimélni vzdélenost a opakujeme).

Toto posouvani zastavime ve chvili, kdy se ndm rozmisténi bud povede opra-
vit (v tom pfipadé ozndmime tspéch), nebo kdyZ se pokusime néjaké iridium
umistit opét do prvniho slotu. V tom pfipadé totiz opét dostavame stejnou si-
tuaci, jako pfi prvnim rozmisténi, a zacyklili jsme se bez nalezeni fungujicitho
rozmisténi.

Na implementaci tohoto postupu se miiZzete podivat v ukazkovém programu,
nyni se zamysleme nad ¢asovou slozitosti. Hlavni pozorovani je, Ze se pfi posou-
vani iridia mezi sloty pokusime vlozit iridium do kazdého ze slot maximéalné
dvakrat. Pfi druhém pokusu o vlozeni do stejného slotu totiz dojde k tomu, ze
se 1 vSechny zbylé kousky rozmist{ tak, jak byly, a dojde k zacykleni (pfi kterém
se zastavime s netspéchem).

Cas jednoho kroku jsme si tak oproti jednodussi verzi na p¥imce zhorsili jen
konstantné a vnéjsi ¢ast s binarnim vyhledavanim zustava stejna. Celkové tak
dosédhneme ¢asové slozitosti O(S log O).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-6.d

Jirka Setnicka

28-5-7 Tajemnda operace

EI Zopakujme si zadani: Dostaneme néjakou magickou operaci ® a posloupnost
ai,...,a,. Chceme si néco predpocitat, abychom uméli vyhodnocovat inter-
valové dotazy typu a; ® a;+1 ® ... ® a; a stacilo nAm jediné zavolani operace ®.

Pochopitelné si mizeme predpocditat vysledky pro uplné vSechny interva-
ly ai,...,a;. Pak pfi odpoviddni na dotazy dokonce nemusime ® volat viibec.
Ovsem predvypodet trva éas O(n?), coz ndm nepromine sebetrpélivéjsi uzivatel,
natoz pak prisné elektronické oko CodExovo.

Tak zkusime sdhnout po rtznych standardnich technikach, jako je treba
rozklad na bloky nebo intervalové stromy. Z téch také pouzitelné feseni nekapne:
na kombinovani blok®t nebo podstromt sice posta¢i maly pocet voldni ®, ale
rozhodné vice nez povolené jedno. Presto z myslenky rekurzivniho rozkladu na
podproblémy néco vykieSseme. Tedy poslyste. . .

Rekurzivni FeSeni

Uc¢inime myslenkovy pokus: zadanou posloupnost rozdélime pfiblizné upro-
stfed na levou polovinu aq,...,as a pravou polovinu asy1,. .., a,. Dotazy rozdé-
lime na dva druhy podle toho, zda lezi pfes stied, ¢i nikoliv.

Pokud interval a;, . .., a; jde pfes stied, skldd4 se ze suffixu levé poloviny (to
je né&jaky interval a;,a;y1,...,as) a zprefixu té pravé (asi1,...,a;). Piedpodi-
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tame-li si tedy vysledky pro vsechny suffixy levé poloviny a vSechny prefixy pravé,
umime je na jedno zavolani ® slozit do vysledku celého dotazu.

A pokud interval nelezi pres stied, pfesuneme se do levé ¢i pravé poloviny a
tam rekurzivné aplikujeme tentyz postup. Pojdme spoditat, jak je to efektivni.

Oznaéme P(n) ¢asovou slozitost pfedvypoctu pro posloupnost délky n. Jis-
té plati, ze P(n) = 2 - P(n/2) + O(n), nebot pro interval délky n v ¢ase O(n)
zpracujeme prefixy a suffixy a rekurzivné predpoditdme zvl4ast levou a pravou
polovinu. Tuto rovnici pro P(n) miizeme vyfesit tfeba analyzou stromu rekur-
ze. Radéji pouzijeme prosty trik: vSimneme si, Ze plné stejné se chova znamy
algoritmus MergeSort (t¥idéni slévanim) — také spotfebuje linedrni ¢as a pak re-
kurzivné zpracuje dva poloviéni podproblémy. MergeSort bézi v ¢ase O(nlogn),
takze nas predvypocet také.

Vyhodnocovani dotazu budto skonéi ihned (jde-li dotaz ptes stied), nebo se
rekurzivné zavold na jednu z polovin. Béhem O(logn) krokt tedy rekurze musi
skoncit. Jelikoz kazdy krok trva konstantné dlouho, casova slozitost dotazu ¢ini
celkem O(logn). Podminku na nejvyse jedno pouziti ® jisté spliiujeme.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-7-fast.d

Rychlejsi feSeni

Nevyhodou ptedchoziho feseni je, Ze vyhodnoceni dotazu sice vold ® jenom
jednou, ale kromé toho travi logaritmicky ¢as nalezenim spravného podinterva-
lu, pres jehoz stred zadany dotaz lezi. To lze s trochou Sikovnosti zvladnout i
v konstantnim case.

Predneé si predstavujme, ze délka posloupnosti je mocnina dvojky a ze prvky
ocislujeme od nuly: ag,...,a,_1. Pokud se na indexy prvka podivame ve dvoj-
kové soustavé, v levé poloviné vSechny zacinaji nulou, v pravé jednickou. Dotaz
tedy lezi pres stied praveé tehdy, pokud se jeho levy a pravy okraj lisi v nejvyssim
bitu.

Rekurzivni rozklad intervald mtuzeme elegantné popsat bindrnim stromem,
ktery na h-té hladiné testuje h-ty nejvyssi bit ¢isla. Nejvyssi interval, v némz jde
dotaz pres stied, pak odpovidd nejvyssimu bitu, v némz se okraje dotazu i a j
lisi. To je nejvyssi jednickovy bit v éisle 4 XOR j. Pro zjistovani, kde lezi nejvyssi
jednicka, si pritom muzeme snadno predpocitat tabulku.

Celkové tedy v konstantnim ¢ase spoc¢itame ¢ XOR j, pomoci tabulky zjistime
hladinu A stromu rekurze, kam se chceme podivat. A nejvyssich h bit ¢isel 4
a j nam tekne, kolikaty vrchol zleva nds na dané hladiné zajiméa. Vrcholy tedy
muzeme mit ulozené v poli a indexovat je téz v konstantnim case.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-7-faster.d
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Rozklad na bloky

Pro zajimavost nacrtneme jesté jedno feseni pomoci rozkladu na bloky. To
je nejspis jednodussi na vymysleni, ale o néco pomalejsi.

Posloupnost roziezeme na +/n blokt velikosti /n. Dotazy, které lezi celé
uvnitt jednoho bloku, piedpoé¢itdme vSechny. Je jich O(n) na blok, celkem tedy
0(n/?).

Ostatni dotazy chceme skladat ze suffixu prvniho bloku, néjakych celjch
blokt a prefixu posledniho bloku. Suffixy a prefixy si mizeme pfedpoéitat (je
jich celkem O(n)). Nabizi se pfedpoditat si také vSechny intervaly celych bloki
(t&ch je téz O(n)), ale s tim narazime: na zodpovézeni dotazu bychom potiebovali
slozit tii mezivysledky, tedy zavolat operaci ® dvakrat, coz je moc.

Proto si misto obyéejnych suffixi predpocitame vSechny intervaly, které
vzniknou rozsifenim suffixu o n&jaky pocet celych bloki. Kazdy suffix mé y/n ta-
kovyrch rozsifeni, iplné viechny suffixy pak O(n?/?). Pak staéi skladat rozsiieny
suffix s obyéejnym prefixem.

Ziskali jsme tedy fedeni s pfedvypoétem v &ase O(n3/2) a dotazem v Case
O(1) s jednim volanim operace ®.

Cesta jde porad dal a dal...

Na z4vér jesté dodejme, ze kdybychom povolili vétsi (ale stale konstantni)
pocet pouziti ®, tloha by byla mnohem zajimavéjsi, ovsem také mnohem naroc-
néjsi. Napiiklad pro 3 voldni ® staci pfedzpracovani v ¢ase O(nlog” n), kde log*
je funkce zminén4 v feseni &tvrté tlohy].

Martin ,Medveéd“ Mares

28-5-8 Neuronové sité

Ukol 1
Cilem prvni tlohy je nalézt co nejmensi neuronovou sit modelujici XOR.
Prekvapilo néas, ze zadné ze zaslanych feSeni nebylo optimalni, takze tady je:

Vstup

Vstup

Dtikaz minimality provedeme sporem. Kdyby byla sit jesté mensi, mdla by
jen dva vstupni a jeden vystupni neuron bez skryté vrstvy. Jeden neuron doka-
ze, stejné jako perceptron, v dvourozmérném vstupnim prostoru oddélovat dveé
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skupiny vzort primkou, jak jsme psali v minulém dilu seridlu. U funkce XOR
ale vstupni vzory pfimkou oddélit nelze, fikame, ze nejsou linedrné separovatel-
né. To ilustruji nasledujici dva grafy linedrné separovatelné mnoziny a mnoziny
moznych vstupi xoru.

Ukol 2

Druhym tkolem bylo implementovat neuronovou sit pro klasifikaci kosatct.
Na nasledujicim odkazu si muzete stdhnout vzorové reseni v jazyce Python. NaS = feSeni
program vyuZiva neuronovou sit o 3 skrytych neuronech v jedné skryté vrstvé a
dosahuje presnosti klasifikace na valida¢ni mnoziné kolem 98% az 100%.

Program (Python):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-8-2.py

Ukol 3

Posledni tlohu bylo mozné fesit pomoci zpétné propagace nebo navrhnout
sit pomoci analytické geometrie. Jelikoz zpétnou propagaci jsme Fe$ili minulou
tlohu a pouzivala ji i vSechna vase feSeni, podivame se na geometricky pfistup.
Kolem srdce zkonstruujeme ,,obal“ z nékolik pfimek, které budou oddélovat body
uvnitf obrazce od ostatnich. Tyto pfimky pak pfevedeme na neurony, které budou
délat totéz v ramci neuronové sité.
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7 analytické geometrie vime, Ze pfimka ma rovnici y = ax + b, také vime, Ze
a se d& spocitat pomoci thlu «, ktery pfimka svird s osou z: @ = tan(a). Hodnotu
b pak mtzeme dopocitat dosazenim néjakého bodu na pfimce do rovnice primky.
Diky tomu mtizeme spocitat rovnice vsech osmi v obrazku zakreslenych primek.
Ukazme si to na pravé spodni pfimce, kterd ma sklon 45° a lez{ na ni bod [0; 0]:

a = tan(o) = tan(45°) =1

y=x+b
0=0+5b
b=0

Tuto rovnici pfimky nyni mutzeme upravit do tvaru 0 = ax — 1y + b a
porovnanim s rovnici neuronu 0 = £ = w1z + woy + 0 z ni uréit jeho vadhy w a
préh ¢. Pro na$i prvni pfimku y = 2 4+ 0 to bude w = [1; —1] a § = 0. Vsimnéte
si, ze nemame zajisténo, na které strané primky bude potencial neuronu kladny
a na které zdporny. V tomto pfipadé bude kladny v oblasti mimo srdce. Pokud
bychom chtéli hodnoty prohodit, miZzeme vynasobit uvedenou rovnici neuronu
—1, ¢imz dostaneme vahy a prah také vynasobeny —1.

Timto postupem muzeme urcit vahy a prahy neuront vsech osmi pfimek.
Reknéme, e tedy méme neurony s aktivaéni funkci signum, které maji pro body
smérem dovnitf obrazce kladny vystup +1. Bod je uvnitf srdce tehdy, kdyz
vSechny neurony maji kladny vystup, kromé dvou neurond, jejichz primky jsou
na obrazku vykresleny pfrerusovanou carou. Z téch staci jeden s vystupem +1.

Abychom tuto podminku realizovali neurony, pofidime si vrstevnatou neu-
ronovou sit jako na nésledujicim obrizku. Neurony pfimek jsou pouzity v prvni
skryté vrstvé. Aktivacni funkce vSech neuronii je signum. Nezakreslené hrany mii-
zeme v siti formalné ponechat s nastavenou vahou 0 (ilustrovdno pferusovanou
¢arou).

Jan Skoda
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