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Uvod Roénik dvacaty devaty, 2016/2017

Uvod

Pravé mate pred sebou rocenku 29. ro¢niku Korespondenéniho seminéte
z programovani (déle jen KSP), ktery i tento rok pokracoval ve své ¢innosti.
Po dobu své historie patii k nejznaméjsim aktivitdm pro zdjemce o informatiku
a programovani z fad studentii (nejen) stfednich skol. Diky aktivnimu zapojo-
vani se do Teseni uloh ziskalo mnoho fesiteld praxi ve zdoldvani nejrtznéjsich
algoritmickych problémi, jakoz i hlubsi néhled do tajt informatiky.

Zaroven to letos byly jiz ¢tyTi roky od zalozeni zacatecnické kategorie zvané
KSP-Z, které se dafi a stale pfitahuje nové a nové fesitele. Vedle ni samoziejmé
dale pokrac¢ovala i hlavni kategorie, kterd pokracuje nepfetrzité od zalozeni KSP.

Obé kategorie jsou rozdéleny do nékolika sériz, hlavni do péti, zac¢atecnicka
do ¢tyf. Na zacatku série posleme Fesitelim zadani sady tloh. Ty jsou rdzného
typu, nékteré teoretické (ikolem je vymyslet a popsat efektivni algoritmus), né-
které praktické (tikolem je algoritmus nejen vymyslet, ale také naprogramovat a
odladit). V hlavni kategorii byva navic zafazen seridl, ktery je kromé soutéznich
ulozek tvofen zejména povidanim o néjakém zajimavém informatickém tématu;
serial je rozlozeny do celého ro¢niku a jeho dily v jednotlivych sériich na sebe
navzajem navazuji.

Regitelé pak maji nékolik tydnti na to, aby si tlohy rozmysleli a dali dokupy
jejich reseni, které nam odevzdaji. Vysledky praktickych tiloh maji resitelé k dis-
pozici hned po odevzdani, feSeni teoretickych tloh po terminu série opravime,
okomentujeme a posleme zpét.

Velkou udélosti jsou dvé tydenni soustredéni. Jarni je urcené hlavné fesite-
lim zacatecnické kategorie, ale pfihlasky otvirdme i pro ty, ktefi s programovéa-
nim zatim nemaji zadné zkusSenosti a chtéli by se ho naucit. Podzimni soustfedéni
probihd na zacatku nasledujiciho ro¢niku a zveme na néj primarné nejlepsi resi-
tele hlavni kategorie. V obou pfipadech je pro ucastniky soustfedéni pfipraveny
bohaty program od odbornych prednasek na informaticka témata az po zcela ne-
odborné hrani a dovadéni v pfirodé. Navic maji ti€astnici moZznost potkat dalsi
lidi s podobnymi zajmy.

Stejné jako v lonském uvodu rocenky zopakujeme i pokracovani dalSich
uspésnych aktivit, které ptivodné vzesly z KSP. Podobné jako loni pokracovaly
svym jiz patym rokem Putovni pfednasky' na stfednich $kolach po celé repub-
lice. Nage spiatelend, ale nyni jiz samostatna soutéz Kasiopea? uspotadala jiz
sviyj druhy rocnik ve velkém formatu véetné velkého findle pro dvacet nejlepsich
soutézicich.

http://ksp.mff.cuni.cz/akce/putovni-prednasky/2016/|
http://kasiopea.matfyz.cH
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(Nejen) u tiloh v této knize 1ze zahlédnout nékolik znacek pro urychleni orientace:
Nékteré znacky pouzivame priméarné k oznaceni typu tlohy:

V zacatecnické kategorii timto symbolem oznacujeme teoretické tlohy, tedy

ty ,klasické“. Ukolem fesitelt je vymyslet efektivni algoritmus, slovné ho
popsat a tento popis odevzdat. (V hlavni kategorii jsou teoretické vSechny tlohy,
které nejsou pfimo oznacené jako praktické.)
Tento symbol oznacuje praktickou tlohu. V KSP se muzete potkat s takzva-

1l nymi open-data Glohami. Ukolem Fesiteld je nejen vymyslet algoritmus, ale

také ho zapsat jako program a tento program odladit. Odevzdani probiha tak, ze
si Fesitel stahne vstupni data a odevzda prislusny vystup, pficemz pocet pokusi
neni omezen.

V kazdém roc¢niku KSP rozebirdme na pokracovani néjaké zajimavé infor-

matické téma do hloubky. Posledni tloha série je pokracovanim takového
seridlu — obsahuje kromé samotného zadani jesSté text, ve kterém se muzete do-
zvédét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu na sebe navazuji, vyplati se mit
nastudované i predchozi série.

Jiné znacky slouzi k oznaceni obtiZznosti a doporucenych zdroju inspirace:

@ Takto oznacenou tlohu povazujeme za Tesitelnou i pro zacateéniky, zkuseni
fesitelé ji jisté zvladnou levou zadni. Pro jeji vyfeSeni by nemély byt potieba
zadné specialni znalosti.
A Aby si i pokrodili pfisli na své, zafazujeme nékdy do zadéani tézkou tlohu,
kterd se mize stat leckomu no¢ni mirou. Na jeji pokofeni jsou ¢asto potieba
hlubsi znalosti algoritmt a datovych struktur, odmeénou je vSak vyssi bodovy zisk.
é Protoze chapeme, ze k ,uvafeni“ feSeni jsou c¢asto potfeba znalosti zaklad-
nich algoritmi a datovych struktur, obvykle téz prikladame do kazdé série
tzv. kuchaiku, ze které se mizete takové véci naucit. Casto je také v zadani aloha,
jiz 1ze Tesit algoritmem z kuchaiky. A pozor — dalsi kuchafky najdete na nasich
webovych strankach.

Dale timto symbolem oznac¢ujeme mista, jejichz pochopeni mtze vyzadovat
vétsi zamysleni, pripadné néjaké predchozi znalosti.
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Checete-li se na cokoliv zeptat, at uz ohledné seminére, studia na nasi fakulté
nebo néjakého informatického ¢i programatorského problému, nevahejte a napiste
nédm na diskusni férum na strance hittp://ksp.mff.cuni.cz/forum/| nebo na nasi
postovni adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

e-mail:  fesp@mff. cuni.cy
www:  |ttp: //ksp.mff.cuni.cz/|
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Zadani tloh KSP-Z

Prvni série

29-7Z1-1 Kevinova zelva 8 bodu

Za hezké znamky na konci roku dostal Kevin od rodi¢t dlouho slibovaného

B! dom4ciho mazlicka — Zelvu. Po néjaké dobé& ho ale piestalo bavit jen pozo-
rovat, jak v terariu ji salat. Napadlo ho tedy, ze ji ptijde vyvencit. Kdyz opatrné
polozil Zelvu venku na travnik, zacala sice ndhodné lézt po zahradé, ale to porad
nebylo ono.

Pak to Kevina napadlo: zelvu si vycvi¢il Naudi ji lézt jen v kolmych smérech.
A nejen to, Zelva bude 1ézt pravé do sméru svétovych stran, tj. na sever, na jih,
na zapad a na vychod. Kevin vzdy da Zelvé pokyn a ona popoleze o jednu zelvi
délku v tom smeéru.

Takové cvifeni funguje velmi dobfe. Mozna az moc. Tomu jesté nedavno
linému spottebici saldtu ted zacind byt zahrada mald. Kevin ji vzdy polozi upro-
stfed zahrady, a nez ji pusti, potfeboval by zjistit, kde podle jeho planu ptikazi
skonci. Protoze ma ale plné ruce Zelvy, nedokaze to. Pomtzete mu?

Tvar vstupu a vystupu: Na vstupu dostanete na prvnim radku d¢islo, kte-
ré udava pocet piikazl, a na druhém tyto piikazy vypsané. Vasim tukolem je
vypsat soufadnice, kde zelva skonéi. Zac¢ind v bodé 0 0, kde prvni ¢islo udava
vzdélenost od pocéatku ve sméru vychod-zapad (vychod je smér kladny) a druhé
¢islo je vzdélenost ve sméru sever-jih (sever je smér kladny). Jedna Zelvi délka je
dlouhé 1.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
11 12
SVJJVZSZVSS
29-7Z1-2 Safiny pamlsky 10 bodu

Kdyz zelvu poprvé uvidéla Sara, byla nadsena. Kone¢né mutze nékoho po-
B 1l ¥4dné rozmazlovat. Hned druhy den koupila velké baleni pamlski. Planuje je

potajmu davat do teraria. Aby si Kevin ni¢eho nevsiml, rozdéli si baleni na mensi
¢asti. K tomu ale potfebuje nejdiiv zjistit, kolik jich vlastné celkem koupila.

Aby se pii pocitani nespletla, bude si vzdy znacit kazdé tii a kazdych pét
zapoctenych pamlskt. Nasobky tii si oznaci kiizkem a nasobky péti si oznaci
koleckem. V pfipadeé, ze dojde k ¢islu, které je nasobkem trojky i pétky, pamlsek
radéji sni sama.

Po chvili je Sara z té jednotvarné prace uz unavena, pomuzete ji chvilku
pocitat?

8



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Tvar vstupu: Dostanete jeden Ffadek se dvéma ¢isly — ¢islo pamlsku, u kterého
je Sara ted, a druhé ¢islo, ke kterému se mate dopocitat, nez to Safe zase predate.
Cisla jsou oddélena mezerou.

Tvar vystupu: Vasim tkolem je vzdy, kdyz narazite na nasobek tii, vypsat
kiizek (#), u ndsobk péti kolecko (velké pismeno 0). Pokud jde o ndsobek obou,
tak cislo nepiste viibec. VSechna ostatni ¢isla vypiste tak, jak jsou.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
8 18 8 # 0 11 # 13 14 16 17
29-Z1-3 Petrova statistika 10 bodua

Kdyz Sara s vasi pomoci vSe spocitala a peclivé rozdélila pamlsky, zac¢ala jimi
B! 7elvu krmit. Nikdo ale neodold smutnému zelvimu pohledu dlouho, a tak ji

davala pamlski nékdy vice. Nékdy se zase snazila, aby Zelva jedla zdraveé, a tak

pamlsky omezila. Nakonec ji davala rizné dny rizné mnozstvi pamlsk.

Kdyz to uvidél kamarad Petr, byl z jejiho poc¢inani cely zmateny a rozhodl
se v tom udélat néjaky poradek. Chtél by znazornit, kolikrat dala Sara zelvé jaky
pocet pamlski, ale nevi, jak na to. Zkusite to vy?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo udavajici poc¢et dnti. Na dal-
$im fadku je vypsané, kolik pamlski zelva za den dostala.

Tvar vystupu: Vasim tkolem je zndzornit pomoci hvézdicek, kolikrat dala
Sara zelvé jaky pocet pamlskl. Zacnéte nejmensim cislem na vstupu a u kazdého
Cisla (i toho, které se na vstupu nevyskytuje viibec) vypiste hvézdicku za kazdy
pamlsek. Skoncete s nejvétsim ¢islem, které se na vstupu jesté objevi.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
6 2 kxk
242632 3%
4:x
5:
6: %
29-Z1-4 Zuzcin vylet 12 bodu

Kdyz po par dnech Kevinova mladsi sestra Zuzka vidéla, ze ti tri délaji
Bl 7 Zelvy v&im tim vendenim, cvidenim a pamlsky psa, rozhodla se je na chvili
vytdhnout na vylet. Vymyslela, ze vSichni ptajdou na koupalisté, a Zelva si tak
bude moci na chvili odpocinout.
Na koupalisti je spousta skluzavek a tobogant. Aby si néjaké mohli zkusit,
musi vylézt jedno velmi vysoké schodisté, nebo zaplatit nehoraznou castku za
vytah.

KSP-Z

zadani



KSP-Z

zadani
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Na nejvyssim misté zacind nékolik skluzavek. Ty ale nemusi vést az dold
na zem, nékteré konci v prestupnich bazéncich. Ke kazdému bazénku vede jedna
skluzavka shora a nékolik dalsich vede smérem doli. Zuzka s sebou ma i mapu
vSech téchto skluzavek a toboganti. Dokazete vymyslet, jakou skluzavku si maji
kdy vybrat, aby zkusili co nejvice riznych skluzavek?

Bazénky jsou ocislované ¢isly 1 az N. Nejvyssi bazének hned u vystupu
z vytahu mé ¢islo 1 a bazénky, ze kterych uz nevede zadna skluzavka dolu, jsou
na drovni zeme.

Tvar vstupu: Dostanete nejprve ¢islo N. Nasleduje N — 1 tadki dvojic ¢ j,
které tikaji, ze z bazénku ¢ vede skluzavka doli do bazénku j.

Tvar vystupu: Vypiste jediné c¢islo — nejvyssi pocet skluzavek, ktery muze
Zuzka vyzkousSet za jednu cestu dolt.

Ukdzkovy vstup: Ukdazkovy vystup:

7 3
12 (1)
23
2 4 9
45 (4)
4 6
L7 ® & © O

29-7Z1-5 Dva seznamy 12 bodu

Kdyz Kevin a Sara vyzkouseli skluzavky, napadlo je, Ze by si mohli zahrat
néjakou hru. Vsimli si totiz, Ze na koupalisti je spousta jejich spoluzakii, se
kterymi by se dalo néco podniknout.

Zatimco Kevin planoval hrat s ostatnimi u bazénu volejbal, Sara by chtéla
usporadat velkou bitvu s balénky naplnénymi vodou. Rozhodli se tedy, ze zjisti,
kdo z jejich kamaradd by chtél hrat co.

Kevin obchézel vsechny a ptal se, kdo chce hrat volejbal. Sara mezitim zacala
zjistovat, kdo by chtél vodni bitku, a obchazela spoluzéky také, akorat v jiném
poradi.

Kdyz se opét sesli, zjistili, Ze maji dva seznamy, na kterych je hodné jmen,
a tak je napadlo, Ze si zahraji oboji. Chtéli by tedy ted zjistit, kdo vsechno by
se chtél ticastnit obou her zaroven.

Pomozte Kevinovi se Sarou a vymyslete, jak byste situaci vyfesili progra-
mem. Mate k dispozici dvé pole fetézci, kterd obsahuji A a B jmen. Vymyslete
co nejrychlejsi algoritmus vzhledem k A a B, ktery vytvori tfeti pole, kde budou
jen ta jména vyskytujici se v obou vstupnich polich.

10



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Zajimé nés Casova a pamétova slozitost vaseho algoritmu v nejhorsim pii- KSP-Z
padé. Pokud vibec nevite, o ¢em mluvime, urcité se podivejte do nasi progra- B

matorské kuchaiky o slozitosti.? sadani
Pri pocitani slozitosti uvazujte, ze jména maji maximalné 42 znakd, tedy na
délce jednotlivych jmen prili§ nezalezi.
Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
Kevin Zuzka Petr Petr Zuzka
Petr Zuzka Sara

29-7Z1-6 Devadesat devét pater 14 bodu

Nez Kevin a Sara feknou ostatnim, co se bude hrat, Petr a Zuzka uz zac¢inaji
pfipravovat balénky. Prace je to docela nudna, a tak u ni vymysleji poradnou
strategii na hru.

Vsimli si, ze balénky jsou docela odolné, takze kdyz se hodi moc zblizka,
neprasknou. Kdyby ale balénky hazeli ptilis daleko, je mala Sance, ze protivnika
trefi. Jaka je tedy ta nejlepsi vzdalenost, ze které balének hazet?

Petr a Zuzka to chtéji zjistit tak, ze budou hazet naplnéné balénky z jed-
notlivych pater schodisté ke skluzavkam. Budou zkoumat, ze kterého nejnizsiho
patra balének po padu praskne.

Bohuzel pro né, pokazdé, kdyz balének hodi, hrozi, Ze je pfi tom chyti plav-
¢ik. Hazet baldnky z vysky do prostoru, kde se pohybuji lidé, je totiz nebezpecné
a urcité by je vykazal ven z koupalisté. Chtéji tedy najit zptisob, jak zjistit tu
spravnou vysku na co nejméné hozeni balénku.

Predpokladejte, ze Zuzka méa dostatecnou zasobu balénkt a ze schodisté
mé celkem 99 pater. Poradte Petrovi algoritmus, jakym mé patra zkouset, aby
nasel tu spravnou vysku. Pocitejte s tim, Ze mize mit velkou smilu, a uvedte
u algoritmu pocet pokust v tom nejhorsim mozném piipadé.

Pokud si s devadesati deviti patry nevite rady, muzete ziskat ¢ast bodt,
pokud vyfesite ilohu pouze pro devét pater. Naopak, pokud si troufnete, zkuste
napsat FeSeni, které bude nejlepsi mozné vzhledem k neznamému libovolnému
poctu pater P.

Priklad: Petr miaze zkouSet patra postupné odspodu. Pokud balének nikdy
nepraskne, vyzkousi vSech 99 pater. Tato strategie je tedy ze vSech spravnych
nejhorsi mozna :)

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost

11
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Druh4 série

29-Z2-1 Kroceni zlé Zelvy 8 bodu

Kevin a jeho kamaradi maji za sebou prvni nudné tydny skoly a uz zase
B vymysleji, co zajimavého by mohli podniknout. Pied prazdninami dostal
Kevin od rodié¢tl zelvu jménem Zelva a tenkréat se ji rozhodl vycviéit. Tak proé¢
dnes pfi dlouhém podzimnim veceru v kroceni nepokracovat?

Spolu se Sarou davaji Zelvé pokyny ,,popojdi dopfedu“, ,oto¢ se na misté
doprava“ a ,otoc¢ se na misté doleva“. Protoze neni Kevintiv pokoji¢ek moc velky,
potiebuji si radsi pfedem rozmyslet, kde Zelva po sérii pokynti vlastné skondi.

Zelvicku na zacatku polozi do stiedu pokojiku na pomyslné soutadnice [0, 0]
natocenou severnim smérem a zajimalo by je, kde skon¢i. Kdyz vam Kevin a Sara
postupné povi planované piikazy, dokazete ¥ict, kam se Zelva dostane?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku od nich dostanete celkovy pocet pokyni,
tedy jedno ¢islo. Na druhém fadku bude odpovidajici pocet znakt, kde > znaci
,oto¢ se doprava“, < znamenad ,,oto¢ se doleva® a A je ,popojdi dopfedu®.

Tvar vystupu: Od vas by potiebovali dostat dvé ¢éisla (soufadnice) na jednom
fadku oddélena mezerou. Prvni fika, jak daleko je zelva v pomyslném zapadné-
vychodnim sméru, a to druhé odpovida severo-jiznimu sméru.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
7 30
>A><AA>

12



Zadani aloh KSP-Z — 2. série

29-72-2 Sarina volba 10 bodu B¢y WA

Kdy? uz Saru prestalo kroceni Zelvy Zelvy bavit, zadala pfemyslet nad plany
Bl na vikend. UvaZovala, Ze vyrazi s Petrem za dobrodruZstvim. To se Kevinovi
moc nezdalo a ¥ikal, Ze by radé&ji Sel na vylet. Jak ted rozhodnout?

zadani

No jak jinak nez si dat kdmen-nizky-papir. Oba se shodli, ze rozhodnuti
bude spravedlivéjsi, kdyz kdmen-ntizky-papir zopakuji n€kolikrat za sebou. Plany
na vikend rozhodne ten, ktery vyhraje vicekrat. Zjistite, kdo to bude, jestlize vite,

kolikrat celkem hrali a jak tahli?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet her, na druhém uvidite, jaké
tahy zvolila Sara, a na tfetim jak volil Kevin (pismena K, N a P).

Tvar vystupu: Na jeden Fadek vypiste dvé Cisla oddélend mezerou. Prvni
bude pocet vyher Sary a to druhé uda, kolikrat zvitézil Kevin. V pripadé, ze oba
tahnou stejné, vyhra se nepocita ani jednomu.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
4 21
KNPK
NPPP
29-72-3 Petr v ¥isi divu 10 bodu

Kevin a Séara se i po timorné sérii kdmen-nuzky-papir nakonec rozhodli, ze
B se prosté rozdéli. Sara s Petrem tedy vyrazili na prochizku do blizkého lesa.
Ale co vypadalo jako oby¢ejny smrkovy haj, se velmi rychle stalo nepronik-
nutelnym bludistém. Jako by se najednou ocitli v né€jaké pohddce. Petr a Sara
z néj nemohou najit cestu ven. Petr zac¢ina panikafit a tam Sara rychle pfichazi
s planem, jak zmapovat situaci.
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Neni ndhoda, zZe lesy v pohadkach pfipominaji pravidelnou mfizku. Rozhod-
ne se tedy, ze zkusi zjistit pocet pro né dostupnych policek. Dostupna policka jsou
takova, na kterd lze dojit z pocatec¢niho, pokud smime délat kroky jen vodorovné
a svisle, ne sikmo. Kdyz vam ukéZeme mapu lesa, dokdzete Saie poradit?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku najdete sitku a vysku mapy, v tomto potadi.
Misto, kde s Petrem stoji, je oznacené P, volna poli¢ka jsou . a neprostupna
znacime #.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
8 4 0.9
CHEE. O #HH 13
#HUPLLH
#i#. . H#H##
fi2: 202 S
29-7Z2-4 Zuzka: Cesta tam a zase zpatky 12 bodu

Zatimco Petr a Sara bloudili v lese, Kevin vyrazil se Zuzkou na taru do

® 1l hor. Rozhodli se, Ze budou velmi pe¢livé zaznamenavat tidaje o své cesté,
protoze nikdy nevite, na co se to muze hodit. Maji GPS, ktera kazdou sekundu
zaznamenava jejich nadmoiskou vysku.

® Po par kilometrech se uz Zuzka citi dost

= znicena a pripadé si, jako by chodili porad
P jen do kopce. Tvrdi, Ze uz nevydrzi jit do
( kopce ani minutu. Kevin ji to chce vymlu-

vit, ale neobejde se bez padnych argument.

Chtél by v zdznamech najit co nejdelsi
usek cesty, ve kterém $li maximalné minutu
do kopce. Protoze si ale Zuzka mtze vymys-
let jakykoliv jiny ¢asovy udaj nez minutu,
rad by to umél spocitat pro zadané K. Po-
muzete mu?

K N

Dostanete ¢isla NV a K, nasledované NV
zaznamy nadmoiské vysky. Najdéte nejdelsi
asek, ve kterém sli Kevin se Zuzkou nejvyse

K sekund do kopce a vypiste, kolik sekund tento tsek trval.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:

9 2 5
12431-1013

Hledany nejdelsi tsek zacind dvojkou a konéi nulou. Usek obsahuje Sest
zaznami, ale mezi témito zédznamy uplynulo pét sekund.

14



Zadani aloh KSP-Z — 2. série

29-7Z2-5 Dva roky bez prazdnin 12 bodu B¢y WA

Sara a Petr prohledavali les a najednou se pfed nimi zni¢eho nic objevil
kocour Skliba. Pry jim ukaze cestu, kdyZ mu pomohou vyfesit jeden problém.

zadani

Skliba mé starosti jako kazdy smrtelnik, a tak ho mimo jiné trapi nekoned-
né mnozstvi spamu a retézovych e-mailt. Urcité to také znate, jeden hrozi za
nepreposlani vynalezem zkazy, jiny slibuje kazdému, kdo jej nepfeposle alespon
dvaceti pohddkovym bytostem, stravit zbytek zivota dvacet tisic mil pod morem.

Posledni dobou se v 1isi divli rozmohl obzvlasté otravny e-mail hrozici, ze
kazdy, kdo ho nepieposle, bude dva roky bez prazdnin. Tohle bylo uZ i na Skli-
bu moc, protoze se rozsiril jesté vice nez ty predchozi. Po Petrovi a Safe chce
vypatrat, kdo je autorem tohoto spamu.

Pavodce e-mail rozeslal K bytostem. Kazd4 z nich jej bud smazala, nebo
preposlala zase K lidem. Dobrou zpravou je, ze nikdo nedostal e-mail dvakrat.
Skliba mé k dispozici informace, mezi kterymi dvojicemi putoval, ale nedokazal
uz zjistit, kterym smérem (tzn. kdo jej poslal komu). DokaZzete vymyslet zpiisob
jak odhalit, kdo zacal tento Fetézovy e-mail a pomoci tak Sare s Petrem?

29-7Z2-6 Devét trpaslika 14 bodu

Zuzka s Kevinem pokracovali v cesté, kdyz se najednou zacalo az prekvapive
rychle stmivat. Rozhodli se nic neriskovat a vratit se zpatky, ale kudy? Tam, kde
se v mapce nachézi turisticka stezka, je ve skutecnosti husty neproniknutelny les.

Chvili bloudili sem a tam, tam a sem, a kdyZz uz jim zacinalo byt tzko,
potkali Saru s Petrem. Ty poslal Skliba hledat pomoc k deviti trpaslikiim. Kevin
se Zuzkou se k nim pfidali a po chvili Snéhurku i se vSemi deviti trpasliky nasli.

Ti uz pro nase ¢tyfi kamarady meéli pfipraveny dalsi tikol. Dostanou fadu
N (isel v jistém poradi a ¢as na pripravu. Pak jim budou trpaslici klast spoustu
dotazi typu: ,Jaky je soucet Cisel mezi a-tym a b-tym cislem?“ Poradite jim, jak
se co nejlépe pripravit, aby takovy dotaz mohli zodpovédét co nejrychleji?

Snéhurka chce navic védét, kolik ¢asu je na pripravu potfeba, co si budou
muset pamatovat navic a samoziejmé i ¢as potfebny na zodpovézeni jednoho
dotazu.

Pokud to potfebujete, predpokladejte, ze dotazti bude fadové N.
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TTetl série

29-7Z3-1 Zelva na dvorku 8 bodu

,Sttj! Vzdyt ndm zboursa$ snéhuldkal® kiici Kevin. Vycvik Zelvy éelvtotii

B1! dobte, skutecné se naucila nékteré zakladni povely. Proto zkusili vzit Zelvu
ven, aby vidéli, jak se popasuje s terénem. JenZe se Sarou se obcas na povelech
neshodnou a Zelva slepé narazi do prekazek.

Na ¢tvereckovaném zasnézeném travniku lezi P prekazek, u kazdé znate jeji
soufadnice a vite, ze zabird pravé jedno policko. Tam kde je prekazka, nemuze
Zelva vkroéit. Dokazete z poveli urcit, kde Zelva skonéi?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢isla P a N, kde P je pocet preka-
zek a N je pocet poveld. Nasleduje P Fadkid se souradnicemi piekazek, pokazdé
nejprve vzdalenost v zapadné-vychodnim sméru, potom v severo-jiznim.

Vstup konéi fadkem s N znaky poveld. Zelva rozumi tfem poveltim: < zna-
mena oto¢ se proti sméru hodinovych rucicek, > oto¢ se po sméru hodinovych
rucicek a A popojdi o jedno policko dopfedu.

Zelva za¢ina jako obvykle na policku [0,0], otoCena na sever. Pokud povel
nelze provést, Zelva jej preskodi. Prekazka se nikdy nebude nachézet na pocated-
nich soufadnicich Zelvy.

Tvar vjstupu: Vypiste dva fadky. Na jednom budou soufadnice Zelvy po
tom, co vykond nebo preskoc¢i vSechny povely. Na druhém c¢islo, kolikrat zelva v
prubéhu narazila do prekazky.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
15 10
01 3
AAA>A

Zelva se v piikladu t¥ikrat pokusi narazit do prekazky, teprve pak se otoci
a popojde.

29-7Z3-2 Pisemka z angli¢tiny 10 bodu

Zelva oviem neni zvife zvyklé na zimu, proto museli rychle domi. Také
B! Kevin se uz musi uéit, hned po prazdninich pisou pisemku z angli¢tiny. Aby
prospél, musi se naucit velkou spoustu slovicek.
Ze zoufalstvi Kevina napadlo, Ze si vyrobi tahdk. Ne ze by ho chtél pri
pisemce pouzit, to se preci nesmi, ale vyrobou tahaku se ¢lovék nejvice naudi.
Slovicka, ktera se Kevin uc¢i, maji zajimavou vlastnost: velmi casto se stava,
Ze prilepenim p¥ipony za jedno slovicko vznikne druhé. Dalo by se také Fici, ze
prvni slovicko je prefixem druhého.
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Napftiklad slovo ,hra“, je prefixem slova ,hracka“. Nebo tfeba slova ,a“,
sadvent* a ,adventure“ jsou prefixy slova ,adventurer®.

Aby Kevin uspofil co nejvice mista, napadlo ho, Ze napise na tahdk takové
slovicko, které ma v sobé nejvice jinych slovicek jako prefix. Jednotlivé prefixy
pak oznadi a prelozi zvlast, ale nejprve by potfeboval takové slovicko najit.

Tvar vstupu: Vstupem je slovnik. Na prv-
nim fadku je ¢islo N, oznacujici pocet slov ve
slovniku. Nésleduje N fadku se slovy slozeny-
mi z malych pismen anglické abecedy.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jediné
slovo, které ma nejvice jinych slov ze slovniku
jako prefix.

29-73-3 Sestkova é&isla 10 bodu

Z pilného uceni vytrhl Kevina az Petr, ktery pfibéhl s revoluéni myslenkou.
B 1! Vymyslel totiz novy zptisob kédovani é&isel — sestkova ¢isla.
Kazdému, kdo zné fimska é&isla, bude jejich popis povédomy. Sestkova, &isla
pouzivaji misto arabskych ¢islic pismena latinky. Kazdé pismeno ma svou hod-
notu podle tabulky.

J=1 T =36 W = 1296 Y =6°
S=6 D =216 X =65 Z =67

Pismena, tedy vlastné Sestkové Cislice, se pisi od nejvétsi k nejmensi. Potom
je hodnota sestkového ¢isla rovna souctu hodnot jednotlivych ¢islic. Priklady:

ST=7JJJJ=4

Pokud jsou ¢islice uvedené v jiném poradi, znamena to, ze se hodnoty ode-
¢itaji. Je vSak mozné odecitat pouze Cislici o jedna mensiho fadu, a to nejvyse
dvakrat. Odéitané ¢islice navic musi byt zapsané pravé pred posledni ¢islici vét-
§iho fadu. Naptiklad:

JS=6-1=5
SJJS=64+(6-1-1)=10
DST =216+ (36 — 6) = 246
DSSTJ =216+ (36 —6—6) + 1 =241
DSTJS =216+ (36 —6) + (6 — 1) = 251

Netrvalo dlouho, nez si nasi kamaradi uvédomili, Ze tento zapis neni jedno-
znaény. Napiiklad ¢éislo ¢tyti se dd zapsat bud s od¢itanim jako JJ.S, nebo bez
néj jako JJJJ. Rozhodli se, Ze jako hlavni oznaci zapis, ktery nema nikdy ¢ty¥i
stejné Cislice za sebou. Pouze Cislice Z smi byt zapsana, kolikrat je potieba.
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Navic, ¢islo v hlavnim zapisu nesmi mit nikdy zbytecné ¢islice navic. V éisle
JSJ se jednicka odecita, aby se vzapéti zase pricetla. Hlavni zapis ¢isla Sest je
samoziejmeé S.

Aby se jim s ¢isly 1épe pracovalo, radi by si poridili takovy program, ktery
dokaze nacist ¢islo v libovolném platném zapisu a prevést ho do zapisu hlavniho.
A protoZe to chtéji rozjet ve velkém, potiebuji, aby to program dokézal s vice
¢isly v jednom souboru.

Tvar vstupu: Na prvnim Fadku je ¢islo T (v obyCejném desitkovém zapisu),
které oznacuje, kolik vstupt se v souboru nachazi. Nasleduje T fadki, na kazdém
je jedno ¢islo v Sestkovém zapisu. Kazdé éislo je platné podle vyse uvedenych
pravidel, ale nemusi byt v hlavnim zapisu.

Tvar vystupu: Vypiste ¢isla ze vstupu v hlavnim Sestkovém zapisu, kazdé na
zv1astni fadek.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
3 JJs
JJJJ T
SSSSSS S
JJSJJ
29-73-4 Zdobeni stromecku 12 bodu

Zatimco si kluci hraji s ¢isly, Sara a Zuzka vzpominaji, jak zdobily vanoc-
B 1 ni stromecek. To byla krasa, takovych ozdob! UZ dlouho se jim to takhle
nepovedlo.

Kazda ozdoba méa tvar barevného blyskavého fetézu, ktery se zavési mezi
dvé vétve. Ozdobné fetézy se mtuzou libovolné kfizit, z jedné vétve jich muze vést
libovolné mnoho. Retézy se ovsem nedaji véset jinam neZ mezi dvé $picky vétvi.
Navic, fetéz se nesmi povésit mezi dvé vétve, mezi kterymi uz fetéz visi.

Na ptivodné holy stromecek holky postupné zavésovaly fetézy, dokud si to-
ho Séara nevsimla. ,Tohle pfeci neni strom, vzdyt obsahuje kruznice!* A méla
pravdu. V terminologii grafii bychom mohli Fict, Ze vétve jsou vrcholy a Fetézy
mezi nimi tvori hrany. Po chvili zdobeni se na nasem stromec¢ku objevil cyklus.

Bez pouziti grafovych pojmu to znamend, Ze zacneme-li na vétvi S, mizeme
po Fetézich preskakat nékolik jinych vétvi a skonéit opét na vétvi S, aniz bychom
pouzili néjaky retéz dvakrat.

Ted se ale kamaradky nemiizou dohodnout, kterd z nich vlastné pfidala onen
fetéz, ktery vytvoril prvni kruznici. Pomuzete jim?

Tvar vstupu: Na prvnim Fadku jsou ¢isla N a M. N je pocet vétvi, které
jsou ocislovany 1...N. M je pocet fetézui. Na dalsich M tadcich jsou vzdy dvé
Cisla vétvi, mezi kterymi je povésen Fetéz. Prvni fetéz mé &islo 1. Retézy jsou
v souboru v takovém poradi, v jakém byly véseny na stromecek.
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Tvar vystupu: Na vystup vypiste ¢islo fetézu, ktery vytvofil prvni kruznici,
tedy udélal z lesa obecny graf.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
45
¥ 0
23
54 (D—&)
. ®
29-7Z3-5 Prvocdiselné rozklady 12 bodu

Vratime se k ¢islum. Uréité uz jste slySeli, co to je prvocislo. Pro jistotu:
prvodislo je takové ¢islo, které je beze zbytku délitelné pouze jednickou a sebou
samym.

Kazdé cislo je mozné zapsat jako soucin jinych prvocisel, potom mluvime
o prvociselném rozkladu. Ten je az na zbytecné jednicky a poradi ¢initelt jedno-
znacny.

Jak rychle dokazete spocitat prvociselny rozklad? A jak rychle to dokazete,
pokud vite, Zze dotazi bude vice?

Podobné jako v minulé sérii, dostanete ¢islo M a néjaky cas na piipravu.
Potom bude pfichdzet N dotazl na rozklad ¢isla 1 < x < M, které byste méli
zodpovédét co nejrychleji.

Nezapomente ve svém Feseni vyjadiit, kolik ¢asu a paméti potfebujete na
predvypocet vzhledem k M, a kolik ¢asu na jeden dotaz.
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29-7Z3-6 Trable s dominem 14 bodu

Nevime jak vy, ale nasi seridlovi pratelé o Vanocich také pekli cukrovi. Na
ty loniské si poridili specidlni formicky, které maji tvar dominové kostky. Kazdy
vysledny kousek cukrovi ma dvé poloviny a kazdd z nich mé na sobé néjaky
vanoc¢ni symbol.

Formicky se Spatné myji, proto se kamaradi rozhodli, Ze pouziji jen nékteré,
zato bude od kazdého zaspinéného druhu dostatecny pocet kouski cukrovi. Mame
tedy jen nékteré
kombinace symboli, od kazdé kombinace ale neomezené mnozstvi dominovych
kosticek.

Kdyz dopekli, lakalo je si s cukrovim taky trochu pohrat a postavit dlouhého
hada. Rozdélili se na dvé skupiny a kazda zacala stavét hada z jedné strany.
Samoziejmeé s tim, ze dvé kosticky za sebou musi navazovat spoleénym symbolem.

Kdyz ale dostavéli az k sobé tak zjistili, Ze nemaji zptsob, jak dvé casti
hada spojit. Af hledali jak hledali, potiebné kosticky jim chybély. Dokonce jim
ani nepomohlo, kdyz ¢asti hada posouvali a tim ménili pocet kosticek, které se
mezi né vejdou.

Pristé uz by se tomu jiz chtéli vyvarovat. Dokazete vymyslet algoritmus,
ktery pro zadany seznam formicek rozhodne, jestli jde kazdé dva hady spojit?
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Ctvrté série

29-7Z4-1 Sifeni viru 8 bodu

Kevin dostal od svého ucitele informatiky domaéci tkol, ve kterém si mél
B yybrat néjaky poditacovy virus a popsat jeho chovani. P¥i vybirdni Kevina
zaujal jeden zvlast specidlni kousek.

Ten se umi sifit pocitacovou siti tak, ze kazdou minutu se nakazi kazdy
pocitaé, ktery ma alespon polovinu svych sousednich pocita¢t nakazenou. Kevina
napadlo, Ze by v rdmci domaciho tkolu prozkoumal, jak rychle se umi tento virus
$ifit v urcitych pocitacovych sitich.

Pomozte Kevinovi zjistit, jak dlouho potrva nakazeni celé pocitacové site,
kdyz vybere, které pocitace budou nakazené zpocatku.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku jsou ¢isla N a K, kde N znaci pocet pocitaci
¢islovanych 0... N — 1, z toho K z nich je nakazenych v prvni minuté. Nasleduje
fadek s K ¢isly nakaZenych pocitaci. Poté nasleduje N radku, kazdy ve tvaru
p,d, s1,82,...,5q; kde p je index pocitace, d je pocet jeho sousedu a s; jsou jeho
sousedé. Vse je oddé€leno mezerami.

Tvar vystupu: Na vystup vypisSte minutu, ve které se nakazi posledni pocitac.
Mate jistotu, ze nikdy nenastane situace, Ze ztistanou nenakazené pocitace.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
51 4
1
041234
1202
2201
3204
4203

V prvni minuté je nakazeny pouze pocita¢ 1, ve druhé se nakazi 2, ve tfeti
0 a ve ctvrté 3 a 4.

29-Z4-2 Vybirani atrakci 10 bodu

ﬁ Skoncila gkola a Kevin se velmi radoval, Ze ze svého informatického doméciho
B ikolu dostal nejlepsi zndmku. Proto pozval své kamarady, Ze se spolu zajdou
pobavit do zabavniho parku.

Nezbyvalo vsak mnoho ¢asu a navic zabavni park byl ten den velmi vytiZen.
Na kazdé atrakci mohl tudiz ten den byt jen jeden clovek. Nastésti atrakci bylo
v tomto parku K-krat vice, nez byla velikost Kevinovy skupinky.

Kevin vi, Ze kazdy ze skupinky snese jinak rychlé atrakce. Néktefi maji
radi rychlé a Silené jizdy, nékdo jiny zase zvladne nejvyse pomaloucké houpani.
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Pomozte Kevinovi pridélit kazdému kamaradovi jeho K atrakci tak, aby kazda
atrakce pro néj byla zvladnutelna a kazda atrakce byla celkové pouzita praveé
jednou.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku jsou ¢isla N a K, kde N je pocet lidi ve
skupince a K - N je pocet atrakci. Na dalsich N fadcich nasleduje dvojice ¢isel:
nejmensi a nejvétsi rychlost atrakce, kterou dany ¢lovék snese. Nasleduje rfadek
se seznamem rychlosti jednotlivych atrakei.

Tvar vystupu: Na jednom fadku bude pro kazdou atrakei index ¢lovéka (inde-
xujeme od nuly), kterému byla dana atrakce pfidélena. Atrakce jsou v piivodnim
poradi, jako na vstupu. Mate zaruceno, ze feSeni vzdy existuje, nemusi vsak byt
jednoznacné.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
33 002021211
19
46
8 12
75103941165

29-Z4-3 Zelva v akvéariu 10 bodu

Dalsi den mél Kevin ve skole biologii, kde zrovna pani ucitelka pustila porad
®1 5 vodnich Zelvich. Kevin si okamzité vzpomnél na svou vycvi¢enou Zelvu a
védél, jaky dalsi vycvik ji bude nasledovat.

Hned po skole se domluvil se Sarou, Ze si od Petra puj¢i akvarium. Po jeho
pfineseni a naplnéni vodou si rozmysleli, ze v takovém akvariu plném vody muze
Zelva plavat i nahoru nebo doléi. Tim ale informace, kterym smérem se Zelva
diva, prestava byt dostateéna na presny popis polohy Zelvy.

Kdy# se Zelva diva na sever a otoé se nahoru o pravy thel, uz se nediva
na zadnou svétovou stranu. Stejné tak, pokud se Zelva divé na sever a nakloni
se, sice se stale diva na sever, ale smér ,vpravo®“ jiz neni na vychod. Sara tudiz
vymyslela Zelvé daldi ¢ty¥i pokyny k otaceni: ,,Otoé se nahoru“, ,,Otoé se doli,
»Naklon se doleva“ a ,Naklon se doprava‘“.

Pro akvéarium dale Kevin zavedl pomyslné soufadnice, kde [1,0,0] mi#i na
sever, [0,0,1] sméfuje na vychod a [0,1,0] ukazuje nahoru. Na zacdtku vzdy
polozi Zelvu do vody na soutadnice [0,0,0] tak, aby se divala smérem na sever
a jeji pravy bok mifil na vychod. Poté je zajima, na jakjch soufadnicich Zelva
skonéi. Predpokladejte, ze akvarium je nekonecné do vsech Sesti sméri.

Kdyz vam Kevin se Sarou postupné povi jednotlivé piikazy, dokézete Fict,
na jaké soufadnice Zelva doplave?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku je jedno ¢islo, a to celkovy pocet piikazi. Na
dalsim fadku budou samotné ptikazy, kde D znaci ,,Posun se doptedu® a piikazy
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<, > 7, v, \ a / znaci otoCeni vlevo, vpravo, nahoru, doli a naklonéni vlevo a
Vpravo.

Tvar vystupu: Od vas budeme potiebovat na jednom radku tii ¢isla oddélena
mezerou, jenz znac¢i souradnice, kde Zelva skonéi.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

11 131
DD>D"D\DDvD

29-Z4-4 Hledani soudétu 12 bodu

Kevin a Sara si bohuzel nerozmysleli, Ze i vycvi¢end suchozemské zZelva od-
B! mitne plavat pod vodou. Petrovi tudiZ nasledujici den po gkole akvarium
vratili.
Po navraceni akvaria nalezli doma u Petra jednu starou deskovou hru, o
které dlouho nikdo nevédél. Jelikoz méli domaéci tkoly hotové, Kevin, Sara i Petr
se rozhodli si hru zahrat.

Hra se sklada z karticek s kladnymi ¢isly. Na zacatku kola se vedle sebe
vylozi karticky s ¢isly. Dale si kazdy z hract vylosuje své ¢islo.

Kazdy z hraca dale hleda souvisly tsek karticek tak, aby soucet Cisel na
nich napsanych co nejvice blizil jejich vylosovanému ¢islu. Pak vyhrava ten, kdo
se svému vylosovanému ¢islu ve vybraném tseku pfiblizil nejlépe. Je jedno, zda
je tento soucet mensi nebo vétsi, nez vylosované ¢islo. Pomozte Kevinovi tento
soucet najit.

Na vstupu dostanete na prvnim fadku pocet karti¢ek a vylosované ¢islo. Na
druhém radku nasleduji mezerou oddélena ¢isla z karticek, jak jdou vedle sebe.

Na vystup vypiste tfi ¢isla oddélenad mezerou — index prvni a posledni karty,
které jsou soucasti vybraného tseku, a jejich soucet. Jako obvykle, indexujeme
od nuly. Pokud takovych tsekt existuje vice, vyberte libovolny z nich.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy viystup:
5 30 2 4 31
28 44 2 21 8

23

KSP-Z

zadani



KSP-Z

zadani

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

29-Z4-5 Hanojské véze jinak 12 bodu

Kevin povédél své sestie Zuzce svij zazitek se starou deskovou hrou. Zuzce
se pribéh libil, hned sama zacala prohledavat staré krabice s hrackami, jestli
nenajde podobny poklad.

Po pil hodince nasla stary dfevény hlavolam podobny Hanojskym vézim.
Jde o tii tyce, pficemz na tycich jsou rozmistény tii disky, kazdy jiné velikosti.
Hlavolam ma zdkladni pravidlo, a to Ze na disku mohou byt poloZeny pouze
mensi disky. Od skuteénych Hanojskych vézi se lisi tim, Ze poc¢ateéni poloha neni
sestavena véz.

Cilem v této verzi hlavolamu je sestavit véz z diskl na libovolnou ty¢ jejich
pfesouvanim. Jedno presunuti probiha tak, Ze se vidy vezme jeden disk z vrchu
jedné tyce a ten se pfesune na vrsek jiné. Pfi pfesunu se samoziejmé nesmi
porusit zakladni pravidlo.

Na obrazku si muzete prohlédnout mozny pocatecni a koneény stav hlavo-

lamu.
= | 1 —~_| = |

Po nékolika méalo pokusech se Zuzce podarilo hlavolam vyfesit. Prislo ji, ze
to neni velmi tézky hlavolam. Rozhodla se jej proto rozsirit tim, ze pfidala dalsi
disky. I po tomto rozsifeni Zuzku pokazdé napadlo feseni. Nevédéla vsak, zda je
nejrychlejsi.

Vasim tkolem je najit zpusob, jak pro dané pocateéni rozmisténi J disk,
spliiujici zakladni pravidlo, sestavit na libovolnou ty¢ celou véz a pfitom pouzit
co nejméné presuni. Soucasti ukolu je i ukazat, Ze je vas zptisob ten nejlepsi.

29-Z4-6 Tajna sit tahakt 14 bodu

Nastal ¢as pololetnich pisemek a v Kevinové t¥idé zacala vznikat tajnd sif
tahaki. Podvadéni se Kevinovi ale nelibilo. Uz jen z toho divodu, ze kdyby byl
kdokoliv chycen, odskace si to celd ti¥ida.

Kevin zjistil, ze pokud kdokoliv odesle tahak jednomu kamaradovi, nemuze
mu tahak prijit zp&t od jiného kamarédda, tedy sit neobsahuje cykly. To znamen4,
Ze pokud by nékdo ze sité odesel, sit by se rozpadla na nékolik mensich. A co vic,
kdyz néjaké cast sité bude moct posilat tahdky mezi méné nez polovinu vsech
puvodnich tcastniku sité, tato ¢ast se stane prilis riskantni vzhledem k zisku a
vsichni Gcastnici skondi.

Presvédcit spoluzdka, aby ze sité odesel, je vSak velmi pracné a zdlouhavé.
Navic je co se ucit na pisemky. Kevin tudiz vi, Ze ma Cas presvédcit nejvyse
jednoho ze svych spoluzaku.

Kevin sezene popis sité€. Vasim tkolem bude vybrat spoluzaka tak, aby se
po jeho presvédéeni sit rozpadla na tak malé ¢asti, Ze cela sit skondi.
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Vzorové feseni KSP-Z

Prvni série

29-7Z1-1 Kevinova Zelva

Pozice Zelvy je ddna dvéma soufadnicemi, proto nam sta¢i dvé proménné, feseni
Bl do kterych si budeme priibézné ukladat polohu Zelvy.

Ze vstupu budeme ¢ist pismenka smérd a podle nich vzdy upravime souiad-
nice, které tento pohyb zménil. Mohou tedy nastat ¢tyfi pripady:

Pokud jde Zelva na sever (S), tak se pohybuje kladnym smérem a jeji sou-
fadnice y se tedy zvetsi o 1, zatimco x se nezméni.

Naopak pokud piijde na jih (J), jde opaénym smé-
rem a y se zmensi o 1. ” a

Ve sméru na vychod (V) se pro zménu zvétsi pouze 'R )
soufadnice x o 1.

A pokud Zelva mifi na zapad (Z), jeji soufadnice x
se zmensi o 1.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-1.py

Pro tyto tcely ma velkd ¢ast programovacich jazyka konstrukci, kterad se
jmenuje switch a umoznuje snazsi vétveni programu podle proménné, ktera mize
nabyvat nékolika rtznych hodnot.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-1.d
Také muzeme vyuzit slovniku, ktery uchovava zménu souradnic pro kaz-
dy mozny smér. To je dobry pristup, zvlasté kdybychom méli jeSté vice sméru,
kterymi se zelva mutze vydat.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-1-dict.py|
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29-Z1-2 Sariny pamlsky

Nasim tkolem bylo vypsat ¢isla z intervalu, pfi¢emz nasobky tii jsme méli
m 1l nahradit kiizkem, ndsobky pé&ti koleckem a nésobky obou vynechat.
Zékladni myslenka je jednoduché: Projdeme v cyklu vSechna ¢isla z inter-
valu a u kazdého zkontrolujeme, jestli je nasobkem 3 nebo 5, a podle toho s nim
nalozime. Vic nebylo tieba vymyslet, zato bylo potfeba tuhle myslenku napro-
gramovat. Co nas tedy mize zaskocit?

Hranice intervalu — prvni ¢islo se bere véetné, druhé bez. To ovSem muzeme
jednoduse vykoukat ze zadani. Takové pojeti intervall je navic v programovani
obvyklé, mimo jiné proto, Ze se pak prichod pfimocafe zapisuje (napf. v Pytho-
nu) jako for i in range(od, do).

Testovani délitelnosti. Zde se urcité hodi znat operator modulo, ktery je
ve vétsiné programovacich jazyku a obvykle se zapisuje procentem, %. Modulo
nam vraci zbytek po celo¢iselném déleni. Jestli je ¢islo x délitelné t¥eba 3, tak
jednoduse otestujeme jako if x % 3 ==

Délitelnost obojim. S ¢isly, ktera jsou nasobky jak 3, tak 5, musime byt opa-
trni. Asi nejjednodussi ptistup je na zacatku zkontrolovat, jestli je ¢islo délitelné
obojim, a pokud ano, presko¢it ho (v Pythonu bud pouzitim continue, nebo
umisténim zbytku téla cyklu do else vétve).

Pokud predpokladame, Ze modulo funguje
v konstatnim cCase, pro kazdé cislo z intervalu
provedeme maximalné konstatni pocet kontrol
a maximalné jedno vypsani, tedy casova slozi-
tost je O(N), kde N je velikost intervalu.

Cisla, resp. nahrazujici znaky, mizeme rov-
nou vypisovat, paméfové slozitost je tak kon-
stantni, O(1).

Pro zajimavost jesté dodejme, Ze naSe po-
hadka skryva jinak velmi znamou tlohu, obvykle
oznacovanou jako Fizz Buzz. Obcas ji nekdo po-
uziva pfi vstupnim pohovoru na programovaci
profese.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-21-2.d

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-21-2.py|

Karry Buresovd
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29-Z1-3 Petrova statistika KSP-Z

Nasim tkolem bylo graficky znazornit, kolikrat Zelva dostala jaky pocet pa-
Bl mlskii. Podobnym grafim se vétsinou tika histogram. ReSeni neni viibec
tézké, stadi ovladat praci s poli.

feSeni
Poridime si jedno velké pole, fikejme mu tieba Eetnost. V poli na indexu 4
budeme uchovavat pocet dni, ve kterych dostala Zelva ¢ pamlskti. Pokud to vas

jazyk neudéld sam, je potieba ho na zacatku naplnit nulami.
Jak bude pole velké? Ze zadani vime, Ze pocet pamlski nepfesdhne 1 000 000.
Jeden milion ¢isel se nam do paméti vejde i pokud zkousime fesit KSP na telefonu.
Pak uz jen projdeme postupné pocty pamlski a za kazdé ¢ zvysime hodnotu
&etnost [i] o jednicku. Tim mame piipravena data, ktera chceme vypsat.
Zadani po nés ovSem chtélo, abychom ukazali jen relevantni ¢ast histogramu.
Proto si jesté spoc¢itame minimum a maximum ze vSech i, kterd jsme potkali. To
muzeme délat prubézné, nebo si ¢isla nacist vsechna a projit je jesté dvakrat.

Pokud by se nam nelibilo, zZe si vytvaiime zbytecné veliké pole, mizeme
pocitani minima a maxima provést jesté pred pocitanim ¢etnosti. Potom uz nam
nic nebrani poridit si pole jen pro hodnoty mezi extrémy.

Lepsim fesenim je vSak pouzit slovnik. Co to je, se miZete docist v na-
sich kucharkach, ale napfiklad v Pythonu jej pouzijete velice snadno. S tro-
chou odlehcéeni staci nahradit hranaté zavorky sloZzenymi, pripadné pouzit kolekci
defaultdict, jako to déla ukazkovy zdrojovy kdd.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-3.py

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-7Z1-3.d

Ondra Hlavaty
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29-Z1-4 Zuzéin vylet

Zuzka chce vymyslet, jaka posloupnost kterych skluzavek je tfeba k tomu,

Bl aby jich zkusili za jednu cestu dolt co nejvice. K takovému zkoumani je
dobré pouzit néjaky systém, aby na zddnou moznost nezapomnéla, ale také aby
ji takové hledani netrvalo zbytecné dlouho.

Zuzku napadlo, Ze bude postupovat zprava doleva — to znamena, Ze se podiva
v mapce na skluzavku, ktera vede z horni plosiny co nejvice vpravo. Poté vybere
dalsi, pro kterou plati dvé podminky: aby na tu pfedchozi navazovala a aby vedla
zase co nejvice vpravo. Takhle postupuje dal a dal, dokud nebude zddna dalsi
skluzavka nebo tobogan, ktery by navazoval.

Ted si Zuzka poznamend, kolik rtiznych skluzavek by cestou dolti vyzkousela
a podiva se po jiné varianté.

Pro zachovani systému se vrati o jednu skluzavku nahoru, odecte jedna
od poznamenaného ¢isla a bude pokracovat zase dolti — ale jinudy. Nyni zvoli
moznost, kterd nebude ta nejpravéjsi, ale o jednu vice vlevo, a opét postupuje
smeérem dolt a vpravo. Kdyz uz nebude moci nikam dal, zase si poznamena, kolik
celkem skluzavek by vyzkousela v této varianté od horni plosiny az sem dolt.

Obcas se ale bude muset vratit dokonce vice nez o jednu skluzavku, aby
skutecné vyzkousela vSechny moznosti odshora dolt.

Takhle Zuzka postupuje, az dokud neprojde variantu, ktera je iplné na opac-
né strané — co nejvice vlevo. Ted ma poznamendno nékolik tdaju, které fikaji,
kolik nejvice skluzavek a togobani lze vyzkouset v riznych variantach. Nako-
nec z nich staci vybrat nejvétsi ¢islo. Takovému postupu prochazeni skluzavek
se Tikd prochazeni grafu do hloubky a vice si o ném muzete pfeéist v nasich
programétorskych kuchaikach.*

Na zavér jesté jedno vylepseni predchoziho programu. Aby si Zuzka nemusela
poznamenéavat zbyteéné mnoho disel, stacéi, kdyz si vzdy bude pamatovat jen
dosavadni maximum a kdyz najde cestu s vice skluzavkami, zapamatuje si to.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-4.py|

Zuzka Drdzdovad

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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29-7Z1-5 Dva seznamy

Kevin a Séra si po chvilce rozmysleni vS§imli, ze vzdy kdyz je zajima, jestli je
dany kamarad na nékterém seznamu, musi ho cely precist. Saru proto napadlo,
ze by bylo nejlepsi si seznamy setadit.

Pro jednoduchost si mtizeme predstavit, ze kamaradi nemaji jména ale ¢isla
a budeme t¥idit ta. Pokud bychom pracovali se jmény, musime si t¥idici algorit-
mus upravit pro praci s fetézci. Jeho slozitost by pak byla prendsobena délkou
nejdelsiho fetézce, coz jsme ovsem v zadani omerzili na konstantu 42, takze nas
nezajima.

Tfidit je mozné kupou raznych algoritmi, o nékterych pojednava nase ku-
chaika o t¥idéni.> O té slySel uz i Kevin a po prostudovani textu se rozhodl pro
MergeSort.

KdyZ uz mame seznamy setfidéné, bude nejlepsi postupovat tak, jak radi
intuice: Kevin i Sara si budou prstem ukazovat do svého seznamu, aby védéli,
kde jsou (trochu podobné jako pfi slévani v MergeSortu, ktery uz si nacvicili),
a porovnaji, zda oba ukazuji na jméno stejného kamarada. Pokud ano, jméno si
poznamenaji. Pokud ne, tak ten, u kterého je jméno pod prstem v abecedé driv,
posune prst dal.

Ted je vhodny okamzik zhodnotit, zda vSe funguje tak, jak si nase dvojka
preje. Nejprve trochu formalizujme tlohu. Na vstupu dostdvdme dvé mnoziny
a vratit mame jejich prunik, tedy pravé ty prvky, které se vyskytuji v obou
mnozinach.

Zacnéme tim, Ze nahlédneme, Ze jsme zadny takovy prvek nevynechali: po-
stup s ukazovanim prsty zptusobuje (stejné jako v MergeSortu), Ze prochézime
prvky obou mnozin dohromady v setfidéném poradi. Tedy pokud se prvek vy-
skytoval v obou mnozinach, neodejdeme z néj v jednom seznamu dokud na néj

5 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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nenarazime ve druhém. Posuneme se az tehdy, kdyz je ten druhy prvek v abecedé
za nami. Takze kazdy prvek patfici do pruniku najdeme.

Také se ndm nemuze stat, ze jsme do priniku zahrnuli prvek, ktery tam
nepatii — pridame ho jediné tehdy, kdyz byl v obou seznamech, a tedy tam patii.

Jesté ndm zbyva zjistit, jak je jejich FeSeni Casové a paméfové nérocné,
oznacme si jako N pocet déti v delsim seznamu. Na setfidéni seznami bylo
potfeba O(N -log N) éasu a O(N) paméti. V druhé fazi uz Kevin se Sarou se-
znamy jen prosli v éase O(N), a potfebuji misto, kam si poznamenat nadsené
kamarady — O(N).

Mozné by véas mohlo zarazit, Ze tu nemluvime o slozitostech tykajicich se
kratsiho seznamu. Jelikoz O-¢kova notace vyjadiuje slozitost v nejhorsim pfipadé
a se seznamy provadime stejné operace, stac¢i nadm uvazovat slozitost pravé pouze
pro ten delsi.

Za takovéto Teseni ziskate plny pocet bodu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-5.pj|

Nicméné jde to i rychleji, napt. kdyz pouzijeme datovou strukturu zvanou
trie.® Trie je strom, v jehoZ kazdém vrcholu je jeden znak. Slova jsou reprezen-
tovana znaky na cesté z korene. Trii pro slova AHOJ, ALE, KSP, TRIE, TRDLO,
TAC a TACEK si mizete prohlédnout na obrazku. Dvojitym kole¢kem znacime, ze
danym znakem kondi slovo.

Jak to tedy celé udéldme? Nejprve si postavime trii z jednoho ze seznami,
nezalezi ze kterého. Zacindme s prazdnym stromem a postupné do néj vkladame
jednotlivd jména.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty
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Ted chceme zjistit, kterd jména z druhého seznamu byla i v tom prvnim.
Jednoduse postupné zkusime kazdé vyhledat v trii a pokud kamarada najdeme,
chce hrat obé hry a poznamename si jej.

Nezapomente kontrolovat, ze jsme opravdu skoncili v oznaceném vrcholu,
nechceme mit v seznamu jméno Petr, kdyZz mezi kamarady mame pouze Petru.
Pokud jméno v trii nenalezneme, kamarada si nepoznamename.

Kolik nam to zabralo ¢asu? Oznac¢me si A délku seznamu, ze kterého stavime
trii, B délku druhého seznamu a jako d délku (libovolného) jména.

Vytvofeni trie trvalo nejdéle O(A - d), protoze jsme pro kazdé jméno a kaz-
dé jeho pismenko museli pfidat/projit jeden vrchol. Vyhledéni jednoho jména
trva nejvyse O(d), postupné porovnavame kazdy znak, a vyhledavdme B jmen,
dohromady tedy O(B -d).

OvSem my ze zadani vime, Ze d je nejvySe 42, je to tedy (pro tuto tlohu
mald) konstanta a miZzeme ji zanedbat. Vysledna ¢asova slozitost tak je O(N),
kde N je maximum z A a B.

Ve skutecnosi je ¢asova slozitost linearni s celkovou velikosti vstupu (soucet
pismen ve slovech) i bez omezeni na délku jmen. To se projevi napf. kdybychom
méli spoustu kratkych slov a jedno hodné dlouhé, kdy bude pfiblizné rovna souctu
délky seznamu a délky dlouhého slova.

Pamétovd slozitost je O(A-d), druhy seznam dokonce ani nepotifebujeme
nacitat do paméti cely.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z1-5-trie.py

Zuzka Simeckovd & Katka Zdkravskd

29-Z1-6 Devadesat devét pater

Pokazdé, kdyz Petr shodi baldének z n-tého patra, mohou nastat dvé situace:
Pokud se balének nerozbije, je jasné, ze musi hazet z vétsi vysky, a tedy uz staci
prozkouset patran+1, n+2, ..., 99. Pokud se ovSem baldének rozbije, pfichazeji
v uvahu jiz pouze patra 1, 2, ..., n. Pfi hodu z vétsi vzdéalenosti se baldnek urcité
taky rozbije, ale z vétsi vzdalenosti by Petr mél zbyte¢né mensi pravdépodobnost,
Ze protivnika trefi.

Protoze se snazime dosdhnout co nejmensiho poctu pokust i v nejhorSim
pripadé, chceme si byt jisti, Ze se kazdym pokusem zbavime co nejvétsiho poctu
pater. Mame tedy usek pater, které jesté pfichazi v tivahu, a shodime balonek
z prostiedniho patra tohoto tiseku. Pfesnéji fe¢eno, shodime balonek z patra n/2,
pro liché n zaokrouhlime (mtizete si ovétit, Ze je jedno na kterou stranu).

Vsimneme si, Ze tim se kazdym pokusem poloviny pater zbavime, aZz nam
nakonec zbyde pouze jedno jediné. Pro naSich 99 pater tedy nejdiiv shodime
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idealni vzdalenost.

Gyt pokusy (5, 3, 2, 1).

intervalt. Vice se o ném muzete docist v nasi kuchaice.

z 50. patra. Pokud praskne, shodime z 25., pokud nepraskne, ze 75. patra. V obou
pfipadech nam po téchto dvou pokusech zbyva provéfit uz jen 25 pater.

1-99

nepraskl

1-24

26-49

51-74 76-99

®» © O ¢

Pocet pater, které prichazi v ivahu, se bude postupné zmensovat z 99 na
50, 25, 13, 7, 4, 2 a 1 patro. Po nejvyse sedmi pokusech tedy vzdycky zjistime

Leh¢i varianta pro 9 pater funguje identicky, akorat ndm na zjisténi staci

Pro obecné P urc¢ité umime postupovat stejné, jak spocitame celkovy pocet
kroka? Vime, Ze poc¢et moznych pater se bude postupné zmensovat z P na fgL
[%], f%L ..., 1. Potfebujeme tedy odpovédét na otdzku, kolikrat miZeme P
vydeélit dvéma, abychom dosli az k jednic¢ce. Pfesné na tuto otazku odpovida
funkce logaritmus, a fekneme, Ze celkem provedeme [log, P]| pokusil.

Tento algoritmus se nazyva binarni vyhleddvani nebo také metoda ptleni

7

Jan Gocntk & Dominik Smrz

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
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Druh4 série

29-Z2-1 Kroceni zlé Zelvy

Nasim tkolem bylo ze zadané posloupnosti piikazi zjistit, kde skonci Kevi-

B! nova Zelva, aZ viechny tyto piikazy vykona. Jako prvni je dobré si uvédomit,
ze ulohu muzeme fesit bez toho, abychom si vytvareli velké pole a pohyb zelvy
po ném simulovali.

Tedy, abychom pouzili analogovou analogii, neni pot¥eba vzit do ruky (velky)
¢tvereckovany papir a postupné si kreslit kterymi policky zelva projde. Namisto
toho si sta¢i pamatovat vzdy jen aktualni pozici a smér zelvy.

Jakmile totiz zjistime, jak ji posouvat, miZzeme namisto simulace na velkém
poli ¢i po ¢tvereckovém papire, prosté jen aplikovat zménu na zapamatovanou
pozici ¢i smér. V piipadé pokynu A konkrétné zménit pozici a pfi pokynech <
a > otoceni.

Pozice se sklada ze dvou souradnic. MuzZeme si predstavit tfeba ¢tverecko-
vany papir se étvereckem (0,0) nékde uprostied.

Smér je jesté jednodussi, sta¢i si pamatovat, zda jsme otoCeni na sever,
zapad, jih nebo vychod. Prakticky tedy postaci libovolna ¢iselnd proménna. Na
zacatku je Zelva otocend nahoru.

Pro poradky indexace si sméry otoceni sefadime jak jsou napsané vyse.
Otoceni s indexem 0 (pfeci jen vétSina programovacich jazyki indexuje od 0, tak
budme konzistentni) bude na sever, s indexem 1 na zdpad a déle logicky proti
sméru hodinovych rucicek.

Jakmile si vytvofime takovouto reprezentaci, miizeme si v§imnout, ze otoceni
doleva je vzdy zvysSeni ¢isla otocCeni a doprava snizeni. Problém jsou jen krajni
hodnoty — kdyz mame smér s indexem 3 (tj. na vychod) a oto¢ime se doleva,
dostaneme se na otoceni na sever, tedy index 0.

Nastésti ale nemusime tyto krajni pfipady Tesit separatné. Stac¢i misto upra-
veného indexu otoleni vzit jeho zbytek po déleni ¢tyfmi, tj. napf. ((i+1) mod 4),
a dostaneme presné to, co chceme.

Otéaceni mame vyfeseno. Staci uz jen vymyslet, jak aktualni smér aplikovat
v pfipadé prikazu A, tedy posunu Zelvy dopfedu. Nejjednodussi feseni je pfipravit
si dvé pole o ¢tyfech prvcich. Jedno pro zménu soufadnice v z-ové a druhé v y-ové
ose pro kazdy mozny smér otoceni.

Pro osu z muze dané pole vypadat tieba takto: [0,—1,0,1]. Pfi otodeni
nahoru se pii pohybu vpfed nase z-ova soufadnice nezméni. P¥i otoceni doleva
se zmensi o jedna a obdobné dal.

P7i provadéni pfikazu A se pak jen podivame do obou poli na hodnotu inde-
xovanou otocenim a danou hodnotu pfi¢teme k odpovidajici soufadnici aktualni
pozice.
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Casova slozitost algoritmu je linedrni s po¢tem piikazi, na kazdém totiz
strdvime konstantné ¢asu. Pamétova je konstantni, pokud nepocitame, Ze si je
tfeba pamatovat vstup. V pribéhu algoritmu si totiz pamatujeme nezavisle na
velikosti vstupu jen dvé pomocné proménné.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-22-1.py|

Petr Houska

29-7Z2-2 Safina volba

Abychom se dozvédéli, kdo rozhodne o planech na vikend, staci spoéitat po-

Bl et Safinych a Kevinovych vitézstvi. Na vstupu dostaneme fetézce Safinych
a poté Kevinovych tahti. Nacteme si je oddélené do dvou proménnych. Zaroven
si budeme pamatovat aktualni pocet vitézstvi kazdého.

Pak jiz jen stac¢i prochazet jednotlivé hry. Nejdfive vyhodnotime prvni hru
(tj- na indexu 0 v obou Fetézcich), pak hru na indexu 1 az k posledni n — 1.
K tomu nam poslouzi napiiklad cyklus for, v jehoz kazdém prichodu vitézi
pri¢teme jedno vitézstvi.

Pti prochazeni potrebujeme rozhodnout, kdo danou hru vyhral. Uvédomime
si, ze hra miiZze skoncit pouze deviti stavy (kazdy méa t¥i moZnosti jak zahrat),
které mizeme snadno otestovat podminkami.

Pokud oba zahrali stejné, nevyhral nikdo a pfesko¢ime rovnou na dalsi hru.

Pokud Séra hrala kdmen a Kevin ntzky, pak vyhrala Sara a pfipoc¢teme ji
jedno vitézstvi. Stejné tak v pfipadé Sara nuzky + Kevin papir a Sara papir +
Kevin kamen.

Pokud nenastala ani jedna z predchozich kombinaci, pak nutné vyhral Kevin,
a proto mu pfipocteme jedno vitézstvi.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z2-2.py|

Jan KnizZek
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29-7Z2-3 Petr v {isi divu

V této tuloze se ptame, do kolika dalsich policek lze v mfizce docestovat,

Bl pokud vyjdeme z jednoho konkrétniho — Petrovy pozice. Na to se nejlépe
hodi néjaké prohledavani. Chtéli bychom prohledavat od Petrovy pozice a kaz-
dé policko, na které dojdeme, si zapocitat a oznacit (nechceme néktera policka
zapocCitat vicekrat).

Prohledavat budeme nasledovné: vytvorime si frontu, ve které budeme skla-
dovat vSechna policka, ktera jesté chceme projit. Na zacatku do ni pridame jen
policko, na kterém stoji Petr. Pokazdé z fronty vytdhneme prvniho kandidata
a podivame se na jeho sousedni policka. Do fronty potom priddme vsechna po-
licka, ktera jsme jesté nenavstivili a nejsou to zdi.

Sousedni policka pozname tak, Ze se jejich souradnice lisi o +1 od aktualniho
policka (napiiklad poli¢ko napravo ma soufadnici z vétsi o 1, a y stejnou). Kazdé
policko, které jsme do fronty pfidali, zapocteme, oznac¢ime a potom vytdhneme
dalsi.

Jakmile bude fronta prazdna, tak jsme dokon¢ili prochézeni z Petrovy pozice
a nikam jinam se uz nedostaneme. Zbyva tedy vypsat ¢islo, které jsme napocitali
a skondit.

Posledni maly problém k vyreSeni je, jak najit pozici, na které se nachazi
Petr a Sara. Protoze mohou byt kdekoliv v mapé, nepomize nam zadny chytry
algoritmus a musime zkontrolovat vSechna policka. Budeme prochazet od zacatku
jedno po druhém, dokud nenarazime na znak P a jeho pozici si zapamatujeme.

Zbyva si rozmyslet, zda se nemuze stat, ze v lese existuje policko, na které by
se Petr a Sara mohli dostat, ale my jsme ho nezapocitali. To se nestalo, protoze
do fronty se béhem prohledavani dostalo kazdé dostupné policko. Naopak, neza-
pocetli jsme ndhodou néjaka navic? ProtoZze jsme pri¢itali pouze volna policka,
na kterd jsme se mohli dostat, nezapocetli jsme nic navic.
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Jak je to celé rychlé a kolik to Zere paméti v pocitaci? Nalezeni Petra se
Séarou trva O(R - S), prohleddvani trvalo také O(R - .S), protoze kazdé policko se
do fronty dostalo maximalné jedenkrat. Cely program je tedy linearni a dokonce
trvd pouze O(R-S+R-S)=0O(R-95)

Pamétova slozitost je také linedrni O(R-S), protoZe jediné, co si potiebujeme
pamatovat je mapa, kterd ma R-S policek, a fronta, ve které se nikdy vice policek
nez jich je v mapé neobjevi. Pokud si nejsi jisty v tom, co v tomto odstavci fesime,
mizes si preéist kuchatku o slozitosti.®

Na zavér podotknéme, Ze program se urcité zastavi, protoze hledani Petra
skon¢! po maximélné N krocich a naSe prohleddvéani se zastavi, nebot kazdé
policko ddme do fronty maximéalné jednou.

Jako t¥esnicku na dortu pfidame, ze algoritmus, ktery jsme pouzili pii FeSeni
je ve svété informatiky tak rozsifeny, Ze mé své vlastni jméno. Jmenuje se BFS
— prohledavani do Sitky a da se pouzit na riuzné grafové problémy. Pokud nevis,
co graf je, mohla by té zajimat nage kuchaika o grafech.® Pokud uZ grafy znas,
tak si mize$ rozmyslet, ze ¢tvereckova sit, jako naSe mapa ze zadani, je vlastné
graf. Staci kazdé policko prohlésit za vrchol a spojit ho ¢tyfmi hranami s jeho
sousedy.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-22-3.pj|

Stépdn Hojdar

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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29-7Z2-4 Zuzka: Cesta tam a zase zpatky KSP-Z

Zadani po nas chtélo, abychom Zuzce nalezli nejdelsi tsek, ve kterém ptijde-
B! me nejvyse K sekund do kopce. Nejprve vyzkousime jednoduché Feseni.

Pro kazdé misto v posloupnosti vyzkousime, jestli nahodou ta nejdelsi pod-
posloupnost nezac¢ina zrovna tam. Tedy si naprogramujeme funkci, které rekne-
me zacatek, a ona od néj najde nejdelsi mozny tsek, ve kterém pujde maximalné
K sekund do kopce.

feSeni

cn?
[

To je pfeci jednoduché — pofidime si energetickou kasicku, do které vlozime
K penizki, a postavime Kevina na zacatek. Poté nechdme Kevina jit co nejdale
to pijde. Z kopce a po roviné pijde zadarmo, ale do kopce bude chtit penizek
z kasicky. Jakmile bude chtit Kevin penizek, ale kasicka bude prazdna, skonéime.
Stejné tak pokud dojde Kevin na tuplny konec trasy.

7Z takto nalezenych posloupnosti uz jen snadno vybereme tu nejdelsi. Jak to
celé bude rychlé? Predstavte si dlouhou cestu, ktera bude ovsem cela z kopce.
Nage funkce tedy pokazdé dojde az na konec cesty a celkem vykond N + (N —
1) + ... 4+ 1 krokd, coZ je ovSem soucet aritmetické posloupnosti, ktery vyjde
v O(N?).

Chudak Kevin musi totiz pofad chodit tu samou trasu znovu a znovu. Pro-
vedme jednoduché pozorovani: pokud posuneme zacatek doprava, Kevin muze
dojit jen dal — konec se nemuze posunout vlevo. Kevin se tedy nemusi viibec
vracet!

Na zacatku algoritmu postavime jak Zuzku tak Kevina na zacatek trasy.
Kevina posleme kupfedu, aby dosel co nejdéle, ale maximalné K sekund sel do
kopce. Od této chvile bude platit nasledujici invariant (tvrzeni, jehoz platnost
se v pribéhu algoritmu neméni): mezi Kevinem a Zuzkou bude pravé K sekund
chiize do kopce.

Ted ptijde fada na Zuzka. Ta piijde dopfedu, ale pouze z kopce ¢ po rovi-
né. Kdykoli by méla jit do kopce, zavola Kevinovi, a sekundu do kopce pujdou
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spolecné. Poté si Zuzka muze odpocinout a Kevin utéct Zuzce co nejdale z kopce.

Zajima nas chvile, kdy budou Kevin se Zuzkou nejdale od sebe. To je totiz
diky invariantu chvile, kdy Kevin se Zuzkou vymezuji nejdelsi podposloupnost
podle zadani.

Jakmile Kevin dojde na konec trasy, mizeme rovnou skoncit, protoze Zuzka
uz se bude jen priblizovat.

Ted uz vime, ze algoritmem vydané FeSeni bude vzdy spravné, ale jesté
nam zbyvé ukazat, ze pokud Feseni existuje, algoritmus ho najde. To je nastésti
jednoduché, protoze kazdé feseni musi nékde zacinat a pres to misto musi Zuzka
nékdy prejit.

Algoritmicky samoziejmé nebudeme posilat Zuzce a Kevinovi itineraf cesty,
ale budeme si posouvat dva ukazatele nad polem. Kdyz si uvédomite, ze oba
ukazatele posouvéte pouze vpravo, vyjde z toho optimalni casova slozitost O(N).

Pamétovou slozitost mame ovSem zatim také linearni. Pokud bychom chté&li
usetfit, musime se vydat jesté o kriicek dal. Nez si ale prectete dalsi odstavce, na-
Cist cely soubor se vstupem do paméti k feseni vétsinou bohaté staci. Nasledujici
informace tedy berte jako teoreticky bonus.

Vsimnéte si, Zze v celém algoritmu nés vlastné viibec nezajimaly konkrétni
hodnoty nadmotskych vysek. Misto nich ndm sta¢i uvazovat, kdy cesta vedla
do kopce a kdy z kopce. Dokonce ani nepotfebujeme mit jednotlivé sekundy
v paméti rozdélené — staci nam koukat na to, jak dlouhé jsou tiseky z kopce mezi
jednotlivymi sekundami do kopce.

Mohli bychom tedy algoritmus pozménit tak, ze by nacital jednotliva c¢isla
s tim, jak presouva Kevina, a pro Zuzku uz by si pamatoval jen délku dalsich
K sekt z kopce. Tim bychom srazili paméfovou slozitost na O(K).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z2-4.py|

Ondra Hlavaty

29-Z2-5 Dva roky bez prazdnin

Od Skliby jsme dostali kol najit ptivodce fetézu putovani spamu mezi by-
tostmi. Nejprve si mtizeme rozmyslet, Ze fetéz rozesilani e-mailu nam tvoii néjaky
orientovany graf. Seznam dvojic, jenz Skliba ziskal, neni nic jiného, nez seznam
hran, avSak neorientovanych, v tomto grafu. Vrcholy potom reprezentuji jednot-
livé bytosti, které se dostaly do styku se spamem.

Déle vime, ze kazdé bytosti spam pfisel nejvyse jednou a mozna jej odeslala
dalsim K bytostem. V feci grafii to znamena, Ze nejvyse jedna hrana do vrcholu
(bytost) vstupuje a vystupuje z néj bud K hran, nebo zadna.
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Stupném vrcholu budeme znadit pocet hran, které vedou do nebo z daného
vrcholu. Podivejme se tedy na moznosti, jaky muze byt stupen vrcholu bytosti:

® Pokud bytosti spam prisel, do jejiho vrcholu vede pravé jedna hrana, stupen
se tedy zvysi o 1.

® Pokud bytost spam odeslala dalsim K bytostem, stupen jejiho vrcholu se zvysi
o K.

Pojdme z toho prozkoumat, jakého tvaru tento graf nabyva. Jiz vime, Ze
kazdy vrchol ma nejvyse jednoho predchidce. Také ma kazdy vrchol préavé 0
nebo K potomki. Takovy graf ndpadné pfipomina strom.

Kdybychom se nezabyvali orientaci hran, opravdu o strom jde. Kofenem je
v tomto pfipadé ptvodce spamu a listy jsou dorucitelé, ktefi dale spam neroze-
slali. Déle si miazeme vSimnout, Ze je tento strom k-arni, jelikoz kazdy vrchol,
jenz neni list, ma pravé k potomki.

Stupné vrchold v nasem grafu tedy mizou byt 1 pro ,listy“, K pro ,kofen*,
nebo K + 1 pro ostatni. Z toho miZeme usoudit, Ze chceme-li najit ptivodce
spamu, stac¢i nam najit kofen v pomyslném stromé, ktery ma stupen pravé K.
Zadny jiny vrchol stejny stupeit uz mit nebude, ptivodce je jen jeden.

Ten mtizeme najit takto: Postupné projdeme jednotlivé dvojice a budeme si
poznamenavat pro kazdou bytost, kolikrat se vyskytla v néjaké z dvojic. VSimné-
me si, Ze tento pocet odpovida pravé stupni jejiho vrcholu. Potom stac¢i vyhlasit
bytost s pravé K vyskyty jako piivodce spamu.

Jak dlouho nam hledani ptvodce potrva a kolik pfi tom spotifebujeme pamé-
ti? Kazdou z M dvojic musime projit pravé jednou. Celkové nad timto procha-
zenim stravime O(M) ¢asu. Potom projdeme kazdou z N bytosti a zkoumédme
podet vyskyti. Casova slozitost je tedy O(N + M). Déale si musime pro kazdou
bytost néco mélo pamatovat, paméti tak spotfebujeme O(N).

Kolik dvojic ale muze byt celkem? Jelikoz kazdému, az na jediného puvodce,
pfisel spam pravé jednou, bude téchto dvojic pravé N — 1. Casova sloZitost nAm
tedy ve skute¢nosti sejde na O(NV).

Viclav Koncicky
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29-7Z2-6 Devét trpaslika

Kevin a Zuzka dostanou fadu N ¢isel v urc¢itém poradi a u ni maji za tkol
rychle odpovidat na urcité dotazy. Ty se tykaji souctu Cisel mezi a-tym a b-tym
¢islem fady.

Zjevné teseni je pro kazdy dotaz posloupnost znovu projit a od a-tého do
b-tého indexu d¢isla scitat. Pokud by se trpaslici ptali porad na soucet celé rady,
prochazeli bychom vzdy vSech IV ¢isel znovu. Kvili tomu je ¢asova slozitost na
jeden dotaz O(N).

Zkusime zvolit uplné jiny postup. Budeme na néj sice potiebovat vice ¢asu
na pfipravu, ale budeme doufat, ze se nam to vyplati. Nasim cilem je odpovidat
co nejrychleji. Vyuzijeme toho, Ze séitani ma dobré vlastnosti (napfiklad pro
nésobeni by nase feseni nefungovalo), a pfedpocitame si ¢isla, ze kterych budeme
schopni rychle vykoukat feSeni.

V dalsich odstavcich budeme soucet ¢isel mezi a-tym a b-tym indexem znacit
s(a,b+ 1). Nasledujeme tedy bé&zné programatorské pojeti intervalt, kdy s(a,b)
znaci soucet takového tseku, do kterého a patii ale b uz ne.

Predstavme si, ze zname souc¢ty na dvou usecich, které maji spolecny za-
Gatek: s(a,b) a s(a,c). Z téchto ¢isel jsme schopni odvodit s(b, ¢) — ten je roven
s(a,c)—s(a,b). Rozepiste si to. Uvidite, Ze se ¢isla na zad¢atku odectou a zlistanou
jen ta spravna.

Tohoto faktu vyuZijeme a spocitdme si soucet s(0,z) pro kazdé z. Usek
zadinajici na zacatku posloupnosti se nazyva prefix posloupnosti, a proto se po-
sloupnosti jejich souctt obvykle fiké prefixové soucty.

Uvedeme ptiklad. Mame fadu ¢isel 1, 5,4, 3, 6 a chceme k ni znat vSechny pre-
fixové soucty. Ty budou vypadat nasledovné: 0,1,6,10,13,19. Spocitat vSechny
prefixové soucty muzeme pribézné pii nacitani — kazdé ¢islo staci pricist k pred-
chozimu, uz seCtenému, prefixu, a mame soucet o jedna delsiho prefixu. Diky
tomu ndm po¢itani zabere pouze O(N).

soucty[0] = 0
for i in range(N+1):
souéty[i] = soudty[i - 1] + &islali - 1]

Abychom mohli poéitat s celou Fadou na vstupu, pfidadme si na konec souéttt
jesté jeden prvek navic, soucet celé fady (proto N+1). Vsimnéte si ale, Ze ¢as
na pfipravu nas vlastné moc nezdrzuje — pokud nechceme ¢éisla ¢ist rovnou ze
souboru, nevyhneme se nacteni do paméti. To uz ale trva stejné dlouho, jako
pocitani prefixovych soucti.

A kdyZ uz méme pole prefixovych souc¢ti pripravené, dotazy se zodpovidaji
velmi snadno. Hodnota souctu ¢isel mezi a-tym a b-tym je rovna souéty[b + 1]
- sou&ty[a]. Na dotazy tedy umime odpovidat v konstantnim cCase, ale potie-
bujeme O(N) ¢asu na piipravu. Paméfova slozitost je O(V). Pokud se chcete
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o prefixovych souctech a jejich vyuziti dozvédét vice, podivejte se na kapitolu KSP-Z
kuchaiky o intervalovych stromech.'° )

Ondra Hlavaty

feSeni

10 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
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TTetl série

29-7Z3-1 Zelva na dvorku

I;Hoha byla opét jen drobnym rozsifenim Kroceni zlé Zelvy z druhé série.
m 1l Zelva se chovala uplné stejné, ptibyly pouze piekazky. Piesto ale feSeni ne-
V minulém feseni jsme si pamatovali aktualni sou-
fadnice zelvy jako dvé cisla a smér zelvy jako ¢islo tteti.
Pak jsme méli pripravend pole, kterd fikala, v jakém
sméru mame o kolik zménit jednu ze soufadnic.

Tento pristup se hodi, pokud napfiklad chceme pro-
chézet vSech 8 policek, na které mizeme skocit Sachovym
koném z aktualniho policka. Soucasti programu bude
statické pole obsahujici policka, na které muze kun sko-
Cit ze soufadnic [0, 0]. Pokud zrovna nestoji na tomto
policku, staci souradnice patfi¢né posunout.

Nam ale stac¢i pamatovat si aktualni smér zZelvy, a
proto miZzeme program na pohled trochu zjednodusit.
Nebudeme si smér pamatovat jako néjaké magické ¢islo, ale jako smérovy vektor.
Slovni spojeni je to désivé, ale vysvétleni je prosté. Smérovy vektor je rozdil
piistiho a aktualniho policka — pokud tedy Zelva udéla krok. Zelva je na zacatku
oto¢end na sever, tomu odpovida vektor (0, 1).

Na povel krok zareagujeme snadno, prosté smérovy vektor pficteme k aktu-
alni soutadnici. Otaceni je slozitéjsi na pochopeni, ale o to snazsi na napsani.

Pokud je smérovy vektor (dz,dy) a Zelva se ota¢i za levou rukou, vezmeme
jako novy smérovy vektor (—dy,dz). Vyzkousejte, funguje to. MuzZete si zkusit
napsat smérové vektory pro vSechny ¢tyti sméry a uvidite, ze vzdy obsahuji jednu
nulu a jednu (minus) jednicku. Prohlédnéte si, jak otdéenim jednicka ,cestuje®.

Ted ale to hlavni: prekdzky. Potfebujeme zafidit, aby Zelva nechodila skrz
né. Predstavme si na chvili, Ze umime snadno poznat, jestli na daném polic-
ku je prekazka. Potom si miZeme pted kazdym krokem spocitat pozici cilového
policka a podivat se, jestli je obsazené prekazkou. Pokud ano, zapocitdme nara-
zeni do prekazky a zelva se nepohne. Pokud ne, zménime soufadnice zelvy na ty
vypoctené.

Jak ale poznat, jestli je na zvoleném policku prekazka? Pokud si vSechny
prekazky vlozime za sebe jen tak do pole, budeme jej muset pred kazdym krokem
celé projit. To by mélo asovou sloZitost linedrni s poc¢tem piekazek, O(P) pro
kazdy krok zelvy. Tedy az O(P - N) pro cely béh programu.

Pokud si ale souradnice prekazek po nacteni lexikograficky sefadime, mizZe-
me v nich hledat bindrnim vyhleddvanim.!! Tim se pomérné snadno dostaneme

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladnil
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na éasovou slozitost O(N log P + P), coz je rozhodné o néco lepsi. Pokud pte- KSP-Z
myslite pro¢ 4+ P, pak protoze musime prekazky také nacist, coz trva O(P) (a P )

miize byt vétsi nez N log P, takze se to do prvniho ¢lenu neschova).

Naprogramovat ¢i popsat binarni vyhledavani je dobré cviceni, které bychom
po vas chtéli v teoretické domaéci tiloze. Pokud ale piSete program, muzete vyuzit
knihoven vaseho programovaciho jazyka. Existuje totiz ¢asto pouzivand datova
struktura, kterd umi prvky rychle pridavat a testovat jejich existenci. Bézné se
ji 1iké mnozina, set.

feSeni

Zejména v Pythonu je jeji pouziti extrémné jednoduché. Opravdu staci misto
hranatych zavorek (pfipadné funkce 1ist) pouzit funkei set, kterd vrati mnozinu
prvkia z parametru. Testovani na existenci funguje uplné stejné jako s polem
pomoci operatoru in.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z3-1.py

Ondra Hlavaty

29-7Z3-2 Pisemka z angli¢tiny

Uvédomit si pfimocaré FeSeni neni viibec tézké. Staci si ulozit vSechna slova

B! do pole, pro kazdé jednotlivé slovo pole projit a poditat si jeho prefixy. Pak
vypiSeme slovo s nejvyssim poc¢tem nalezenych prefixii. Cely vypocet probéhne
v O(N?), kde N je soucet délek viech slov.

Zkusime najit néco lepsiho. Pokud jste si vzpomnéli na feSeni tlohy 29-71-
5,12 spravné vés napadlo pouZit trii. Pro pfipomenuti: trie je zakofenény strom,
kde vrcholy reprezentuji pismena a kazdé slovo ve slovniku predstavuje cestu
z korene do listu. Kazdy vrchol tedy mzeme chapat jako prefix: musime si ale
oznacit vrcholy, kde néjaké slovo konci.

Vyrobime si trii ze vSech slov na vstupu. Ke kazdému vrcholu chceme urcit
S, pocet slov ze slovniku, kterd jsou jeho prefixem. Proto projdeme trii do hloub-
ky: do zasobniku si kromé vrcholu ulozime i jeho S. Na zacatku bude zasobnik
obsahovat kofen trie a S = 0. Cilem je najit slovo s nejvyssim S.

Jeden krok prtchodu se bude skladat z vyjmuti vrcholu a jeho S ze zasob-
niku. Pokud ve vrcholu konéi slovo, zvysime S o 1. Pak do zasobniku vlozime
vSechny potomky vrcholu s vypoétenym S.

Po celou dobu si uklddame vrchol s nejvyssim S a jakmile skon¢ime prichod,
vypiSeme slovo, které vrcholu odpovidd. Abychom to mohli udélat, musime se
z vrcholu vratit az do kofene a po cesté si ukladat pismena.

12 http: //ksp.mff.cuni.cz/viz/29-21-5/reseni
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To, ze ve vrcholu s nejvyssim S konéi slovo ze slovniku, nemusime viibec
kontrolovat. Staci si uvédomit, ze to vzdy bude list stromu, tedy vrchol bez
potomki (a v ném vzdy néjaké slovo konéi).

Pamétova slozitost je jisté O(N), vrchold nebude vice, nez je soucet délek
slov. Casova slozitost viak zavisi na tom, jak§m zptisobem budeme ve vrcholech
ukladat odkazy na potomky.

Pouzivame anglickou abecedu s malymi znaky, proto je potomku nejvyse
26. Mtzeme ve vrcholech vytvorit pole odkazl s touto délkou: k vrcholu sice
dokazeme pristoupit v konstantnim case, ale spotfeba paméti nehezky naroste
(pro slovnik ,normélnich“ slov bude obvykle obsazena jen mald ¢ast pole).

Lepsi moznosti je si ukladat ukazatele do vyvazeného binarniho stromu,
pripadné vyuzit heSovani. U prvni moznosti bude vytvofeni trie i prachod v O(N-
log 26) = O(N), u druhé také v O(N).

Autorsky zdrojovy kéd vyuziva heSovani. V Pythonu se hes tvoii pfimocare,
obvykle se ale této struktufe ¥ika slovnik (dictionary). Hodi se vSak védét, jak
funguje uvnit¥, coz popisujeme v nasi hegové kuchafce.'®

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z3-2.py|

Kuba Marousek

DAHE SOVARY
PRVEK

VO A
Poice

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
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29-73-3 Sestkova &isla

Reseni tlohy si rozdélime na dvé &asti. Nejdiive sestkovy zapis prevedeme
B na &selnou hodnotu a poté pro vysledné &slo vypiSeme jeho hlavni zapis.

Pokud by Sestkové ¢islice byly pouze v sestupném poradi, stacilo by projit
vstup a seCist jejich hodnoty. Muze se ale stat, ze skupinu stejnych Sestkovych
¢islic nasleduje ¢islice vyssi hodnoty a my musime predchozi odedist.

Budeme si proto drzet dvé pomocné proménné h a p. Prvni h bude oznacovat
hodnotu posledni ¢islice, kterou jsme vidéli, druha p pak kolik téchto ¢islic jsme
vidéli nepferusované za sebou.

Vstup projdeme ¢islici po ¢islici a budeme prubézné aktualizovat pomocné
proménné i tu, kterd drzi celkovy vysledek.

Pokud je aktudlné zpracovavana ¢islice hodnoty h, stac¢i p zvysit o jedna.

Pokud je nizsi hodnoty, k celkovému vysledku pfi¢teme hodnoty ¢islic re-
prezentovanych v pomocnych proménnych. Poté nastavime p na jednicku a h na
hodnotu aktualni.

Pokud je hodnota aktudlni ¢islice vyssi, pficteme k vysledku hodnotu ak-
tualni cislice a odeéteme hodnotu téch, které jsou reprezentovany pomocnymi
proménnymi. Vime, ze v tomto ptripadé nasledujici ¢islice uréité bude mensi nez
aktualni, proto sta¢i nastavit pomocné proménné p na nula a h na hodnotu ak-
tuélni ¢islice. Diky tomu se pii pfistim prichodu pomocné proménné nastavi na
nové hodnoty.

V druhé ¢asti mame ¢islo (pojmenujme jej ¢), které chceme vypsat v hlavnim
Sestkovém zapisu. Predstavme si, Ze nemuZzeme odecitat. Pak sta¢i prochéazet
¢islice od nejvétsi po nejmensi. V kazdém pruchodu pak, dokud je ¢ vétsi nez
aktualni Cislice, od¢itame od ¢ tuto cislici a zaroven ji vypisujeme na vystup.

My ale mtzeme i odeéitat, coz potiebujeme, abychom se vyhnuli zakdzanym
GtyFem stejnym Cislicim za sebou. Ozna¢me si hodnotu aktuélni ¢islice jako a.
Pokud je ¢ > a zachovame se stejné jako v pfedchozim odstavci.

Dale si vSimnéme, ze nejnizsi hodnotou, kterou mtzeme reprezentovat aktu-
alni ¢islici spolu s odéitanim, je %a, protoze muzeme odecist maximalné dvakrat,
tj. %a. Pokud je tedy ¢ < %a, nic nedélame a jdeme zpracovavat dalsi ¢islici
v poradi.

Pokud je %a < ¢ < a vypiSeme aktudlni ¢islici a pfed ni jednu (¢ < %a) ¢
dvé (¢ > 2a) dislice o jedna mensiho fadu. Zaroven od ¢ odecteme a a pricteme

1

vypsané mensi cislice. VSimnéme si, Ze potom nutné ¢ < za, a proto se ndm

nestane, ze bychom néjakou ¢islici odecetli a nasledné opét pricetli.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-73-3.py|

Honza KniZek
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29-73-4 Zdobeni stromecku

Rozmyslime si, Ze si mizeme vanoc¢ni stromecek predstavit jako graf, kde
Bl jednotlivé vétve stromecku jsou vrcholy. Potom kazdy pfidany fetéz bude
tvorit v tomto grafu hranu. Chceme zjistit, pfidanim které hrany vznikne v grafu
kruznice.

Pojdme si nejprve vyfesit jednodussi illohu: dostali jsme n&jaky graf a chce-
me zjistit, jestli v ném kruznice je. Na to nam stac¢i pouzit prohledavani do sitky
¢ hloubky.!* Ke kazdému navstivenému vrcholu si ulozime informaci, odkud
jsme prisli. Pak se podivame na vSechny jeho sousedy. Pokud néktery z nich uz
byl navstiveny a neni to ten, ze kterého jsme pravé prisli, znamena to, Ze jsme
objevili cyklus. Tohle ovéfeni zvladneme v linedrnim ¢ase, O(N + M), kde N je
pocet vrchol a M je pocet hran.

Nyni se nabizi jednoduché feseni celé tlohy: postupné pridavame do grafu
hrany a po kazdém piidéni ovéfime, jestli uz v grafu neni cyklus. Ale pak ovéfeni
provadime celkem M-krat, ¢asova slozitost je tedy O(M - (N +M)). To je celkem
pomalé.

)

7 PROHLEDA VALY
Do HLouBgkyY

w

N
—

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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Zkusme to lépe. VSimneme si jedné véci: v pribéhu pfidavani hran néjakou
dobu graf pofad neobsahuje cyklus, pak se tam objevi a od té doby uz graf stale
obsahuje cyklus.

My hledame predél mezi témito dvéma stavy. K tomu mtizeme pouzit binarni
vyhleddvani. Zkusime do grafu p¥idat prvnich M/2 hran a podivame se, jestli
obsahuje cyklus. Pokud ano, musel vniknout pfiddnim nékteré z prvnich M/2
hran, jinak musi vzniknout pfiddnim nékteré z druhych M/2.

Predpokladejme, ze nastal prvni pfipad. Rozptlime tedy interval od 1 do
M/2 — vytvofime novy graf, do kterého pfiddme jen prvnich M/4 hran. Opét
oveFime, jestli obsahuje kruznici, a podle toho vime, Ze provinild hrana lezi bud
v intervalu od 1 do M/4, nebo od M/4 do M /2. Takhle pokra¢ujeme v ptleni,
dokud nam nezbude jedina hrana — ta hledana.

Abychom nemuseli graf stavét potfad znovu a znovu, staéi si u kazdé hrany
pamatovat ,Cas“, ve kterém vznikla. Binarni vyhledavani pak odpovida puleni
casovych intervald. Samotné prohledavani grafu na existenci cyklu upravime tak,
aby ignorovalo hrany, které teprve vzniknou.

Jeden pokus ndm trva linedrni ¢as a binarni vyhleddvani provede O(log M)
krokt, dohromady O((N + M)log M).

Ukéazeme si jesté jedno, avSak pokrocilejsi, feSeni. K tomu se nam bude hodit

pojem komponenta souvislosti (viz opét grafovou kuchatku).

Na zacatku jsou vsechny vrcholy izolované a kazdy z vrcholi tvoii svou
vlastni komponentu souvislosti. Pojdme se podivat, co pfiddvani hran do grafu
s témito komponentami provede.

Prvni moznost je, ze jsme pfidali hranu mezi dvéma vrcholy, které patii do
riznych komponent. Potom jsme mezi nimi vytvofili novou cestu, a tedy jsme
tyto dvé komponenty spojili v jednu.

Jestlize vSak byly oba vrcholy soucasti stejné komponenty, existovala jiz
dfive mezi nimi néjaka cesta. Potom priddnim této hrany vznikne mezi obéma
vrcholy druhd cesta, kterd spolu s prvni utvori cyklus.

Diky tomuto pozorovani muzeme misto hledani cyklid v grafu kontrolovat,
zda pfed pfidanim kazdé hrany byly oba vrcholy ve stejné komponenté souvis-
losti. Jak takovy stav ale zjistime?

Mohli bychom jednoduse kontrolovat, zda jsou oba vrcholy soucéasti stejné
komponenty pomoci prohledani do hloubky nebo do sifky. AvSak takové pro-
hledani muZe potencialné projit cely graf. Casova sloZitost takové kontroly je
tedy O(N + M), ktera se pro kazdou hranu secte na ¢asovou slozitost algoritmu
O(M(N + M)). To jsme si moc nepomohli.

Pojdme to zkusit 1épe pouzitim nééeho, coz uz vymysleli informatici pred
nami. V algoritmu pouzivame dvé zakladni operace, a to pfidani hrany a zjis-
tovani komponenty souvislosti dvou vrcholti. Témto operacim se v informatické
hantyrce fika union a find. Existuje datova struktura zvana DFU, kterd je umi
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provadét velmi efektivné. Je popsana v nasi kuchafce o minimalnich kostrach.®
Vyuzitim této struktury se poté tloha zmeéni na postupné volani find a union
pro kazdou hranu. Casové sloZitost takového algoritmu poté bude O(M log N).
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z3-4.py|

Viclav Koncicky

29-7Z3-5 Prvocdiselné rozklady

V tloze jsme po vas chtéli najit postup, kterym rozlozite pfirozené ¢islo
na soudin prvocisel. Odbornéji fe¢eno se takovému procesu iikd faktorizace a
patii k velmi slozitym problémtim matematiky. Dodnes nikdo nezna algoritmus,
ktery by dokézal faktorizovat velka (fadové tisicicifernd) ¢isla dost rychle na to,
abychom se dockali vysledku. Této vlastnosti se vyuziva v mnoha Sifrovacich
algoritmech, mimo jiné i ve zndmém RSA.

PopiSeme si autorské feseni. Na zacatku béhu programu dostaneme ¢islo M
a mame slibeno, Ze jakékoliv ¢islo z, které dostaneme k faktorizaci, bude mensi.
Jeho rozklad se tudiz bude skladat z prvocisel mensich nez M. Pokud bychom je
vSechna dokazali najit, mizeme rozklad snadno urcit: postupné projdeme prvo-
¢isla a kazdym z nich délime z tak dlouho, dokud je prvocislem délitelné.

Také si uvédomime, ze nam ve skutecnosti stac¢i prvocisla mensi nebo rovna
VM. Vétsi prvoéislo se v rozkladu nachézi nejvyse jednou a ziskdme ho jako
to, co nam zbude z z, kdy# uz nejde délit zadnym z prvocisel mensich nez M
(rozmyslete si).

Jeden rozklad bude trvat ¢as O(k + £), kde k je polet prvocisel mensich
nez VM a ¢ je délka vysledného rozkladu. Rozklad nebude obsahovat vice nez
O(log M) prvocisel — kazdy ¢initel je alespori dvojka. Odhadnout k shora pomoci
M je t&zké, spokojime se tedy s O(v/M).

Ale jak prvoéisla najit? Pouzijeme Eratosthenovo sito, které mozné znate
z hodin matematiky. S tuzkou a papirem funguje nasledovneé: nejdriv si vypiseme

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry
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do fady vSechna &sla od 2 do v/ M. Postupné budeme chtit zakrouzkovat viechna
prvodisla a skrtnout vSechna sloZena. KSP-Z
Jeden krok algoritmu vypada takto: vezmeme prvni neoznadené ¢islo (ani
zakrouzkované ani skrtnuté) a zakrouzkujeme ho. Potom skrtneme vSechny jeho
nasobky (pokud jsme zakrouzkovali k, Skrtneme 2k, 3k, ...). feSeni
Takze v prvnim kroku zakrouzkujeme dvojku a skrtneme vsechna suda ¢isla.
V druhém zakrouzkujeme trojku a Skrtneme vSechny nésobky t¥i. A tak dale.
VyzkouSejte a rozmyslete si, Zze to funguje.
Pokud ho chceme naprogramovat, misto papiru pouzijeme pole sito veli-
kosti v/M. V ném na i-té pozici bude jedni¢ka, pokud ¢slo i je skrtnuté, jinak
nula. Navic si budeme pamatovat posledni nalezené prvocislo p. Pak je postup
jednoduchy:

1. Vyplnime pole sito samymi nulami (na za¢atku neni nic skrtnuté).
p <2
Opakujeme dokud p < v/M:

Pridame p do seznamu prvocisel.

GUls W

Skrtneme vsechny nasobky p: nastavime sito[2p], sito[3p], sito[4p], ...na
1.

6.  Posuneme se na nejblizsi neskrtnuté ¢islo napravo: zvysujeme p, dokud
nebude sito[p] = 0.

Casova slozitost sita velikosti v M je O(v/M -loglog v/ M): ditkaz neni tiplné
jednoduchy, takze ho zde nebudeme uvadét. Mtizete si ho precist v feseni tlohy
24-3-5.16

Timto zptisobem vyfesime tlohu s O(v/M) pomocné paméti. Na piedvy-
pocet budeme potiebovat O(v/M - loglog /M) ¢asu a na jeden dotat O(v/M).
Pokud si ale dovolime pouzit vice paméti a ¢asu na predvypocet, dostaneme dalsi
velmi dobry algoritmus.

Kdyz uz slozené ¢islo x Skrtame, zname prvocislo p, které ho déli. Po-
kud si ho zapamatujeme jako p,, bude spocitani rozkladu trividlné jednoduché:
Dostaneme-li z, do rozkladu pfiddme p,. Opakujeme s x/p,,, dokud ndm nezbude
prvocislo. Takto rozklad spocitdme v O(log x), tedy O(log M).

Bohuzel tim musime rozsifit sito na vSech M ¢&isel. To nas bude stat O(M)
pomocné paméti a vypoctem sita stravime O(M -loglog M) ¢asu. I tak se to ale
vyplati, pokud bude pocet dotazii N dostatecné velky.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-7Z3-5.py|

Kuba Marousek

16 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/reseni
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29-7Z3-6 Trable s dominem

Ackoli to tak na prvni pohled nevypadé, tato tloha je grafovi. Pokud toho
o grafech jesté nevite dost, uréité si prectéte nasi kuchaiku o grafech.!”

Jaky graf si tedy pod zadanim piedstavime? Obycejny neorientovany. Vr-
choly nam budou tvofit symboly, které se vyskytuji na dominu. Kazda kosticka
obsahuje pravé dva symboly, tedy nam v grafu budou tvorit hrany. Nebo lépe,
hrany budou druhy kosti¢ek, které mame k dispozici.

Nyni si vyberte vrchol v grafu, a zkuste pfes hrany prechézet do jinych
vrcholi. Takové posloupnost vrcholti a hran tvoii sled v grafu. Cemu to odpovida
v dominové analogii? Moznéa jste uhodli Ze postavenym hadim z cukrovi.

Kazdy had vypada jako sled v nasem grafu a naopak, kazdy sled jde postavit
jako hada z domina. Nasi kamaradi se v pribéhu dostali do situace, ve které
nemohli dva hady spojit zddnym ,mezihadem®. To znamen4, ze mezi koncovymi
symboly neexistoval v nasem grafu zadny sled.

To se v grafu muze stat pouze tehdy, pokud je graf nesouvisly. To znamena,
ze symboly jde roztfidit na (alespor) dvé hromadky tak, aby kazda kosticka
pouzivala symboly pouze z jedné a zadna kosticka dvé hromadky nepropojuje.

Mimo jiné to znamend, Ze dva hadi z pfibéhu neméli zadny symbol spolecny
— jinak by $lo hady propojit pfes néj.

Resenim tlohy je tedy vytvorit graf a ové-
Tit, zdali je souvisly. To jde provést velice snad-
no prohledadnim, napiiklad do hloubky. Béhem
prohledavani budeme vrcholy obarvovat, a po-
kud nam na konci zbyl néjaky neobarveny, graf
je nutné nesouvisly, a nasi kamaradi si musi
dat pristé vétsi pozor.

Postaveni grafu a jeho prohledani stihne-
me v O(N + M), kde N je pocet vrcholi a
M pocet hran. Protoze ale graf nema izolova-
né vrcholy (kazdy symbol se musel vyskytnout
na né&jaké kostic¢ce), musi byt M > N a tedy je Gasova slozitost pouze O(M). Pfi
rozumné reprezentaci v paméti ndm bude stacit i O(M) paméti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z3-6.py|

Ondra Hlavaty

17 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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Ctvrté série

29-7Z4-1 Sifeni viru

Uloha se &fficim se pocitacovym virem byla hezké simulace na tvod letosni
Bl posledni série. V zadani jsme slibili, Ze v kaZdém vstupu se vSechny podéitade
nakazi, takze stacilo jen pocitat, za jak dlouho to nastane. Jak na to?

U kazdého poéitace si budeme pamatovat, v jakém kroku byl nakazen (ma-
ximum z téchto ¢isel pak bude findlni odpovédi) a kolik mé nakazenych sousedii
(na pocdatku u vSech pocitact nula). Zatim nezpracované nakazené pocitace si
budeme drzet ve fronté, do které na pocatku vlozime nakazené pocitace ze vstupu
(a nastavime jim krok, ve kterém byly nakazeny, na nulu).

Pak ndm sta¢i postupné vybirat pocitace z fronty a zpracovavat je. Kazdé-
mu zatim nenakaZenému sousedovi zpracovavaného pocitace zvedneme pocitadlo
nakaZzenych sousedti o jedna a pokud tim soused presdhne kritickou mez (jeho
poditadlo nakaZzenych soused doséhne alespori poloviny poétu jeho sousedit), na-
kazime ho taky — vlozime ho na konec fronty nakazenych pocitacti a nastavime
mu krok nakazeni o jedna vyssi, nez ma aktudlné zpracovavany pocitac.

Timto postupem postupné nakazime vSechny pocitace (zastavime se ve chvi-
li, kdy uZz ve fronté nebude zZaddny nezpracovany nakazeny pocitac) a diky tomu,
Ze na uklddani nezpracovanych nakazenych pocitact pouzivame frontu, spocita-
me spravné i krok nakazeni — pocitace zpracovavame jakoby ,ve vlnach®, nejprve
zpracujeme vSechny pocitace, které se nakazi v kroku k (coz muze vést k nakaze-
ni ngjakych poéitact v kroku k + 1), nez postoupime dél. Pro nalezeni odpovédi
si tak staci prubézné pamatovat maximalni krok, ve kterém nakazime néjaky
z pocitacu.

Piidame jesté drobny implementaéni tip: Lepsi, neZ porovnavat, ze A > B/2
je porovnavat 2A > B, vyhnete se tak hloupym zaokrouhlovacim chybam.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z4-1.py

Jirka Setnicka
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29-Z4-2 Vybirani atrakci

Tato uloha sla efektivné fesit hladovym algoritmem. Hlavni trik spociva

By tom, %e pfed samotnym pfifazovanim atrakci si vSe setiidime. Atrakce
setfidime jednoduse podle jejich rychlosti. Osoby setfidime vzestupné podle nej-
vyssi snesitelné rychlosti a v pripadé rovnosti je dale setfidime podle snesitelné
rychlosti nejnizsi.

Setrizené atrakce nyni pfesuneme do seznamu nepouzitych atrakci. Déle pro
kazdou osobu nalezneme pozici nejlehéi nepouzité atrakce, kterou jiz zvladne. Od
této pozice vybereme K za sebou jdoucich atrakci a ty osobé pridélime. Pridélené
atrakce poté odstranime ze seznamu nepouzitych atrakci. Takto postupujeme,
dokud nevyuzijeme vsechny atrakce.

Pro¢ tohle muze fungovat? Vezméme prvniho ¢lovéka v popsaném potradi,
pojmenujme ho A. Neméme p¥ili§ volnosti, néjakych K atrakci mu pfidélit prosté
musime. Kazdopadné mé smysl uvazovat pouze ty, které snese. Mezi nimi nas
algoritmus zvoli ty, jejichz rychlost je nejmensi. Klicové v tuto chvili je, ze horni
mez osob uZ pouze poroste — mezi lidmi, pro které tyto atrakci nejsou prilis
komukoli jinému, mohlo by se stét, ze vSechny dalsi atrakce budou na A prilis
tézké. Naopak nikoli, tedy miizeme atrakce ptidélit pravé osobé A.

V algoritmu bychom dvakrat tvrdé narazili, pokud bychom neméli zaruceno,
ze TeSeni existuje. Poprvé tehdy, kdy pridélujeme K po sobé jdoucich atrakci
osobé, o které vime, ze zvladne tu nejpomalejsi z nich. Diky zptisobu pridélovani
atrakci ale vime, Ze pokud by osoba na néjakou atrakci nestacila, znamena to,
ze v seznamu nepouzitych uz neni vice atrakei, na které by osoba stacila — FeSeni
nemuze existovat. Podruhé pak kdyz predpokladame, ze s dokonéenim seznamu
atrakci jsme prifadili K atrakci kazdému c¢lovéku.

Nyni se zaméfme na casovou slozitost. Pocet atrakci si oznac¢ime M =
NK. Jelikoz tfidime osoby i atrakce, nedostaneme se na slozitost lep$i, nez
O(Mlog M).

Jak to je ale s vybiranim atrakci? Vétsina operaci zavisi na spravném vybéru
datové struktury pro ukladani zatim nepouzitych atrakci.

Mohli bychom pouzit pole a v ném vzdy vyhledat prvni pouzitelnou atrakci
bindrné. Bohuzel, jedno odebréani (i vice najednou) prvki v poli trva O(M) — po
odebrani musime zacpat vzniklou diru pfesunutim vSech prvka napravo. SloZitost
bychom si tim pohorsili na O(NM + M log M).

Kazdopadné, na plny pocet bodi tento postup uz stacil. Komu to ale nestaci,
a véi ze to musi jit 1épe, nechf ¢te dal.

Na reprezentaci seznamu misto pole pouzijeme vyhledavaci strom.'® Po se-

t¥idéni atrakci z nich sestavime vyvazeny vyhledavaci strom, to nam staci i

18 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy
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v O(M log M). Vyhledani prvku i jeho odstranéni je rovnéz rychlé, obé tyto ope-
race vyhleddvaci strom zvladne v O(log M). Prvnich K prvki od daného mista
vybereme jednoduse pomoci hledéni néaslednika, které trva rovnéz O(log M).

Podotknéme, Ze neni potieba zadny specidlni samovyvazovaci strom. Staci
strom na zacatku programu postavit rozumné vyvazeny a pozdéji z néj jen odebi-
rat. Tim se strom sice znevyvazi, potad ale bude mit hloubku nejvyse O(log M).

Celkem v algoritmu provedeme M vloZeni a odstranéni, to nam celkové
zabere O(M log M) ¢asu. N atrakci jsme vyhledali, zbylych M — N jsme nasli
jako nasledniky. Po secteni vSech operaci nam tudiz vyjde, ze ¢asovou slozitost
udrzime na O(M log M).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-724-2.pj|

Viclav Kondicky

29-7Z4-3 Zelva v akvériu

Zelva nas provizela viechny ¢tyii série a doufime, Ze pro vas byla stejné
Bl dobrym spole¢nikem jako pro Kevina. Tentokrat jste si za ni mohli vyslouZit
dokonce o dva body vice, protoze orientace v 3D prostoru mutze byt naro¢na.
Jak jsme psali v zadani, tentokrat nestaci pamatovat si jen smér, kterym
se zelva diva. Je potieba si pamatovat jesté alespon jeden. Napiiklad, kterym
smérem ma natoceny krunyt, nebo kam mifi jeji pravy bok.
Z téchto tii smeéru si stac¢i pamatovat jen libovolné dva — treti se da vzdy
dopoéitat. Uplné nejsnéze si ale feseni tlohy poiidite, pokud si budete pamatovat
vSechny tfi sméry. Prepocitavat totiz staci vzdy pouze dva — smér v ose, okolo
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které se zelva otaci, se nikdy neméni. Jinymi slovy, pfi kazdém otoceni se zméni
pouze dva smeéry.

VsSechny sméry si budeme pamatovat jako vektory jednotkové délky. Takovy
vektor ma t¥i slozky, kazdou v jedné ze tii souradnych os. Kazda slozka obsahuje
bud 0, 1 nebo —1, navic je prévé jedna slozka nenulové. Napiiklad vektor uka-
zujici na sever (smér pohledu Zelvy na za¢atku programu) si zapamatujeme jako
[1,0,0] — stejné jako v zadéni.

Predstavme si nejprve jednoduché otoceni zelvy doprava. Smér nahoru, tedy
kam mifi kruny¥, se touto rotaci nezméni. Smér, kam se zelva diva, staci nahradit
za ten, kam byl pfedtim natocen pravy bok. Zbyva uz jen spocitat novy smér
pravého boku. Ten je rovnobézny s tim, kam se predtim zelva divala — jen je
opaénym smérem.

Pro celou operaci otoceni doprava tedy staci prohodit smér pohledu a pra-
vého boku, a néasledné pravy bok obratit — kazdou slozku vektoru vynasobit —1.
Ostatni rotace jsou uz jen variaci na stejné téma. Vzdy staci jen nékteré dva
smeéry prohodit a jeden z nich obratit.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z4-3.py|

Ondra Hlavaty

29-Z4-4 Hledani souctu

Zadani ulohy po nas chtélo najit v posloupnosti N ¢isel takovou jeji souvis-

B 1l Jou podposloupnost, Ze soucet prvki této podposloupnosti bude co nejblize
zadanému ¢islu C. Pro vyfeSeni nékolika prvnich vstupi postacil jednoduchy pri-
stup k feSeni — stacilo vyzkouset vSechny mozné podposloupnosti a z nich vybrat
tu s nejmensim rozdilem jejiho souctu a &isla C. Uloha se ale d4 snadno vyfesit
v linearnim case, jak si za chvili ukazeme.

Zkusme si nejprve ulohu trochu zjednodusit. Nebudeme hledat podposloup-
nost s nejbliz§im souc¢tem k ¢islu C', ale podposloupnost, jejiz soucet je roven
pravé C. Kazda souvisld podposloupnost za¢ind a konéi na néjakych indexech
ptvodni posloupnosti. Oznac¢me si tato mista jako zac a kon, pficemz vzdy plati
zac < kon. Na za¢atku polozime zac = kon = 0. Tyto indexy budeme pfi béhu
programu postupné zvySovat. Zavedeme si dale proménnou S, ve které budeme
mit uloZen soucet prvki zadané posloupnosti mezi misty zac a kon.

Provedeme nyni né€kolik pozorovani. Pokud je S > C, nema cenu zvySovat
kon a radéji zvysime zac. Zadani predpokladéd pouze kladné ¢isla, pokud bychom
kon o 1 zvysili, zvysilo by se ndm i S o nové pridany prvek. My ale chceme, aby
S = C. Pokud naopak zvysime o 1 index zac, S se nam snizi, coz je v této situaci
zadouci. Obdobné, pokud je S < C, neméa cenu zvySovat zac. Radéji zvysime
kon o 1. A nakonec, pokud je S = C', mame nalezeno feSeni a muzeme skoncit.
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Tato pozorovani nam davaji pfimy navod na sestaveni algoritmu pro zjed-
nodusenou verzi tlohy. Jak toto FeSeni rozsifit tak, aby zvladlo i dlohu ze za-
déni? Velmi jednoduse! Staci si pfi béhu uklddat dosud nejlepsi nalezené feSeni
a v kazdé iteraci pak kontrolovat, jestli aktudlni feseni neni ndhodou leps$i, nez
to doposud nejlepsi nalezené. O tom, které feseni je lepsi, lze rozhodnout velmi
jednoduse — z absolutni hodnoty rozdilu S a C. Mame-li dvé feseni A, B a k nim
prislugné S, respektive Sp, porovndme |S4 — C| s |Sg — C| a vybereme mensi
z nich. Vypocet muzeme ukoncit ve chvili, kdy méme S = C nebo kdybychom
zac zvysili na N. (pozn. indexujeme od 0, posledni prvek posloupnosti mé index
(N —1).)

PovSimnéme si, ze zptisob manipulace s indexy v podstaté odpovida prida-
vani prvku zadané posloupnosti do fronty a jejich odebirani z ni. Kazdy prvek
se pritom muze do fronty dostat maximalné jednou. Odtud ndm plyne i casova
slozitost feseni O(NV).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-Z4-4.cpd

Jan ,Toman* Tomdnek

29-Z4-5 Hanojské véze jinak

Dostali jsme néjaké rozestaveni, jak mame vlastné zac¢it? Dobrym prvnim
krokem by bylo rozmyslet si na jaké ty¢i chceme véz postavit. VSimnéte si, ze
je vzdy nejlepsi véz postavit na tyc¢i, kde uz je nejvétsi disk. Pro¢ tomu tak je?
Kdybychom chtéli véz postavit jinde, musime uvolnit nejvétsi disk (nesmi na
ném byt zadné dalsi disky) a celou tyé, kde chceme véz postavit, na posledni
ty¢ tedy musime vysklddat vSechny zbylé disky. Pak presuneme nejvétsi disk
a pokracujeme ve stavbé. Nicméné krok presunu nejvétsiho disku si muzeme
odpustit a a rovnou stavét na nejvétsim disku, nijak si nepohorsime.

Nyni jsme si vybrali ty¢, kde budeme stavét véz a navic tam mame uz prvni,
nejvétsi disk. D¥iv nez nez na néj zacneme skladat mensi disky musime na néj
néjak dostat druhy nejvétsi. Pfedstavme si, ze nejvétsi disk neexistuje. Snazime
se tedy vystaveét véz s vyskou o jeden disk mensi nez ptivodné, tentokrat ale na
konkrétni ty¢ — na tu, kde se nachazi disk nejvétsi. Poznamenejme, Ze tim, Ze je
nejveétsi disk nejvetsi, se ndm nic nezméni tim, ze ho budeme ignorovat — mtizeme
na néj dat libovolny disk, stejné jako na prazdnou tyc¢.

Pomohli jsme si tedy vitbec? Stale mame za kol postavit véz, byt o kousek
mensi, navic na konkrétni ty¢. Ukazeme si, Ze ano. Ozna¢me si druhy nejvétsi
disk (popf. nejvétsi, ktery neignorujeme) jako D. Jako prvni musime dostat D
na cilovou ty¢. MizZeme mit Stésti a D tam uz bude, pak mtzeme tento krok
preskocit, pokud méme ale smiilu, chce to trochu usili, pojdme se na to podivat.
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Abychom mohli pfesunout D na cilovou ty¢, musi byt cilova ty¢ prazdna
(az na ignorovany disk) a D volna (nesmi na ném byt zadny dalsi disk). Vsechny
ostatni disky tedy musi byt vysklddané do véZe na posledni ty¢i. Poté muzeme
presunout disk D a poté celou vyskladanou véz na cilovou tyc.

To vypadé, jako bychom se zase nikam nedostali. Abychom vyfesili pro-
blém preskladani véZze, musime vyfesit problém preskladani dvou vézi (nejprve
na uvolnéni cilové tyce a D, poté na preskladéni zbylych diskt na cilovou ty¢).
Nicméné klicové je, ze tyto véze jsou opét o jeden disk nizsi. Mizeme je vyte-
§it pravé tim samym algoritmem! Abychom uvolnili cilovou véz a D, muZeme
na chvili ignorovat D a jako D docasné oznacit dalsi nejvétsi disk. Pak nechéa-
me probéhnout cely algoritmus, poté pfesuneme nase puvodni D a pak znova
nechame nés algoritmus pracovat.

Jenze skonéi toto nékdy? Vzdyt v kazdém pribéhu algoritmu vytvarime dva
dalsi. Musime si uvédomit, ze az budeme pracovat s jednim diskem, nepotfebu-
jeme viubec spoustét néjaky slozity algoritmus, sta¢i presunout disk na spravné
misto, pokud tam jesté neni. Ti zkusenéjsi z vas v tomto postupu zcela spravné
vidi analogii s tzv. rekurzi.

Nakonec jesté pfipomeneme, pro¢ toto vysklddani je nejrychlejsi mozné. Na
zacatku jsme opatrné vybrali tu nejlepsi tyc¢, na které véz stavét. Poté uz vSechny
kroky byly nutné (uvolnit disk a cilovou ty¢, pfeskladat zbylé disky), takze jsme
tento postup nemohli viitbec urychlit.

Dominik Smrz

29-7Z4-6 Tajna sif tahaku

Nejprve si zkusime problém trochu formalizovat. Misto tajné sité tahaku si
muZeme rovnou predstavit graf. Jeho vrcholy budou Kevinovi spoluzaci, hrany
povedou mezi témi spoluzédky, ktefi si mezi sebou predavaji tahdky napfimo.

Nebude to ale jen tak ledajaky graf — v zadani jsme vam slibili, Ze nebude
obsahovat cykly. Navic, protoze jde o jednu sif, miizeme piedpokladat, ze jde
o graf souvisly. Graf, ktery je souvisly a neobsahuje cykly, je strom.

Bez Gjmy na obecnosti si strom libovolné zakofenime. Nyni se podivejme,
co se stane, pokud ze stromu odtrhneme libovolny vrchol v. Strom se rozpadne
na nékolik podstromii: jeden za kazdého syna v, a jeden navic za otce v. Tyto
Gasti maji dohromady |V| — 1 vrcholt. Jak také jinak, Ze :)

Na pomoc si pfizveme obycejné prohledavani do hloubky. Budeme postu-
povat stejné, jako bychom chtéli spocitat pocet vrcholi ve stromé: z rekurze do
listt vratime 1, jinak soucet hodnot vracenych ze syni zvySeny o jedna.

Tento algoritmus jednoduse modifikujeme. Béhem névratu z rekurze vime,
jaka je velikost vSech podstromi. Pokud odecteme jejich soucet od celkového
poc¢tu vrcholii (a odecteme jesté jednicku navic), ziskdme velikost zbylé Gasti
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grafu. Neni-li Zddn4 z nich vét$i nez polovina, vyhrali jsme, hledanym vrcholem
je ten aktualni.

Takto najdeme toho spravného spoluzaka v linearnim case. Najdeme ho ale
vzdy?

Tak, jak byla tloha zadana, se muze stat, ze zadny takovy neexistuje. Vez-
méte si tieba strom tvoreny dvéma vrcholy spojenymi hranou. Af odebereme
libovolny z nich, zbyly podstrom bude mit vzdy alespon polovinu ptivodniho
poctu vrcholi.

Protoze ale nas algoritmus projde nakonec vSechny vrcholy, tak si mizeme
byt jisti, ze pokud ten spravny vrchol existuje, tak jej najdeme.

Kdybychom ale pozadovali ostie vice nez polovinu ptivodniho poc¢tu vrcholt,
aby sif ztstala v provozu, situace by byla zajimavejsi. O tom zas ale nékdy
pristé. ..

Ondra Hlavaty
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Zadéani uloh KSP

Prvni série

»Nepovidej mi, Ze mame zase misto placek chlebové uhli!“ poznamenal naoko
vghruzné Warin a poklepal si na mec zavéseny za pasem. Samoziejmé to nemyslel
vazné, ale s Rheou se rddi navzdjem Skadlili. Znal se s ni déle neZ s kymkoliv
Jingm z jejich malé druzinky a proZili toho spolu jiz hodné — on jako rytit vadu,
ona jako nadand kouzelnice.

Zbytek jejich druZiny nachdzejici se v severské pustiné tvorili jesté nadany
zlodéj a lukostrelec Gorf a druhy rytit, mlady Lian. Do této prapodivné skupinky
je svedl duleZity ukol a uz vice nez tyden putovali daleko za zndmymi a bezpecnymi
cestami krdlovstvr.

Ted ale byl jejich hlavni starosti ukrutny hlad. Pripdlené placky sice nejsou
zrovna lahudka, ale kdyZ se z nepripdlené strany namazZou mdslem, tak se jist
dagi. Jenom pTi rychlém sundavani z ohné je Rhea poskladala ndahodné na jednu
hromddku.

29-1-1 Priipalené placky 8 bodu

Mame na sobé poloZenou spoustu placek, kazda z nich je z jedné strany
pripalena a z druhé strany krasné dozlatova. Radi bychom vsechny placky oto¢ili
nepfipalenou stranou nahoru, abychom je pak mohli vSechny rychle namazat
maslem.

Bohuzel placky jsou jesté piilis horké na to, abychom je brali do rukou.
Jediné, co mtzeme délat, je podebrat si nékolik vrchnich placek panvickou a celou
tuto ¢ast otocit. Jak to vypadd, si mizete prohlédnout na nasledujicim obrazku.

Dostanete zadano, jak vypadd hromada placek (posloupnost fikajici, které
z placek lezi nahoru pfipalenou stranou a které nepfipalenou). Vasim ukolem
je najit co nejkratsi posloupnost podebrani a otoc¢eni takovou, aby se po jejim
provedeni vSechny placky nachéazely nepfipalenou stranou nahoru.
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Dalst den rano uklidila druZina chvatné své leZeni a vydala se ddl k iboct
kopce, ktery se pred nimi rysoval. Nachdzelo se zde jedno z téch samostatnych
meést vzdorujicich mistni divoc¢iné a obcasnym ndjezdim goblini. Tohle vypadalo,
Ze 1 docela prosperugje.

ProtoZe jim dochdzely zdsoby a mavic potrebovali zjistit néjaké informace,
vydal se Warin s ostatnimi k méstské brané. Warin s Lianem schovali svd br-
néni do nendpadnich ranci na nakladnim mezku a Stity se symboly Tadu zakryli

Kdyz v méstské brany uplatili straZného dvéma zlatdky vtisknutymi do dlané,
nemuseli ani odpovidat na Zddné otdzky a byli vpusténi dovnitr. Po pribliZeni se
k trzisti se ale druZinka stala svédky néjaké hadky. Skupina mistnich kupci se
dohadovala, kdo md komu co zaplatit. Rhea se rozhodla, Ze se mezi né vetre,
zkust jim poradit a pritom ziskat néjaké informace.

29-1-2 Kupecké pocty 11 bodu

Skupina kupctu se spoleéné podilela na jedné velké investici. Kazdy platil
néjakou ¢ast, nékteré z nich to stalo vice a nékteré naopak méné. Nyni by si chtéli
vsechny naklady rovnomeérné rozdélit tak, aby ve vysledku investovali vsichni
stejné.

Kupci se mohou vyrovnat tim, ze ti, kteri platili mélo, daji néjaky obnos
tém, ktefi platili hodné. O kazdém predéni penéz se ovSem museji délat zaznamy
v Gcetnich knihéch, a tak by kupci chtéli provést téchto pfevodt penéz co mozna
nejméneé.

Navic se ale zadny z kupct nechce zadluzit vice, nez uz je, nebo se naopak
nechat pfeplatit vic, nez uz pfeplaceny je. Neni tak tfeba mozné kupci, ktery
ma dostat 100 zlatych, dat 120 zlatych, protoze by se tim stal o 20 zlatych
preplaceny. Stejné tak neni mozné poslat jakékoliv penize kupci, ktery ostatnim
dluzi (zadluzil by se jesté vic).

Vymyslete postup, ktery pro zadané ¢astky zaplacené jednotlivymi kupci
spocita, kdo komu ma kolik dat tak, aby byla respektovana uvedena pravidla
a pfevodi bylo malo.
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Spocitat FeSeni s iplné nejmensich poctem prevodu je tézky problém a tak
to po vas ani nechceme (jako dobrovolné cviceni si vSak mtizete zkusit rozmyslet,
pro¢ je to tézky problém). K vyfeSeni tlohy staci, kdyz vymyslite postup vedouci
k maximalné dvojnasobnému poctu prevodt penéz, nez je optimum. Dilezitou
Casti je i dukaz, ze udélate nejvyse dvojnasobek prevodi, nez je nezbytné nutné
udélat.

Rhea se rychle prodrala davem a wvyuZila svého prirozeného piuvabu k to-
mu, aby si od kupct ziskala pozornost. Tu prohodila néjake slovo, jinde poradila
a kupci se rychle dostali k vzdjemné dohodé.

Za necelych dvacet minut se Rhea opét vynotila u zbytku skupinky a vitézo-
slavné zahldsila: ,To byla hracka, to meé bavilo. Od tamtoho obchodnika s koZesi-
namsi jsem se dozvédela, kdo by mohl védét vic o té potvore. Je to stopar, kterého
najdeme pry v kasdrndch mestské gardy.“

Vydali se tedy do kasdren stojicich uw vychodni méstské briny. Jak uZ to
tak v téchto maljch méstech biyjvd, vyzbroj mistnich gardisti byla dost riznorodd
— od ruzné dlouhych mecu pres vselijakd kopi aZ k ndhodné vypadajici sbirce
halaparten. Co ale oba rytive prijemné prekvapilo, byla dislednost, se kterou se
mistni velitelé vénovali vijcviku. Ted zrovna cvicili gardisté s kopimi.

29-1-3 Stiidani zbrani 12 bodu

Gardisté méstské gardy maji k dispozici pfesné tolik kopi, kolik jich v gardé
slouzi. Kazdé kopi je ale jinak dlouhé a jednotlivi gardisté jsou také rtizné vysoci.

Kdyz si gardisté vybiraji, se kterym kopim ptjdou bojovat, jsou ochotni si
vzit jenom kopi nanejvys tak dlouhé, jak jsou oni vysoci (neboli gardista nemtize
mit delsi kopi, nez je jeho vyska).

P1i vycviku dbaji velitelé na to, aby si co nejvice gardisti zkusilo bojovat
s co nejvice riaznymi kopimi. Zajimalo by je tedy, kolik existuje rtiznych moznosti,
jak si gardisté mohou rozdélit kopi tak, aby kazdy dostal pravé jedno a to nebylo
vy$si, nez je on sdm. Vasim tkolem to je pro zadané délky kopi a vysky gardisti
spocitat.

Priklad: Pro kopi o délkach 7,3,6,1 a pro gardisty vysoké 3,7,4, 8 existuji
celkem 4 moznosti, jak si kopi mohou rozdélit. Gardisté ve vyse uvedeném poradi
dostanou kopi délek (1,6,3,7), (3,6,1,7), (1,7,3,6) nebo (3,7,1,6).
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Na dvore kasdren se rozdélili a zacali se co nejnendpadnéji vyptdvat osamo-
cenych gardisti. Nechtéli moc rozhlasovat svoji prislusnost ke krdlovskému rytir-
skému Tddu, to by tady daleko v severnich krajich mohlo zpisobovat problémy.
Lepsi bylo zustat nezndmymi pocestnymi.

Gorfovo pisknuti je po chvili vSechny svolalo dohromady. Na jedné strané
nddvori Gorf objevil malého chlapika, ktery odpovidal popisu od kupce.

»Pry jsi zahlédl néjakou velkou potvoru,“ spustil Warin a vtiskl muzi do ruky
par zlatdki. MuZ si Warina nervozné prohlédl a pak je vdechny posunkem vyzval,
aby ho ndsledovali za roh. Tam jim zacal licit své setkdani s drakem.

Popsal jim, Ze prochdzel mistem, kudy uZ predtim Sel mnohokrdt, kdyZ tu
se pres skalni previs nad nim prehnala obrovskd potvora — drak. Chvili se pred
nim schovdval a pozoroval ho ukryty ve krovi, cekajici na prilezitost. A kdyz se
naskytla, tak vybéhl, jak nejrychleji dovedl.

29-1-4 Zbésily utek 10 bodu

ﬁ Stopare prekvapil v divoc¢iné drak, a tak se pfed nim dal na uték. Stopaf ma
B pfedstavu o tom, jak vypadd okolni terén, takZe si napldnoval dostatecné
klikatou trasu na zmateni draka. Okoli se skldda bud z normdlné prostupného
terénu, nebo ze strasidelnych hustolest.

Stopafova trasa je tvofena lomenou éarou (neboli na sebe navazujicimi tiseé-
kami), kterd miize prochazet i skrz hustolesy, ale v takovém pfipadé v nich stopafr
zvladne bézet jen poloviéni rychlosti. Hustolesy jsou obdélnikové oblasti, které
budou, stejné jako stoparova trasa, zadany na vstupu.

Navic mame slibeno, ze kazdou tisecku na trase protina nejvyse jeden hus-
toles a Ze hustolest je zhruba stejné mnoho, jako tsecek trasy. Predstavu muzete
ziskat tfeba z obrazku nize. Vasim tukolem bude spocitat, jak dlouho bude sto-
pafrovi probéhnuti celé trasy trvat.

YA
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P¥i feSeni by se vam mohlo hodit nahlédnout do geometrické kuchaiky.®

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na véas, jak vystupy
vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete tii celd ¢isla oddélena
mezerou: Nejprve rychlost stopafe v normalnim terénu V' vyjadfenou v metrech
za sekundu. Déle pak ¢islo N udédvajici pocet bodl na stopafové trase (mezi
témito body se stopaf pohybuje po tsecce) a nakonec ¢islo H udavajici podet
hustolest (pozor, jeden hustoles muZe zasahovat i do vice usecek).

Na dalsich N fadcich naleznete vzdy dveé ¢isla, kazda dvojice udava sourad-
nice jednoho z bodi na stopafové trase. A nakonec na dalSich H fadcich najdete
vzdy 4 ¢isla a,, ay, by, by, udavajici souradnice levého dolniho a pravého horniho
rohu daného hustolesa. VSechny soufadnice jsou zadany v metrech.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste pocet sekund, za které stopar prekona
celou trasu, zaokrouhleny na celé sekundy.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

10 5 2 205

100 100

350 350

500 500

1100 500

1100 100

100 200 1300 300

400 400 600 600

Stopaf celkové ubéhne cca 1566 m, z toho cca 483 m hustolesem.

19 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
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Po setkani se stopatem se Gorf vydal zatizovat néco do mésta, moznd se
zkontaktovat s mistnim cechem zlodéju, coz byl také velmi dobry zdroj informaci.
Zbytek druziny se usadil v krémé a nad dZbankem probiral, co ddl.

Byli sem vysldni, aby zjistili vice o zahadném nebezpeci ze severu. V krdlov-
stvi uz nejakou dobu kolovaly historky, Ze na severu se sbihaji néjaké temné sily,
ale zatim ani kral, ani 7ad neméli Zadné dikazy. Jen spoustu mlhavych pribéhu
od obchodniki.

Zivého draka nikdo nevideél po nékolik set let. Vétsinu z nich pobili za ddvngch
dob drakobijci, a pokud néjaci draci prezili, tak se myslelo, Ze spi nekonecnym
spankem ve svych hlubokych slujich. Tenhle jeden ale rozhodné nevypadal na to,
Ze by byl vyhuben, ani na to, Ze by spal nekonecnym spdnkem. Musela ho probudit
néjakd velikd temnd sila.

Warin se zamyslel nad jejich nynéjsi situaci a pritom se pres svij dzbd-
nek zahledél na druhou stranu stolu. S usmeévem si viml, jok Lian pokukuje po
Rhee. Rheu znal uZ spoustu let a vZdycky ji vnimal jen jako dobrou pritelkyni.
Ale musel uznat, Ze je to okouzlujict kouzelnice a vibec se nedivil, Ze mlady rytir
z ni muZe mit hlavu v oblacich. Rhea samotnd si toho pravdépodobné byla vedo-
ma, ale vypadalo to, Ze ji to vibec nevadi. Jen kdyby ji Lian pordd neoslovoval
»Mylady“ . ..

Tok Warinovych myslenek prerusil Gorf, ktery rozrazil dvere do krémy, do-
behl k jejich stolu a polohlasem pronesl , Warine, Rheo, Liane, na severni hradby
utoct drak!“

Warin se nerozmyslel moc dlouho a poslal Gorfa s Rheou primo na hradby,
aby pomohli obrancim. On spolecné s Lianem se zatim rozebéhli ke stajim, kde
meli svého ndkladniho mezka, aby se prevlékli do brnéni. Byli sice jen ctyri, ale
vsichni byli zatracené dobri bojovnici.

Gorf s Rheou dobéhli na hradby prdavé ve chvili, kdy se nad nimi prehnal drak,
spalil jeden dum tésné za hradbami a zacal se otdcet k dalsimu kolecku. Proti
nému vylétlo sporadicky nekolik sipu, ale bylo jich mdlo a navic se nezkuSent
lukostrelci ohroZovali spise navzdjem, neZ aby trefovali draka. Gorf stdhl ze zad
svuj luk a zacal je organizovat.

29-1-5 Ludistnici 10 bodu

Lucistnici stojici v fadé na hradbé maji vyhlédnuté své cile. Kazdy z nich
mifi lukem na néjaké misto, ale je nelc¢inné a nebezpecné, aby vsichni strileli,
jak se jim zachce. Radi by svou palbu koncentrovali a navic by meéli stfilet jen
ti, jejichz drahy palby se nekiizi.

Luéistniky mtzeme popsat pomoci bodu, na které mifi. Naptiklad na ob-
razku nize nulty lucistnik mifi na bod 2, prvni na bod 0, druhy na bod 3, tfeti
na bod 1, ¢tvrty na bod 5, paty na bod 4 a Sesty na bod 6.
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Ze vSech lucistnikdi chceme vybrat co nejvétsi skupinu, jejiz drahy strelby
se nekiizi. V uvedeném piikladé jsou to tfeba lucistnici 0, 2, 4 a 6 (zvyraznéni

plnymi ¢arami). Stejné tak by fungovali tfeba ludistnici 1, 2, 5 a 6.

Navrhnéte algoritmus, ktery takovou skupinu najde. Pokud existuje vice

feSeni, stac¢i oznamit libovolné jedno z nich.

Ve chvili, kdy na hradby dobéhli Warin s Lianem v tézke krouzkové zbroji
s billomodrymi stity, uz létaly Sipy v mohutnych salvdch. Drak se radéji drzel ddl,

ale z lesa naproti méstské brané zacali vybihat goblini.

,Kdo k sakru jste?“ vykrikl prekvapené kapitan méstské straze, kdyz se k né-
mu Warin a Lian rozebéhli. ,Rytiri Alvarezova fadu, pokud si chcete zachrdnit

mésto, poslouchejte nds!“

ProtoZe oba ozbrojenci vypadali, Ze jsou mno-
hem bojeschopnéjsi, nez kdokoliv z jeho muzi, ne-
mluvé o tézké vystroji, kterou nesli, tak kapitan
bez vétsich namitek souhlasil. Goblini zacali do-
rdzet na hradby pomoci Zebriki a cdst z mich se
pokousela i o proraZeni brdny.

Lian si vzal na starost obranu vrsku hradeb
a Warin zacal sikovat gardisty dole pod hradbami,
aby se pripravili na prolomeni brany.

Drak se ale nevzddval. Jakoby ho modrobi-
l€ postavicky obou rytira vyburcovaly k jesté vétsi
bojechtivosti, zacal se stremhlavé vrhat na hradby
a svgm mocnym dechem je zacal spalovat tak, aZ
pukal kamen.

Rhea se ale také c¢inila. Pripravovala si Stito-
v€ kouzlo a nyni ho zacala rozprostirat.
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29-1-6 Stitové kouzlo 10 bodu

Na méstské hradby ttoci drak a postupné je nici. Méstské hradby si mi-
Zeme predstavit jako fadu rtzné vysokych kust. Drak pii kazdém svém naletu
ubere vSem nechranénym kustim hradeb jednu jednotku vysky. Nize, nez Gplné
do zakladd, je ale spélit nemuze (vyska hradeb nemiize jit do zapornych éisel).

Hradby mtizeme chranit pomoci stitového kouzla, ale kouzelnice Rhea umi
roztahovat $tit vZdy jen o jeden kus hradeb mezi kazdymi dvéma drakovy dtoky.
Navic chranéné oblast hradeb musi byt souvisla.

Zacneme tedy tvorit §tit nad libovolnym kusem hradeb, ktery je od této
chvile chranén a jiz se nenici. V kazdém dalsim kroku ho mtzeme rozsitit o jedna
doleva, nebo doprava.

Vasim cilem je pro zadané vysky hradeb poradit kouzelnici Rhee, kde ma
zacit a jak ma Stit postupné rozsifovat, aby se v souctu uchranilo co nejvice
hradeb (tedy aby soulet zbylych vysek hradeb byl co nejvétsi).

Priklad: Pro hradby vysoké 5,1,1,1,4,4,1 je nejlepsi zacit se Stitem nad
predposlednim tsekem hradeb a pak ho rozsifovat smérem doleva. Tim se nam
povede uchranit celkové 7 dilti hradeb. Kdybychom zacali na paté pozici a rozsi-
fovali doprava, uchranime stejné dili hradeb, kdezto kdybychom zacali se Stitem
nad nejvyssi hradbou, tak se nam povede uchranit nejvyse 5 dilt hradeb — vysoké
hradby na opac¢né strané padnou diive, nez nad né stihneme rozsirit stit.

Na obrazku jsou znazornény vysky hradeb a ¢asti, které z nich zistanou,
pokud zacneme stavét stit nad predposledni hradbou a roztdhneme ho doleva
(dalsi stavéni $titu pak uZz nic jiného nezachrani).

Jeden z poslednich drakovych ttokd vedl na c¢dst hradeb, kde Lian odrazel
utocici gobliny. Tésné predtim, neZ se i zde zhmotnil $tit, pronikl drakuv utok
skrz a smetl vsechny obrance spolecné s hromadou sutin doli. Rhea se vydésené
ohlédla, Liana vsak nikde nevidéla. Nesméla ale polevit v posilovant Stitu, na
zachrariovani bude ¢as pozdéji!
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Meéstskou brdnu mezitim prorazili goblini, ale ani ve snu nebyli pripravensi
na modrobily uragan, ktery se mezi né vrhl. Warin rozdaval rany na vSechny
strany, méststi gardisté se sice také snazili, ale urovné cviceného alvarezského
rytite dosdahnout nemohli.

Drak uz mezitim utrpél prilis mnoho zranéni od sipti a vidél, Ze jeho utoky
jsou odrazeny stitem, a tak s mocnym zatvdnim svij pokus vypdlit mésto vzdal
a dal se na ustup. Ve spojent s krvavou ldzni u mestské brany to na gobliny bylo
ast moc. Vétsina z nich zpanikatila a zacala utikat nazpet do lesa. Po neceljch
deseti minutdch uZ na dohled od brdny nezustal jeding Zivy goblin.

Kdyz se Warin vrdtil s gardisty zpét za méstskou branu, uvidél, jak Rhea
a Gorf usilovné odhazuji tramy a kusy zdiva u jedné zricené ¢dsti hradeb, Rhea
mela slzy v ocich. Hned mu bylo jasné, co se stalo. OdloZil zbrané a dal se také do
odhrabovdni. Vyprostili nékolik Zivyjch a bohuZel i nékolik mrtvych vojaki, kdyz
tu pod sutinami zahlédli modrou a bilou. Po odhozeni par trami Liana konecné
mohli vytahnout. Nehybal se.

Pak se nahle ostre nadechl, otevrel oci a rozkaslal. Rhea ho beze slova se-
vrela do ndruce tak silne, aZ mu mdlem vymdckla dech. Zase byli vsichni ctyri
Treba o nich jesté uslysime . ..

Pribéh pro vds vyprdvel

Jirka Setnicka
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1o ten den skvéle zacind,“ prolétlo Erice hlavou, kdyZ chvatné presouvala
svij notebook z kolejniho stolu do batohu. Hodiny na zdi navzdory vyhruzngm
pohledim ukazovaly patndct minut do zacdtku vyjuky, kterd ovsem probihala pres
pul hodiny odtud.

Budik ji mél vzbudit uz o pul osmé, ale kdyz pak na chvilku zaviela oci,
musela usnout, protoZe najednou bylo skoro devét. Konecné méla vse potrebné
a mohla vybéhnout. Napadlo ji, kolik vlastné existuje stejné rychlych cest do
skoly, ale radéji si zakdzala experimentovat.

29-2-1 Cesty do Skoly 10 bodu

Studentka se chce dostat do skoly za pravé K minut — ne vice, ale ani ne
méné (to by musela zbyteéné ¢ekat na chodbé). Zajimalo by ji, kolika riznymi
zpusoby to jde udélat. Protoze venku uz za¢ina byt docela zima, nechce se ani po
cesté nikde zastavovat. Radéji celych K minut stravi chiizi, i kdyby to znamenalo
trochu si zajit, nebo tieba jit kus tam a zpatky.

K dispozici mé mapu, ve které je zakresleno N vyznac¢nych mist — kromé
startovniho a cilového bodu (koleje a $koly) také rizné kiizovatky a dalsi mista,
pres ktera je mozné prochazet. Dale mapa obsahuje seznam povolenych presunti:
kazda jeho polozka tika, Ze z mista ¢ jde dojit na jiné misto j, a to za presné
jednu minutu. Jinudy nez podle povolenych presunt se pohybovat nelze. Pozor,
u pfesunt zalezi na sméru. Muze se stat, ze je povoleno jit z ¢ do j, ale ne z j do
i (t¥eba protoze v opa¢ném sméru je to moc do kopce).

Formalnéji: je dan orientovany graf. Jeho vrcholy odpovidaji mistim a hra-
ny povolenym pfesunim. Zajima nas, kolik v ném existuje raznych sledi mezi
danymi dvéma vrcholy s a ¢ dlouhych pfesné K hran. Sled je néco jako cesta,
jen se na ném mohou opakovat vrcholy a hrany.

Uvazujme napriklad nasledujici mapu a K =6, s=a,t=g:

C d_—e. a.g

& " F

V ni existuje pravé pét sledt délky 6 vedoucich z a do g. Jsou to abcdefy,
abfgefg, abdgefg, abdefdg, abfdefg.

Obuykly zptisob dopravy dnes zafungoval. Erice se povedlo chytit autobus,

tramvaj (pies hlavy lidi vidéla priskakujict minuty) i dalsi tramvaj a krdtce pred
pul uZ prebihala Malostranské namésti, aZ skoro smetla néjakou podobné starou
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divku. Schody vzala po vice najednou, prebéhla celou chodbu a zkusila se dobyt
do ucebny — kterd se ovsem tvdrila tise, a hlavné zamcené.

Erika hned vytdhla mobil a na Hangoutu napsala svému spoluzdkovi: Ahoj,
prosim Té, analyza se nékam presunula? Vzapeti zustala nevéericné koukat
na ¢as 8:28 vedle své zprdavy. Odpovéd piisla zdhy. Ne ale zacina prece v 9.
A pak prisla dalsi zprdva: Vis ze je zimni cas?

Jen malym zdazrakem nedoslo k nasili na nevinném telefonu. Misto toho se
Erika vydala zkoumat ndsténky na chodbdch. Na jednu nekdo vylepil papir se
zasifrovanym textem a vyjzvou k rozlusténi. Spis meZ opravdové reseni ted ale
Erika touZila najit néco jako ,pomsta vyndlezci letniho casu“.

29-2-2 Hledani pomsty 13 bodu

‘é Predpokladejme, Ze text na nasténce je zaSifrovany jednoduchou substituéni

sifrou. Ta funguje tak, ze pro kazdé pismeno abecedy nahradime vSechny jeho
vyskyty v pivodnim textu né&jakym jinym pismenem (napf. kazdé A zménime
na X, kazdé B na U atd.).

Navic plati, Ze dvé rtizna pismena nikdy nenahradime stejnym, protoze pak
by se text nedal jednozna¢né deSifrovat. Pfedpisu, které pismenko nahrazujeme
kterym, se fika klic.

Korektnimi zptsoby, jak zaSifrovat slovo PAPIR, jsou napf. UWUXI nebo PE-
PZN, ale nikoli SDFGH (kazdé P jsme nahradili za néco jiného) nebo naopak CLCKC
(P i R jsme nahradili stejnym pismenem).

Dostanete zaifrovany text (nezndmym klicem) a hledany fetézec (nezasif-
rovany). Vasim tkolem je najit vSechny pozice, na kterych se v ptivodnim textu
mohl zadany fetézec vyskytovat. Riizné vyskyty mohou predpokladat rtizné klice.

Napftiklad slovo POTOPA v textu ZAGHAHGZGHLQWUW muzeme najit na dvou
mistech:

POTOPA
ZAGHAHGZGHLQWUW
POTOPA
V prvnim ptipadé kli¢ preklada P—G, O—H, T—A, A—Z. Ve druhém je
spravné prirazeni P—H, O—G, T—Z, A—L.
Snadno si rozmyslite, ze jinde uz se toto slovo vyskytovat nemutze.

Po predndsce, kterd probéhla piekvapivé v klidu (jen jeden nejasny dikaz
a jen dvé rypnuti od spoluzdki, kteii zménu casu zaregistrovali), éekalo Eriku
jeste programovaci cviceni. Obvykle ho méla rdda, ale dnes se ji povedlo jednim
strednikem navic vyrobit nekonecny cyklus. Pritom na puvod chyby prisla aZ po
hodiné, takZe se dnes ze skoly vyloZené tésila.

Zvlast kdyz si na dnesek napldnovaly sraz s kamarddkou ze stredni! Potkat
se na zastdvce Karlovo ndmeésti znélo jako skvély ndpad, dokud Erika nezjistila,
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Ze téch zastavek je vice kus od sebe. Zavolat kamarddce znélo jako skvely ndpad,
dokud telefon suse neoznamil, Ze ,volany ucastnik neni dostupny®.

A tak Erika nékolikrdt prebihala mezi jednotlivgmi zastdvkami. Pritom si
vsimla, Ze tu stdle visi nejriuznéjsi volebni reklamy.

29-2-3 Billboardova vétsina 13 bodu

Erika probihé ulicemi, kde visi spousta volebni reklamy: billboardy, plakaty,
... Vime, v jakém poradi okolo reklamnich materiald probéhla a které strany
propagovaly.

Radi bychom uméli pro libovolnou ¢ast jeji cesty zjistit, jestli v tomto use-
ku méla néjakd strana nadpoloviéni vétsinu reklamnich materidla (a tedy by
presvédéila lidi, ktefi projdou jen tuto ¢ast cesty).

Na vstupu dostanete nejdiiv posloupnost N pfirozenych ¢isel (ag, ... ,an—1).
Ta udava, které strany propaguji jednotlivé plakaty, v potadi, v jakém je Erika
mijela (tedy a; je ¢islo strany propagované i-tou reklamou). Cisla stran mfizou
byt libovolné velka.

Poté bude nésledovat @ dotazi. Kazdy dotaz je tvofen dvojici ¢isel (k, £).
Ukolem vadeho algoritmu je pro kazdy dotaz uréit, zda v Gseku ag, apy1, - . -, Go—1
posloupnosti mé néjaké ¢islo strany nadpolovicni zastoupeni.

Naptiklad pro posloupnost

ap a1 a2 Az a4 a5 ag a7 ag ag
1 4 4 7 4 1 4 1 1 7

adotazy (1,6), (3,6), (2,5), (5,10), (0,10) jsou spravnymi odpovédmi 4, —, 4,
1, —(kde — znadi, ze v daném tseku nemd vétsinu nikdo). Prvni tsek (1,6) je
vyse znazornén podtrzenim.

Vyhodnocovat kazdy dotaz zvlast by bylo pomalé. Zkuste si na zacatku
pro posloupnost néco predpocitat, abyste pak zvladli dotazy vytizovat rychleji.
Predpokladejte, ze pocet dotazii bude fadové srovnatelny s N.

Pri tretim ndvratu na puvodni zastavku se ovsem zadatilo a obé divky se
konecné potkaly. V blizké kavarné pak nadsené propovidaly dvé hodiny jako nic.
Pri loucent se si slibily, Ze se zase brzy wvidi, a pak uZ kaZdd vyrazila za svym
dalsim programem.

V' Ericiné pripadé to znamenalo vrdtit se na kolej a sbalit si vse, co by mohla
potrebovat na hodiné powerjogy. K jejimu provozovdani se nechala presvedcit uz
na zacdtku semestru Hankou z koleje, kterd nechtela chodit sama. KdyZ Erika
dorazila na sraz s Hankou, bylo uZ dost pozdé. Presto se Hanka nejvic ze vseho
tvarila zmatené.
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»Mas urcité vsechno?“ zeptala se nejisté. ,No jasné,“ mdvla Erika rukou. . .
ve které, jak si prdve uwvédomila, nemeéla sportovni tasku. ,Eh, ne, pockej, hned
jsem zpatky!“

Hanka méla z Eriky ndramnou legraci a dobirala si ji i po lekci, kdy se Erika
chystala vydat za dalsimi kamarddy. ,,Nemam Té radéji doprovodit na misto?
ptala se. ,Hus,“ zkontrolovala Erika ma mobilu jizdni rady, ,za chvilku mi jede
autobus a prestoupit na metro zvladnu.“

Divky se rozloucily a Erika za chvili skutecné nastoupila do autobusu. Kdyz
ale ani po péti zastdvkdch nebyla v docasném cili, znejistéla a na dalsi zastdvce
radeji vystoupila. Zaujalo ji ndmésticko protkané chodnicky. Mezi nimi se nachd-
zely kvétinové zahony podivuhodné nepravidelnych tvari. Sedmiuhelnikovy zdhon,
kdo to kdy vidél!

29-2-4 Nejslozit&jsi zahon 9 bodu

Na ndmeésticku tvaru N-thelniku jsou rizné chodnicky, které jsou ale vedené
Bl tak, Ze se navzdjem nek¥iZi a vychézeji jen z pomyslnych rohti, nikoliv ze
samotnych stran.

Oblasti mezi chodnicky tvori kvétinové zahony. Nas by zajimalo, ktery zahon

Toto je prakticka open-data tloha. V odevzdéavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢isla N a K udavajici
pocet vrcholti N-thelnika a pocet chodnicki. Na dalsich K fadcich nasleduje po-
pis chodnickl — kazdy chodnicek je urcen dvéma c¢isly udavajicimi, mezi kterymi
dvéma vrcholy namésticka vede. Vrcholy c¢islujeme od 0 do N — 1 v pofadi na
obvodu.

Formdt vystupu: Na vystup na prvnim rfadku pocet vrcholi na obvodu nej-
vétsi souvislé oblasti (zdhonu) a na druhém Fadku mezerou oddélena ¢isla zajima-
vych vrcholi ohranicujicich tuto oblast — to jsou takové vrcholy, kde prechazime
z jednoho chodni¢ku na druhy. Cisla vypiste v rostoucim poradi, v jakém se
vyskytuji na obvodu této oblasti. Pokud existuje vice takovych oblasti, vyberte
libovolnou.

7 0
Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup: 6 )
8 3 4
51 05
05 5 2
24 4 3

Nejslozitéjsi zdhon ma tvar ¢tyFuhelniku — mizeme si vybrat (1,2,4,5) nebo
(0,5,6,7). Na prvnim jsou vyznamné vSechny body, na druhém jen body 0 a 5.
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FErika si ovsem zdhy vzpomnéla, Ze jeji hlavni starosti je néco jiného. Pohled
na ceduli w zastdvky ji prozradil, Ze zrejmé wvystoupila nikoliv z autobusu 136,
nybrz z autobusu 135. Potlacila zanaddvdani na plus minus jednicky, nasla si
novy spoj a po dalsi tri cturté hodiné uspésné dorazila do cajovny urcend.

»Jéje, Erika ndm to urcdité pokazi,“ wvitali ji se smichem. ,Co, co?“ , Petr
bude pFisti semestr ve Svédsku, tak u? si plinujeme, kdy se kdo z nds pozve na
ndvstévu, “ vysvétlili ji kamaradi vesele. A vsichni se znovu sklonili nad pozndm-
kama.

29-2-5 Planovani navstév 10 bodu

Petr stravi ptistich N tydnti ve Svédsku. Kazdy z jeho K kamaradt by rad
prijel na navstévu. Kazdy vikend miize Petr ubytovat pravé jednoho svého ka-
marada. Zaroven se kvili riznym jiz naplanovanym akcim kazdému z kamaradi
hodi praveé 2 vikendy.

O kazdém z kamaradt se dozvite, které 2 vikendy by se mu pro navstévu
hodily. Rozhodnéte, zda se mohou u Petra vystiidat vSichni, nebo zda bude muset
Petr nékteré odmitnout.

Mizete predpokladat, ze K < N.

Od vzruseného dohadovani se nad didri se celd spolecnost postupné presunu-
la k mnoha dalsim tématim. Ovsem cas nechtél brdat ohled na jejich veseli, ani se
nenechal ukolébat klidem zbytku cajovny, poskakoval a postupné prinesl inavu.

Zrovna kdyZ cast lidi 1esila, jak si pomoct obycejné mince vybrat ze t7i caju,
zvedla se Erika k odchodu. Navzdory historkdm celého dne vyrazila sama a bez-
pecné dosla zpét na metro. Za jedinou komplikaci by mohla povaZovat zhasinagict
lampu, ale uZ tu pdrkrdt sla a zrovna tahle lampa zhasinala pokaZdé, kdyz pro-
chdzela okolo.

Na Muzeu prestupovala v zamyslent, proplétala se mezi par cestujicimi. Na-
jednou k ni dolehlo pobavené zavoldni: ,, Tak Markovci udrzeli Knot zas jenom
dva dny!“

Erika se prekvapené rozhlédla. Z ostatnich cestujicich tu mezitim zistal jen
néjaky muz a divka tak v jejim véku, kterd ted obarvila dvé policka v tabulce na
2di. Cmdrdni na zed v metru? Erika se zarazila. A lehce sebou trhla, kdy? si nad
tabulkou vsimla ndpisu ,Linka o“.

LAle koukdm, Ze se jim i tak velmi dai,“ prohldsil muz.

Divka zavrtéla hlavou. ,,Tak to pusobi kvili tomu, jok je to nakreslené.“
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29-2-6 Souvisla plocha 11 bodu

Neékolik skupin lidi se pretahuje o urcity predmét. Do tabulky o R fadcich
a S sloupcich barvami vyznacujeme, kdo ho vlastnil ktery den. Zakreslujeme po
radcich, kdyz dojdeme na konec fadku, pokrac¢ujeme na dalsim.

Informace k nam ale chodi, jen kdyz se majitel zméni. Dostaneme tak tfeba
informaci, Ze prvni skupina méla prfedmét 5 dni, druhd skupina 2 dny, prvni
skupina 3 dny, ...

Nejtspésnéji pusobi skupina, jejiz barva je nejvic vidét, a nejvic vidét je
souvislad oblast. Oblast je souvisla, kdyz jsou v ni vSechna policka sousedni, tj.
sdili hranu (nestaci sousedit rohem). Néas zajima zejména to, kterd skupina ma
nejvétsi souvislou oblast.

Predpokladejte, ze skupin je malo, maximalné 200. Naopak tabulka muze
byt obrovska, pocitejte s tim, Ze se vAm nemusi vejit do paméti. Ale jeden Fadek
se do paméti urcité vejde.

Na vstupu dostanete ¢isla R, S, K, Z, popisujici rozméry tabulky, pocet
zmén skupin a pocet zmén vlastnictvi (vCetné prvotniho ziskéni). Na dalsich
Z tadcich jsou popsané jednotlivé zmény vlastnictvi — vzdy ktera skupina pred-
mét ziskala a na jak dlouho. Na vystup vypiste ¢islo skupiny, které patii nejvetsi
souvisla oblast.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
3 10 2 0
02
12
02
12
04
16
0 12

Tabulka z pfikladu vypada nasledovné:

Nejvétsi souvislou oblast mé skupina 0 (na obrazku Sed4).

,Ale nend to jediné, co pisobi jinak, nez to opravdu je,“ pokracovala divka.
, VEris tomu, Ze ta holka md zvldstni moc.“
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,Jo! Do hdje, vidyt md svou lampu na Starym mésté,“ vyhrkla divka rozéile-
né. Vzdpéti se uklidnila a pokracovala: ,,Vdziné, dneska jsem se s ni velmi zblizka
potkala na Malostranském ndmeésti a je to z ni citit.

Viastné jsem se chtéla porozhlédnout i na jejim pokoji na koleji, ale prestoZe
jsem se po budové potloukala, dokud nemeéla byt pryc, jakmile jsem zamirila k je-
jimu pokoji, probéhla okolo mé, primo k tomu pokoji. TakzZe jsem to radsi vzdala.
Ale kdyz jsem si pak upln€ jinde znova prochdzela, co o ni vime, najednou stdla
prede mnou. Koukla po ndmeésti, hodila po mné vghruzny pohled, pak jesté koukla
na zastavku, néco si poznamela a zmizela. Neptislo by ti to zvldstni?

A vibec,“ podivala se divka primo na Eriku a jeji ton se zménil na pobaveny,
LHkdyby neméla nasi moc, jak by se sem jen tak dostala?“

Erika lehce lapla po dechu. MuZ chvili nechdpavé stal, pak se najednou oto-
¢il na Eriku. Nekolikrat prejel pohledem mezi obéma divkami. Mirne se usmdl.
Nakonec prohldsil: ,,To zni ovsem jako uplné jiny pribéh. .. “

... ktery uz s vami nemohla sledovat

Karry Buresovd

79

KSP

zadani



KSP

zadani

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017
Treti série

Nase hrdiny jsme v pruni sérii opustili potom, co pomohli zachranit jedno
severskeé mésto pred utokem draka a hordy goblini. Tajemnd sila ze severu se vsak
nenechala odradit, a tak se za nimi vrdtime k brandm mésta Leyfast a budeme
jejich osudy sledovat ddl.

,Sire Warine!“ privital celou skupinu starosta Leyfastu. ,Dékuji za pFivitant,
dovolte mi predstavit zbytek mé skupinky — ¢lena Alvarezova Tddu rytitve Liana,
mocnou kouzelnici Rheu a jednoho z nejschopnéjsich lucistniki, co zndm, Gorfa.“

,Mésto vam vsem dékuje za vase sluzby. .. ale povézte, co mdame délat ted?“

Ndsledugici pulhodinu Warin se starostou probirali, jak by mohli posilit vo-
jenskou posadku Leyfastu a soucasné tady na severu zridit alespori néjakou bo-
jovou silu. Silngch muzi bylo v okolnich usedlostech hodné, ale naverbovat je
vSechny nemohli, nebylo by pak lovci, kovari a jinych nezbytnych profesi. Jeste,
Ze v Leyfastu méli vedené velmi presné zdznamy o okolnich obyvatelich.

29-3-1 Verbovani 8 bodu

Mésto Leyfast potifebuje co nejvice posilit svoji armédu, ale soucasné ne-

B! miize sebrat kazdého bojeschopného muZe z okoli. Starosta mésta vyslal
skupinu verbifi, kterd ma za tkol obejit okolni usedlosti a vratit se s co nejvice
bojeschopnou skupinou muzi.

Verbifi budou prochazet domy v predem daném poradi a diky peclivym
zaznamum védi, kdo v jakém domé bydli. Dokonce pro kazdy dtum védi, jak silny
muz v ném bydli a jaké maji doma zbrané.

Pro i-ty dim se mohou verbifi rozhodnout, jestli jeho obyvatele nechaji byt
(coz bojeschopnost armady nijak neovlivni), jestli z néj naverbuji nového brance
(coz pfispéje bojeschopnosti armady ¢islem V;), nebo jestli si pro vyzbrojeni
néjakého brance vezmou od obyvatel zbroj a zbrané (coz pfispéje bojeschopnosti
armady ¢islem Z;).

Zbroj a zbrané si verbifi mizou vzit pouze tehdy, pokud z minulého domu
naverbovali néjakého brance (obyvatelé jsou ochotni dat své véci jen nejblizsim
sousediim). Verbifi také nikdy neudélaji to, ze by z jednoho domu soucasné od-
vedli brance a odnesli zbrané. Kromé toho také verbifi nikdy neodvedou brance
z dvou domt tésné po sobé.

Pokud si tedy budeme v posloupnosti znacit jako V verbovani, jako Z sebrani
zbrani a jako - zadnou akci, tak:

® -V-VV- je Spatné: obsahuje dvé verbovani po sobé€.

® -V-Z- je také Spatné: obsahuje brani zbrani, kterému tésné nepredchézelo ver-
bovani.

® -VZVZV-V- je spravneé.
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Verbifi by pfi dodrzeni pravidel uvedenych vyse chtéli zvysit bojeschopnost
armady, co nejvice to pujde.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢islo N udavajici pocet
dom, které planuji verbifi obejit. Na druhém fadku se bude nachazet N cisel
V1 az Vi oddélenych mezerou udavajicich ,zisky bojeschopnosti“ pfi provedeni
verbovani v jednotlivych domech, na tfetim fadku pak obdobné naleznete ¢isla
74 az Zn udavajicich to samé, ale pro brani zbrani z jednotlivych domi. Vsechna
V; i Z; budou nezéaporna cela ¢isla.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste maximalni zisk bojeschop-
nosti, ktery je mozny dosahnout, a na druhy radek pak vypiste N znakia V, Z nebo
- (neoddélujte je mezerami) udavajicich plan verbovani pro jednotlivé domy. Po-
kud je vice moznosti, jak dosdhnout stejného zisku, mizete si vybrat libovolnou
z nich.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
10 29
5213463167 VZ-VZVZVZV

2132351121

Dalsim zptsobem, jak dosdhnout stejného zisku bojeschopnosti, pak jsou
VZVZVZVZ-V a VZVZVZVZVZ, jiné zpusoby nejsou.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Kdyz se postarali o to, Ze v okoli Leyfastu vznikne uc¢innd bojovd sila, nabrali
dobrodruzi zdsoby jidla a podle rad mistnich stopari vyrazili smérem do horského
prusmyku. Jejich cilem bylo najit draka a dozvédét se co moznd nejvic o tajemné
stle, kterd za tim v§im stoji.

V horskem prismyku sice sidlila horda goblint a podle vseho se tu objevovali
i trollove, ale stopati jim prozradili, Ze priusmyk podchdzi stary trpaslici dil.
asi nepotkali, ale ta by jim zabrala pres dva tydny. Rozhodli se tedy vydat se do
trpasliciho dolu.

Presné podle rad stopari nalezli zpola zasypany vchod a vnikli dovnitr. Usli
ve svétle mihotavé hvézdy vzndsejici se Rhee nad rukou poradny kus cesty, aZ
dospéli k dulnimu vytahu. Dul byl opusteény sotva padesdt let, coz je pro trpaslici
techniku krdtky cas. Vytah skoro fungoval, jen ho bylo potreba vyvdZit.

29-3-2 Trpasliéi zavazi 10 bodua

Dobrodruzi stojici pfed starym trpaslicim dulnim vytahem by potfebovali
tento vytah vyvazit. K tomu by potfebovali umét rychle porovnavat vahu zatéze.
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Zéavazi, kterymi se vyvazuje trpasliéi dalni vytah, maji vahy 1,2,4.8,...,2Y
a kazdé z nich jde umistit jako zatéz nebo jako protizatéz. Pokud si umisténi
zavazi budeme znacit 1 pro zatéz a —1 pro protizatéz a budeme zapisovat vSechna
zévazi od nejvétsiho az k zavazi o vaze 1, bude zapis —1,0,0,1, —1,0 znamenat
celkovou zatéz (—1)-32+0-16+0-8+1-4+(—1)-2+0-1= —30.

Miuizeme si vS§imnout, ze stejné zatéze lze dosdhnout i jinym poskladanim
zavazi, napiiklad —1,0,0,0, 1,0. Porovnavani zatézi proto asi nebude uplné jed-
noduchy tkol. Vymyslete postup, jak v co nejkrats$im case pro dva predpisy
umisténi zavazi (zadané na vstupu jako takovato ¢isla v podivné dvojkové sou-
stave) ur€it, ktery z nich znaci vétsi zatéz.

Predpokladejte, ze celkova zatéz bude tak velka, Zze se nevejde do bézné
celociselné proménné a neni tak mozné oba piedpisy prevést a pak porovnat — je
potfeba je porovnévat bez pfevodu (ale upravovat si zapis z —1, 0 a 1 1ze).

Zkusili nekolik sad zdvazi a po vyvdZeni se vytah konecné rozjel. Trpaslici
ozubend kola se sice pdarkrdt zadrhla, ale poté, co se z mich obrousila rez, uz je
vytah lehce dovezl nékolik set metru do hloubky.

Cesta skrz zbytek dolu byla dlouhd a museli se parkrdt vracet, ale nakonec,
potom co cestou i prespali, zahlédli na konci jedné tzké chodbicky denni svétlo.
Dostali se na malou fimsu, kde uzky vchod do stoly zakryval okolni porost. Pod
nimi se jim naskytl pohled na velké, narychlo zbudované leZeni skreti tlupy.

Nebylo to prilis§ mnoho skreti, ale zdroven jich ani nebylo mdlo. A vypadalo
to, Ze je v jejich tabore docela ruch.

LPoznds, jaky je to klan?“ zeptala se Rhea Warina. Ten se dlouze zadival
a pak odpovédél: ,Teézko tict, budou nékde zdaleka a na tuhle dadlku nevidim
poradné jejich klanové barvy. Spise se dd soudit podle toho, jak vypadd jejich
tabor. Liane. .. “, zavolal si pak mladého rytire.

, Vidis ty jejich véze? Pokud jsou to skreti z Kolibu, tak budou pravidelné,
ti jsou pry posedli symetrii.
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29-3-3 Skreti véze 11 bodu

Prizkumnici se dostali nad skfeti lezeni a zvlasté je zaujaly jejich hlidko-
vé véze. Vypadaly nezvykle symetricky, ale chtéli by ovéfit, Ze jsou skutecné
symetrické.

Véze by mély byt symetrické podle né€jaké osy a prizkumnici by tuto osu
chtéli nalézt. Pro zadané soufadnice vézi naleznéte osu, podle které jsou véze
symetrické (pfipadné rozhodnéte, ze Zadné osa symetrie neexistuje).

Pozor na to, ze bod muze byt symetricky i sim k sobé, pokud bude lezet
pfimo na ose symetrie. Napfiklad pro prvni priklad symetrii nalezneme, i kdyz
ma lichy pocet bodi:

Pro druhy piiklad uz ale symetrie neexistuje:

, Tak jsou to skreti z Kolibu, zajimavé. .. “ zamyslel se Warin. Co tady jen
délagi, pomyslel si. Od Kolibu to byla cesta na mnoho tydni a nékdo nebo néco
je sem muselo povolat. Otazkou je, kdo nebo co to bylo.

»Dract slug!“ hlesl ndhle Gorf polohlasem, kdyz svgm bystrym zrakem zahlédl
na samé hranici dohledu, daleko za skretim leZenim, velkou opdlenou diru do
skaly.

Ted uz bylo jasné, kam se vydaji ddl. Pokud maji prijit na to, co se zde déje,
je draci sluj rozhodné zajimavym mistem, kde zahdajit prizkum. Pokud néjakd
sila zvlddla povolat sem na sever skrety a probudit i draka, tak tam po ni snad
naleznou néjaké stopy.

Probléem byl, Ze mezi nimi a skalni sluji se nachdzelo jednak skreti leZeni
a za nim pak jesté bazina. Skrz baZinu sice vedly néjaké svétlé prouzky, asi cesty
vysklddané z drevéngch hati, ale na ddlku to $lo jen tézko poznat. KazZdopddné
skreti byli pruni prekdzZkou.

Pres ty skrety se ve dne dostat nezvlddnou, tak se utdborili a pripravili se na
to, zZe v noci zkusi proklouznout. Blyskavd brnént zakryla cernd latka a ujistili se
také, Ze magi vSechnu vyzbroj porddné pripevnénou a Ze jim mebude nic cinkat.

83

KSP

zadani



KSP

zadani

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

Pak vyrazili s cilem proklouznout okolo skrvetich hlidek posazengch u straznich
ohritl.

29-3-4 Mezi hlidkami 11 bodu

Skupina bojovniki potfebuje v noci proklouznout okolo skfetich hlidek.
Hlidky jsou nehybné, sedi okolo straznich ohiid a nevsimnou si osamoceného bo-
jovnika, pokud neprojde pfimo okolo nich. Skupina se tedy chce rozdélit a kazdy
z nich se pokusi projit osamocené, aby byl tissi.

Plan, na které jsou posazeny hlidky, si mizeme pfredstavit jako velikou ¢tver-
covou sit (o velikosti N x M) a hlidky jsou posazené na nékterych poliécich. Hli-
dek je radové méné, nez je pocet policek plané, a jejich pozice se mezi prichody
jednotlivych bojovnikid neméni.

Vymyslete datovou strukturu, kterou si v néjakém rozumném ¢ase predpoci-
tate a pak pomoci ni zvladnete rychle planovat nejkratsi bezpecné cesty (vzdalené
alespoii jedno policko od jakékoliv hlidky) pro jednotlivé bojovniky.

Kazdy bojovnik se bude chtit dostat mezi néjakou zadanou dvojici bodi
a pro planovani je potfeba umét v case O(1) zjistit, jaka je nejkratsi vzdalenost
mezi touto dvojici bodii (ale jiz neni potfeba vypsat trasu této cesty, jde jen
o délku). Vymyslete datovou strukturu, kterd toto umi zajistit a kterd zarovern
predvypoctem stravi co nejméné ¢asu. Vsechny casové slozitosti vyjadfujte nejen
vzhledem k velikosti plané, ale i k po¢tu hlidek K. A pamatujte, ze hlidek je
vyrazné méné, nez je velikost plané.

Na obrazku muzete vidét ukazku nejkratsi cesty mezi dvéma vyznacenymi
body, spravna odpovéd by tak v tomto pfipadé byla 21:

—

Na opacne strané skretiho leZeni se opét vsichni ctyri shromdzZdili a vyrazili
ddl. Prekonant baZiny po hatich uz bylo celkem snadné, i kdyZ na jednom misté
narazili na podivny obrazec, kde byly poloZené dlouhé drevéné tyce pomalované
podivnou svétélkujici barvou a sesklidané do jakéhosi obrazce. Nevénovali jim
ale prilis pozornosti a pokracovali k draci sluji.

Po pdr minutdch k ni dorazili. Vsude byl klid a tak vesli opatrné dovnitr.
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Vevnitr to pdchlo spdleninou a jesté nécim tezko popsatelnym. Usli jen pdr
metri a uz zaslechli jakési prehrabovani. Rytiri vytdhli své mece, Gorf natdhl luk
a pomalu pokracovali.

Dosli az na okraj veliké clenité jeskyné. Hned na strané byl vyklenek, ve kte-
rém byly naskladané néjakée véci. Vypadaly oproti zbytku jeskyné podivné srov-
nané a jako by je pouZival néjaky clovek. Vsemu kralovala vyklddand mithrilovd
truhlice s podivnym zdamkem.

V tu chvili si jich vsiml drak. Mocné zatval a vyrazil k nim. Kdyz uz jsou
tady, must ziskat to, co je v t€ truhlici! ,Brante se! Gorfe, odemkni to!“ vykrikl
Warin a kryjici se za Stitem se vrhl drakovi vstric.

Gorf dobéhl k truhlici a jiZ si chystal paklice, kdyz tu mu doslo, Ze tady jeho
paklice budou k nicemu. . .

29-3-5 Dradi zamek 9 bodu

@ Gorf potfebuje oteviit truhlu zamknutou podivnym zédmkem. Na truhle je
Etvercova mifzka velikd N x N policek pro N = 2%, ve které je pravé jedno
policko plné. Vedle truhly se pak vali mnoho dilkt ve tvaru L, které presné pasuji
do mfizky na truhle.

Je potieba dilky poskladat do mfizky na truhle tak, aby byla vSechna policka
vyplnénd, ale soucasné, aby se zadné dva dilky neprekryvaly. Vymyslete postup,
ktery toho (v néjakém rozumném case) dosdhne.

Ukéazku jednoho poskladani, které nezacalo spravné, mizete vidét nize (Gerné
je vyznaceno zaplnéné policko):

SMdm tol“ zakiicel vitézoslavné Gorf, otevrel truhlu a popadl z ni kupu
néjakych podivnych svitkd a néco jako denik. Nacpal to vse do pytle a ohlédl se
na ostatni.

Oba rytiri i kouzelnice si hrali s drakem na kocku a t7i mysi — velky drak mél
v jeskyni problém s otdcéenim a odvazné trojici se vZdy povedlo na posledni chvili
uskocit, nez na misto, kde pred chvili stali, dopadl téZky draci ocas. Drakovi ale
dochdzela trpeélivost a zacinal plivat krdtké zdblesky ohne, jeden se prdvé Lianovi
rozprskl o $tit a na chvili ho celého zalil do ohnivé koule. Byl nejuyssi cas zmizet.

Gorf strelil presne mirenym Sipem drakovi do oka a tim ziskal ostatnim cas.
Vybehli nazpét do chodby, dostali se z jeskyné ven a skréili se kousek od vchodu za
velkym kamenem. Drak je zatim meprondsledoval a tak si vsichni oddechli. Lian
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ze sebe setrepal spdlené zbytky svého plaste. Jesté, Ze jejich brnéni bylo ¢dstecne
protkdno i mithrilem a zdsah od draka neprosel skrz.
Rhea mezitim studovala ukradené zdpisky. ,,Tak takhle mu tedy prikazuji,

pomoci téch hati v baziné. Proto tam byly ty svétélkugjict klacky! Drak se na né
diva ze vzduchu a vidi v nich obrazce!*

Z nitra jeskyné se ozvala zatvani, rychle jim dochdzel ¢as. ,,A dokdZes mu
7ici, aby odletél pryc?“ zeptal se Gorf.

yonad. . . tady! Tady je ndcrt néceho Fikajictho mu, aby usnul. BéZte s Lia-
nem do baZiny, jd s Gorfem vylezeme na néjaké vyvysené misto, at to porddné
vidime. “

Jak rekla, tak se také stalo. Dva silni rytivi odklusali po hatich smeérem ke
svétélkujicim tycim, Rhea s Gorfem si nasli misto, odkud na obrazec vidéli, a za-
cali je navigovat.

29-3-6 Obrazec pro draka 13 bodu

Drak je ovladén s pomoci obrazce na zemi vysklddaného v konvexnim mno-
hotihelniku. Mezi vrcholy tohoto mnohotihelniku jsou polozené dlouhé svétélku-
jici tyCe a to tak, Ze se nekiizi a cely obsah mnohothelniku je jimi rozdélen na
trojihelniky (informatici by fekli, ze je triangulovdn).

Nyni je v obrazci vyskladan jeden piikaz pro draka, ale my bychom ho
chtéli zménit na jiny. V jednu chvili mizeme pohybovat pouze s jednou tyci
a navic ji mizeme premistit zase jen tak, aby se s zadnou jinou ty¢i nekiizila.
Coz znamena, Zze muzeme jen zvednout ty¢, ¢cimz néjaké dva trojuhelniky spojime
v jeden c¢tyfuhelnik, a vznikly ¢tyrihelnik mizeme zvednutou tyci zase rozdélit
na dva jiné trojuhelniky — budeme této operaci fikat preklopeni.

Ze zadaného vychoziho stavu chceme néjakou posloupnosti téchto preklopeni
zmeénit obrazec na jiny. Vstupem tedy bude dvojice triangulaci konvexniho V-
thelniku a vasim cilem je najit néjakou posloupnost preklopeni pirevadéjici jednu
triangulaci na druhou. Pro obé triangulace je jasné dano, ktery vrchol se ma
prevést na ktery.

Nalezena posloupnost preklopeni nemusi byt nejkratsi mozna, staci nalézt
jakoukoliv fungujici. Odhadnéte jesté, kolik jich pfi vasem postupu maximéalné
muze byt.

Posloupnost nékolika pfeklopeni miize vypadat tieba jako nize (¢arkované je
vzdy vyznadena ty¢, se kterou chceme v dalsim kroku pohybovat). Bystry ¢tenar
si jisté vSimne, Ze toho samého lze dosdhnout o jeden krok krat$im postupem,
ale nam staci jakakoliv posloupnost preklopeni.
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Kdyz tahli posledni ze svétélkugicich tyci, tak drak vylétl z hory ven. Na
posledni chvili, oddechli si oba rytiri. Drak nastvané krouzil okolo hory a plival
ohen ma vSechny strany. V mésicnim svétle bylo vidét zbytky zapichangch Sipu
v kridlech, které si odnesl od obranci Leyfastu, ale jeho letu to asi nijak nebranilo.

Pak si drak vsiml obrazce na zemi a razem jako by ho ovldadlo neéco jiného.
V tu chvili prestal plivat plameny, jeste parkrdt oblétl horu a pak opatrné pristdl
pred svou sluji a pomalu vkrdcel dovnitr.

» 1o je neuveéritelné, jak nékdo muze takhle kontrolovat draka, to jsem jeste
nevidéla.“ pronesla Rhea, kdyzZ se zase sesli. Méla v ruce zbytek pozndmek, které
sebrala ve sluji, poznamek, které by je mohly nakonec dovést az ke strijci tohoto
vseho. Jesté je asi vsechny cekd dlouhd cesta. .. ale o tom zase nékdy jindy.

Dalst pribéh ze severu vyprdvel

Jirka Setnicka
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Chodbou se rozléhal hovor, smich i susténi papird, jak se nékteri studenti
jesté snazili honem rychle néco doucit. Vilém pobavené sledoval svého kamardda,
ktery rozebiral, jaké vsechny otdzky by v testu nechtél potkat.

»A hlavné doufam, Ze se nebudou ptat na Novdkovy spisky o §tésti a nahodé, “
mdachl Bernard rukama.

»Tak u nich snad staci védét, Ze je postupné nékdo krade z Archivu, ne?“

»Dalst!“ prerusil kamarddy mocny hlas. Oba chlapci se usmdli a Vilém se
vydal na klasickou kontrolu pred testem.

Kontrolujici muz mu polozil nékolik obvyklych otdzek a zacal kontrolovat
Vilémovo obleceni. ,Kapesnicky?“ ugistoval se, kdyZ pohmatem nasel predmét
v kapse kalhot. Vilémouvi se rozbusilo srdce, zatajil dech a jen némé prikyvl. Snad
proto ho muZ chvili nejisté pozoroval, pak rdzné€ sahl do kapsy. .. a vytahl malou
mekkou podkovu. Chvili se tvdril zmatene, pak mu zazdrily oci, kdyZ si vsiml
nékolika ctyrlistki umné maskovangch ve vzoru Vilémouvy kosile.

., Ctyrlistky na zkousku a podkova na kontrolu? Dobrej ndpad, chlape,“ po-
placal Viléma po zddech a ctyrlistky jeden po druhém zabavil. ,Mdte Stésti, Ze
studujete zrovna na Institutu nahodnych a ndpadné nenahodnich jevi,“ dodal
jesté a s usmeévem ho poslal do zkouskové mistnosti.

Vilém rozhodné na ctyrlistky nespoléhal, a tak navzdory jejich zabaveni za
hodinu a pul odevzddval husté popsanou pisemku. Dva zkousejici na sebe mrkli.
,Oni maji body ze semestru, Ze? MuzZeme pri odevzdani prijimat jen pisemky od
lidt, ktert magji vic bodi nezZ jejich predchidce?*

29-4-1 Odevzdavani pisemek 10 bodu

Studenti utvofili frontu na odevzdani pisemek, kazdy ji odevzda jednomu
ze dvou zkousejicich. Kazdy student mé také néjaké body ze semestru. Aby ale
mohl student pisemku odevzdat, musi mit vice bodi nez posledni student, ktery
odevzdal pisemku stejnému opravujicimu; predbihat se nesmi. Komu ma kdo
odevzdavat, aby mohli odevzdat vsichni?

Formalnéji: je dana posloupnost celych ¢isel. Vasim tkolem je rozdélit ji na
dvé rostouci podposloupnosti (pfipadné zjistit, ze to nejde).

Miuzeme si predstavit, ze kazdy prvek posloupnosti obarvime jednou ze dvou
barev (tfeba modrou nebo ¢ervenou). A chceme to udélat tak, aby modré prvky
tvorily rostouci podposloupnost — tedy pokud budeme ¢ist zleva doprava jen
modré prvky (¢ervené pfeskakujeme), budou pfectend ¢isla v rostoucim potadi.

To samé musi platit pro cervené prvky. Zadny prvek nemfize byt obarven
dvéma barvami ani zlistat neobarveny.

Formdt vstupu: Posloupnost celych ¢isel.
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Format vystupu: Na prvnim fadku modra podposloupnost (vSechny modré
prvky ¢tené zleva doprava v pivodnim pofadi), na druhém Gervena.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vistup:

94 14 5 17 8 26 9 14 17 26
458

Ukdzkovy vstup: Ukdazkovy vystup:
8111120 6 NELZE

Nezapomerite dikladné zdavodnit, pro¢ vase feSeni funguje.

Kdo vi, nakolik zkousejici jen provokovali, rozhodné se vsem studentim po-
vedlo pisemku odevzdat. Vilém si jesté zasel s Bernardem na chvili sednout ven
a pak uZ hurd doma.

Nasledugict rdno ho p7i pohledu do zrcadla pfivitala cernd plocha. ,Zase?
Tyhle kramy nic nevydrzi. . . “ povzdechl si a vymeénil baterky. Ale pordd je to asi
lepsi nezZ mit doma sklenéné zrcadlo. Pribéhi o strasidelnych koncich uz slysel
vic nez dost.

Tenhle trend zacal pred par lety, kdyZ se do aut misto zpétnych zrcdtek za-
caly instalovat zadni kamery. Tim sice neubylo dopravnich nehod, ale vyrazneé se
zmarnily jejich nasledky.

Smartphony po svém prichodu zase rychle vytlacily mald osobni zrcdtka, se
kterymi vds dnes nepusti ani do letadla.

Jakmile dostatecné klesly ceny a spotreba velkych LCD paneli, zacala byt
1 velkd domdci zrcadla nahrazovdna elektronickymi. Zpocdtku to byly jednodu-
choucké pristroje tvofené jen kamerou a displejem. Ale ve svété, kde i rychlovarné
konvice maji Wi-Fi, nemohla zrcadla zistat dlouho pozadu.

Dnes jsou z nich velmi chytrd (nékteri stale trvaji na tom, Ze pvili§ chytrd)
a flexibilni zatizeni. NejenZe si na nich rdno prectete noviny ¢i prohlédnete kalen-
ddr, ale napriklad mezi ndctiletymi dévcaty je velmi oblibend aplikace Zrcadlo,
zrcadlo. . .
viry a utoky. Nejcastéji v podobé $mirovdni kamerou, ale rozmohly se i rizné
vtipky od nevinngch (obraz vzhiru nohama) po celkem necitlivé (vidite za zady
strasidelny stin & svou podobiznu digitdiné zestdrlou o deset let). Ale to je mald
dan za bezpecnost. V poslednich mésicich se dokonce mluvi o plosném zdkazu
sklenéngch zrcadel v EU. ..

Dost filozofovdni o zrcadlech, za chvili zacindg ustni zkouska! Vilém se rychle
sbalil a vyrazil.

* % %

Cekdni na zkousku si krdtil prohlizenim riznyjch hracich automati, které byly
rozmistény po chodbé. Zddné vihry nevyddvaly, ale studenti si na nich mohli
vyzkouset své Stesti a ruzné zpusoby, jak ho ovlivnit.
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Jeden z automatu ho zvldsté zaujal. Vypadal pro ucely vyzkumu Stésti az
podezrele deterministicky. . .

29-4-2 Hraci automat 12 bodu

é’ Na zdi visi hraci automat. Je tvofen tizkym prostorem mezi dvéma skly, do

kterého je mozné z libovolného mista podél horni hrany vhodit kulicku. Ta
pak pada dola a cestou narazi na kruhové prekazky, po kterych se vzdy skutali
a dal pada opét kolmo k zemi. Nakonec dopadne na dolni hranu automatu, podél
které je stupnice udavajici skdre.

Celou situaci si miizeme piedstavit dvojrozmérné. Plocha automatu je obdél-
nik, po kterém jsou nepravidelné rozmisténé prekazky ve tvaru kruhu. Prekazky
se nikdy neprekryvaji. Vhozena kulicka je ve srovnani s témito kruhy velmi malé,
takze si ji mizeme predstavit jako bod. Volnym prostorem pada vzdy kolmo do-
l4. Pokud dopadne na kruhovou prekazku, skutali se po jejim hornim okraji tak,
jak byste cekali — doleva, pokud dopadla nalevo od stfedu piekazky, doprava,
pokud napravo.

Pro jednoduchost predpokladejte, ze kdyz kulicka dopadne piesné na stfed
prekazky, padd vzdy vpravo.

@

Na vstupu dostanete nejdriv popis automatu: vysku H, sitku W a pocet pre-
kazek N. Nasleduji pro kazdou prekazku tfi ¢isla udavajici stfed a polomeér. Poté
nasleduje @) dotazi. Kazdy dotaz je popsan jednim redlnym c¢islem udavajicim
z-ovou soufadnici mista, kde na hornim okjraji automatu vhodime kulicku. Pro
kazdy dotaz chceme urcit xz-ovou soutfadnici mista na dolnim okraji automatu,
kam kulicka dopadne. Pfedpokladejte, Ze dotazti bude fadové alespon tolik jako
prekazek.

Strih. Mezitim na nedaleké policejni stanici. . .
wHlasent pribyvd. Podivné nehody, zmizeni. . . Viera jednoho ¢loveka dvakrat
zasahl blesk! Oba zasahy preZil, ale bylo to na Zelezniénim prejezdu, a neZ se stacil
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probrat, prejel ho vlak. Kolemjdoci pry tou dobou v okoli zahlédli cernou kocku.
Ale na takovouhle smulu éernd kocka nestaci. .. “

»MuizZe to samoziejmé byt néjaky prirozeny zdroj smily, ale kolegové z kri-
mindlky se domnivaji, Ze za timhle pFipadem, a spoustou podobnych, stoji néjakd
organizovand zloc¢ineckd banda.“

»Dokonce dvé,“ prihodil nove prichozi policista. ,,Zachytili néjaké vyhruiné
dopisy, které si posilaji mezi sebou. Mdme spoustu podezrelych, ale zatim netu-
stme, kdo kam patri. ..~

29-4-3 VyhruzZzné dopisy 11 bodu

Dva znepratelené gangy si vyménuji vyhruzné dopisy. Oba gangy dohromady

B gitaji N lidi. Kazdy ¢lovék patii do pravé jednoho z gangti, ale nevime

kterého. O kazdém ¢lovéku vime, kolik odeslal a kolik pfijal vyhruznych dopist.

Réadi bychom zjistili, kdo komu posilal dopisy. To nejspis nepiijde jednoznac-

né, ale sta¢i nam najit jedno libovolné fesSeni. Jedna dvojice odesilatel-adresat si

mohla poslat vice dopisti, v takovém piipadé nas zajiméa kolik. Vyhruzné dopisy
se posilaji pouze mezi gangy, nikdy uvnitf gangu.

)
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\
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Jinymi slovy, hleddme orientovany bipartitni multigraf (tedy graf, kde mezi
jednou dvojici vrcholtt muze vést vice hran) — vrcholy predstavuji lidi, partity
gangy a kazda hrana jeden poslany dopis (orientovana od odesilatele k pifjemci).
Pro kazdy vrchol mame pfedepsan jeho vstupni a vystupni stupen (kolik hran
v ném ma zac¢inat a kolik kon¢it). Rozdéleni vrcholt na partity neni uréeno, to
je tfeba najit. Parity mohou byt rizné velké.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku bude pfirozené ¢islo N udéavajici pocet lidi
(vrcholt). Déle pro kazdého ¢lovéka Fadek se dvéma nezdpornymi celymi éisly
udavajicimi, kolik dopisti dany c¢loveék prijal a kolik odeslal.
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Formdt vystupu: Pro kazdou dvojici odesilatel-adresat, ktera si poslala ale-
spoii jeden dopis, vypiSte trojici ¢isel: poradovd Cisla odesilatele a adresata (0 az
N —1) a pocet dopisti, které odesilatel poslal adresatovi. Pokud existuje vice fe-
Seni, vypiste libovolné. Vstupy budou zadany tak, aby vzdy alespon jedno feSeni
existovalo.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 011
23 041
12 051
10 102
01 341
21 421
10

Odpovidajici bipartitni multigraf vypada nasledovné:

0 2 3

1 4 5

I v tomto ptipadé jde jen o jedno z mnoha moznych feseni.

Toto je praktickd open-data uloha. V odevzdéavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Do mistnosti vesel starsi strdznik, patrné ndcelnik zdejsi stanice. ,Tak,“
odmlcel se pred neprijemnou otdzkou, ,kdo tady bude v pdtek?“

»Ja nel“ ozval se jeden z policisti. , Vidéli jste mij horoskop?“

Ostatni si vytahli kazdy po jedné sirce.

Ndcelnik presel do vedlejsi mistnosti, kde mezitim pokracovala prestavba
mistni pocitacové sité. Byla tam spousta pocitacu, switchi, routerd a mezi nimi
¢im dadl vice kabeld. ,Pozor kabel!* zavolal jeden z instalujicich.

»Na co tu mdme vic pocitaci nez cely titvar informacni bezpecnosti? O ty
kabely se brzo nékdo prerazi. ..«

wEvropskd unie,“ odvétil montér, neprestdvaje tahat kabely. ,Pokud neutra-
time vsechno, musime dotaci vrdtit. Ale oficidalné — jako zdlohu pro pfFipad vy-
padku.“
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29-4-4 Policejni sif 8 bodu

Policejni sit tvori N podéitact, kazdy miize byt propojen s nékolika dal3imi.
Sit tvori strom.

Navic mame uréeno K dtilezitych poéitact (vrchol). Ty chceme sparovat do
dvojic, které se budou navzajem zalohovat: pokud jeden pocita¢ z dané dvojice
prestane fungovat, zastoupi jeho ¢innost ten druhjy.

Aby to bylo mozné, musi si poéitace ve dvojici pribézné navzajem predavat
vSechna sva data — ta tecou po cesté, ktera dané dva vrcholy ve stromu spojuje
(tikejme ji spojent).

Neni urcéeno, ktery pocita¢ mame sparovat s kterym, mizeme si vybrat li-
bovolné. Ale protoze nakoupené pocitace pres svou cenu nejsou prilis vykonné,
nechceme, aby jakymkoli pocitacem prochézelo vic nez jedno spojeni.

Tedy hledame takové rozdéleni dulezitych vrcholt do dvojic, aby cesty spo-
jujici vrcholy v kazdé dvojici byly navzajem disjunktni — nemély zadné spolecné
vrcholy ani hrany.

Pokud existuje vice moznych feseni, vypiste vSechna.

Na nésledujicim obrazku je ptiklad takového stromu. Dulezité vrcholy (do-
stanete na vstupu) jsou oznaceny krouzkem. Nalezend spojeni (vystup algoritmu)
jsou zvyraznéna tucné. V tomto piipadé existuje jediné feseni.

Ale pro nésledujici zadani zadné feSeni neexistuje:

Rdno se Vilémovi povedlo pri vypindni budiku spadnout z postele a v koupel-
né si madlem zlomil nohu. KdyZ mu jeho chytré zrcadlo s kalenddrem prozradilo,
Ze je Cturtek 12., radéji nepremyslel o tom, jak zly bude pTisti den, a rozhodl se
doplnit zdsoby.
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JelikoZ nemohl najit oblibenou tasku, vzal si prosté svuj bézny batoh a priho-
dil radéji pdar talismand. Jim navzdory ho mdlem prastily vchodové dvere. Jesté
ze na ulici nebylo moc lidi, takZe si netrhl takovou ostudu.

Neprosel ani celou ulict, kdyZ se mu rozvazala tkanicka, on o ni zakopl a pri
padu hodil klice do kandlu. Tehdy ho dostihla désivda myslenka. Jeho stiedecni
zkouska byla predevcirem, presto jeho zrcadlo véera tvrdilo, Ze je streda, a to
znamend. . . Ze je patek trindctého!

Na chvili ho popadl vztek. Ddavno bylo schvdleno, Ze ten den budou vZdy od
casného rdna do vecera znit sirény, a zatim ticho. Holt byly sirény asi rozbité,
jako obvykle. Vztek ale vystridala zvedavost. Kdo je tedy téch par lidi, kteri si
troufli vyjit ven?

V té chvili se ovsem jeden z téch lidi vydal prave k Vilémovi. ,Co tu sakra
vyvadis? Vy novdacci ’ste pordd vétsi amatéri!“ naddval, popadl Viléma a viekl ho
ulici. Viléemovi se hlavou honily myslenky a moc nestihal vnimat cestu. Najed-
nou byli pred jakousi budovou, najednou se v ni proplétali riznymi neznacenymi
schodisti a vychody. .. a najednou byli na misté. Mohli byt vdzné ve tFindctém
patre?

Vilém se opatrné rozhlédl kolem sebe. Jeho pozornost upoutala zejména
knihovna u zdi. Byly v ni vyskladané rizné knihy a sesitky a... to snad ne-
bylo mozné! Novakovy spisky o $tésti a ndhodé. Mohly vsechny ukradené kopie
z Archivu dokumenti o mezipFirozenosti zmizet sem?

29-4-5 Chybéjici spisek 12 bodu

Z Archivu dokument o mezipfirozenosti bylo postupné ukradeno mnoho
ocislovanych spiskti. Vilém nyni M téchto spiskti vidi v knihovné v tajné skrysi
a zajimalo by ho, jaké nejmensi ¢islo spisku tu chybi.

Protoze ale v mistnosti neni sim, nemuze spisky jen tak prerovnavat, stejné
tak si nemize prosté vytahnout papir a tuzku a psat si poznamky. Musi si vystacit
s omezenym mnozstvim paméti poskytnutym vlastni hlavou. . .

Formalnéji: v paméti mate k dispozici nesetfidénou posloupnost N ¢isel.
Tato ¢ast paméti je jen pro Cteni, to zejména znamend, Ze si posloupnost nemi-
zete setfidit. Dale mate k dispozici konstantni mnozstvi pomocné paméti. Urcete
nejmensi prirozené ¢islo, které se v posloupnosti nevyskytuje.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
309861 2

Néco Viléma vrdtilo do pritomnosti, upoutalo jeho pozornost zpdtky do mist-
nosti. Mezitim se tu nahromadilo dost lidi, a ti vSichni ted umlkli a pozorovali
prichdzejictho muZe.

Vilém si nebyl jisty, jestli ho vic znepokojuje ¢ernd kocka v muzZové ndruci,
nebo fakt, Ze nikoho jiného tato malickost zjevné netrapi.
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»Jsem rdd, Ze vds tu vSechny zase vidim,“ ujal se muz slova. ,,Jak jisté vite,
cernd kocka je idedlnim prostredkem k neutralizaci neZddoucich osob. Vysledek
nejenze vypadd jako nehoda, ona to doopravdy je nehoda.

Musite sprdvné odhadnout pocet. Jedna obuvykle nestaci, ale pokud jich po-
uZijete prilis, “ pohlédl prisné na jednoho z pritomnych, ,jsou druhy den noviny
plné zprdav o zdsazich blesku na Zeleznicnim prejezdu. JenZe i kdyz se trefite, obcas
nékdo kocku zahlédne. . .

Proto jsem vazne rdd, Ze se nam tehdy povedlo zfalsovat utraceni téhle krds-
ky,“ zdvihl kocku spocivajict mu v ndruci. ,Urcité si vzpomindte, jak byla vldda
nesvd z cerné kocky, kterd nenosi smulu, ale nejspis ani oni nevédeli, jak silnou
magji v ruce zbramn.“

»INasi vyzkumnici se ovsem pustili do prdace a zjistili. . . ,“ muZ se zamyslené
zamracil, pak mavl rukou, ,néjakou genovou odlisnost. A protoZe tu od nds maji
skvélé vybaveni a jsou sikovnt, dovolte mi predstavit vam,“ dramaticky se otocil
a ukdzal k prichdzejici hnédé kocce.

Obezretné k ni dosel, opatrné ji vzal do naruce a pak si z prihliZejicich vyvolal
jednoho neochotného dobrovolnika. O pdr spadlych predméti, vylitych sklenicek,
zakopnuti a dalsich pozoruhodnych ndahod pozdéji zacinalo byt jasné, jak mocnou
zbran md skupina k dispozici.

wHele, a pro¢ vlastné nenabarvime néjakou cernou kocku?“ zeptal se tise
néekdo pobliz Viléma. ,,Nepamatujes si snad, co se stalo Dlouhdnovi, kdyZ se o to
pokusil?“ odpovédeél hned jiny a pak byl klid, dokud se slova opét neujal Séf.

» Verim, Ze s nasim novym mildackem se nam bude dobre darit a pékne se
rozrosteme. Proto si taky uZ brzy poridime nové sidlo, hned jak vymyslime, jak
velky pozemek vlastné chceme koupit.“

29-4-6 Nové sidlo 11 bodu

Zlo¢inecka organizace si chce postavit nové sidlo. To méa pudorys ve tva-
ru konvexniho mnohothelniku. Rada by koupila nejmensi mozny obdélnikovy
pozemek, na ktery se budova vejde. Ve mésté jsou pozemky drahé a jiny nez
obdélnikovy vam neprodaji. Zaroven by ale chtéla, aby budova alespon jednou
stranou pfiléhala k ulici (tedy k okraji pozemku).

Formélné: je dan konvexni mnohothelnik. Najdéte (obsahem) nejmensi ob-
délnik, do kterého se mnohothelnik cely vejde. Obdélnik mtze byt v obecné po-
loze (libovolné natoceny), ale chceme, aby alespori jedna strana mnohotihelniku
priléhala ke strané opsaného obdélniku.

Formdt vstupu: Pocet vrcholi mnohothelnika N a soufadnice jeho vrcholi
v poradi na obvodu. Muzete predpokladat, ze souradnice jsou celociselné.

Formadt vystupu: Jedno realné ¢islo udavajici obsah nejmensiho opsaného
obdélniku splnujiciho popsana kritéria.
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Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
5

oON OO O
N BN O

Tohle je zlé. . .

Vilém tusil, Ze by mél néco udélat, ale nemél ponéti co. Zavolat policii zrej-
mé nepomuze. Dnes si nikdo zasdhnout netroufne. I kdyby troufl, nejspis by to
skoncilo fiaskem.

V zoufalstvi prohrabl kapsy. Zalaminovany ctyrlistek mél jeden list ulomeny.
Pochopitelné.

Krom jiného vytdhl i malé klubicko vinéné prize, kterym obcas bavival své
domdaci kocky. Teprve prFi pohledu na néj si poradné wvédomil, Ze nebezpecnd
kocka nosici smulu je porad kocka. A kocky si rady hraji.

Pdar metri odmotal, zbytek zajistil uzlem a hodil smérem k hnédé kocce. Pldn
byl jednoduchy: upoutat jeji pozornost, pritdhnout klubicko zpét a s trochou stésti
(ehm) ji tim piildkat.

Ale prece byste necekali, Ze v pdtek trindctého néjaky plan vyjde. Zhruba ve
stejnou chvili se staly dvé véci: $éf se ohlédl Vilémovym smérem a provdzek se
pretrhl. Kocka videéla klubicko dopadnout asi metr pred sebe. Najednou pocitila
zvldsni nutkant liné odhlédnout a odejit, které prichdzelo zdanlivé odnikud.

Ale sama méla jiny ndzor. Tady se objevil zajimavy predmét, ktery chce
prozkoumat, a pokud si vesmir mysli, Ze by méla znudéné odejit, tak si vesmir
muze s prominutim trhnout.

Neslysné se pripliZila ke klubicku a pdrkrdt do néj stouchla packou. Vidy se
o kus pohnulo a skutdlelo zpdtky.

»Co tam blbnes? Nehraj si a ddvej pozor!“ adresoval nevrle $éf Vilémoui.

Ono se to nehgbe! Asi spi... Kocka se napiihla a prudce vymrstila smérem
ke klubicku, odrazejic ho o nékolik metri kupredu. Wihii!

Séf, nezpozorovav toto déni, se pomalu rozesel smérem k Vilémovi prdvé ve
chvili, kdy kocka vybéhla za klubickem — a zkFiZila tim $éfovi cestu.

* ok %

Na policejni stanici byl toho dne klid. Sedél tu jediny straznik, ktery si vytdhl

kratsi sirku, a pozorné si prohlizel protéjsi zed. Radéji si netroufl ani éist noviny.
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Kdyz tu z niceho nic do sluzebny zmatené vbéhl vydéseny muz. Vypadal,
jako by spatril néjaky prizrak, a pravdépodobné netusil, kde se nachdzi. Probéhl
kanceldri bez ohlédnuti otevienymi dvermi do sousedni mistnosti. .. kde zakopl
o jeden z nové nataZenych sitovyjch kabeli.

Pri pddu mu vypadla spousta schémat a ndcrtki popisujicich pldny jeho zlo-
¢inecké organizace, poznamky o genetice cernych kocek, seznamy likvidovangch
0sob. Straznik k nému opatrné prisel a papiry prolistoval.

,Kdopak se to chytil — do nasi sité?“ nemohl si odpustit usklebnou pozndm-
ku. ,Z toho si nic nedélejte, tohle se tu stdvd pravidelné. V pdtek trindctého
zloc¢ince nechytdme. NejenZe to neni bezpecné, ale hlavné to neni potreba. Pri-
chdzi sami. .. “

Nepodcenujte kocky.

Pribeh pro vads prichystali
Karry Buresovd & Filip Stédronsksj
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Patéa série
Naposledy se vratime k nasim udatnym hrdinim, se kterymi jsme se potkali

uZ v proni a treti sérii. Opustili jsme je potom, co zazZehnali problém s drakem,
a chystali se vydat ddle na sever, aby zjistili, kdo za tim vsim stoji.

* Kk K

Sirovi Warinovi, ¢lenovi Alvarezova tadu, prdavé koncila hlidka. UZ dva dny
pozorovali hrad, kam je dovedly zdpisky v dentku z jeskyné s drakem, a dosli
k tomu, Ze tu musi byt néjaky velmi silny temny mdg.

» Vydame se dovnitr,“ ekl Warin ostatnim, ,ale nejdiive ddme védét krdli.
Gorfe, muizes pripravit postovniho holuba?“ obratil se s dotazem k jejich lucist-
nikovi a nadanému zlodéji. ,A my ostatni,“ podival se na kouzelnici Rheu a na
mladého rytite Liana, ,se zatim pripravime na proniknuti témi tajnymi chodba-
mi.“

Gorf prikyvl a sel chystat holuba. Poslat zprdvu holubi postou ale nebylo jen
tak, bylo potreba naplanovat, kudy md putovat.

29-5-1 Holubi posta 10 bodu

Skupina hrdinti potfebuje co nejrychleji poslat zpravu holubi postou do hlav-
B 1 niho kralovského mésta. Je to ale velkd vzdalenost, takZe je potfeba zpravu
poslat pfes nékolik mezilehlych mést, kde se vzdy vystfidaji holubi.

Hrdinové maji mapu kralovstvi jako graf, ve kterém vrcholy jsou mésta a hra-
ny znacéi, mezi jakymi mésty je mozné zprévu poslat (hrany jsou orientované).
Kazda hrana je ohodnocend ¢asem, jak dlouho trva holubovi prelet.

Ale aby to nebylo tak jednoduché, tak z kazdého mésta neodesilaji zpravy
nonstop, ale odesilaji je jen v pracovni dobu této postovni stanice. Pokud prileti
holub v pribéhu pracovni doby, je zprava hned predana dal, pokud ale ptileti
mimo pracovni dobu, je zprava odeslana dal az s opétovnym zahajenim pracovni
doby.

Pro kazdé mésto budete mit zadané pravidelné intervaly pracovni doby a va-
§im tkolem je v této siti holubi posty naplanovat casové nejkrats$i cestu mezi
zadanym startem a kralovskym hlavnim méstem.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet mést N, pocet hran M,
index poc¢ateéniho mésta S (indexujeme od nuly) a index kralovského mésta K.
Poté bude na dalsich N fadcich nasledovat popis mést a jejich pracovni doby a na
dalsich M fadcich pak popis hran. VSechny ¢asové idaje jsou v celych hodinach
a pokud holub pfileti na konci pracovni doby, tak je také zprava odeslana jesté
hned (tedy pracovni dobu bereme véetné koncovych hodin). Prvni holub vyléta
vzdy v Case 0.

Na i-tém radku popisujicim mésta je zadany popis mésta ¢ jako trojice Cisel
interval;, delka;, offset; udavajici interval, po jakém se opakujici pracovni doby,
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délku pracovni doby a offset, s jakym je zacatek prvni pracovni doby posunuty.
Tedy naptiklad popis 5 2 1 znamena, ze pracovni doba je mezi hodinami 1 az 3
(offset 1 a délka 2) a opakuje se po 5 hodinach (tedy dalsi je mezi hodinami 6 az 8,
dalsi pak 11 az 13 atd.). Vzdy bude platit, ze délka i offset budou maximélné
tak velké, jako interval.

Popis hran je jednoduchy, na j-tém radku popist hran je trojice ¢isel a, b, h
udévajici, ze j-ty holub leti z mésta a do mésta b a trvd mu to h hodin.

Formadt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste délku cesty v hodinéch,
na druhém fiddku pak vypiSte mezerami oddélenou posloupnost mést (véetné
prvniho a posledniho), kterymi tato nejkratsi cesta vede.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
4402 22
220 012

10

T
TR

—_
—_
—e

*2

I kdyz doby cistého letu pres vrchol 3 jsou kratsi, tak zde hife vychazi
pracovni doba v mezilehlém mésté (odeslani z mésta 3 by probéhlo az v ¢ase 21,
kdezto z mésta 1 odlétne holub jiz v case 12).

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si nechate vy-
generovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy
vyrobite.

Holub se zprdvou na noze odlétl do podmraceného nebe a ctyri dobrodruzi
se vydali lesem ke vstupu do jeskyni pod hradem. Vsimli si, Ze skrz hradni brdanu
sice chodi mnoho skreti, ale jeskynni vstup pouZivaji i ruzné tajemné postavy
v plastich.

Jeskyné byla osvétlend pochodnémi a nikdo ji nehlidal, ale kousek za vstupem
byla velkd brdana. A ten, kdo ji zkonstruoval, se pravdépodobné vyzival v roztodiv-
nych zamcich, podobné jako u truhlice v draci jeskyni. Tady to vypadalo trochu,
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jako kdyby zdmek zkonstruovali trpaslici — byly to ruzné nataZené drdaty, po kte-
rych preskakovaly modré jiskry magie.

Rhea vytahla ukoristény denik a zacetla se do néj. Minuty ubthaly a oba rytiri
pozorné sledovali okoli, jestli se odnékud nevynori néjaky skiet. I Gorf zacinal
byt nejisty a Zmoulal v ruce pripraveny sip. Ndhle Rhea nalezla sprdvnou pasdz
a odcitovala ,,Nejtenci na kazdém kruhu, ten pozbyt md byt svych druhi.“

Kdyz se pozorné podivali na dvere, skutecné spatrili, Ze kaZdy drdt je jinak
tlusty a kaZdy se da odpojit.

29-5-2 Odcykleni zamku 11 bodu

Hrdinové se opét dostali k podivnému zamku. Tento zamek vypada tak, ze
se sklada z mnoha vrcholti propojenych draty, po kterych preskakuji magické
vyboje. Kazdy drat ma néjakou svoji tloustku.

Podle pokynia z deniku je potfeba odpojit néjaké draty tak, aby zanikly
vSechny cykly.

Neni to ale tak jednoduché, v kazdém cyklu lze vzdy odpojit jen ten nejtenci
drét (jinak by se obihajici mana vyzkratovala a to nikdo nechce).

Najdéte tedy néjakou posloupnost drati, které budete odpojovat a které ve
chvili odpojeni musi byt tim nejtenéim dratem (nebo jednim z vice nejtencich
dratl) na alespoii jednom cyklu.

Jak uZ bylo feceno vyse, miize existovat vice dratl se stejnou tloustkou a fe-
Seni tedy nemusi byt jednoznac¢né. Nemusi byt dokonce jednozna¢né ani v poctu
dratt, které je potfeba odpojit. Stac¢i najit jedno libovolné feSeni.

Naptiklad pro nasledujici graf:

D 3 C

E 3 A
je spravnym FeSenim odebrat hrany napf. v pofadi AC' (nejkratsi na cyklu
ACDEA), BC, BD. Jinym spravnym pofadim mize byt BC, ED, BD.

Rhea jednou omylem sdhla na jinyg nez nejtenct drdt a dostala ranu, po které
7t ma pdr minut ochrnula pravd ruka. Pak si ale jiZ ddvala pozor a brdna se
pred nimi po odpojeni posledniho z drdti pomalu otevrela. Opatrné prosli dovnitr
a dostali se po pdr metrech na rozcesti chodeb. Brana se za nimi zase neslysné
uzavrela.
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Z jedné strany se ozval hluk, a tak se hrdinové ukryli na chvili do malé
jeskyné na strané. Za pdr sekund okolo preklusala mald skupinka skreti, takZe se
hrdinové mohli vydat ddl.

Pod hradem bylo celé bludisté chodeb. Kryti maskovacim kouzlem vyslechli
rozhovor skreti, kteri se bavili o nejlepsi technice sekdni hlav, pozdéji zase scho-
vani za hromadou sudu sledovali skupinku mdgu odéngch v ¢erném, jak provddéji
néjaky okultni ritudl. Bylo tu mnoho skieti, o néco mensi pocet goblini, zahlédli
1 skupinu trolli a sem tam se mihlo pdar temnych mdgiu. Neékteré cdsti jeskynt
kypély Zivotem, takZe se k mim radsi moc nepribliZovali, v jinych cdstech se zase
tahly dlouhé temné chodby bez Zivota. V jedné takové se po par hodindch posadili
nad rychlym jidlem.

,Néjaké napady, kde by mohl byt jejich vidce?“ Tekl potichu Warin, kdyz
ukusoval chleba. ,, Ve skreti casti ne, té se ti temni mdagove vyhybaji,“ premyslel
Lian, ,ale jinak nemdm ani potuchy, je to tu moc rozlehlé. A navic jsme jen
Ctyri, tézko se budeme nékam probijet!*

SHmm. .. a co nékoho unést? Promluvi, jd uZ ho k tomu néjak prinutim!“
potézkal Gorf svij lovecky nuz. ,Zadrz, mam lepsi TeSent, zastavila ho Rhea,
Lumim namichat sérum pravdy.“

Rychle dojedli a vydali se zpdtky k obydlenym castem jeskyni. Vyhlédli si
jednoho osamoceného mdga a opatrne ho sledovali. KdyZ zasel do bocni chodby,
byl jejich. Gorf k nému rychle priskocil a pritiskl mu nuz pod krk: ,,Pohni prstem
a je po tobée!“ sykl. Dotdhli ho ddl od obydlenych casti a Rhea zacala michat své
lahvicky.
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29-5-3 Sérum pravdy 8 bodu

Kouzelnice Rhea by potrebovala namichat sérum pravdy, aby od zajatého
temného maga zjistila dilezité informace.

Jednou z ingredienci je i rosa sbirand o pulnoci. Ale musi ji byt spravné
hodnych noci. Pokud uz se néjaka musi michat, tak jediné z nékolika po sobé
navazujicich noci.

Rhea mé ted pred sebou postavenou fadu lahviéek s kapkami rosy nasbirany-
mi kazdou noc. Vzhledem k vaze zajatého maga vi, Zze bude potfebovat mnozstvi
co nejblizsi K kapkdm rosy.

Pomozte ji vybrat usek lahvicek, které daji dohromady soucet kapek nejvice
se blizici zadanému K (obsah kazdé lahvicky je potifeba pouzit cely). Z nékterych
noci také muze byt v lahviéce jen rosnd mlha (lahvicky s obsahem 0 kapek), ale
ty je potfeba uvazit taky.

Priklad: Napriklad pro K = 12 a lahvicky s pocty kapek 15,3,6,0,4,0,0,7,8
existuje vice optiméalnich feSeni. Jedno z nich je vzit ¢tyfi lahvicky 3,6,0,4 se
souctem 13, jinym feSenim je tieba vzit lahvicky 4,0,0,7 se souctem 11.

Po podadni séra pravdy temny mdg promluvil a povédél jim o mdlo pouZivané
cesté k jejich vidci. Sice je na této cesté cekaji asi néjaké pasti, ale asporn se
nebudou muset probijet skrz hordy skreti.

Uspaného temného mdga nechali v temném kouté a vydali se cestou podle
jeho rad. Opatrné prekrocili nékolik nataZenych lan spoustéjicich samostrily ve
sténdch a postupovali ddl. Po chvili se zepredu zacaly ozyvat divné klapavé zvuky.
Pritisknuti ke sténdm se pliZili opatrné ddl, neZ se dostali na okraj vétsi jeskyné.
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Pred nimi se jim naskytla podivand na spoustu ozubenych kol a rotujicich
kotouct s ostrymi cepelemi, které jim zahrazovaly cestu na druhou stranu. Také
tu stdl stary dilni vozik, ktery se dal roztlacit po kolejich skrz rotujici cepele.

29-5-4 Rotujici Cepele 11 bodu

Dobrodruzi se potfebuji dostat na druhou stranu mistnosti plné rotujicich
epeli. Cepele rotuji pfilis rychle na to, aby mezi nimi §lo prob&hnout, ale po
podlaze mistnosti vedou koleje a mohou se pokusit projet skrz dillnim vozikem.

Dutlni vozik lze rozjet né&jakou rychlosti (z rozsahu minimélni a maximalni
rychlosti voziku) a touto rychlosti pak projede celou mistnosti (nemuze uz brzdit
ani zrychlovat).

Kazda z rotujicich cepeli je postavena kolmo na smér jizdy, mé néjakou
vzdalenost od zacatku jeskyné a vime pro ni délky intervali, kdy je ji bezpecné
projet a kdy ne (ty se periodicky opakuji, protoze cepel rotuje stéle stejnou
rychlosti). V ¢ase 0 jsou v8echny Cepele na za¢dtku svého bezpe¢ného intervalu.

Vymyslete postup, ktery pro zadané ¢epele a zadanou miniméalni a maximal-
ni rychlost voziku najde jednu rychlost, kterou vozik zvladne projet skrz vSechny
Cepele az na druhou stranu jeskyné (vozik vzdy vyrazi z bodu 0 v ¢ase 0), nebo
rozhodnéte, ze takovou rychlost nalézt nejde.

Napftiklad méjme vozik s rozsahem rychlosti 1,5 az 4 m/s a dvé ¢epele. Prvni
mé bezpecny i nebezpecny interval dlouhy 2s a je vzdalena 12m. Druhd ma
bezpecné okno 5s, nebezpecné 3s a je vzdalena 36 m.

V tomto pfipadé je spravnym feSenim napt. rychlost 3m/s. P¥i ni projedeme
prvni ¢epeli v Gase 4s (t&sné na zacatku druhého bezpefného okna) a druhou
v Gase 12s (uvnitf bezpe¢ného intervalu od 8s do 13s).

Jingm spravnym fesenim je rychlost 2m/s.

Na druhé€ strané si vsichni oddychli, trefit spravnou chvili na prijezd skrz
cepele nebylo snadné.

Z konce jeskyné stoupaly nahoru dlouh€ tocité schody. Vydali se po nich
opatrné nahoru. Po néjaké chvili se stény jeskyné zmenily v stény z kamennych
kvddri, to kdyz vystoupali aZ do samotného hradu. Po chvili je jejich kroky zavedly
do mal€ mistnosti, na jejimzZ opacném konci byly kamenné dvere a vedle mich
socha zndzorniugici sfingu.

, Vitej u dveri. .. Beliarovijch. .. kolik. .. podob mdm?“ precetl Lian otdzku
napsanou starymi runami nad hlavou sfingy. ,,Co to znamend?“

,V denitku o tom mic neni, ale je tady jedna dlouhd zasifrovand pasdz,“
odpovédeéla Rhea.

LA mepomize ndm védét, Ze je v ni zapsand tahle otdzka?“ napadlo Gorfa.
Rhea se zamyslela a zadivala se na zasifrovany text. . .
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29-5-5 Zasifrovany text 12 bodu

V deniku se nachézi dlouhd pasaz zasifrovand pomoci Vigenerovy Sifry. Ta
funguje tak, Ze vezme dlouhou zprévu a néjaky (typicky kratsi) kli¢ a Sifruje
jednotlivé znaky zpravy do posunutych abeced. Posun abecedy pro konkrétni
pismeno vzdy uréi odpovidajici znak klice — pokud Sifrujeme k-té pismeno zpravy,
sifrujeme do abecedy posunuté tak, aby za¢inala na k-ty znak klice (tedy pokud je
k-ty znak zpravy a, je posunutd abeceda stejné jako normaélni). Pokud je zprava
delsi nez kli¢, tak kli¢ opakujeme dokola.

Ukazka zpravy zasifrované pomoci klice beliar:

vitejudveribeliarovych
+ beliarbeliarbeliarbeli
= wmemjlezpzisfptirfwcnp

Prolomit Vigenerovu $ifru bez néjaké dalsi informace je docela tézké. Na-
§tésti nasi hrdinové znaji vétu, ktera by se ve zpravé méla objevit, a navic vi, ze
tato véta je fadové delsi nez klic.

Vymyslete algoritmus, ktery pro danou zasifrovanou zpravu a pro vétu, ktera
se v puvodnim textu vyskytuje, nalezne kli¢, kterym lze zpravu desifrovat. Tim
myslime najit né&jaky kli¢, jehoz odectenim od zaSifrované zpravy dostaneme
zpravu, ve které se nékde vyskytuje zadana véta.

Pokud je délka klice K, mate slibeno, Ze délka znamé véty bude alespon K 2.
Pro nékteré texty a véty mize existovat vice FeSeni, muzete vybrat libovolné
z nich.

Skutecné, po chvili snazeni se jim diky odhadnuté vété povedlo pasdz desif-
rovat a nalézt v ni odpovéd. Po jejim vyrceni se dvere se skiipotem oteviely. Skrz
dvere se dostali do velké mistnosti obehnané gobeliny.

Nez se vsak stihli rozkoukat, Titila se k nim vysokd postava v ¢erném pldsti,
okolo které vyzatovala rudd aura. ,,Co tu délate!?!“ zahrimal hlas, ktery vibec
neznél jako z tohoto svéta. To musel bijt vidce skretich hord, temny mdg Beliar!

Nez stihli zareagovat, vrhl k nim Beliar blesk. Gorf na posledni chvili uskocil
a blesk rozstipl kamennou zed za jeho zddy. Odletujici ulomky kamene na chwvili
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vyvedly z rovnovdhy i samotného Beliara a daly tak nasi skupince cas se rozptylit
po mistnosti.

Gorf vyslal nekolik $ipi, ale ty se odrazily o silovy §tit, ktery Beliar okolo
sebe vytvoril. Z boku mistnosti se zacali hrnout skreti, a tak Warin s Lianem
vybehli tim smérem mdvaje meci a pusobice zmatek a zdéseni.

Kouzla létala vzduchem. Ani Rhea, ani Beliar neméli nad tim druhym na-
vrch, ale Rhee rychle dochazely sily. DrZela svij ochranny Stit a pokousela se
sestavit z dostupnijch sil co nejsilnéjsi kouzlo.

29-5-6 Nejsilnéjsi kouzlo 10 bodu

Kouzelnice Rhea bojuje s magem Beliarem a potfebovala by seslat zv14st
mocné kouzlo. Mocné kouzla se ¢tou ze svitkll a v tomto typu kouzleni vétsinou
plati, Ze ¢im je kouzlo delsi, tim je také silngjsi. A ta nejsilnéjsi kouzla maji casto
i néjaké specidlni vlastnosti, t¥eba Ze jsou palindromy (tedy Ze se stejné ¢tou ze
zacatku 1 z konce).

Vymyslete algoritmus, ktery v zadaném textu (posloupnosti pismen) najde
nejdelsi palindrom (v p¥ipadé vice nejdelsich palindromti libovolny z nich).

Priklad: V textu aasqaanaaqqaaert je nejdelsim palindromem qaanaaq
o délce 7 znakt.
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Ani Beliar ale nezahalel. Tésné pred tim, neZ svoje kouzlo méla pripravené
Rhea, vyslal svoje kouzlo k ni. Warin vse sledoval jako ve zpomaleném filmu. Jak
Beliar zvedd ruku s holi. Jak se on sam odrdzi z paty a mecem rozpolcuje jednoho
skreta vedvi. Jak se na Beliarovych prstech tvori koule magie. Citil vlastni Stit
a to, jak béZi a skdace. A pak si magickd koule nasla jeho §tit a rozprskla se
0 néj. ..

* kK

Probudil se a okolo bylo nesnesitelné svétlo. Zamrkal. Pak jesté jednou a oko-
lo se zacaly vynoTovat obrysy mistnosti. Mistnosti, kde svddéli boj. Ale ted tu bylo
ticho. Tedy skoro.

»No tys nam dal. Myslim, Ze budes potrebovat novy stit,“ smdla se radosti
Rhea, nad kterou se sklanél jesté Gorf. Warin se podival doli na své spdalené
brnéni a na zbytky pokrouceného kovu, které byvaly stitem z mithrilu. Ruka ho
pekelné bolela, ale hybat s ni mohl. ,Co se...?“

» Vyhrali jsme. To, jak jsi vlétl do toho kouzla, bylo hrozné hrdinské, ale
hrozné mezodpovédné,“ pokdrala ho Rhea, ,ale dal jsi mi ¢as dokoncit kouzlo
a tim porazit Beliara. Po zhroucent jeho sil se rozpadl na prach a vsechny skrety
jako by popadl amok. Zacali se zabijet navzdjem. Lian jesté cisti tohle patro, ale
myslim si, Ze jsme vyhrdli.“

S Gorfem pomohli Warinovi na nohy a vydali se k balkonu. Lian se k nim
vzdpéti pripojil a spolecné vysli ven. Dole se od hradnich bran jesté vzdalovaly
malé skupinky skreti. Potom, co zmizela vule ovlddajici je, utikali zpdtky do-
mi. Severni zemé byly (aspori nyni) zachrdnény, a to diky této udatné skupince
hrdini.

Jejich cestu s vami sledoval

Jirka Setnicka
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29-1-7 Stromy kolem nas 15 bodu

Pojdte, v letosnim seridlu spolu budeme zkoumat stromy. Ne snad Ze by-
chom vas chtéli preucit na botaniky — ptijde nam o stromy ryze abstraktni,
matematické. A jeSté vice o algoritmy pro praci s nimi.
Kli¢ k urcovani stromu

Definici stromu najdete v kuchaice této sérid: je to souvisly graf bez kruznic.
To zni ucené, ale kupodivu je to i velmi praktické: priklady takovych stromii
potkavame vsude kolem sebe.

Hierarchie — kuptikladu tovarna mé tovarnika, pak feditele, ten své na-
méstky, jejich podfizenymi jsou $éfové oddéleni, jim podléhaji mistii v dilnach,
a tak déle az k fadovym délnikiim. Pfislusny strom sestavé z vrcholi (coz jsou
zaméstnanci) a hran (vztahy ,byt pfimym podiizenym*).2°

Tovarnik

Reditel

Séf prodeje Sekretarka Séf vyroby

Ved. skladu | | Ved. reklamy | | Ved. dilny | | Ved. zkuSebny

/

Skladnik Tluchuba | | Délnik | Délnik

Stromy popisujici néjakou hierarchii maji vétsinou jeden vyznacény vrchol —
v nasem piikladé je to pan tovarnik, obecné se mu fika koren stromu. Jakmile
néjaky kofen zvolime, hned je jasné, kterym smérem je to ve stromu nahoru (ke
kofeni) a kterym doli. Nenechte se prosim zmést tim, Ze na rozdil od biologi
matematici kreslivaji stromy kofenem nahoru. Podle sméru také mtizeme sousedy

Sam nazev hierarchie pochazi z byzantské fectiny: hieros znamena svaty, z toho
hiereus je knéz; arché znaci moc, vladu. Jak to souvisi: Pivodné se hierarchii
nazyvaly slozité vztahy podfizenosti mezi cirkevnimi hodnostari.
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kazdého vrcholu rozdélit na otce (smérem ke kofeni, v nasem piikladé nadfizeny)
a syny (smérem od kofene, tedy podiizeni). Kofen nem4 otce, ostatni vrcholy
maji pravé jednoho otce. Listy jsou ty vrcholy, jez nemaji syny.

Libovolny vrchol v spolu se v8emi svymi potomky (to jsou jeho synové, pak
synové synd, atd.) tvoii podstrom, jehoz kofenem je v.

Aritmeticky vyraz — méjme néjaky vyraz s ¢isly a aritmetickymi operacemi,
tfeba 1-2% (3+4)+5. Poradi, v jakém se jednotlivé operace vyhodnocuji, muzeme
popsat stromem:

Listy odpovidaji zadanym ¢isltim, ostatni (vnitini) vrcholy jednotlivym pod-
vyraztim. V kazdém vnitinim vrcholu bydli jedna operace, kterd dostane mezi-
vysledky ze svych synti a posle sviij vysledek otci. V koreni pak ziskdme vysledek
celého vyrazu. Jelikoz bézné operace pracuji s pravé dvéma ¢isly, piijde o strom
bindrni — tedy kazdy vrchol kromé listti bude mit pravé dva syny.

Meéstecko lakomci — mapu néjakého meéstecka si mtizeme predstavit jako
obecny graf: hrany odpovidaji ulicim, vrcholy kiizovatkam; slepé konce budeme
povazovat za specialni pfipad kiizovatek. Pokud ale je pan starosta drzgresle a
chce udrzovat co nejméné silnic, brzy z méstecka zbude jen kostra, tedy strom
propojujici vsechny kiizovatky. To je priklad stromu, ktery nema zadny pfirozeny
koren. Muzeme ho tedy zakofenit libovoln€, tfeba na nameésti s radnici.

Ukol 1 [1b]: Najdéte néjaky dalsi pékny piiklad stromu. Cim méné bude podobny
tém nasim, tim lépe.
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Reprezentace stromu

Jak stromy reprezentovat v paméti pocitace? Zajisté muzeme pouzit totéz,
co u obecnych grafii: vrcholy ocislujeme a pro kazdy z nich si zapamatujeme
seznam Cisel sousedil. Jinymi slovy, kazdy vrchol si pamatuje seznam vsech hran,
které z néj vedou.

Zakorenéné stromy obvykle prohleddvame od kotfene doli. Tehdy si staci
v kazdém vrcholu pamatovat seznam jeho synti. Nékdy se hodi zapamatovat si
navic i otce vrcholu (pfipadné informaci, ze jde o kofen).

Snadno odvodime, Ze strom o n vrcholech ma pfesné n—1 hran: Zakofenime
ho v libovolném vrcholu a vSimneme si, ze z kazdého vrcholu kromé korene vede
pravé jedna hrana do otce. Tak jsme kazdou hranu zapocitali pravé jednou.

Budeme se proto snazit, aby vSechny algoritmy pro praci se stromy bézely
v ase O(n), kde n je pocet vrcholi. To postac¢i na projiti véech vrcholt a hran, = serial

Ve

Prohledavani do hloubky

Chceme-li navstivit vSechny vrcholy stromu, mtizeme to udélat tieba prohle-
davdanim do hloubky. Zacneme v kofeni, a kdykoliv ptijdeme do néjakého vrcholu,
rekurzivné se zavolame na vsechny jeho syny. Pfesnéji feceno, nejprve se zavo-
ldme na prvniho syna, az se z rekurze vratime (prohledali jsme podstrom pod
timto synem), zavoldame se na druhého syna, a tak déle.

Abychom 1épe vidéli, jak prohledavani do hloubky probihé, doplnime do néj
vypis levé zavorky pii vstupu do vrcholu a pravé pfi ieho opusténi.

DFS(v):
1. VypiSeme (.

7 PROMLEDA VALY

Do HLouBkYy

2. Pro v8echny syny s vrcholu v:
3. Zavolame DFS(s)
4. Vypiseme ).

Spustime-li algoritmus DFS (tak se
mu fika podle anglického nazvu depth-first
search) na nas piiklad stromu vyrazu, vy-
pise (COCOCOO)IO). Viimnéte si,
Ze jsme strom jakoby ,obesli po obvodu“
— kdykoliv jdeme po hrané dolti, piSeme
levou zavorku, kdykoliv nahoru, pravou.
Navic pfidame jeden tuplné vnéjsi par za-
vorek.

Cely priichod stromem trva O(n): v kazdém vrcholu stravime ¢as O(1 +
pocet synit). Pokud to pos¢itdme pfes vSechny vrcholy, jednicky se se¢tou na n
a pocty synil na n — 1.
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Béhem prochéazeni stromu mizeme také zpracovavat hodnoty ulozené ve vr-
cholech, tfeba je zase vypisovat. Mizeme je vypsat hned pfi navstiveni vrcholu
(tomu se ¥ika preorder neboli prefizovy vypis), nebo az pii opusténi (postorder,
postfizovy vypis), piipadné mezi navstévami synti (inorder, infizovy). Porovnej-
me, jak to dopadne:

prefixovy (+(=(1) (x(2) (+(3) (4)))) (B))
postfixovy  (((1) ((2) ((3) (4)+)*)-) (5)+)
infixovy (C(1)-((2)*((3)+(4))))+(5))

Infixovy zépis tedy (az na pfebytecné zavorky) odpovida tomu, jak obvykle
vyrazy zapisujeme. Aby se hodnoty v listech neztratily, samoziejmé je vypisujeme
pfimo, i kdyz mezi zadnymi syny nelezi.

Postfixovy zapis ma zase tu hezkou vlastnost, Ze je jednozna¢ny i bez zavo-
rek. I z oCesaného 1 2 3 4 + * - 5 + muzeme rekonstruovat cely strom. Po-
dobné pro prefixovy zapis.

Ukol 2 [2b]: Vymyslete algoritmus, ktery vytvoii strom z jeho postfixového vypisu
bez zévorek. Vyzkousejte si to tfeba na vyrazech.

Ukol 3 [1b]: Ukazte dva rfizné binarni stromy se stejnym infixovym zapisem bez
zavorek. Jak vypada jejich prefixovy a postfixovy zapis?
Vypoéty pomoci DFS
Spoustu vlastnosti stromil mizeme pocitat rekurzivné: staci je umét spocitat
pro listy a pak fici, jak z vysledkii pro podstromy stanovit vysledek pro cely
strom. Takovy vypocet jde jednoduse zabudovat do DFS. Za¢néme triviadlnim
piikladem.
Pocet listi — staci vracet z listt jednicku a ve vnitinich vrcholech hodnoty
scitat:
PocéetListti(v):
1. Je-li v list, vratime 1.
2.0+0
3. Pro vSechny syny s vrcholu v:
4. 0+ {+ PocetListu(s)
5. Vratime /.

Jelikoz jsme kazdy krok prohledavani jenom konstanta-krat zpomalili, algo-
ritmus mé opét linearni slozitost.

Hloubka stromu — tak se ¥ikd délce nejdelsi cesty z kofene do listu (délka cesty
se méii v hranach). Opét ji spoéitdme tpravou DFS: nahlédneme, ze hloubka
stromu je o jedna vice nez maximum z hloubek podstromu (nejdelsi cesta z kofene
do listu musi vést z kofene do nékterého podstromu a pak pokracovat nejdelsi
cestou uvnit¥ podstromu). Hloubka listu je 0. Linearni algoritmus nasleduje:
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Hloubka(v):
1. Je-li v list, vratime 0.
2. h<+0
3. Pro vSechny syny s vrcholu v:
4. h + max(h, Hloubka(s))
5. Vratime h + 1.

Ukol 4 [4b]: Vymyslete, jak spoéitat primér stromu. Tak se Fika délce nejdelsi
cesty. Pozor, neni to totéz jako hloubka stromu, protoze nejdelsi cesta nemusi
vést ,shora dolu® (v piikladu s tovérnou jedna takovd vede mezi skladnikem a
nékterym z délniku).

Vyhodnoceni vyrazu — vyraz reprezentovany stromem muzeme snadno vy-
hodnotit: kdykoliv se vracime z vrcholu, spocitame vysledek prislusného pod-
vyrazu. Pro list vratime ¢islo v ném uloZené, ve vnitinich vrcholech vezmeme
hodnoty ze syni a aplikujeme na né operaci ulozenou ve vrcholu.

Strdznici — ve ,stromovém® méstecku buji zlo¢in (lidé kresli kii{dou na chod-
niky karikatury radnich!). Starosta chce na vybrané kiizovatky rozestavét stréz-
niky tak, aby kazda ulice byla z alesponi jedné strany hlidana. Jak uz ale vime,
je to skrblik. Pro kazdou k¥izovatku proto zjistil, kolik musi zaplatit straznikovi,
aby tam byl ochoten stat, a hleda celkové nejlevnéjsi rozestavéni straznikia.

Formalné feceno, hledame podmnozinu vrcholi stromu, kterd z kazdé hrany
obsahuje alespon jeden vrchol a navic je soucet cen vrcholtt v mnoziné nejmensi
mozny.

Nabizi se opét zapiahnout DFS a vracet z podstromt, jak nejlacinéji je jde
ohlidat. JenZe pak nedovedeme z vysledki pro podstromy zkombinovat vysle-
dek pro cely strom. Pomiize, kdyz si pro kazdy podstrom misto jednoho ¢isla
spoéitdme rovnou dvé. Budeme jim fikat h a o. To prvni (,hlidand cena“) bude
udévat, kolik nejméné staci zaplatit na ohlidani hran podstromu za podminky,
Ze v kofeni podstromu bude stat straznik. Naopak o (,,opusSténd cena“) hlisa
minimalni cenu za podminky, ze kofen je opustény.

V listu je trividlné h rovno cené listu a o = 0 (podstrom nemd zadné hrany,
takZe neni potfeba nic hlidat).

Nyni uvazujme obecny podstrom s kofenem v ceny ¢, se syny Si,..., Sk,
pro které uz zndme hq,...,hx a 01,...,0k. Pocitejme h: pokud je kofen hlidany,
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jeho straznik ohlida vSechny hrany vedouci do synti. V synech si proto muzeme
vybrat, zda tam umistime straznika ¢i nikoliv, takze pro i-ty podstrom postaci
min(h;,0;) penéz. Celkové tedy h = ¢, + Zle min(h;, 0;).
A nyni o: Jestlize do kofene straznika nedame, musi byt straznici ve vSech
synech (jinak by nékterd z hran do synti nebyla hlidand). Proto o = Zle h;.
Vsechna h a o tedy hravé spo¢itdme pomoci DFS v ¢ase O(n). Odpovéd na
starostovu otazku pak ziskdme jako minimum z h a o kofene.
Straznici(v):
1. ¢, < cena vrcholu v
2. Je-li v list, vratime (cy, 0).
3. h+cy,0+ 0
4. Pro vSechny syny s vrcholu v:
5. (hs,0s) < Straznici(s)
6. h< h+min(hs,0s)
7. o0+ o0+ hg
8. Vratime (h, o).

Ukol 5 [4b]: Straznici si poridili drony a dokazi hlidat i ,za jeden roh“. Pfes-
néji feceno, ulice je hlidana, pokud stoji straznik na alespon jedné z krajnich
kfizovatek, nebo na kfizovatce, ktera s krajni sousedi. Pomozte najit nejlevnéjsi
rozestavéni strazniki pro ohlidani vSech ulic.

Vandalska indukce a centrum stromu

prochazet od listt smérem ,dovniti“. Zacneme dvéma jednoduchymi pozorova-
nimi, pficemz netrividlni budeme fikat stromtm s alespont dvéma vrcholy.

Pozorovdni 1: Kazdy netrividlni strom ma néjaky list.

Diikaz: Strom si zakofenime v libovolném vrcholu a podivame se na nejhlubsi
vrchol (nejvzdalengjsi od kofene). Ten nemé z4dné syny a vede z néj jedina hrana
do otce. Proto je to list.

Pozorovdni 2: Odstranime-li z netrivialniho stromu list, vznikne opét strom.

Diikaz: Je tfeba ovéfit, ze graf zistal souvisly a bez kruznic. Odstranénim
vrcholu jsme sotva mohli vytvofit novou kruznici. Pokud byly néjaké dva neo-
debrané vrcholy spojené cestou, budou spojené i nadale, protoze odebrany list
nemuze lezet uvniti cesty.

Z toho plyne nasledujici, pon€kud vandalska, technika indukce: ve stromu
najdeme list, odtrhneme ho, ¢imz ziskdme dalsi strom. Postup opakujeme, dokud
nam nezustane trivialni strom. Jestlize zaznamenanou posloupnost odebirani lis-
t obratime, dostali jsme postup, jak z jednoho vrcholu postupnym pfilepovanim
listt vytvorit puvodni strom.

Pokud méa ovSem cely algoritmus sebéhnout v linedrnim cCase, nemuzeme
listy hledat pokazdé znovu. Budeme si udrZzovat frontu objevenych, ale dosud
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neutrzenych list. Na zacatku spocitame stupné vsSech vrchold a listy pridame
do fronty. V kazdém dalsim kroku odebereme jeden list z fronty a odstranime ho
ze stromu.

Jeho sousedovi snizime stupen o jednicku, a pokud se tento soused stal
listem, pridame ho do fronty. Kazdy vrchol se dostane do fronty pravé jednou
a jeho obsluhou stravime konstantni ¢as. Celé otrhavani tedy bezi v ¢ase O(n),
jak jsme chtéli.

Miizete si zkusit vymyslet, jak tuto ,,vandalskou indukci“ pouzit na libovolny
z ptikladi, které jsme Fesili pomoci DFS. Neni divu — kdyz se DFS vraci z rekurze,
také postupuje od listi ke kotfeni. My zde ukazeme, jak najit ,stfed“ stromu, coz
se primo pomoci DFS déla obtizné.

Definice: Pro libovolny vrchol v zavedeme jeho excentricitu (vystfednost)
jako maximum ze vzdalenosti z v do ostatnich vrchola. (Pokud bychom tedy
strom ve v zakofenili, bude nam to Fikat, jak hluboko je nejhlubsi list.) Centrum
stromu fikdme mnoziné vSech vrcholtl s nejmensi moznou excentricitou.

Ptiklad vidite na nasledujicim obrazku. Cisla udévaji excentricity, zvyraz-
nény vrchol je centrem stromu.

Dokézeme, ze centrum kazdého stromu je tvofeno budto jednim vrcholem,
anebo dvéma vrcholy spojenymi hranou. Navic ho lze najit v linearnim case.

Nejprve si viimneme, Ze centrum stromu neobsahuje zadny list, nebot soused
listu mé o jedni¢ku nizsi excentricitu. Aby tato itvaha fungovala, nesmi byt soused
listu také list, takze strom musi mit aspon 3 vrcholy.

Nyni se ndm bude hodit, %e odstranénim vSech listi se snizi excentricity
vSech ostatnich vrcholt pravé o 1. Kazda nejdelsi cesta z vnitfniho vrcholu totiz
koncila v néjakém listu, tim padem jsme ji zkratili o jednu hranu.

Zkombinujeme-li tyto dvé vlastnosti, zjistime, Ze ,ocesanim“ vsech listi do-
staneme mensi strom, ktery ma stejné centrum. Opakovanim tohoto postupu graf
»oloupeme* az na jedno- nebo dvouvrcholovy strom. U téch snadno nahlédneme,
Ze jejich centrum obsahuje vSechny vrcholy.

K nalézani listh ndm opét poslouzi fronta. Jen musime umét rozlisit, kde
kondi listy z jedné ,slupky“ a zainaji ty z dalsi. K tomu stac¢i do fronty prida-
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vat zardzku za konec slupky, pfipadné stiidat dvé fronty. V obou pfipadech to
stihneme v linedrnim ¢ase. Muze to vypadat tfeba nasledovneé:

1. Zalozime dvé prazdné fronty F a G.

2. VSem vrcholiim spocéitame stupné.

3. Listy pfidame do F.

4. Dokud strom obsahuje alespori 3 vrcholy:

5.  Dokud je F neprazdna:

Wl 6 v < dalsi vichol z

7. Odebereme v.

8 Pro vSechny sousedy s vrcholu v:
seridl 9 Snizime stupen s o 1.

10. Pokud stuperti klesl na 1, pfiddme s do G.
11. Prohodime F' a G.

12. Zbyvajici vrcholy prohlasime za centrum.

Pro strom z predchoziho obrazku probéhne vypocet takto:

o .

Ukol 6 [3b]: Navrhnéte a naprogramujte algoritmus, ktery v daném stromu spo-
¢ita excentricity vSech vrcholu.

Martin ,Medved“ Mares

29-2-7 Strom ve stromu 15 bodu

V druhém dilu naseho stromového seridlu ukazeme, jak popisovat podstro-

my pomoci DFS ocislovani. Hlavné si ale pfedvedeme, jak vytvaret datové
struktury pro stromy tim, ze dany strom ulozime do dplné jiného stromu, totiz
intervalového.

DFS oéislovani

Zacnéme opakovanim z minula. Spustime-li na zadaném stromu prohledava-
ni do hloubky (DFS), mtizeme jeho pritbéh popsat posloupnosti levych a pravych
zévorek: levou zapiseme, kdykoliv shora vstoupime do vrcholu, pravou, jakmile
se chystame vystoupit nahoru.
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Pro strom na obrazku vyjde posloupnost zavorek (((O) (O COO))O).
Kazdému vrcholu jsme takto pridélili jeden par zavorek a tyto pary se navzajem
nekiizi (fikdme, Ze tvoi{ dobré uzavorkovani).

Navic si ke kazdému vrcholu v zapamatujeme éisla in(v) a out(v). Ta budou
fikat, na kolikaté pozici v fetézci zavorek se nachazi leva, resp. prava zavorka
odpovidajici vrcholu v. Pro nas ukazkovy strom to vyjde takto:

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9

im(v) 1 2 16 3 5 6 8 9 11
out(v) 18 15 17 4 14 7 13 10 12

MiuZeme si to predstavit také tak, Ze mame né&jaké hodiny (pocitadlo), které
odtikavaji jednotlivé kroky DFS, a hodnoty in a out pro dany vrchol udavaji ¢as
prvniho vstupu a posledniho vystupu.

Vsechny iny a outy dokazeme spocitat v linedrnim ¢ase. Potom nam prozra-
di ledacos zajimavého o tvaru stromu. Napiiklad pomoci nich miZzeme poznat
vzajemny vztah dvou vrcholi. Predstavme si néjaké dva vrcholy u a v:

e Pokud u je potomkem v (af uz pfimym ¢i nepfimym), musi byt par zavorek
patficich k u uvnitf toho od v, takZe musi platit

in(v) < in(u) < out(u) < out(v).
® Pokud je naopak v potomkem u, dostdvame
in(u) < in(v) < out(v) < out(w).

e V ostatnich pfipadech musi jeden par zavorek skondit, nez druhy zacne (pary
se pfeci nekiizi), takZe nastane jedna z téchto moznosti:

in(u) < out(u) < in(v) < out(v),
in(v) < out(v) < in(u) < out(u).

Dovedeme tedy v konstantnim case zjistit, jaky je ,,pfibuzensky vztah* u a v.
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Nestromové hrany

Obcas se potkame s pfipady, kdy mezi vrcholy stromu vedou jesté néjaké
dalsi hrany, které nejsou pfimo soucédsti stromu (jako kdyZz vdnoc¢ni stromecek
ozdobime Fetézy). Témto hranam fikdme nestromové a Casto nés zajima, mezi
jakymi ¢astmi stromu vedou.

Ukol 1 [2b]: Je dan strom na n vrcholech a m nestromovych hran. Predpoéitejte
v ¢ase O(n + m) tabulku a pak pomoci ni v konstantnim ¢ase odpovidejte na
dotazy typu ,,vede né&jaka nestromova hrana ven z podstromu s kofenem v7“.

Intervalové stromy

Brzy se nam bude hodit ulozit vSechno, co vime o daném stromu, do sikovné
datové struktury — piekvapivé opét stromové (jeji struktura ma ale s podobou
pivodniho stromu pramaélo spole¢ného).

Intervalovy strom je datova struktura, kterd si pamatuje néjakou posloup-
nost x1,..., T, a umis ni provadét nasledujici operace:

e Init(xy,...,x,) — inicializace — O(n)
vytvofi novy strom se zadanymi hodnotami

e Get(i) — bodovy dotaz — O(logn)
vrati aktualni hodnotu z;

o Set(i,t) — bodovy update — O(logn)
nastavi x; na hodnotu ¢

® RangeMin(i, j) — intervalovy dotaz — O(logn)
spo€itd minimum z x;, ;41,...,%;

® RangeAdd(i, j,0) — intervalovy update — O(logn)
pficte ke vSem prvkdm x;,...,z; hodnotu ¢

Existuje mnoho verzi intervalovych stromu. Ty nejjednodussi popsané v nasi
kuchafce?! neumi intervalovy update, ale zato dokazi provadét bodové dotazy
v konstantnim case. Nam se bude vice hodit pokrocilejsi podoba s linym vy-
hodnocovanim zmén. Ta uz zvladne vsechny operace. Detaily si prosim prectéte
v Medvédové kniZce,?? v kapitole o datovych strukturach.

Operace intervalového stromu lze navic snadno ohybat, aby pocitaly néco
trochu jiného. Intervalové dotazy mohou kromé maxima pocitat tfeba minimum
nebo soucet; intervalovy update muze napriklad najednou nastavit vSechny prvky
v intervalu na novou hodnotu. Princip zistava stejny. (Kdykoliv ale p¥i FeSeni
seridlu budete potfebovat néjakou atypickou operaci, nestaci si ji vymyslet — je
nezbytné popsat, jak pfesné ty standardni upravite.)

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/|
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Strom ve stromu

Pojdme si hrit. Dostaneme né&jaky strom 7', v jehoz kazdém vrcholu je ulo-
zeno jedno ¢islo, na poc¢atku nulové. Chceme umeét provadét dvé operace: zménit
¢islo ulozené ve vrcholu a zjistit minimum ze vSech c¢isel uloZzenych v zadaném
podstromu.

To je néco podobného, jako umi intervalové stromy, ovsem s podstromy na-
misto intervalt. Pojdme jim tedy vstup trochu ,pfedzvykat“. Strom ,rozvineme“
do posloupnosti podle toho, jak jim prochazi DFS. Pro kazdy vrchol v definujeme
Tin(v) jako ¢islo uloZené ve v a X yyy(y) = +00.

Tim vznikla posloupnost délky 2n. V ni podstrom lezici pod vrcholem v
odpovida intervalu i, (v), - - - » Tout(v)- P10 vypocet minima podstromu tedy staci
polozit intervalovy dotaz (nekonecéna v out-ech vysledek nijak neovlivni). Zména
hodnoty vrcholu v je trividlni: pozadame intervalovy strom o bodovy update
PrvKU Z (), DA Toui(y) Neni tieba sahat.

ODbé operace tedy pracuji v ¢ase O(logn), jen nesmime zapomenout, Ze jsme
také spotiebovali éas O(n) na vytvofeni intervalového stromu.

Ukézali jsme tedy, jak pomoci DFS ocislovani prekladat strom na posloup-
nost, pfi¢emz podstromy se prelozi na intervaly v posloupnosti. S témi se pak
¢asto hodi zachdzet pomoci néjakého druhu intervalového stromu. Pojdme si to
vyzkouset na dalsich piikladech. ..

Ukol 2 [4b]: Vytvoite datovou strukturu pro strom s obarvenymi vrcholy. Na
pocatku jsou vSechny vrcholy zelené. Chceme umét provadét nasledujici operace:
SetColor(v,c) — nastavi barvu vrcholu v na ervenou, zelenou nebo modrou;
CountColor(v,c) — zjisti, jakd barva je v podstromu pod vrcholem v nejéastéjsi
(je-li to nerozhodné, odpovi, Ze nerozhodné).

Ukol 3 [6b]: Jesté jedna datova struktura. Na zacatku dostaneme strom s vr-
choly ohodnocenymi pfirozenymi ¢isly, Chceme umét operaci Touch(v), kterd
v podstromu pod v provede nasledujici: nalezne minimum z nenulovych cisel ve
vrcholech, toto minimum od vSech nenulovych ¢isel odecte a nakonec ohlasi, jestli
uz se povedlo vSechna ¢isla v podstromu vynulovat.

Dvojrozmérné intervalové stromy

Dalsi zajimavé triky muzeme provadét s dvojrozmérnymi intervalovymi stro-
my. Do téch ukldddme dvojice Cisel, které si mizeme predstavovat jako body
v roviné. Roli intervalti pak hraji libovolné obdélniky.

Pro nase Gcely postaci velmi jednoducha podoba 2D intervalovych stromt,
ktera umi takovéto operace:

o Init((x1,y1)s .-, (Tn,Yn)) — inicializace — O(nlogn)
vytvofi novy strom s body o zadanych souradnicich
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o RangeCount(Lmin, Tmaz» Ymin > Ymaz) — 0bdélnikovy pocitaci dotaz — O(log?n)
spocitd, kolik ze zadanych bodu lezi v daném obdélniku, tedy pro kolik riz-
nych i je Tmin < T < Tae 2 soucasné Ymin < ¥i < Ymaz-

Jak takovy 2D strom sestrojit, najdete napfiklad ve vzorovém feSeni tlo-
hy 24-4-7,23 dokonce véetné mazaného triku, ktery zrychli intervalovy dotaz na
O(logn).

V nasledujicim tkolu nas ale konkrétni implementace nemusi zajimat, staci
pouzit 2D strom jako ¢ernou skfinku.

Ukol 4 [3b]: Dostaneme strom s nestromovymi hranami. Chceme si néco predpo-
¢itat tak, abychom uméli rychle odpovidat na dotazy typu ,existuje nestromova
hrana mezi podstromem pod u a podstromem pod v7¢.

Martin ,Medved“ Mares

29-3-7 Stromovi predci 15 bodu

Serial o stromech pokracuje dalsim dilem, tentokrat o hledani (pra)pfedki
vrcholil a uzite¢né technice zdvojovani. Z predchozich dili se nam bude hodit
prohlédavéani do hloubky s DFS odislovanim a také intervalové stromy. Pokud si
uz nepamatujete, jak funguji, zalistujte minulymi sériemi.
Spoleéni piedci (LCA)

Jako Cervend nit se nasim dne$nim vypravénim povine nasledujici problém:
Dostaneme néjaky zakofenény strom a dva jeho vrcholy x a y. Chceme najit jejich
nejblizstho spolecného predka, tedy nejhlubsi vrchol, ktery je jak predkem =z, tak
predkem y. Znacit ho budeme Ica(z, y) podle anglického lowest common ancestor.

Elementarni feseni by mohlo vypadat tfeba tak, Zze se nejprve vydame z x
do kofene a oznacime vsechny vrcholy, pres které jsme prosli. Pak se do kofene

23 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7/reseni|
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vydame pro zménu z y a prvni oznaceny vrchol, na néjz narazime, prohlasime za
spole¢ného predka.

To je snadny algoritmus, ale v nejhorsim p¥ipadé spotfebuje O(n) ¢asu, kde
n jako obvykle znac¢i pocet vrcholi stromu. Je to hodné, nebo méalo? Pokud
by nam stacilo najit spolecného predka pro jednu dvojici vrcholl, je to malo.
Casto ale potiebujeme hledat spole¢né piedky pro vice dvojic a tam uz by nas
algoritmus byl ptili§ pomaly. Za chvili se to nauc¢ime délat efektivngji. Ovsem ted
je ¢as na prvni ukol.

Ukol 1 [1b]: Upravte algoritmus pro hledani spole¢ného predka znackovanim tak,
aby dobéhl v ¢ase O(d, + dy), kde d,; je pocet hran mezi vrcholem z a spolec-
nym piedkem a podobné d,. Mizete predpokladat, Ze strom uz mate nacteny
v pameéti.

(Pra)kpfedci a skocky

Na chvilku odboéme k jinému, pfibuznému problému. Mame zakofenény
strom, jehoz kazdy vrchol v si pamatuje svého otce P(v). Pokud je v kofen,
polozime P(v) = (). Dédecek vrcholu v je pak pfirozené P(P(v)), pradédecek
P(P(P(v))) atd. Obecné muzeme definovat k-tého predka Pra(v,k) jako k-ty
vrchol na cesté od v do kofene. Tedy Pra(v,0) je v sdm, Pra(v,1) jeho otec,
Pra(v,2) dédecek a obecné Pra(v, k+1) = P(Pra(v, k)). Bude se ndm téz hodit,
ze plati Pra(v,i+ j) = Pra(Pra(v,i), 7).

Pocitat k-tého prapiedka podle definice trvd O(k). Ukdzeme zajimavy pied-
vypocet, s nimZ to pujde rychleji.

Jisté si miizeme predpoditat vSechna Pra(v, k), ale uznejte, Ze by to trvalo
netnosné dlouho, totiz O(n?). Radgji si vysledky zapamatujeme jen pro ta k, kte-
ra jsou mocninami dvojky. Pak vymyslime, jak z nich dopo¢itat vSechno ostatni.

Poiidime si tabulku S definovanou predpisem S(v,i) = Pra(v,2¢) pro i =
0,...,|logyn|. Jisté pro ni plati

S(U70) = P'I‘CL(’U7 1) = f)(v)7
S(v,i+ 1) = Pra(v,2"™') = Pra(v,2" 4+ 2°) =
= Pra(Pra(v, 2%),2%) = §(S(v, 1), i).

Celou tabulku tedy mtzeme snadno spocitat pi¥i prichodu stromem do hloub-
ky nebo do sitky: kdykoliv vstoupime do néjakého vrcholu v, spocitdme S(v,1)
pro vSechna i. Vyuzijeme k tomu hodnoty S v pfedcich vrcholu v, které uz
jsou tou dobou spoé¢itané. V kazdém vrcholu stravime ¢as O(logn), celkem tedy
O(nlogn).

Hodnotam v tabulce se fika jump pointery, protoze nam umoznuji preskocit
ptes vice pfedki najednou. Cesky bychom takové zpétné hrané skékajici pres
nékolik pater mohli fikat tieba skocka.
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Pro strom z pfedchoziho obrazku by skocky vypadaly nasledovné:

v [0123456789abc
S(v,0) |0 001122235779
POPO0O0D0012225
O I

Pojdme si ted rozmyslet, jak pomoci skocek skékat do libovolné vysky.
Chceme-li zjistit Pra(v, k), zapiseme k ve dvojkové soustaveé jako 201 +2f2 . 42

a pak vyhodnotime S(...S(S(v,41),42),...),4). Jelikoz dvojkovy zapis ma nej-

vyse log, n + 1 bitll, zvladneme cely vypocet v ¢ase O(logn).

Naprogramovat bychom to mohli napiiklad takto:
Pra(v, k):
seridl 1 Pro i = [logyn),...,1,0:
2. Jellik>2%
3. b+ k-2
4 v+ S(v,17)
5. Vratime vysledek v.

Kazdy prichod cyklem opravdu zvlddneme v ¢ase O(1): dvojkovy logaritmus
si mizeme ulozit p¥i budovani S, mocniny 2° snadno ziskame bitov§mi posuny
(v Cécku 1 << 1i).

Umime si tedy v ¢ase O(nlogn) pofidit datovou strukturu, kterda dokéze
na dotazy odpovidat v ¢ase O(1). Kratce budeme iikat, Ze je to struktura se
slozitosti O(nlogn)/O(1).

Ukol 2 [3b]: Mé&jme strom s hranami ohodnocenymi celymi é&sly. Piedpoditejte
néco podobného skockam, co bude umoznovat vypocitat minimum z ohodnoce-
ni hran na libovolné ,svislé“ cesté, tedy cesté mezi uréenym vrcholem a jeho
zadanym (pra)pfedkem. Dosdhnéte slozitosti O(nlogn)/O(logn).

Ukol 3 [2b]: Ukaite, Ze budeme-li se ptat na soucet misto minima, lze predchozi
ukol zrychlit na O(n)/O(1).

LCA skockami

Pojdme se vratit k hledani spoleénych predkti. Pfedpokladejme, Ze jsme si
pro zadany strom pfedpodcitali hloubky vrcholii d(v) a v8echny skocky.

Nejprve ukdzeme, Ze sta¢i umét spoéitat lca(x,y) v piipadech, kdy z a y
jsou stejné hluboko. Kdyby totiz byl (feknéme) vrchol = hloubéji nez y, stadi
nahradit jeho pfedkem v hloubce d(y) a vysledek se nezméni. Jinymi slovy pokud
d(x) > d(y), pak

lea(z,y) = lea(Pra(z, d(y) — d(z)),y).

Staci se tedy zabyvat ptipady, kdy d(z) = d(y). Pojdme najit, o kolik hla-
din vysSe lezi nejhlubsi spolec¢ny predek. Hledame tedy nejmensi takové k, pro
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které je Pra(x,k) = Pra(y, k). To miZzeme najit nasledujici modifikaci bindrniho
vyhledavani.

Predpokladajme, Ze vzdalenost ke spole¢nému piedkovi lezi v intervalu (0, h)
(na poc¢atku volime tieba h = n). Zkusime se podivat do vzdélenosti £ = h/2.
Spocitdme ©’ = Pra(x,f) a y' = Pra(y,f). Je-li 2’ =y, pak vime, Ze nejhlubsi
spoleény piedek lezi ve vzdélenosti nejvyse £. Jsou-li naopak 2’ a ¢ rtizné, vime,
ze lea(2',y') je totéz jako lca(z,y). Proto miizeme = a y nahradit dvojici 2’ a y/,
¢imZ jsme se ke spoleénému piedkovi p¥iblizili na vzdalenost nejvyse h— ¢ < h/2.

V obou piipadech jsme tedy interval zmensili dvakrét, takze po O(logn)
krocich uz bude nejblizsi spoleény predek prfimo otcem x i y. Kazdy krok pfitom
zahrnuje dva vypocty funkce Pra, coz obecné trva logaritmicky dlouho. Cely
vypocet proto potrva (9(10g2 n). Pokud ovSem budeme h volit jako mocninu
dvojky, vSechna ¢ béhem vypoctu budou také mocniny dvojky, takze vSechna
potiebna Pra budou pfimo skocky. Tim jsme ¢asovou slozitost snizili na O(logn).

V pseudokédu to vyjde velmi jednoduse:

lea(z,y):
. Pokud x = y, vratime vysledek x.
. Pokud d(z) < d(y), prohodime z a y.

( d
. Pokud d(z) > d(y), polozime x + Pra(x,d(x) — d(y)).
. Proi=|logyn],...,0:
'« S(x,1), ¥y < S(y,1)
Pokud 2/ #y': z < 2/, y < v/'.
. Vratime vysledek S(z,0).

Zkusme si to na stromu z Gvodniho obrazku. Kdybychom hledali lca(c, a),
po kroku 3 by bylo x+ = 9 a y = a. Nasledné by pro vsechna i > 0 vyslo
S(z,i) = S(y, 1), takze by se x ani y dlouho neménily. AZ v poslednim priichodu
s i = 0 bychom pfesli do z = 5, y = 7. Nakonec bychom provedli posledni kricek
do spole¢ného predka 2.

Ukol 4 [1b]: Opét mé&jme strom s celo¢iselné ohodnocenymi hranami. Chceme
umét spocitat minimum ¢i soucet na cesté mezi libovolnymi dvéma zadanymi
vrcholy.
ET-posloupnosti

Spoleéni ptedci se daji pocitat i jinak. Strom projdeme do hloubky a kdykoliv
projdeme vrcholem, zaznamename si tento vrchol a jeho hloubku. Tim vznikne
takzvana ET-posloupnost vrcholt (kdepak mimozemstané, je to podle anglického
Euler Tour sequence, neb poslupnost souvisi i s eulerovskymi tahy). Pro strom
z obrazku by vypadala takto:

vrchol 013831410259¢952627a7b720
hloubka 0123212101234321212323210
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Chvili meditujme nad vlastnostmi ET-poslupnosti. Vrchol o s synech se v ni
bude nachazet pravé (s + 1)-krat: jednou do néj vstoupime shora a pak znovu
po navratu z kazdého ze synd. Libovolny jeden z téchto vyskyti prohlasime za
hlavni vyskyt. V ptikladu jsme za hlavni volili nejlevéjsi vyskyty a vyznacili jsme
je tucné.

Jak dlouh4 je celd posloupnost, spoc¢itame také snadno: DFS projde kazdou
hranou dvakrat a pokazdé do posloupnosti zapise jeden vrchol. Jelikoz hran je
n —1, zapise takto 2n — 2 vrcholi. Nesmime ale zapomenout na kofen stromu, do
néjz jsme poprvé neprisli po hrané, takze délku posloupnosti opravime na 2n — 1.

ET-posloupnost tedy vytvofime v ¢ase O(n). Samotny vypocet lca(x,y)
pak bude pfimocary: najdeme hlavni vyskyty vrchold x a y v ET-poslupnosti
a ze vsech vrcholt lezicich mezi nimi vybereme ten, jehoz hloubka je nejmensi.
V nasem prikladu tedy hleddme minimum v podtrzeném tseku posloupnosti.

Pro¢ to funguje? DFS navstivi nejdiive spolecného predka (fikejme mu p),
pak se vyda k jednomu ze zadanych vrcholi (feknéme k ), pak se vrati do p,
projde pfipadné dalsi potomky p, nacez sestoupi do y, aby se z néj casem vratil
opét do p. Mezi navstévami x a y je tedy aspon jedna navstéva p a nemohli jsme
nav$tivit zaddny vrchol vyssi neZ p, nebotf k nim se dostaneme az po definitivnim
opusténi p. Navic nezalezi na tom, které vyskyty jsme si zvolili jako hlavni,
protoze mezi kazdymi dvéma vyskyty téhoz vrcholu projde DFS pouze néjaké
jeho potomky.

Ukol 5 [4b]: Uvazme strom s ohodnocenymi hranami a jeho ET-posloupnost,
do které tentokrat zapisujeme hrany. Pfi prichodu hranou smérem dolu piseme
ohodnoceni této hrany, pfi priichodu nahoru totéz s opa¢nym znaménkem. Ukaz-
te, jak pomoci této posloupnosti spocitat soucet ohodnoceni hran na cesté mezi
vrcholem a jeho potomkem.

LCA a RMQ

Prevedli jsme tedy problém LCA na hleddni nejmensiho prvku v zadaném
tseku posloupnosti. Obecnéji feceno: Zname néjakou posloupnost ¢éisel z1, . .., z,,
chceme pro ni néco predpocitat a pak rychle odpovidat na dotazy typu ,které z;
je nejmensi v tseku x;,x;11,...,2;“. Tato uloha je zndma pod ndzvem RMQ
(Range Minimum Query) a existuje na ni pfehrSel riiznych algoritmi. Aby se
nam o ni lépe vypraveélo, budeme mluvit o hledani minima, i kdyz ve skute¢nosti
budeme hledat polohu minima, nejen jeho hodnotu.

Jak na RMQ? Muzeme napfiklad pouzit intervalové stromy z minulého di-
lu. V ¢ase O(n) vytvofime pro nasi poslupnost intervalovy strom, jehoz vnitini
vrcholy si budou pamatovat, kde v pfislusném podstromu lezi minimum. Mini-
mum z obecného tseku pak vyhodnotime v ¢ase O(logn). Tak ziskdme datovou
strukturu pro LCA pracujici v ¢ase O(n)/O(logn).

Cas na dotaz miizeme jesté snizit za cenu zpomaleni piedv§pocétu. Predvy-
pocet odpovédi pro viechny mozné dotazy rovnou zavrhneme, trval by O(n?).
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Ale nabizi se provést podobny trik jako u skocek: pfedpocitat minima vSech tisekt
délky 2%, af uz zaéinaji kdekoliv. Budeme pocitat tabulku M velikosti n x logn,
kde M (i, k) je minimum tseku z;, Ziy1,. .., T;1ox_1. Tuto tabulku mizeme vy-
plnit v ¢ase O(nlogn) tak, Ze minimum kazdého tseku spoéitdme z minim jeho
polovin:
1.Proi=1,...,n:
2. M(i,0) =z
3.Prok=1,...,|logyn]:
4. Proi=1,...,n—2F4+1:
5. M(i, k) = min(M (i, k — 1), M(i + 251 k — 1))

Dobra, mame tabulku. Nyni pfijde dotaz na néjaky usek z,...,x;. Zao-
krouhlime délku tohoto tseku dolt na nejbliz§i mocninu dvojky (tedy najdeme serial
nejvétsi k takové, ze 2F < j — i + 1). Uvaizime dva tseky velikosti 2¥: jeden bu-
de prirazeny k zacatku naseho dotazu, druhy ke konci. VSimnéte si, Ze pro tyto
tseky uZz minima zndme a navic oba tseky spoleéné pokryvaji cely dotaz, byt
nékteré prvky dvakrat. To ovSem nevadi, protoze do mininima mizeme prvek
zapocitat, kolikrat chceme.

Stagi tedy spocitat minimum z M (i, k) a M (j—2% 41, k). To jisté zvladneme
v konstantnim ¢ase, jen musime dofesit, kde rychle seZeneme nejvétsi 2% mensi
nez délka tseku. To je v podstaté celociselny dvojkovy logaritmus. Vas procesor
na néj nejspis ma instrukei, ale i kdyby ji nemél, pomoc je snadna: mame dost
¢asu na to, abychom si pfedpocitali tabulku logaritmt cisel 1 az n.

Tak ziskdme datovou strukturu pro RMQ, a tedy i LCA, pracujici v case
O(nlogn)/O(1).

(Kratké zamysleni: jak se tato technika lisi od intervalovych stromt? Ty si
také pamatuji minima vsSech intervali délky mocniny dvojky, ovSsem jenom téch
»Spravné zarovnanych“, tedy zacinajicich na nasobku své délky. My si pama-
tujeme i ty nezarovnané, takze umime obecny tsek pokryvat dvéma intervaly
namisto logaritmického poétu.)

Dodejme, Ze existuje jesté rychlejsi struktura. Funguje v ¢ase O(n)/O(1)
a je mnohem magictéjsi. Kdybyste se chtéli prislusné kouzlo naucit, najdete ho
v knizce Krajinou grafovych algoritmii,?* v kapitole o dekompozici stromdl.

24 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Ukol 6 [4b]: Navrhnéte datovou strukturu pro néasledujici problém: mame vrchol =
a néjakého jeho predka p. Chceme zjistit, ktery ze syna vrcholu p lezi ,smérem
k 2%, tedy na cesté z p do x. Muzete pfedpokladat, Ze mate k dispozici strukturu
pro RMQ se slozitosti O(nlogn)/O(1).

Martin ,Medveéd“ Mares

29-4-7 Rozebirame stromy 15 bodu

Vitejte u dalsiho dilu stromového seridlu. Tentokrat se zamérime na cestové

operace. Tim myslime takové, které dostanou dva vrcholy stromu a maji
néco provést s cestou mezi nimi. TTeba zjistit, jak je tato cesta dlouha, nebo
najit na ni hranu s nejvétsim ohodnocenim.

Pro mélké stromy je to snadné: hledame-li cestu mezi vrcholy = a y, staci
z obou vrchold stoupat smérem ke kofeni, az se obé cesty poprvé protnou v nej-
bliz§im spole¢ném predchiidci p (to jsme prozkoumali v ninulém dily). Hledanou
cestu pak mtzeme poskladat ze dvou Casti: cesty mezi x a p a cesty mezi y a p.
Vse zvladneme v ¢ase linedrnim s hloubkou stromu.

Snadné to je i pro stromy, které se vibec nevétvi, tedy samy maji tvar cesty.
\% jsme se naucili pfimeét intervalové stromy, aby v logaritmickém
¢ase vyhodnocovaly dotazy na libovolné intervaly posloupnosti. Mizeme si tedy
poridit intervalovy strom pro posloupnost hran na cesté a intervaly pak budou
odpovidat jejim podcestam. Dokonce pomoci liného vyhodnocovani zvladneme
rychle ménit ohodnoceni hran na podcesté.

V tomto dilu si ukdzeme, jak tyto dvé techniky spojit. Zavedeme takzvanou
dekompozici stromu na lehké a tézké hrany neboli heavy-light dekompozici. Ta
nam pomuze k rychlému vyhodnocovani cestovych dotazt v libovolné hlubokém
a libovolné kosatém stromu. Jen se ndm strom nebude smét pod rukama ménit,
tedy az na ohodnoceni vrcholu a hran.

Heavy-light dekompozice (HLD)

Nejprve péar definic. Mé&jme néjaky zakofenény strom. Oznacime T'(v) pod-
strom slozeny z vrcholu v a vSech jeho (i nepfimych) potomku. Velikosti podstro-
mu minime pocet jeho vrcholi a budeme ji znaéit size(v).

Hrany z kazdého vrcholu do jeho synti rozdélime na lehké a tezke nasledovneé:
hranu do nejvétsiho podstromu prohlasime za tézkou, vSechny ostatni za lehké.
Existuje-li vice nejvétsich podstromt, vybereme si libovolny jeden z nich.

Jak to dopadne pro jeden konkrétni strom, vidime na nésledujicim obrazku.
Cisla ve vrcholech jsou jejich size.
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Tézké hrany jsou na obrazku vyznaceny tucné a zjevné tvoii cesty. To neni
nahoda, plati to v kazdém stromu. Staci si uvédomit, ze z kazdého vrcholu muze
vést dolli nejvyse jedna té7k4 hrana. (Dokonce vime, Ze neni-li vrchol list, vede
z néj pravé jedna takova.)

Navic plati, ze lehkych hran neni nikdy mnoho za sebou. Pfesnéji feceno, na
cesté z kofene do libovolného vrcholu v lezi nejvyse log, n lehkych hran (n jako
obvykle znaéi velikost celého stromu).

Pojdme to dokdzat. Vydejme se z kofene do v a sledujme, jak se méni size
aktualniho vrcholu. Za chvili uvidime, ze kdykoliv projdeme po lehké hrané,
klesne size aspoii dvakrat. Po k lehk§ch hranéch tedy klesne aspon 2F-krat, takze
kdyby bylo k > log, n, nezbyly by v podstromu zadné vrcholy.

Dobra, pro¢ tedy na lehké hrané size tolik klesa? Uvazme lehkou hranu
z néjakého vrcholu u do jeho syna ¢. Z definice musi existovat i tézka hrana do
jiného syna t a plati size(t) > size(£). Jenze podstromy T'(£) a T'(t) jsou soucésti
T(u), takze size(u) > size(t) + size(£) a z toho ihned size(u) > 2 size().

Pojdme zopakovat, co jsme zjistili:

® Heavy-light dekompozice rozklada strom na tézké cesty, které jsou propojené
lehkymi hranami.

e Kazdy vrchol lezi na pravé jedné tézké cesté. (Tedy pripustime-li i cesty sloZené
z jediného vrcholu.)

125

serial



KSP

serial

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

e Kazda lehka hrana vede z vrcholu néjaké tézké cesty do nejvyssiho vrcholu jiné
tézké cesty.

e Lehka hloubka“ je logaritmicka. Pfesnéji feceno, mezi kazdymi dvéma tézky-
mi cestami lezi O(logn) lehkych hran.

Ukol 1 [2b]: Nékdy se pouZivé jina definice tézkych hran: hrana z vrcholu v do
syna s je tézka, pokud size(s) > size(v)/2. Rozmyslete, jak se takto definovand
dekompozice bude lisit od té nasi. Prekreslete podle toho pfedchozi obrazek.

Dekompozici si muzeme predstavit i tak, ze kazdou tézkou cestu zkontrahu-
jeme do jediného vrcholu. Tim dostaneme jiny strom, v némz zbudou jen ptivodni
lehké hrany a bude logaritmicky hluboky. Jak vypada, je vidét na nasledujicim
obrazku. Vrcholy bez pismenek odpovidaji trividlnim (jednovrcholovym) tézkym
cestam.

A

Vypocet dekompozice

Nyni se podivame, jak HLD reprezentovat v paméti a zejména jak ji rychle
sestrojit.

V kazdém vrcholu v naseho stromu si budeme pamatovat:

e size(v) — velikost podstromu pod v
¢ hson(v) — do kterého syna vede tézka hrana (nebo @), pokud zadny neni, coz je
mozné jen tehdy, je-li v list)
® path(v) — odkaz na tézkou cestu, na niz vrchol lezi
o index(v) — kolikaty v pofadi na t&zké cesté je (Gislujeme od nuly od spodniho
vrcholu cesty)
Tézké cesty si pamatujeme bokem. Pro cestu p ulozime:

® Iparent(p) — otec kotene cesty (tak budeme Fikat jejimu nejvys$simu vrcholu,
tedy vrcholu s nejvyssim indexem); tedy vrchol, z néjz vede do kofene lehka
hrana. Mtze byt 0, pokud je kofen cesty také kofenem celého stromu.

¢ plen(p) — délka cesty (pocet hran na ni)

e puertex(p) — pole vrcholl cesty v poradi jejich indext
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7 pROHLEDAVALY

Do HLouBkY

Dekompozici muzeme snadno spocitat dvojim
prohledanim do hloubky. P¥i tom prvnim stanovime
velikosti podstromt, rozhodneme, které hrany jsou
lehké a tézké, a vypocteme indexy. Druhé sestroji
popisy jednotlivych tézkych cest.

Prvni prohledani vypada nasledovné. Spousti-
me ho v kofeni stromu a pii navratu z rekurze pocita
jednotlivé vlastnosti vrchold podle definice.

HLD; (v):

1. size(v) 1
2.h« 0 < kam povede té7ké hrana?
3. Pro vSechny syny s vrcholu v: serial
HLD,(s)
size(v) «— size(v) + size(s)
Pokud h = 0 nebo size(s) > size(h):
h<s
. hson(v) < h
. Pokud h = 0: < jsme v listu
10.  path(v) < nové tézka cesta
11.  dndez(v) + 0
12. Jinak: < pokracovani tezké cesty
13.  path(v) « path(h)
14.  index(v) < index(h) + 1

Druhé prohledavani spoustime opét z korene. Jako druhy parametr predava-
me otce aktudlniho vrcholu, pro kofen je to (). Vzdy posbirdme vrcholy na jedné
tézké cesté a pak se zavolame na vSechny jejich syny.

HLD5(v,0):

1. p < path(v) < vrchol v je kofenem tézké cesty p
2. lparent(p) < o

3. plen(p) < index(v)

4. pvertez(p) < nové pole délky plen(p) + 1

5. Dokud v # (): a prochdzime tézkou cestu

©® N e

6. puertex(p)[index(v)] < v

7.  Pro vSechny syny s vrcholu v:

8. HLD;y(s,v) < pfi tom rekurze na syny
9. v« hson(v) < pokracujeme po tézké cesté

Obé prohledani provedou konstantni mnozstvi prace pro kazdy vrchol a
hranu stromu, celkem tedy O(n). Dodejme, Ze by se vSechno dalo zvladnout
béhem jediného DFS, ale ve dvou nam to pfijde pirehlednéjsi.
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Stromovi pfedchudci

Abychom si osahali, jak se s HLD zachazi, zkusime ji pouzit na tlohu hledani
nejblizsiho spoleéného piedchtidce z minulého dily.

Vzpomenme si na primitivni algoritmus, ktery z kazdého ze zadanych vrcho-
la prosel po cesté do kotene, znackoval vrcholy a ¢ihal, kde se obé cesty poprvé
potkaji. Ted na to ptjdeme podobné, ale misto jednotlivych vrcholid budeme
znackovat najednou celé tézké cesty.

Pojmenujme zadané vrcholy u a v. Nejprve budeme stoupat z u ke kofeni.
Kdykoliv jsme v néjakém vrcholu z, z path(z) se dozvime, na které tézké cesté p
se nachazime. Pak hned vyskoc¢ime z kotfene tézké cesty po lehké hrané do vrcholu
Iparent(p). Jesté si k tézké cesté poznacime novou polozku enter(p) fikajici, kudy
jsme na cestu vstoupili. Nenavstivené cesty budou mit enter(p) = 0.

Poté budeme stoupat z v. Stejnym zpusobem, ale misto znaceni tézkych
cest budeme naopak testovat, zda uz nejsou oznacené. Diive ¢i pozd€ji narazime
na tézkou cestu p, na niz jsme uz byli pfi stoupani z u. Pfitom vime, kudy
jsme se na tuto cestu v obou piipadech napojili — v jednom misté napojeni ted
stojime, druhé mame uloZené v enter(p). Hledanym spoleénym piedchiidcem je
vyssi z téchto dvou mist, coz pozname podle indext vrchold.

V pseudokédu to vypada takto:

lea(u, v):
T u < z u do korene
. Dokud z # 0, opakujeme:
p < path(z)
enter(p) < x
x < lparent(p)
Y v < z v do kofene
. Dokud enter(path(y)) = 0, opakujeme:
y « lparent(path(y))
. 1+ enter(path(y)) < mista napojeni: r a y
. Dokud u # 0, opakujeme: < smazeme znacky
enter(path(u)) <
u < Iparent(path(u))
. Pokud indez(y) > index(r): < vratime vysSizr ay
Vratime y.
. Jinak:
Vratime 7.

© 0 NS G

e e o T e
e N S

Priib&h algoritmu miizeme sledovat na nasledujicim obrazku. Cisla ve vrcho-
lech jsou jejich indexy, tuéné jsou zvyraznény tézké cesty, Sedivé je podbarvena
cesta mezi u a v.
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Casové slozitost funkce Ica je O(logn), nebot pii kazdém stoupani navsti-
vi nejvyse logaritmicky tézkych cest a kazdou z nich zpracuje v konstantnim
Case. Ziskali jsme tedy datovou strukturu pro spole¢né predchidce, které staci
predvypocet v ¢ase O(n) a odpovida na dotazy v O(logn).

Ukol 2 [3b]: Navrhnéte algoritmus, ktery bude pomoci HLD odpovidat na dotazy
na vzddlenost zadanych dvou vrcholtt (tedy podet hran na cesté mezi nimi).
Kudy, kudy cesticka?

Nyni se podivame na to, jak pomoci HLD odpovidat na cestové dotazy.
Pfedvedeme si to na pfikladu cestovych minim. Dostaneme zadany strom, jehoz
hrany budou ohodnoceny celo¢iselnymi cenami. Pak nam budou pfichazet dotazy
na nejlevnéjsi hranu na cesté mezi zadanymi vrcholy.

Pro strom si opét spocitame HLD a kaZzdou tézkou cestu navic opatiime
intervalovym stromem, ktery bude umét odpovidat na intervalovd minima cen
na této cesté. Ceny tézkych hran si tedy budeme pamatovat v intervalovych stro-
mech, zatimco ceny lehkych hran ulozime samostatné. Jeden intervalovy strom
vybudujeme v ¢ase linedrnim v délce jeho tézké cesty a jelikoz kazdy vrchol lezi
na pravé jedné tézké cesté, sestrojime celou datovou strukturu v case O(n).

Nyni prijde dotaz na cestu mezi néjakymi vrcholy u a v. Spustime algoritmus
pro lca(u,v) a béhem vypoctu si zapamatujeme, kterymi lehkymi hranami a kte-
rymi ¢astmi tézkych cest jsme prosli. Pak stac¢i najit nejlevnéjsi z téchto lehkych
hran a minim &asti tézkych cest. Lehkych hran je O(logn) a kazdou zpracu-
jeme v konstantnim ¢ase, tézkych cest je také O(logn) a na kazdé provadime
intervalovy dotaz v case O(logn). Dohromady tedy stravime ¢as O(log? n).

Podobné muzeme provadét cestovy update. Pofidime si intervalové stromy
s linym vyhodnocovanim, které dovedou intervalovy update v logaritmickém case.
Kdykoliv tfeba budeme chtit zdraZit vSechny hrany na néjaké cesté o §, rozlozime
update na zdraZeni O(logn) lehkych hran a O(logn) intervalovych updati ¢asti
tézkych cest v jejich intervalovych stromech. VSe opét stihneme v case (’)(log2 n).

129

serial



KSP

serial

25
26

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

Ukol 3 [5b): Zrychlete cestovy dotaz na O(logn) za predpokladu, Ze ceny hran
se od inicializace struktury jiz nezméni. Inicializace by méla stale pracovat v li-
nearnim case.

Ukol 4 [5b]: Mé&jme graf s ohodnocenymi hranami a jeho minimalni kostru.2®
Pro kazdou hranu, ktera nelezi v kostfe, spocitejte, o kolik nejvyse mizeme jeji
ohodnoceni snizit, aby kostra stdle ztustala minimalni.

Martin ,Medved“ Mares

29-5-7 Stromy v pohybu 15 bodu

Vitejte u posledniho dilu stromového seridlu. Propukne v ném malé revolu-
ce: chystame se porusit predpoklad ze vsech predchozich dild, ze cely strom
zname na zacatku vypoctu a pak uz jeho tvar zustavd navéky stejny. Postupné
vybudujeme datovou strukturu, kterd bude umét udrzovat obecny les a stro-
my libovolné spojovat a rozdélovat. Bude inspirovana Link-Cut Trees od pant
Sleatora a Tarjana.
Opakovani vyhledavacich stromu

Podobné jako jsme diive reprezentovali cesty pomoci intervalovych stromd,
ted vyuzijeme bindrni vyhleddvaci stromy (BVS). Pokud jste se s nimi je§té ne-
setkali, nahlédnéte do kuchaiky o vyhledavacich stromech.26

Aby bylo jasné, kdy mluvime o puvodnich stromech a kdy o BVS, pomoci
nichz ptivodni stromy reprezentujeme, budeme vrcholtm BVS rikat uzly.

Predstavme si binarni vyhledavaci strom, v némz je ulozena jistd mnozina
Gisel x1 < ... < x,. Pokud tato ¢isla chceme vypsat od nejmensiho do nejvétsiho,
muZzeme BVS projit rekurzivné v takzvaném in-orderu: kdykoliv vstoupime do
néjakého uzlu u, nejprve rekurzivné projdeme levy podstrom, pak vypiseme ¢islo
v uzlu u, a nakonec rekurzivné projdeme pravy podstrom.

Nyni k BVS pfidame takzvané externi uzly: kdykoliv néjakému uzlu stromu
chybi syn, pfipojime na misto tohoto syna novy uzel. Strom jsme tedy opatfili
jesté jednou vrstvou listit (kdyz si predstavite reprezentaci stromu v programu,
externi uzly budou na mistech ptivodnich NULL pointert).

Zajimavou vlastnosti externich uzlt je, ze odpovidaji intervalim mezi ¢isly
v internich (pivodnich) uzlech. Skuteéné: pii hleddni libovolného éisla z intervalu
(24, %i4+1) dopadnou vSechna porovnéani v internich uzlech stejné, takze skonéime
v tomtéz externim uzlu.

Pfi in-orderovém pruchodu stromem tedy zaCneme v nejlevéj$im externim
uzlu (ten odpovida intervalu (—oo,z1)) a pak se pravidelné st¥idaji interni a
externi uzly, az skon¢ime v nejpravéjsim externim uzlu, tedy intervalu (z,,, +00).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostryl
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
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Casto se nam bude hodit najit nejmensi ¢islo ulozené ve stromu. K nému
dojdeme tak, ze se z kofene vydame stale doleva. Kdyz uz to nejde dal, nachazime
se v minimu: vSechny prvky, pres néz jsme prosli, jsou vétsi, a stejné tak vse, co
leZi od nich doprava. Casové sloZitost této operace je zjevné linearni v hloubce
stromu.

Ukol 1 [2b]: Vymyslete, jak v BVS nalézt ndslednika zadaného uzlu. Tim myslime
uzel s nejmensim ¢islem, které je vétsi nez to zadané. Dosahnéte slozitosti linearni
s hloubkou stromu. Mtzete pfedpokladat, ze kazdy uzel si kromé ukazatel na
své syny pamatuje i ukazatel na otce. KSP

Splay stromy

Jelikoz operace s BVS trvaji linearné s hloubkou stromu, musime stromy udr-
Zovat vyvazené — tehdy maji prijemnou logaritmickou hloubku. Existuje mnoho
zpisobil vyvazovani (tfeba AVL stromy nebo éerveno-¢erné stromy), my tento-
krat zvolime jeden ponékud netradicni: takzvané splay stromy.

serial

Jejich tplny popis naleznete v Medvédové knizce?” v kapitole o amortizaci.
Zde si vystacime se zakladnimi principy.

Kdykoliv budeme pracovat s néjakym uzlem u, ,vyrotujeme“ ho do kotfene
stromu. Této operaci se ¥kd splayovdni uzlu u, a kdyZz se udéla spravné (viz
knizka), zabranuje degeneraci stromu. Ob¢as se sice miZe stat, ze néjaky uzel
bude hodné hluboko, takze pfistup k nému bude pomaly. Ale aZ na néj sdéhneme,
splayovani dlouhou cestu rozkosati a dalsi operace budou zase rychlé.

Obecné plati, Ze jedno splayovani mtize trvat az O(n), ale posloupnost ja-
kychkoliv k po sobé jdoucich splayovani trva O(nlogn + klogn). Dlouhodobé
se tedy splayovani chové, jako by mélo logaritmickou slozitost (fikdme, Ze je
amortizované logaritmicke).

Nyni si rozmyslime, jak se ve splay stromu hledd minimum. Pdjdeme stéle
doleva dold, jako v obecném BVS, a az dorazime do minima, vysplayujeme ho do
korene. Hledani minima trvalo linearné s hloubkou minima a stejné tak splayo-
vani. Ovsem splayovani je amortizované logaritmické, takze pro hledani minima
to musi platit také. (Mtzeme si také pfedstavit, ze jsme priichod jednotlivymi
hranami shora dold natétovali jejich priuchodu zdola nahoru béhem splayovani,
¢imz jsme splayovani zpomalili konstanta-krat.)

Ukol 2 [1b]: Zkombinujte hled4ni nislednika z prvniho tikolu se splayovanim tak,
aby mélo amortizované logaritmickou slozitost.

Ted zkusime splay stromy rozdélovat a spojovat. Méjme néjaky uzel u a
chceme strom rozdélit na dva stromy: v jednom budou hodnoty mensi nez v uz-
lu u, v druhém ty vétsi. Samotny uzel u zmizi. Zatimco v AVL stromech by to
byla docela obtizné, ve splay stromu je to trivialni: vysplayujeme u do korene

27 http://pruvodce.ucw.cz/
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a v§imneme si, ze vSechny mensi hodnoty jsou momentalné v levém podstromu
pod u a vSechny vétsi v tom pravém. Staci tedy u smazat.

Spojovani je jesté jednodussi: dostaneme néjakou hodnotu x a dva stromy —
v prvnim budou vSechny hodnoty mensi nez x, v druhém vétsi. Vytvofime novy
uzel s hodnotou z, ktery se stane korenem nového stromu. Jako levého syna mu
pripojime kofen prvniho stromu, jako pravého syna kofen druhého.

Rozdélovani a spojovani mutzeme napiiklad pouzit ke vkladani a mazani
hodnot. Tyto operace ale prekvapivé nebudeme potiebovat.
Reprezentace cest

Splay stromy (SS) nyni vyuZijeme k reprezentaci cest. Uvazujme néjakou
orientovanou cestu s vrcholy vy, ..., vk, mezi nimiz vedou hrany ey,...,ex. Vy-
tvofime BVS s k internimi uzly, ve kterych sice nebudou ulozena zadna cisla
(uvidime, Ze to viibec nevadi), ale jejich in-orderové poradi bude odpovidat hra-
nam cesty. Pak pfiddme externi uzly, které budou odpovidat k£ + 1 vrcholim
cesty. PTi in-orderovém prichodu tedy budeme navstévovat postupné

Vo, €1,V1,€2,V2,...,Vk—1, €k, Vk-

Cestu se ¢tyfmi hranami mazeme popsat tfeba takto:

Postupné ukazeme, jak v této reprezentaci provadét nékteré zakladni operace
se souborem cest. Pro kazdou cestu si poridime jeden SS a zapamatujeme si,
kterému vrcholu a hrané cesty odpovidéa ktery uzel SS.
Jesté si rozmyslime okrajové piipady: cesta o jedné hrané je reprezentovana
SS s kofenem (to je ta hrana), pod nimz visi dva externi uzly (krajni vrcholy
hrany). Jednovrcholova cesta bez hran odpovidé degenerovanému SS, jenz nema
interni uzly a samotny koren je externi.
Nyni operace:
® Path(v) — zjisténi, do které cesty pati{ vrchol v: najdeme odpovidajici externi
uzel SS a vystoupame z néj az do kotfene SS.

e First(p) — nalezeni prvniho vrcholu dané cesty: staéi najit minimum pfislusného
SS, tedy jit pofad doleva. Symetricky Last(p) pro posledni vrchol.

® Next(v) — nalezeni naslednika vrcholu (to je hrana, kterd vede z v déle po
cesté). Najdeme pfislusny externi uzel = ve SS a piijdeme do jeho naslednika
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v in-orderu. Podobné Nezi(e) pro néslednika hrany, coz je vrchol, a Prev(z)
pro predchidce vrcholu ¢i hrany.

e Split(e) — rozdéleni cesty na dvé odebrdnim hrany e. K tomu pouzijeme uz
popsané rozdéleni SS na mensi a vétsi prvky.

o Split(v) — rozdéleni cesty odebranim vrcholu v a hran, které se ho dotykaji.
Samotné v odpovida externimu uzlu SS, takZe ho nelze jen tak smazat. Ale
mizeme najit Prev(v) a Nezt(v), coz jsou hrany pfed a za v, a tyto hrany
smazat. Tim se cesta rozpadne na t¥i ¢asti: vSe pred v, vSe za v a samotné v.
Stadi tedy smazat tfeti ¢ast (ta ma pouze externi kofen).

e Join(p1,p2) — spojeni dvou cest hranou (za konec cesty p; pfidame novou
hranu a na ni napojime zacatek cesty pa). K tomu staéi zalozit novy uzel SS
odpovidajici nové hrané cesty a jako syny tohoto uzlu pfipojit kofeny obou SS.

® Reverse — otoCeni orientace cesty (posledni vrchol se stane prvnim a naopak).
Do kazdého uzlu SS ulozime znacku, zda je v celém podstromu pod timto uzlem
prohozena leva a prava strana. Kdekoliv v podstromu muze byt samoziejmeé
dalsi znacka, kterd strany opét prohodi. Znacky budeme vyhodnocovat liné:
kdykoliv pfi operacich se SS dojdeme do vrcholu se znackou, prohodime v ném
ukazatele na syny a znegujeme znacky v synech. Na samotnou operaci Reverse
pak staci znegovat znacku v kofeni.

Ukol 3 [2b]: Navrhnéte operaci pro spojeni dvou cest za krajni vrcholy. Posledni
vrchol prvni cesty tedy splyne s prvnim vrcholem druhé cesty.

Ukol 4 [3b]: Navrhnéte, jak reprezentaci cest upravit, aby si u hran pamatovala
i celociselné ohodnoceni. Chceme umét operace ,nastav hrané e ohodnoceni z*
a ,zjisti minimum z ohodnoceni hran mezi vrcholy u a v“.

Dynamicka dekompozice na cesty

Nyni vymyslime, jak z cest skladat obecné stromy. Inspirujeme se dekom-
pozici na lehké a tézké hrany z minulého dilu, ale tentokrat nebudou druhy hran
urceny velikostmi podstromi, nybrz historii struktury, tedy posloupnosti operaci,
které jsme zatim provedli.

Strom zakofenime a vSechny hrany zorientujeme smérem do kofene. Hrany
rozdélime na tlusté a tenké. Ktera hrana bude tlusta, si mizeme vybrat libovolné,
ale musime dodrzet, Ze do kazdého vrcholu vede nejvyse jedna tlustd hrana.
Tlusté hrany tedy hraji podobnou roli jako tézké hrany v HLD, tenké jako lehké.

Tlusté hrany proto tvoii cesty (orientované smérem ke kofeni) a kazdy vrchol
lezi na pravé jedné tlusté cesté (mozna na trivialni jednovrcholové). Z horniho
vrcholu tlusté cesty miize vést tenka hrana, kterou je cesta napojena k nadiazené
tlusté cesté.

Kazdou tlustou cestu budeme reprezentovat jiz popsanym zptisobem pomoci
splay stromu. Posledni vrchol cesty w (v ptivodnim stromu lezi nejvyse, ve splay
stromu je to nejpravéjsi externi uzel) si bude pamatovat informace o tenké hrané
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do nadfazené cesty: vrchol tparent(w), d jZ tenka hrana vede. Vede-li tlusta

n
cesta az do kofene, polozime tparent(w) = ().

KSP

serial

Nyni definujeme operaci Ezpose(v). Jejim tikolem je pfestavét reprezentaci
stromu tak, aby z v do kofene vedla tlusta cesta, a navic byl vrchol v jejim
zacatkem. Budeme postupovat takto:

1. p < Path(v)
2. Pokud First(p) # v:

3. e« Preuv(v)

4.  Rozdélime p operaci Split(e) na cesty p; (dolni) a ps (horni).
5. tparent(Last(p1)) < v

6. pp2

7. Dokud tparent(w) # 0, kde w = Last(p):

8.  x + tparent(w)

9. ¢ < Path(x)
10.  Pokud First(q) # x:
11. f + Preuv(z)

12. Rozdélime g operaci Split(f) na cesty ¢; (dolni) a g2 (horni).
13. tparent(Last(q1)) « x
14. q < Qo

15.  p « Join(p,q)
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Kroky 2 az 6 oSetfuji pripad, kdy v neni nejnizs§im na své tlusté cesté p.
Tehdy tuto cestu rozdélime na dvé, které propojime tenkou hranou. V krocich
7 az 15 cestu p postupné rozsifujeme az do korene: dokud jesté nevede do kore-
ne, je pripojena tenkou hranou pod néjaky vrchol x lezici na jiné tlusté cesté q.
V krocich 10 az 14 zafizujeme, aby x byl nejnizsim na ¢ (jinak cestu g rozdéli-
me). Jakmile x je nejnizsi, mizeme cesty p a ¢ propojit do jediné tlusté cesty a
pokracovat vys.

Na nésledujicim obrazku vidime vysledek Ezpose(u):

Také se ndm bude hodit operace Evert(v), ktera strom piekofeni do vrcho-
lu v. To se provede snadno: nejprve zavolame Ezpose(v), ¢imz zafidime, aby
mezi v a starym kofenem vedla jedna tlustd cesta, a tu pak operaci Reverse
obratime.

Nyni ukézeme, jak udrzovat les zakofenénych stromu a provadét operace
s jejich strukturou. Kazdy strom bude reprezentovany vyse uvedenym zptisobem
pomoci tlustych cest spojenych tenkymi hranami.

® Root(v) — vréati kofen stromu, ve kterém se nachazi vrchol v. Jednoduse provede
Ezpose(v) a pak se pomoci Last zeptd na posledni vrchol vzniklé tlusté cesty.

® Parent(v) — vrati otce vrcholu v (nebo ), pokud v je kofen). Pokud naslednik
Nezt(v) na prislusné tlusté cesté neni @), vratime tohoto naslednika. Jinak z v
vede tenkd hrana, takZe vratime tparent(v).

e Cut(v) — neni-li v kofen, prerusi hranu mezi v a jeho otcem, ¢imz strom rozdéli
na dva. MuzZe napiiklad provést Fzpose(v) a pak Split vzniklé tlusté cesty ve
vrcholu v.

® Link(u,v) — je-li u kofen jednoho stromu a v libovolny vrchol jiného stromu,
spoji oba stromy pfidanim hrany z « do v. Na to staci nastavit tparent(u) < v.
Pokud chceme pridat hranu mezi dvéma vrcholy, které nejsou koreny, staci
pouzit Fvert a jeden ze stromil piekofenit.
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Sleator s Tarjanem dokéazali, Ze operace Ezpose mé amortizovanou sloZitost
O(log n). Diikaz tohoto tvrzeni je bohuzel mimo moznosti naseho tvodniho textu.
Je ale jasné, Ze z toho plyne, Ze i ostatni operace s dynamickymi stromy maji
amortizované logaritmickou ¢asovou slozitost.

Ukol 5 [4b]: Upravte dynamickou dekompozici, aby si u kazdé hrany pamatovala
i jeji celociselné ohodnoceni. Chceme umét operace ,nastav hrané e ohodnoce-
ni 2 a ,zjisti minimum z ohodnoceni hran na cesté mezi vrcholy u a v“.

kostry. Na po¢atku mame graf bez hran a postupné pfiddavame ohodnocené hrany.
Po kazdém pridani chceme zjistit, jak se zménila minimalni kostra.

Martin ,Medved“ Mares

- Ukol 6 [2b]: Navrhnéte datovou strukturu pro inkrementélni udrzovani minimalni
KSP

serial
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Recepty z programatorské kucharky

Kuchatka prvni série — zakladni algoritmy

Tato nase kuchatka je nejzakladnéjsi ze zakladnich a je urcena hlavné pro
zacinajici Tesitele. To vSak neznamena, ze zkuSenégjsi fesitelé do ni nahlédnout
nemuzou — tfeba na néjakou konkrétni programatorskou techniku, kterou by si
potfebovali osvézit.

V prvni ¢asti kucharky se seznamime hlavné se zakladnimi principy pro-
gramovani, uchovavani dat v pocitaci a zdklady rychlé manipulace s nimi. Po
precteni této Casti bychom méli byt schopni pfevést své myslenky z hlavy na
papir ¢i do pocitace a méli bychom védét, pro¢ je ndmi zvoleny postup rozumny.

Druhé ¢ast nas poté seznami se zakladnimi postupy, jak Fesit ur¢ité kon-
krétni problémy. Nauc¢ime se naptiklad, jak rychle vyhledévat v usporadané po-
sloupnosti hodnot, nebo jak si pomoci predpoc¢itani usnadnit feSeni tézké ulohy.

Vétsinu klidovych ¢asti se pokusime téZ ukazovat v podobé zdrojového kédu = recepty
ve dvou ruznych jazycich (v nizkouroviiovém C, kde je zdpis blizky tomu, jak
podéita¢ doopravdy pracuje, a v Pythonu, ve kterém se piSe o néco piijemnéji).
Nebudeme ale probirat zaklady syntaxe téchto jazykd, ty si pfipadné mizete na-
studovat jinde.2® Pokud zadny z téchto jazykt neumite, nezoufejte. KSP muiZete
fesit 1 bez toho, staci kdyz sva feseni dikladné slovné popisete (konkrétni jazyk
se pak miZete naucit az béhem dalsich sérif).

28 http://ksp.mff.cuni.cz/study/odkazy.html|
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Cast prvni: Zakladni pojmy

Algoritmus a program

Pod tajemnym slovem algoritmus se skryva jen jiny vyraz pro postup. M-
Zete si to predstavit jako pfikaz od maminky ,,Béz do kramu, kup chleba, a kdyz
budou mit mékké rohliky, tak jich vem tucet“.?®

Takovyto prikaz klidné mtzeme nazvat algoritmem, ackoliv to bude asi znit
nezvykle — pojem algoritmus se totiz pouziva hlavné ve svété pocitact. Je to tedy
néjaka posloupnost zakladnich piikazi, ktera fesi néjaky problém. Vybér kon-
krétniho programovaciho jazyka rozhoduje o tom, jaké zakladni piikazy budeme
mit k dispozici. Vétsinou jsou ale skoro stejné.

Mezi zékladni piikazy patii:

e Manipulace s daty v paméti (uloZeni ¢ nacéteni hodnoty, detailnéji v dalsi
kapitole).

¢ Provedeni né&jakého numerického vypoctu (+, —, *, /).

® Vyhodnoceni urcité podminky a odpovidajici vétveni programu: Pokud plati
A, tak proved B, jinak proved C. P¥itom B i C mohou byt klidné celé bloky
kodu, tedy libovolné mnoho dalsich zakladnich prikazt.

e Opakovani néjakého prikazu: Dokud plati A, délej B. Takové konstrukei Fika-
me cyklus a podobné jako u podminky mize byt B blok kédu, ktery se cely
opakuje.

® Vstup a vystup programu (typicky vstup od uzivatele z kldvesnice ¢i nacteni
vstupu ze souboru; vystup pak mize znamenat vypsani vysledku na obrazovku
nebo tfeba zapsani dat do souboru).

Z téchto zakladnich stavebnich kament se sklada kazdy algoritmus. Progra-
mem potom rozumime realizaci algoritmu v néjakém konkrétnim programovacim
jazyce.
néjakou posloupnost prikazi, ktera se bude na spousté mist programu opakovat,
coz zbytecné prodluzuje a zneptehlednuje kod.

Resenim tohoto problému je pouziti funkci. Funkci si mtizeme pFedstavit
jako néjakou pojmenovanou ¢ast programu (s vlastni paméti), kterou mizeme
opakované pouzit tim, ze ji v ruznych éastech programu zavoldme. Funkci pfi
zavolani piedame parametry (napiiklad seznam ¢isel), které se dostanou do jeji
vnitfni paméti.

Funkce pak na zakladé obdrzenych parametri mize provadét néjaké operace,
pfi kterych pracuje se svoji vnitini paméti (mluvime o lokdlni paméti, zmény

A jako slusné vychovani se tedy vydate do kramu a koupite tucet chlebii, protoze
méli mékké rohliky :-)
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v ni se neprojevi nikde mimo funkci). Na konci ndm funkce mize vratit néjaky
vysledek. Pokud funkce béhem svého béhu zméni i néjaka data v globdini paméti,
¢i provede néjakou globalni operaci (napfiklad vypis textu na monitor), mluvime
pak o funkci s vedlejsimi efekty (neboli side-efekty).

Konkrétnim piikladem mize byt funkce, kterd ndm spoéitd odmocninu ze
zadaného cisla. Ta dostane jako sviij parametr ¢islo, uvnitf si provede néjaky
vypocet, o ktery se jako uzivatel funkce nemusime starat, a jako vystup nam
vrati spo¢tenou odmocninu.

Reprezentace dat v pocitaci

Celkem casto si v pribéhu vypoctu naseho algoritmu potifebujeme pamato-
vat néjaké hodnoty. K tomu ndm programovaci jazyky davaji nastroj s ndzvem
proménnd. Ta pfedstavuje jakési pojmenované misto v paméti (prihradku), do
kterého si muzeme data ukladat a pak je odtud zase nacitat.

Typickym prikladem mize byt poc¢itani souctu ¢isel, ktera nam uzivatel zada
na vstupu. Na zacatku nejdfive do néjakého mista v pameéti ulozime hodnotu 0.
Poté postupné, jak nam uzivatel zadava ¢isla, tuto proménnou pokazdé precteme,
k jeji hodnoté pri¢teme nové zadané ¢islo a vysledek opét ulozime na stejné misto.

Takovéto pouziti jedné proménné je velmi jednoduché (tak jednoduché, ze
ho takto podrobné do feseni KSPcka nepiste, neni to potteba), ale také celkem
omezené. Co kdybychom si chtéli pamatovat tieba celou zadanou posloupnost
¢isel? Mohlo by ndm stacit vyrobit si spoustu riizné pojmenovanych proménnych,
ale nejde to lépe? Jde.

vvvvvv

obecné nazyvame datovymi strukturami. Zkusime si ty nejzakladnéjsi predstavit.

Pole

Prvni datovou strukturou, kterou si predstavime a kterd se na vyse nastiné-
nou situaci ndramné hodi, je pole. To pfedstavuje spoustu piihradek (promén-
nych) nasklddanych v paméti za sebou, ke kterym typicky pristupujeme pfes
jeden spole¢ny nézev pole a jejich poradové ¢islo neboli index (jako NazevPo-
le[0], NazevPole[1], ...).3°

Ve vétsiné zakladnich jazykd je pole jen statické, tedy v okamziku jeho
vytvareni musime pocitaci Fict, jak ho chceme velké. Nékteré vyssi jazyky ale
nabizeji i pole, které se dynamicky zvétsuje, takovou konstrukci si ukazeme ve
druhé casti kucharky.

Abychom nebyli omezeni jen jednim rozmérem, muzeme si klidné vyrobit po-
le dvourozmérné (piipadné obecné n-rozmérné). Dvourozmérné pole je vlastné
tabulka hodnot, nazyvame ji také nékdy matice, a miuze se nam hodit napfi-

Pozor, ve svété pocitact se velmi Casto indexuje od nuly, tedy prvni prvek ma
v tomto pripadé index 0.
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klad pfi reprezentaci riznych map (plan bludi$té) nebo, jak uvidime niZe, pro
reprezentaci dalsich datovych struktur.

U pole jiz ma smysl premyslet, jak dlouho bude ktera operace trvat. Diky
tomu, Ze jsou jednotlivé prvky v poli naskladané pevné za sebou, kdyz se pocitace
zeptame na obsah prihradky pole[42], pfesné vi, na kterém misté v paméti se
jeji obsah nachézi, a proto nam hodnotu vrati ihned.

Tomu budeme fikat operace v konstantnim case a budeme znacit, ze trva
¢as O(1). Efektivitu programu totiz nepocitdme v sekundéach (protoze kazdy
z nds méa asi jinak rychly poéitac), ale v poétu zdkladnich operaci, které musi
program radové vykonat. Vice o Casové slozitosti si miizete precist v kuchaice
o slozitosti,3! nejdiive viak doporuc¢ujeme doéist tuto kuchaiku.

Pridani nového prvku na konec pole také zvladneme v konstantnim case.
Problém je pfidani nového prvku nékam doprostied (coZ se ndm typicky stane,
pokud budeme chtit udrzovat hodnoty v poli sefazené a zaroven do néj vkladat
nové). V takovém piipadé se totiz vSechny prvky za vkladanym musi posunout
o jednu pozici dal, aby se vkladany prvek vesel na své misto. Takova operace
tedy muze pro pole délky N prvki trvat fadové az N krokt, coz zapisujeme jako
O(N) a fikdme, Ze je to vzhledem k N linedrni casovd sloZitost.

To je docela znac¢na nevyhoda oproti struktufe, kterou si ukazeme za chvili.
Urcité ale pole nezavrhujme. Je to zakladni datova struktura, ktera nalezne pou-
Ziti ve spousté programii, a jak si ve druhé ¢asti kucharky ukazeme, mizeme ho
pouzit tfeba k rychlému hledani hodnoty metodou bindrniho vyhleddvdni. Nyni
ale jiz slibovana dalsi datova struktura.

Spojovy seznam a ukazatele

Pole jsme méli v paméti urcéené jenom tim, ze pocitac¢ védél, kde je jeho zaca-
tek a kolik mista v paméti zabiraji jeho prvky. Pti dotazovani na konkrétni index
pak podle indexu a podle velikosti prvkia pocitac¢ presné védél, kam do paméti
se mé podivat, aby nasel nami pozadovany prvek (to vSe zvladl v konstantnim

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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¢ase). Jednotlivé prvky si tedy viitbec nemusely pamatovat, kde se nachazi jejich
sousedi, protoze vSechny prvky sedély v paméti za sebou.

Predstavme si ale ted situaci, kdy by si kazdy prvek jesté pamatoval pozice
sousedu. Pak bychom mohli mit prvky libovolné rozhézené v paméti a jen by se
na sebe vzdjemné odkazovaly (prvni prvek by tvrdil, Ze druhy je na pozici X,
druhy by tvrdil, Ze tfeti je na pozici Y, a tak déle).

K lepsimu pochopeni tohoto principu je dtlezité si vysvétlit, co to je uka-
zatel (nebo také odkaz ¢ anglicky pointer). Kazdé misto v paméti pocitade ma
své Ciselné oznaceni, kterému fikdme adresa. Kdyz si vytvarime néjakou pojme-
novanou proménnou, ta se vlastné odkazuje na urcité misto v paméti a na tomto
misté v paméti je jeji hodnota.

Co kdyby ale hodnota proménné byla adresa néjakého jiného mista v pamé-
ti? Pak takové proménné fikame pointer a umoziuje ndm vytvaret vyse popsanou
strukturu rozhazenych prvka v paméti.

Spojovy seznam je tedy uréeny svym prvnim prvkem (méme v jedné pro-
ménné pointer na tento prvek, ktery se ¢asto nazyva koren, protoze z néj ,,vyrus-
ta* zbytek struktury) a poté u kazdého dalsiho prvku mame za sebou uloZenou
hodnotu tohoto prvku a odkaz (pointer) na dalsi prvek. Odkazy mezi prvky mo-
hou byt i obousmérné, mohou vést dokola (posledni ukazuje na prvni) ¢ mohou
seznam).

Pokud pointer nema nikam ukazovat, realizuje se to odkazanim tohoto poin-
teru na adresu NULL. To skoro doslovné rika ,,Neukazuji nikam®.

Co nam takto vystavéna struktura umoziiuje v porovnani s polem? P¥istup
na konkrétni prvek v ni stoji linedrné casu, protoze ho musime ,odkrokovat“ od
prvniho prvku (na ktery mame pointer), tedy musime udélat az O(N) krokd.
Pokud bychom vsSak pointer na dany prvek uz néjak méli, samoziejmé na néj
miizeme pristoupit v konstantnim case.

Naopak pridéavan{ prvki na konkrétni misto (i jejich odebirani) mame v pod-
staté zadarmo a spojovy seznam miiZzeme rozsifovat, dokud na néj mame v po-
éita¢i pamét. Ve chvili, kdy chceme pfidat novy prvek za prvek, na ktery mame
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pointer, jen Sikovné prepojime ukazatele. Pokud pfedtim ukazatele vedly A — B,
ted povedou A — C' — B (a pfi odebirdni naopak).

Zde mizete vidét ukazku pointerti a spojovych seznami v jazyce C, kde jsou
tyto véci mnohem vice nizkouroviiové (ale zato rychlejsi):

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
// Pfrikazy vySe naetly do programu

// standardni knihovny a funkce z"nich.
KSP
// Struktura pro prvek obsahujici dopfedné

// i zp&tné odkazy. Zkracené tomuto typu
// budeme Fikat "tprvek".
typedef struct prvek tprvek;
struct prvek {
recepty int hodnota;
tprvek *dalsi;
tprvek *predchozi;

};

// Vytvo¥i novy prvek:

tprvek *novy(int i) {
tprvek *aktualni =

malloc(sizeof (tprvek));

aktualni->dalsi = NULL;
aktualni->predchozi = NULL;
aktualni->hodnota = i;
return aktualni;

}

// Odstrani prvek a vrati pointer na dalsi
// prvek (vraceni pointeru se hodi p¥i
// odstraiiovani kofene):
tprvek *odstran(tprvek *aktualni) {
if (aktualni->predchozi != NULL)
aktualni->predchozi->dalsi =
aktualni->dalsi;
if (aktualni->dalsi != NULL)
aktualni->dalsi->predchozi =
aktualni->predchozi;

tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;
free(aktualni);
return pomocna;
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// Vlozi a vrati pointer na novy prvek:
tprvek *vloz_za(tprvek *aktualni, int i) {
tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi = novy(i);

if (pomocna != NULL)
pomocna->predchozi = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi->dalsi = pomocna;
return aktualni->dalsi;

}

// Pouziti:
int main(void) {
tprvek *koren = novy(1);
tprvek *aktualni = vloz_za(koren, 2);

aktualni = koren; recepty
while (aktualni '= NULL) {

printf ("%d\n",aktualni->hodnota) ;

aktualni = aktualni->dalsi;

}

return O;

}

Zde je ukéazka spojovych seznami v Pythonu, kdybychom si je podobné
jako v C chtéli naprogramovat sami (Python totiz obsahuje spoustu zakladnich
struktur jiz hotovych, podivejte se na modul jménem collections):

class Prvek:
def __init__(self, hodnota):
self .hodnota = hodnota
self.dalsi = None
self.predchozi = None

class Spojak:
def __init__(self):
self.koren = None

def Vypis(self, aktualni):
if aktualni is not None:
print aktualni.hodnota
self .Vypis(aktualni.dalsi)

def VlozPo(self, prvek, zaPrvek = None):
if zaPrvek is not None:
prvek.dalsi = zaPrvek.dalsi
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prvek.predchozi = zaPrvek
zaPrvek.dalsi = prvek
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = prvek
if self.koren is None:
self .koren = prvek

def Odstran(self, prvek):

if prvek.predchozi is not None:
prvek.predchozi.dalsi = \
prvek.dalsi
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = \
prvek.predchozi

# Pouziti:

prvekA
prvekB
prvekC
prvekD

sSeznam

seznam.

sSeznam

seznam

seznam.

= Prvek("A")
= Prvek("B")
= Prvek("C")
= Prvek("D")
= Spojak()

VlozPo (prvekB)

.VlozPo(prvekD, prvekB)
seznam.
.VlozPo(prvekA, prvekC)
seznam.

VlozPo(prvekC, prvekD)

Odstran(prvekC)

Vypis(seznam.koren)
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Fronta a zasobnik

S pouzitim spojovych seznami (nebo v jednodussim piipadé dokonce i poli)
muzeme zkonstruovat dvé velmi uzitecné datové struktury, frontu a zasobnik.

Fronta funguje tak, jak si ji asi kazdy z nas predstavuje: ten, kdo se do fronty
postavi prvni, ten také prvni pfijde na fadu. Mtzeme si ji také pfedstavit jako
trubku, do které na jedné strané sypeme néjaké véci a na druhé je odebirame.
Anglicky je té7 nazgvana FIFO (,First In, First Out®).

Praktickou realizaci udélame jednoduse spojovym seznamem. Budeme si
drzet dva ukazatele, jeden na zacatek seznamu, druhy na konec. Kdyz se objevi
novy prvek, ktery do fronty budeme chtit vlozit, pfiddme ho na konec, zatimco
pfi odebirani z fronty vyuzijeme druhého ukazatele a vezmeme prvek ze zacatku.

Druhou velmi podobnou datovou strukturou je zdsobnik. Jak uz ale plyne
z anglického nazvu LIFO (,Last In, First Out®), funguje spiSe jako plny Suplik:
Nahoru na néj pfidavame nové prvky, a kdyz chceme néjaky odebrat, vezmeme
také zvrchu. To znamenad, ze prvni se na fadu dostane naposledy vlozeny prvek.

Implementace je velmi obdobna jako u fronty, jen bude ukazatel pouze jeden
a bude ukazovat jenom na jeden konec spojového seznamu.

Knihovny

Tyto zékladni struktury uz jsou casto pfedpfipravené jako soucast néjakych
knihoven v daném jazyce. Knihovna je vétSinou sbirka néjakych navzajem sou-
visejicich funkci, které jiz nékdo sepsal a které si mizeme do naseho programu
nacist a pouzivat. Ukazku nacteni knihoven miizete vidét napiiklad ve vysSe zmi-
néném kédu v jazyce C.

Je ale velmi dilezité rozumét tomu, jak knihovni funkce vnitiné funguji.
Protoze jediné kdyz budeme védét, co je jak rychlé a efektivni, budeme schopni
psat rychlé programy.

Ted jiz vime, jak reprezentovat nejzékladngjsi datové struktury v pocitadi,
ale mohlo by se ndm hodit zastavit se jesté chvili u dalsich struktur. Tentokrat

Stromy a grafy v informatice

Grafy

S néjakymi grafy jste se jiz mozna potkali, ale tento pojem je bohuzel docela
pretéZovany. Jednim jeho vyznamem jsou ,kolacové grafy“ a jiné dalsi diagramy
znézornujici néjaky pomér (at uz to jsou vysledky voleb, nebo pomér lidi, kteti
sledovali v televizi VecerniGek).

Dalsi vyznam mtzeme nalézt v analytické matematice, kde se potkame s gra-
fy pribéhu néjakych funkci. My vSak nemame na mysli ani jedno z vySe zminé-
nych, ted se budeme bavit o kombinatorickijch grafech.

Grafem tedy mame na mysli néjakou mnozinu objekt, fikejme jim vrcholy,
a néjaké vztahy mezi nimi. Tyto vztahy nazyvame hranami a jsou vyjadiené
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dvojicemi vrcholi, mezi kterymi vedou. Ukéazku takového grafu vidime tifeba na
nasledujicim obrazku.

Jako praktickou ukdzku grafu si mizeme napiiklad predstavit silni¢ni sit
néjakého statu: vrcholy budou mésta a hrany budou silnice, které mezi nimi
vedou.

Obcas se muzete setkat s pojmem souvisly graf. Ten znamena jen to, Ze
mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje néjaka cesta. Pokud tomu tak neni, je graf
nesouvisly a da se rozlozit na nékolik mensich graft, které jiz souvislé jsou a fika
se jim komponenty souvislosti.

Samotny graf poté mizeme doplnit tim, Ze si v kazdém vrcholu nebo na
kazdé hrané budeme pamatovat néjakou hodnotu (napiiklad cenu nejlevnéjsiho
benzinu ve méstech a délku v kilometrech na silnicich). Pamatovani si hodnot ve
vrcholech je docela obvykla technika a nemé specialni nazev, ale pokud budeme
mit graf, ktery si pamatuje hodnoty na hranich, budeme o ném mluvit jako
o ohodnoceném grafu.

Dalsi moznou upravou je, ze kazda hrana povede jen jednim smérem (jedno-
smérné silnice), takovym graftim fikdme orientované (pokud pak v orientovaném
grafu chceme silnici obéma sméry, prosté do néj priddme dvé hrany, jednu v kaz-
dém sméru).

Posledni, co ndm schézi k praktickému pouziti grafl, je naucit se, jak je
reprezentovat v pocitaci. Existuje nékolik moznosti (n bude znacit poéet vrcholi,
m pocet hran):

® Seznam sousedu — vrcholy grafu budeme mit ulozené v poli a u kazdého vrcholu
budeme mit (spojovy) seznam ¢isel dalsich vrcholt, do kterych z aktudlniho
vrcholu vede hrana. Zabird misto O(n + m) a hodi se pro fidké grafy (tedy
grafy, kde je m fadové stejné jako n).

¢ Matice sousednosti — tabulka n x n, kde na soufadnicich [4, j] je jednicka (p¥Fi-
padné jind hodnota, v pfipadé ohodnoceného grafu), pokud z ¢ do j vede hrana,
a nula, pokud tam hrana neni (u neorientovanych grafii je navic matice syme-
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trickd — je jedno, jestli vezmeme [i, j] nebo [4,1]). Hodi se pro husté grafy, kde

mNn2.

® Matice incidence — radky reprezentuji vrcholy, sloupce hrany. V kazdém sloupci
jsou pravé dvé jednicky — indexy vrcholi, mezi kterymi hrana vede. Zabira vsak
O(mn) a jeji pouziti byva dost neohrabané, takZe je vétsinou lepsi dat pfednost
jiné reprezentaci grafu. Je vSak dobré o ni védét.

Grafy jsou velmi Siroké téma. Muzeme hledat jejich minimalni kostry, miiZe-
me v nich hledat nejkratsi cesty ¢i skrze né poustét pod tlakem vodu. Vice o nich
si tedy muzete precist v nékteré z nasich specializovanych grafovych kucharek,
které odkazujeme z naseho kuchaikového rozcestniku.32

Stromy

Mozna si fikate, co mé informatika u vSech elektroni spole¢ného s lesnic-
tvim? Kupodivu celkem mnoho a bez stromi bychom se v leckterém piipadé jen
tézko obesli. Informatické stromy sice nejsou vétsinou tak zelené, maji ale, na
rozdil od svych dfevnatych sourozencd, mnoho jinych péknych vlastnosti.

recepty

Strom je vlastné specialnim pfipadem souvislého grafu, ktery neobsahuje
zédnou kruznici (cyklus). To znamend, Ze mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu
existuje pravé jedna cesta.

Diky této vlastnosti mizeme néjaky zvoleny vrchol prohlasit za koren a nas
strom za néj pomyslné zavésit (tak, Ze strom roste od kofene smérem dolt), této
operaci se fika zakotenéni. Pak mizeme mluvit o tom, Ze z kofene smérem dol
(informatické stromy maji tradiéné kofen nahofe) vyristaji néjaké podstromy.

8

N
A

4 7

Pokud je strom zakofenény, mizeme v ném mluvit o hloubce kazdého vrcho-
lu, neboli o jeho vzdalenosti od kofene. Hloubka celého stromu je pak nejdelsi ze
vzdalenosti od kofene k néjakému z listd (tak fikdme vrcholtim, které jiz nemaji
zadné syny, tedy vrcholy, které by z nich vyrtstaly). Podle hloubky poté miizeme
vrcholy stromu uspotfadat do jednotlivych hladin.

Velmi Casto pouzivame stromy, které jsou né€jak pravidelné. Prikladem jsou
tieba bindrni stromy, které maji v kazdém vrcholu maximalné dva syny (fikdme

32 http://ksp.mff.cuni.cz/study/cooks/

147


http://ksp.mff.cuni.cz/study/cooks/

KSP

recepty

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

jim levy a pravy podstrom). Reprezentovat se daji bud obecné jako kazdy jiny
strom (v kazdém vrcholu spojovy seznam podstromi), nebo velmi pékné i v poli.

Staéi si pomyslné doplnit bindrni strom na uping (to je takovy, ktery ma
v8echny své hladiny plné) a pak ho od kofene smérem dolt po hladinach oéislovat
(kofen dostane ¢islo nula, jeho synové ¢isla jedna a dva, dalsi hladina ¢isla t¥i az
Sest, atd.).

Miuzeme si vSimnout, ze pokud si v takovém ocislovani vezmeme jakykoliv
vrchol s ¢islem (indexem) 4, tak jeho synové jsou pravé vrcholy s indexy 2¢ + 1
a 2i + 2. Do pole niZe je zapsany binarni strom z obrazku vyse.

6 7 8 10

index 0 2 3 4 5 9
1 5 9 14 — — 4 7

1
hodnota 8 3 12

Jak plyne z ocislovani, pro uplny binarni strom je uloZeni v poli efektivni a
neplytvame mistem. Pokud ale strom tplny nebude, ztistanou nam v poli volna
mista. Ulozeni v poli se tedy vyplati jen pro stromy, které se od uplnych prilis
nelisi.

Specidlnim piipadem bindrnich stromu jsou pak jesté bindrni vyhleddvact
stromy. Jsou to norméalni bindrni stromy, pro néz navic plati, Ze at si vezme-
me libovolny vrchol, budou hodnoty vrcholt v jeho levém podstromé mensi nez
hodnota tohoto vrcholu, a hodnoty v jeho pravém podstromé naopak vétsi.

V takovém stromé pak zvlddneme snadno vyhledavat. Budeme ho postupné
prochazet od kofene a v jednotlivych vrcholech budeme porovnavat hledanou a
aktualni hodnotu a podle toho sestupovat do spravného podstromu. Podobné
technika je detailnéji popsand ve druhé casti kuchatiky, v kapitolce Rozdel a
panuy.
valové stromy, ...) se miZete podivat do nékteré z nasich dalsich kuchafek, na
jejichz prehled jsme vas uz odkazali o kapitolu vyse.
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Cast druha: Programatorské techniky

Tato c¢ast by méla slouzit jako rychly prehled a ukazka rtznych technik,
které se daji pouzit pii feseni tloh z KSPcka, nebo pfi programovani obecné.

recepty

Rekurze

Rekurze je velmi dilezitd programatorska technika. V podstaté znamena
definovéni néjaké véci (at uz je to néjaky objekt ¢ postup vypoctu) pomoci sebe
sama.

Rekurzivné muze byt napriklad zadana néjaka datova struktura. Napiiklad
stromy jsou péknym piikladem rekurzivné definované datové struktury — kazdy
vrchol stromu muZze mit syny, a kazdy z téchto synt je sdm o sobé strom (tedy
i osamoceny vrchol bez synt je stromem).

Prakticky je to realizovano tak, ze kazdy vrchol ma svou hodnotu a pak
jesté seznam ukazatelid vedoucich na dalsi pfipadné podstromy. S ukazateli jsme
se jiz potkali a s jejich pomoci jsme si postavili spojovy seznam. A presné tak,
spojovy seznam je také ve své podstaté rekurzivni datova struktura.

Mimo rekurzivnich datovych struktur se ale ¢asto potkavame i s rekurzivnim
postupem vypoctu néjakého programu, nejcastéji realizovanym ve formé funkce,
kterd vol4 sama sebe (vétSinou s jinymi parametry, jinak by to asi nemélo smysl),
takové funkci se fika rekurzivni funkce.

U rekurzivnich funkei je nejdilezitéjsi véc definovat néjakou koncovou pod-
minku, tedy podminku, pfi niz uz se rekurze zastavi. Jinak by se totiz mohlo
stat, ze by rekurze bézela donekonecna.

Presnéji rekurze by se i tak v néjakou chvili zastavila, ale skoncila by chybou,
protoze by ji dosla pamét — kazd4 volani funkce si totiz ukousne kus paméti (musi
si pamatovat, kam se po skonc¢eni m4 vratit) a pokud m4 rekurzivni funkce jesté
néjaké lokalni proménné, musime si nékde ulozit vSechny lokalni proménné funkci,
z kterych jsme se doposud nevratili.
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Rekurzivni funkce a pfevod na nerekurzivni cyklus
Typickym piikladem rekurzivni funkce je vypocet Fibonacciho ¢isel. Ta jsou

definovana tak, ze fo = 1, fi = 1 a n-té Fibonacciho ¢islo je souctem dvou
predchozich (f, = fn—1+ fn—2). To ndm déva posloupnost ¢isel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ... pokracujici donekonecna. Pokud toto prepiseme do programového kdédu,
tak dostavame nasledujici zapisy:
V jazyce C:
int fib(int n) {
KSP if (n==0) return O;

else if (n==1) return 1;
else return fib(n-1) + fib(n-2);

}
V Pythonu:
def fib(n):
recept,
L if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:

return fib(n-1) + fib(n-2)

Jak vidime, je pfepis celkem primocary. Pokud by se nam vSak rekurze
v néjakém piipadé nelibila, muzeme se kazdé rekurze zbavit. Rekurzivni volani
totiz muZeme Sikovné prepsat na néjaky cyklus se zdsobnikem.

Pak jen v cyklu odebirdme prvky ze zasobniku, dokud neni prazdny, a za
kazdé rekurzivni zavolani do zasobniku pfidame parametry, se kterymi bychom
nasi funkci volali. Timto postupem prevedeme kazdou rekurzivni funkci na nere-
kurzivni.

Jesté doplnime poznamku, ze ve vétsiné programovacich jazykt kazdé volani
funkce stoji néjaky cas, sice maly, ale kdyz se volani provadi opakované, tak se to
uz nascita. Pro redlnou implementaci je tedy nejlepsi pokusit se rekurzi prevést
na nerekurzivni volani, pokud to néjak rozumné jde.
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Obcas to jde dokonce i jednoduseji a bez zasobniku. Podivejte se na alter-
nativni variantu vypoc¢tu Fibonacciho ¢isel nize a rozmyslete si, co déla.
V jazyce C:
int fib2(int n) {
if (n==0) return O;
else if (n==1) return 1;
int a = 0; int b = 1;
for(int i = 2; i<=n; i++) {
int ¢ = a + b;

a = b;
b = c;
}
return b;
}
V Pythonu:
def fib2(n):
if n==0:
return 0
elif n==1:
return 1
a=0; b=1
while n>1:
(a, b) = (b, a+b)
n-=
return b

Jak vidite, je i tato funkce elegantni a navic béha mnohem rychleji, nez jeji
rekurzivni varianta. Tato funkce b&ha v O(n), kdezto rekurzivni varianta pocitala
stejné véci mnohokrat dokola (zkuste si nakreslit néjaky strom voldni pfedchozi
funkce, pfipadné se podivat dopfedu do kapitoly Predpoéitané mezivysledky).

Rekurzivni varianta tedy bézela az v ¢ase O(2"), coz je pro velkd n mnohem
pomaleji nez O(n) (avsak $la by celkem snadno zachranit, aby béZela také v O(n),
zkuste si rozmyslet jak).

Backtracking

S rekurzi silné souvisi i pojem backtracking, ¢esky by se snad dalo ¥ici ,,meto-
da pokusu a omylu“. Timto pojmem oznacujeme proces, kdy postupné zkousime
vsechny moznosti, jak vyfesit néjaky problém.

Metoda pokusu a omylu se tento proces nazyva proto, ze pokud jiz nemi-
zeme pokracovat dél (tfeba v p¥ipadé, Ze v bludisti dojdeme do slepé ulicky),
vratime se kus zpét a zkusime jinou (zatim nevyzkousenou) moznost. Takto po-
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stupné zkusime kazdou moznost, a bud nalezneme ndmi hledané feseni, nebo se
vratime az na vychozi pozici a zjistime, Ze FeSeni neexistuje.

Backtracking byva ¢asto realizovan pomoci rekurze, ukadzeme si to na ptikla-
du hledani rozkladu zadané ¢astky na mince o hodnotach 5K¢é a 3K¢ (vSimnéte
si, ze v takto omezeném penéznim systému nejde slozit tfeba ¢astka 7K¢). Nase
funkce dostane jako parametr zbyvajici ¢astku a zkusi rekurzivné provést rozklad
na jednotlivé mince:

V jazyce C:
KSP bool rozloz(int castka) {

// Koncova podminka rekurze

if (castka == 0) return true;

else if (castka < 0) return false;

else if (rozloz(castka-5)) {
printf(" 5 Kc");
recepty return true;

} else if (rozloz(castka-3)) {
printf(" 3 Kc");
return true;

} else return false;

}
V Pythonu:

def rozloz(castka):
if castka ==
return True
elif castka < 0O:
return False
elif rozloz(castka-5):
print " 5 Kc"
return True
elif rozloz(castka-3):
print " 3 Kc"
return True
else:
return False

crfd V kazdém kroku zkusime nejdfive pouzit pétiko-
runovou minci a zavolame se na zbylou ¢astku, a kdyz

nas rozklad nevyjde, zkusime v tomto kroku pouzit
i@ Q jesteé tiikorunu. Takto se rozhodujeme v kazdém kro-
(7 \) @ ku rekurze a piipadné se vracime z netispésnych vétvi

vypoctu a zkousSime dal$i moznosti.
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Takovym postupem ale vyzkousime az exponencidlné mnoho moznosti (tedy
O(2™)), coz neni moc rychlé. Proto je doporucovéno se backtrackovani radéji
vyhnout, nebo ho néjak chytfe vylepsit. Je vSak dobré o backtrackovani védét,
protoZe existuji problémy, které efektivnéji fesit neumime.

Rozdél a panuj

Jednou ze zakladnich technik je rozdéleni slozitéjstho problému na mensi
casti, které opét mizeme rozdélit na mensi a tak dale, dokud se nedostaneme
k problémtm tak malym, Ze je uz umime trivialné vytesit.

Binarni vyhledavani v poli

Predstavte si, Ze mame sefazené pole n prvku a chceme zjistit, jestli se v ném
nachézi prvek s hodnotou k. Ur¢ité mizeme projit celé pole v linedrnim ¢ase (tim,
Ze budeme brat jeden prvek za druhym a kontrolovat, zda je roven hodnoté k),
ale to je zbytefné pomalé a nevyuziva toho, Ze mame pole sefazené.

MizZeme totiz zacit s velkym problémem a ten postupné zmensovat na stéle
mensi a mensi. Nejdrive hledame k v celém poli. Podivame se na jeho prostiedni
prvek:

e Pokud je roven k, jsme hotovi.

® Je-li vétsi nez k, vime, Ze se k musi nachdzet nalevo od néj. Mizeme tedy
hledat znovu, ale tentokrat se omezit jen na levou polovinu pole.

e Analogicky, je-li mensi nez k, mtZeme hledat jen v pravé poloving.

Kdyz timto postupnym délenim problémi na mensi dojdeme az k poli o ve-
likosti jednoho prvku, staci tento prvek jenom porovnat, dal uz se pole nepokou-
$ime rozdélovat.

Jelikoz se nam kazdym krokem problém zmensi na polovinu, tak se maxi-
malné po logn krocich dostaneme na pole velikosti jedna. Rikdme, Ze algoritmus
mé logaritmickou casovou sloZitost, piseme O(logn).33

Prakticky postup provadime tak, Ze si udrzujeme levy a pravy okraj aktualné
zpracovavaného tseku a postupné je k sobé pfiblizujeme.

Ukézka hlavni smycky v C:

int polel[] = {1,2,5,7,12,16,42};
int hledane = 8;

int L = 0, R = 6;

int x;

Pokud neni feceno jinak, znamena pro nas v informatice znacka log dvojkovy
logaritmus, coz je funkce opacnd k funkci 2™ a roste o hodné pomaleji nez funk-
ce linearni. Pro velkd n plati: 1 < logn < mn a napfiiklad log2 = 1,log8 =
3,log 1024 = 10.
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do {
int prostredni = (L+R)/2;
x = pole[prostredni];
if (x == hledane)
printf ("Pole obsahuje hledane\n");
else if (x < hledane)
L = prostredni + 1;
else
R = prostredni;
} while (L < R && x !'= hledane);

if (x != hledane)
printf ("Hledane neni v polil\n");

2016,/2017

Ukéazka v Pythonu jako funkce vracejici index prvku nebo —1, pokud hledané

¢islo nenalezne:

def bin_vyhled(pole, hledane, L=0, R=None):

if R is None:
R = len(pole)
while L < R:
prostredni = (L+R)//2
x = pole[prostrednil
if x < hledane:
L = prostredni + 1
elif x > hledane:
R = prostredni
else:
return prostredni
return -1

# Zavolani:
print bin_vyhled([1,2,5,7,12,16,42], 8)
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Dalsi aplikace

Dalsi typickou aplikaci postupu rozdél a panuj je naptiklad t¥idéni posloup-
nosti pomoci Mergesortu. Ten v zakladu funguje tak, ze kazdou posloupnost, kte-
rou dostane k setfidéni, rozdéli na poloviny a kazdou z nich setfidi rekurzivnim
zavolanim sebe sama. Zanofovani se zastavi ve chvili, kdy tfidime posloupnost
délky jedna (ta uz je z podstaty setiidénd). Pak jen v kazdém kroku ze dvou
setfidénych mensich posloupnosti vyrobi jejich slévanim setfidénou posloupnost
dvojnasobné délky.

Vice se o metodé Rozdél a panuj mtzete dozvédét ve stejnojmenné kuchar-

ce.?

Predpocitané mezivysledky

Motivaci k této kapitole je nasledujici motto: ,,Pro¢ pocitat néco vicekrat,
kdyz nam to staci spocitat jednou a zapamatovat si to?“.

Velmi Casto se totiz setkdvame s tim, Zze néco pocitame stale dokola. Jako
priklad si muZeme vzit nasi rekurzivni implementaci pocitani Fibonacciho ¢isel
z kapitolky Rekurze.

recepty

Kdyz se podivime na vypocet ¢isla £ib(5), vidime, Ze pro néj volame
fib(4) a £ib(3), £ib(4) vola £ib(3) a £ib(2), £ib(3) volad £ib(2) a £ib(1)
a tak dale. Vsimli jste si, kolikrat se nam tyhle vypocty opakuji? Néktera Fibo-
nacciho ¢isla spoéteme totiz zbytecné mnohokrat.

s

P i fh fo i So

/\

i fo

Kdybychom si je namisto opakovaného pocitani nékde pamatovali, mohli
bychom pak odpovéd na dotaz na jiz vypoctené ¢islo vytédhnout jako kralika
z klobouku v konstantnim case. Zavedenim jednoho globalniho pole, ve kterém
si tyto hodnoty pro jednotlivd n budeme pamatovat, ndm snizi ¢asovou slozi-
tost z O(2") na péknych O(n). Takovému postupu se obecné ¥k dynamické
programovdnt.

34 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

155


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

Dynamické programovéani

KSP

recepty Nejprve uvedme na pravou vahu vyraz ,dynamické“ v ndzvu. Nevystihuje
tak uplné podstatu této techniky a jeho historické pozadi je celkem slozité, avsak
dnes je tento nazev jiz tak zazity, Ze se uz pravdépodobné nezmeéni.

Slovo ,dynamické” ¢astecné odkazuje na to, Ze se dynamicky (za b&hu pro-
gramu) postupné stavi Feseni jednodussich problémi, kterd jsou nasledné pouzita
pro fesSeni slozitéjsich. Jeho hlavni podstatou je tedy ukladani a opétovné pouziti
jiz jednou vypoctenych udaja.

Hodi se na tlohy, které se daji délit na podulohy, které jsou si podobné a mo-
hou se opakovat. Vysledky takovychto poduloh si poté ukladame a pii dotazu na
stejnou podulohu vratime jen uloZeny vysledek a vypocet jiz neprovadime.

Pro dalsi prohloubeni znalosti miZete na nasem webu nahlédnout do dalsi
kuchaiky, tentokrat nesouci (piekvapivé) nazev Dynamické programovani.3?

35 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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Prefixové souéty

Velmi casto se ndm hodi si jesté pifed samotnym vypoctem predpocitat a ulo-
zit néjaké hodnoty, které poté pouzijeme.

Predstavme si naptiklad problém nalezeni souvislého tiseku s nejvétsim souc-
tem v néjaké posloupnosti kladnych i zdporngch &isel. Ze to neni Gplné jednodu-
chy priklad, si ukazme na nasledujici posloupnosti:

1,-2,4,5,—1,-5,2,7

Mame zde dvé ryze kladné souvislé posloupnosti, kazdou se souctem 9 (4,5 a 2, 7).
Ale pfesto je vyhodnéjsi vzit i néjaké zaporné hodnoty a vytvorit tak souvislou
posloupnost o souc¢tu 12 (zkuste ji nalézt).

Mohlo by nas napadnout, ze prosté zkusime vzit vSechny mozné zacatky
a vechny mozné konce. To ndm dava O(n?) moznjch posloupnosti (mame n moz-
nych zacatki a ke kazdému z nich fadové n moZnych konct), pro kazdou po-
sloupnost si spoéteme soucet (to zvlddneme v O(n)) a budeme si pamatovat ten
nejvetsl nalezeny. Cely nas postup tak trva O(n?).
zlepsit. Ukazeme si, jak vypocitat soucet libovolné posloupnosti v konstantnim
case. Cely princip je vlastné az kouzelné jednoduchy, ale zaroven velmi mocny.
Na zacatku vypoctu si do pomocného pole P stejné délky jako posloupnost na
vstupu (té fikejme S) ulozime takzvané prefizové soucty: i-ty prefixovy soucet je
soudet prvnich ¢ + 1 prvkid S, neboli P[i] = S[0] + S[1] + ...+ S[i].

Pro nas ukazkovy pripad a pro vstupni pole oznacené S by to dopadlo takto:

t -1 0 1 2 3 4 5 6 7

S[i] 1-2 4 5-1-5 2 7
Pl 0 1-1 3 8 7 2 4 11

Pole prefixovych souctt umime ziskat v linerarnim ¢ase — prosté jen od
zacatku prochazime vstupni pole, poc¢itame si pribézny soucet a ten zapisujeme.
Soucet libovolného tseku a. . . b pak ziskame v konstantnim case jako prefixo-
vy soucet od zacatku do indexu b minus prefixovy soucet od zacatku do indexu a.
Zapsano programové to pak je:
soucet = P[b] - P[a-1];

To ndm umoziuje sniZit éas potiebny na feseni této tlohy na O(n?). To je
uz lep$i ¢as, prozradime vsak, ze tuto ulohu Ize feSit dokonce v linearnim case,
ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Dvourozmérné prefixové souéty

Prefixové soucty se daji zobecnit i do vice rozméri, ale princip je vzdy stejny.
Napriklad dvourozmérné prefixové soucty u matice funguji tak, ze si predpoci-
tame soucty podmatic zacinajicich levym vrchnim polickem a koncici na indexu
[2,y]-
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Z toho je vidét, Ze prefixovy soucet zpravidla obsadi stejné velky prostor jako
puvodni data, v tomto pfipadé tedy budeme mit matici hodnot prefixovych souc-
t konéicich na zadanych soufadnicich. Jak ale ziskat soucet néjaké podmatice,
kterd se nachdzi nékde ,,uprostied“ nasi matice?

Pouzijeme stejny princip jako u jednorozmérného piipadu: Pricteme veétsi
Cast, kterou chceme zapocitat, a odecteme od ni ¢asti, které zapocitat nechceme.
Pro pfipad podmatice zaé¢inajici vlevo nahofe na pozici [z,y] a konéici napravo
dole na [X,Y] to ilustruje nésledujici obrazek:

[0,0]
A B |
_____ @, yl! X, 9]
C
[ 2Y] (X, Y]

Nejdiive pficteme cely prefixovy soucet koncici na pozici [X,Y]. Tim jsme
ale zapo¢itali i ¢asti A, B a C z obrazku, které zapocitat nechceme. Tak odec¢teme
prefixové soucty konéici na indexech [X,y] a [z, Y]. Ale pozor, ted jsme odecetli
jednou A 4+ B a jednou A + C, tedy ¢ast A (prefixovy soudet konéici na pozici
[z,y]) jsme odecetli dvakrat, musime ji proto jesté jednou pficist.

Cely vzorec tedy vypada takto:

soucet = P[X,Y] - P[X,y] - P[x,Y] + Plx,y];

Tento princip pri¢itani a odecitani se da zobecnit i pro libovolné vyssi rozmé-
ry, ale chce to jiz trogku pfedstavivosti, co se mé pfi¢ist a kolikrat. Rika se tomu
také princip inkluze a exkluze a najde pouziti nejen u vicerozmérnych prefixovych
souctu.

VyvéZeni délky pfedvypoétu a hlavniho vypoctu

Spravné vyvazit, kolik ¢asu muizeme vénovat na piedvypocet a kolik casu
na hlavni vypocet, je velice dtlezita véc a spousta i zkusSenéjsich fesiteld v tom
obcas chybuje. Pritom to pfi trose pocitani neni viibec nic slozitého.

Jako prvni je potfeba védét, kolikrat nam predvypocet béhem béhu progra-
mu pomuze. Pfedvypoctem si totiz vybudujeme za néjaky ¢as urcéitou datovou
strukturu, pomoci které pak dokdzeme rychle odpovidat na zadané dotazy.

Oznaéme si pocet takovychto dotazl, které program za béhu dostane, ja-
ko Q. Bud to mtze byt hodnota pfimo ze zadani typu ,,Zkonstruujte datovou
strukturu pro n hodnot, kterd zvladne rychle odpovidat na dotazy daného ty-
pu, a ocekavejte fadové m dotazi“, nebo se muze jednat o néjaky interni dotaz
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v ramci béhu programu (pfiklad interniho dotazu je tfeba vySe uvedeny algo-
ritmus na hledani souvislé podposloupnosti s co nejvétsim souctem, ktery se za
béhu ptal na sou¢ty néjakych tsek).

Déle si ozna¢me jako O, ¢as, ktery ndm zabere pfedvypocet a jako O, cas,
ktery nam usSetfi kazdy predvypocitany dotaz. Celkovy cCas, ktery uSetfime, je
pak vlastné @ - O,. Pokud je tento Cas fadové vétsi nez O, pak ma predvypocet
smysl.

Naopak neméa smysl travit pfedvypoctem fadoveé vice casu, nez by trval
samotny vypocet bez pouziti predpocitanych hodnot.

Jako ptiklad uvazujme problém o velikosti n, u kterého mame tii moznosti,
které mtizeme zvolit. MtiZzeme bud piedvypocet tiplné vynechat a na kazdy dotaz
odpovidat v ¢ase O(n), nebo provést predvypocet v case O(nlogn) a poté od-
povidat na kazdy dotaz v éase O(logn), nebo provést predvypocet v ¢ase O(n?)
a pak odpovidat v ¢ase O(1) na dotaz.

Kdy se nam co hodi?

e Pokud bychom dostali jen jeden dotaz, nemé smysl si cokoliv pfedpocitavat
a odpovime jednou v ¢ase O(n).

e Pokud bude dotazi fadové n, méa smysl pouzit prvni pfedvypocet. Pak budeme
mit éas na pfedvypocet i na samotny vypocet O(nlogn), coz je optimum.

¢ Naopak pokud by dotazti bylo fadové n? nebo vic, tak se nam jiz prvni pied-
vypocet nevyplati, dostali bychom se totiz na ¢as O(n?logn). Zde se hodi

pouzit druhy, delsi pfedvypocet a pak se dostat na celkovou ¢asovou slozitost
O(n? +n%-1) = O(n?).

Hladové algoritmy

Vérte nebo ne, ale i pocita¢ se nékdy citi hladovy. Po namahavé praci mu
muzeme dopfat to potéSeni, aby si ukousl co nejvétsi kus dat. A ukazeme, Ze
nékdy je to i ku prospéchu. Re¢ bude o hladovich algoritmech.

Takovymi algoritmy rozumime ty, které hledaji feSeni celé tlohy po jednot-
livych krocich a spliuji nasledujici dvé podminky:

e V kazdém kroku zvoli lokalné nejlepsi feseni.

¢ Provedené rozhodnuti jiz nikdy neodvolava (tedy nebacktrackuje).

Lokalné nejlepsi fesenti je takové, které v aktudlnim kroku vybere tu moznost,
kterd ndm na tomto misté nejvice pomiize (bez jakéhokoliv ohledu na globalni
stav). MiZe to byt tfeba nejvyssi hodnota, nebo nejkratsi cesta v grafu.

Pokud ale od hladového algoritmu chceme, aby nam nasel globalné nejlepsi
feseni, musi nase tloha splnit pfedpoklad, Ze si vybérem lokalné nejlepsiho feseni
nezhorsime to globalni. Tento predpoklad se neda formulovat obecné a je nutné
se nad nim zamyslet zv1ast u kazdé tlohy.
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Priklady hladovych algoritmu

Prvni hladovou dlohou bude (jak jinak) automat na jidlo vracejici mince.
Automat by mél vracet penize nazpét tak, aby vréatil dany obnos v co mozné
nejmensim poctu minci. Pro nd§ ménovy systém (méme mince hodnot 1, 2, 5,
10, 20 a 50K¢) lze tuto tlohu Fesit hladovym algoritmem — v kazdém kroku
algoritmu vratime tu nejvétsi minci, kterou mizeme (tedy pro vraceni 42 K¢ to
bude 42 = 20 + 20 + 2K¢).

Ménové systémy vétSiny stat jsou postavené tak, aby fungovaly takto pék-
né, neplati to ale obecné. Zkusme si vratit 42 K¢, pokud bychom méli jen mince
hodnoty 20, 10 a 4 K¢é. Spravnym feSenim je 42 = 20+ 1044 4+ 4 4+ 4 K¢, hladovy
algoritmus by ale zkusil vratit 42 =20 + 20 + ... a tady by selhal.

Déle se velmi casto daji hladovym algoritmem fesit néjaké tlohy pfidavani
nebo odebirani skupin prvka. Typickym prikladem je ti¥eba rozvrzeni naplanova-
nych prednasek do uceben. Seradime si zacatky prednasek podle ¢asu a postupné
bereme jednu za druhou a umistujeme je do volnych u¢eben s nejnizsim ¢islem.

Tim jsme si urcité nic nerozbili, protoze v néjaké ucéebné prednaska byt musi.
Urcité budeme potfebovat tolik uceben, kolik je maximalné prednasek v jeden
Cas, a diky tomu si umisténim prednasky do néjaké ucebny nezablokujeme misto
pro jinou prednasku, jelikoz ndm vzdy zbude dostatek volnych uéeben.

Kdybychom ale naopak méli pevné zadany pocet uceben a chtéli jsme do
nich umistit co mozna nejvice prednasek, tak se jiz nejedna o tlohu fesitelnou
hladovym algoritmem, v takovém pfipadé je potfeba zvolit néjaky chyttejsi po-
stup.

Zavér

Doufam, Ze jste si z tohoto rozsdhlého textu odnesli néjaké nové znalosti
a poznatky, které vim pomohou nejen v feSeni KSP.

Pokud jste zacinajicimi FeSiteli, zkuste s pomoci kuchatky vyfesit nékolik
lehéich uloh a jejich fesSeni poslat — nové nabyté znalosti je totiz nejlepsi co
nejdiive protrénovat. Nic si ned€lejte z toho, pokud napoprvé nevyiesite vSechno,
s postupnym zkouSenim se budou vase znalosti jen zlepsovat. ZkusSenéjsi Fesitelé
mozné v kuchafce nalezli néjaké ujasnéni pojmi, ¢i si nékteré techniky osvézili.

A pokud tento text povazujete za dobry, budeme jen radi, pokud ho dopo-
rucite svym kamaradtm a spoluzakim, ktefi chtéji s programovanim zacit.

Uvodnim kurzem vaiend podle kuchaiky vds provedl

Jirka Setnicka
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Kucharka druhé série — hledani v textu

Retézec je v podstaté jakakoliv posloupnost symbolét zapsand za sebou a
s nimi budeme v této kapitole pracovat. Kazdého napadne ,vyhledavani v tex-
tu“ nebo ,hledani jmen v telefonnim seznamuf ale fetézce najdeme i na nizsich
arovnich informatiky. Napfiklad celé ¢islo zakédované v binarni soustavé, které
dostaneme na vstupu programu, je také jen retézec nul a jednicek.

Jiny piiklad pouziti Fetézci (a algoritmi s nimi pracujicich) najdeme v bi-
ologii. Napftiklad DNA neni o mnoho vice, nez chytré ulozeni posloupnosti ¢ty¥
znakl/nukleovych bazi — chceme-li hledat vzory anebo konkrétni podposloup-
nosti, bude se nam hodit znalost zadkladnich algoritmii pro praci s fetézci.

Neméame bohuzel sanci vysvétlit vsechny algoritmy s Fetézci, protoze je prilis
mnoho moznych véci, co s Fetézci délat. Prevadénim Fetézct na ¢isla (heSovanim)
jsme se vénovali v jiné kucharce, v této se budeme soustredit na algoritmy, které
se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tvodu do prace s fetézci popiseme dva stavebni kameny textovych
algoritmi, coz bude datova struktura pro slovniky — trie a vyhledani v textu
s predzpracovanim hledaného slova a jeho rozsifeni pro vice slov. S jejich znalosti

vvvvvv

Jak fetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kricky, ¢asto moc netusi, co s témi Fetézci
vlastné mtze a nesmi délat. V programovacim jazyce to je jasné — néco mu jazyk
dovoli a na néco nejsou prostfedky. Ale jak to je na trovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zacatku, fetézec bude posloupnost néjakych symboli,
kterym fikdme znaky. Tyto znaky jsou z néjaké mnoziny, které fikdme abeceda.
Abeceda muze byt jen {0, 1} pro ¢isla v bindrnim zépisu, klasické {A-Z,a-z} pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové sady Unicode, ktera
mé az 23! znakd. Nezapominejme, %e nejenom pismena, a ¢islice, ale i mezery a
interpunkce jsou znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pri odhadu slozitosti by bylo prilis
troufalé, a tak budeme velikost abecedy oznacovat |X|. Abeceda sama se v textech
o Tetézcich casto znaci feckym .

O znacich samotnych predpokladame, ze jsou dostatecné malé, abychom
s nimi mohli pracovat v konstantnim ¢ase, podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich
kapitolach.

Nyni hlavni otdzka — mame chapat fetézec jako pole znaki, nebo jako spo-
jov§ seznam? Salamounska odpovéd: miiZeme s nim pracovat tak i tak. Kdyz
budeme potiebovat prevést Fetézec na spojovy seznam (protoZze se nam hodi
rychlé pfepojovani fetézcl), tak si jej prevedeme. Tento pfevod nds samoziejmé
bude stat ¢as linearné zavisly na délce fetézce. Budeme ji dale znacit L; casova
slozitost pfevodu bude O(L).
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Standardné se ale poc¢ita s tim, Ze Fetézec je ulozen v poli nékde v paméti
(jiz od zacatku algoritmu), takze ke kazdému znaku miizeme pfistupovat v kon-
stantnim case.

Jelikoz jsme Fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime zapominat ani na
prazdny Tetézec €. A kdyZ uz mame Fetézec, urcité mame i podretézec — souvis-
lou podposloupnost znakl jiného fetézce. Napiiklad BAR, RET, € i KABARET jsou
podietézce slova (fetézce) KABARET; KAT vSak podietézcem neni.

Casto nas budou zajimat dva zvlastni druhy podfetézct. Pokud ze slova
odstranime néjaky souvisly tisek na konci, vznikne podfetézec, kterému fikame
prefiz (Gesky predpona), a pokud odstranime néjaky souvisly tsek ze za¢atku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABARET, KABA je zase jeho
prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny fetézec — to zna-
mena, ze slovo je samo sobé prefixem i suffixem. Pokud chceme mluvit o pre-
fixech, suffixech nebo obecné podfetézcich, kde jsme museli alesponi jeden znak
odtrhnout, oznac¢ime takové podietézce jako vlastni.

Pro néktera pouziti fetézci je dilezité, abychom je mohli porovnavat — kdyz
méame Tetézce R a S, chceme umét rozhodnout, ktery je mensi a ktery je vétsi.
Jaké presné toto usporadani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva
tzv. lexikograficke uspordddni.

Pro lexikografické usporadani potiebujeme nejprve zadané linearni uspora-
déani na znacich. Tim se mysli takové, kde jsou vSechny prvky navzajem porovna-
telné, a v podstaté to znamena, ze jsou uspofddany v jedné fadé za sebou (kromé
bindrniho 0 < 1 se Casto pouzivé ,telefonni* A=a<B=b<...<Z=z, které
je ovSem linedrni az na velikost znaki).

Kdyz mame zadané usporadani na znacich, na vsechny fetézce je rozsifime
nésledovné: Nejkratsi je prazdny Fetézec. Ostatni Fetézce tfidime podle jejich
prvniho znaku. Jestlize se prvni znak shoduje, tak podle druhého znaku, atd.
Pokud pfitom znaky jednoho z fetézct dojdou diiv, prohlasime tento fetézec za
mensi.

Plati tedy tfeba ¢ < A < AUTO < AUTOBUS < AUTOGRAM < AUTOR <
BAMBITKA < BARNABAS < Z.
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Adresaf pomoci trie

Typicky ,textovy“ problém je udrzovani mnoziny Fetézci — muzete si pred-
stavit tfeba slovnik. Slova ve slovniku si chceme Sikovné predzpracovat, abychom
pak mohli efektivné odpovidat na otazky typu: ,Je slovo S obsazeno ve slovni-
ku?“ Muzeme také po predzpracovani chtit pfidavat nové polozky, nebo i odebirat
staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat slova, mizeme pouzit hesovani, které je
rychlé a i¢inné. Vice o ném najdete v hesovaci kuchaice.?¢ M4 vsak tu nevyhodu,
Ze pri velkém zaplnéni se zacne chovat pomaleji a mirné nepfedvidatelné.

UkéazZeme si jiné feSeni, které je také asymptoticky rychlé a neni ani prilis
naro¢né na pamét. Vyuziva stromové struktury a iika se mu trie (vyslovujeme
Cesky ,tryje“ a anglicky jako st slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo).
V Cestiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom

Trie bude zakofenény strom. V prvnim patfe se bude vétvit podle prvniho
pismene slova, ve druhém podle dalsiho, a tak dale. recepty

Obréazek vyda za tisic definic, pojdme se podivat, jak vypadé trie pro slova
AHOJ, AT, KSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA. Pro prehlednost pismena misto na hrany
kreslime do nasledujicich vrcholu:

Vsimnéte si, Ze vrcholy v hloubce h (tedy v h-tém patfe trie) odpovidaji
prefixim délky h zadanych slov. Napfiklad prefixy délky 2 jsou AH, AT, KS, TR a
TY. Hrana mezi prefixy vede pravé tehdy, 1ze-1i jeden z druhého ziskat pripsanim
pismene na konec.

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Piesné, jak jsme ji definovali:
kazdé slovo ze slovniku budeme prochéazet znak po znaku, a bude-li néjaka hrana
chybét, tak ji vytvofime a pokracujeme dale podle slova.

36 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani|
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7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konci slovo ze slovniku a kde
konéi jen jeho prefix. Standardni zptsoby, jak to vyfeSit, jsou dva: bud si do
kazdého vrcholu pfidame informaci o tom, je-li koncem celého slova, nebo ne
(jak je to naznadeno dvojitymi krouzky v obrazku), anebo si rozsifime abecedu
o specialni znak, ktery se v ni predtim nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem
slovtim prilepime tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo ve slovniku, po prichodu trii zkont-
rolujeme jesté, jestli z koneéného vrcholu vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcholech trie repre-
zentovat hrany do delSich prefixti. Abychom mohli vyhleddvat skutecné linearné,
potfebovali bychom umét v konstantnim ¢ase odpovédét na otazku ,méa vrchol P
potomka pres hranu se znakem c?“.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom mit v kazdém vr-
cholu pole indexované znaky abecedy. To ovSsem znamena, ze takové pole budeme
muset vytvofit, a tedy alokovat || policek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou ndrocnost trie (a Gasovou narocnost jeji stavby) na
O(D %)), kde D znadi velikost vstupu, ¢ili souéet délek vSech slov ve slovniku.
To je naprosto pfijatelné pro malé abecedy, ale uz pro {A-Z,a-z} je tento faktor
roven 52 a pro Unicode je takova alokace nemyslitelna.

Jak z toho ven? Muzeme ozelet konstantni rychlost dotazu a pouzit namisto
pole tfeba binarni vyhledavaci strom nebo hesovaci tabulku vSech znaki, kte-
rymi aktudlni prefix muze pokracovat. Nebo mtzeme kazdy znak velké abecedy
zapsat pomoci nékolika znakd mensi abecedy. Tou mensi abecedou miize byt
tieba {0, 1}. Tehdy nahradime kazdy znak ptavodni abecedy [log, |2|] novymi
(jeho zapisem ve dvojkové soustavé). Tim se ¢asova slozitost konstrukee zlepsi na
O(D -log|X|) a ¢asova slozitost dotazu na slovo délky L zhorsi na O(L -log|X]).

A jsme hotovi! S trii miZeme v linedrnim ¢ase odpovidat na dotazy ,Vy-
skytuje se dané slovo ve slovniku?“, pridavat a odebirat dalsi polozky za béhu a
nejen to — vic o tom ve cvicenich.

Poznamky

® Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pascalu, podivejte se do
knihy Algoritmy a programovaci techniky.

e Triim se také tika prefizové stromy, coZ popisuje, ze kazdy vrchol odpovida
prefixu nékterého slova ve slovniku.

e Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat v textu v linedrnim
case. Muzeme preci postavit slovnik ze vsech slov v daném textu, a pak pro-
chézet prislusnou trii. M4a to ale par hack®: jednak je Casto hledany retézec
kratky, ale text se nevejde do paméti; jednak pokud bychom pouzili jako od-
délovaé¢ mezery, mohli bychom hledat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce
nebo delsi kusy véty.
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e Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjaka modifikace trie, kterd
umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano, jmenuje se suffizovy strom a jdou
s ni délat spousty krasnych kouskt. Riké se, ze kazdou fetézcovou tlohu lze
feSit v linedrnim ¢ase pomoci suffixovych stromii. Vic se o nich doctete t¥eba
v knizce Krajinou grafovijch algoritm.>

Cviceni

® Reknéme, 7e chceme slovnik na vstupu setiidit v lexikografickém potadi (de-
finovaném v sekci ,Jak Fetézce chapat®). Problémem pro klasické t¥idici algo-

ritmy je to, Ze porovnani dvou fetézcti neni bohuzel konstantné rychlé. Vy-
myslete zpisob, jak setfidit takovy slovnik rychle pomoci trie.

e Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytecné vrcholy trie, tedy
ty, v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete si, jestli by né¢emu vadilo misto tako-
vychto cest mit jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhledava-
ni? Mimochodem, je celkem jasné, Ze takovato komprimovand trie pfinese jen
konstantni zrychleni dotazl i prostoru, a tak na soutézich apod. staci pouzit
zékladni variantu.

recepty

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlouhy text a kratké
slovo. Slovo si mizeme néjak predzpracovat, nacez projdeme co nejrychleji text
a nahlasime jeden nebo vsechny vyskyty slova. Zajimaji nas pfi tom i vyskyty,
které se navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo NANA vyskytuje dvakrat.
Casto se hovoii o ,hledani jehly v kupce sena“, prodeZ se textu prezdiva seno a
hledanému slovu jehla. Délku jehly ozna¢ime J a délku textu S.

37 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Predstavme si nejdiive hledané slovo jako spojovy seznam, tfeba slovo IN-
STINKT:

OO OnOnOnOmOnCm0

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kontrolovat, zda se text
shoduje s nasim slovem/spojovym seznamem. Pokud by si znaky odpovidaly,
sko¢ime na daldi znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemtizeme jen skodit na dalsi znak textu — co kdybychom v textu
narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového seznamu, ale i zpatky
v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili jako odpovidajici, a zkouSet porov-
navat s jehlou znovu od zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus
nebude linearni, protoze se musi vracet zpét v textu o délku jehly.

Sice je predchozi popis skuteéné v nejhorsim piipadé slozity O(S - J), avsak
sta¢{ mald tprava a slozitost pfejde na linedrni O(S + J). Ve skute¢nosti algorit-
mus nezpomalovalo vraceni se — za $patnou slozitost mohl fakt, ze jsme se vraceli
prilis zpdtky.

Tieba v nasem piikladu s textem INSTINSTINKT se nemusime vracet ve
spojovém seznamu na zacatek, jakmile nacteme INSTINS. Mohli jsme se vratit
jen na druhy znak, tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, mtizeme pokracovat dale v ¢teni a
nevracime se v textu. Kdyby text byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po
nacteni B na zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali dale bez
zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy uréime policko spojového se-
znamu, na které sko¢ime, pokud se néasledujici znak v textu lisi od toho ocekava-
ného. Poradové ¢islo tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bude
funkce definovand pomoci pole, kde F[i] bude pofadové éislo policka, na které
se ma skocit z policka ¢islo i. Porovnavat pak budeme s nasledujicim znakem.
Pokud F[i] = 0, znamen4 to, Zze mame zacit porovnavat tplné od prvniho znaku
jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, muzete se na nas spojovy seznam
divat jako na graf a hovorit o zpétnych hrandch.

Zatim jsme ale presné nepopsali, na které policko presné bude zpétna funkce
ukazovat. Necht chceme ur¢it zpétné policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pra-
cujeme ted s prefixem INSTIN. Selsky Feceno, chceme najit ,konec slova INSTIN
takovy, ze je stejny, jako zacatek slova INSTIN®.

Abychom nas pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpétnym polickem pro
jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo ABABABC a my urcovali zpétné policko pro
ABABAB? Kdybychom ukézali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné, protoze
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pak bychom pro text ABABABABC nezahlésili vyskyt jehly, coz je jasna chyba.
Musime se vratit uz na ABAB!

Zajima nas tedy ne libovolny suflix, ktery je stejny jako zacatek, ale nejdelsi
takovy konec/suffix. A jesté navic ne jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni®
— slovo INSTIN je samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by se
nemeéla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pravé uréovali hod-
notu zpétné funkce pro znak ¢islo 7, kterému odpovida prefix P, pak jeji hodnota
bude délka nejdelsiho vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdroven
prefixem P.

Pro slovo INSTINKT vypad4 spojovy seznam se zpétnou funkci (zakreslenou
pomoci ukazatel) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to mé celé ¢asovou slozitost? A jak spo-
¢itat zpétnou funkci?

Poperme se nejdrive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho textu mohou
nastat dva piipady: Bud znak rozSifuje aktuélni prefix, nebo musime pouzit
zpétnou funkei. Prvni pfipad mé jasné konstantni sloZitost, druhy je horsi, nebot
zpétnd funkce muze byt pro jeden znak volana az J-krat.

Pii kazdém volani vSak klesne pofadové ¢islo aktuédlniho stavu (policka) ale-
spon o jedna, zatimco kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto
vSech zkraceni dohromady mtze byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouze-
ni, ¢ili kolik jsme pfecetli znakd textu. Celkem je tedy pocet krokt automatu
linedrni v délce textu, tj. O(S).

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. Vimnéme si, ze F[i]
je presné ¢islo stavu, do néjz se dostaneme pfi spusténi naseho vyhledavaciho
algoritmu na Tetézec, ktery tvoii prefix délky ¢ z jehly bez prvniho znaku.

Pro¢ to tak je? Zpétna funkce fikd, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného
stavu, ktery je také stavem, zatimco policko, ve kterém po i krocich skonéime,
oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druha pfipousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu zabrdnime odstranénim
prvniho znaku.

Takze F ziskdme tak, Ze spustime vyhleddvani na ¢ast samotné jehly. Jenze
k vyhleddvani zase potfebujeme funkci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou
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funkci vytvafet postupné od nejkratsich prefixti. Zrejmé F[1] = 0. Pokud jiz
mame F[i], pak vypocéet F[i + 1] odpovida spusténi automatu na slovo délky ¢
a pri tom budeme zpétnou funkci potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi,
pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od za-
Gatku — (i + 1)-ni prefix je pfeci prodlouzenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci
tedy spustit algoritmus na jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy bude
prochézet — to budou pfesné hodnoty zpétné funkce.

Vytvofeni zpétné funkce se ndm tak nakonec zredukovalo na jediné vyhle-
dévani v textu o délce J — 1, a proto pobézi v case O(J). Casova slozitost celého
algoritmu tedy bude O(S+J). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé popsali
panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se mu fika KMP. Naprogramo-
vany bude vypadat nasledovné (¢teni vstupu jsme si odpustili):

jehla = "INSTINKT"

seno = "INSTINSTINKTINSTINKT"

J = len(jehla)

S = len(seno)

F = [None] * J # Zpétna funkce

def krok(i, znak):
if i < J and jehla[i] == znak:
return(i + 1)
elif i > O:
return krok(F[i - 1], znak)
else:
return 0O

# Konstrukce zpétné funkce
F[0l =0
for i in range(1, J):
F[i] = krok(F[i - 1], jehla[il)

# Prochazeni textu
stav = 0
for i in range(S):
stav = krok(stav, seno[i])
if stav ==
print(i - J + 1, "az", i)

Poznamky

® Pro anglicky nebo cesky text je pouziti takto sofistikovaného algoritmu skoro
skoda, protoze v obou jazycich se stava jen malokdy, ze bychom méli nékolik
slov spojenych dohromady. Prakticky bude stacit i na zac¢atku zminény naivni
algoritmus. Na soutézich a olympiddach ale piste radéji algoritmus KMP.

168



Recepty z programatorské kucharky — Hledani v textu

e Hesovani Ize pouzit i na vyhledavani fetézce v textu. Obzvlasté vhodné jsou na
to rolling hash functions (neboli ,,okénkové heSovaci funkce*), které umi v kon-
stantnim Case prepocitat hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku a pridame-li
jiny na konci — jako kdybychom se divali na text skrz posouvajici se okénko.

Cviceni

® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jedno, a algoritmus mu-
si vypsat vSechny vyskyty na vystup, muzeme se dobrat vysSsi nez linearni
slozitosti v zavislosti na vstupu. Na ¢em potom takova Casova slozitost také
zalezi?

e Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci pro vyhledavani jedné
jehly.

Vyhledavani jehelnicku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale cely jehelnicek,
¢ili seznam hledanych slov? I to lze FeSit podobnou metodou, jakou jsme hledali
jedno slovo. Tento algoritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spo€iva v tom, Ze jednoduchy spojovy seznam nahradime trii a do trie opét
pridame zpétné hrany.
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Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskladame jehelnicek
do trie. Pro priklady v této kuchafce pouzijeme jehelnicek ARAB, ARARA, ARARAT,
BAR, BARA, BARABA, RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych hran. Nejprve jsme sestrojili
zpétnou hranu pro prvni znak slova, pak pro druhy atd. V trii to bude o néco

Na prvni pohled se mize zdat, ze bychom mohli automat sestrojit tak, ze
bychom vyrobili KMP pro prvni slovo, pak KMP pro druhé slovo s vyuzitim
struktury prvniho atd., ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do predka.
Napriklad pro slovo BARAB povede zpétnd hrana
do slova ARAB, z toho do slova RAB a z toho do B.
Kdybychom ale zkonstruovali automat vyse po-
psanym zpisobem (a zacali slovem BARAB), nebu-
de existovat v trii ani ARAB, ani RAB, takze bychom
vedli zpétnou hranu chybné do B.

MizZeme se ale oprit o stejny trik, jako pfi
konstrukci KMP. Budeme opét vyhledavat nejdel-
§1 vlastni suffix. Kam dojde vypocet po jeho vy-
hledéani, tam povede zpétna hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit celou trii a
pak postupné vyhledat nejdelsi vlastni suffix pro
kazdé ze slov. Ouha, to ale také nefunguje. Kdyz
zacneme slovem BARABA, a budeme tedy vyhleda-
vat ARABA, nalezneme v trii Gspésné prefix ARAB,
ale ARABA jiz v trii neni. Méli bychom piejit ze
slova ARAB po zpétné hrané, ale tu jesté nemame
zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov
budou prvni vrstva, druhé znaky budou tvorit
druhou vrstvu atd., az i-té znaky slov budou tvo-
it i-tou vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova.
7 i-té vrstvy tak povede do vrstvy s niz§im pota-
dovym cislem. Pokud tedy budeme zpétné hrany
konstruovat po vrstvach, dojdeme kyzeného vy-
sledku.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné, kdyz je musime
vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté vzit slovo, pro které hledame zpétnou
hranu, utrhnout mu prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu préce
zbytecné.
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Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARABA v jiz zkonstru-
ované Casti automatu, ale pro¢ to délat celé, kdyz jsme pti konstrukci predchozi
vrstvy vyhledavali ARAB pii konstrukci zpétné hrany pro BARAB?
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P1i konstrukci dalsi zpétné hrany tedy najdeme akorat, kde jsme minule
skoncili, a odtamtud pokracujeme dal. Jak to najdeme? Z otce naseho vrcholu
tam prece vede zpétnd hrana. Takze muzeme postup shrnout do bodu:

1. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hleddme zpétnou hranu);

2. presuneme se do otce;

3. presuneme se po zpétné hrané;

4. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni, presouvame se po
zpétnych hranach;

5. pokud existuje syn se znakem c, natahneme do néj zpétnou hranu z P, jinak
ji natdhneme do kofene.

Automat je zkonstruovan. Casové sloZitost konstrukce sestava z konstruk-
ce trie v O(J - |X]), resp. O(J -log|X|) (pokud pouZijeme binarni strom ve vr-
cholech) a z pfedpo¢itdni zpétnych hran. P¥i predpocitavani udélame néjaky

S konstantni pocet operaci pro kazdy vrchol (celkem
- tedy O(J)) a také paralelné vyhleddvame vSechny
jehly z jehelnicku, jejichz vyhledani nés stoji O(J),
resp. O(J -log |X]).

Tedy konstrukce trva celkem O(J - |X|), resp.
O(J -log |X]), pamétova narocnost je stejnd jako
u trie — O(J-|X]|), resp. O(J), pfidali jsme jen
O(J) zpétnych hran.

Zkusme tedy automatem projit text BARABA-
RARAT. Ohlasi postupné nalez slov BAR, BARA, BA-
RABA, BAR, BARA, ARARA a ARARAT.

Nenalezl vsak vsechno. Chybi mu napf. ARAB,
ktery zac¢ind druhym znakem a konéi patym. Déle
chybi nékolik vyskyt RA a jeden RAB.

Kdyz byl algoritmus na patém znaku, byl ve
stavu BARAB, jehoz suffixem je ARAB. Obecné na
suffixy zapominame. Na rozdil od KMP, kde suffix
aktualniho stavu nikdy nebyl jehla, tady jehlou byt
muze.

V kazdém stavu bychom tedy méli projit ves-
keré suffixy a zkontrolovat je, jestli nAhodou nejsou
jehlami. Jak najdeme vSechny suffixy? Projdeme postupné po zpétnych hranach
az do kofene. M4 to jen jeden problém — je to pomalé.

Predstavme si napfiiklad slovnik obsahujici A a AAAA...A (délky J — 1).
Budeme-li jim vyhledévat v textu AAAA. . .A délky S > J, projdeme prakticky pro
kazdy znak az J — 1 zpétnych hran, ¢imz slozitost naroste az na nepouzitelnych

O(S-J).
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Vsimnéme si vsak, Ze vétSinou zpétnych hran jsme prosli Gplné zbytecné.
Predpocitame si tedy zkratky — z vrcholu vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu,
ktery je jehlou. Na obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran casovou slozitost kon-
strukce automatu jisté nezhor$i, nebot vyzaduje v nej-
horsim ptipadé projit vSechny zpétné hrany jesté jednou.

Potrebujeme-li ohlésit vSechny vyskyty slov véetné
pozice, kde se nachazeji, jsme hotovi. Vysledna ¢asova
slozitost prohledévani v takovém pfipadé bude O(S+0),
resp. O(S -log |X|+0), kde O je velikost vystupu — pocet
vyskytt vSech slov.

Celkova casové slozitost prohledavani véetné stavby
automatu tedy bude O(O+S+J - |X|), resp. O(0O+(S+
J) -log |X]).

Jak velky muze byt vystup? Obecné az S2. Ex-
trémné velky vystup je mozné vygenerovat tieba slov-
nikem obsahujicim vSechny prefixy slova AAAA. .. A dél-
ky S a senem taktéz AAAA...A délky S. Automat pak
hlasi vyskyt pro kazdé podslovo, kterych je fadové S2.

recepty

Pokud nam staci u kazdého slova jen pocet vyskyti,
nemusime zoufat — zavislost na poc¢tu vyskytd umime
odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozici zapocitame pouze nejdelsi jehlu, kterd tam
konéi (u kazdé jehly si budeme udrzovat ¢ita¢). Nebudeme tedy v kazdém kroku
poskakovat po zkratkich az do aleluja, ale maximalné jednou. Diky tomu nam
z Casové slozitosti zmizi velikost vystupu.

V nasem ptikladu se senem BARABARARAT tedy na konci budeme mit ulozeno,
Ze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x, ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2x a BARABA 1x.
RA a RAB nemaji hldSeny zadny vyskyt.
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Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy vrchol spocitame
soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoc¢tu bude mit RA tfi vyskyty a RAB jeden vyskyt; celkovy pocet
vyskytt pak bude 12.

KSP

recepty

Poznamky

® Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou koneéné automaty a regularni
vyrazy, o kterych jsme méli serial ve 23. roc¢niku.

e Neni moc rozumné snaZzit se implementovat Aho-Corasickovou v rozumné dobé
napiiklad pfi soutézi, pokud tento algoritmus nemate opravdu pod ktuzi. Radsi
zkuste pouzit hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cvieni

® Redukci o velikost vystupu miizeme provést i pro pfipad, kdy vystup nebudeme
vypisovat, ale sta¢i nadm mit jej ulozeny v pameéti. Vymyslete vhodnou tpravu
triku s ¢itacem.

® Zkuste si naimplementovat Aho-Corasickovou vlastnoruéné ve svém oblibeném

jazyce, abyste si byli jisti, Ze doopravdy chépete vSechny zaludnosti tohoto
algoritmu.

Martin Bohm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda
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Kucharka tteti série — rozdél a panuj

Dnesni dil programéatorské kuchaiky se bude zabyvat algoritmy zalozenymi
na metodé Rozdél a panuj. Sluselo by se zacit tim, jaka je myslenka této metody:
Casto se setkdme s tilohami, které lze snadno rozdélit na néjaké mensi tilohy a
z jejich vysledkt zase snadno slozit vysledek ptivodni velké tilohy. P¥itom mensi
ulohy muizeme Fesit opét tymz algoritmem (zavoldme si ho rekurzivng), leda by
jiz byly tak malic¢ké, Ze dokdZzeme odpovédét trividlné bez jakéhokoliv pocitani.
Zkratka jak ¥ikali staii Fimsti cisafové: Divide et impera. Uvedme si pro zacatek
jeden ilustrac¢ni priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro tiidéni posloupnosti prvka. Uz jste
si 0o ném mohli precist v kuchafce o t¥idéni. Tentokrat se na néj podivame trochu
podrobnéji a navic nam poslouzi jako ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu fikat pivot) a
pferovna prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota byly pouze prvky
vétsi nez pivot a nalevo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
muzeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu posloupnosti, funkénost
algoritmu to nijak neovlivni. Tento postup pak rekurzivné zopakujeme zvlast
pro prvky nalevo a zvl4st pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme set¥idénou
posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptisobem volby pivota. My si
predvedeme jinou, nez jsme ukazovali v t¥idici kuchaice (hlavné proto, Ze se ndm
z ni pak budou snadno odvozovat dalsi algoritmy), a pro jednoduchost budeme
jako pivota volit posledni prvek zkoumaného tseku:

pole = [1, 2, 8, 42, 9, 17, -5, 20, 2]

# Prerovnej pole od levého do pravého indexu
def prerovnej(pole, L, P):
pivot = pole[P - 1]
# i je nejlevéjSi neprerovnany prvek
i=1L
# j je aktudlni probiranjy prvek
for j in range(L, P - 1):
if (polel[j]l <= pivot):
# Prohodime prvek s nejlevéjSim
polel[i],pole[j] = polelj],polelil
i+=1
# Dame pivota na spravné misto
pole[P - 1],pole[i] = pole[i],pole[P - 1]
return i

def quicksort(pole, levy_index, pravy_index):
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if (levy_index >= pravy_index):
return
Pferovnéme usek a najdeme pivota...
= prerovnej(pole, levy_index, pravy_index)
. a zavolame se rekurzivné na podiuseky
quicksort(pole, levy_index, p)
quicksort(pole, p + 1, pravy_index)

#
p
#

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela nesikovné, protoze se ndm snad-
no miize stit, Ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmys-
lete si, jak by vypadala posloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze do-
staneme posloupnost délky N, rozdélime ji na tseky délek N — 1 a 1, nacez
pokracujeme s usekem délky N — 1, ten rozdélime na N — 2 a 1, atd. Pritom
pokazdé na prerovnéani spotiebujeme cCas linearni s velikosti tiseku, celkem tedy
ON+(N—-1)+(N-2)+...+1)=0O(N?).
Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy medidn z pra-
vé probiranych prvki (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloupnosti nachizel
uprostfed; pro sudy pocet prvka zvolime libovolny z obou prostfednich prvkii),
dosdhneme daleko lepsi slozitosti O(NV log N). Ale radéji si to dokazme pofadné:
Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v case linedrnim viéi poctu prvkd, které
méme pierovnat. V prvnim kroku QS pracujeme s celou posloupnosti, ¢ili pre-
rovname celkem N prvkia. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast
posloupnosti (ob& dlouhé (N —1)/241); pferovnavani v obou ¢astech dohromady
trva opét O(N) a vzniknou tim ¢asti dlouhé nejvyse N/4. Zanotime-li se v rekur-
zi do hloubky k, pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2% které dohromady
daji nejvyse N (vSechny ¢asti dohromady daji prvky vstupni posloupnosti bez
téch, které jsme si uz zvolili jako pivoty). V hloubce [logy N| uZ jsou vSechny
Gasti nejvyse jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem tedy mame [log, N
hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime linedrni éas, dohromady O(N log N).
V tomto dilkazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: Zapomnéli jsme
na to, ze také musime median umét najit. Jak z této nepfijemné situace ven?
® Naucit se pocitat median. Ale jak?
® Spokojit se se ,lZimedianem: Kdybychom si misto medianu vybrali libovolny
prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti ,v prostfedni poloving“ (¢ili ale-
spoii ¢tvrtina prvki bude vétsi a alespori ¢tvrtina mensi nez on), ziskdme také
slozitost O(N log N), nebot tisek délky N rozlozime na tseky, které budou mit
délky nejvyse (1 —1/4) - N, takze na k-té hladiné budou tuseky délek nejvyse
(1 —1/4)% . N, &ili hladin bude maxim4lné log;_1/4 N = O(log N). Misto 1/4
by fungovala i libovolna jind konstanta mezi nulou a jedni¢kou, ale ani to nam
nepomiize k tomu, abychom uméli 1zimedian najit.

® Recyklovat pravidlo typu ,vezmi posledni prvek“ a jen ho trochu vylepsit.
To bohuzel nebude fungovat, protoze pokud budeme pii vybéru pivota hle-
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dét jenom na konstantni pocet prvki, bude pomérné snadné pfijit na vstup,
pro ktery toto pravidlo bude davat kvadratickou slozitost, i kdyz obvykle pijde
dokézat, Ze takovych vstupi je ,mélo“. (Proto se také QS ¢asto implementuje
pravé s ndhodnou volbou pivota.)

® Volit pivota ndhodné ze vsech prvku zkoumaného tseku. K ndhodné volbé sa-
moziejmé potfebujeme ndhodny generator a s témi je to svizelné, ale zkusme
na chvili vétit, Ze jeden takovy mame nebo alespon Ze mame néco s podobnymi
vlastnostmi. Jak ndm to pomiize? Nahodné zvoleny pivot nebude sice pfesné
uprostfed, ale s pravdépodobnosti 1/2 to bude 1zimedin, takze po primérné
dvou hladinach se ke 1zimedidnu dopracujeme. Proto casova slozitost takové-
hoto randomizovaného QS bude v praméru 2-krat vétsi, nez 1zimedianového
QS, ¢ili v prameéru také O(N log N). Jednoduse feéeno, zatimco fixni pravidlo
nam dalo dobry ¢as pro prumérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych by-
lo pomalé, randomizovani nam déava dobry priamérny ¢as pro vSechny mozné
vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme pii tom zjistili, Ze neumi-
me rychle najit median. To tak nemtzeme nechat, a proto rovnou zkusime vyiesit
obecnéjsi problém: najit k-ty nejmensi prvek (median dostavame pro k = | N/2]).

Prvni fesSeni této tlohy se nabizi samo. Nacteme posloupnost do pole, prv-
ky pole setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyzeny k-ty nejmensi prvek
nalezneme na k-té pozici v nyni jiz setfidéném poli. Ma to vSak jeden hécek.
Pokud prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak nedosdhneme
lepsi ¢asové slozitosti (a to ani v primérném piipadé) nez O(N log N) — rychleji
prosté tridit nelze, dikaz muzete najit napiiklad v t¥idici kuchafce.

O néco rychlejsi Feseni je zalozeno na vyse zminéném algoritmu QuickSort
(¢asto se mu proto ¥ikd QuickSelect). Opét si vybereme pivota a posloupnost
rozdélime na prvky mensi nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze zaddné dva prvky posloupnosti nejsou stejné).

Pokud se pivot nalézad na k-té pozici, je to hledany k-ty nejmensi prvek po-
sloupnosti, protoze pravé k —1 prvkd je mensich. Zbyvaji dva piipady, kdy tomu
tak neni. PakliZe je pozice pivota v posloupnosti vétsi nez k, pak se hledany pr-
vek naléza nalevo od pivota a postaci rekurzivné najit k-ty nejmensi prvek mezi
prvky nalevo. V opac¢ném piipad€, kdy je pozice pivota mensi nez k, je hleda-
ny prvek v posloupnosti napravo od pivota. Mezi témito prvky vSak nebudeme
hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde p je pozice pivota
v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna vol-
ba pivota dava opét v nejhorsim pfipadé kvadratickou slozitost. Pokud bychom
naopak volili za pivota medidn, budeme nejprve prerovnavat N prvkid, pak
jich zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coz dohromady dava sloZitost
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O(N + N/2+ N/4+...4+1) = O(N). Pro lzimedidn dostaneme rovnéz linedrni
slozitost a opét stejné jako u QS mizeme nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota
dostaneme v priméru stejny cas jako se 1zimedidnem.
Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci proceduru od
QuickSortu:
def kty(pole, k, L, P):
pivot = prerovnej(pole, L, P)

if (k == pivot):

return pole[pivot]
if (k < pivot):

return kty(pole, k, L, pivot)
else:

return kty(pole, k, pivot + 1, P)

(@ 3

DR Sy PP

(% Z@‘Q(% O

- YACHO
@f/‘ o\

k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vSak algoritmus, ktery resi nasi tlohu linearné, a to i v nejhorsim
piipadé. Je zalozeny na triku: zvolit vhodného pivota (jak ukdzeme, bude to
jeden ze 1zimedidnd) rekurzivnim voldnim téhoz algoritmu. Zafidime to takto:

1. Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky trividlni algoritmus,
napiiklad si posloupnost setfidime a vratime k-ty prvek setfidéné posloupnosti.

2. Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvkua délitelny
péti, posledni pétici nechame nekompletni.

3. Spocitame median kazdé pétice. To mizZzeme provést napiiklad rekurzivnim
zavolanim celého naseho algoritmu, ¢ili v dusledku t¥idénim. (Také bychom
si mohli pro 5 prvka zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moznym
poctem porovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze konstanta-krat, jednak je
to daleko pracnéjsi.)

4. Mame tedy N/5 medidnd. V nich rekurzivné najdeme medidn m (oznaéime
medidny pétic za novou posloupnost a na ni za¢neme opét od prvniho bodu).

5. Pferovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a jako pivota pouzijeme
prvek m. Po pferovnani je pivot, podobné jako v pfedchozim algoritmu, na (z+
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1)-ni pozici v posloupnosti, kde z je poéet prvki s mensi hodnotou, nez ma
pivot.

6. Opét, podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je k = z + 1, pak je
pravé pivot m k-tym nejmensim prvkem posloupnosti. V pripadé, ze tomu tak
neni a k < z + 1, budeme hledat k-ty nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny
posloupnosti, v opa¢ném piipadé, kdy k > z+ 1, budeme hledat (k — z+ 1)-ni
nejmensi prvek mezi poslednimi n — z — 1 prvky.

# Priprava pro prerovnavani z QuickSortu
# -> chceme pivota jako posledni prvek
def prerovnej_podle(pole, L, P, podle):

q=L
while (pole[q] !'= podle):
q+=1

polelql, pole[P-1] = pole[P-1], polelq]
return prerovnej(pole, L, P)

def kty(pole, k, L, P):

pocet = P - L

# Jednoduché pripady

if (pocet <= 1):
return pole[L]

if (pocet <= 5):
quicksort(pole, L, P)
return pole[k]

# Rozdéleni na pétice
petic = (pocet + 4) // 5
mediany = [0] * petic
for i in range(0, pocet, 5):
if (i + 5 > pocet):
# Ignorujeme netplnou pétici
break
quicksort(pole, L + i, L + i + 5)
mediany[i // 5] = pole[i + 2]

# Nalezneme medidn mediand pétic
median = kty(mediany, petic//2, 0, petic)
pivot = prerovnej_podle(pole, L, P, median)

if (pivot == k):

return median
if (k < pivot):

return kty(pole, k, L, pivot)
else:
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return kty(pole, k, pivot + 1, P)

Zbyva dokazat, Ze tato dvojita rekurze ma slibenou linearni slozitost. Zkus-
me se proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po prerovnani je vétsich nez prvek
m. Vsech pétic je N/5 a alespoil polovina z nich (tedy N/10) ma median mensi
nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prvky mensi nez median pé-
tice (takze jsou zde tfi prvky mensi, nez m). Celkem tak existuje alespoii 3/10- N
prvkd mensich nez m. Vétsich tedy mtize byt maximalné 7/10 - N. Symetricky
ukazeme, Ze i mensich prvki miize byt nejvyse 7/10 - N.

Rozdéleni na pétice, hledani medidani pétic a prerovnavani trva linearné,
tedy nejvyse ¢N krokt pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze
dvakrat rekurzivné vold sidm sebe: nejprve pro N/5 medidnt pétic, pak pro <
7/10 - N prvka pfed/za pivotem. Pro celkovou &asovou sloZitost ¢(N) naseho
algoritmu tedy plati:

#(N) < eN + t(N/5) + t(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyresit, coz provedeme drobnym tsko-
kem: uhodneme, ze vysledkem bude linedrni funkce, tedy ze ¢(N) = dN pro
néjaké d > 0. Dostaneme:

AN < (c+1/5-d+7/10-d) - N.

To plati napt. pro d = 10¢, takZe opravdu t(N) = O(N).
Nasobeni dlouhych éisel

Dalsim péknym piikladem na rozdélovani a panovani je nasobeni dlouhych
¢isel — tak dlouhych, ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi musime pocitat
po ¢islicich (af uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, ¢asto se hodi
tieba 256-kovd). Klasickym ,8kolnim* algoritmem pro nasobeni na papife to
zvladneme na kvadraticky pocet operaci, zde si pfedvedeme efektivnéjsi zptusob.

Libovolné 2N-ciferné ¢islo mtizeme zapsat jako 10V A + B,
kde A a B jsou N-ciferna. Soucin dvou takovych éisel pak bude
(10NA+ B) - (10NC + D) = (102N AC + 10N (AD + BC) + BD).
Scitat dokdzeme v linedrnim case, nasobit mocninou deseti ta-
ké (dopiseme piislusny pocet nul na konec ¢isla), N-cifernd ¢isla
budeme nésobit rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Pro ¢a-
sovou slozitost tedy bude platit t¢(N) = ¢N + 4t(N/2). Nyni tuto
rovnici mizeme snadno vyresit, ale ani to délat nebudeme, ne-
bot nam vyjde, ze t(N) ~ N2, &ili jsme si oproti piivodnimu
algoritmu viibec nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel polovi¢ni délky nam budou stacit jen
tFi: spoéteme AC, BD a (A+B)-(C+D) = AC+AD+ BC+ BD, pficem? pokud
od posledniho souéinu ode¢teme AC' a BD, dostaneme presné AD + BC, které
jsme pfedtim poéitali dvéma nasobenimi. Casova slozitost nyni bude t(N) =
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¢ N + 3t(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco vétsi nez ¢, protoze piibylo séitani a
odcitani, ale stale je to konstanta. My si ovSsem zvolime jednotku casu tak, aby
bylo ¢’ = 1, a uSet¥ime si tak spoustu psani.)
Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozorovat, co
se bude dit:
t(N) =N+ 3(N/2+ 3t(N/4)) =
=N+3/2-N+9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8)=...=
=N+3/2-N+...+312871 . N 4 3F¢(N/2F).

Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2F = 1, &ili ¢(N/2%) = (1) = d, kde
d je néjaka konstanta. To znameni, ze:

t(N)=N-[1+3/2+9/4+ ...+ (3/2)"'] + 3%d.

Vyraz v hranaté zavorce je soucet prvnich k ¢lent geometrické rady s kvo-
cientem (neboli podilem dvou po sobé jdoucich prvki) 3/2. Tuto geometrickou
Fadu si mtzeme secist jako:

(

k k
1 (/3
A2 T 2
-o((3))
Tato funkce viak roste pomaleji nez zbyly ¢len 3%d, takZe ji klidné mézeme
zanedbat a zabyvat se pouze onim poslednim ¢lenem:

[SI[9Y]

[ Iy

31@ _ 2k10g2 3 _ 2log2 n-log, 3 (2log2 n)log2 3 _ n10g2 3~ nl.58

Konstanta d se nam ,schova do O-¢ka“, takze algoritmus ma ¢asovou slozitost
piiblizng O(n!-5®). Existuji i rychlejsi algoritmy se slozitosti az O(nlogn), ale ty
jsou mnohem dabel$téjsi a pro mala n se to sotva vyplati.

Program si pro dnesek odpustime, Setfimet nase lesy.

K zamysleni

e Pti hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, Ze vSechny prvky jsou
ruzné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si, ze budou fungovat i
bez toho. Opravdu?

® Pro¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak pro
sedmice? Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linedrni?

® Ve vypoctu t(IN) jsme si nedali pozor na neuplné pétice a také jsme predpokla-
dali, Ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemtze stat. Jak se to snadno
nahlédne? Pro¢ nestaci na zac¢atku doplnit vstup ,nekoneény* na délku, ktera
je mocninou deseti?
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e Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linearni, jak by se na to dalo pfijit?

e Jesté jednou QS: Predstavte si, ze budujete bindrni vyhledévaci strom vklada-
nim prvkt v ndhodném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v priaméru
v ném piijde vyhledavat v ase O(log N). Zadny div: Stromy, které nam vznik-
nou, odpovidaji pfesné moznym prubéhiim QuickSortu.

David Matousek € Martin Mares
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Kucharika ¢tvrté série — geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchatkového specidlu se budeme ucit varit geome-
trické problémy. A co Ze si pfedstavujeme pod pojmem geometricky problém?
Trochu analytické geometrie, napriklad zjisténi, na které strané orientované pfim-
ky bod lezi, trocha plotl, neboli konvexnich obali, a obecné mnoho zametani.

V celé kuchafce se omezime pouze na dvourozmérné problémy, tedy na al-
goritmy v roviné. Nékteré postupy se daji zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou
i pro n-rozmérné problémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdriive trocha stfedoskolské analytické geometrie pro ty, kdo ji jesté neméli.
Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtzeme urcit jeho soufadnicemi viici osam. Nejbéznéji
se pouziva takzvany kartézsky soutadny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy
oznacované jako z-ova osa (vodorovnd) a y-ova osa (svisld). Obvykle se uvazuje,
ze hodnoty na oséach rostou smérem doprava (osa z) a smérem nahoru (osa y),
my se toho budeme v nasi kuchafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek soustavy soutrad-
nic. Samotné souradnice bodu zapisujeme jako dvojici ¢isel, kterd udévaji, o kolik
jednotek se musime posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému soufadnice patii. Po¢atek ma soufadnice [0,0]. Bod se sou-
fadnicemi [a, b] lezi na pozici, kterou ziskdme tak, Ze se od poc¢atku posuneme
o a jednotek ve sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na zdkladni Skole,
tedy tsecka je urCena dvéma krajnimi body, obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si
ale fekneme, co je to vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potfebujeme popsat vzéjemnou polohu dvou bodt. MiZeme napiiklad
udat jejich vzdéalenost a smér (tfeba jako tihel vzhledem k ose x). Praktictéjsi ale
byva fici, o kolik se lisi jejich xz-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napfiklad k bodu [1, 1] pfi¢teme vektor a = (2, —1), dostaneme se do
bodu [3,0]. Stejné tak, pokud ode¢teme napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak
dostaneme vektor b = (—3,1) udavajici jejich vzajemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod ndm uréi, kam umistit
vektor, a vektor nam urci smér pfimky z daného bodu. Tomuto vektoru se fika
smerovy vektor, nebo také nékdy smeérnice, dané piimky nebo tsecky.

Samotné vyjadreni piimky nebo tsecky poté muze byt ve dvou tvarech.
Prvnim z nich je parametricky tvar. Zékladem je néjaky bod A = [a,,ay]. Od
toho se ve sméru smérového vektoru u = (u,, u,;) mizeme pohybovat libovolné
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a stale budeme na pfimce. To ndm vede na nésledujici tvar, kde ¢ je libovolny
realny parametr, neboli proménna, za kterou si mizeme dosadit jakékoliv realné
¢islo a vZdy nam vyjde bod na pfimce. Parametricky tvar vypada takto:

T = a; + tu,
Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢ = 0, tak dostaneme vychozi
bod pfimky. Pokud poté budeme s parametrem hybat od —oo do +00, dostaneme
postupné vSechny body na pfimce.

Druhym zptsobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho vyjadieni budeme
potfebovat kolmy vektor ke smérovému vektoru, tomu se také fikd normdlovy
vektor. V roviné ho ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice piimky,
tak vektor na né&j kolmy mé tvar n = (vy, —v;). Jako pozndmku pro zvidavé
mizeme uvést, ze skaldrni soucin téchto vektori, tedy soucin po slozkach (v-n =
ab + b(—a)), je roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar pfimky? Pokud je n = (a,b) nor-
malovy vektor primky, tak obecny tvar pfimky je rovnice ax + by + ¢ = 0. Dobre,
a a b mame, jak ale zjistit ¢? Normalovy vektor urc¢uje smér, kterym pfimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme jesté znat jeden bod,
ktery na nasi pfimce lezi, aby byla urcena jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice pfimky s neznamou c,
ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vyfesime. A mame hotovo, zndme hodnoty
vsech koeficienti v rovnici. Jesté si mizeme vSimnout, ze pro ¢ = 0 prochazi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi nejen pro néjaké zapsani primek, ale také pro zjis-
tent jejich priseciku. Kdyz hledame prusecik, hleddme vlastné misto, kde maji
obé primky navzijem stejné z-ové a y-ové sourfadnice. A to vede na jednoduché
soustavy linearnich rovnic, které jisté jiz vytesit umite.

Jesté si ale zdiraznéme rozdil tsecek oproti pfimkam. V pfipadé paramet-
rického tvaru omezujeme velikost parametru ¢ (naptiklad ¢ € (0,1)) a v pfipadé
obecného tvaru omezujeme rozsah jedné ze soufadnic (napiiklad z € (—2,2)).
V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopfimku, si parametr nebo souradnici
omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukazeme jednu zakladni aplikaci parametru a parametrického vy-
jadreni tsecky. Jak snadno spoéitat stied néjaké usecky AB? V takovém piipadé
neni nic jednodussiho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloving jeji délky) a pri¢ist k bodu A. Trividln{ Gpravou pak
zjistime, Ze stfed tsecky muzeme spocitat jako aritmeticky prameér jejich krajnich

bodi:
A+ B

2

A+%-(B—A):
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Jako piiklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které strané primky
lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdfive si zavedeme pojem orientovana piimka. Kdyz budeme mit pfimku
uréenou dvojici bodi A a B, budeme se na ni divat, jako kdybychom stéli v prv-
nim bodé (bod A) a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jasné
definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde vaci pfimce bod lezi.

Vezméme si tedy pfimku uréenou body A a B a bod X. Uréime si vektory
u=X—-Aav=DB-—A (s prvky ug,u,, respektive v,,v,) a porovname thel
mezi nimi.

Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzorecek na vypocet
Ghlu mezi dvéma vektory. Vzorecek ma tvar:

U
cosa = ——
Jul[v]
Jeho nevyhodou je, Ze vipocet inverzni funkce cos™! trva dlouho. Je proto lepsi
pouzit jiny zptsob vypoctu, kde si vystacime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptisobem je vypocet determinantu matice uréené témito vektory.
Matice je pouze tabulka, kde jsou vektory posklddany pod sebe (ta nase tedy
bude velka 2 na 2 policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rovnobézniku uréeného
zadanymi vektory. A navic znaménko determinantu nam 1ika, jestli je thel mezi
vektory (méfeny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych ruéicek) mensi
nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mtze brat nasledujici vzorec pro vy-
pocet determinantu matice dva krat dva jako kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce
zdtvodnéni, mize si zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektorti), které mohou nastat. Po chvili dojdete ke vztahu
presné odpovidajicimu nasledujicimu vzorecku:

d = UzVy — UyVy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od pfimky, pokud vyjde d zadporné, je bod
nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud vyjde d = 0, tak bod lezi na primce.

Bod a konvexni mnohotihelnik

Konvexni mnohothelnik je takovy, ktery nema zadny vnitini tihel vétsi nez
180°. Jinou definici je, Ze pokud si zvolime libovolné dva body v mnohothelniku
a natdhneme tsecku mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime, jestli néjaky bod
lezi v ném, nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti konvexnosti. Sta¢i ndm jit po hranéch
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na obvodu a zjiStovat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
piimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachézi se uvniti mnohothelni-
ku. Pokud se ale viiéi jen jediné hrané nachazi na jiné strané nez vaci ostatnim,
lezi bod vné mnohotihelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy fika test polorovinami. Kazda kontrola nam
zabere konstantné mnoho &asu. Casova sloZitost tohoto postupu je tedy linedrni
vzhledem k poétu hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohoiihelnik

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, protoze jak si muzeme
vSimnout, postup s kontrolovanim polohy bodu vié¢i v8em hranam fungovat ne-
bude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkoumaného bodu
vystrelit $ip, respektive vést polopfimku. Pékné se ndm bude poéitat, pokud
polopfimku povedeme rovnobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé
feSeni pak spociva v pocitani, kolikrat poloptimka protne hranici mnohothelniku.

Muzeme si totiz v§imnout, Ze findlné polopfimka skonéi venku a nikdy vice
jiz do mnohothelniku nevstoupi. A pokazdé, kdyz do mnohothelniku vstoupi,
musi z néj zase nékdy vystoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polo-
primku vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod lezi uvnitt, tak
bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potieba dat pozor, je situace, kdy polopfimka povede presné
skrz néjaky vrchol. V takovém pripadé se musime podivat na opac¢né krajni body
hran, které se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachazi ve stejné poloroviné
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uréené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli, ale neprosli jsme skrz (a tedy
nepoéitdme zadny priseéik). Pokud se ale krajni body hran nachézi v opacnych
polorovinéach, znamen4 to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali a musime zapodcitat
jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy krajni bod jedné
z hran nachézi na polopfimce.

Opét musime zkontrolovat polopfimku vic¢i véem hranam, takze Casova slozi-
tost je znovu O(N) (i kdyz s o néco vyssi konstantou, protoze spoéitani priseciku
je vice pocetnich operaci nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych problémt, totiz hle-
dani konvexniho obalu mnoziny bodt v roviné. Konvezni obal je nejmensi kon-
vexni mnohothelnik, ktery obsahuje vSechny zadané body. MizZeme si vSimnout,
Ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt néjaké body ze zadané
mnoziny, jinak bychom mohli mnohothelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni
obal).

Jako motivaci si predstavte tfeba situaci, Ze mate sad ovocnych stromi
a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak takovy plot, nebo obecné obal,
nalézt?

Vievo neobalené body, vpravo obalené.

Ukazeme si postup, kterému se tikd zametdni roviny. Je to trik, ktery najde
uplatnéni u mnoha riznych geometrickych problémii a vyplati se ho umét.

Zakladni myslenka spo¢iva v tom, Ze néjakou primkou, fikejme ji zametact
primka, piejedeme pfes celou rovinu (od minus nekoneéna do plus nekoneéna,
zleva doprava nebo shora dold) a vzdy, kdyZ zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme prislusnou udalost. Uddlost je néco vyznamného,
co souvisi s pfislusnym bodem (pruse¢ik pfimek, vrchol mnohouhelnika apod.)
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Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekone¢na do plus nekonecna? To
neni viibec nutné. Pohyb pfimky muZeme zaéit v néjakém startovnim bodé (vét-
Sinou prvni udélost v set¥idéné posloupnosti udalosti) a ukonéit ho po zpracovani
vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat plynule, ale budeme ji vzdy
skékat z udalosti na udalost (protoze mezi udélostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k naSemu problému s konvexnim obalem. Jako udalosti budeme
brat vsechny body, které dostaneme na vstupu. V tomto ptipadé ndm zadné
nové udalosti v pribéhu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udéalosti muzeme
implementovat jako linedrni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich x-ové souradnice (zatim budeme
pro jednoduchost piedpokladat, ze zadné dva body nemaji stejnou x-ovou sou-
fadnici), zaéneme je zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodi, které jsme uz zpracovali.

V priubéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dolni obdlku. Obé obalky
budou urc¢ité zacinat v nejlevéjsim a koncit v nejpravéjsim bodé (jednoduchym
pozorovanim lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu ur¢ité patii). A jak uz nazev
napovida, horni obalka ptijde vrchem a bude se zatacet stale doprava, a dolni
obalka naopak pijde spodem a bude se stale zatacet doleva.

Mizeme se pro zjednoduseni dohodnout, Ze nejlevéjsi i nejpravéjsi bod patii
do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni obalku spojime, dostaneme konvexni
obal.

Horni (respektive dolni) obalku si budeme udrzovat jako linedrni seznam
vrcholi.

Ted si uk4dzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani. Vypodet se bude
provadét samostatné pro horni a dolni obalku, my si ho ukdZeme jen pro horni
(pro dolni je az na zrcadleni stejny).

Uvazujme, ze uz mame né€jakou ¢ast horni obalky, skocili jsme zametaci
pfimkou na dalsi bod a ten ted chceme pfidat. Podivame se na posledni bod
v horni obélce a zkontrolujeme tihel posledni hrany v obdlce a tsecky mezi po-

slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu muzeme vyuzit napriklad test polorovi-
? nami z tvodu kuchatky (pokud novy bod lezi vaéi
/ posledni hrané horni obalky napravo, je vnitini thel
/ konvexni, pokud nalevo, je tthel konkdvni). Jestlize se
! horni obélka zatac¢i doprava, mame vyhrano, priddme
o novy bod do obalky a mizeme se posunout na dal-
$1 bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se nam obalka

sto¢i doleva a vznikne konkévni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidi-
me, ze je potfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit nové
pfidéavany bod s predposlednim. Odstranime tedy posledni bod obélky a budeme
test opakovat s predposlednim bodem.

o o
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Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi body), bud nez bu-
de thel hran konvexni, nebo dokud ndm v obéalce nezistane pouze jeden bod
(pocatecni). Pak novy bod pfiddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou pro obé dvé obal-
ky. Tedy kazdy bod se pokusime pFipojit k horni i dolni obalce a podle toho obé
obalky prislusné upravime.

Pro¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny body a kazdy z nich
se alespon na chvili stane poslednim bodem obalky. P¥i zméné obalky se obsazena
plocha v konvexnim obalu vZdy pouze zvétsi a zadny bod nam tedy nemiiZe zustat
mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvexni, ani konkavni.
V takovém piipadé se rozhodneme, jestli budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat
mezi vrcholy konvexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni obal vlastné potie-
bujeme. recepty

Skonéime, az zametaci piimkou sko¢ime na posledni bod a zpracujeme ho.
V tomto bodé se nam obdlky spoji a dostaneme cely konvexni obal. Ted ale
prichéazi otazka, kolik ¢asu nam tento postup zabere?

MiizZe se zdat, ze hodné, protoze pfi vyhazovani bodi z obalky mutzeme po-
stupné vyhodit skoro vSechny body. Ozna¢me si velikost zadané mnoziny (pocet
bodt na vstupu programu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky pfi-
déame pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jednou, tedy ¢asova slozitost
je linedrni k velikosti mnoziny, ¢ili O(N), v ptipadsé, ze jiz mame setiidény vstup.
Pokud ne, musime je$té prficist ¢as potiebny k setfidéni bodi, tedy O(N log N)
pii pouziti néjakého rychlého tifdictho algoritmu.38

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou z-ovou soufadnici. Pokud
to nejsou krajni body, tak ndm to v postupu nevadi. Mensim problémem je,
kdyz to jsou pocatecni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdiive podle z, a pokud je stejné, pak
podle y. To nam jednoznac¢né uréi poradi bodt a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, Zze rovinu nepatrné natoc¢ime. Tim se ur-
¢ité konvexni obal (az na natoceni) nezméni, nikde nebudou dva body nad sebou
a z pohledu algoritmu je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikogra-
fickém poradi.

Hled4ani pruseéiku tsecek

Nakonec si ukdZzeme jesté jeden typicky zametaci problém, ktery principu
zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni obal. Pfedstavte si, ze mate v roviné
N tsecek a chcete najit vsechny jejich pruseciky.

38 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem k N a poctu pri-
seciku P.

Bystii si jiz jisté spoéitali, ze priise¢iktt miize byt v extrémnim p¥ipads az N2,
a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat kazdou tsecku se vSemi dalsimi v tomto
pripadé neni.

Ale takové pripady se moc Casto nestavaji, spiSe naopak. Uvazujme tedy,
ze pruseciki je fadové tolik, kolik je tsecek a v tom pfipadé je vyse popsany
algoritmus jiz pomaly.

Predpokladejme pro zjednoduseni, ze v zddném bodé€ se neprotinaji tii a vice
usecek, z4dné dvé tsecky nemaji vice nez jeden spoleény bod (nelezi pies sebe)
a zadna tsecka neni ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. Vyreseni takovychto
ptipadu spoc¢iva v snadnych tpravach uvedeného Feseni.

Pouzijeme opét zametaci pfimku (pro lepsi predstavu ted jdouci shora dolu,
obecné ale nem4 smér zametani vyznam), kterou budeme skakat pres udalosti,
a na ni si budeme udrzovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prirezem. Jak uz
nazev napovida, bude udrzovat potradi tsecek, které aktualné protinaji zame-
taci pfimku. Jelikoz se prifez bude po kazdé udalosti ménit, budeme pro néj
potfebovat Sikovnou datovou strukturu. Ale na to se podivime aZ potom, co si
rozebereme udélosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém piipadé budou mezi udéalostmi vsechny body na vstu-
pu (tedy poc¢atecni i koncové body tisedek), vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme
si tedy trochu 1épe rozebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

® Zacdtek usecky: Pridame tsecku na spravné misto do prifezu, spocitame pri-
padné priseciky s okolnimi tseCkami a pridame je do seznamu udélosti.

® Konec usecky: Smazeme tsecku z prufezu, a jelikoZz se nam dvé okolni usecky
dostanou smazanim této k sobé, musime jesté spocitat jejich pripadny prisecik
a pridat ho do seznamu udalosti.

® Prusecik: Zapocitadme a zapiSeme si prusecik tsecek, prohodime potradi téchto
dvou usecek na prufezu, a jelikoZz se nam k sobé na prurezu dostaly nové
tsecky, musime spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky pridat
do seznamu udalosti.

Spocitani pruseciki tsecek je jednoduchd analytickd geometrie. Nejdiive
porovname jejich smérnice. Pokud jdou od sebe, nemusime se o nic starat, pokud
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jdou k sobé, spocitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyz mame tento bod,
jenom ovéfime, jestli lezi na obou tseckich (neboli ze tGsecky nekondi jesté pied
spocitanym priisec¢ikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét v prufezu rychle
vyhledavat, pfidavat a mazat, k cemuz nam nejlépe poslouzi vyhledévaci strom.
Ale co za informace si budeme o tiseckach ve vrcholech stromu pamatovat? Jejich
aktualni z-ovou pozici (tedy presnéji x-ovou soufadnici bodu této tsecky na
urovni zametaci p¥imky)? Tu bychom museli po kazdé udalosti u vSech tusecek
pfepocitat, budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme ukladat pouze néjaky rovnicovy tvar tGsec-
ky (napfiklad jeji obecnou rovnici, nebo smérnici a bod) a vzdy, kdyz budeme
vyhledavat ve stromu, tak si na zdkladé aktualni y-ové pozice zametaci pfim-
ky spocitdme v konstantnim ¢ase aktudlni xz-ovou pozici usecky (jednoduchym
doplnénim do obecné rovnice) a podle toho se budeme ve vyhleddvacim stromu
pohybovat.

Méame tedy datovou strukturu pro prufez, ale jak dlouho budou trvat ope-
race s ni? Jelikoz v kaZzdou chvili bude ve vyhledavacim stromu maximalné N vr-
choltt (tedy maximalné tolik, kolik je sedek), budou vSechny operace se stromem
trvat O(log N).

Do seznamu udalosti budeme potrebovat také pridavat prvky, takze tento-
krat se ndm mnohem vice hodi pouziti néjaké haldy. Opét si mizeme uvédomit,
Ze v haldé bude najednou pouze O(N) prvki (za kazdou tsecku jeji zacatek a ko-
nec a priseciky tseéek vedle sebe na prifezu, tedy maximélné N — 1 pruseciki),
takze operace v ni bude trvat O(log NV).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se na to, jak al-
goritmus pobézi. Na zacatku priddme do prifezu prvni tsecku a do seznamu
udalosti vSechny zacatky i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech,
kazdou udélost zpracujeme podle postupu vysSe a skonéime ve chvili, kdy ndm
dojdou vSechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoz postupné projde pies vSechny priseciky
(kdyz jedna tisecka protina vice dalsich, tak postupnym prohazovanim v prifezu
se dostanou vSechny tyto dvojice vedle sebe a vSechny prise¢iky pridame do
udélosti) a zadny priseéik neprojdeme vicekrat.

Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi operaci s dato-
vymi strukturami, a protoze kazd4 z téchto operaci stoji maximalné O(log N),
tak nas zpracovani jedné udélosti stoji O(log N). Podet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tsecek a P pocet prusecikil na vystupu, tedy celkova ¢asova slozitost
je O((N + P)log N). Pro poridek jesté uvedme pamétovou slozitost, které je
diky pouzitym datovym strukturam O(N).

MiZeme si v§imnout, Ze pokud by prusecikii bylo fadové N2, tak jsme si
vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale situaci, kdy je prusecikii fadoveé stejné
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jako tsecek. V tomto ptfipadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér

Prosli jsme si zakladni geometrické algoritmy pro rovinnné problémy a uka-
zali jejich zakladni myslenky. Rtznou aplikaci a kombinaci téchto postupti mi-
zeme Tesit vétsinu leh¢ich geometrickych problémil v roving, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného diagramy, coz je
rozklad roviny na oblasti, které jsou vZzdy nejbliz danému bodu (motivaci muze
byt naptiklad pfifazeni obci na mapé k nejbliz§imu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ovSem tentokrat jiz ne pfimkou, ale
pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na zac¢atku, mnohé z uvedenych postupt lze zobecnit
z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy jindy. Pokud mate zajem o dalsi in-
formace o geometrickych algoritmech, tak vias mizeme odkazat na studijni text
k pfednasce ADS? na strankdch Martina MareSe.

Pokud stale nemate geometrie dost, mutizete si jesté zkusit vyhledat pojmy
kombinatorickd a vypocetni geometrie. Dostanete se tak ke spousté dalsich zaji-
mavych materialu.

Jirka Setnicka

39 http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom. pdi]
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Kucharka paté série — dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd pii svém béhu vold sama sebe,
casto i vice nez jednou. To typicky vede na exponencialni ¢asovou slozitost algo-
ritmu.

Dynamické programovani je technika, kterou lze z pomalého rekurzivniho
algoritmu vyrobit pékny polynomiélni, tedy az na vyjimecéné pripady. A jako
ukazku si predstavime algoritmus, ktery nalezne délky nejkratsich cest mezi kaz-
dymi dvéma mésty na mapé.

Ale neptedbihejme, nejdiive se podivame na jednoduchy piiklad rekurze. KSP
Fibonacciho ¢isla
Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, jejiz
nulty ¢len je nula, prvni je jednicka (Fo = 0, F} = 1) a kazdy dalsi ¢len je souc¢tem
dvou predchozich (F,, = F,,—1 + F,,_2 pro n > 1). Zadina takto:
01 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 ... recepty

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (v nasem znaceni F,, ) si napiSeme rekurzivni funkei
fib(n), ktera bude postupovat piesné podle definice — zepté se sama sebe rekur-
zivné, jaka jsou dvé predchozi ¢isla, a pak je secte. Mozna vice fekne program:

def fib(n):
if n ==
return O
elif n ==
return 1
else:
return fib(n-1) + fib(n-2)

To, jak funkce vola sama sebe, si miZeme snadno nakreslit tfeba pro vypocet

éisla Fj:

Vidime, Ze se program rozvétvuje, coz tvori strom volani. V kazdém vrcholu
tohoto stromu travime konstantni cas, takze casova slozitost celého algoritmu
je aZ na konstantu rovna poc¢tu vrcholi tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou tvahou.
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Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, ktera je sou¢tem hodnot v jeho synech.
Proto je hodnota v kofeni rovna souc¢tu hodnot v listech. V listech jsou ovSem
jednicky (Fy a Fy), takZe listd musi byt pravé F,, a vSech vrcholt dohromady
aspon Fj,.

Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme cas alespon tako-
vy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F,, vlastné je? Muzeme tieba
vyuzit toho, ze

Fo=F,1+F, 2>2F, o,
z ¢ehoz indukci dokazeme
F, > /2 pro n > 6.

Funkce Fibonacci ma tedy alespon exponencidlni ¢asovou slozitost, coz neni nic
vitaného.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? VSimneme si, Ze nékteré podstromy jsou
shodné. Zfejmé to budou ty ¢asti, které reprezentuji vypocet stejného Fibonacci-
ho ¢isla — v nasem prikladé tfeba tfetiho. Tyto vypocty opakujeme stale dokola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit a pak je kdykoliv
vytédhnout jako povéstného kralika z klobouku®® s minimem namahy.

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, které na pocatku
inicializujeme hodnotami znacicimi nespocitané hodnoty. Kdykoliv budeme chtit
spocitat néktery clen, nejdfive se podivame do pole, zda jsme ho jiz jednou ne-
spocetli. A naopak jakmile hodnotu spoéitame, hned si ji do pole poznamenéme:

P = [None] * (MaxN + 1)
pP[0] = 0; P[1] =1
def fibonacci(n):
if P[n] is Nonme:
P[n] = fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
return P[n]

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

40 Pravé zde je zminka, o kralicich pfihodna. Legenda o Fibonacciho é&islech vypravi,

ze k jejich objevu doslo pii vyzkumu rozmnozovani kraliki, kdy prvni dva mésice
meél 1 par, dalsi mésic mél 2 pary, pak 3, pak 5, ...
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Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximalné dvakrat — k vy-
poc¢tu ho potfebuji dva nésledujici ¢leny. To ale znamend, ze funkci Fibonacci
zavoldme maximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou upravou zlepsili expo-
nencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme ob&tovat pamét, ale to neni
tak uplné pravda. V prvnim prikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pfi volani
funkce si musime zapamatovat nékteré tdaje, jako je tfeba navratova adresa,
parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samotné potfebujeme urcité
pamét linedrni s hloubkou vnofeni, v nasem piipadé tedy line4rni s n.

Urcité vas uz také napadlo, Ze n-té Fibonacciho ¢islo se da snadno spocitat i
bez rekurze. Staci si prvky posloupnosti pocitat postupné od zacatku — kdykoliv
znadme Fy j (vSechny prvky posloupnosti az do indexu k), dokdZeme snadno
spocitat 1 Fjy1:

def fibonacci2(n):

if n ==
return 0O

a=0; b=1

while n > 1:
(a, b) = (b, atb)
n-=1

return b

Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vymysleli pomalou re-
kurzivni funkci, kterou jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledki. Nakonec
jsme ale celou rekurzi ,,obratili naruby“ a mezivysledky pocitali od nejmensiho
k nejvétsimu, aniz bychom se starali o to, jak se na né ptivodni rekurze ptala.

V piipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné piijit rovnou na nerekur-
zivni feSeni, a diky pamatovéni si jen poslednich dvou hodnot snizit i pamétovou
slozitost na konstantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo rovnou feseni tilohy od nej-
me mu technika dynamickeého programovdni. Ukazeme si dalsi problém FeSitelny
touto technikou.

Problém batohu

Je dano N pfedmétt o hmotnostech my, ..., my (celo¢iselnych) a také ¢islo
M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat nékteré z pfedméti tak, aby soucet jejich
hmotnosti byl co nejvétsi, ale pritom neptekrocil M. Pfedvedeme si algoritmus,
ktery tento problém fesi v ¢ase O(MN).

N4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0. .. M] a jeho ¢innost bude
rozdélena do N kroki. Na konci k-tého kroku bude prvek A[:] nenulovy pravé
tehdy, jestlize z prvnich k pfedmétt lze vybrat predméty, jejichz soucet hmotnosti
je presné i.
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Pfed prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hodnoty A[i] proi > 0
nulové a A[0] mé néjakou nenulovou hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podiloham, které fesime —
v prvnim kroku vyfesime podulohu tvofenou jen prvnim predmétem, ve druhém
kroku prvnimi dvéma predméty, pak prvnimi tfemi pfedméty atd.

Popisme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochézet od konce, tj.
od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale nulové, ale hodnota A[i —my] je nenulova,
zménime hodnotu uloZzenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, pro¢ zrovna na k).

Nyni si rozmyslime, ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hod-
noty v poli A hmotnostem podmnozin z prvnich k pfedméti (podmnoZina je
v podstaté jen vybér néjaké ¢asti pfedmétit).

Pokud je hodnota A[i] nenulovd, pak bud byla nenulovd pied k-tym kro-
kem (a v tom pfipadé odpovidd hmotnosti n&jaké podmnoziny prvnich k — 1
predmétl), anebo se stala nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i — my] byla pfed k-tym krokem nenulovd, a tedy
existuje podmnozina prvnich k£ — 1 pfedméti, jejiz hmotnost je i — my. P¥idanim
k-tého predmétu k této podmnoziné vytvorime podmnozinu predmétt hmotnosti
pfesné 1.

Naopak, pokud lze vytvorit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k pfedmé-
td, pak takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich k — 1 predmétt,
a tedy hodnota Ali] je nenulova jiz pfed k-tym krokem, anebo k-ty pfedmét je
obsazen v takové mnoziné X.

Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pfed k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i — my) a hodnota A[i] se stane nenulovou
v k-tém kroku.

Po provedeni viech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty A[i] pfesné hmot-
nostem podmnozin ze vSech pfedméti, které mame k dispozici. Specialné nejvétsi
mnoziny pfedméti, kterd nepfekro¢i hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: V k-tém kroku
jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k, takze v Alip] je uloZeno
¢islo jednoho z predméti néjaké takové mnoziny, v Alig — m A[io]] ¢islo dalsiho
predmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu lze nalézt na dalsi strané.

Casové slozitost algoritmu je O(NM), nebot se skladd z N krok, z nichZ
kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamétova slozitost ¢ini O(N + M), coz predstavuje
pamét potiebnou pro ulozeni pomocného pole A a hmotnosti danych predméti.

Cvi€eni a poznamky

® Proc¢ pole A prochazime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypada jako polynomialni, ale to je trochu podvod. Zavi-
si totiz na hodnoté M. Pokud tuto hodnotu na vstupu zapiSeme obvyklym
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zplsobem, tedy v desitkové nebo dvojkové soustavé, pouzijeme fadove log M
cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu az exponencialné velké. To je
typicky priklad takzvaného pseudopolynomidlniho algoritmu — tedy takového,
jenz je vzhledem k hodnotdm na vstupu polynomialni, ale k délce vstupu
exponencialni. Podrobnosti si mzete piecist v kuchafce o t&zkych tlohach.*!

# JiZz existujici proménné:

# N - poCet predmétt

# M - hmotnostni omezeni

# hmotnosti - pole hmotnosti diléich pfedmétd

A=1[0] *M

Afo] =1
for k in range(N):
for i in range(M, hmotnost[k]-1, -1): recepty
if (Ali-hmotnost[k]] != 0) and (A[i] == 0):
Ali]l = k
i=M
while A[i] == 0:
i-=1
print("Maximdlni hmotnost: {}" .format(i))
print ("P¥edm&ty v mnoziné&:", end="")
while A[i] != -1:
print(" {}" .format(A[i]l), end="")
i = i - hmotnost[A[il]

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshallav algoritmus

N4&s dalsi ptiklad bude z oblasti grafovych algoritmi, ale zkusime si jej nejdii-
ve Tici bez graft:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou (obousmérné)
silnice, jejichz délky jsou dany na vstupu. Predpokladame, Ze silnice se jinde nez
ve méstech nepotkavaji (pokud se kiizi, tak mimotdroviioveé).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi vemi dvojicemi mést, tj. délky
nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi mést. Cestou rozumime posloupnost mést
takovou, ze kazda dvé po sobé nasledujici mésta jsou spojené silnici, a délka cesty
je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.

V grafové terminologii tedy mame dany ohodnoceny neorientovany graf a
chceme zjistit délky nejkratsich cest mezi vsemi dvojicemi jeho vrcholi.

Pljdeme na to nasledovné — vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku al-
goritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D, tj. DJi][j] je vzdalenost z mésta i

41 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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do mésta j. Pokud mezi mésty i a j nevede zadna silnice, bude D[i][j] = oo
(v programu bude tato hodnota rovna néjakému dostate¢né velkému ¢islu).

V pribéhu vypoétu si budeme na pozici D[i][j] udrZovat délku nejkratsi
dosud nalezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v D[i][j] uloZena
délka nejkratsi cesty mezi mésty i a j, ktera muze prochazet skrz libovolné z mést
1,... k.

V priubéhu k-té faze tedy staci vyzkouSet, zda je mezi mésty i a j kratsi

stavajici cesta pies mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulozena v DJi][4], nebo nova
cesta pres mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochazi pfes mésto k, muzeme si ji rozdélit na nej-
kratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k£ do j. Délka takové cesty je tedy rovna
DIi][k] + DIk][j]-

Pokud je soucet D[i|[k] + D[k][j] mensi nez stavajici hodnota D[i][j], nahra-

recepty  dime hodnotu na pozici D[i][4] timto souétem, jinak ji ponechame.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] ulozena
délka nejkratsi cesty z mésta i do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vSechny dvojice i a j,
vyzaduje kazd4 faze cas O(N?). Celkova ¢asova slozitost naseho algoritmu tedy
je O(N3). Co se paméti tjce, vystacime si s polem D a to mé velikost O(N?).

Program bude vypadat nasledovné:

for k in range(N):
for i in range(N):
for j in range(N):
if dli1[k] + dlk][j] < d[il[j]:
dli1[3] = d[i1 k] + d[k][3j]
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Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdalenosti
mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi.
To lze jednoduse vytesit napriklad tak, Ze si navic budeme udrzovat pomocné

na cesté z ¢ do j délky DIi][j] (pfi zméné v k-té fazi je to Cislo k).

Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nejprve cestu z ¢ do
E[i][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim)
postupem.

Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k zaludné otazce: Jak vime, Ze spojenim dvou
cest, které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni nemohou néjaké vrcholy
opakovat)?
To samoziejmé nevime, ale vSimnéme si, ze kdykoliv by to cesta nebyla, tak si ji
nevybereme, protoze ptivodni cesta bez vrcholu k£ bude vzdy kratsi nebo alespon
stejné dlouha. . .

recepty

Tedy dokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus zaporné délky. To bychom méli
pridat do predpokladi naseho algoritmu, kdybychom byli pedanti (ale hrany
zéporné délky stéle dovolujeme, jen nesmi utvofit cyklus se zdpornym souctem).

® Pozor na poradi cykli — program vyslovené svadi k tomu, abychom psali cyklus
pro k jako vnitfni... jenZe pak samoziejmé nebude fungovat.
Cviceni
e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?
® Hodnoty v poli si piepisujeme pod rukama, takze by se ndm mohly poplést
hodnoty z ptredchozi faze s témi z faze soucasné. Ale zachrani nés to, Ze ¢isla,
o ktera jde, vyjdou v obou fazich stejné. Proc¢?
Nejdelsi spoleéna podposloupnost
Posledni priklad dynamického programovani, ktery si predvedeme, se bude
tykat posloupnosti. Méjme dvé posloupnosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich

nejdelst spolecnou podposloupnost (NSP), tedy takovou posloupnost, kterou mi-
zeme ziskat z A 1 B odstranénim nékterych prvka. Napriklad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spoleénych podposloupnosti tato posloupnost:
C=23122312.

Jakym zpusobem muZzeme takovou podposloupnost najit? Nejdiive nas asi
napadne vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat.
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Jakmile si ale spocitame, Ze vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je
2" (kazdy prvek nezavisle na ostatnich bud pouzijeme, nebo ne), najdeme radéji
néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyresime tento problém pouze pro prv-
ni prvek posloupnosti A. Pak najdeme feSeni pro prvni dva prvky A, pficemz
vyuzijeme predchozich vysledkt. Takto pokracdujeme pro prvni t¥i, ¢tyfi, ... az
n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat,
abychom z toho dokazali spocist krok nésledujici. Urcité ndm nebude stacit pa-
matovat si pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spole¢nych pod-
posloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mnozina pfi pfidani dalsiho
prvku k A: Vsechny podposloupnosti, které v mnoziné byly, tam zistanou a navic
ptibyde nékolik novych, koncicich pravé pridanym prvkem.

Ovsem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom je ¢asem rozsifili
na nejdelsi spole¢nou podposloupnost.

Takze pokud zname néjaké dveé stejné dlouhé podposloupnosti P a @) koncici
nové pridanym prvkem v A a vime, ze P kon¢i v B diive nez ), staci si z nich
pamatovat pouze P.

V libovolném rozsifeni (Q-cka totiz mizeme @) vyménit za P a ziskat tim
stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si staci pro jiz zpracovanych a prvkia posloupnosti A pamatovat pro
kazdou délku I tu ze spoleénych podposloupnosti A[1...a] a B délky [, kterd v B
kon¢i na nejlevéjsim mozném misté. Dokonce nam bude stacit si misto celé pod-
posloupnosti ulozit jen pozici jejtho konce v B. K tomu pouzijeme dvojrozmérné
pole Dla,].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D
se zvétsuji s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili D[a,!] < Dla,l + 1], protoze
posloupnosti délky ! + 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [
o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny. Pokud uz zndme cely a-ty fddek pole D, mtizeme
z néj ziskat (a + 1)-ni fddek. Projdeme postupné posloupnost B. Kdyz najde-
me v B prvek Ala 4+ 1] (ten pravé pridavany do A), miZeme rozsifit vSechny
podposloupnosti konéici pred aktualni pozici v B.

Néas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsifenim vsech krat-
Sich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozice je vétsi nez koncova pozice nekteré
posloupnosti, kterou jiz zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulo-
Zime ji misto puvodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloupnosti B. Vsim-
néme si, Ze nemusime prochazet pole s podposloupnostmi stile od zacatku, ale
mizeme se v ném posouvat od nejmensi délky k nejveétsi.
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Ukézeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pfi feSeni problému z na-
Seho prikladu. Abychom nemuseli listovat, tak si zde zadani pfikladu uvedeme
jesté jednou — hleddme NSP téchto dvou posloupnosti:

A=233123223112
B=32213122331223

Nyni uz slibend tabulka znazoriujici vipodet. Radky jsou pozice v A, sloupce
délky podposloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - = - - - - - - -
215 - - - - = = = = - -
3158 9 - - = = = = = = =
4 1 4 6 11 - - — — — - = =
5 1 2 5 7 12 - - - - - - -
6 1.2 3 7 9 14 - - - - - -
T 1 2 3 7 8 12 - - - - - =
8 1.2 3 7 8 12 13 - - — — —
91 2 3 5 8 9 13 14 - - — -—
001 2 3 4 6 9 11 14 - — — -—
11 2 3 4 6 9 11 14 - — — —
121 2 3 4 6 7 11 12 —- — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi
spole¢nou podposloupnost (NSP).

Ukazeme si to na nasem piikladu — jelikoZz posledni nenulové ¢islo na po-
slednim fadku je v 8. sloupci, ma hledand NSP délku 8.

D[12, 8] = 12 fik4, Ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v posloupnosti B.
Jeho pozici v posloupnosti A urcuje nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota
také vyskytuje, v naSem pripadé je to fadek 12. Druhé pismeno tedy budeme
uréovat z D10, 7], t¥eti z D[9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

vypocet hodnot v poli, ktery se sklada ze dvou hlavnich cyklt o délce |A] a |B|,
coz jsou délky posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while probéhne celkem maximalné |A|-krat a ¢asovou slozi-
tost ndm nezhorsi. Muzeme tedy Fict, Ze casova slozitost je O(|A|-|B)).
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Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi, protoze pak jsou
maximalni délka spole¢né podposloupnosti i pocet krokt algoritmu rovny délce
kratsi posloupnosti, a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2 4 M), kde N je délka kratsi posloup-
nosti a M té delsi.

# Nacteni posloupnosti s dovolenim vynechame
if lenA > lenB: # v A bude kratsi
(4, B) = (B, Q)
KSP (lenA, lenB) = (lenB, lenA)
d = [[lenB] * lenA for i in range(lenA)]

maxLen = 0
for i in range(lenA):

1=0
# Mame minimalné& to samé, co minule
recepty if i > 0:

for j in range(lenA):
dlil[j] = ali - 11[j]
for j in range(lenB):
if B[j] == A[il:
while i > 0 and d[i - 1]1[1] < j:

1+=1
if d[i1[1] >= j:
dlil[1] = j

maxLen = max(l + 1, maxLen)

j = lenA - 1
C = [None] * maxLen
for i in range(maxLen):
ii = maxLen - i - 1
while j > 0 and d[j][ii] == d[j - 11[iil:
j-=1
clii] = A[j]
j-=1
# Nyni je v C spoCtend NSP posloupnosti A a B
Dnesni menu servirovali
Martin Mares a Petr Skoda
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Vzorova feseni KSP — 1. série

Vzorova reseni KSP
Prvni série

29-1-1 Pripalené placky

Nez se pustime do samotného Feseni, tak si tlohu trochu upravime. Namisto
hromady placic¢ek oto¢enych tim ¢i onim zpisobem budeme otacet pole jednicek
a nul.

Jednicka bude representovat placi¢ku oto¢enou spravné (tedy spalenim do-
11), nula oto¢enou Spatné. Jedinou dovolenou operaci je pieklopeni (jednicky na
nulu a nuly na jedni¢ku) vSech hodnot od prvni az do né&jaké i-té (véetng). Tedy
vlastné negace prefixu (souvislé podéasti zacinajici na levém okraji) pole.

Hned na zacatku si je tfeba uvédomit jednu velmi dulezitou véc ze zadani.
Nechceme otaceni hodnot, tedy preklapéni placicek, opravdu provést. Staci nam
fict, kde vsude by to bylo tieba.

Toto pozorovani zpisobi, Ze naSe feSeni bude nakonec linearni a ne kvadra-
tické, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Pro zacatek se pokusme na pole hodnot podivat jako na soustavu stejnoro-
dych tseku jednic¢ek a nul. Snadno si za chvilku dokdZeme, Ze preklapét hodnotu
ma smysl jen u prefixi, které konéi pravé v prechodech mezi souvislymi tseky
jedniGek a nul (& obraceng).

Urcité plati, ze v konecném stavu, tedy kdyz jsou vSechny hodnoty jednicky,
nejsou v poli zaddné prechody. Cela véz je totiz jeden stejnorody tsek.

Otocenim hodnot tseku konéicim na rozhrani urc¢ité zrusime jeden prechod.
Zménime totiz hodnotu tésné pred rozhranim a beze zmény ponechame tu tésné
za nim. CoZ, pokud mame jen dvé mozné hodnoty, které se pied tim lisily (a
vytvafely tak pfechod), znamend, ze nyni musi byt stejné.

Operaci také nikterak neovlivnime jiné tiseky pfed nebo za ptvodnim roz-
hranim. Téch za rozhranim se totiz ani nedotkneme a tém pred pouze otocime
hodnoty.

Pokud by tsek, v nasem pripadeé prefix, ktery operaci zménime, koncil mimo
prechod, tak nejenze se zadného rozhrani nezbavime, ale dokonce vytvorime nové.
Znegujeme totiz hodnoty prvni poloviny néjakého predtim stejnorodého tseku,
¢imz ho nutné rozdélime na dvé nové ¢asti s ruznymi hodnotami.

Vsem ostatnim tsektim pied koncem prefixu pak pouze prehodime hodnoty,
tedy Zadny neodstranime, a na ty dale za nikterak nezménime. Skon¢ime tedy
jen s pfidanim jednoho pfechodu. Je vidét, ze ma smysl uvazovat jen o tsecich
konéicich v mistech jiz existujicich prechod.

Algoritmus je jiz nyni snadny. Vytvofime si pomocnou promeénnou, ktera
si bude pamatovat typ posledniho tiseku. Na zacatku ji nastavime na hodnotu
prvaniho prvku v poli. Nasledné pro kazdy dalsi prvek pole udélame jednu ze dvou
véci.
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Pokud je jeho hodnota stejna jako v pomocné proménné, tak pokracujeme
normélné déal. Pokud je jina, tj. nastal zlom, tak zahlasime otoceni az do posled-
niho indexu (véetné) a pomocnou proménnou aktualizujeme hodnotou prvku,
ktery pravé zpracovavame; tedy hodnotou ktera je tésné za zlomem.

Takhle dojdeme az na konec, kde jesté zkontrolujeme, zda je posledni hod-
nota 1. Kdyz neni, tak zahldsime operaci nad celym polem, tj. otoceni vSech
placek.

Algoritmus zjevné potfebuje pouze jeden linearni priichod plackami. Casova
slozitost je tedy O(NN), kde N je pocet placek.

U pameéové slozitosti zalezi na tom, jak si ji zavedeme. Pokud si povolime
¢ist vstup postupné a stejné tak i vypisovat vystup, tak ndm staci konstantni
mnozstvi paméti. V prubéhu si totiz stac¢i pamatovat onu pomocnou proménnou.
Pokud vSak pouzijeme staromdni definici, tak si musime pamatovat cely vstup
najednou, coZ automaticky znamend i prostorovou slozitost O(N).

Petr Houska

29-1-2 Kupecké pocéty

Kazdy kupec vi, kolik zaplatil, tedy se domluvi, napisou vSechny castky na
papir a spocitaji z nich primér. To je ¢astka, kterou kazdy z nich chce nakonec
zaplatit. Nékteri zaplatili vic, jini méné. V seznamu kupcu tedy od vyse kazdé
investice odecteme pramer.

Tim dostaneme pro kazdého kupce budto kladné ¢&islo — o tolik zaplatil do
projektu vic, a tedy tolik ma od ostatnich dohromady dostat — nebo zaporné
¢islo — o tolik zaplatil méné, a tedy tyto penize néjak rozdéli svym kolegtim.

Mizou nam vyjit i nuly. Nulovy kupec zaplatil prave tolik, kolik zaplatit mél,
a nemusi se tedy s nikym vyrovnavat. Vyradime jej ze seznamu, nebot takovych
kupci by klidng mohlo byt docela dost a zbyteéné by kazili ¢asovou i pamétovou
slozitost zbytku algoritmu.

Kupci se mezi sebou budou vyrovnavat tak, ze se vzdy potka néjaky dluznik
(to je ten, co ma platit) s néjakym véfitelem (to je ten, co ma penize dostat) a
zaplati si néjakou castku.

Kolik si muzou zaplatit? Oznac¢ime-li celkovou vysi dluhu jako D a celkovou
vysi pohledavky jako P, miizou se vyrovnat nejvyse o min(D, P). Kdyby si chtéli
snad predat vic pendz, bud dojde k predluzeni, nebo k pieplaceni, coz zadani
zakazuje.

Jaké je nejmensi mnozstvi transakci, které by teoreticky mohlo probéhnout?
Jedna transakce mé vzdy dvé strany, ovlivni tedy dva kupce. Jednou transakci
tedy dojde k vynulovani nejvySe dvou kupcti. Je-li tedy kupci celkem N, je

N

nejmensi mnozstvi transakci k vyrovnani [7]
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Zadani nam tedy dovoluje provést N transakci. To je ale velmi milé, protoze
kazdou transakci dokazeme alesponi jednoho kupce vynulovat. Staci kdyz pie-
vedeme nejvyssi moznou éastku: pokud min(D, P) = D, pravé jsme vynulovali
dluznika; pokud min(D, P) = P, vynulovali jsme véfitele.

Rysuje se nam tedy jednoduchy algoritmus:

Nejprve si spocitame, kolik mél kazdy zaplatit, a rozdélime vstup na dluhy
a pohledavky, to vSe v ¢ase (O(N)). Poté, dokud budou néjaké pohledévky a
dluhy zbyvat, vybereme libovolny dluh a libovolnou pohledavku (t¥eba prvni ze
seznamu) a prevedeme maximalni moznou ¢astku. Kdyz uz zadné pohledavky a
dluhy nejsou, mame hotovo a muzeme se jit klouzat.

Pro¢ to funguje? Kazdym pievodem vynulujeme alesponl jednoho kupce,
tedy s koneénym mnoZstvim pfevodi budou vynulovani vSichni. Téz z toho plyne,
ze prevodl provedeme nejvyse N — 1, takze jsme splnili zadani.

Jak je to rychlé? Piedzpracovani trva O(N). Kazdy krok pak trva konstatni
¢as: vybér dluhu, vybér pohledavky i samotné vyrovnani.

Pamétova slozitost zahrnuje uloZeni nékolika proménnych, vstupu velikosti
N a dvou seznamiti o celkové délce taktéz N, celkem tedy O(N).

Neékteri tesitelé tvrdili, ze je potfeba vstup setfidit, nedokazali ale prijit
s zadnym rozumnym argumentem, pro¢ by to mélo byt potreba. Je to lakavé, ale
muZeme netfidit a diky tomu si nezavléct do slozitosti logaritmus (O(N log N)
misto O(N), a to za to stoji, ne?

feSeni

Jini se mé zase snazili presvédcit, ze po kazdé transakci musime probéhnout
celé pole a vyhézet z néj ty, kdo uz platili. To v8ak neni viibec potieba. Vzdyt
jediné dva, kterych se to tyka, jsme pravé méli v ruce. Takovym postupem se
dalo dosdhnout a% (pro tuto tlohu jisté impozantni) sloZitosti O(N?).

Téz se objevilo nékolik feseni, kde fesitelé porusovali podminky dané v zada-
ni, naptiklad vesele preplaceli, pripadné si dokonce potidili banku, kterd vSechno
zprostiedkovala. Néktefi se tohoto prohfesku dopustili skryté, jini to dokonce
drze deklarovali. Pro odvahu postavit se organizatoriim a hrdé fesit jinou ulohu
jsem vsak nemél valného pochopeni a udéloval pouze body utéchy.

Ulohu jsme zadali tmyslné s pozadavkem na maximéalné dvojnasobny podet

prevodt. Dtvod je prosty. Optiméalni feSeni totiz ziskdme tak, Ze bychom
nasli rozdéleni mnoziny kupctt do co nejvice podmnozin tak, aby soucet v kazdé
z podmnozin byl nulovy. Nicméné uz jenom otazka, jestli viibec existuje pod-
mnozina, jejiz soucet je nulovy, je NP-tplny problém (anglicky Subset Sum Pro-
blem).#? Jist& pochopite, Ze po vas nemtizeme chtit vymyslet feseni takové tlohy
v polynomidlnim ¢ase.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

42 https://en.wikipedia.org/wiki/Subset_sum_problen]
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29-1-3 Stfidani zbrani

Na zacatku si sefadime gardisty podle vysky od nejnizsitho po nejvyssiho.
Predstavme si, Ze si v tomto pofadi chodi vybrat kopi. Ozna¢me si m; pocet kopi
kratsich nez -ty gardista (pocitdme od nuly). Prvni gardista si mtze vybrat ze
vSech kopi, které je schopen pouzivat, ma tedy mg moznosti.

Druhy gardista je schopen pouzivat m; rtznych kopi. Ale vybrat si muze
pouze z my — 1, protoze jedno z nich uz si vzal prvni gardista (prvni gardista
je mensi nez druhy, tedy kopi, které si vzal, by mohl pouzivat i druhy, ten tak
0 jednu moznost prisel).

Analogicky tfeti gardista dokaze pouzivat mo kopi, ale dvé z nich uz si
zabrali prvni dva gardisté, ma tedy na vybér z ms — 2 moznosti. Obecné i-ty
gardista si mize vybrat z m; — ¢ kopi.

Pocet moznosti, které ma i-ty gradista, nezdvisi na tom, jaka kopi si vybrali
predchozi. Tady je vidét, pro¢ je dilezité gardisty brat v poradi od nejmensiho.
Kdyby byl prvni gardista vyssi nez druhy, pocet kopi, které zbudou na druhého
gardistu, by zavisel na tom, jak vysoké kopi si vzal prvni.

Takhle vime, Ze pro kazdou z my moznosti vybéru prvniho gardisty existuje
pravé my — 1 moznosti volby druhého. Celkem tedy je mg - (m1 — 1) moZznosti,
jak si maze vybrat prvni dvojice.

Obecné kdyz provadime nékolik vybért po sobé a pocet moznosti, ze kterych
v kazdém kroku vybirame, nezavisi na volbach v pfedchozich krocich, je celkovy
pocet moznosti prosté sou¢inem pocttt moznosti v jednotlivych krocich. Tomuto
principu se ik pravidlo kombinatorického soucinu.

Dostame tedy celkem

mg-(my—1)-(mg—2)-...- (my —N)

(kde N je pocet gardistil) moznosti, jak si gardisté mohou rozdélit kopi.

Dluzno podotknout, ze celkovy pocet moznosti samoziejmé nezavisi na tom,
v jakém pofadi si gardisté vybiraji kopi. Jen kdyz si predstavujeme, Ze si vybiraji
v poradi od nejmensiho, je o dost snazsi moznosti spocitat.

Ted v podstaté staéi dosadit do vzorecku. K tomu bychom ale nejdfiv po-
tfebovali spocitat jednotlivd m;. To je celkem jednoduché. Na zacatku si kromé
gardistil i kopi sefadime vzestupné podle délky. Ted budeme postupné proché-
zet jednotlivé gardisty a pribézné si udrzovat index nejvétsiho kopi mensiho nez
aktudlni gardista (tento index odpovidd préavé m;).

Kdyz prejdeme na néasledujiciho gradistu, tento index zvysujeme, dokud
nenarazime na kopi vyssi nez on. Takto spoc¢itame vsechna m; jednim priachodem
pfes obé pole v linearnim case. Podrobnéji ve vzorovém programu. Jde o podobny
princip jako pfi slévani setfidénych posloupnosti.

Celkové ¢asova slozitost je O(N log(N)), protoze tolik ¢asu stravime t¥idé-
nim a zbytek stihneme v linedrnim éase. Pamétova slozitost bude linearni.
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Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-3.py|

Vétsina z vas na zakladni myslenku prisla. Co jste ¢asto opomijeli, je zdi-
vodnit, pro¢ feSeni funguje. Z vyse uvedeného vzorecku neni bez komentare viibec
vidét, ze by mél platit. Po pfeéteni spousty feseni nebylo ani jasné, pro¢ vlastné
vstup t¥idi, kdyz se poté nikdy nezminily, k ¢emu to vyuziji, ¢i dokonce Ze bez
tridéni by vzorecek neplatil. Zdivodnéni jsme tentokrat povazovali za pomérné
dulezitou soucést ulohy (uz proto, zZe algoritmus samotny je pomérné jednodu-
chy) a patfi¢né strhévali body.

Také jste se malokdy zamysleli, co se stane, kdyz neexistuje zadna moznost,
jak gardisttum kopi rozdat (naptiklad nékterd kopi jsou vyssi nez vSichni gardisté).
V takovém pfipadé se muze stat, ze nékteré ze zavorek m; — ¢ vyjdou nulové ¢i
dokonce zaporné.

V tomhle piipadé plati, ze pokud nékterd z nich vyjde zaporna, bude me-
zi nimi i néjakd nulova (rozmyslete si), tedy dosazenim do vzorecku dostanete
spravny vysledek: nulu. Ale neni to vibec zfejmé a sluselo by se nad tim v feSeni
zamyslet.

Jesté se zminime o jednom detailu, ktery je asi prijatelné na trovni KSP

prilis neresit: vysledny pocet moznosti mize byt velmi velké ¢islo. Pocitame
soufin N déisel velkych az N (v nejhorsim piipadé jsou vSechna kopi kratsi nez
véichni gardisté), tedy vysledek muze byt velky Ffadové az NV, coz se kromé
nejmensich vstupt do béznych celociselnych typt nevejde.

S tim se musime néjak vyporadat v zavislosti na tom, ¢eho pfesné chceme
dosdhnout. Pokud by nam vysledek naptiklad stacil pfiblizné ¢i fadoveé, nejjed-
nodussim FeSenim je pouzit néjaky typ s plovouci ¢arkou (float, double), ktery
umi uchovavat velmi velkd disla, byt s omezenou presnosti, a zachdzet s nimi
v konstantnim case a prostoru.

Druhou moZnosti je poéitat s velkymi ¢isly poctivé presné. Ale to uz obecné
nezvladneme v konstantnim case: ¢islo velké fadové K zabere v paméti misto L =
O(log K) a vynasobeni dvou takovychto ¢isel zvladneme pomérné jednoduchym
algoritmem v ¢ase zhruba O(L®) (jde to i rychleji).

V nasem piipadé L = O(log NV) = O(N log N), tedy jedno nasobeni stih-
neme v éase O(N!5 logl'5 N), poc¢itdme N soucind, takze celkova ¢asova slozitost
vzroste na O(N2%log"® N), pamétova na O(N log N).

Filip Stédronsky

29-1-4 Zbésily uték

Uloha byla velmi jednoduché, a7 trividlni. Prosté pro kazdou tsecku pro-
B 1l jdu vSechny hustolesy, zjistim, se kterym se protind, spoéitam drahu, kterou
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urazim hustolesem a kterou fidkolesem, oboji vydélim pfislusnou rychlosti a vy-
sledné casy sectu.

Takové Feseni ma ¢asovou slozitost O(U - H), kde U je pocet usecek a H je
pocet hustolesii. Tyto hodnoty maji byt fadové stejné, aneb U = O(N), H =
O(N), celkova slozitost je tedy O(N?2). Neni to moc? Je to moc. Aha. Uloha
nebyla tak jednoduché a trivialni, jak by se na prvni pohled mohla zdat. Presto
i na trividlnim feseni $lo nasbirat nemalo bodu.

Pfipometime si techniku zametani roviny pfimkou.** Projdeme celou oblast
napiiklad zdola nahoru a poznamename si, kde zac¢ind a kde koné¢i ktery husto-
les. Na to si musime seznam hustolest set¥idit, coz zabere O(H log H). Seznam
zacatkid a konct hustolest si oznacime jako SZKH.

Tahle metoda se ndm hodi pfi prochazeni lesem. Na zacatku stojim v bodé
Yo, Spocitam si, které hustolesy prochazeji primkou o soufadnici y = yg, a budu
tedy znat jejich seznam. Bude se hodit, aby byl setfidény, zabere nam to jen
O(Hlog H).

Pak posunu ptimku do ;. Abych ji nemusel pocitat celou odznova, podivam
se do SZKH a zpracuju vSechny udalosti, které jsou mezi yg a y;. A celou dobu se
pritom divam, jestli se na pfimce nahodou neobjevil néjaky hustoles se souradnici
mezi xg a r1, a pokud ano, tak jej hned podrobim zkoumani, jestli naAhodou nebyl
protat pravé zpracovavanou tseckou.

Pak posunu stejnym zpiisobem pfimku do y» (a zpracovavam druhou tsed-
ku), pak do y3 ... Postupné tak zpracuju vSechny tsecky na vstupu.

Implementacné se pro ucely ukladani stavu na pfimce bude patrné hodit
pouzit néjaky vyvazovany vyhledavaci strom, tfeba cervenocerny. Slozitost zpra-
covani kazdé usecky pak bude O(K log H), kde K je pocet kroki, které je potieba
udélat.

Tim jsme si ale viibec nepomohli, protoze tisecka zrovna mohla vést z levého
okraje izemi na pravy, takze stejné musime vyzkouset vSechny hustolesy, i kdyz
vime, Ze protnout ma nejvyse jeden.

Neuvédomili jsme si ale, ze viibec nemusime zkouset vSechny hustolesy mezi
To a 71, ale Casto jen maly tsek. Necht aktualni vodorovna pfimka mé soutradnici
Yo a nejblizsi nésledujici mé soufadnici yz. Zkoumana tsecka mezi body (o, yo)

= 10 + (z1=20) (Yo —yo0)

a (z1,y1) protne tyto dvé pfimky na soufadnicich z, =

a
o + ol

Co se stane v obdélniku, ktery jsme si vyty¢ili soufadnicemi (24, Yo, g, Yg)?
PredevSsim uvnitf néj nemize lezet zadna vodorovnd hrana zadného hustolesa.
Kdyby v nasem obdélniku snad chtéla lezet horni nebo dolni hrana néjakého hus-
tolesa, musela by byt vloZena téz v SZKH, ale pak bychom se nasim obdélnikem
viibec nemohli zabyvat, protoze mezi y, a yg by jesté existovalo néjaké y,,, takze

g =1

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
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by Y« a yg nebyly hned po sobé jdouci polohy zametaci pfimky, tedy méme spor,
kterym jsme dokazali, Ze tento obdélnik je hornich a dolnich hran hustolest zcela
prost.

Pokud tedy néjaky hustoles v obdélniku lezi, vzidy obséhne celou jeho vys-
ku, a tedy se vzdy musi protnout s tseckou jdouci po jeho thlopficce. Stejné
tak obracené, pokud néjaky hustoles v obdélniku nelezi, tak se rozhodné mezi
soufadnicemi ¥, a yg nemize protnout se zkoumanou tseckou.

Kromé hustolesii tedy budeme mit na nasi zametaci pfimce jesté bod, ktery
bude oznacovat prisecik zkoumané tusecky s aktudlni pfimkou, a pfi kazdém
posunuti pfimky s nim pohneme na spravné misto a zkontrolujeme, jestli jsme
tim nahodou netrefili hustoles.

Co kdyz ale tisecka vede shora doli, takze musime projit vSechny polohy
zametaci pfimky? Jednou by to nevadilo, ale mohly by takto vést tieba vSechny
usecky a pak bychom si se slozitosti viibec nepomohli. Stale totiz kazdy posun
zametaci piimky zabere O(log H) ¢asu, takZze bychom si zhorsili slozitost na
O(U - Hlog H). To nam je platné jak mrtvému zimnik.

Vsimneme si tedy, ze pfi posouvani zametaci piimky sem-tam pocitame
porad dokola totéz — jeji stav.

Poridime si tedy datovou strukturu, kterd dokadze néjak rozumné ulozit
vsechny mozné polohy zametaci pfimky, a zaroven nebude prehnané velka. Po-
kud jsme ochotni obé&tovat az O(H?) paméti, stadi si postupné uloZit viechny
stavy zametaci piimky. Jenomze na vygenerovani O(H?) dat potiebujeme také
O(H?) ¢asu, takZe jsme zase nahrani.

Ne tak docela. Ukladanim vSech stavi zametaci pfimky bychom zase leda-
cos ukladali redundantné, takze si pofidime néjaky vhodny druh komprese. Kaz-
dy hustoles budeme reprezentovat dvéma seznamy ukazateli: seznamem levych
sousedil a pravych sousedti. Seznam levych sousedi fika pro kazdy interval sou-
fadnice y nejblizsi sousedni hustoles smérem vlevo. Analogicky vypada seznam
pravych sousedi.

Seznamy postavime tak, Ze projdeme zametaci pfimkou pres vSechny udé-
losti v SZKH. Na zacatku neni v oblasti zadny hustoles, ale vyrobime si dva
virtudlni se soufadnicemi x) = —00, T, = 00.

Kdyz potkame udalost ,zacatek hustolesa®, podivame se, mezi které dva
jiné hustolesy jej mame pridat. (Vzdycky tam budou alesponi ty dva virtuélni.)
Do seznamu levych sousedt pravého hustolesa a do seznamu pravych sousedil
levého hustolesa tedy pridame odkaz na pravé pridavany hustoles, do seznamu
levych soused pravé pridavaného hustolesa vliozime odkaz na levy hustoles a do
seznamu pravych sousedt pravé pridavaného hustolesa vlozime odkaz na pravy
hustoles.

Kdyz potkdame udalost ,konec hustolesa“, podivame se taktéz, mezi kterymi
dvéma jinymi hustolesy byl. Seznamy levych a pravych sousedi odebiraného
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hustolesa uzavieme, do seznamu levych sousedt pravého hustolesa pridame levy
hustoles a do seznamu pravych sousedi levého hustolesa pfidame pravy hustoles.

Jak dlouho to trvd? Kazdy posun zametaci pfimkou potfebuje O(log H)
casu kvuli aktualizaci jejiho stavu. K tomu vyrobime 4 nebo 2 nové odkazy, coz je
konstanta, ktera logaritmem nehne. Celkem nés bude vytvotreni datové struktury
stat O(H log H) ¢asu, coZ je stale stejné jako pocateéni potfeba setiidéni.

Jak velka bude zkonstruovana datova struktura? To se d4a spocitat z algorit-
mu, kterym ji vyrabime. Kazdy hustoles vygeneruje v SZKH jednu udalost zacat-

ku a jednu udalost konce hustolesa. Zpracovanim téchto dvou udéalosti vznikne
v datové struktufe pravé 6 novych odkaziu. Datova struktura tedy spotiebuje
celkem O(H) paméti. To vypada nadéjné.

feSeni

Na vstupech, které generovalo nase odevzdavatko, uz tato dprava bézela
dostatecné rychle na ziskani plného poctu bodu, protoze drtiva vétsina zadanych
tsecek byla v porovnani s velikosti oblasti velmi kratka. Pti zpracovani kazdé
tsecky totiz stacilo projit nékolik mélo odkazi — prazdnych oblasti, pies které
zrovna prochézela, i kdyz byla tfeba pomérné dlouha.

Stale se nam sice muze stat, ze budeme pfi zpracovani kazdé tsecky projit
pres O(H) odkazt, takze jsme si pomohli zpatky na O(U-H) v nejhorsim p¥ipadé.

Bylo by fér spocitat, ze v pramérném piipadé na tom budeme lip, nicméné
pocitat statistiku nad tseckami a obdélniky v roviné je ponékud oSemetné, jak
naznacuje kupf. Bertrandiv paradox, tak si to radéji odpustime.

Program s feSenim v ¢ase O(N?) (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-slow.d

Program s rychlej$im feSenim v ¢ase az O(N?log N) (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-fast.d

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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29-1-5 Ludistnici

Na vstupu méjme N lucistnikt. Zleva doprava si je ocislujme od 1 do N,
stejné jako cile, na které se miii. Plati, ze cil s ¢islem k se nachazi naproti stielci
k. Jako ¢, si oznaCme ¢islo cile lucistnika k.

Mnoho z vas se snazilo najit nejlepsi feSeni timto zptsobem: pro kazdého
lucistnika naslo pocet drah, s nimiz se ta jeho kfizi, a nasledné postupné odstra-
novalo lucistniky s nejvétsim moznym poctem kiizeni. Takovy postup ale obecné
nefungoval. Napfiklad v zadani na obrazku byste mohli odstranit i druhého lu-
¢istnika, ktery do spravného feseni ocividné patii, ackoliv se jeho draha kiizi se
dvéma dalsimi drahami.

Uvedeme si feSeni bézici v ¢ase O(IN?) a to nasledné zlepsime. Zavedme
navzajem nek¥izi.

Pro kazdého lucistnika k ted chceme najit co nejvétsi nekiizici se skupinu
Ay, pro niz plati, ze k do ni nalezi (tj. bude stfilet) a jinak se skldda jen ze
stfelcti nalevo od k. Vsimnéte si, Ze v této skupin€ miii na nejpravéjsi cil prave
lucistnik k.

Projdeme ted lucistniky zleva a pro kazdého budeme chtit spocitat ¢islo dy,
coz je velikost skupiny Ay.

Jisté A; = {1} a tedy d1 = 1. Pro k > 1 vytvoiime skupinu A tak, Ze
prodlouzime néjakou predeslou skupinu (kazda vétsi skupina je nutné rozsifenim
néjaké predeslé skupiny: staci si uvédomit, ze odebranim stielce nejvice napravo
dostaneme kratsi skupinu). Jisté chceme vzit takovou s co nejvét$im poctem
stielci; stale ale musi platit, Ze se drdhy nektizi. Pokud ddme dohromady vSechna
pravidla, vyjde nam, ze di, = maxd;+1, kde 7 < ca ¢; < ¢. Pravé druhé pravidlo
zajisti, Ze draha k-tého stfelce neni v konfliktu s ostatnimi drahami.

Po dobéhnuti cyklu pak nejvyssi dj oznacuje maximalni pocet lucistnik,
ktefi mohou sttilet najednou. Pokud chceme znat konkrétni ¢isla stielct, staci
algoritmus jednoduse rozsifit: vzdy po vypocteni nového dj si zapamatujeme
¢islo sttelce, rozsitenim jehoz skupiny vznikla Ag. Na konci cyklu pak najdeme
nejvyssi di, a od néj tyto zpétné odkazy projdeme a vypiSeme.
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Zbyva urcit slozitost. U k-tého luc¢istnika musime projit vSech k—1 predchtd-
ctt, dohromady nam to tedy zabere O(142+...+(N—1)) = O(XEy — o(N?)
Gasu. Pamétova slozitost je O(N), u kazdého sttelce si uklddame pouze konstant-
ni pocet hodnot.

lué¢istnikd definujme pravy okraj, coz je ¢islo cile, kam mif{ luciStnik nejvice
napravo. To je zaroven nejvyssi ¢; skupiny.

MiizZe se stat, ze mame vice stejné velkych skupin, a chceme je rozsitit o lu-
¢istnika, ktery stoji napravo od ostatnich stielcti ve skupinach. Pak upfednostiu-
jeme skupinu s nejnizsim pravym okrajem (cp nového luéistnika musi byt vétsi,
nez ¢y, ostatnich).

Zavedme posloupnost m;,i € {0, ..., N}. Pokud si vezmeme vSechny nekii-
zici se skupiny velikosti 7, m; bude nejmensi z jejich pravy okraju. V pfipadé, ze
skupina velikosti 7 neexistuje, pak m; = co. Plati, ze m;_1; < m;: rozmyslete si,
Ze ze skupiny s i stfelci 1ze vytvorit skupinu s 7 — 1 strelci takovou, Ze pravy okraj
zustane stejny. Pokud pro zadané lucistniky a jejich terc¢e dokézeme vypocitat
posloupnost m;, je maximalnim poctem lucistnikd nejvyssi takové ¢, ze m; < oo.

A jak tedy m; ziskat? Opét projdeme stielce zleva doprava; na zacatku
zvolime my = —1, pro k > 0 bude my = co. Pro k-tého stfelce potom vylepsime
posloupnost takto: protoze posloupnost m; je celou dobu neklesajici, dokazeme
najit takové [, ze m; < ¢ < myy1.

Vsimnéte si, ze pridanim k-tého lucistnika nevylepsime m;, kde ¢ < I: pro
skupiny velikosti 7 jsme uz nalezli mensi pravé okraje. Mtizeme vsak zlepsit myy1:
predstavte si, ze ze skupiny o [ + 1 luciStnicich s pravym okrajem m;4; odstra-
nime stfelce nejvice napravo a pfidame k-tého lucistnika — tim my;yq snizime,
nebo nechame nezménéné. Pro ¢ > [ + 1 toto udélat nemtizeme, museli bychom
odstranit dva a vice lucistniki a velikost skupiny by se zménila.

Ackoliv i zde udélame N krokt, najit spravné [ 1ze pomoci binarniho vyhle-
davani, nsledné uz jen upravime m;y;. Celkovy cas je tedy O(N log N).

Na zaveér dulezité pozorovani: pokud cg,cy,...,cn zapiSeme jako posloup-
nost, odpovida nalezené feseni nejdelsi rostouci podposloupnosti v ci. Neni tézké
prevést tyto tlohy mezi sebou: ostatné vétsina Tesitelt s plnym poctem bodi si
této spojitosti vSimla.

Kuba Marousek
Program s feSenim v O(N?) (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-pomale.py|
Program s fesenim v O(N log N) (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-rychle.py|
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29-1-6 Stitové kouzlo

Nabizi se trivialni algoritmus, ktery vyzkousi vSechny moznosti. Jenomze
toto nebude fungovat viibec rychle. Pojdme se podivat proc.

Jednotlivé kroky rozsifovani stitu lze zapsat do posloupnosti {L, P}"~1, kde
n je pocet viech hradeb. Nechf pak v této posloupnosti L reprezentuje rozsireni
§titu vlevo a P rozsifeni Stitu vpravo. V této definici miZeme jednoduse ziskat
podateéni tsek hradby spocitdnim vSech L (musime zadit dostateéné vpravo,
aby roz§ifovani vlevo mélo smysl), takto kazda posloupnost jednozna¢né uréuje
postup rozsifovani stitu.

Pocet viech takovych posloupnosti &ini 27!, Vyzkouseni vech moznosti by
nam tedy trvalo vzdy Q(2") ¢asu. Jak se z toho vybrodit?

Hladové feSeni nefunguje. Vybirat vzdy nejvyssi tsek hradby je jiz vyvraceno
piikladem v zadani. Stejné tak nas zradi rozsifovani smeérem, kde je vétsi sou-
cet stojicich hradeb. Ukazme si to na jednoduchém ptikladu. Méjme nasledujici
hradby:

1010100000 0 100 feseni

Zde se hladovy algoritmus rozhodne rozsifovat stit vpravo. Jenze nez se dostane
k nejpravéjsimu tiseku, oba tseky nalevo ztrati ptili§ mnoho hodnoty. Nakonec
zachrani jen (100 — 5) + (10 — 6) + (10 — 7) = 102 hradeb. Kdybychom nejprve
ochranili ¢ast hradeb vlevo a az potom se vydali vpravo, zachranime jich 10 +
9+ (100 — 7) = 112, tedy mnohem vice.

Hlavni potiz pfi zkouméni vSech moznosti spociva ve skutecnosti, Ze takto
spoustu spole¢nych postupii mnohokrat zbytecné znovu pocitame. Tieba tyto dveé
varianty aktualnich §titt A BC D Ea A B C D FE vychazizestitu AB C D F,
ktery prfi zkoumani vSech moznosti cely prepocitame dvakrat. Takovy problém

fedi princip dynamického programovdni.**

Oznaéme S(a, b) nejlepsi mozny soucet vysek hradeb v tiseku od @ do b, ktery
chréni nés stit v kroce k = b — a. Déle si ozna¢me V' (k, i) vysku i-tého nechrané-
ného tseku hradby v k-tém kroce, jejiz hodnota se bude rovnat max(0, h[i] — k).

Vsimnéme si, ze S(a,b) se rovna budto S(a,b — 1) + V(k,b), anebo S(a +
1,b) + V(k,a), podle té z moznosti poskytujici vyssi soucet chranénych hradeb.
Tedy vzorec pro S(a,b) je max {S(a7 b—1)+V(k,b),S(a+1,b) + V(k, a)}.

Nyni mtizeme spoéitat S (0,n—1), jenz odpovida optimalnimu rozsifeni stitu
nad celou hradbou. Muzeme postupovat podle definice rekurzi, kde si jiz spo¢i-
tand S(a,b) zapamatujeme do tabulky, abychom je nepocitali znova.

MiZeme postupovat i jinym zpusobem, a to spocitat vSechna g(a,a + k)
iterativné po ,,vrstvach®, tedy nejprve viechna S(a, a), potom viechna S(a, a+1),

44 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamikd
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..., aZ nakonec ziskdme hledané S (0,n — 1). Pfi takovém zptisobu poéitani ndm
staci si pamatovat predchozi vrstvu, tabulka tedy neni nutna.

Jestlize bychom navic chtéli znat postup, jak jsme §tit rozsifovali, budeme
si kromé S(a,b) pamatovat i D(a,b) ifkajici, piidanim kterého prvku (nebo ze
kterého sméru) byl nejlepsi Stit mezi a a b rozsiten. Projitim D(0,n — 1) potom
ziskdme postup rozsifovani Stitu v opa¢ném poradi.

Nyni staci spocitat ¢asovou a pamétovou slozitost tohoto algoritmu. Vsech
dvojic a,b je O(n?), kazdou spocitdme nejvyse jednou. Na vypocitani kazdé-
ho S(a,b) spotfebujeme konstantni ¢as. Celkova asova slozitost je tedy O(n?).
Jestlize nam staci znat pouze nejlepsi soucet zachranénych hradeb, vystacime si
s O(n) paméti pfi pouziti iterativni metody. Jinak je paméfova slozitost shodna
s ¢asovou slozitosti O(n?).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-6.d

Viclav Koncicky

29-1-7 Stromy kolem nas

Ukol 1: Piiklady stromi

Dékujeme za p&kné piiklady stromii: rodokmen (j4 a vSichni mi biologi¢-
ti pfedkové), feka se svymi piitoky, adresafova struktura na disku, nebo t¥eba
vSechny moznosti, jak se mtze vyvijet partie deskové hry. Pfidame k nim struktu-
ru webovych stranek (do sebe zanofené elementy HTML), programt v programo-
vacich jazycich a nadavkem jesté vztahy mezi vétnymi ¢leny ¢i vétami v souvéti.
Staci? :)

Ukol 2: Strom z postfixového vypisu

Ukol byl formulovan trochu nepoiddné: pokud o vrcholech stromu viibec nic
nevime, tvar stromu se z jeho postfixového vypisu urcit neda. Pokud nam ale
nékdo fekne, kolik méa mit ktery vrchol syni, uz to mozné je. U stromil vyrazu je
tato podminka trivialné splnéna: ¢isla jsou listy, operace maji pravé dva syny. Pro
jednoduchost budeme nadale predpokladat, ze pracujeme se stromem vyrazu.

Postfixovy zapis budeme prochazet zleva doprava a postupné ho prekladat
na stromy: pokud jsme z 1234++x* precetli 1234+, mame zatim hotové jednovr-
cholové stromy 1 a 2 a tfivrcholovy strom s kofenem +, pod nimz jsou listy 3
a 4. Tyto stromy postupné slepime do jednoho velkého, ale z toho, co jsme zatim
precetli, dosud neni jasné jak.

Budeme si tedy pamatovat néjakou posloupnost rozpracovanych stromt,
fikejme ji alej. Kdykoliv ze vstupu precteme c¢islo, vytvofime jednovrcholovy
strom s timto ¢islem a pridame ho na konec aleje. Pfecteme-li naopak néjakou
operaci, odpojime z konce aleje dva stromy, spojime je pod nové zalozeny koren
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s danou operaci a vysledek opét zapiSeme na konec aleje. Obecné objevi-li se na
vstupu zapis vrcholu stupné s, spojujeme poslednich s stromi z aleje.

Casové slozitost tohoto algoritmu je zfejmé linearni. Kdybychom chtéli po-
ctivé dokazat korektnost, pak tfeba takto: Uvazme pribéh prohledavani stromu
do hloubky. Pravé stojime v néjakém vrcholu v a chystame se ho opustit, tedy
do postfixového zéapisu toto v vypsat. Vrcholy na cesté z kofene do v jsme uz
objevili, ale na vypsani teprve c¢ekaji. Ve vlevo od této cesty jsme uz vypsali,
vSe napravo naopak ani neobjevili.

O dekédovacim algoritmu pak plati nasledujici invariant: pfi zpracovani v
se v aleji nachazi posloupnost podstromu visicich vlevo od cesty do v (v pofadi
shora dolt) nésledovanych podstromy lezicimi pod v (zleva doprava). Jakmile
algoritmus uvidi v, podstromy spravné poslepuje a invariant bude nadale platit.

Za odménu vam ukazZeme jesté jedno, mirné magické feSeni: Postfixovy zapis
otoéime, ¢imZ se z néj stane prefixovy (aZ na opacné potadi syni). Ten muze-
me poskladat do stromu jednoduchym rekurzivnim algoritmem: pokud narazime
na ¢islo, vytvorime z néj jednovrcholovy strom a skonc¢ime. Pokud na operaci,
dvakrat se rekurzivné zavolame a ziskané dva stromy spojime pod spole¢ny ko-
fen. Hotovo, O(n). Formalni dikaz sloZitosti by se vedl stejné jako u minulého
algoritmu.

Ukol 3: Nejednoznaény infixovy zapis

Prosté, mily Watsone: staci uvazit zapis 1+2+3. Ten mtzeme uzavorkovat
dvéma zplisoby: (1+2)+3 a 1+(2+3). Pokazdé vyjde jiny strom. Prefixové tyto
stromy zapiSeme ++123 a +1+23, postfixové 12+3+ a 123++ — vSe bez zavorek,
z pfedchoziho tkolu uz preci vime, Ze nejsou tieba.

Ukol 4: Pramér stromu

Jak zadani naznacuje, k méreni délky nejdelsi cesty se skutecné bude hodit
néco pocitat béhem DFS. Kdykoliv se budeme vracet z podstromu s kofenem v,
spocitame dvé ¢isla: h(v) udavajici hloubku podstromu a £(v) — maximalni délku
cesty v podstromu.

Vypocet h(v) uz zndme ze zaddni: v listu plati h(v) = 0, ve vnitinim vrcholu
se syny $i,...,S; musi byt h(v) = max(h(s1),...,h(sx)) + 1.

Jak tedy s ¢(v)? Rozmysleme si mozné polohy vrcholu v vzhledem k této
cesteé:

1. v je list — tehdy je cely podstrom jednovrcholovy, procez ¢(v) =0

2. v vibec na cesté nelezi — tehdy jsme cestu jiz zapocitali do nékteré z délek
£(s1) az l(sk).

3. v je koncovym vrcholem cesty — cesta vede z v dolti do nejvzdalenéjsiho listu,
takze méfi h(v).

4. v je ,zlomem* cesty — cesta prichazi zespoda z nékterého s; a zase odchazi
dolti do n&jakého jiného s;. Prvni ¢ast urdité vede z listu, takze mé¥i h(s;), pak

215

feSeni



KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

nésleduje hrana s;v, hrana vs; a zavére¢nd ¢ast do listu, délky h(s;). Vrcholy
s; a s; samozfejmé volime tak, abychom pouzili nejvétsi a druhé nejvétsi h(s;).

Pro vrcholy s jednim synem muZe nastat druhd a tfeti moznost, tedy £(v) =
max({(s1), h(v)+1). Je-li syni vice, t¥eti moznost je vzdy horsi nez ¢tvrta, takze
spoéitame £(v) = max(€(s1),...,4(sk), m1 + ma + 2), kde my a ms je prvni a
druhé nejvetsi h(s;).

Nejdelsi cestu v celém stromu pak najdeme v £(v) kofene.

Nasimi vypocty stravime v kazdém vrcholu linedrni ¢as s po¢tem synt, coz
odpovida slozitosti samotného DFS. Cely algoritmus tedy pobézi v linearnim
case.

Prumér stromu podruhé

Predvedme jesté jeden zptsob, jak zmé&rit nejdelsi cestu. Strom zakofenime
v libovolném vrcholu a. Pak najdeme nejhlubsi vrchol v (to uz umime jednim
DFS). Tento vrchol prohldsime za novy kofen a opét najdeme nejhlubsi vrchol w.
Tvrdime, Ze cesta vw je jedna z nejdelSich cest.

Tento algoritmus je evidentné linedrni, ale neni zifejmé, jestli funguje. Pojd-
me to dokdzat sporem: predpoklddejme, ze existuji néjaké stromy, na nichz algo-
ritmus nefunguje. Vyberme z nich néjaky strom 7' s nejmensim poc¢tem vrchold
(tomu se obvykle ¥ik& minimdini protipitklad). T mé alesponi 3 vrcholy — mensi
stromy algoritmus jisté zvladne.

Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vrchol a neni list — v opac-
ném piipadé misto a vybereme jeho souseda, ¢imz jsme chovani algoritmu ne-
zménili.

Nyni si v§imneme, Ze v i w jsou listy (jinak by $lo cestu do nich jesté pro-
dlouzit). Sousedé téchto vrcholl, oznadme si je v’ a w’, listy urcité nejsou.

Proto si ze stromu T sestrojime strom 7" otrhanim vSech listt. V 7" urcité
lezi vrcholy a, v' a w’. A jelikoz pres listy zadné cesty nevedou, nas algoritmus
spustény v 7" z vrcholu a dojde nejprve do v a pak do w’. Jelikoz T' byl minim&lni
protipfiklad, v 77 musi algoritmus vydat spravny vysledek, takZe cesta v'w’ je
nejdelsi.

Vezméme nyni néjakou nejdelsi cestu P ve stromu 7. Ta urcité vede z listu do
listu, takZe odtrZzenim listd ziskdme néjakou cestu v 17, jeZ jisté nemutize byt delsi
nez nejdelsi cesta v'w’. Proto pro délky cest plati |P| < 2 + |v'w’|. Prava strana
nerovnosti je ovsem rovna délce cesty vw, takze vw je také nejdelsi. Hotovo.
Ukol 5: Straznici s drony

Méjme néjaky podstrom s kofenem v a premyslejme, jak mize byt hlidany.
Budto k ohlid4ni vSech jeho hran posta¢i straZnici, které jsme rozmistili uvnit¥
podstromu — tehdy mu budeme fikat samostatny. Nebo potiebujeme, aby dovnitt
dronem doletél néjaky straznik zvenku (coz nutné znamen4, Ze stoji o jednu hla-
dinu nad v; z vyssich pozic by mozna doletél do v, ale uz ne dovniti podstromu)
— tehdy hovofime o hlidani s vypomoci.
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Navic u samostatnych podstromi potiebujeme rozliSovat, jak vysoko z nich
dron vyleti. Tomuto ¢islu budeme fikat sila hliddni a vSimneme si, ze se pohybuje
od 0 do 2. Silu pozname podle toho, na jaké nejvyssi hladiné se nachéazi straznik:
straznik v kofeni (na 0. hlading) dava silu 2, straznik na 1. hladiné silu 1, na 2.
hladiné€ silu 0; od 3. hladiny dal nelze hlidat bez vypomoci. Navic dodefinujeme
silu —1 pro hlidani s vypomoci.

Nyni budeme pro kazdé v pocitat ¢&isla h;(v), kde i € {—1,0,1,2}. Budou
vyjadfovat minimalni cenu za ohlidani sily i. Podobné jako u hlidédni bez dront
muzeme tato Cisla spocitat pfi ndvratech z vrchold, jen rozbor pfipadd bude
trochu chlupatéjsi.

Nejprve uvazujme ohlidéni sily 2. Tehdy v kofeni lezi straznik (snad bychom
méli Fici, Ze stoji, ale dron se da jisté ovladat i vleze), takZe musime zapodcitat
cenu ¢(v) za umisténi straznika. Podstromy lezici pod jednotlivymi syny kofene
pak mohou byt ohlidané libovolné silné véetné sily —1. Plati tedy:

ha(v) = e(v) + Z o min i),
pficemz suma s¢ita pres vSechny syny vrcholu v.

Dobré, snizime silu na 1. V kofeni jisté straznik neni, ale musi byt v alespon
jednom vrcholu na 1. hladiné. Podstrom pod timto vrcholem ma tedy silu 2, diky
¢emu?z jsou ohlidany i vSechny hrany mezi 0. a 1. hladinou (dron do nich doleti).
Ve zbyvajicich podstromech zakofenénych na 1. hladin€ si tudiz mtzeme vybrat
libovolnou silu od 0 do 2 (—1 nelze). Proto:

hi(v) = min | ha(s) + “min (s

Pocitat pfimo podle tohoto vztahu by ale bylo moc pomalé: zkousime vSechny
dvojice synu a téch muze byt az kvadraticky mnoho. Proto si spo¢itame sumu

Z miin hi(s)

pfes vSechny syny s a pak postupné zkusime kazdy ¢len min; h;(s) odeéist a
pricist misto néj ha(s). To uz jde linedrné s po¢tem synd.

Snizujeme déle: sila 0. Na 0. a 1. hladiné nejsou straznici, takze kazda hrana
mezi 0. a 1. hladinou musi byt hlidana zespoda (vime, Ze nevyuzivime vypomoc
shora). Proto podstrom pod kazdym synem s musi byt hlidany silou alespon 1.
Ale nemuze to byt ani vic nez 1, protoze pak by celkova sila vysla 1. Z toho
plyne:

ho(v) =Y ha(s).
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Konecéné zbyva pripad se silou —1, tedy s vypomoci shora. VSechny hrany
mezi 0. a 1. hladinou jsou hlidané shora a na 0. ani 1. hladiné nestoji straznici
(jinak bychom vypomoc nepotiebovali). Vrcholy na 1. hladiné tedy mohou byt
hlidané silou 0 nebo 1. Proto:

hoy(v) = min(ho(s), ha(s)).

To ndm dava kompletni recept na vypocet vSech h;(v) béhem prohledavani
do hloubky. V kazdém vrcholu tim travime c¢as linearni s poctem synt, takze
jsme DFS nezpomalili.

Ted uz se staci jen podivat na hodnoty hg, h1 a hy v kofeni a vzit z nich
minimum (h_; neuvazujeme: uz nezbyva, kdo by ndm vypomohl). Uff.

Ukol 6: Excentricity

Uvazujme néjaky list £ a oznacme jeho souseda s. Nejdelsi cesta z ¢ urcité
vede pres s, takZe excentricita ¢ je o 1 vétsi nez excentricita s. Staci tedy od-
stranit vSechny listy, stanovit excentricity zbyvajicich vrcholt a pak dopocitat
excentricity listi.

Miuizeme snadno upravit algoritmus ze zadani na hledani centra stromu. Pri
otrhavani listh si zapisujeme, v jakém pofadi jsme je odebirali. Az nam zbu-
de centrum, spoéitdme jeho excentricitu (t¥eba algoritmem na vypocet hloubky
stromu spusténym v ptvodnim stromu z centra). Pak listy v opa¢ném poradi
pripojujeme zpét a dopocitavame jim excentricity.

Vsechny tfi ¢asti algoritmu jisté bézi v linearnim case.

Program (Python):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-7-ukol6.py

Martin ,Medveéd“ Mares
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Druh4 série

29-2-1 Cesty do skoly

Ulohu cesty do 8koly bylo nejvice radno fesiti programovanim dynamickym.
Dostali jsme od vas nékolik riznych zptsobt, jak tlohu pomoci dynamického
programovani fesit, a nékteré si ukdzeme.

Jak ale pfijit na to, ze se ilohu mam snazit fesit dynamickym programova-
nim? U této tlohy mame dvé voditka. Prvnim je, jak nam skoro vSichni z véas
napsali, Ze pokud bychom se problém snazili vyfesit hloupé, dostaneme exponen-
cidlni sloZitost (sled m4 délku K, tedy diky kombinatorice vime, Ze existuje N
moznosti, jak mize sled vypadat).

Druha napovéda je v tom, Ze tloha se chova iterativné“: pokud vime, kolik
sledi délky ¢ existuje z vrcholu v do vSech vrchola grafu, vime zaroven, kolik
sledd délky ¢ + 1 existuje z v do libovolného vrcholu z: je to prosty soucet poc¢tu
sleda délky i pro vsechny u, z kterych vede hrana do x.

Na tomto principu bude zalozeno nase Feseni. Formalnéji: budeme pocitat
D(v,1) — tedy pocet sledti délky i ze startu do vrcholu v, indukei podle . D(v, %)
spoéitdme jako soucet D(u,i — 1) pfes vSechny u, ze kterych vede hrana do v.

Q Jak takovy algoritmus realné napsat? Napftiklad si mu-

zeme u kazdého vrcholu pamatovat dvé ¢isla — D(v,i) a
D(v,i+ 1) — a po¢itat D(v,i + 1) ve vlnich. Prochizejme
vSechny vrcholy a u vSech, které maji D(v, ¢) nenulové, bude-
me propagovat jejich D(v,4) po hrandch v — u, které z nich
vedou, a priéitat je k D(u,i + 1). AZ obslouzime vSechny
vrcholy, které maji D(v,4) nenulové, sta¢i ndm D(v,i) za-
pomenout a pokracovat déle tak, ze z D(v,i + 1) pocitdme
D(v,i+ 2).

Jak je vidét, v kazdém kroku probereme vsechny vr-
choly, to je N operaci, a maximélné jednou propagujeme
po kazdé hrané, coz je M operaci. Pocet kroki je K, te-
dy dohromady méme slozitost O(K - (M + N)). Protoze si

u kazdého vrcholu pamatujeme jen dvé ¢isla, mame pamétovou sloZitost O(NV)
(pokud bychom si pamatovali vSechna predchozi D(v,1), hrozilo by, Ze pro vel-
ki K vyteCeme z paméti, protoZe si celkem budeme pamatovat N - K ¢isel).

Dalsi moznosti, jak dosdhnout stejné casové slozitosti s krapet jinou im-
plementaci, je misto probirani vSech D(v,%), abychom spocetli (i + 1)-ni vinu,
probirat vSechny hrany vedouci do v a po nich ,tahat* ¢isla do v. Opét se do-
stavame k tomu, ze probereme vsechny vrcholy a skrze kazdou hranu ,tdAhneme*
¢islo jen jednou, tedy opét O(K - (M + N)).

Objevila se i feSeni vyuzivajici prohleddvani do hloubky (DFS), ktera funguji
na principu keSovani (nékdy se lze potkat i s vyrazem ,memoizace”) — zapama-
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tovani si néceho, co jsme jiz spocitali, pro pouziti pozdéji. Tady konkrétné si
v néjakém poli pro kazdy vrchol u a ¢islo ¢ pamatujeme pocet sledt délky ¢ z u
do cile.

Pokud v DFS volame rekurzivné dalsi DFS; abychom zjistili D(v — s,1),
tak si po skonceni fujnkce mtzeme vysledek ulozit. Pokud ho budeme nékdy
potiebovat, misto nového DFS ho jen vytahneme z paméti. Opét nahlédneme, ze
Gasova slozitost je O(K-(M+N)), nebot kazdou hranou projdeme prohledavanim
do hloubky K-krat.

Reseni z tplné jiného soudku, které stoji za zminku, je trochu éarovny trik

zalozeny na umocnovani matic — pokud jesté nevite, jak se to déla, zactéte
se do Feseni tlohy 28-71-6.4°

Vezméme matici sousednosti grafu. To je tabulka N x N, naplnéna 0 a 1. Do
i-tého fadku a j-tého sloupce dame 1 pravé tehdy, kdyz v grafu existuje hrana
i — j. Pro neorientované grafy tak matice bude symetricka.

Tato matice méa magickou vlastnost: podivame-li se na jeji K-tou mocninu,
¢islo v i-tém fadku a j-tém sloupci udava pocet orientovanych sledt z 7 do j. Nase
uloha tedy Sla vyfesit pomoci tohoto triku jednoduse tak, Ze graf si reprezentu-
jeme pomoci matice sousednosti, tu umocnime na K-tou a potom odevzdame
policko (start, cil). Jak je to rychlé? Nésobeni matic trvd O(N?) (ten ,obyéejny
zpisob®, existuje rychlejsi algoritmus) a pot¥ebujeme ji vyndsobit K-krat. Tedy
O(K - N3).

Ale to neni vie. Mocnit mtiZzeme i rychleji: X - X = X2, X2. X2 = X4 ...,
¢mz mizeme spocitat K-tou mocninu pomoci O(log K) maticovych nasobeni
~ detaily opét viz P8-Z1-§. Vysledna casové slozitost tedy bude O(log K - N?),
coz uz je Cas, ktery pro malé a husté grafy a velkd K konkuruje nasemu dyna-
mickému programovani. Jako cviceni doporucujeme promyslet si, pro¢ mocnéni
matice sousednosti mé tuto vlastnost, nebot je to jen dalsi priklad dynamického
programovani ;-)

Stépdn Hojdar

29-2-2 Hledani pomsty

Uloha byla oznagens jako kuchaikové, takze bude dobré zaéit tam. V ku-
chafce jste se mohli dozvédét o algoritmu KMP, ktery hleda slovo v néjakém
textu. Nase situace je rozdilnd pouze tim, Ze text je zaSifrovany. Pfimocaré po-
uziti zjevné stacit nebude, bude si tedy potfeba néjak pomoct.

Déle ukazeme, ze je jedno jestli mame hledat slovo POTOPA nebo ABCBAD.
Predstavme si, ze jsme totiz nasli néjaké misto, kde mohla byt POTOPA. Pak P
z potopy odpovidd néjakému konkrétnimu pismenku z textu, feknéme tieba X.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6/resenil
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Pravé X bude odpovidat i A z ABCBAD. Analogicky to bude platit i pro zbyla
pismenka.

Takze néas nezajima, jaka konkrétni pismena jsou kde pouzita, ale pouze to,
kde jsou pismena stejna. Lze tedy jednotliva stejnd pismena néjak ,seskupit®.
MizZeme tedy naptiklad nechat pismena, aby ukazovala na jiné své vyskyty.

Nahradme tedy jednotliva pismena v hledaném slové ¢islem, které ndm bude
fikat, o kolik mist zpét se nachézelo stejné pismeno (a nula v pfipadsé, Ze se jedné
o prvni vyskyt daného pismene). Pro slovo POTOPA dostaneme 000240.

Tuto Gpravu mizeme stihnout v linedrnim case. Staci si udrzovat pole, kde
si budeme pro kazdé pismeno pamatovat jeho posledni vyskyt. Toto pole na po-
¢atku inicializujeme naptiklad —1. Potom postupné projdeme hledané slovo. Pro
kazdé pismeno se podivame do pole. Pokud jsme jej nikdy nevidéli, zaznamenéa-
me do vysledku 0. Pokud jsme jej jiz vidéli, tak do vysledku zaznamename rozdil
aktualniho indexu a posledniho vyskytu. V obou pfipadech prislusné upravime
pole poslednich vyskyti.

Vsimnéte si, ze kdyz stejné upravime i text, tak nam uz obycejné KMP né-
kdy najde spravné feseni. Pfedstavme si, ze hledame slovo POTOPA v GHAHGZGHL.
Hledana POTOPA se zméni na 000240 a text na 000240240. Prvni vyskyt dané-
ho slova nyni presné odpovidd prvnim Sesti znakim v textu, naslo by ho tedy
i obycejné KMP. Druhy vyskyt vsak odpovida v textu 240240. Vsimnéte si, ze
neodpovidaji prvni dvé ¢isla. Tato ¢isla znamenaji, Ze posledni vyskyt prislus-
ného pismene byl jiz pfed ,,oknem“ 240240, coz sedi s tim, Ze v jehle mame na
pfislusnych mistech nuly. Zbyla ¢isla jiz odpovidaji presné.

Staci tedy upravit KMP tak aby nula v jehle odpovidala kromé nuly v textu
i jakémukoliv dostatecné vysokému c¢islu. To znamena Cislu, které je vétsi nez je
index dané nuly v jehle. Vsimnéte si, ze tato tprava casovou slozitost KMP nijak
nezhorsi.

Uvodni tpravu na ¢isla zvladneme v linedrnim case. Stejné tak i stavbu a
pouziti KMP. Cely algoritmus tedy bézi v linearnim case.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-2.pyl

Janka Bdtoryova € Dominik Smrz

29-2-3 Billboardova vétSina

Ze vSeho nejdiive vyfesime to, ze ¢isla stran mohou byt velkd. Precislujeme
si tedy strany celymi ¢isly 0, ...,n — 1. To udélame tak, Ze si nejdfive ¢isla vSech
stran setfidime, zbavime se duplicit (tfeba tim, Ze si do nového pole pfiddme
kazdé ¢islo, kdyz ho pfi prochazeni setfizeného seznamu ¢isel uvidime poprvé).
V poli bez duplicit pak budeme mit na indexu odpovidajicimu novému ¢islu
strany jeji ptvodni ¢islo.
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Kdykoliv pak potiebujeme prelozit ¢islo strany na ¢islo, které jsme mu nové
prifadili, tak ho mizeme najit pomoci binarniho vyhledavani v poli s jiz odstra-
nénymi duplikdty. To ndm celé bude trvat O(nlogn) a kazdy preklad ¢isla strany
bude trvat O(logn).

Nyni uz jen potfebujeme problém vyftesit pro strany ocislované celymi ¢isly
0,...,n — 1. Postupovat budeme tak, Ze si pro kazdy dotaz nejprve najdeme
jednoho kandidata, tedy stranu, kterda by v tom intervalu mohla mit vétsinu a
o které vime, ze pokud vétsinu nemd, tak ji nema ani zadna jind strana. Poté
ovéfime, zda kandidat opravdu vétsinu maé.

Jak ale kandidéata ziskdme? UkadZeme si velmi elegantni feseni, se kterym
prisel Risa Hladik. Nejdiive si pfedpocitdme [logn] tabulek prefixovych soucéti
pro pfelozenou posloupnost stran. Pfitom k-té prefixové souc¢ty budou udéavat,
kolik prelozenych cisel stran mélo na k-té pozici v binarnim zapisu jednicku.
Rozmysleme si, jak vypada k-ty bit pfelozeného ¢isla strany, ktera ma v daném
intervalu nadpolovi¢ni vét$inu (za pfedpokladu, Ze takovéa strana existuje).

Pfedpokladejme na chvili, ze v daném intervalu existuje jedna strana s nad-
polovi¢ni vétsinou. Oznac¢me si by hodnotu bitu, kterou ma tato strana na k-té
pozici. Muzeme nahlédnout, ze hodnota by je stejna, jako hodnota, kterou ma
v daném intervalu vétsina prelozenych cisel stran — vice nez polovina vSech ¢isel
v tom intervalu je totiz prelozené ¢islo strany s vétsinou.

Vétsinovou hodnotu k-tého bitu ¢isel v daném intervalu mtizeme spocitat
v konstantnim ¢ase pomoci prefixovych soucti pro k-té pozice. Kdyz takto ur-
¢ime vSechny bity ¢isla, dostaneme jediného mozného kandidata. Pokud tedy
v daném intervalu ma néjaka strana vétsinu, tak ji umime najit v ¢ase O(logn)
a predvypocty jsme stravili O(nlogn).

Nyni uz jen potfebujeme umét rychle ovéfit, zda ma v daném intervalu
opravdu nalezeny kandidat nadpoloviéni vétsinu. Pro kazdou stranu si udélame
jednu prihradku a do kazdé ulozime pole obsahujici pozice vyskytt dané strany
v posloupnosti (to miZzeme vytvafet uz béhem ptecislovavani stran).

Kandidata muzeme ovérit tak, ze si pomoci binarniho vyhledavani v prislus-
né prihradce najdeme index prvniho a posledniho vyskytu kandidata v intervalu.
Rozdil téchto indext plus 1 je pocet vyskyti kandidata v daném intervalu. No a
tak si mizeme jednoduse ovérit, zda mé opravdu v intervalu kandidat nadpolo-
viéni vétsinu. Predvypocty v této fazi algoritmu zaberou O(n) ¢asu a prostoru a
ovéfit kandidata nam bude trvat O(logn).

Celkova ¢asova slozitost je tedy O(nlogn) na predvypocet a O(logn) na
dotaz. Pamétova slozitost je O(nlogn), protoZe tolik jsme potiebovali na uloZeni
prefixovych soucti jednotlivych pozic v druhé fazi algoritmu a vice paméti jsme
nikde nepouzili.

Kuba Tétek € Jenda Hadrava
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29-2-4 Nejslozitéjsi zahon

Prakticka tloha o hledani zdhonu tvoreného mnohotihelnikem s nejvice stra-

Bl nami méla dvé tskali. Tim prvnim bylo rychle zjistit, ktery zdhon je tim
nejvétsim, tim druhym drobnéjs$im pak bylo vypsani vSech vyznamnych bodi na
obvodu tohoto zadhonu.

Pojdme se nejdiive zamyslet nad tim, jak mize néjaky zahon vypadat. Chod-
niky na ndmést{ ndm vedou pouze mezi body na jeho obvodu (nikdy se zadné
dva chodniky nestykaji nékde ,uvnitt“ nadmésti) a nepfidavaji ndm zadné nové
vrcholy, vSechny vrcholy (rohy) zéhonti tedy budou tvofeny z piivodnich vrchold
na obvodu nameésti.

Jeden zahon tak bude tvoren vzdycky néjakou posloupnosti vrcholti na ob-
vodu nadmésti, pak skokem po chodniku na jiny vrchol na obvodu namésti a na-
vazujici posloupnosti vrcholti, potom dalsim chodnikem a tak déle, dokud se
nevratime zpét do vychoziho vrcholu.

Kdyz si jako pfiklad vezmeme chodnicky na ndmésti ze zadéni (pro pfipo-
menuti na nasledujicim obrazku) a budeme ho obchdzet po sméru hodinovych
rucicek od vrcholu s ¢islem nula, potkdme postupné nékolik zdhonii. Na zacatku
zacneme v zahonu 0567, ale hned v nultém vrcholu vstoupime do zdhonu 015,
pak ve vrcholu ¢islo jedna do zdhonu 1245 a pak ve vrcholu ¢islo dva do zahonu
234.

7 0 Z&dny z téchto zahonti jsme jesté neobesli cely a

tak je budeme vSechny povazovat za aktivni. Kdyz se

6 1 nyni vyddme po obvodu namésti dal, budeme potka-

vat zbylé vrcholy téchto aktivnich zahont. Nejdrive ve

vrcholu ¢islo ¢tyfi potkdme posledni vrchol zahonu 234

a tim ho ukonc¢ime. A dal budeme podobnym zpuso-

5 2 bem ukoncovat i ostatni aktivni zahony a to v opac¢ném
poradi, nez v jakém nam vznikaly.

4 3 Toto pozorovani nam dava navod k implementaci

— aktivni zdhony si budeme uklddat do zasobniku. Vzdy, kdyz nam vznikne novy

zdhon, tak tento skonéi diive, nez zdhon, ktery byl aktivni pfed nim (a je tak
v zasobniku nize), jinak by se ndm nékde chodnicky k¥izily.

Kazdy chodnic¢ek nam bude na zasobniku zahont zaklddat novy zédhon. Po-
kud ze stejného vrcholu vychézi vice chodnicki, tak chceme nejdiive zalozit ty
zahony, které skonc¢i pozdé€ji. Jinak feceno na vrsku zasobniku chceme ten ze
zahont, ktery skon¢i nejdiive — k tomuto zdhonu budeme navic ukladat vrcholy,
kterymi cestou po obvodu ndmésti projdeme.

Potrebujeme si tedy sefadit pfedpisy chodnicku tak, jak je budeme zpraco-
vavat. Pfedpis chodnicku si vzZdy upravime, aby nam chodnic¢ek vedl z vrcholu
s mensim ¢islem do vrcholu s vétsim cislem. Pak si je sefadime od nejmensiho
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vychoziho vrcholu a chodnicky se stejnym vychozim vrcholem pak naopak od
nejvétsiho cilového vrcholu.

Nyni jiz mame vSechny potfebné stavebni kameny, tak si pojdme algorit-
mus rozmyslet jako celek. Na zacatku si utfidime pfedpisy chodnickt, pridame
na zasobnik aktivni prvni zahon a pak postupné obchéazime vrcholy na obvodu
nameésti. Pro kazdy vrchol udélame:

1. Pridame k aktivnimu zdhonu tento vrchol.

2. Pokud tu konéi aktivni zdhon, tak ho vyjmeme ze zdsobniku (a zkontrolujeme
znovu — muZe jich tu konéit vice).

3. Pro vSechny chodnicky zacinajici v tomto vrcholu pfidame novy zahon na vrsek
zasobniku.

4. Presuneme se na dalsi vrchol na obvodu.

Pritom mtzeme lehce zjistit, ktery ze zahoni je nejvétsi, a nakonec ndm staci
vypsat jeho zajimavé vrcholy (tedy vrcholy, mezi kterymi skdceme po chodni¢-
cich). Jediny problém tohoto FeSeni je, Ze je zévislé na velikosti ndmésti, které
miZe byt obrovské (tfeba ndmésti s velikosti milion se tfemi chodnicky). Pojdme
to opravit.

Nejvice se zdrzujeme s tim, Ze skdceme po jednotlivych vrcholech na obvodu.
Namisto toho bod 4 algoritmu zménime tak, aby skocil az na nejblizsi zajimavy
vrchol. To je bud dalsi zacatek nového chodnicku (ktery ziskdme jednoduse, pro-
toze chodnicky prochézime v utfidéném potadi), nebo na nejblizsi konec oblasti
(coz je konec aktivni oblasti na vrsku zasobniku).
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Takto se vyhneme zdlouhavému obchazeni celého ndmésti a skaceme jenom
po zajimavych vrcholech, kterych pro K chodnick bude 2K. A namisto toho,
abychom k jednotlivym zdhontm ukladali vSechny vrcholy, tak k nim rovnou
ulozime jen tyto zajimavé.

Casu ndm to ted zabere O(K log K) na utiidéni chodnitktt a O(K) na jejich
obejiti, celkové tak O(K log K). Paméti spotfebujeme jenom linedrné k poctu
chodnick, neboli O(K), a potencialné obrovskému N se tak ve slozitosti aplné
vyhneme.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-4.d

Jirka Setnicka

29-2-5 Planovani navstév

Nejprve zkusime tlohu preformulovat tak, aby se ndm s ni lépe pracovalo.
V puvodnim znéni jsme se ptali, zda se u Petra v IV vikendech najde misto pro
K kamaradda.

feSeni

Jedna z moznych (a v FeSeni Castych) interpretaci tlohy je hleddni maximéal-
niho parovani v bipartitnim grafu, o kterém pojednava naSe kuchaika o tocich
v sitich.#8 Jednu partitu piedstavuji kamaradi, druhou vikendy, hrany znaci vol-
ny cas. Spusténim algoritmu na hledani parovani tlohu vyfesime velice snadno.
Zato ovSem nijak nevyuzivame faktu, Ze kazdy kamardd méa Cas pravé ve dvou

Zkusme si proto zadani predstavit jako jiny grafovy problém. Vrcholy ten-
tokrat budou pouze vikendy, neorientované hrany mezi nimi budou kamaradi
— kazdy spojuje pravé dva vikendy. Takto sice vznikne multigraf, to ndm ale
v uvahach nebude prekazet.

Nyni se ptame, zdali muzeme zorientovat hrany tak, aby vstupni stupen
kazdého vrcholu byl nejvyse jedna. Hezky se to predstavuje na papife — z kazdé
hrany délame Sipku, kterad ukazuje na vikend, ve kterém prijede dany kamarad.

Slusi se pripomenout, Ze tloha po néas nechtéla najit feSeni, nybrz pouze
rozhodnout, zda feSeni existuje. Algoritmus se tim zjednodusi, misto ukladani
orientace bude vyfesené hrany mazat.

Zacneme tim, Ze uz béhem nacitani vstupu budeme pocitat stupné vrchold.
S kazdou smazanou hranou aktualizujeme napocitané stupné.

Jak vypadad nacteny multigraf? Nemusi byt souvisly, to ndm ale nevadi,
kazdou komponentu vyfesime zvlast. Mutze obsahovat izolované vrcholy — to
jsou vikendy, ve kterych neméa c¢as zadny kamarad. Ty mtzeme rovnou smazat,
do TesSeni nijak nezasahuji.

46 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky|
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Pokud se nékde vyskytuje list (vrchol stupné 1), mizeme jeho hranu BUNO
zorientovat smérem k listu, tim urcité€ nic nezkazime. Jak uz jsme fekli, vyfeSené
hrany budeme z grafu mazat. Smazanim hrany vedouci do listu ovSem mize
vzniknout dalsi list, proto tento postup opakujeme.

Nyni mame graf, jehoz kazda komponenta obsahuje vrcholy stupné alespon
dva. Protoze kazda hrana spojuje dva vrcholy, tak pokud je v komponenté stejné
hran jako vrcholid, pak musi byt vSechny stupné pravé dva. Takova komponenta
je ale obycejny cyklus! Ten miZeme zorientovat libovolnym smérem a prohlasit
jej za vyfeseny.

Pokud je ovSem v néjaké komponenté vice hran nez vrchold, pak mame vice
kamaradi neZ volnych vikendti, a FeSeni nutné nemuze existovat. Tento pfipad
pozname snadno — existuje vrchol, ktery ma stupen ostfe vétsi nez dva.

Na prvni pohled slozity algoritmus je tedy vlastné hrozné jednoduchy. Re-
kurzivné odstranime vSechny hrany do listti a podivame se, jestli zbylé stupné
jsou nula nebo dva. Pokud ano, feSeni by slo vytvorit, v opa¢ném pripadé mame
v ruce dikaz, ze nejde.

Algoritmus mé pamétovou i ¢asovou slozitost O(N). To je ale pfilis! Pied-
stavte si vstup, ktery ma obrovské IV, ale pouze malo hran. Pfi vhodném formatu
méme tedy malicky vstupni soubor obsahujici O(K + 1) ¢isel a algoritmus, ktery
bézi v Case linedrnim s jejich velikosti. Jinak zformulovano, algoritmus spotfebuje
¢as exponencialni s poc¢tem ¢isel na vstupu.

V ostatnich tlohéch to vétSinou nevadi, my ovSsem dokazeme jednoduchym
trikem srazit obé sloZitosti v priméru na O(K), coz je vyrazné lepsi. Kazda
hrana totiz musi byt na vstupu popséna a algoritmus pobézi v Case linedrnim
k poc¢tu bitt na vstupu. Sta¢i misto poli velikosti N pouZivat heSovaci tabulky,
ve kterych vrcholy vytvofime, az kdyz budou nékde potieba. Tim vSechny iterace
pfes vrcholy pobézi v ¢ase O(K), a heSovaci tabulku miZeme zkonstruovat tak,
aby se vesla do O(K) paméti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-5.py

Ondra Hlavaty

29-2-6 Souvisla plocha

Problém nalezeni nejvétsi souvislé plochy se mnoho z vas pokouselo fesit
prochézenim obrazku po Fadcich a spojovéanim sousedicich oblasti. Pojdme si
nejdiive nastinit tento zptsob a pak ho dotahneme jesté o kousek dal s pomoci
grafi.

Zakladem vsSech feseni je prochéazet oblasti postupné fadek po Ffadku a né-
jakym zpiisobem spojovat stejné oblasti na navazujicich fadcich (oblasti, které
se tahnou pres vice Fadkl, muzeme rozsekat na koncich fadku).
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Uplné trivialnim FeSenim by bylo drzet si rozkomprimované vizdy dva fadky
nad sebou (ty se do paméti podle zadéni vejdou), ale prichod pies né mize
trvat netimérné mnoho ¢asu vzhledem k velikosti vstupu (pfedstavte si tieba
vstup obsahujici dva jednobarevné dlouhé radky).

Lepsi bude tedy prochazet dva na sebe navazujici radky nerozkomprimované.
To lehce zafidime pomoci dvou pointerti, kterymi budeme po definicich radku
pohybovat. Na kazdém radku si budeme pointerem ukazovat na aktivni oblast
a pfi postupu dal vzdy pohneme pointerem, jehoZ oblast konéi diive (pfipadné
obéma, pokud konéi na stejné pozici).

Pti tomto postupu projdeme dva nad sebou lezici fadky a pfitom muzeme
néjakym zpusobem zpracovat navazujici oblasti nalezejici stejné skupiné. Tady
se dvé zminéna feseni rozdéluji, ukdzeme si obé.

ReSeni spojovanim

Na kazdém fadku si budeme chtit drzet seznam oblasti a k jaké nadoblasti
nalezeji. Kdyz ndm vznikne nova oblast, ktera nenavazuje na zadnou oblast na
predchozim Fadku, pofidime si pro ni i novou nadoblast (reprezentovanou t¥eba = fegeni
pofadovym &islem).

Podobné jednoduché to bude, i kdyz nova oblast navdZze na jednu oblast
z predchoziho fadku (nebo i vice oblasti, ale vSechny nélezejici té stejné nadob-
lasti), pak jen nové oblasti nastavime stejné ¢islo nadoblasti a k nadoblasti pfi-
pocteme velikost pridavané oblasti.

Problematickym ale bude, kdyZ néjaka oblast spoji dvé (nebo vice) riznych
nadoblasti z pfedchoziho fadku. V takovém pfipadé musime tyto nadoblasti spo-
jit, coz znamena sjednotit ve vSech oblastech téchto nadoblasti ¢islo nadoblasti na
to samé. Tohle potfebujeme, protoZe tim miZeme ovlivnit i zbytek predchoziho
fadku (pfedstavte si tieba dvoje ,hrabé“, jejichz krajni zuby spoji nové oblast).

Tomuto problému se vétsinou fikd Union-Find a pokud ho budeme im-
plementovat tak, ze precislujeme vzdy mensi nadoblast na vétsi, tak skoncime
s ¢asem O(Z log Z) (kde Z pfedstavuje pocet zmén, neboli pocet riiznych oblasti,
které potkdme). D4 se dosdhnout i lepsiho ¢asu (az O(Zlog™ 7)), ale na to vas
jiz odkazeme do kuchaiky o minimalnich kostrach,*” kde se tomuto problému
vénujeme vic do hloubky.

Grafové FeSeni

Elegantnéjsi feseni se zaklada na tom postavit si vhodny graf. Kazda oblast
nam bude predstavovat jeden vrchol ohodnoceny velikosti této oblasti a pokazdé,
kdyz se na navazujicich fadcich potkaji dvé oblasti patfici stejné skupiné, tak
mezi nimi natdhneme hranu.

47 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry
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Na takto vzniklém grafu pak budeme pomoci prohledavani do Sitky nebo
hloubky hledat souvislé nadoblasti — pro kazdou oblast si budeme drzet, jestli uz
patii do néjaké nadoblasti, a pokud ne, tak z ni spustime prohledavani a pfitom
pocitame velikost.

Jak dlouho nam to bude trvat, zavisi na velikosti grafu. Vznikly graf bude
mit vzhledem k Z linearné vrcholi i hran (hrany plynou z toho, Ze je to rovin-
ny graf, coz lehce nahlédneme). Takze vysledna ¢asova slozitost bude jen O(Z)
a jeSté si nemusime komplikovat Feseni implementaci Union-Find, coz je jisté
lepsi.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-6.p3|

Jirka Sejkora & Jirka Setnicka

Medveédi poznamka: Pokud bychom chtéli Setfit paméti, miuzeme zkombi-

novat obé feseni do jednoho: prochézet obrazek po fadcich a k precislovavani

nadoblasti pouzit hleddani komponent souvislosti grafu piekryvi oblasti sestro-

jeného vzdy znovu pro aktualni dvojici fadkt. Tim zachovame linedrni ¢asovou
slozitost a v paméti ndm bude stacit udrzovat pouze dvojici radki.

29-2-7 Strom ve stromu

Ve vSech tkolech druhého dilu seridlu se nam bude hodit DFS ocislovani
(Gas prvniho vstupu in(v) a posledniho vystupu out(v) pfi prohledavani do
hloubky) a intervalové stromy.
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Ukol 1: Nestromové hrany

Maéame pro kazdy vrchol v zjistit, zda z podstromu pod v vede néjaka ne-
stromova hrana ven. Vyuzijeme toho, ze potomci v jsou prave ty vrcholy, jejichz
in lezi mezi in(v) a out(v). Proto se sta¢i podivat na minimum a maximum int
pres vSechny vrcholy, do kterych vede néjaka nestromova hrana z potomku v.

Pokud je interval od minima do maxima obsazeny v intervalu (in(v), out(v)),
vsechny nestromové hrany vedou uvnitt podstromu; jinak aspori jedna vede ven.
(Abychom si nemuseli délat starosti s tim, jak je minimum a maximum definova-
né, kdyz z podstromu nevedou zadné nestromové hrany, domyslime si v kazdém
vrcholu smycku.)

Minima a maxima si muzeme predpoc¢itat béhem DFS. Vracime-li se z vr-
cholu v, do jeho minima zapoc¢itdme minima vSech synu a iny vrchold, do nichz
pfimo z v vede nestromovéa hrana. Na kazdou stromovou i nestromovou hra-
nu se pritom podivame konstanta-krat, takze cely predvypocet sebéhne v case
O(n + m). Na kazdy dotaz pak umime odpovédét v konstantnim ¢ase.

Ukol 2: Nejéast&jsi barva

Vrcholy usporadame podle ina a poridime si intervalovy strom, ktery nam
bude udrzovat zvlast pocty cervenych, zelenych a modrych vrcholt. Aktualizace
stromu pri zméné barvy nas stoji logaritmicky cas. Chceme-li zjistit majoritni
barvu v podstromu, zeptame se intervalového stromu na zastoupeni jednotlivych
barev v intervalu mezi inem a outem kotfene podstromu. To stihneme také v Case
O(logn).

Ukol 3: Od¢itani minima

Dostaneme strom s ohodnocenymi vrcholy. Pak nam nékdo ukazuje na pod-
stromy a my v nich mame od vSech hodnot vrcholi odeéist jejich minimum.
Aspon jednomu vrcholu tim hodnotu vynulujeme. Takové vrcholy nadéle igno-
rujeme: ani je nezapocitavime do minima, ani od nich neodc¢itame.

Na chvili zapomeneme na ignorovani nulovych vrcholi. Pak je tloha snad-
no fesitelnd pomoci linych intervalovych stromt (viz kapitola medvédi knizky
odkazovana ze zadani). Vrcholy usporaddme podle jejich init a nad touto po-
sloupnosti postavime intervalovy strom, jehoz vrcholy (odpovidajici kanonickym
intervalim) si budou pamatovat dva tdaje: minimum hodnot v intervalu a in-
strukci, o kolik se maji snizit vSechny hodnoty v intervalu.

Chceme-li spoéitat minimum pfes podstrom s kofenem v, zeptame se inter-
valového stromu na minimum pfes interval (in(v), out(v)). K tomu staci zkom-
binovat spo¢itand minima v O(log n) kanonickych intervalech.

Chceme-li pak od vsech vrcholi odecist néjaké ¢islo §, vezmeme stejny inter-
val jako pfi hledédni minima, rozlozime ho na O(logn) kanonickych intervali a do
kazdého umistime instrukci ,az tudy pujdes pristé, vSechny hodnoty sniz o §¢.
Instrukce pak budeme vyhodnocovat liné: intervalovym stromem budeme béhem
vSech operaci prochazet od kotfene dolti a pokazdé, kdyz narazime na néjakou in-
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strukei, pfesuneme ji do obou synti (pfipadné zkombinujeme s instrukei, ktera se
uz v synech nachézela) a prislusné upravime jejich minima. Diky tomu plati, Ze
v Casti stromu, kterou projdeme, uz zadné instrukce nezbyvaji, a operace mohou
probihat, jako by instrukci nebylo.

Liné vyhodnocovani pfitom vse zpomali konstanta-krat, tudiz jak hledéani
minima, tak odeéitani trvaji O(logn).

Pojdme nyni vratit do hry ignorovani nulovych vrcholé. To zafidime tak,
ze kdykoliv néjaky vrchol vynulujeme, zménime jeho hodnotu na +oo, takze uz
nadale nebude minimum ovliviiovat. Pfi ode¢itani budeme ctit, ze +oco— cokoliv =
400, takze nekonecna zlstanou nekonecny.

Po kazdé operaci odecteni tedy potfebujeme najit vSechny vzniklé nuly. To
zafidime nésledujicim prichodem intervalovym stromem do hloubky: Podivame
se na kofen intervalového stromu (ten pokryva celou posloupnost). Jestlize jeho
minimum neni 0, nikde v celém stromu nelezi zadna 0, takze skon¢ime. Pokud
minimum je 0, rekurzivné se zavoldme na oba syny.

Takto postupné objevime vSechny nuly v listech intervalového stromu. Prosli
jsme pri tom vrcholy, které lezi na cestach z kofenového intervalu do jednotlivych
nul, a pfipadné jesté jejich syny (téch je ale nejvys dvakrat tolik). Staci tedy kazdé
nule natctovat ¢as O(logn) na projiti cesty z kofene do této nuly. Stejny ¢as pak
budeme potiebovat na prenastaveni nuly na +oco a prepocitdni minim na cesté
mezi nulou a kofenem (to mizeme délat rovnou pii névratu z rekurze).

Nalezeni a smazani jedné nuly nas tedy stoji ¢as O(logn). Jednou smaza-
na nula zmizi navzdy, procez vechna mazani nul za celou dobu zivota datové
struktury trvaji O(nlogn).

Co tedy vime o ¢asové slozitosti struktury? Inicializace obnési jen vytvoreni
intervalového stromu, takze ji stihneme v O(n). Kazd4 operace stoji O(logn),
ale jesté musime za v8echny operace dohromady zaplatit O(nlogn) za mazani
nul. Provedeni k operaci tedy stoji celkem O((n + k)logn).

Ukol 4: Hrana mezi podstromy

Nejprve si rozmyslime, jak bychom nestromové hrany evidovali, kdyby byly
orientované. Hranu z vrcholu « do y budeme reprezentovat bodem o soutradnicich
(in(z), in(y)). Budeme-li chtit zjistit, zda z podstromu pod u vede néjaka nestro-
mova hrana do podstromu pod v, staci se zeptat na existenci bodu v obdélniku
uréeném vrcholy (in(u), in(v)) a (out(u), out(v)).

Pouzijeme-li na obdélnikové dotazy 2D intervalovy strom, budeme je vy¥i-
zovat v ¢ase O(logn). Vypéstovani stromu nas bude pro m nestromovych hran
stat O(mlogn).

Neorientované nestromové hrany pak miizeme budto uklddat v obou orien-
tacich, nebo se naopak ptat jak na hrany z u-¢kového podstromu do v-¢kového,
tak opacné. Oboji obnasi jen konstantni zpomaleni.

Martin ,Medvéd“ Mares
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TTeti série

29-3-1 Verbovani

Predstavme si, Ze jsme u mésta Leyfast a prochazime ocislované domy. V kaz-

Bl dém z domii méme nékolik moZnosti, jak se rozhodnout. Abychom nalezli
nejlepsi feseni, mizeme zkusit kazdou moznou kombinaci rozhodnuti a vybrat tu
nejvyhodnéjsi, ale to by trvalo pfilis dlouho.

Mitizeme také zkusit vybirat dalsi krok hladové, neboli vybirat moznost ne-
porusujici pravidla, kterd nam lokalné (pro tento dim) da nejlepsi vysledek.
To bude sice rychlé, ale nedostaneme takhle spravnou odpovéd. Zkuste si to na
néjakych vstupech, k rozbiti tohoto postupu staci jiz ukazkovy vstup ze zadani.

Problémem hladového feSeni je, ze nijak nerespektuje to, ze volba v i-tém
domé ovliviiuje mozné volby v okolnich domech. Pfipomenime si, co muzeme
v domé udélat. Pokud skrz domy pujdeme odzadu, tak mizZeme:

e Naverbovat vojaka, pokud jsme tak neucinili v pfedchozim a neucinime-li tak
v ani nasledujicim domeé.
® Vzit zbrané, pak musime nutné naverbovat vojaka v nasledujicim domé.

e Nevzit zbrané ani nenaverbovat vojaka.

Volba, ktera ovliviiuje vybér v okolnich domech, je verbovani. Pokud se
zkusime podivat na problém omezeny jen na prvnich ¢ domu, tak by nas pro dal-
$1 rozhodovani mohlo zajimat, jaké nejvyssi bojeschopnosti umime dosdhnout,
pokud si v i-tém domé dovolime naverbovat vojaka a pokud si zde vojaka nepo-
volime naverbovat.

Postavime si pro to rekurzivni funkci B(z, (true| false)), kterd bude pocitat
presné toto. Pokud se nam povede ji spocitat, tak celkovou maximalni bojeschop-
nost ziskdme zavolanim B(N,true).

Ted si budeme muset sestavit funkci (pro pfipomenuti, v Z; je zisk bo-
jeschopnosti pfi brani zbrani z i-tého domu, v V; to samé, ale pro verbovani
z i-tého domu).
® Pro i < 0 bude mit funkce vzdy hodnotu 0.
® B(i, false) bude maximum z:

® Z,+ Vi1 + B(i — 2, false) (budeme brat zbrané, coz vynuti verbovani

v i — 1; lze pouZit jen pro i > 1)

® B(i— 1,true) (nebudeme délat nic)
® B(i,true) bude maximum z B(i, false) a navic:

e V; + B(i — 1, false) (budeme verbovat)

Takovouto funkci lze jednoduse naprogramovat. Horsi je exponencidlni ca-

sova slozitost zpusobend vétvenim vypocétu v kazdém domu. Nastésti funkce,
kterou jsme pravé definovali, zavisi pouze na dvou parametrech: i a verbovat.
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Vysledky volani si tak mizeme ukladat do tabulky velikosti 2/N. Pfi opa-
kovaném zavolani pak staci vratit uz diive spocitany vysledek. Spocitame tedy
nejvyse 2N hodnot funkce B, proto dostavame linearni slozitost vzhledem k po-
¢tu hodnot na vstupu.

Zbyva domyslet, jak navic zjistit jeden z plant verbovani nabyvajici hod-
noty B(N,true). Naptiklad mtizeme spustit znovu trochu modifikovanou funkci
pocitajici B, kterd bude nyni vracet odkaz na -ty prvek spojového seznamu,
ktery reprezentuje jeden ze znakt (z,v,-). VSimnéme si, Ze takto pouZzijeme jen
N polozek seznamu, protoze uz mame spocitany hodnoty B a v kazdém kroku

KSP . . o . .
S tak volame pouze jednou nasi modifikovanou funkci.
Na trochu (ale jen konstantné) elegantnéjsi feSeni s nahrazenim spojového
seznamu Fetézcem se muzete podivat do vzorového programu v C++.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-1.cpg
Marek Cerny
feseni

29-3-2 Trpasliéi zavazi

K porovnavani vahy sad zavazi a protizavazi se dalo pouzit nékolik rtznych
postupti. Jednim z nich bylo pfevést zapis na takovy, ktery bude obsahovat jen
jednicky a nuly, a tento pak porovnat jako se porovnavaji binarni ¢isla. Druhou
moznosti je porovnat zapisy v této ,rozsitené dvojkové soustavé* primo.

Za chvili si ukdzeme obé& moznosti, nejdiive ale provedme pozorovani. Po-
dobné jako v klasické dvojkové soustavé ma kazda pozice dvojnasobnou hodnotu
nez pozice predchozi. Kdyz si budeme postupné séitat hodnoty na dalSich pozi-
cich (za néjakou pozici s hodnotou z), tak nejdiive dostaneme polovinu z, z dalsi
pozice étvrtinu (neboli polovinu té zbyvajici poloviny do z) a tak déle. Kazd4a
dalsi pozice ndm soucet vice priblizi k hodnoté x, ale nikdy ho nepiesdhne. Pro-
toze pozic v binarnim ¢isle je kone¢né mnoho, ptiblizi se na jednicku a vic uz ne
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— matematici by rekli:
n
D oi=ontto
i=0

Takze pokud bude nejlevéjsi nenulova pozice ¢isla zapsaného v této soustavée
zapornd, tak i kdyby vSechny ostatni pozici jiz byly kladné, dostaneme nejvyse
-1 (a tedy celé ¢islo bude zaporné). A naopak, pokud bude kladn4, tak ¢islo bude
kladné.

Podle tohoto miiZzeme udélat prvni porovnani a pokud maji nejvyssi pozice
obou porovnavanych c¢isel rozdilnd znaménka, mizeme rovnou oznamit vysle-
dek a koncéime. DAl tedy budeme zabyvat jen pripady, kdy jsou znaménka na
nejvyssich pozicich stejna.

Dalsi trividlni pozorovani je, ze preklopenim vSech znamének na opacéna
vlastné jen zménime znaménko celého cisla.

Prevod do dvojkové soustavy

Pro jednoduchost budeme popisovat prevod pro éisla, jejichZ nejvySsi ne-
nulova pozice je kladnéd (kdyztak si je podle pfedchoziho pozorovani pieklopime
a zapamatujeme si, Ze je ¢islo vlastné zaporné).

Budeme se chtit zbavit vSech vyskytd —1 v zapisu ¢isla. VSimnéme si, ze
nasledujici zapisy mizeme bez zmény hodnoty prevadét:

e (1,—-1) — (0,1)
e (0,—-1) = (-1,1)

V obou situacich délame to, ze pfi¢teme dvojici (—1,+2), coz je v souétu
nula, a tim vlastné posildme minus jednicku dél doleva.

Mitzeme tedy zahdjit pfevod od nejmensiho fadu zprava a takto si minus
jednicky priabézné eliminovat, nebo si je posilat dal doleva. Mame ale jednu
situaci, kterou jsme si nepopsali — co kdyZ se nam vedle sebe objevi dvé minus
jednicky?

Na chvili si povolime pouzit i hodnotu —2 a podivejme se, co se nam pii
pri¢teni dvojice (—1,+2) mlze stat:

e (—1,-1)— (-2,1)
(-1,-2) = (-2,0)
b (07_2) — (_LO)
* (1,-2) = (0,0)

Zkusme si to na cisle 5 zapsaném jako 1,0, —1, —1. P#i pfevodu zprava dosta-
neme postupné 1,0, —2,1, pak 1,—1,0,1 a nakonec 0, 1,0, 1, coz odpovida ¢islu
5.

Prevod tedy umime udélat linedrnim priichodem ¢islem od nejmensiho fadu
k nejvétsimu a eliminovdnim minus jedni¢ek pomoci pfic¢itani vzoru (—1,+2).
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Pokud takto pievedeme obé ¢isla, uz je snadno porovname bindrné (prichodem
od nejvétsiho Ff4du a hledanim prvni pozice, kde se 1isi).
Porovnani odeétenim

Pokud vam pfevod do normalni dvojkové soustavy pfijde jako nehezky trik,
da se porovnani udélat i odeétenim jednoho ¢isla od druhého. Podle toho, jestli
nam vysledek vyjde kladny, nebo zaporny (coz pozname podle znaménka nejvyssi
jednicky), uré¢ime snadno, které ¢&islo je vétsi.

Odecitani mizeme délat klasickym Skolnim postupem od nejmensiho fadu.
Pokud nam vysledek odecteni vyjde 1, 0 nebo —1, je vSe v poradku. Pokud nam
vyjde mensi, nez —1, tak musime udélat pfevod —1 do vyssiho ¥adu (a k tomu
soucasnému pricteme +2, vlastné opét aplikujeme vzor (—1,+2)). Pokud ndm
vyjde naopak vétsi nez 1, pfi¢teme —2 a posleme pfevod 1 (tedy pouzijeme vzor
(+1,-2)).

Pojdme se podivat na pribéh vypocétu tfeba ¢isla 1,—1,—1, od kterého
odec¢teme ¢islo 1,1 (neboli 1 —3 = —2). V prvnim kroku nédm na posledni pozici
vysledku vznikne —2, coz pfevedeme na 0 a do vyssiho fadu posleme —1. Na
druhé pozici dostaneme —3 (i s pfevodem), coZ pfevedeme na —1 a do vyssiho
fadu posleme —1. A nakonec na nejvyssi pozici dostaneme 1—1 = 0, ¢imz ziskdme
spravny vysledek 0, —1,0.

Tento postup zabere také linedrni ¢as vzhledem k velikosti vstupnich ¢isel.
Na oba postupy se muzete podivat v prilozeném programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-2.py|

Jirka Setnicka

29-3-3 Skreti véze

Mnoho z vas prislo s ndpadem zkouSet ruzné piimky a ovéfit, jestli se na-
hodou nejedna o hledanou osu. Vsechny mozné piimky vsak urcité vyzkouset
nemuzeme, téch je nekonecné mnoho. Které piimky tedy pfipadaji v avahu?

Vyuzijeme toho, Ze kazdy bod musi mit pfi osové soumeérnosti sviij obraz.
Ocislujeme si tedy body postupné Py, Py, ..., Py_1. Budeme nejprve predpo-
kladat, ze bod P, se zobrazi na néjaky jiny bod a ne sdm na sebe.

Vsimnéte si, Ze pokud bychom védéli, na ktery bod se P zobrazi, je osa sou-
mérnosti jednoznacné urcena: musi to byt osa tsecky spojujici Py s jeho obrazem.
My samoziejmé nevime, na ktery bod se Py zobrazi, ale mizeme vyzkouset vsech-
ny moznosti. Tim ziskdme N —1 pfimek, mezi nimiz se urcité hledana osa nachazi
(za predpokladu, ze né&jakd osa existuje a bod Py neni obrazem sebe sama).

Rozmyslime si jesté piipad, kdy Py je sim sobé obrazem a nachazi se tedy
pfimo na ose. Nejjednodussi je vzit misto Py bod P; a k nému stejnym postupem
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zkouset body P» az Py_1. Takto vyTesime pripady, kdy alespon jeden z bodt Fy
a P nelezi na ose. Pokud by oba lezely na ose, je osou primka PyP; — tu také
pfiddme do seznamu kandidatu.

Timto postupem jsme tedy ziskali 2N — 2 pfimek, mezi nimiz se urcité osa
nachézi (existuje-li). Staci pro kazdou z pfimek ovéfit, jestli osou skutecné je, tj.
jestli ma kazdy bod sviij obraz.

Nejprve si pro kazdy bod spocitame, kam by se pti dané ose zobrazil. Pokud
bod lezi pfimo na ose, je sim sobé obrazem. Pokud na ose neni, chce to trochu
pocitani, ale nic naro¢ného. Vezmeme pfimku prochazejici danym bodem, ktera je
kolma na osu, a spocitame jeji prusecik s osou. Tento prisecik se musi nachazet
ve stfedu tsecky spojujici dany bod a obraz, takze soufadnice obrazu se uz
jednoduse dopocitaji.

Pro kazdy bod tedy vime, kam se zobrazi. Ted uz sta¢i zkontrolovat, ze
v misté obrazu lezi néjaky jiny bod — v opa¢ném pripadé zkoumana primka osou
neni. Pokud bychom pf#i kontrolovani obrazu pokazdé prochazeli vSechny body,
bude nam kontrola jednoho obrazu trvat O(N), kontrola viech obrazti O(N?)
a prozkouman{ viech 2N — 2 pifmek O(N3).

Tento postup lze zrychlit vhodnym setfidénim bodi. Pro kazdou potencialni
osu body setfidime podle polohy jejich pramétu na osu (to je pata kolmice k ose,
na niz lezi dany bod). VSimnéte si, Ze tento primét jsme uz spoéitali pfi hledani
soufadnic obrazu. MuZeme vyuzit toho, ze pokud méa byt bod P, obrazem Py,
budou souradnice jejich primétt na osu stejné.

Pokud mame tedy takto setfidéné body, miZeme je brat postupné. Vzdy
vezmeme vSechny body se stejnymi soufadnicemi primeétu a ulozime je do dalsiho
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pole. Toto dalsi pole opét setfidime, tentokrat podle pozice na ptimce, na které
se v8echny nachazeji (to je néjakd pfimka kolmé k ose). Je zfejmé, ze prvni bod
v tomto mensim seznamu musi byt obrazem posledniho, druhy predposledniho
atd. Pokud si néjaka tato dvojice neni navzajem obrazem, néktery bod z dvojice
nema obraz a zkoumana pfimka neni osou.

Ptvodni setfidéni bodu zvlddneme v ¢ase O(N log N), tfidéni mensich se-
znami stihneme jesté rychleji. Kontrolu po setfidéni stihneme v linearnim case.
Jelikoz zkoumanych piimek je stéle linearng, &ini celkova slozitost O(N?2log N).

Cely tento algoritmus mtizeme jesté zrychlit pouzitim hesovaci tabulky.*®
Jednoduse si souradnice vSech bodi do jedné takové tabulky ulozime. Pak pro
kazdy bod spocitame soufadnice jeho obrazu podle dané osy a podivame se
do tabulky, jestli se tam bod s takovymi soufadnicemi nachézi. Jelikoz zjisténi
existence v heSovaci tabulce probéhne v primérné konstantnim case, ziskame
ovéteni osy v ¢ase primérné linedrnim. Celkové tedy v primérném case O(N?).
Toto Feseni uz stacilo na ziskani plného poctu bodi.

Nven

TéZisté na pomoc
Pojdme se ale jesté podivat na feSeni jiného typu, tieba povede k jesté lepsim

Yy Vv Vv

spoditame t&zisté téchto t6zist (kazdé z téchto t&zist jesté vazime poctem bodh
z piislusné skupinky).
Miuizeme tedy vzit body po dvojicich — vzdy si vezmeme bod a jeho obraz

téchto tézist — jakkoli vazené — se bude opét nachézet na ose. Tim padem tam

Vv

Takto ziskame jeden bod osy, musime jesté pfijit na druhy. Jeden zptisob
je opét zkouset stfedy tsecek Py Py pro ostatni k. Tento zptisob je zdanlivé lepsi
oproti predchozimu v tom, Ze mtzeme pomérné rychle odmitat piimky, které
nejsou osami. Protoze aby se Py zobrazilo na Py, musi byt pfimka Py P} se stfe-
dem S kolmé na osu T'S (T je té7i$té) a navic musi 7S protinat Py Py ve stfedu
tsecky PpPy. VSechno toto dokdzeme zkontrolovat v konstantnim ¢ase a rychle
tak odmitnout spoustu potencialnich os.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
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Kdyz vsak vSechny tyto rychlé kontroly uspéji, musime opét ovérit, jestli je
dana primka skutecéné osou. To muzeme provést jednim ze zpisobii popsanym
v predchozi ¢asti.

Nicméné v obecném piipadé jsme si moc nepomohli. Jako G¢inny protipii-
klad se ukaze mnozina vrchol pravidelného n-thelniku sjednocenéd s mnozinou

mnozina osové symetrickad neni.

Sami si mizete vyzkouset, Ze pokud budou vrcholy z trojihelniku brany az
jako posledni v potradi, skutecné jsme si, co se rychlosti tyka, oproti pfedchozimu
postupu viibec nepomohli — stdle budeme muset zkouset O(N) os a Zadnou se
nam nepodafi odmitnout rychlym zptsobem. Kazdou osu budeme muset ovérit
pomalym zptisobem, celkové jsme tedy stale na sloZitosti O(N?). Pro jiné pii-
stupy je jesté horsi pripad, kdy vSechny body z trojuhelniku i z n-tthelniku maji

Vv

té bylo na pocatku soufadnicového systému a nadale budeme poéitat s témito
upravenymi soufadnicemi. Pak vime, Ze osa soumérnosti, pokud existuje, bude

Dale budeme pracovat s takzvanymi polarnimi soufadnicemi, tj. misto x-
ové a y-ové soufadnice budeme mit u kazdého bodu thel, ktery svird z-ova osa

v

Potom si sefadime body podle thlu (prozatim budeme pfedpokladat, ze
z4dné dva body nemaji stejny thel). Mame tedy u kazdého bodu P; thel ;.
V tomto setfidéném poradi budeme nadale vrcholy zpracovavat, ale ukaze se, ze
dilezité pro nas bude pamatovat si rozdil thlu oproti predchozimu vrcholu. Tedy
pro kazdy vrchol spocitame §; = ¢; — ;1 a pro nulty vrchol g = g + 360° —
@N—1. Vsimnéte si, Ze soucet pres vSechna §; nam da 360°.

Pokud vzdalenost jednotlivych bodt budeme znadit pomoci r;, miizeme ted
thly a vzdalenosti zapsat do Fetézce s = Jorgd171 ...dn_17N—_1- Tedy jednotlivé
r; a 0; budeme chépat jako jednotlivé znaky Fetézce. Vsimnéte si, Ze z tohoto
Fetézce lze zpétné zrekonstruovat pivodni rozloZeni bodt (aZ na rotaci okolo
stfedu, kterd neovliviiuje osovou soumérnost). Prosté se vzdy otoc¢ime o dany
thel §; a nakreslime bod ve vzdalenosti r; od pocatku.
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Fo

Ps

Predstavme si na chvili, Ze osa x je hledanou osou soumérnosti. Uvazujme
piipad, kdy zadny bod nelezi na pravé strané této osy (tedy neexistuje bod
s ¢; = 0). Pak neni té7ké si predstavit, ze nékteré hly a vzdalenosti si musi
odpovidat. Konkrétné ro = ry_1, 61 = dny_1, 1 = ry_2, 02 = dny_2 atd. Pro
pfipad, kdy bod lezi na pravé strané osy = dostaneme podobné rovnosti, jen
trochu posunuté, §o = dy_1, 71 = ry—_1 atd.

Kazdopadné si vSimnéte, ze oba pripady znamenaji, ze fetézec s je skoropa-
lindrom (palindrom je fetézec, ktery se stejné ¢te zepiedu i zezadu, tedy Ze prvni
znak je stejny jako posledni, druhy je stejny jako pfedposledni atd.). Pfesnéji
feeno v prvnim piipadé dostaneme palindrom, kdyz za s pripiSeme prvni znak
s (tj. do), ve druhém, kdyz pred s pfipiseme jeho posledni znak (tedy ry_1).

Bohuzel neméame zaruceno, Ze osou soumeérnosti bude osa x. TakZe musime
fetézec s vhodné zrotovat, tj. opakované brat posledni znak fetézce a dat jej na
prvni misto. V§imnéte si, ze pokud zrotujeme do néjakého stavu

Tk5k+1 N 61\/_17‘1\/'_1607“0 N 6k—1

a na konec zkopirujeme prvni znak (ry), vysledek je palindromem pravé tehdy,
kdyZ osa prochazi bodem ry. Analogicky pokud rotaci dostaneme fetézec

(5ka N (51\/,17’]\771(507“0 e 5k717’k71

a opét zkopirujeme , vysledek je palindromem pravé tehdy, kdyz osa prochézi
stfedem usecky mezi body Pr_1 a P.

Uvédomme si, Ze to jsou jediné moznosti, kde osa soumeérnosti mize lezet.
Mame-li totiz tézisté T (nebo jiny libovolny bod na ose soumérnosti), bod A
a jeho obraz A’, tak tihel mezi pfimkou T'A a osou soumérnosti musi byt stejny
jako mezi osou a piimkou T A’. Predstavme si, Ze by tedy osa délila néjaky tihel 0y,
na uhly §;, a d}/. Necht je 0;, ten mensi z nich a bod pfi tomto Ghlu (Py nebo
P;_1) oznac¢ime K. Bod K se musi zobrazit na jiny bod, ktery dava s osou thel §;,
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(resp. 360° — ¢y, podle toho, jak se na to divate), ale vSechny ostatni body dévaji
thel vétsi (resp. mensi), K tedy nemd obraz a zkoumana pfimka neni osa.

Staci vyzkouset vSechny tyto rotace a podivat se zda nejsou skoropalindro-
mem. Pokud si budeme uchovavat fetézec ve spojovém seznamu s ukazatelem na
zacatek i konec, dalsi rotaci vytvorime v konstantnim case, staci odebrat prvek
z konce seznamu a dat jej na zacatek. Samotna kontrola, jestli je fetézec sko-
ropalindromem, bude v linedrnim ¢ase. Stac¢i zkontrolovat jestli je prvni prvek
shodny s pfedposlednim, druhy s pfedpfedposlednim atd. To zvladneme pomoci
dvou ukazateld, které vidy posuneme o jednu pozici.

Nicméné to opét vypada, ze jsme si viilbec nepomohli. Jednu rotaci zkon-
trolujeme v ¢ase O(N), ale rotaci je také O(NN), dohromady dostaneme opét
O(N?). Nicméné ¢astym trikem, kdyZ hleddme vhodnou rotaci, je negenerovat
nové a nové rotace, nybrz fetézec zkopirovat dvakrat za sebe. Zkusme to také.

Ptvodné jsme hledali rotaci s palindromem délky 2N — 1 (nezapominejme,
7e N je pocet bodt, délka s je tedy 2NN), stejné tak miZzeme hledat palindrom
délky 2N — 1 ve zdvojeném fetézci. To mizeme udélat tak, Ze najdeme nejdelsi
palindrom liché délky, pokud je delsi nez 2N — 1, miZeme jej jednodusSe zkratit
(odebirdnim vzdy dvojici znakt z kraje) na tuto délku. A jak najit nejdelsi
palindrom? Na to se podivame spolu v paté sérii. Zatim jen prozradime, ze to
zvladneme v linedrnim case.

Uz jsme téméf na konci, ale nesmime zapomenout jesté na jednu véc. Na
zacatku tohoto feseni jsme predpokladali, ze zadné dva body nebudou mit pfi-
Fazeny stejny thel ;.

S tim se uz da celkem snadno vyporadat. Trochu upravime konstrukei fe-
tézce s. Kdyz budeme mit nékolik bodu stejny thel, napiseme jejich vzdalenosti
do tohoto fetézce hned za sebou v setiidéném potfadi. Protoze ale potfebuje-
me, aby se sekvence bodu se stejnym thlem cetla stejné popfedu i pozpatku
(abychom mohli problém pfevést na hledani palindromu), tak ji hned za ni za-
piSeme znova, v opacném poradi. Nas fetézec mulze vypadat naptiklad takto:
(507‘07’17”27’21“17’0637’37"354 o

Odpovidajicim zpusobem upravime i délku hledaného palindromu. Ta je
2N + A, kde N je pocet bodl a A je pocet nenulovych §;.

Pojdme si to shrnout a podivat se na vyslednou slozitost. Posunout body
Settidénim bodi podle thli stravime O(N log N). Zkonstruovat a zdvojit Fetézec
opét zvladneme linedrné a konec¢né jsme slibili, Ze nalezeni samotného palindro-
mu jde také rychle. Celkové jsme se tedy konecné dostali na casovou sloZitost
O(NlogN).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-3.py|

Dominik Smrz € Martin ,Medvéd“ Mares
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29-3-4 Mezi hlidkami

Ze vseho nejdiive tlohu pfevedeme na variantu, kde je zakazano vstupovat
pouze na policka s hlidkou, ale na sousedni $lapnout mutzete. Udélame to tak,
ze pridame ,virtualni“ hlidku na vsechna pole sousedici s hlidkami ze zadani.
Odpovéd pro takto upravenou tlohu a vstup bude stejné jako pro ptivodni zadéni.

Jednou z moznosti, jak se tloha dala Tesit, bylo si na zac¢atku najit pomoci
prohledavani do sitky nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi policek. Pri odpovi-
dani na dotaz uz budeme mit délku nejkratsi cesty predpocitanou a mutzeme ji
jen vratit.

Protoze pocitame cesty na poli velikosti N x M policek, zabere nam vyhle-
déni nejkratsich cest z jednoho policka do vSech ostatnich ¢as O(NM) (jedno
prohledévani do sitky). Jelikoz potfebujeme pocitat vzdélenost mezi vSemi dvo-
jicemi poli¢ek, musime prohledévani spustit pro kazdé policko samostatné, coz
zabere O((NM)?) ¢asu a O((NM)?) paméti. To neni prilig rychlé, zkusime to
vylepsit.

Rychlejsi postup

MuzZeme si vSimnout, Ze vzhledem k malému poc¢tu hlidek nejkratsi cesta
pujde vétsinu casu po casti plané, kde zadné hlidky nejsou. Toho jde vyuzit
a dosdhnout tak lepsi dasové i pamétové slozitosti. DAl v feseni budeme pracovat
se soufadnicemi startu zg, ys a soufadnicemi cile z., y..

Reseni si rozdélime na dva pifpady — bud neexistuje hlidka, ktera je v obdél-
niku definovaném startem a cilem, a délka nejkratsi cesty je tedy |zs — x|+ |ys —
Ye|, nebo ndm po cesté néjaka hlidka bude piekdZzet a budeme to muset vytesit.
Tyto dva pripady také musime byt schopni odlisit, coz vyfesime v posledni ¢asti
feseni.

Chtéli bychom si predpocitat nejkratsi cestu mezi kazdymi dvéma vrcholy,
jenze to by trvalo prili§ dlouho. VSimneme si ale, Zze ve sloupcich a fadcich, kde
neni hlidka, se ,nic nedéje“. Pokud je takovych radki nebo sloupct vice vedle
sebe, tak vzdy vSechny slouc¢ime (zkontrahujeme) do jednoho a poznamendme si
ke kazdému policku, kolika polickim odpovida ve vertikdlnim a horizontalnim
smeéru. Jednotliva zkontrahovana policka tak mohou odpovidat i docela velkych
obdélnikiim v puvodni plani. Nejkratsi cesty si pak predpocitdme az na této
upravené plani.

Pri slucovani si u kazdého policka z pivodni plané navic zaznamename, kde
je jeho ,sloucend verze“ v kontrahované plani. To se nam bude pozdéji hodit
a takto se k této informaci dostaneme v konstantnim case.

Na této kontrahované plani budeme chtit hledat nejkratsi cesty. Muize se
zdat, ze po upravé, kdy néktera policka reprezentuji vétsi vzdalenosti, nebude
bézné prohledavani do Sitky stacit, ale mtizeme si rozmyslet, ze diky kontraho-
vani vzdy celych fadkt a sloupctt bude i obycejné prohledavani do Sitky stale
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dostavat policka ve spravném potradi — takové prohledévani do Sitky totiz pri-
fadi polickim stejnd ohodnoceni, jako kdybychom ho spustili na ptivodni plani.
Nad timto prohledavanim do §itky také mtizeme premyslet jako nad Dijkstrovym
algoritmem, ktery namisto haldy pouziva frontu.

Protoze hlidek bylo k, tak takto upravena plan ma rozméry O(k?) (me-
zi sousednimi hlidkami je maximélné jeden zkontrahovany sloupec nebo fadek)
a predpoditat si vSechny nejkratdi cesty tedy bude trvat O(k?*).

Potfebujeme jesté umét zjistit, zda je v obdélniku definovaném startem a ci-
lem hlidka. To miZeme udélat jednoduse pomoci dvoudimenzionélnich prefixo-
vych soucti (o nich si muZete pfedist tieba v nasi kuchaice zakladnich algorit-
mi).*® Hlidky budeme povazovat za jedni¢ky a prazdnd policka za nuly. V daném
obdélniku pak bude hlidka pravé tehdy, kdyz je v ném nenulovy soucet.

Dotaz pak bude vypadat nasledovné: Pokud mezi policky neni zadna hlidka,
délka nejkratsi cesty je |zs — x|+ |ys — yc|- Pokud mezi nimi hlidka je, vyuzijeme
nasi kontrahované plané, kde mame pro kazdou dvojici poli¢ek predpocitanou
nejkratsi cestu

Drobnou nesnézi je, ze start (nebo cil) mohou lezet uvniti néjakého kon- feseni
trahovaného obdélniku. MuZeme si rozmyslet, Ze Cast cesty, kterd je v tomto
obdélniku, miize jit libovolnou nejkratsi cestou do rohu nejblizsiho k cili (respek-
tive startu), tuto Gast cesty spoc¢itdme jako v piipadé vyse.

A dal uz pak vyhledavame jen ve zkontrahované plani, respektive v piedpo-
¢itané datové strukture délek cest mezi dvojici zkontrahovanych policek.

Ptedpo¢itani kontrahované plané bude trvat O(M N + k%) a stejné prostoru
bude zabirat vyslednd datova struktura. Na dotazy pak budeme schopni odpo-
vidat v konstantnim case.

Kuba Tétek

29-3-5 Dradi zamek

K zadani této dlohy jste vsichni dostali ndpovédu, totiz kucharku o metodé
Rozdél a panuj. Toho jste vsichni spravné vyuzili, a tfebaze dosla FeSeni vyuzivala
rtizné pristupy, vzdy byly zaloZeny na této metodé.

Takze jak se k tloze spravné postavit? P¥ipomenime, Ze ¢tvercova miizka ma
rozméry N x N, kde N je néjakd mocnina dvojky. Je snadné si v§imnout, Ze pro
N =1 ma uloha trividlni feSeni: mame jediné plné pole.

Pro vétsi N chceme celé zadani rozdélit na mensi tlohy. M¥izku uprostred
rozsekneme na ¢tyfi podmfizky, kazdou s rozméry (%) X (%) Na podmfizku,
kde se vyskytuje plné pole, mizeme rekurzivné zavolat stejny algoritmus. Pro

49 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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ostatni podmiizky si pomtzeme tak, ze do rohu, ktery vzajemné tvori, vlozime
navic dilek:

cast
s plnym
polem

V kazdé z nich se ted nachézi plné pole, tudiZ i na né se miZzeme zavolat
rekurzivneé.

Cely algoritmus slouzi zaroven i jako dtkaz, Ze kteroukoliv mrizku velikosti
N = 2F lze pokryt dilky. Po¢ateéni pozorovani pro k = 0 je indukénim piedpo-
kladem, rozdéleni na podmftizky indukénim krokem.

Pokud bychom chtéli algoritmus implementovat (coZ jsme od vés nepoza-
dovali), je zajimavé se podivat na asovou sloZitost. Budeme néasledovat vyse
uvedeny postup a vytvorime funkci, kterd vidy polozi novy dilek a navic pro
N > 1 zavola rekurzivné ¢tyfikrat sama sebe. Samotny prubéh funkce ma kon-
stantni Gasovou sloZitost (pouze vypoéitdme polohu plného pole), takze zbyva
vytesit, kolikrat se zavola.

Zkusime pro zménu premyslet odspodu: voldme funkci na kazdou podmiizku
velikosti 1 x 1, a téch se v mifzce nachazi N?; dale na kazdou podmiizku velikosti
2 x 2, téch je celkem NTZ. Dostévame se tak k souétu fady: N2+ NTZ + NTZ +...+1.
K jejimu FeSeni mizeme vyuzit napiiklad kuchaikovou vétu (Master Theorem),
kterd ndm odpovi, 7e celkova ¢asovd slozitost je O(N?).

Program (Python):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-5.py

Kuba Marousek

29-3-6 Obrazec pro draka

Pro jednodussi feSeni tlohy je dobré pfevést si mnohothelnik na néco, s ¢im
se pracuje lépe. Vytvorime si graf, jehoZ vrcholy pfedstavuji trojihelniky a hrany
reprezentuji tyce. Vrcholy sousednich trojuhelniki jsou tedy spojené hranou.
Jesté se nam bude hodit, kdyz i strany mnohothelniku budou hrany a za kazdou
stranou budeme mit také vrchol. MiZeme si vSimnout, Ze tento graf je stromem.
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Nyni si mizeme vybrat jeden z vrcholt mimo mnohothelnik a prohlésit ho
za kofen naSeho, nyni bindrniho, stromu. Ted by nas zajimalo, co udéla s nasim
stromem jedno pteklopeni tyce. Ukdzeme si, Ze odpovida operaci stromové rotace.

Rotace je ,oto¢eni“ hrany mezi dvéma vrcholy, kde zachovame poradi vr-
cholli a podstromy pievésime, viz obrazek.

e @ fesent

Pfesné tohle udéla zvednuti tyce a jeji umisténi napfic:

Pocateéni i cilovy obrazec pfevedeme na binarni strom, kde za kofen zvolime
ten stejny vrchol (neboli vrchol za stejnou stranou mnohothelniku). Ted hleddme,
jak prevést pomoci rotaci jeden na druhy. Jesté je dobré si ocislovat listy —
tedy vrcholy za hranami mnohotihelniku. Aby dva stromy reprezentovaly stejnou
triangulaci, tak musi sedét i oéislovani listi.

Stromové rotace maji jednu dtlezitou vlastnost, totiz zachovavaji poradi
listii. Nestane se ndm tak, Ze by se pofadi list néjakym zpisobem pomichalo (coz
by znamenalo, Ze by se ndm i mnohouhelnik musel néjak pfeklapét). Zachovani
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této vlastnosti je dtlezité, protoze bychom jinak mohli sice vymyslet zpiisob, jak
prejit od jednoho stromu k druhému, ale nesedély by nam listy, tedy by vlastné
viibec nemuselo jit o tu samou triangulaci.

Nyni uz jsme velmi blizko cile. Pf¥ipominame, Ze hleddme libovolnou po-
sloupnost rotaci, nemusi byt nutné nejkratsi. Pokud budeme opakovat dostatec¢né
dlouho rotace do jednoho sméru, tfeba doleva, ziskdme linedrni strom.

Staci zacit u kotfene a opakovat rotace, dokud neni vpravo jenom list. Poté
ptujdeme k jeho pravému synovi a budeme to opakovat. V kazdé rotaci jeden
vrchol zafadime do linedrniho stromu a tedy nam to bude trvat O(n) kroki.

To samé muzeme provést s cilovym stromem. Vyuzijeme toho, ze k rotaci
vpravo je rotace vlevo inverzni operaci. Abychom ziskali hledanou posloupnost
preklopeni, mizeme provést rotace stromu pocatecniho obrazce na linearni strom
a pak pozpatku ty, co jsme provedli s cilovym stromem.

Strom sestrojime v linedrnim case, obé prevedeni na linearni strom zvladne-
me O(n) rotacemi, a protoze kazd4 trva jen konstantni ¢as, tak celkovy ¢as bude
O(n). Pocet rotaci bude také O(n).

Najit nejkratsi posloupnost rotaci, kterd prevadi jeden binarni strom na
druhy, v polynomidlnim ¢ase zatim bohuzel neumime. Jestli to viibec jde, je stale
otevieny problém. Umoznilo by ndm to efektivné spocitat rotacni vzdalenost
dvou stromi, totiz kolik nejméné rotaci je potfeba pro prevedeni jednoho stromu
na jiny. To je hezkd metrika — zptsob, jak méfit ,,vzdélenost* (rozdilnost) dvou
stromd.

Jirka Sejkora

29-3-7 Stromovi piedci

Ukol 1: Chytiejsi znackovani

Ke kofeni chceme stoupat z obou vrcholtu soucasné. Jelikoz nam asi nedali
paralelni pocita¢, budeme to co nejvérnéji simulovat. Vzdycky jeden krok na
cesté z prvniho vrcholu, pak jeden z druhého, a tak dale. Vrcholy na obou cestach
znackujeme a jakmile prvni vrchol dostane obé znacky, je to hledany spoleény
predchtdce (LCA).

Jak dlouho to trva? Oznac¢me d; a dy vzdalenosti k LCA. Tento LCA do-
stane prvni znacku po dy krocich, druhou po dy. Algoritmus se tedy zastavi po
O(max(dy,ds)) krocich, coz je totéz jako pozadovanych O(dy + dg).

Ukol 2: Minimum svislé cesty

Chceme po¢itat minimum ohodnoceni hran na ,svislé“ cesté mezi vrcholem x
a jeho predkem p. Pfedpoéitdme si hloubky vrcholt d(v), takze dotaz umime
prelozit na minimum na cesté mezi « a Pra(z, d(z) — d(p)).

V zadani jsme ukazali, jak si predpoéitat skocky, tedy hrany z v do Pra(v, 2%),
a pak pocitat Pra(w, k) slozenim O(logn) sko¢ek. Nyni si pro kazdou skocku
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pfedpocitame jesté minimum z ohodnoceni pieskakovanych hran. To pro kaz-
dou zvlddneme v konstantnim ¢ase sloZenim dvou uz spocitanych minim. A p#i
skladani Pra(v,2F) ze skocek rovnou slozime i pfislusnad minima.

Piedvypocet trva O(nlogn), pak odpoviddme v O(logn).
Ukol 3: Soucet svislé cesty

Soucet je mnohem jednodussi. Spocitame si analogii prefixovych soucti, tedy
soucty S(v) vSech hran z kofene do v. Soucet na cesté mezi x a jeho pfedkem p
pak je prosté S(z)—S(p). Piedvypocet trvad O(n), na dotazy odpovidame v O(1).
Ukol 4: Minimum obecné cesty

Minimum nebo soucet na obecné cesté mezi z a y spocteme tak, Ze nejdiive
nalezneme ¢ = lca(x,y). Pokud je x = £ nebo y = ¢, cesta je svisld a jsme hotovi.
V opa¢ném pripadé cestu rozlozime na dvé svislé cesty: z x do £ a z ¢ do y, pro
které uz umime odpovédét.

Ukol 5: Soucet pomoci ET-posloupnosti

Dostaneme ET-posloupnost, do niz jsme pii prichodu hranou smérem dol
napsali jeji ohodnoceni, a pfi navratu nahoru minus ohodnoceni. Chceme pocitat
soucty na svislych cestach, opét oznacime x nizsi vrchol cesty a p ten vyssi.

Nejprve dokazeme, ze soucet vsech ¢isel mezi dvéma vyskyty téhoz vrcho-
lu v v ET-posloupnosti je nulovy. Urcité to staci dokazat pro ,sousedni“ vyskyty,
tedy takové, mezi nimiz jsme v nenavstivili. Nechme DFS bézet tak dlouho, nez
dospéje do prvniho z naSich dvou vyskyt vrcholu v. Pak bude pokracovat do
nékterého ze synu vrcholu v, nacez proleze cely podstrom pod timto synem, a na-
konec se vrati zpét do v, coz bude druhy z vyskytt. Kdykoliv pfi tomto priuchodu
prosel po néjaké hrané dold, vratil se po ni pak nahoru, takze k celkovému souctu
tato hrana pfispéje nulou.

Nyni dokazeme, Ze soucet vSech ¢isel mezi jakymkoli vyskytem vrcholu p
a jakymkoli vyskytem vrcholu z je roven souctu cesty mezi x a p. Vzhledem
k pfedchozimu odstavci si mizeme vybrat konkrétni vyskyty: pro p si vybereme
ten, z néjz odejdeme hranou vedouci smérem k x; pro x zvolime prvni vyskyt.

Uvazujme, co DFS provede mezi témito dvéma vyskyty. Urcité proslo po
cesté z p do x. VSechny podstromy odpojujici se od této cesty doleva, komplet-
né proslo, takze celkem pfispély nulou. Podstromy odpojujici se vpravo viibec
nenavstivilo. Nenulou tedy pfispély pouze hrany na ceste.

K odpovidani na dany typ dotazu tedy staci predpocitat prefixové soucty pro
ohodnocenou ET-posloupnost, a pamatovat si pro kazdy vrchol jeho libovolny
vyskyt. To zvladneme v linedrnim cCase, na dotazy pak odpovidame odectenim
dvou prefixovych soucti, tedy v konstantnim case.

Ukol 6: Syn v zadaném sméru
Dostaneme vrchol z a jeho pfedchudce p. Chceme najit toho ze syna vr-
cholu p, ktery lezi na cesté z p do x. Pouzijeme podobny trik jako pro vypocet
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LCA. ET-posloupnost ohodnotime hloubkami a budeme hledat vrchol s minimél-
ni hloubkou lezici mezi libovolnym vyskytem vrcholu x a poslednim vyskytem
vrcholu p.

Z toho pfimo nic nezjistime: minimum se evidentné nabyva pro vrchol p. Ale
pokud v zadaném intervalu nalezneme nejlevéjsi minimum, je to ten z vyskytid
vrcholu p, do néjz jsme se z x vratili. Tésné pred nim v posloupnosti lezi hledany
syn.

Staci nam tedy vylepsit strukturu pro intervalovd minima, aby vzdy na-
sla nejlevéjsi vyskyt minima v intervalu. To se da zafidit tfeba tak, ze do ET-
posloupnosti pro -ty vyskyt vrcholu v misto hloubky d(v) zapiSeme usporfadanou
dvojici (d(v),i) a dvojice budeme porovnavat lexikograficky. Nebo mtizeme dvo-
jici zakédovat do prirozeného ¢isla d(v) - n + 4.

Takto upravena struktura bude stejné rychla jako ta ptuvodni, takze s pred-
vypoctem v O(nlogn) dokédZzeme odpovidat v konstantnim ¢ase.

Martin ,Medved“ Mares
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Ctvrté série

29-4-1 Odevzdavani pisemek

O tfech slibnych algoritmech

Za kol mame rozdélit zadanou posloupnost na dveé rostouci podposloupnos-
ti: Cervenou a modrou. Nabizi se nasledné viceméné evidentni algoritmy. VSechny
zac¢nou se dvéma prazdnymi posloupnostmi a postupné do nich budou pridavat
jednotlivé prvky vstupu.

1. Na pocatku prohlasime cervenou posloupnost za aktivni. Kazdy prvek vstupu
se nejprve pokusime pfidat na konec aktivni posloupnosti, a kdyz to nejde
(uz by nerostla), prohldsime za aktivni opa¢nou posloupnost a pfiddvame na-
dale tam. Pokud prvek nepujde pfidat ani do jedné posloupnosti, ohlasime
neuspéch.

2. Kazdy prvek se nejprve pokusime pfidat na konec ¢ervené, a nejde-li to, zku-
sime to jesté na konec modré.

3. Pokud mutzeme prvek pridat jen do jedné posloupnosti, udélame to. Pokud do
obou, vybereme si tu, kterd koné{ vétsim prvkem (prézdnd posloupnost konci
prvkem —oo). Kondi-li obé stejné, vybereme si ¢ervenou.

Vsechny tfi algoritmy bézi v linedrnim cCase a maji za sebou néjakou slibnou
myslenku. Ale prozradime vam, Ze pravé jeden z nich nefunguje (pro nékteré
vstupy selze), zatimco zbylé dva jsou spravné. Na chvili se zastavte a zkuste
prijit na to, ktery je ten Spatny.

Chvile napéti... nefunkéni je algoritmus 1. Dobéhneme ho tieba na vstupu
1, 10, 2, 11, 9. Nejprve da 1 a 10 do Cervené posloupnosti, pak 2, 11 do modré
a nakonec bezradné drzi v ruce 9, ktera se nehodi ani do jedné. Korektni rozdéleni
pritom existuje: 1, 2, 9 a 10, 11.

Spoléhat se na intuici se ndm tedy vymstilo. Spravnost zbyljch dvou algo-
ritmu radsi poctivé dokazeme.

™~

247

KSP

feSeni



KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

Preference prvni posloupnosti

Snazsi to bude s algoritmem 2. Pokud uspél, vydal urcité korektni vystup:
obé posloupnosti jsou po celou dobu vypoctu rostouci a kazdy prvek jsme do
nékteré z nich umistili. Nyni ukdZeme, Zze v pripadech, kdy algoritmus selze,
zadné korektni rozdéleni neexistuje.

Zastavme algoritmus v tom okamziku, kdy se pravé chystd oznamit net-
spéch. Drzi v ruce néjaky prvek z, ktery je mensi nebo roven koncim obou
posloupnosti: ¢ervenému konci ¢ a modrému konci m. Pak se podivejme do mi-
nulosti na okamzik, kdy jsme pfidavali prvek m. Tehdy jsme ho nedali do ¢ervené
posloupnosti, coz znamené, ze ¢ervend koncila néjakym prvkem ¢’ > m.

Na vstupu se tudiz vyskytly (v tomto poradi) néjaké tii prvky ¢’ > m > z.
Jenze at uz obarvime vstup dvéma barvami jakkoliv, dostanou dva z téchto
t¥i prvkid stejnou barvu. To znamend, zZe posloupnost této barvy neni rostouci.
Hotovo.

VEtsi bere

Konecné se podivame na zoubek algoritmu 3. DokadZeme o ném, Ze vyda
stejny vysledek jako algoritmus 2, jehoz spravnost jsme uz ovéfili.

V druhém algoritmu totiz plati, ze Cerveny konec je stale vétsi nebo roven
modrému konci. Vskutku: bud novy prvek priddvame na konec ¢ervené posloup-
nosti (takZe Cerveny konec jesté zvétsime), nebo to nejde, protoze novy prvek je
veétsi nebo roven ¢ervenému konci, takze ho u¢inime modrym koncem a nerovnost
stale plati.

Treti algoritmus tedy pokazdé ucini stejné rozhodnuti jako druhy.

Martin ,Medvéd“ Mares

29-4-2 Hraci automat

Ze vseho nejdiive si vSimnéme, Ze nezalezi na tom, Ze se jednd o kruhy.
Celou situaci si také muzeme predstavit tak, ze mame néjaké intervaly, pficemz
u kazdého intervalu mame danou z-ovou soufadnici, na které micek bude pokra-
Covat v padu, pokud spadne na tento interval. Za kazdy kruh pak pfidame dva
takové intervaly — jeden odpovidajici levé poloviné kruhu a jeden odpovidajici
pravé poloviné kruhu.

Nyni bychom chtéli postavit datovou strukturu, ktera bude umét odpovidat
na nase dotazy. Budeme ji stavét odspoda nahoru. Setfidime si vSechny kruhy
podle y-ové soutadnice jejich stfedu a nyni je budeme chtit pridavat do nasi
datové struktury.

Abychom byli schopni rychle hledat, do kterého jiz vytvoreného intervalu
spada dand z-ové soufadnice, a abychom mohli intervaly pribézné ménit, bude-
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me si ve ukladat do vyvéazeného vyhledavaciho stromu.?°

MizZeme si vSimnout, Ze intervaly pfidané do stromu budou disjunktni, takze
je vzdy jasné, ktery ze dvou intervalu je vice vlevo, a muzeme je tedy jednoduse
porovnavat. K intervaltim si budeme také pripisovat, na jaké x-ové pozici kulicka
vypadne, pokud na dany interval spadne.

feSeni

HiPPOTECH ™

Budeme prochézet kruhy podle y-ové souradnice od nejmensi. Nejdiive z vy-
hledavaciho stromu odstranime intervaly, které se celé nachazeji pfimo pod ak-
tualné zpracovavanym kruhem. Ty, které pod néj sahaji jen ¢aste¢né, upravime
tak, ze je zkratime, aby pod néj uz nesahaly.

Pro kazdy kruh priddme dva intervaly — jeden od jeho stfedu do jeho levého
konce a jeden od stfedu do jeho pravého konce. Mista, na kterych kulicka p¥i
spadnuti na tyto dva intervaly vypadne, zjistime tak, ze se rozestavéné dato-
vé strukturu zeptame, kde micek vypadne, pokud ho vhodime na levém, resp.
pravém konci intervalu.

Dotaz nyni vypada tak, ze pomoci vyhledavaciho stromu zjistime, do kte-
rého intervalu dany bod spadd, a vypiSeme z-ovou soufadnici, na které kulicka
vypadne. Tu méme pfedpoéitanou, takze nam to bude trvat jen O(log N) na
praci s vyhledavacim stromem, N znaci pocet kruht.

Pokud se nam stane, ze zadana x-ova souradnice nespada do zadného inter-
valu, kulicka na zadny kruh nespadla a vypadne na stejném misté, na kterém
jsme ji vhodili.

Pii stavbé datové struktury budeme jednou tfidit a udéldme O(N) operaci
s vyhledavacim stromem — kazdy interval totiz nejvyse jednou pridame a nejvyse

50 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy|
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jednou smazeme, coz oboji trva O(log N). Celkové nam tedy pfedzpracovani
bude trvat O(N log N). Predpo¢itand datové struktura zabere O(N) prostoru.

Kuba Tétek

29-4-3 VyhruZzné dopisy

Nejprve si uvédomime, ze v této tloze ve skutecnosti slo jen o to, rozdélit
B spravné zlocince do dvou gangi.

Co od takového rozdéleni pozadujeme? Protoze kazdy dopis odeslany nékym
z gangu A byl pfijat nékym z gangu B, musel gang B celkem piijmout presné
tolik dopisi, kolik jich gang A celkem odeslal. To samé musi platit v opa¢ném
sméru. Takovému rozdéleni budeme fikat vyvdzZené.

Zatim odlozme, jak vyvazené rozdéleni najit. Ale pokud bychom néjaké do-
stali, je uz snadné vytesit zbytek tlohy. Dopisy budeme zpracovavat pro kazdy
smér zvlast, nejdiive tfeba od A pro B.

Predstavme si tfeba nasledujici situaci: gang A ma tii ¢leny, ktefi poslali po
fadé 2, 1 a 3 dopisy. Gang B mé dva ¢leny, ktefi ptijali 4 a 2 dopisy. Rozdéleni
je ve sméru A—B vyvazené: timto smérem bylo odeslano i pfijato 6 dopist.

Prti sestavovani vysledného multigrafu se nam bude hodit pfemyslet o pilhra-
ndch. Ty si 1ze predstavit tak, Ze jsme vzali néjakou orientovanou hranu a upro-
stied ji pfestiihli. Zbude vystupni pulhrana, kterd ma pocatecni vrchol, ale ne
koncovy, a vstupni pulhrana, jez ma naopak jen koncovy.

V naSem piipadé maji vrcholy gangu A jednu vystupni pulhranu za kazdy
odeslany dopis, v gangu B jednu vstupni za kazdy prijaty:

e

a2 e—p

R

Ted staci utvofit celé hrany tak, Ze kaZzdou vystupni ptlhranu sparujeme
s jednou vstupni. Snadno si rozmyslite, Ze to muZzeme udélat naprosto libovolné
a vzdy ziskdme korektni feSeni. Napiiklad hladové pfi prichodu vrcholy obou
gangli v n&jakém porfadi (zde shora dolit):

by
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Tim dostavame jedno mozné feseni: a; odeslal dva dopisy b1, as jeden dopis
b1 a ag poslal jeden dopis b a tii bs.
Obecny algoritmus by mohl vypadat tfeba takto:

1. Vlozime v8echny vrcholy gangu A do fronty F4 v libovolném poradi, ana-
logicky pro Fp.

2. U kazdého vrcholu u € F4 si pamatujeme ¢éislo z(u): kolik dopisti jesté
zbyva danému ¢lovéku odeslat (resp. pfijmout pro u € Fg). Na zadatku
jsou to cisla ze zadani.

3. Dokud nejsou obé fronty prazdné:

4.  a < prvni prvek Fy, b < prvni prvek Fp

5. m < max(z(a), z(b)) (maximalni pocet dopisii, které a jesté muze poslat

b)

6. VypiSeme ,a b m* (a poslal m dopist b).

7.  Snizime z(a) i z(b) o m.

8. Pokud néktera z téchto hodnot klesla na nulu (élovék uz poslal vSechny

dopisy, které mél), vyfadime odpovidajici vrchol z fronty.

Na konci musi byt vSechna z nulova a kazdy odeslal/ptijal tolik dopist, kolik
mél.

Po kazdém kroku odstranime alespon jeden vrchol z fronty, takze vSe stih-
neme v ¢ase O(N) (kde N je pocet lidi). Cely postup zopakujeme pro opacény
smér (dopisy od B pro A).

Hledéni vyvaZzeného rozdéleni

Oznacme si o; a p; pocet dopisii odeslanych, resp. prijatych i-tym ¢lovékem.
Déle si pro né&jakou mnozinu lidi X oznacme o(X) := >,y 0; celkovy pocet
dopisii odeslanych ¢leny této skupiny, analogicky p(X). Déle si ozna¢me V mno-
Zinu Gplné vSech lidi ze vstupu. Aby viibec mohlo existovat FeSeni, musi platit
o(V)) = p(V), tedy celkem bylo pFijato stejné dopist jako odeslano. Tento celkovy
pocet dopisti si oznacime M.

Hleddme rozdéleni lidi na dvé mnoziny A a B takové, ze o(4) = p(B)
a p(A) = o(B). Vzhledem k tomu, Ze plati o(A)+o(B) = M ap(A)+p(B) = M,
mizeme podminku vyvazenosti upravit na: o(A) = M —p(A), p(A) = M —o(A).
Stac¢i najit podmnozinu A spliujici tuto vlastnost. Obé tyto podminky jsou ve
skutecnosti jedna a ta sama:

o(A) + p(A) = M.

Jinymi slovy, rozd€leni je vyvazené pravé tehdy, kdyz celkové mnozstvi dopist
v obou smérech je pro oba gangy stejné.

Oznacme si proto jesté w; := o; + p; celkové mnozstvi dopist odeslanych
a prijatych danym ¢lovékem a w(X) soudet w; pro vSechny lidi v mnoZiné X.
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Hledame takovou mnozinu X, pro kterou plati w(X) = M. To neni nic jiného
nez dobie zndmy problém batohu (resp. dvou loupeznikii).5?

K feseni pouzijeme obvykly algoritmus pro batoh, ktery je popsan v nasi
kuchaice o dynamickém programovani.>?

Pokud dokazeme naplnit batoh predméty o celkové vaze presné M, jim od-
povidajici lidé tvofi nap¥. gang B, zbytek gang A. Pokud batoh pfesné naplnit
nelze, vyvazené rozdéleni neexistuje.

Jaka je asova slozitost? Algoritmus pro batoh potfebuje ¢as O(pocet pied-
métl - nosnost batohu), v nasem piipadé O(N-M). Rekonstrukce hran trva v kaz-
dém sméru O(N). Dohromady si tedy vysta¢ime s O(N - M) ¢asu a O(N + M)
paméti.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-3.4

Filip Stedronsky

29-4-4 Policejni sit

Tentokrat jste ndm poslali mnoho zcela odlisnych a povétsinou zcela sprav-
nych feseni. My se tu spolu nyni na par pfistupt podivame.

Nejprve si strom zakorenime. Tedy vyberme si libovolny vrchol a o ném
prohlasime, Ze je to kofen. Poté mizZeme rozdélit sousedy kazdého vrcholu na
otce (ten soused bliz kofeni) a syny (ostatni sousedé). VSechny vrcholy az na
kofen budou mit tedy jednoho otce. Konec¢né, jako podstrom vrcholu v budeme
chapat ¢ast stromu, kde je v, jeho synové, synové jejich synu atd.

Podivejme se na néjaky dulezity vrchol. Pokud v jeho podstromu neni zadny
jiny dilezity vrchol, je zfejmé, Ze jeho spojeni musi smérovat pres otce. Toto
pomérné jednoduché pozorovani je klicové pro jeden pfistup k fesSeni.

Na zadatku totiz miizeme strom zbavit zbyteénych vétvi (tj. takovych pod-
stromii, které neobsahuji zadny dulezity vrchol — takovymi podstromy ani nemuze
vést zadné dilezité spojeni), takze listy (vrcholy bez synti) budou vzdy dilezi-
té vrcholy. Vime, ze od kazdého listu nyni musi vést dilezité spojeni pfes jeho

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke—-problemy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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otce, otce jeho otce atd., dokud nenarazime na rozcesti. Takto ke kazdému listu
nakreslime ¢ast spojeni.

Jelikoz kazd4 vétev (tedy cesta k listu) je zakoncena dtilezitym vrcholem, jis-
t& se nam v néjakém vrcholu potkaji ¢asti nékolika spojeni. Pokud budou alespoii
t¥i, vime, Ze pres toto rozcesti musi vést spojeni vSech téchto vrcholi. Protoze
ale muzeme spojit jen dva, spojeni tfetitho by muselo prochézet spojenim zbylych
dvou, coz mame ale zakazano. V takovémto ptipadé tedy feSeni neexistuje.

Pokud se setkaji spojeni dvou vrcholli, jednoduse témito vétvemi spojime
zminéné dva vrcholy a tyto vétve odstranime. Stejné tak odstranime i nové
vzniklou vétev bez dilezitych vrcholi. Poté cely postup opakujeme.

Kdyz takto postupné odstranime vsechny vrcholy, znamena to, Ze jsme nasli
sparovani pro vSechny dtlezité pocitace. Vsimnéte si, ze vZdy jsme vyznacovali
pouze tu ¢ast spojeni, o které jsme védéli, ze danymi hranami vést musi. Pokud
tedy TeSeni existuje, je jen jedno a nemd smysl hledat dalsi.

Uz toto je spravny algoritmus. Jeho pomérné pfimocara implementace ma
¢asovou slozitost O(IN?). Pokud jej napiSeme Sikovng, miizeme vytvofit i opti-
mélni feSeni, které pracuje v ¢ase O(NN). My se ale spoleéné podivame na dalsi
feSeni, které je také optimalni, ale navic se i dobfe implementuje.

0d koiene k synim

Na problém se podivame ted trosku opac¢né, misto toho abychom feSeni
postupné budovali, tak se posadime na kofen a predstavime si, ze feSeni uz skoro
mame. Konkrétné budeme predstirat, ze zndme vSechna spojeni, ktera nevedou
kofenem a navic, ze vime kterymi hranami sousedicimi s kofenem musi vést
spojeni (dle pravidel z pfedchoziho odstavce).

Dokoncit toto feseni uz je hracka. Pokud kofen neni duilezity, staci postu-
povat podle pravidel, ktera uz zname. Pokud jsou ¢astecna spojeni dvé, spojime
je, pokud zadné, tak uz jsme vlastné skonéili s existujicim fesenim a jinak feSeni
neexistuje. Jestli kofen dulezity je, tak je naopak jediny vyhovujici pripad, kdyz
méame pouze jedno dalsi ¢asteCné spojeni, které se spoji s kofenem. Jakykoliv
jiny pfipad znamend, Ze FeSeni neexistuje.

Jenze jak si zafidit abychom toto vSechno védéli? JednoduSe se podivame
na vSechny jeho syny a pouzijeme tplné stejny algoritmus — s jednou malou
zménou. Pokud ze synt néjakého syna dostaneme jedno spojeni, nemusime jesté
hézet flintu do Zita, ale mizeme doufat, Ze toto nelplné spojeni jesté spojime pies
kofen, oznamime tedy kofenu, ze z tohoto podstromu musi vést jedno spojeni.

Stejné tak v pripadé€, ze tento syn nedostal ze svych syni zadné spojeni
a sam je dileZzitym vrcholem. VSechny dalsi p¥ipady bud znamenaji, ze FeSeni
neexistuje nebo existuje a ke kofenu nevede zadné spojeni.
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Abychom ale algoritmus byli schopni spustit na néjakém synovi, budeme
muset stejny algoritmus pouzit pro jeho syny, ty budou potfebovat pouzit algo-
ritmus pro své syny a tak do nekonecna. .. nebo alespoii do té doby nez dojdeme
k listim.

U list uz nepotfebujeme nic vypocitavat pro jejich syny (ani z4dné nemaji),
ale pozadovana odpovéd je snadnd. V samotném listu nic nespojime, takze nas
zajima pouze to, zda vede od tohoto listu vys néjaké spojeni. A to pfimo odpovidd
tomu, jestli je list dulezitym vrcholem, ¢i nikoliv.

Dostali jsme tedy pékné rekurzivni feseni. Jelikoz feSeni na kazdém vrcholu
stravi konstantné mnoho éasu (praci po¢itani u vrcholu pfipoéitdme jeho syntim),
tak nam vychéazi celkova slozitost linearni.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py|

Janka Bdtoryovd & Dominik Smrz

29-4-5 Chybéjici spisek

Rozmysleme si, Ze tloha vyhledat prvni chybéjici ¢islo je ekvivalentni s pro-
blémem, kde chceme najit v posloupnosti nejvétsi interval ¢isel [0, k — 1] takovy,
ze zadné ¢islo v tomto intervalu nechybi. Prvni chybéjici ¢islo poté bude k.

Déle si vSimnéme, ze umime zjistit pouzitim pouze konstantniho mnozstvi
paméti, zda se v seznamu vyskytuje kazdé ¢islo z intervalu [a,b]. Stadi linear-
né projit seznam, za kazdé relevantni nalezené cislo pficist vyskyt a nakonec
porovnat vysledek s b — a + 1. Nam bude stacit a = 0.

Necht f(l) odpovidd na otazku, zda seznam obsahuje vSechna ¢isla v in-
tervalu [0,!]. Potom tato funkce vypadd tak, ze f(I) = 1 prol =0,...,k—1
aprol==k,...,n jejiz f(I) = 0. Diky této pékné vlastnosti mizeme k bindrné
vyhledat.
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Jestlize vime, Ze k se nachdzi v intervalu [a, b], umime tento interval upfesnit.
Necht ¢ = “T‘H’, pak se rozhodneme podle f(c):

¢ f(c) =1, tedy v intervalu [0, ¢] jsou vSechna ¢isla. Potom & musi byt v intervalu
[c+1,0].
e f(c) =0, v intervalu [0, ¢] néco chybi. Tedy k najdeme v intervalu [a, c|.

Takto redukujeme interval [a, b] az dokud nedojdeme k rovnosti a,b. V ta-
kovém piipadé jiz s jistotou vime, Ze k je pfesné a (nebo b).
seznam. V pfipadé, Ze zadné Cislo v seznamu nechybi, obsahuje kazdé ,hlavni“
¢islo z [0,n — 1]. Pokud v této posloupnosti najdeme ¢isla jind, potom uréité
néjaké hlavni“ ¢islo chybi. Toto nam dava horni odhad na hodnotu chybéjiciho
cisla.

Samotny algoritmus tedy na zacatek projde seznam a spocita si pocet prvki
n—+1. Nejprve zkontroluje, zda viibec néjaké ¢islo chybi tim, Ze spocité f(n). Poté
pouzitim iterace bindrné vyhledd k pocinaje intervalem [0, n].

Casovou slozitost neni t&zké spocitat. Kazdy vypocet f(I) trva O(n) Easu.
Kazdy krok binarniho vyhleddvani zmensi mozny interval o polovinu, nejvyse
tedy provede O(logn) kroku. Celkova ¢asova slozitost algoritmu ¢ini O(nlogn).

Nyni uZz jen ukdzeme, ze pamétova slozitost je konstantni. Jiz vime, ze f(I)
na odpovéd postadi konstantni pamét. U binarniho vyhledavéni si staci pamato-
vat interval [a, b] a vysledek f(c). Jen je tieba si dit pozor, Ze pouziti rekurze na
puleni intervalu by spotfebovalo ¢ast zasobniku pro kazdé zavolani funkce a slo-
Zitost by vzrostla na O(logn). My jsme v8ak pouzili iteraci, kde tento problém
neni, a tedy pamétova slozitost je skutecné O(1).

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-5.py|

Viclav Koncicky

29-4-6 Nové sidlo

Kdyz fesime tlohu, u které poradné nevime, jak na to ptijdeme, osvédéilo se
jiz mnohokrat rozmyslet si nejprve to iplné nejpomalejsi pfimocaré feSeni, které
néas napadne.

Zadani ndm dava jeden zachytny bod — asponi jedna hrana mnohothelniko-
vého sidla musi lezet pfimo na hranici pozemku. Zkusime tedy postupné vsechny
hrany, pro kazdou z nich si na chvili pfedstavime, ze pravé ona je tou hranicni,
a najdeme pfislusny mnohothelniku opsany obdélnik.

Ze vsech takto nalezenych opsanych obdélnikt pak vybereme ten nejmensi.
U mnohothelnika majictho O(M) hran bude cely algoritmus trvat O(M - p(M)),
kde ¢(M) je slozitost vyhledani opsaného obdélnika.
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Odboc¢ime tedy a vymyslime, jak najit mnohothelniku opsany obdélnik,
vime-li, kterd jedna jeho hrana je na hranici pozemku. Konkrétné hledame tii
primky, které se mnohothelniku dotykaji, pficemz jedna z nich je rovnobézna se

feSeni zadanou hranou a dvé dalsi jsou kolmé.

Necht zadana hrana vede z vrcholu D leziciho na soufadnicich (x4,y4) do
vrcholu P = (zp, yp).

Nejprve najdeme rovnobézku, resp. staci ndm vzdalenost té rovnobézky od
zadané hrany (hleddme maximum). Na papife se rovnobézka vede snadno, pokud
vam zrovna neujede ruka, ale jak na to v pocitaci?

D = (Idv yd)

Vzdélenost bodu S na soufadnicich (zs,ys) od piimky se méfi na kolmici
(tec¢kované), coZ je zaroven vyska v trojuhelniku DPS. Pro tu zndme napiiklad
vztah pro obsah trojahelnika S(DPS) = @7 pricemz dokdzeme jednoduse
spocitat obsahy okolnich trojihelniktt DAS, SRP a PUD, stejné jako obdélnika
RUDA.

Zjevné plati, ze
S(DPS)+ S(DAS) + S(SRP) + S(PUD) = S(RUDA)
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Obsahy vyjadfime pomoci soufadnic boda D, P a S:

V-] 5p| | —xd>2(y.s —va) | (% —xs>2<ys /)
(xp — xq)(Yp — Ya)

+ 5 = (ij — xd)(ys - yd)

v |DP| = x4(yp — Ys) + 2p(Ys — ya) + s (ya — Yp)
Vzdalenost v mliZe vyjit kladna nebo zaporné; vyjadiuje, jestli je bod S vlevo

nebo vpravo od primky DP. Na laskavém ¢tenari ponechavame, aby se predvéd-
¢il, Ze tentyz vzorec je mozné aplikovat i pro jiné vzajemné polohy bodu D, U,
P, R, S a A

Konstantni vzdalenost |DP|, kterou umime spoéitat Pythagorovou vétou,
zatim ponechdme nevyjadfenou, nebot muze vyjit iraciondlni (narozdil od &i-
tatele, jehoz hodnota je celoc¢iselnd, nebotf vSechny soufadnice na vstupu jsou
taktéz celd ¢isla). Kvili piesnosti je vyhodné pocitat co nejdéle s celymi Eisly.

Projdeme tedy vSechny vrcholy mnohothelnika a pro kazdy z nich si po-
znamename, jak je daleko od pfimky D P. Tim nejvzdalenéjsim vede rovnobézna
hrana opsaného obdélnika, ktery hleddame; oznacime si jej Q.

Nyni hledame dalsi dva vrcholy mnohotihelnika, kterymi budou prochazet
kolmé hrany opsaného obdélnika.

feSeni

Za timto ucelem si potfidime bod E jako otoceni bodu D kolem bodu P o 90°
a budeme pocitat vzdalenosti vSech vrcholdt mnohotihelnika od ptimky PE. Bod,
jehoz vzdalenost od pfimky PFE pravé pocitame, si oznacime N.

L]
E = (‘Téhy(i)
\
\
XN = (@, Yn)
Qo \
\
\
\
\
P= (‘Tpvyp)

D = (z4,ya)

Te=Tp — (Yp — Yd); Ye = Yp + (Tp — Tq)
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Ve vyse uvedeném vztahu pro v - |DP| nahradime body D a S za body E a N
a dostaneme:%3

v |DP| = IC(yp - yn) + a:p(yn - yc) + zn(yc - yp)

Po dosazeni a algebraickych tpravach dostaneme jednoduchy vztah pro (orien-
tovanou) vzdalenost bodu N od pfimky EP:

v |DP| = (x4 — Tp)(@p — Tn) + (Ya — Yp) (Yp — Yn)

Najdeme-li tedy minimum a maximum této hodnoty, dostaneme vrcholy, kterymi
prochézi dvé kolmé hrany opsaného obdélnika.

Zbyva spocitat obsah tohoto obdélnika:

S = U(Ullnax - ,U;nin)
My sice neméme uloZené v a v/, ale jen jejich souciny s |DP)|, ale to nevadi; kdyz
pouzijeme tyto soudiny misto v a v’, dostaneme S - |DP|?, co# je celé &islo, stejné
jako |DP|%. Vime tedy, Ze S je racionalni ¢islo (podil dvou celych &isel).
Pokud chceme pocitat ultra presné, ulozime si obé ¢isla zvI4st, tedy misto S
si ulozime dvojici (S-|DP|?,|DP|?), a pti hledani nejmensiho opsaného obdélnika

S:|DP|?
|[DP[?

pak miZeme porovnavat zlomky S =
1.54

algoritmem pro pfesné porovnavani
racionélnich ¢ise

Jak dlouho trva najit takovy obdélnik? Spocitat vzdalenost zabere konstant-
ni ¢as, to budeme ¢init dvakrat pro kazdy bod (jednou hleddme rovnobézku, po-
druhé kolmici) a ze vzdélenosti budeme vybirat maxima a minima, celkem tedy
P(M) = O(M).

Tento p¥imodary algoritmus ndm tedy zabere pro cely mnohothelnik O(M?)
Casu. Pfi rozumné implementaci hleddni maxim a minim nam postaci konstantni
mnozstvi paméti navic, tedy O(M) véetné uloZeni vstupu.

Takovy algoritmus avSak neni nejrychlejsi. Pfedev$im si mtizeme vSimnout,
ze pri hledani rovnobézky vzdalenost vrcholu nejprve roste a pak klesa; pti hleda-
ni kolmic nejprve roste, pak klesa a pak zase roste. Drobnou tpravou binarniho
vyhledavani dokdzeme zrychlit vyhledani kolmic a rovnobézky na O(log M); cely
algoritmus tedy stihneme v ¢éase O(M log M).

Jde to v8ak jesté rychleji; pouzijeme metodu znamou v anglictiné jako Ro-
tating Calipers, ¢esky se to neda smysluplné prelozit, mozna jako ,otaceni své-
rakem®.

TiSe téz vyuzivdme skutecnosti, ze |DP| = |EP)|.
Plati, ze % > L & ps > rq, pokud ¢ > 0, s > 0.
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Nejprve si tedy zvolime jednu hranu mnohothelnika a najdeme pro ni pii-
slusny opsany obdélnik.

Pak si pro kazdy ze ¢tyf bod/hran dotyku najdeme nésledujici hranu, coz
jsou praveé ty hrany, ke kterym se pritiskne celist naseho obdélnikového svéraku
pfi otaceni. Vybereme si tu nejblizsi, coz uréime podle thlu, ktery svira s blizkou
Celisti.

Ta hrana, kterd ma nejmensi thel, se totiz bude dotykat Celisti svérdku
v nasledujicim kroku. Ostatni body dotyku budou stale body dotyku; tam, kde
se dotykala Celist hrany, bude bodem dotyku ,ten druhy vrchol, ¢ili ten pozdéjsi
v seznamu vrchold na vstupu.

Aby se totiz mohl svérédk pfesunout z jednoho vrcholu na dalsi bod dotyku,
musi se nejdiive dotknout hrany mezi témito dvéma vrcholy. Timto postupem
tedy zajistime, ze svérak postupné projde vSechny hrany, a to sice ne v poradi,
ve kterém jsou zadané na vstupu, ale v poradi podle jejich sméru (sklonu).

Jakmile se dostaneme s celistmi svéraku zase k prvni hrané, jsme nutné
hotovi, mizeme vybrat minimum a ohlasit vysledek.

Vsimavy feSitel si vSimne, Zze takto se cely pomyslny svérak otoci za celou
dobu jenom o ¢tvrtkruh, nebof prochdzime obvod mnohothelnika zarover na
¢tyfech mistech.

Toto FeSeni ma ¢asovou slozitost O(M); musime na zacatku v O(M) najit
prvni opsany obdélnik a pak ndm na kazdy krok svéraku stac¢i konstantni mnoz-
stvi ¢asu; krokt je také O(M), nebot na kazdou hranu sdhneme pravé jednou.

Do paméti si neukldddme témér nic, staéi par pomocnych proménnych. K to-
mu musime zapocitat velikost vstupu, nebot jej neumime zpracovat proudové,
tedy O(M).

Jan ,Moskyto“ Matéjka

29-4-7 Rozebirame stromy

Ukol 1: Odlisna definice

Ma4-li tézka hrana vést do nadpolovi¢né velikého podstromu namisto nejvét-
$itho podstromu, nic podstatného se nezméni.

Noveé se sice muze stat, ze vSechny hrany vedouci z vrcholu doli jsou lehké
(to se stane tfeba v Gplném bindrnim stromu). Plati ovSem stéle, Ze dolt vede
nejvyse jedna tézka hrana, takze tézké hrany tvoii vrcholové disjunktni cesty.
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A velikosti podstromi smérem doli exponencialné klesaji, takze lehkd hloubka
opét vyjde logaritmicka.
Alternativni definice je tedy stejné dobré, jako ta puvodni.

Ukol 2: Vzdalenost vrcholi
Nejprve nalezneme nejblizsiho spole¢ného predka ¢ zadanych vrchola z a y.
Pak pro vzdélenosti vrcholid plati

d(z,y) = d(x,0) + d(¢,y).

Staci tedy umét pocitat vzdélenosti na ,svislych“ cestach.

V dekompozici stromu se cesta z (feknéme) z do ¢ skladd z maximdlné
logaritmicky mnoha lehkych hran a c¢asti tézkych cest. Lehké hrany oSetfime . ..
inu, lehce: pfispivaji ke vzdélenosti jednickou. Tézké cesty nejsou o moc pracnéjsi:
pokud jsme na néjakou vstoupili ve vrcholu a a vystoupili v b, prosli jsme presné
indez(b) — index(a) hran.

Postaéi tedy projit dekompozici zdola nahoru a poscitat O(logn) hodnot.
Ani nepotfebujeme piedpocitavat nic dalsiho.

Ukol 3: Rychlejsi cestova minima

Vysledek dotazu skldddme z lehkych hran (téch je logaritmicky a kazdou
z nich zpracujeme v konstantnim Gase) a ¢asti t&zkych cest (téch je také loga-
ritmicky mnoho, ale pro kazdou z nich jsme se potiebovali zeptat intervalového
stromu, coz trvalo rovnéz logaritmicky).

Staci si ale uvédomit, Ze cestujeme-li stromem zdola nahoru, neptame se na
obecné ¢asti cest, ale na suffizy: ¢asti do vstupniho vrcholu aZ na konec cesty
(¢ili do jejiho nejvyssiho bodu). Jedinou vyjimkou je posledni navstivend cesta,
tedy ta, na niz lezi LCA — tam uZ je to opravdu obecny interval.

Kromé intervalovych stromu si predpocitame jesté suffixové soucty. Pak kaz-
dy suffix cesty vyhodnotime v konstantnim case a ten jediny obecny interval
v O(logn). Celkem tim stravime ¢as O(logn -1+ 1-logn) = O(logn). Pfedvy-
pocet jsme asymptoticky nezpomalili — prefixové soucty si hravé poridime v ¢ase
O(n).

Ukol 4: Jak se zméni kostra?

Ukazeme, Ze zadany tkol lze pfimocafe prevést na hledani cestovych maxim,
které zvladneme v ¢ase O(n) na predvypocet a O(logn) na dotaz pouzitim HLD
s optimalizaci podle predchoziho tkolu.

Me¢jme neorientovany graf se zadanymi vahami hran a néjakou jeho mini-
malni kostru M. Uvazme néjakou hranu xy vahy w(zy), kterd nelezi v minimalni
hranu této cesty a w(pq) jeji vahu.

Nejprve nahlédneme, Ze w(pg) < w(xy). Pokud by totiz hrana xy byla lehéi
nez pq, muzeme do kostry pfidat xy a smazat pq. Tim nejprve vznikne z cesty P
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kruznice a pak se z ni opét stane cesta. Dostaneme tedy néjakou jinou kostru.
Ta je ovSem leh¢i nez ptivodni minimalni kostra, coz je spor.

Takze pokud w(xy) sniZzime pod w(pq), minimalni kostra se ur¢ité zméni.
Zbyvé nahlédnout, Ze pokud ji sniZzime na cokoliv mezi w(pg) a w(zy), bude
zadana kostra M stale minimalni.

Spustime Kruskal@v algoritmus (viz kuchaika o minimélnich kostrach)®®
s ptivodnimi vahami. Az bude tfidit hrany podle vah, srovname hrany stejné vahy
tak, aby nejprve Sly ty, které lezi v M, a po nich vSechny ostatni. Nahlédneme,
ze najde pravé nasi kostru M.

Nyni snizime vahu hrany zy a spustime algoritmus znovu. V okamziku, kdy
se dostane k hrané xy, bude uz celd cesta P soucasti kostry (vSechny jeji hrany
jsou v uvazovaném pofad{ hran pfed xy). Hranu zy tedy nepfiddme, protoze by
vytvorila kruznici. Vyjde tedy stejnad minimalni kostra jako pfedtim.

Martin ,Medvéd“ Mares

feSeni

55 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry
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Patéa série

29-5-1 Holubi posta

Cilem této tlohy bylo nalézt nejkratsi cestu pro zaslani zpravy holubi postou.

m 1l Ale aby nebylo hledani nejkratsi cesty tak jednoduché, mohlo se stéat, Ze
v nékterych vrcholech budeme muset chvili pockat, nez oteviou postovni stanici
a poslou holuba dél.

Pokud by tloha neobsahovala ¢ekani ve vrcholech, stacil by na vyfeseni uplné
klasicky Dijkstriv algoritmus, o kterém mame dokonce i kuchaiku.?® Cekani nam
vsak tlohu zkomplikuje jen drobné.

Digkstruv algoritmus je postaveny na myslence, Ze si drzime seznam ote-
vienych vrcholi a u kazdého otevieného vrcholu mame poznamenanou délku
nejkratsi cesty, kterou se do néj umime dostat. Na pocatku obsahuje tento se-
znam pouze startovni vrchol (se vzdalenosti nula) a vSechny ostatni vrcholy maji
vzdalenost nastavenou na nekonecno.

V kazdém kroku ze seznamu otevienych vrcholt vezmeme takovy, do kterého
se umime dostat nejkratsi cestou. Pokud jsou vSechny hrany v grafu nezaporné,
tak vime, Ze do tohoto vrcholu se uz kratsi cestou ze zadného jiného otevieného
vrcholu nedostaneme, a mizeme ho tedy prohlésit za findlni a uzaviit.

P1i uzavirani vrcholu se podivame na vSechny jeho sousedy a pokud se do
nékterého z nich umime dostat kratsi cestou (tedy délky cesty do uzaviraného
vrcholu plus délka hrany bude mensi, nez vzdalenost poznamenana v sousedovi),
tak vzdalenost v sousedovi aktualizujeme.

Spravnost tohoto postup je dana tim, ze do uzaviraného vrcholu se uz ne-
muzeme dostat jinou krat$i cestou, coz uz jsme si ukédzali vySe. Nyni pojdme
Dijkstrav algoritmus lehce modifikovat pro nas pripad a pak si opét dokazeme
spravnost takto upraveného algoritmu.

Budeme potfebovat umét zjistit, jestli jsme do mésta priletéli v oteviraci do-
bu posty a pokud ne, tak zjistit, kolik hodin zbyva do jejiho nejblizsiho otevieni.
Jelikoz jsou oteviraci doby pravidelné, tak nam staci jenom odecist offset, spoci-
tat zbytek po déleni periodou a vyjde nam, v jakém case periody jsme dorazili.
7 toho uz lehce vyvodime, jestli je otevieno, nebo musime pockat.

Pak budeme postupovat jako v Dijkstrové algoritmu — potfidime si minimo-
vou haldu, do které na zacatku vlozime start s ¢asem odletu nula. V kazdém
kroku pak vezmeme nejmensi vrchol z haldy a pro kazdého souseda spocitame
Cas, ve kterém do souseda pfriletime, a ¢as, ve kterém budeme moci ze souseda
odletét dél (pokud priletime v oteviraci dobé, tak budou ¢asy stejné, jinak bude
¢as odletu v okamziku nejblizstho dalsiho otevieni posty).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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Takto upraveny Dijkstruv algoritmus bude stale fungovat — pokud vezmeme
otevieny vrchol s nejmensim casem odletu, tak se do néj uz ze zadného jiného
otevieného vrcholu nedostaneme s mensim casem.

Jesté nam zbyvaji dvé posledni drobnosti: u vrcholti si musime pamatovat
i ¢as priletu (to je diilezité u cilového vrcholu, abychom pak spravné nalezli nej-
rychlejsi cestu) a také to, odkud jsme do kazdého vrcholu pfiletéli s nejmensim
c¢asem pro rekonstrukci nejkratsi cesty. Na detaily implementace se miizete po-
divat do naseho vzorového feSeni.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-1.d

Jirka Setnicka

29-5-2 Odcykleni zamku

Pomalé Feseni

feSeni

Nabizi se fesit tlohu pfimocafe: najdeme néjaky cyklus, vybereme z néj
nejtenci hranu, tu odstranime. To celé opakujeme, dokud v grafu néjaké cykly
jsou.

Pro hledani cyklu se nam bude hodit prohledavani do hloubky. Plati, ze
v neorientovaném grafu existuje cyklus pravé, kdyz DFS najde zpétnou hranu —
tedy hranu vedouci do jiz d¥ive navstiveného vrcholu (ale ne toho, ze kterého jsme
pravé prisli). Podrobnosti o klasifikaci hran pomoci DFS na stromové a zpétné
najdete v nadi grafové kuchaice.?”

Pokud si u kazdého vrcholu pamatujeme, odkud jsme do né&j pfisli (tedy
rodiée v DFS stromé), snadno cely cyklus obejdeme, najdeme nejtenéi hranu
a odstranime ji. Odstranénim hrany (pokud nebyla zpétnd) ale porusime struk-
turu DFS stromu, takze kdyz chceme hledat dalsi cyklus, musime provést DFS
znovu od zacatku.

Jedno DFS trva ¢as O(N + M). Kolikrat ho budeme provadét? Urcité ma-
ximalné M-krat, protoZze v kazdém kroku odstranime jednu hranu. Ale mize to
byt opravdu tolik?

Ano, uvazte naptiklad nasledujici graf (hrana vlevo ma tloustku 3, ostatni 1):

57 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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V kazdém kroku odebereme jednu hranu tloustky 1 a zbavime se tak jednoho
trojuhelniku. Celkem udélame (M —1)/2 = ©(M) kroki. Celkova ¢asova slozitost
je tedy opravdu ©(M (M + N)) = O(M?% + MN).

Rychlejsi feSeni

Predchozi feseni se asi neda nijak snadno piimo zrychlit. Pokud chceme do-
sadhnout lepsi slozitosti, musime opustit odstranovani cykli po jednom a podivat
se na problém celistvéji.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze graf je souvisly. Chceme z néj postup-
né odstranit vSechny cykly, to znamena, Ze na konci ndm zbude strom. Potenci-
alné by to mohl byt i les, ale to se nestane, protoze odstranénim hrany lezici na
cyklu nelze porusit souvislost grafu (rozmyslete si).

Dostavame tedy strom propojujici vsechny vrcholy ptavodniho grafu, neboli
jeho kostru.®®

A jelikoz se celou dobu snazime odstrariovat nejtenéi mozné hrany, na kostru
zbudou ty tlustsi. V tuto chvili si mizeme odvazné tipnout, ze vysledné kostra
bude maximélni: tedy s nejvétsim moznym souctem tlousték hran (v kostrové
terminologii jim obvykle spi§ fikdme vdhy) mezi vSemi kostrami.

Odtud se rysuje algoritmus: nejprve najdeme maximalni kostru. Vétsina zna-
mych algoritma hledd kostru minimalni, ale jednoduse je k tomuto tucelu upra-
vime. Napfiklad u Kruskalova algoritmu popsaného v kuchaice staci na zacatku
setfidit vahy sestupné misto vzestupné. Jiné algoritmy lze téz snadno upravit,
napiiklad tak, Zze vSechny vahy vynasobime —1, nebo prosté v algoritmu obratime
vSechna porovnéni vah.

Potom draty k odpojeni jsou pravé ty hrany, které nepatii do nalezené ma-
ximalni kostry. Mtzeme je dokonce odpojit v libovolném poradi.
Pro¢ to funguje?

Uvazujme libovolnou hranu e nepatfici do maximalni kostry. Ta spolu s pii-
slusnou ¢asti kostry uzavird cyklus (muZe lezet i na dalsich cyklech, ale ty nés
nezajimaji). UkdZeme, Ze m4 na tomto cyklu minimalni vahu.

Kdyby na témze cyklu existovala hrana f s mensi vahou, miZeme z kostry
odstranit f a pridat misto ni e:

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry
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Tim bychom dostali novou kostru s vétsi celkovou vahou, coz nemizeme,
protoze puvodni kostra byla maximalni. Tedy odpojovana hrana e musi byt nej-
leh¢i na tuéné vyznaceném cyklu.

A protoze cely zbytek cyklu pat¥i do kostry, a tedy zlstane v grafu az do
né odpojujeme nejtenéi hranu na néjakém cyklu a kazdé takovéto odpojeni je
korektni.

Tim méme hotovo. Kostru nalezneme v éase O(M log N), zbytek algoritmu
zvladneme v linedrnim case.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-2.pj|

Filip Stédronsks

B

~ -/ -
—_ ~
—== & ~ -

29-5-3 Sérum pravdy

Nejprve si mizeme uvédomit, ze vzhledem k tomu, Ze vSechna mnozstvi
kapek jsou v lahvickach nezaporna, pri zvétseni poctu pouzitych lahvicek nikdy
neklesne soucet vsech kapek.

JelikoZ ze vSech lahvicek vybirdme souvisly tsek, miZeme si jej pamatovat
pomoci dvou indext a, b tak, Ze lahvicky vybrané maji index i, kde a < ¢ < b.
Jestlize indexy se navzajem rovnaji, mame prazdny tsek.

Postupujme ve hledani nejbliz§iho sou¢tu nasledovné:

Na podatku necht ¢ = b = 0. Déle m&me v kazdém kroku vybrany tsek
a k nému indexy a,b a soucet kapek S. V piipadé, Ze rozdil |S — K| je zatim
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nejmensi, co jsme potkali, zapamatujeme si jej véetné indext a, b. Poté se podi-
vame na vztah S a K. Mohou nastat tfi moznosti:

e § = K. Potom jsme nasli optimalni feSeni a mizeme skondit.

e S < K. Potom je zbytecné se snazit soucet zmensit, pfidame tedy prvni lah-
vicku za tsekem do néj, tudiz b se zvysi o 1.
V pripadé, ze pfed zvysenim byl b roven poc¢tu prvki, nemame se kam posunout
déle, a proto skoncime.

e S > K. Analogicky, v tomto p¥ipadé chceme soucet kapek zmensit, proto prvni
prvek z tseku odstranime. Tudiz a se zvysi o 1.
Rozmysleme si, ze a nemuze nikdy pred¢it b. Jakmile a = b, je S = 0, a proto
nemiZze pro nezaporné K tato situace nastat.

V ptipadé, ze jsme skoncili, vypiSeme nejlepsi mozné nalezené feseni. VSim-
néme si, ze algoritmus funguje spravné — prozkoumali jsme vSechny mozZnosti a, b,
které meély soucet S dostatecné blizko K.

Jak si efektivné pamatovat aktudlni soucet S? Jedna moZnost je pouzit
prefixové soucty. Poté umime odpovédét konstantnim casem na soucet tseku.

Existuje vSak zpisob, jenz nepotfebuje linedrni mnozstvi paméti, ale stéle
umi soucet udrzovat v konstantnim case. Na zacatku je uréité S = 0. Navic pfi
jednom kroku bud pravé jednu lahvicku pfiddme nebo odebereme. Tudiz, jestlize
lahvicku pridavame, jeji pocet kapek pricteme k S. Podobné v pfipadé odebirani
zase jeji pocet kapek od S odeteme.

Jakou mé tento algoritmus ¢asovou slozitost? UZ jsme nahlédli, Ze soucet
daného tiseku umime pocitat v konstantnim case. Dale kazdou lahvicku navsti-
vime nejvyse dvakrat — jednou, kdyz ji pfidavame do tseku, a podruhé, kdyz ji
z useku odebirame. Celkova slozitost je tedy O(N) vzhledem k poctu lahvicek.

Program (Python 3):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-3.py

Vasek Koncicky

29-5-4 Rotujici ¢epele

Priklad vyfesime prohledavanim do hloubky. Pokud bychom se podivali na
v8echny bezpecéné ¢asy, budou tvofit sjednoceni (byf moznd prazdné) intervala
rychlosti. My budeme postupné pfiddvat Cepele a pfi tom si pfepocitavat in-
terval By, coz bude nejlevéjsi interval, ve kterém bezpecné projedeme prvnimi
k Cepelemi a ve kterém by mohlo potencidlné lezet feseni.

Kdyz pfiddvame (k + 1)-ni epel (tedy pocitame interval By,1), potfebuje-
me najit nejpomalejsi bezpeény rychlostni interval (k + 1)-ni éepele, ktery ma
neprazdny priunik s By. Minimalni rychlost intervalu ziskdme tak, Ze spocitame,
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kolikrat se dand cepel otocila do zacatku By, toto Cislo zaokrouhlime nahoru
a z tohoto ¢isla spocitame cas, kdy se tak stalo.

Nejvyssi rychlost intervalu pak spocteme tak, zZe minimalni rychlost pre-
pocteme na ¢as, kdy bychom ke (k + 1)-ni ¢epeli dojeli, pfiddme polovinu jeji
periody a tento ¢as pfepocteme na odpovidajici rychlost. Mtze se nam stat, ze
takovy interval neexistuje. V takovém piipadé tudy cesta nevede a musime se
vrétit. Proto si budeme udrzovat vSechny intervaly na zasobniku (prohledavdme
do hloubky). Budeme si tam pro kazdou éepel udrzovat bezpeény interval pro
prvnich £ cepeli i interval samotné k-té cepele.

Kdyz odebereme k-tou Cepel ze zasobniku, budeme chtit pokracovat pro-
hledavani dalsim intervalem k-té cepele. Ten muzeme jednoduse spocitat tak,
Ze spocteme Casy odpovidajici krajnim rychlostem intervalu, pfi¢teme k nim
periodu k-té cCepele a to prepocitdme zpét na rychlosti. Pak spocitame prinik
tohoto intervalu s prohledavanym bezpecénym intervalem prvnich & — 1 cepeli
(ten najdeme na vrchu zasobniku). MuZe se stét, ze i tento prinik bude prazdny,
v kterémzto piipadé budeme pokracovat v odebirani ze zasobniku.

Na kazdy prvek na zdsobniku nam stac¢i O(1) bunék paméti a zdsobnik je
vysoky nejvyse n, kde n je pocet ¢epeli. Potfebujeme tedy O(n) paméti. Libovol-
nym intervalem libovolné ¢epele projdeme nejvyse jednou, takze cely algoritmus
bude mit ¢asovou slozitost O(n X €gyg), kde qug je pramérny pocet intervald
cepele.

Kolik takovy pocet intervali muze byt? Tuto hodnotu spoc¢teme pro jednu
¢epel, ¢4y pak bude primérem téchto hodnot. Nejdiive spocteme rozsah casil,
ve kterych se umime k cepeli dostat. Oznac¢me si minimalni a maximalni rychlost
vozikUu Vpin & Umae respektive a d; vzdalenost i-té Cepele a p; délku jeji periody.
Pak bude interval, kdy bychom se uméli k i-té cepeli dostat (kdyby nebyly zZadné
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dalsi Gepele) [Vpmin * di, Umae * d;] @ jeho délka je Vpmap * di — Upmin * d;. Cepel se za
tuto dobu 0to¢l (Vimas * di — Umin * d;) /pi-krat a stejny bude i poéet bezpednych
intervali této cepele.

Kuba Tétek

29-5-5 Zasifrovany text

Nejprve obecnéji k vasim feSenim — castokrat se objevilo, Ze jste si oznacili
délku véty napt. pismenem V a slozitost pak mé¥ili vzhledem k V', nebo dokonce
VV. Pozor, V muize byt asymptoticky stejné velké jako zaifrovany text. Jeho
délku si oznacime jako N.

Ob¢éas jste si pak nerovnost ze zadani otocili — plati K < V'V, ne naopak.
Tedy specialné neplati, ze O(vVV) C O(K), coz jste se snazili obéas pouzit. My
se pokusime vyjadfovani sloZitosti vzhledem k V' vyhnout, nicméné oznaceni V'
pro délku klice si vyptjcime.

Nejprve se pro zjednoduSeni nau¢ime pocitat se znaky. Aritmetické operace
budeme totiz provadét rovnou s nimi. Prohlasme, ze a = 0,b = 1,...,z = 25,
a vSechny operace se chovaji stejné, jako bychom je provedli s pfifazenymi Cisly
— avSak modulo 26. Napiiklad a — b = z.

Nyni k véci. Napfed chvili predpoklddejme, ze zname délku klice K. Navic
predpokladejme, %Ze V' > 1, protoze jinak by i K bylo rovno jedné a znamé
pismeno by Slo najit kdekoli.

Z definice Vigenérovy Sifry vime, Ze pismena vzdalend K od sebe jsou zasSif-
rovana stejnym znakem klice. To ovSem znamena, Ze rozdil znaki v zasifrovaném
textu, které jsou od sebe vzdalené pravé K, na kli¢i vibec nezavisi.

Prepocitame si tedy jak vstupni text, tak znamou vétu tak, Ze od i-tého
pismene odeéteme (i + K)-té. Poslednich K pismen zahodime. MizZeme si to
dovolit, K je asymptoticky mensi nez vV, tedy se nam velikosti vstupnich dat
nezméni fadove.

Nyni mame dvé posloupnosti rozdilt, které na kli¢i nezavisi. Specidlné to
znamena, ze upraveny vstupni text obsahuje upravenou znidmou vétu jako pod-
posloupnost. Spustime tedy obycejny algoritmus na vyhledani jehly v sené, na-
piiklad KMP. Jeho vysledkem bude pozice p znamé véty ve vstupnim textu.

Kdyz mame pozici, mizeme se zase vratit k pivodnim textim a znamou
vétu na pozici p od textu odecist. Vyjde ndm néjaké opakovani klice. Pokud
ale pozice p neni zrovna délitelnd K, bude kli¢ néjak posunuty — to musime
napravit. Naptiklad tak, ze vezmeme dva nejbliz§i nasobky K vyssi nebo rovny p,
a precteme si kli¢ mezi témito pozicemi.

Prepocitani i hledani pomoci KMP stihneme v ¢ase linearnim k délce vstupu,
tedy O(N). Predpokladdme, Ze zndmé véta neni delsi nez vstup, protoze pak by
se zjevné nemohla v desifrovaném vstupu vyskytovat.
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Jak ale zjistit délku klice, jejiz znalost jsme predpoklddali? Prosté vyzkou-
$ime postupné vSechny. Potom se samoziejmé mize stat, ze vyhledavanim vétu
nenajdeme, coz ale znamena, ze jsme K zatim netrefili. Nejpozdéji po K krocich
nam hledéni néco najde.

Pro¢ nejpozdéji? Samotny klic muze byt periodicky, pak najdeme jen jeho
periodu. Informaci o tom, jak skute¢né vypadal puvodni kli¢, uz ziskat nemuze-
me.

Ve vysledku tedy nejvyse K-krat opakujeme vyhledavani a nas algoritmus
mé dohromady ¢asovou slozitost O(NK).

Nejvic paméti nam sebere vyhledavani v textu — potiebujeme si ulozit vyhle-
dévaci automat. Na ten nadm ale stile postac¢i O(N) paméti, ostatné stejné jako
na ulozeni vstupu. Samotné upravené posloupnosti bychom ukladat nemuseli,
daji se pocitat ,za letu“.

Mimochodem, pokud bychom algoritmu pfedhodili ndAhodna pismena misto
textu, on by stejné nalezl né€jaké feSeni. Vzdy totiz existuje kli¢ délky V, ktery
text desifruje tak, aby se v ném dand véta nachazela. Proti tomu neni obrany, ale
nastésti po nas nikdo nechtél, aby se algoritmus choval spravné i pro nevalidni
vstup.

Algoritmu navic staci (s drobnou modifikaci ziskavani klice), aby byla véta
alespon dvakrat tak dlouha jako kli¢ — potom bude spravny kli¢ jednim z naleze-
nych. ZvySujeme ale mnozstvi falesnych klict, které v zasifrovaném textu najdou
vétu, prestoze tam puvodné nebyla. Vzorovy program je upraven tak, aby vypsal
vSechny nalezené klice kratsi nez V.

Na zavér dodejme, zZe znalost ¢asti desifrovaného textu je pomérné silny zpi-
sob, jak ziskat kli¢ Sifry. Asi nejznaméjsim ptipadem, ktery je mozné nepravdivou
historkou, je rozlusténi Sifer psanych na Enigmé. Némci totiz za valky posilali
kazdé rano zpravy o pocasi, které mély velice pfedvidatelny tvar, pficemz kli¢ se
ménil pouze jednou denné.

Program (Python):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-5.py|

Ondra Hlavaty

29-5-6 Nejsilnéjsi kouzlo

Ackoli zadani této tlozky lze popsat tiemi slovy: ,najdéte nejdelsi palin-
drom*“, mozna byste necekali, ze Teseni lze charakterizovat nasledujici trojici
slov: ,umime to linedrné“. Nez se ale dopracujeme k rychlému feseni, ukdzeme
si pro zacatek dvé pomalejsi. To druhé z nich se ndm bude nesmirné hodit.

Asi kazdého napadlo feseni s ¢asovou slozitosti O(N?), kde N je délka vstup-
niho textu. Stac¢i vyzkousSet vSechny moznosti. Vezmeme tedy kazdy moZny za-
¢atek a kazdy mozny konec. Tim ziskdme O(N?) kandidatt. Ted uz jen kazdého

269

feSeni


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-5.py

KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

kandidata prekontrolujeme jednoduchym priichodem v linedrnim case a nejdelsi
nalezeny palindrom nakonec vypiseme.

Kvadratické reseni

Casto jste také vymysleli pékné kvadratické feSeni. Jeho myslenka je jed-
noducha. Nebudeme kontrolovat od kraju, ale od stfedu palindromt. Moznych
stfedil je totiz pouze linedrné s délkou vstupu. St¥ed palindromu je bud jeden
znak (pro palindromy liché délky), nebo dvojice po sobé jdoucich znakt (pro
sudé palindromy). Od kazdého tedy zacneme kontrolovat postupné smérem ke
krajim.

Pro jednoduchost mizeme hledat zv1ast nejdelsi lichy palindrom a nejdelsi
sudy a na zavér si jen vybrat ten delsi z nich. Pro liché palindromy tedy mame
vzdy pozici stredu s, tj. index, na kterém je aktualné testovany stied palindromu
ve vstupnim poli.

V kazdém kroku porovname znaky na pozicich s — 4 a s + i. Pokud jsou
stejné, zvétsSime i o jedna. Pokud se vsak 1isi, znamené to, Ze nejdelsi palindrom
se stfedem v s jsme nasli v pfedchozim kroku. Zacina tedy na znaku s —i + 1,
kon¢i na s +¢ — 1 a ma délku 2i — 1. V takovém pfipadé miizeme pfistoupit
k dalgimu stfedu (s = s+ 1;4 = 1).

Pro sudé palindromy to bude fungovat stejné, jen se na par mistech objevi
navic £1. Samoziejmé také musime oSetfit to, abychom pii kontrolovani nevytekli
s indexy mimo vstupni pole. Pokud vas zajimaji detaily, podivejte se na né do
programu.

Umime to lépe?

Na zac¢atku jsme slibovali feSeni s ¢asovou slozitosti O(N). Jak bychom moh-
li soucasné kvadratické feseni zrychlit? Nejprve feseni pfidame trochu paméti.
V obycejném poli si pro kazdy zkoumany stfed zapamatujeme délku nejdelsiho
mozného palindromu.

Aby se ndm s touto hodnotou 1épe pracovalo, budeme si ve skuteénosti ukla-
dat vzdalenost stfedu s od krajnich znaki nejdelsiho palindromu s timto stfedem.
Rikejme této vzdalenosti tfeba polomér a oznaéme si ji r[s]. Pro palindrom dél-
ky 5 budeme mit uloZzeny polomeér 2.

Predstavme si, ze jsme pravé nasli néjaky relativné dlouhy palindrom se
stfedem v s a krajnimi znaky s — r[s] a s + r[s].

V popsaném feSeni nas nyni ¢ekd to, ze budeme postupné zkouset hledat
palindromy se st¥edy s + 1,s + 2,s + 3,.... Tato hledéni budou vzdy (alespori
ze za¢atku) probihat uvnit¥ jiz nalezeného palindromu se stfedem v s. Tomuto
palindromu se stiedem s fikejme referencni.

Co ale plati pro palindromy? Jsou pfece symetrické! Takze pokud jsme nasli
nejdelsi palindrom se stfedem v s — j, vyuzijeme toho pro nalezeni nejdelsiho
palindromu se stfedem v s + j.
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Pokud palindrom se stfedem s — j lezi zcela uvnit¥ referencéniho palindromu
a ani oba nemaji spole¢ny krajni znak, potom nemusime polomér palindromu se
stfedem s + j viibec pocitat. Rovnou pfifadime jiz spoc¢itany polomér r[s + j] =
rls — jl.

V opa¢ném piipadé oba palindromy bud za¢inaji na stejné pozici, nebo
dokonce s — j saha mimo referen¢ni palindrom. V obou pfipadé vime o pozici
s+ j pouze to, Ze na ni lezi palindrom o poloméru alespoii r[s] — j. Jeho skutecény
polomér tedy budeme hledat az od této hodnoty.

Jakmile najdeme nejdelsi palindrom se stredem v s+ j, za¢neme jej pouzivat
jako referen¢n{ palindrom. (V programu to je pouhé pfifazeni do proménné s =
s+ 7).

Umime to linearné!

Je to vibec funkéni feSeni? Vsimnéte si, ze nové vznikly algoritmus oproti
pfedchozimu nekontroluje palindromy pouze na téch mistech, o kterych jsme
ukézali, Ze jsou symetrické s jinymi, jiz zkontrolovanymi misty.

Dobréa, tak jsme nékteré piipady zrychlili, ale pomohli jsme si? Na prvni
pohled ne. Stiedu stale prochdzime linearné a kontrola jednoho miZe trvat také
az linearné dlouho. Podivejme se na to ale z pohledu pravého okraje referenc¢niho
palindromu.

Pri kazdém porovnéni dvou znakid na vstupu bud posuneme pravy okraj
o jedna doprava (pokud se znaky rovnaji), nebo o jednom stfedu zjistime polomér
jeho nejdelsiho palindromu. VSimnéte si, ze pravy okraj referenc¢niho palindromu
se nikdy nepohne doleva. Dohromady to celé zabere nejvyse 2N porovnéani pro
liché palindromy a stejné tak pro sudé.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-6.py

Jenda Hadrava

29-5-7 Stromy v pohybu

Stromovy seridl nas dovedl od primocarych ivah o prohledavani do hloub-

ky aZ k docela sofistikovanym datovym strukturdm pro dynamické stromy.
Ptiznejme si, ze ke konci trochu ,pfituhovalo”. O to vétsi obdiv si zaslouzi ti
fesitelé, ktefi seridlu zustali vérni az do tohoto dilu!

Ukol 1: Naslednik uzlu

Rozcvicka: mame BVS (totiz bindrni vyhledavaci strom) a chceme najit
naslednika zadaného uzlu u. Vyuzijeme toho, Ze prohledavani do hloubky na-
vstévuje uzly v rostoucim poradi. Jak to vypada z pohledu konkrétniho uzlu?
Nejprve do néj prijdeme shora a odejdeme do levého syna. Pak se vratime zleva,

271

feSeni


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-6.py

KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2016/2017

vypiseme aktualni uzel a odejdeme do pravého syna. Nakonec se vratime zprava,
a hned poté odejdeme do otce.

Po vypsani u tedy pokracujeme do jeho pravého syna, ma-li takového. Nez
ale vypiSeme pristi uzel, pijdeme doleva, dokud to bude mozné.

Pokud naopak u zaddného pravého syna nema, prohledavani se vraci z re-
kurze, a to tak dlouho, dokud se vraci z pravych synii. Jakmile se jednou vrati
z levého, vypiSe aktudlni uzel, coz je opét hledany néslednik.

Konecné se muze stat, ze se vratime z pravych synu az do kotfene. Tehdy se
prohledavani zastavi a zadny naslednik neexistuje. Neni divu — nejpravéjsi uzel
v BVS je nejvétsi.

Hledani naslednika tedy pracuje v ¢ase nejvyse linearnim s hloubkou stromu.
Ukol 2: Naslednik ve splay stromu

Ve splay stromu muzeme samoziejmé naslednika hledat stejné, ale kdyz to
udélame trochu Sikovnéji, bude to (aspoil amortizovang) rychlejsi.

Zacneme vysplayovanim uzlu u. Tim se u dostane do kofene, takze pokud
nebyl maximalni, ma urcité pravého syna. Takze stac¢i najit minimum z pravého
podstromu: jit doprava a stale doleva, dokud to jde. A vzpomenout si na trik ze
zadani, totiz nalezené minimum vysplayovat.

Tim zaridime, ze Cas straveny hledanim minima je pfimo amérny casu stra-
venému splayovanim. A jelikoz vime, Ze amortizovana slozitost splayovani je
O(logn), musi byt i amortizovana slozitost hledani minima O(logn).

Ukol 3: Slepeni cest za vrchol

Cesty A a B slepime snadno: Nejprve nalezneme maximalni uzel ve stromu
cesty A, coZ je néjaky externi uzel reprezentujici posledni vrchol cesty A. Tento
uzel odstranime a na jeho misto pfipojime kofen stromu B a vysplayujeme ho.
Po posledni hrané cesty A tedy bude v in-orderovém poradi pfirozené nasledovat
prvni vrchol cesty B. Casova sloZitost je amortizované logaritmicka.

Ukol 4: Minimum cesty v cest&

Na pocitani intervalovych minim v posloupnosti se nam osvéd¢ily interva-
lové stromy. Zde ovsem potiebujeme umét i spojovat posloupnosti a krajet je.
Pouzijeme tedy podobnou myslenku udrzovani minim podstromti, ale tentokrat
to provedeme ve splay stromu.

Konkrétné kazdy uzel splay stromu — pripomenme, Ze reprezentuje hranu
cesty — si zapamatuje jednak ohodnoceni této hrany a jednak minimum z ohod-
noceni vSech hran ve svém podstromu.

Udrzuje se to snadno: kdykoliv zménime ohodnoceni hrany, staci pfepocitat
vsechna minima na cesté do kofene splay stromu. A kdykoliv pfi splayovani
rotujeme, tak v uzlech, které se rotace icastnily, prepoc¢itame minima. V jednom
uzlu umime minimum pfepocitat v konstantnim ¢ase z jeho ohodnoceni a z minim
ulozenych v jeho synech. Podobné muZeme minima aktualizovat pfi rozdélovani
a spojovani splay stromd.
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Zbyvé popsat vypocet minima podcesty mezi danymi dvéma vrcholy u a v.
Mohli bychom se opét opi¢it po intervalovych stromech (a v praxi by se to nej-
spis vyplatilo), ale neodoldme a pfedvedeme jiny trik: pomoci Split(u) a Split(v)
zddanou podcestu odsekneme od zbytku cesty. Pak se stac¢i podivat do korene
jejiho splay stromu na minimum. A nakonec pomoci Joint cesty poslepujeme
Zpét.

Toto vse trva O(logn) amortizovang.

Ukol 5: Minimum cesty ve stromu

Nyni chceme cestova minima rozsifit na cesty v obecnych stromech. Vyu-
zijeme dekompozici na tlusté a tenké cesty. Kazdou tlustou cestu budeme re-
prezentovat splay stromem upravenym podle pfedchoziho tikolu. Posledni vrchol
tlusté cesty si bude pamatovat nejen tenkou hranu smérem ke koreni stromu, ale
i jeji ohodnoceni.

Snadno upravime Ezpose, aby pii vyménach tenkych hran za tlusté a opacné
spravné prenasel ohodnoceni. Jelikoz pridavame pouze konstantni mnozstvi prace
na kazdou hranu, ¢asova slozitost Fzpose zistane O(logn) amortizované.

Zména ohodnoceni hrany se tyka pouze jedné tlusté cesty nebo jedné tenké
hrany, takze ji stihneme v O(logn) amortizované.

Nalezeni minima cesty pak bude snadné: pomoci Ezpose z cesty udélame
tlustou cestu a pak se jenom podivame do kofene jejiho splay stromu. Opét vse
amortizované logaritmické.

Ukol 6: Dynamicka minimalni kostra

Mame udrzovat minimalni kostru grafu, do néjz postupné pribyvaji hrany
s danym ohodnocenim (vahou). Graf nebude vzdy souvisly, takze upfesnéme, Ze
nas zajima minimalni kostra kazdé komponenty souvislosti.

Budeme udrzovat les koster jednotlivych komponent v podobé dynamického
stromu upraveného podle predchoziho tkolu, pouze s udrzovanim maxim misto
minim. Na pocatku v grafu nejsou zadné hrany, takZe les obsahuje samé jedno-
vrcholové stromy.

Uvazujme nyni pridani hrany uv do grafu. Nejprve se podivame, zda u a v
lezi v riiznych stromech (k tomu sta¢i provést Root(u) a Root(v)). Pokud ano,
pak lezi i v riznych komponentach souvislosti, takze nova hrana propoji dveé
komponenty, a tedy se urcité nachazi v kazdé kostre, ¢ili i v té miniméalni. Tehdy
operacemi Fvert a Link hranu pfiddme a jsme hotovi.

Dobr4é, ale co kdyz u i v lezi v téZe komponenté? Tehdy se podivame na cestu
(tikejme ji P), ktera spojuje u s v v minimdlni kostie této komponenty. Najdeme
nebo stejné tézka, kostru ponechame stejnou. Jinak hranu f odebereme a misto
ni pfiddme wv (to obnasi Cut, Evert a Link).

Dokazme, Ze tim vznikne spriavna miniméalni kostra. Uvazujme cyklus C
vznikly spojenim konct cesty P hranou uwv. Predstavme si, ze hledAme mini-
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malni kostru grafu s hranou uv Kruskalovym algoritmem, a uvazujme, jak se
algoritmus chova k cyklu C. Pokud je uv t€z81 nez f, narazi na uv algoritmus
az v okamziku, kdy se cela cesta P dostala do kostry, takze uv by jiz vytvorila
cyklus a je zahozena. Pokud je naopak wv leh¢i, pak hranu f pfedbéhne a pii
pridavani f budou vSechny vrcholy cesty P pospojované néjakou jinou cestou
a f bude zahozena.

Minimélni kostru tedy umime po kazdém pfidani hrany piepocitat v amor-
tizované logaritmickém case.
Pfibéh pokracuje

Svét dynamickych grafovych algoritmi je rozsahla dzungle, dodnes ne zcela
probadand. V seridlu jsme navstivili jeji okrajové ¢asti, kde ziji dynamické stro-
my. Hluboko uvnit# se nachézeji mnohem divocejsi algoritmy pracujici s obecnymi
grafy a obecnymi operacemi (napfiklad minimalni kostra, kterd umi hrany nejen
pridavat, ale i odebirat). Jsou to algoritmy jako tygr: oslnivé krasné, ale neni vi-
bec snadné si je ochocit. Nechte si o nich vypravét na podzimnim soustiedéni. . .

Pékné prézdniny (ehm, tedy uz pékny Skolni rok) pieje vas privodce lesem

Martin ,Medveéd“ Mares
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Poradi fesitelil KSP

Poradi Jméno Skola Roénik Uloh | Bodd
0. 35 | 300.0
1. Tomas Domes MendelG_OP 4 26 | 222.3
2. Lukas Rozsypal GUstavniPH 4 23 | 199.4
3. Peter Grajcar GMetodovaBA 3 22 | 179.5
4. Roman Bujdak G JM Galanta 3 24 | 161.8
5. Pavel Turek GTomkovaOL 4 17 | 1574
6. Jakub Pelc G UherBrod 3 16 | 147.7
7. Matous Bilek GJSkodyPR 2 16 | 136.2
8. Richard Hladik GOAMarLaz 4 13 | 124.1
9. Martin Kurecka GJaroseBO 3 12 | 112.3
10. Pavel Turinsky G Brandys 4 13| 93.4
11. Lukas Caha GZborovPH 3 13| 75.0
12. Katefina Cizkova G_Rokycany 3 9| 723
13. Rajmund Hruska GPosKosice 4 91| 70.0
14. Stanislav Lukes GPisnickAPH 4 8| 69.8
15. Jan Kaifer GKepleraPH 1 12 | 68.9 vosledk
16. Filip Geib G MMH LM 3 9| 66.6 U
17. Toméas Konecny GJirsikaCB 4 8| 644
18. Michal Kodad SPS_Smichov 1 9| 63.1
19. Martin Picek GJirsikaCB 2 7| 627
20. Viktor Fukala GKepleraPH 0 6| 62.0
21. Frantisek Deckert GOpatovPHA 4 6| 59.2
22. Frantisek Kmjec G Brandys 1 7| 56.2
23. Jonas Fiala GJungmanLT 4 7| 56.0
24. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 3 7| 53.6
25. Jakub Pintera SPS Prosek 4 6| 514
26. Zuzana Urbanova GFXSaldyLI 3 5| 48.6
27. Klara Tauchmanovd GOhradniPH 3 5| 44.8
28. Lenka Kopfova MendelG_OP 2 5| 44.6
29. Matous Matik G_Krumlov 4 5| 40.7
30. Ondrej Gonzor G Brandys 0 8| 389
31. Karel Balej G_Rokycany 2 51 36.7
32. Toméas Raunig GHlu 2 7| 343
33. Vaclav Pavlicek SPSE_Pard 1 6| 33.5
34. Krystof Mitka ZSUniverzum 0 4| 31.2
35. Jif{ Loffelmann GLitomérPH 3 6| 29.5
36. Jindfich Dité VOSPSZd4r 1 4| 275
37. Filip Masar PiarGNitra 3 4| 274
38. Daniel Skypala GTomkovaOL -1 4] 272

275



KSP

vysledky

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK

Poradi
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.-53.

54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.-61.

62.
63.
64.
65.
66.
67.-68.

69.
70.
71.
72.

276

Jméno

Petr Gebauer
Vaclav Sraier
Anna Rechtackova
Kristian Jacik
Ondrej Krsicka
Katefina Cerna
Anna Hollmannova
Jakub Suchének
Radek Olsak
Daniela Hrbacova
Ptemysl Stastny
Ondrej Cach
Antonin Hejny
Vojtéch Hudec
Josef Polasek
Vojtéch Lengél
Stépan Zapadlo
Dalibor Kramar
Adam Drinek

Vit Skalicky

Jan Neumann
Jakub Dobry
Anna Sebestikova
Michael Kozel
Jan Jenicek
Jakub Jirkal
Jakub Spisdk
Michaela Bobenic¢ova
Erik Kucdak
Martin Miller
Michal Topfer
Eligka VI¢inska
Jan Bil

Jonas Havelka

Skola
GM¢élnik
GCeskoliPH
GJaroseBO
GSRandyJN
GJaroseBO
GMilevsko
GSRandyJN
GOpatovPHA
MensaG

G Wicht
GZamberk
SPSE_Pard
GLitomérPH
G_CTfebova
GKepleraPH
GZborovPH
GJSkodyPR
G BO-Reé
GNAlejiPH
GPisnickaPH
GNAlejiPH
GMikulasPL
GCeskaCB
GZborovPH
GNAlejiPH
GJungmanLT
G VBN Prie
GPosKosice
GHorMichal
GVodéraPH
G DrJPekMB
GHladnov
GDasickaPA
GJirovcCB

W WHF WO R WNWONRF &R W

|
_

RN A WERARNERDNFEWNDWW

Rocnik Uloh

= = N N W = = RN W W R R NDNDDN RO OTW R W

2016,/2017

Bodi
26.8
25.7
22.7
22.6
22.0
21.7
21.5
19.0
18.4
16.1
15.6
15.4
13.3
12.1
12.1
11.0

9.3
8.7
8.0
7.9
7.7
7.6
7.6
7.5
74
7.2
7.0
6.9
6.7
6.7
6.6
6.3
4.0
2.2






Jifl Setnicka a kolektiv

Korespondenc¢ni seminaf z programovani
XXIX. roc¢nik

Vydal MatfyzPress
vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
Sokolovska 83, 186 75 Praha 8
jako svou 549. publikaci.

Vytisklo Reprostiedisko MFF UK
Sokolovska 83, 186 75 Praha 8.

Publikace neprosla recenznim ani lektorskym fizenim.
Nakladatelstvi neodpovida za kvalitu a obsah textu.
Vydano pro vnitini potfebu MFF UK.

Publikace neni uréena k prodeji.

Autoti a opravugici uloh:
Jana Batoryové, Karolina Buresova, Marek Cerny, Zuzana Drazdova
Jan Gocnik, Jan Hadrava, Ondiej Hlavaty, Stépan Hojdar, Petr Houska
Jan Knizek, Vaclav Koncicky, Martin Mares, Jakub Marousek
Jan Matéjka, Jifi Sejkora, Jifi Setnic¢ka, Dominik Smr#, Zuzana Simeckova
Filip Stédronsky, Michaela Stolové, Jakub Tétek, Jan Tomének
Katefina Zakravska
Autori pribéhi v zaddni:
Jif{ Setnicka, Karolina Buresova, Filip Stédronsky

Autor seridlu:
Martin Mares

TEX-ova makra pro sazbu rocenky vytvorili Martin Mares, Jan Maté&jka,
Radim Cajzl a Jifi Setnicka.

S jejich pomoci ro¢enku vysazeli Jifi Setnicka a Pavol Rohar.
Obrazek na obalce nakreslila Petra Pelikanova.
Sazba byla provedena pismem Computer Modern v programu TgEX.

Prvni vydani
Praha 2017

ISBN 978-80-7378-355-6






ISBN 978-80-7378-355-6

97788073"783556



	Úvod
	Obsah
	KSP-Z
	Zadání úloh KSP-Z
	1. série
	29-Z1-1: Kevinova želva
	29-Z1-2: Sářiny pamlsky
	29-Z1-3: Petrova statistika
	29-Z1-4: Zuzčin výlet
	29-Z1-5: Dva seznamy
	29-Z1-6: Devadesát devět pater

	2. série
	29-Z2-1: Krocení zlé želvy
	29-Z2-2: Sářina volba
	29-Z2-3: Petr v říši divů
	29-Z2-4: Zuzka: Cesta tam a zase zpátky
	29-Z2-5: Dva roky bez prázdnin
	29-Z2-6: Devět trpaslíků

	3. série
	29-Z3-1: Želva na dvorku
	29-Z3-2: Písemka z angličtiny
	29-Z3-3: Šestková čísla
	29-Z3-4: Zdobení stromečku
	29-Z3-5: Prvočíselné rozklady
	29-Z3-6: Trable s dominem

	4. série
	29-Z4-1: Šíření viru
	29-Z4-2: Vybírání atrakcí
	29-Z4-3: Želva v akváriu
	29-Z4-4: Hledání součtu
	29-Z4-5: Hanojské věže jinak
	29-Z4-6: Tajná síť taháků


	Vzorová řešení KSP-Z
	1. série
	29-Z1-1: Kevinova želva
	29-Z1-2: Sářiny pamlsky
	29-Z1-3: Petrova statistika
	29-Z1-4: Zuzčin výlet
	29-Z1-5: Dva seznamy
	29-Z1-6: Devadesát devět pater

	2. série
	29-Z2-1: Krocení zlé želvy
	29-Z2-2: Sářina volba
	29-Z2-3: Petr v říši divů
	29-Z2-4: Zuzka: Cesta tam a zase zpátky
	29-Z2-5: Dva roky bez prázdnin
	29-Z2-6: Devět trpaslíků

	3. série
	29-Z3-1: Želva na dvorku
	29-Z3-2: Písemka z angličtiny
	29-Z3-3: Šestková čísla
	29-Z3-4: Zdobení stromečku
	29-Z3-5: Prvočíselné rozklady
	29-Z3-6: Trable s dominem

	4. série
	29-Z4-1: Šíření viru
	29-Z4-2: Vybírání atrakcí
	29-Z4-3: Želva v akváriu
	29-Z4-4: Hledání součtu
	29-Z4-5: Hanojské věže jinak
	29-Z4-6: Tajná síť taháků


	Pořadí řešitelů KSP-Z
	KSP
	Zadání úloh KSP
	1. série
	29-1-1: Připálené placky
	29-1-2: Kupecké počty
	29-1-3: Střídání zbraní
	29-1-4: Zběsilý útěk
	29-1-5: Lučištníci
	29-1-6: Štítové kouzlo

	2. série
	29-2-1: Cesty do školy
	29-2-2: Hledání pomsty
	29-2-3: Billboardová většina
	29-2-4: Nejsložitější záhon
	29-2-5: Plánování návštěv
	29-2-6: Souvislá plocha

	3. série
	29-3-1: Verbování
	29-3-2: Trpasličí závaží
	29-3-3: Skřetí věže
	29-3-4: Mezi hlídkami
	29-3-5: Dračí zámek
	29-3-6: Obrazec pro draka

	4. série
	29-4-1: Odevzdávání písemek
	29-4-2: Hrací automat
	29-4-3: Výhružné dopisy
	29-4-4: Policejní síť
	29-4-5: Chybějící spisek
	29-4-6: Nové sídlo

	5. série
	29-5-1: Holubí pošta
	29-5-2: Odcyklení zámku
	29-5-3: Sérum pravdy
	29-5-4: Rotující čepele
	29-5-5: Zašifrovaný text
	29-5-6: Nejsilnější kouzlo


	Seriál – Stromy
	29-1-7: Stromy kolem nás
	29-2-7: Strom ve stromu
	29-3-7: Stromoví předci
	29-4-7: Rozebíráme stromy
	29-5-7: Stromy v pohybu

	Recepty z programátorské kuchařky
	1. série – Základní algoritmy
	Část první: Základní pojmy
	Část druhá: Programátorské techniky

	2. série – Hledání v textu
	3. série – Rozděl a panuj
	4. série – Geometrie
	5. série – Dynamické programování

	Vzorová řešení KSP
	1. série
	29-1-1: Připálené placky
	29-1-2: Kupecké počty
	29-1-3: Střídání zbraní
	29-1-4: Zběsilý útěk
	29-1-5: Lučištníci
	29-1-6: Štítové kouzlo
	29-1-7: Stromy kolem nás

	2. série
	29-2-1: Cesty do školy
	29-2-2: Hledání pomsty
	29-2-3: Billboardová většina
	29-2-4: Nejsložitější záhon
	29-2-5: Plánování návštěv
	29-2-6: Souvislá plocha
	29-2-7: Strom ve stromu

	3. série
	29-3-1: Verbování
	29-3-2: Trpasličí závaží
	29-3-3: Skřetí věže
	29-3-4: Mezi hlídkami
	29-3-5: Dračí zámek
	29-3-6: Obrazec pro draka
	29-3-7: Stromoví předci

	4. série
	29-4-1: Odevzdávání písemek
	29-4-2: Hrací automat
	29-4-3: Výhružné dopisy
	29-4-4: Policejní síť
	29-4-5: Chybějící spisek
	29-4-6: Nové sídlo
	29-4-7: Rozebíráme stromy

	5. série
	29-5-1: Holubí pošta
	29-5-2: Odcyklení zámku
	29-5-3: Sérum pravdy
	29-5-4: Rotující čepele
	29-5-5: Zašifrovaný text
	29-5-6: Nejsilnější kouzlo
	29-5-7: Stromy v pohybu


	Pořadí řešitelů KSP
	Tiráž

