Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

29. rocnik

Mili resitelé a resitelky!

Prichazi zima, doma pomalu ubyva zbytkt cukrovi a novy rok se chystd za rachotu vybusnin
vpadnout do nasich dvefi. Zkuste ho zaskocit predsevzetim, ze v KSPcku pfisti rok vyfesite vice
uloh nez letos! My vam k tomu pomuzZeme tieti sérii. Pfejeme vdm co nejvice tspéchii a doufdme,

Ze nam zachovate pfizeti i nadéle :-)

A pokud stéle vahate, pfipomindme, Ze kazdému feSiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, placku a moznéa i dalsi prekvapeni.

Za teseni KSP je také mozné byt pfijat na MFF UK bez pfijimacich zkousek. Na ziskani osvédceni
uspésného Tesitele je letos tieba ziskat v hlavni kategorii alesponn 150 bodu. Maturanti, ktefi by
chtéli osvédcéeni vyuzit letos, jej musi ziskat nejpozdéji za ¢tvrtou sérii.

Termin série: Pondéli 30. ledna 2017 v 8:00

KSP

Prosinec 2016

Odevzdavani:

Pies web na adrese |ittps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série:

Sladkou odménu posleme kazdému, kdo ziska alespon 42 bodu z celé série.

Treti série dvacatého devatého rocniku KSP

Nase hrdiny jsme v pruni sérii opustili potom, co pomohli
zachranit jedno severské mésto pred utokem draka a hordy
goblint. Tajemnd sila ze severu se vsak nenechala odradit,
a tak se za mnimi vrdtime k brandm mésta Leyfast a budeme
jejich osudy sledovat ddl.

yOire Warinel“ privital celou skupinu starosta Leyfastu.
»Dekuji za privitani, dovolte mi predstavit zbytek mé sku-
pinky — ¢lena Alvarezova tadu rytite Liana, mocnou kouzel-
nici Rheu a jednoho z nejschopnéjsich lucistniki, co znam,
Gorfa.“

,2Mésto vam vsem dekuje za vase sluzby. ..
co mdme délat ted?*

Ndsledugict pulhodinu Warin se starostou probirali, jak
by mohli posilit vojenskou posddku Leyfastu a soucasné tady
na severu ziidit alespori néjakou bojovou stlu. Silnyjch muzi
bylo v okolnich usedlostech hodné, ale naverbovat je vsechny
nemohli, nebylo by pak lovcid, kovari a jingch nezbytnych
profesi. Jesté, Ze v Leyfastu méli vedené velmi presné€ zd-
znamy o okolnich obyvatelich.

ale povézte,

8 bodu

29-3-1 Verbovani

Meésto Leyfast potfebuje co nejvice posilit svoji arméa-
W1l du, ale soucasné nemuze sebrat kazdého bojeschopného
muze z okoli. Starosta mésta vyslal skupinu verbird, ktera
ma za kol obejit okolni usedlosti a vratit se s co nejvice
bojeschopnou skupinou muzt.

Verbifi budou prochéazet domy v pfedem daném poradi a di-
ky peclivym zaznamtm védi, kdo v jakém domé bydli. Do-
konce pro kazdy diim védi, jak silny muz v ném bydli a jaké
maji doma zbrané.

Pro i-ty diim se mohou verbifi rozhodnout, jestli jeho oby-
vatele nechaji byt (coz bojeschopnost armady nijak neovliv-
ni), jestli z n&j naverbuji nového brance (coz pfispéje boje-
schopnosti armady ¢islem V;), nebo jestli si pro vyzbrojeni
néjakého brance vezmou od obyvatel zbroj a zbrané (coZ
prispéje bojeschopnosti armédy ¢islem Z;).

Zbroj a zbrané si verbifi muZou vzit pouze tehdy, pokud
z minulého domu naverbovali néjakého brance (obyvatelé
jsou ochotni dat své véci jen nejbliz§im sousedim). Verbifi
také nikdy neudélaji to, Ze by z jednoho domu soucasné

odvedli brance a odnesli zbrané. Kromeé toho také verbifi
nikdy neodvedou brance z dvou domi tésné po sobé.

Pokud si tedy budeme v posloupnosti znacit jako V verbo-
vani, jako Z sebrani zbrani a jako - zadnou akci, tak:

® -V-VV- je Spatné: obsahuje dvé verbovani po sobé.

e -V-Z- je také Spatné: obsahuje brani zbrani, kterému tés-
né nepredchazelo verbovani.

® -VZVZV-V- je spravné.

Verbifi by pii dodrzeni pravidel uvedenych vyse chtéli zvy-
§it bojeschopnost armady, co nejvice to ptjde.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢islo IV
udéavajici pocet domd, které planuji verbifi obejit. Na dru-
hém fadku se bude nachazet N ¢isel V; az Vv oddélenych
mezerou udéavajicich ,zisky bojeschopnosti“ pfi provedeni
verbovani v jednotlivych domech, na tifetim fadku pak ob-
dobné naleznete ¢isla Z; az Zx udavajicich to samé, ale pro
brani zbrani z jednotlivych domi. VSechna V; i Z; budou
nezaporna cela cisla.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypisSte maximalni
zisk bojeschopnosti, ktery je mozny dosdhnout, a na dru-
hy fadek pak vypiste N znakd V, Z nebo - (neoddélujte
je mezerami) uddvajicich plan verbovani pro jednotlivé do-
my. Pokud je vice moznosti, jak dosdhnout stejného zisku,
miuzete si vybrat libovolnou z nich.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

10 29
5213463167 VZ-VZVZVZV
2132351121

Dalsim zptisobem, jak dosdhnout stejného zisku bojeschop-
nosti, pak jsou VZVZVZVZ-V a VZVZVZVZVZ, jiné zpiisoby
nejsou.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Kdyz se postarali o to, Ze v okoli Leyfastu vznikne ucin-
nd bojovd sila, nabrali dobrodruzi zdsoby jidla a podle rad
mistnich stopatu vyrazili smérem do horského priusmyku.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Jejich cilem bylo najit draka a dozvédét se co mozZnd nejvic
o tajemné sile, kterd za tim vsim stojt.

V horském prismyku sice sidlila horda goblini a podle
vseho se tu objevovali i trollové, ale stopati jim prozradi-
li, Ze prusmyk podchdzi stary trpaslici dul. Existovala sice
1 bezpecnéjsi cesta okolo hor na druhou stranu, kde by go-
bliny ast nepotkali, ale ta by jim zabrala pres dva tydny.
Rozhodli se tedy vydat se do trpasliciho dolu.

Presné podle rad stopari nalezli zpola zasypany vchod
a vnikli dovnitr. Usli ve svétle mihotavé hvézdy vzndsejict
se Rhee nad rukou pordadny kus cesty, aZ dospéli k dilnimu
vytahu. Dul byl opustény sotva padesdt let, coZ je pro trpas-
lict techniku kratky cas. Vytah skoro fungoval, jen ho bylo
potieba vyvdZit.

29-3-2 Trpasli¢i zavazi 10 bodu

Dobrodruzi stojici pfed starym trpasli¢éim délnim vytahem
by potfebovali tento vytah vyvazit. K tomu by potfebovali
umét rychle porovnavat vahu zatéze.

Zavazi, kterymi se vyvazuje trpasli¢i dilni vytah, maji vahy
1,2,4,8,...,2V a kazdé z nich jde umistit jako z&té% nebo
jako protizatéz. Pokud si umisténi zavazi budeme znacit 1
pro zatéz a —1 pro protizatéz a budeme zapisovat vSech-
na zavazi od nejvétsiho az k zavazi o vaze 1, bude zapis
—1,0,0,1, —1,0 znamenat celkovou zatéz (—1)-32+0-16+
0-84+41-44(-1)-240-1=-30.

Mizeme si vSimnout, ze stejné zatéze lze dosdhnout i jinym
posklddanim zavazi, naptiklad —1,0,0,0, 1, 0. Porovnavani
zat€zi proto asi nebude tplné jednoduchy tikol. Vymyslete
postup, jak v co nejkratsim case pro dva predpisy umisté-
ni zdvazi (zadané na vstupu jako takovato ¢isla v podivné
dvojkové soustavé) uréit, ktery z nich znadéi vétsi zatéz.
Predpokladejte, ze celkovad zatéz bude tak velka, ze se ne-
vejde do bézné celociselné proménné a neni tak mozné oba
predpisy pfevést a pak porovnat — je potieba je porovnavat
bez pfevodu (ale upravovat si zapis z —1, 0 a 1 lze).

Zkusili nekolik sad zdvazi a po vyvdZeni se viytah konecne
rozjel. Trpasli¢i ozubend kola se sice pdrkrdt zadrhla, ale
poté, co se z mich obrousila rez, uz je vytah lehce dovezl
nékolik set metri do hloubky.

Cesta skrz zbytek dolu byla dlouhd a museli se parkrdt
vracet, ale nakonec, potom co cestou i prespali, zahlédli na
konci jedné uzké chodbicky denni svétlo. Dostali se na ma-
lou Timsu, kde uzky vchod do stoly zakryval okolni porost.
Pod nimi se jim naskytl pohled na velké, narychlo zbudova-
né leZeni skreti tlupy.

Nebylo to prilis mnoho skretu, ale zdroven jich ani nebylo
malo. A vypadalo to, Ze je v jejich tabote docela ruch.

»Poznds, jaky je to klan?“ zeptala se Rhea Warina. Ten
se dlouze zadival a pak odpovédél: ,Tézko Tict, budou né-
kde zdaleka a na tuhle ddlku nevidim porddné jejich klanové
barvy. Spise se dd soudit podle toho, jak vypadd jejich td-
bor. Liane. .. “, zavolal si pak mladého rytire.

, Vidis ty jejich veéze? Pokud jsou to skreti z Kolibu, tak
budou pravidelné, ti jsou pry posedli symetrii.“

29-3-3 Skreti véze 11 bod1

Prizkumnici se dostali nad skfeti lezeni a zvlasté je zauja-
ly jejich hlidkové véze. Vypadaly nezvykle symetricky, ale
chtéli by ovérit, ze jsou skutecné symetrické.

Véze by mély byt symetrické podle néjaké osy a prizkum-
nici by tuto osu chtéli nalézt. Pro zadané souradnice vézi
naleznéte osu, podle které jsou véze symetrické (pfipadné
rozhodnéte, Ze zddna osa symetrie neexistuje).

Pozor na to, Ze bod mtze byt symetricky i sdm k sobé€, po-
kud bude lezet pfimo na ose symetrie. Naptiklad pro prvni
ptiklad symetrii nalezneme, i kdyz mé lichy pocet bodi:

Pro druhy priklad uz ale symetrie neexistuje:

“

»lak jsou to skreti z Kolibu, zajimavé. .. “ zamyslel se
Warin. Co tady jen délaji, pomyslel si. Od Kolibu to byla
cesta na mnoho tydni a nékdo nebo néco je sem muselo
povolat. Otdzkou je, kdo nebo co to bylo.

,Dract sluj!“ hlesl ndahle Gorf polohlasem, kdyz svgm bys-
trym zrakem zahlédl na samé hranici dohledu, daleko za
skretim leZenim, velkou opdlenou diru do skdly.

Ted uz bylo jasné, kam se vydaji ddl. Pokud maji prijit
na to, co se zde déje, je draci sluj rozhodné zajimavym mis-
tem, kde zahdjit prizkum. Pokud néjakd sila zvlddla povolat
sem na sever skrety a probudit i draka, tak tam po ni snad
naleznou néjaké stopy.

Problém byl, Ze mezi nimi a skalni sluji se nachdzelo jed-
nak skreti lezeni a za nim pak jesté bazina. Skrz baZinu sice
vedly néjaké svetle prouzky, asi cesty vyskladané z drevé-
nych hati, ale na ddlku to slo jen téZko poznat. KaZdopddné
skreti byli pruni prekdzkou.

Pres ty skrety se ve dne dostat nezvlddnou, tak se utd-
botili a pripravili se na to, Ze v noci zkusi proklouznout.
Blyskavd brnéni zakryla cernd ldtka a wujistili se takée, Ze
maji vSechnu vyzbroj poradné pripevnénou a Ze jim nebude
nic cinkat. Pak vyrazili s cilem proklouznout okolo skretich
hlidek posazenyjch u straznich ohmnai.

29-3-4 Mezi hlidkami 11 bodu

Skupina bojovnikd potfebuje v noci proklouznout okolo
skfetich hlidek. Hlidky jsou nehybné, sedi okolo straznich
ohnti a nev§imnou si osamoceného bojovnika, pokud nepro-
jde pfimo okolo nich. Skupina se tedy chce rozdélit a kazdy
z nich se pokusi projit osamocené, aby byl tissi.

Plan, na které jsou posazeny hlidky, si mtzeme predstavit
jako velikou étvercovou sit (o velikosti NV x M) a hlidky jsou
posazené na nékterych policcich. Hlidek je fddové méné,
nez je pocet policek plané, a jejich pozice se mezi prichody
jednotlivych bojovnikti neméni.

Vymyslete datovou strukturu, kterou si v néjakém rozum-
ném case predpocitate a pak pomoci ni zvladnete rychle



plénovat nejkratsi bezpecné cesty (vzdalené alespon jedno
policko od jakékoliv hlidky) pro jednotlivé bojovniky.
Kazdy bojovnik se bude chtit dostat mezi néjakou zadanou
dvojici bodti a pro plénovani je potieba umét v case O(1)
zjistit, jaka je nejkratsi vzdalenost mezi touto dvojici bo-
dt (ale jiz neni potifeba vypsat trasu této cesty, jde jen o
délku). Vymyslete datovou strukturu, kterd toto umi zajis-
tit a kterad zaroven predvypoctem stravi co nejméné casu.
Vsechny casové slozitosti vyjadiujte nejen vzhledem k veli-
kosti plané, ale i k po¢tu hlidek K. A pamatujte, Ze hlidek
je vyrazné méné, nez je velikost plané.

Na obrazku miizete vidét ukazku nejkratsi cesty mezi dvé-
ma vyznacenymi body, spravnd odpovéd by tak v tomto
pripadé byla 21:

1
[

Na opacné strané skrfetiho leZeni se opét vsichni Ctyri
shromdzdili a vyrazili ddl. Prekondni baZiny po hatich uZ by-
lo celkem snadné€, i kdyZ na jednom misté narazili na podiv-
ny obrazec, kde byly poloZené dlouhé dievéné tyce pomalo-
van€ podivnou svetélkugjici barvou a sesklddané do jakéhosi
obrazce. Nevénovali jim ale prilis pozornosti a pokracovali
k draci slugi.

Po pdr minutdch k ni dorazili. Vsude byl klid a tak vesli
opatrné dovnitr.

Vevnitr to pdchlo spdleninou a jesté nécim tézko popsa-
telnym. Usli jen pdr metri a uz zaslechli jakési prehrabo-
vani. Rytiri vytdhli své mece, Gorf natdhl luk a pomalu po-
kracovali.

Dosli aZ na okraj veliké clenité jeskyné. Hned na strané
byl vyklenek, ve kterém byly nasklddané néjaké véci. Vypa-
daly oproti zbytku jeskyné podivné srovnané a jako by je
pouzival néejaky clovek. Viemu kralovala vykladand mithri-
lovd truhlice s podivnym zdmkem.

V tu chvile st jich vsiml drak. Mocné zarval a vyrazil
k nim. Kdyz uz jsou tady, musit ziskat to, co je v té truhlici!
,Brarite se! Gorfe, odemkni to!“ vykiikl Warin a kryjici se
za Stitem se vrhl drakovi vstric.

Gorf dobéhl k truhlici a 7iZ si chystal paklice, kdyz tu mu
doslo, Ze tady jeho paklice budou k nicemu. . .

9 bodu

29-3-5 Draéi zamek

Gorf potfebuje otevfit truhlu zamknutou podivnym
‘é zémkem. Na truhle je ¢tvercovad mrizka velikd N x N
policek pro N = 2F, ve které je pravé jedno policko pl-
né. Vedle truhly se pak vali mnoho dilkt ve tvaru L, které
presné pasuji do mfizky na truhle.

N

Je potreba dilky poskladat do mfizky na truhle tak, aby
byla vSechna policka vyplnéna, ale soucasné, aby se zad-
né dva dilky neprekryvaly. Vymyslete postup, ktery toho
(v néjakém rozumném case) dosdhne.

Ukézku jednoho poskladani, které nezacalo spravné, mizete
vidét nize (¢erné je vyznaceno zaplnéné policko):

»Mdm to!l“ zakticel vitézoslavné Gorf, otevrel truhlu a po-
padl z ni kupu néjakych podivnych svitkiu a néeco jako denik.
Nacpal to vse do pytle a ohlédl se na ostatni.

Oba rytiri © kouzelnice si hrdli s drakem na kocku a tri
mysi — velky drak mel v jeskyni problém s otdcenim a od-
vdzZn€ trojici se vZdy povedlo na posledni chvili uskocit, nez
na misto, kde pred chvili stali, dopadl teézky draci ocas. Dra-
kovi ale dochdzela trpélivost a zacinal plivat krdtke zdblesky
ohne, jeden se prdvé Lianovi rozprskl o $tit a na chvili ho
celého zalil do ohnivé koule. Byl nejvyssi cas zmizet.

Gorf strelil presné mirenym Sipem drakovi do oka a tim
ziskal ostatnim cas. Vybeéhli nazpét do chodby, dostali se
z jeskyné ven a skrcili se kousek od vchodu za velkym ka-
menem. Drak je zatim neprondsledoval a tak si vsichni od-
dechli. Lian ze sebe setiepal spdlené zbytky svého pldste.
Jeste, Ze jejich brneni bylo cdstecné protkdno i mithrilem
a zdasah od draka neprosel skrz.

Rhea mezitim studovala ukradené zapisky. ,,Tak takhle
mu tedy prikazuji, pomoci téch hati v baZiné. Proto tam
byly ty svétélkugict klacky! Drak se na né diva ze vzduchu
a vidi v nich obrazce!l*

Z nitra jeskyné se ozvala zatvdni, rychle jim dochdzel
cas. ,A dokdzes mu Tici, aby odletél pryc?“ zeptal se Gorf.

yonad. . . tady! Tady je ndcért néceho Fikajictho mu, aby
usnul. Bézte s Lianem do baziny, ja s Gorfem vylezeme na
néjaké vyvysené misto, at to porddné vidime.“

Jak rekla, tak se také stalo. Dva silni rytiri odklusali po
hatich smérem ke svétélkujicim tycim, Rhea s Gorfem si
nasli misto, odkud na obrazec videli, a zacali je navigovat.

29-3-6 Obrazec pro draka 13 bodua

Drak je ovladéan s pomoci obrazce na zemi vyskladaného
v konvexnim mnohotthelniku. Mezi vrcholy tohoto mnoho-
thelniku jsou polozené dlouhé svétélkujici tyce a to tak, ze
se nekiizi a cely obsah mnohotihelniku je jimi rozdélen na
trojuhelniky (informatici by fekli, Ze je triangulovdn).

Nyni je v obrazci vyskladan jeden piikaz pro draka, ale my
bychom ho chtéli zménit na jiny. V jednu chvili mtzeme
pohybovat pouze s jednou ty¢i a navic ji mizeme premis-
tit zase jen tak, aby se s zddnou jinou ty¢i nekiizila. Coz
znamend, ze muzeme jen zvednout ty¢, ¢imz néjaké dva
trojuhelniky spojime v jeden ¢tyithelnik, a vznikly ctyi-
thelnik mizeme zvednutou tyci zase rozdélit na dva jiné
trojuhelniky — budeme této operaci fikat preklopend.

Ze zadaného vychoziho stavu chceme néjakou posloupnosti
téchto preklopeni zménit obrazec na jiny. Vstupem tedy
bude dvojice triangulaci konvexniho N-tihelniku a vasim
cilem je najit néjakou posloupnost preklopeni prevadéjici
jednu triangulaci na druhou. Pro obé triangulace je jasné
déano, ktery vrchol se ma prevést na ktery.

Nalezend posloupnost preklopeni nemusi byt nejkratsi moz-
na, staci nalézt jakoukoliv fungujici. Odhadnéte jesté, kolik
jich pfi vasem postupu maximalné muze byt.

Posloupnost nékolika pieklopeni muze vypadat tfeba jako
nize (Carkované je vzdy vyznadena ty¢, se kterou chceme
v dalsim kroku pohybovat). Bystry ¢tendr si jisté v§imne, Ze
toho samého 1ze dosdhnout o jeden krok kratsim postupem,
ale ndm staci jakakoliv posloupnost preklopeni.




KdyZ tdhli posledni ze svétélkujicich tyci, tak drak vylétl
z hory ven. Na posledni chvili, oddechli si oba rytivi. Drak
nastvané krouzil okolo hory a plival oheri na vsechny strany.
V mésicnim svétle bylo vidét zbytky zapichanych sipu v kri-
dlech, které si odnesl od obrdnct Leyfastu, ale jeho letu to
asi nijak nebrdnilo.

Pak si drak vsiml obrazce na zemi a rdzem jako by ho
ovlddlo néco jiného. V tu chvili prestal plivat plameny, jes-
t€ pdrkrdt oblétl horu a pak opatrné pristdl pred svou sluji
a pomalu vkrdcel dovnitr.

» 10 je neuveritelné, jak nékdo miuzZe takhle kontrolovat
draka, to jsem jesté nevidéla.“ pronesla Rhea, kdyZ se zase
sesli. Meéla v ruce zbytek pozndmek, které sebrala ve slugi,
pozndmek, které by je mohly nakonec dovést az ke strijci
tohoto vseho. Jesté je asi vsechny cekd dlouhd cesta. .. ale
o tom zase nekdy jindy.

Dalsi pribeh ze severu vyprdavél

Jirka Setnicka

29-3-7 Stromovi predci 15 bodu

N4&s serial o stromech pokracuje dalsim dilem, tento-
krat o hleddni (pra)pfedkii vrcholll a uZite¢né techni-
ce zdvojovani. Z pfedchozich dild se nam bude hodit pro-
hlédavani do hloubky s DFS o¢islovanim a také intervalové
stromy. Pokud si uZz nepamatujete, jak funguji, zalistujte
minulymi sériemi.
Spoleéni predci (LCA)

Jako ¢ervend nit se nasim dne$nim vypravénim povine na-
sledujici problém: Dostaneme néjaky zakofenény strom a
dva jeho vrcholy x a y. Chceme najit jejich nejblizsiho spo-
leéného predka, tedy nejhlubsi vrchol, ktery je jak pred-
kem z, tak pfedkem y. Znacit ho budeme lca(x,y) podle
anglického lowest common ancestor.

Elementéarni feseni by mohlo vypadat tieba tak, Ze se nej-
prve vydame z = do kofene a oznac¢ime vSechny vrcholy,
pres které jsme prosli. Pak se do kofene vydame pro zménu
z y a prvni oznaceny vrchol, na néjz narazime, prohlasime
za, spolecného predka.

To je snadny algoritmus, ale v nejhorsim pripadé spotiebuje
O(n) ¢asu, kde n jako obvykle znaé¢i pocet vrcholl stromu.
Je to hodné, nebo mélo? Pokud by nam stacilo najit spo-
le¢ného piedka pro jednu dvojici vrcholi, je to mélo. Casto
ale potfebujeme hledat spolec¢né predky pro vice dvojic a
tam uz by néas algoritmus byl prilis pomaly. Za chvili se to
nauc¢ime délat efektivngji. OvSem ted je ¢as na prvni tkol.

Ukol 1 [1b]: Upravte algoritmus pro hledani spole¢ného
pfedka znackovanim tak, aby dobéhl v ¢ase O(d, + dy),
kde d, je pocet hran mezi vrcholem x a spoleénym pred-
kem a podobné d,. MtzZete pfedpokladat, Ze strom uz mate
nac¢teny v paméti.

(Pra)*predci a skocky

Na chvili odbo¢me k jinému, pfibuznému problému. Ma-
me zakofenény strom, jehoz kazdy vrchol v si pamatuje
svého otce P(v). Pokud je v kofen, polozime P(v) = 0.
Dédecek vrcholu v je pak pfirozené P(P(v)), pradédecek
P(P(P(v))) atd. Obecné mtizeme definovat k-tého predka
Pra(v, k) jako k-ty vrchol na cesté od v do kofene. Tedy
Pra(v,0) je v sdm, Pra(v,1) jeho otec, Pra(v,2) dédecek
a obecné Pra(v,k + 1) = P(Pra(v,k)). Bude se ndm téz
hodit, ze plati Pra(v,i + j) = Pra(Pra(v,i),j).

Pocitat k-tého prapfedka podle definice trva O(k). Ukaze-
me zajimavy predvypocet, s nimz to pijde rychleji.

Jisté si mtzeme predpocitat vsechna Pra(v,k), ale uznej-
te, Ze by to trvalo netinosné dlouho, totiz O(n?). Rad&ji si
vysledky zapamatujeme jen pro ta k, ktera jsou mocnina-
mi dvojky. Pak vymyslime, jak z nich dopocitat vSechno
ostatni.

Potidime si tabulku S definovanou pfedpisem S(v,i) =
Pra(v,2%) proi =0,...,|logyn]. Jisté pro ni plati

S(v,0) = Pra(v,1) = P(v),
S(v,i+ 1) = Pra(v,2""') = Pra(v,2" +2°) =
= Pra(Pra(v,2"),2") = S(S(v,1),1).

Celou tabulku tedy muzeme snadno spocitat pfi pruchodu
stromem do hloubky nebo do sitky: kdykoliv vstoupime do
néjakého vrcholu v, spoéitdme S(v,7) pro vSechna i. Vyu-
zijeme k tomu hodnoty S v predcich vrcholu v, které uz
jsou tou dobou spocitané. V kazdém vrcholu stravime cas
O(logn), celkem tedy O(nlogn).

Hodnotam v tabulce se tika jump pointery, protoze nadm
umoziiuji preskodit pies vice piedkt najednou. Cesky by-
chom takové zpétné hrané skakajici pres nékolik pater mohli
tikat tfeba skocka.

Pro strom z pfedchoziho obrazku by skocky vypadaly na-
sledovné:

v |0123456789abc
S(0,0) (0001122235779
Sv,1) [0PO0O0000012225
S2) 000000 ODDOD DO

Pojdme si ted rozmyslet, jak pomoci skodek skakat do li-
bovolné vysky. Chceme-li zjistit Pra(v, k), zapiSeme k ve
dvojkové soustavé jako 2%t 4 22 4 ... 4 2% a pak vyhod-
notime S(...S(S(v,i1),42),...),4:). Jelikoz dvojkovy zapis
ma nejvyse log, n + 1 bitid, zvladneme cely vypocet v case
O(logn).

Naprogramovat bychom to mohli naptiklad takto:

Pra(v, k):

1. Pro i = [logyn],...,1,0:
2. Jeli k> 2%

3. k« k—2°

4. v S(v,17)

5. Vratime vysledek v.

Kazdy prichod cyklem opravdu zvlddneme v ¢ase O(1):
dvojkovy logaritmus si mizeme ulozit pfi budovani S, moc-
niny 2* snadno ziskdme bitovymi posuny (v Cécku 1 << 1i).
Umime si tedy v ¢ase O(nlogn) pofidit datovou strukturu,

kterd dokdze na dotazy odpovidat v ¢ase O(1). Kratce bu-
deme Fikat, Ze je to struktura se slozitosti O(nlogn)/O(1).



Ukol 2 [3b]: Mé&jme strom s hranami ohodnocenymi celj-
mi ¢isly. Predpocitejte néco podobného skockam, co bu-
de umoziovat vypocitat minimum z ohodnoceni hran na
libovolné ,svislé“ cesté, tedy cesté mezi uréenym vrcho-
lem a jeho zadanym (pra)pfedkem. Dosdhnéte sloZzitosti
O(nlogn)/O(logn).

Ukol 3 [2b]: Ukazte, Ze budeme-li se ptat na soucet misto
minima, 1ze pfedchozi kol zrychlit na O(n)/O(1).

LCA skoc¢kami

Pojdme se vratit k hledani spoleénych predki. Predpokla-
dejme, Ze jsme si pro zadany strom ptredpocitali hloubky
vrcholt d(v) a vSechny skocky.

Nejprve ukdZzeme, ze stacl umét spocitat lca(z,y) v piipa-
dech, kdy z a y jsou stejné hluboko. Kdyby totiz byl (fekné-
me) vrchol = hloubéji nez y, staci x nahradit jeho pfedkem
v hloubce d(y) a vysledek se nezméni. Jinymi slovy pokud
d(x) > d(y), pak

lea(z, y) = lea(Pra(a, d(y) — d(x)), ).

Stadéi se tedy zabyvat piipady, kdy d(z) = d(y). Pojdme
najit, o kolik hladin vySe lezi nejhlubsi spoleény predek.
Hledédme tedy nejmensi takové k, pro které je Pra(z,k) =
Pra(y, k). To mtzeme najit nésledujici modifikaci bindrniho
vyhledavani.

Predpoklddajme, ze vzdélenost ke spolecnému predkovi lezi
v intervalu (0, h) (na poéatku volime tfeba h = n). Zkusime
se podivat do vzdalenosti £ = h/2. Spoéitdme ©’ = Pra(x, {)
ay = Pra(y,?). Je-li 2’ = ¢/, pak vime, Ze nejhlubsi spo-
le¢ny predek lezi ve vzdalenosti nejvyse £. Jsou-li naopak
' a y rizné, vime, ze lca(z’,y’) je totéz jako leca(x,y).
Proto mtizeme x a y nahradit dvojici ' a y', ¢imZ jsme
se ke spole¢nému predkovi priblizili na vzdalenost nejvyse
h—10<h/2.

V obou ptipadech jsme tedy interval zmensili dvakrat, takze
po O(logn) krocich uz bude nejblizsi spoleény predek pii-
mo otcem zx i y. Kazdy krok pfitom zahrnuje dva vypocty
funkce Pra, coz obecné trva logaritmicky dlouho. Cely vy-
poéet proto potrva O(log? n). Pokud oviem budeme h volit
jako mocninu dvojky, vSechna ¢ béhem vypoc¢tu budou také
mocniny dvojky, takze vSechna potfebna Pra budou pfimo
skocky. Tim jsme ¢asovou slozitost snizili na O(logn).

V pseudokédu to vyjde velmi jednoduse:

lea(x,y):

1. Pokud z = y, vratime vysledek .

. Pokud d(z) < d(y), prohodime z a y.

. Pokud d(x) > d(y), polozime = <— Pra(z, d(z)—d(y)).
.Proi=|logynl,...,0:

'+ S(x,i), y + S(y,i)

Pokud o’ £ y: x + ', y + v'.

. Vrétime vysledek S(z,0).

S - BN

Vyzkousejme si to na stromu z Gvodniho obrazku. Kdy-
bychom hledali lca(c,a), po kroku 3 by byloz =9 ay = a.
Nésledné by pro vSechna i > 0 vyslo S(z,4) = S(y, 1), takze
by se x ani y dlouho neménily. AZ v poslednim prichodu
s ¢ = 0 bychom pfesli do x = 5, y = 7. Nakonec bychom
provedli posledni kriiéek do spole¢ného predka 2.

Ukol 4 [1b]: Opét méjme strom s celoéiselné ohodnocenymi
hranami. Chceme umét spocitat minimum ¢i soucet na cesté
mezi libovolnymi dvéma zadanymi vrcholy.

ET-posloupnosti

Spole¢ni predci se daji pocitat i jinak. Strom projdeme do
hloubky a kdykoliv projdeme vrcholem, zaznamename si
tento vrchol a jeho hloubku. Tim vznikne takzvana ET-
posloupnost vrcholt (kdepak mimozemstané, je to podle
anglického FEuler Tour sequence, neb poslupnost souvisi i
s eulerovskymi tahy). Pro strom z obrizku by vypadala
takto:

vrchol 013831410259¢952627a7b720
hloubka 0123212101234321212323210

Chvili meditujme nad vlastnostmi ET-poslupnosti. Vrchol
o s synech se v ni bude nachazet pravé (s+ 1)-krét: jednou
do néj vstoupime shora a pak znovu po navratu z kazdého ze
synil. Libovolny jeden z téchto vyskytt prohlasime za hlavni
vyskyt. V piikladu jsme za hlavni volili nejlevéjsi vyskyty a
vyznacili jsme je tucné.

Jak dlouh& je celd posloupnost, spocitdme také snadno:
DFS projde kazdou hranou dvakrat a pokazdé do posloup-
nosti zapiSe jeden vrchol. Jelikoz hran je n — 1, zapiSe takto
2n — 2 vrcholi. Nesmime ale zapomenout na kofen stromu,
do néjz jsme poprvé nepfisli po hrané, takze délku posloup-
nosti opravime na 2n — 1.

ET-posloupnost tedy vytvofime v ¢ase O(n). Samotny vy-
pocet lca(z,y) pak bude pfimocary: najdeme hlavni vysky-
ty vrchold x a y v ET-poslupnosti a ze vSech vrcholi lezicich
mezi nimi vybereme ten, jehoz hloubka je nejmensi. V na-
Sem ptikladu tedy hleddme minimum v podtrzeném useku
posloupnosti.

Proc¢ to funguje? DFS navstivi nejdfive spole¢ného predka
(fikejme mu p), pak se vyd4 k jednomu ze zadanych vrcholil
(feknéme k ), pak se vrati do p, projde pfipadné dalsi po-
tomky p, nacez sestoupi do y, aby se z né€j ¢asem vratil opét
do p. Mezi navstévami x a y je tedy aspon jedna navstéva p
a nemohli jsme navstivit zddny vrchol vysSsi nez p, nebot
k nim se dostaneme az po definitivnim opusténi p. Navic
nezalezi na tom, které vyskyty jsme si zvolili jako hlavni,
protoze mezi kazdymi dvéma vyskyty téhoz vrcholu projde
DFS pouze néjaké jeho potomky.

Ukol 5 [4b]: Uvazme strom s ohodnocenymi hranami a je-
ho ET-posloupnost, do které tentokrat zapisujeme hrany.
Pti prichodu hranou smérem dold piseme ohodnoceni této
hrany, pfi priichodu nahoru totéz s opa¢nym znaménkem.
Ukazte, jak pomoci této posloupnosti spocitat soucet ohod-
noceni hran na cesté mezi vrcholem a jeho potomkem.

LCA a RMQ

Prevedli jsme tedy problém LCA na hleddni nejmensiho
prvku v zadaném tseku posloupnosti. Obecnéji fe¢eno: Zna-
me néjakou posloupnost ¢isel z1, ..., x,, chceme pro ni néco
predpocitat a pak rychle odpovidat na dotazy typu ,kte-
ré x; je nejmensi v Gseku x;, x;41,...,2;“. Tato tloha je
zndmé pod ndzvem RMQ (Range Minimum Query) a exis-
tuje na ni pfehrsel raznych algoritmi. Aby se ndm o ni
lépe vypravélo, budeme mluvit o hledani minima, i kdyz
ve skutecnosti budeme hledat polohu minima, nejen jeho
hodnotu.

Jak na RMQ? Muzeme napiiklad pouzit intervalové stro-
my z minulého dilu. V ¢ase O(n) vytvofime pro nasi po-
slupnost intervalovy strom, jehoz vnitini vrcholy si budou
pamatovat, kde v prislusném podstromu lezi minimum. Mi-
nimum z obecného tseku pak vyhodnotime v ¢ase O(logn).



Tak ziskdme datovou strukturu pro LCA pracujici v ¢ase
O(n)/O(logn).

Cas na dotaz mfizeme je§té snizit za cenu zpomaleni pied-
vypoctu. Predvypocet odpovédi pro vSechny mozné dotazy
rovnou zavrhneme, trval by O(n?). Ale nabizi se provést po-
dobny trik jako u skocek: predpocitat minima vSech tsekt
délky 2¢, af uz zacinaji kdekoliv. Budeme poéitat tabul-
ku M velikosti n x logn, kde M(i,k) je minimum tseku
iy Tigly---,Tipoe_1. Tuto tabulku mizZeme vyplnit v ca-
se O(nlogn) tak, Ze minimum kazdého tseku spocitdme
z minim jeho polovin:

1.Proi=1,...,n:

2. M(,0) =z

3.Prok=1,...,|logyn]:

4. Proi=1,...,n—2F 1:

5. M(i, k) = min(M (i, k — 1), M(i + 2* =1 k — 1))

Dobra, mame tabulku. Nyni pfijde dotaz na néjaky tsek
Ziy ..., %;. Zaokrouhlime délku tohoto tseku dold na nej-
bliz§i mocninu dvojky (tedy najdeme nejvétsi k takové, ze
28 < j — i +1). Uvazime dva tseky velikosti 2¥: jeden
bude prirazeny k zacatku naseho dotazu, druhy ke konci.
Vsimnéte si, ze pro tyto tseky uz minima zndme a navic
oba tseky spoleéné pokryvaji cely dotaz, byt nékteré prvky
dvakrat. To ovSem nevadi, protoZe do mininima muZeme
prvek zapocitat, kolikrat chceme.

T

Staci tedy spocitat minimum z M (i, k) a M(j — 2% + 1, k).
To jisté zvladneme v konstantnim ¢ase, jen musime dofesit,
kde rychle seZeneme nejvétsi 2¢ mensi nez délka tiseku. To
je v podstaté celociselny dvojkovy logaritmus. V&S procesor
na néj nejspis ma instrukci, ale i kdyby ji nemél, pomoc je
snadnd: mame dost ¢asu na to, abychom si predpocitali
tabulku logaritmu ¢isel 1 az n.

Tak ziskdme datovou strukturu pro RMQ), a tedy i LCA,
v ¢ase O(nlogn)/O(1).

(Kréatké zamysleni: jak se tato technika lisi od intervalovych
stromu? Ty si také pamatuji minima vSech intervala délky
mocniny dvojky, ovSem jenom téch ,spravné zarovnanych®,
tedy zacinajicich na nasobku své délky. My si pamatujeme i
ty nezarovnané, takze umime obecny usek pokryvat dvéma
intervaly namisto logaritmického poctu.)

Dodejme jesté, ze existuje jesté rychlejsi struktura. Funguje

vvvvv

chtéli prislusné kouzlo naucit, najdete ho v knizce Krajinou
grafovych algoritmil,! v kapitole o dekompozici stromil.

Ukol 6 [4b]: Navrhnéte datovou strukturu pro nésledujici
problém: méme vrchol x a néjakého jeho predka p. Chceme
zjistit, ktery ze syni vrcholu p lezi ,smérem k x“, tedy na
cesté z p do x. Muzete predpokladat, Zze mate k dispozici
strukturu pro RMQ se slozitosti O(nlogn)/O(1).

Martin ,Medved“ Mares

Doufdme, Ze jste dostali asponi tolik ddrecki, kolik je pod nasim vdnocénim bindrnim stromem :-)

I http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
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Recepty z programatorské kuchaiky: Rozdél a panuj

Dnesni dil programatorské kuchaiky se bude zabyvat algo-
ritmy zalozenymi na metodé Rozdél a panuj. Sluselo by se
zadlt tim, jaka je myslenka této metody: Casto se setkdme
s ulohami, které 1ze snadno rozdélit na néjaké mensi ulohy a
z jejich vysledku zase snadno slozit vysledek ptvodni velké
tlohy. Pfitom mensi llohy miizeme TeSit opét tymz algo-
ritmem (zavoldme si ho rekurzivng), leda by jiz byly tak
malické, Ze dokazeme odpovédét trividlné bez jakéhokoliv
pocitani. Zkratka jak fikali staii Fimsti cisafové: Divide et
impera. Uvedme si pro zacitek jeden ilustracni priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro t¥idéni posloupnosti
prvki. Uz jste si o ném mohli precist v kucharce o tfidéni.
Tentokrat se na néj podivame trochu podrobnéji a navic
nam poslouzi jako ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu
fikat pivot) a pferovnd prvky v posloupnosti tak, aby na-
pravo od pivota byly pouze prvky vétsi nez pivot a nale-
vo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
mizeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu
posloupnosti, funkénost algoritmu to nijak neovlivni. Tento
postup pak rekurzivné zopakujeme zvl4st pro prvky nale-
vo a zvlast pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme
setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptisobem
volby pivota. My si predvedeme jinou, nez jsme ukazovali
v t¥idici kuchafce (hlavné proto, Ze se ndm z ni pak budou
snadno odvozovat dalsi algoritmy), a pro jednoduchost bu-
deme jako pivota volit posledni prvek zkoumaného tseku:
[1, 2, 8, 42, 9, 17, -5, 20, 2]

pole

# Prerovnej pole od levého do pravého indexu
def prerovnej(pole, L, P):
pivot = pole[P - 1]
# i je nejlevé]jSi neprerovnany prvek
i=1L
# j je aktudlni probirany prvek
for j in range(L, P - 1):
if (polel[j] <= pivot):
# Prohodime prvek s nejlevéjsSim
poleli] ,pole[j] = polelj]l,polelil
i+=1
# Dame pivota na spravné misto
pole[P - 1],pole[i] = polel[i],pole[P - 1]
return i

def quicksort(pole, levy_index, pravy_index):
if (levy_index >= pravy_index):

return
# Prerovname isek a najdeme pivota...
p = prerovnej(pole, levy_index, pravy_index)
# ... a zavolame se rekurzivné na podiseky
quicksort(pole, levy_index, p)
quicksort(pole, p + 1, pravy_index)

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela neSikovné, pro-
toze se ndm snadno miize stat, Zze si vybereme nejmensi
nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmyslete si, jak by vypa-
dala posloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze do-
staneme posloupnost délky N, rozdélime ji na tiseky délek
N — 1 a 1, nacez pokracujeme s tsekem délky N — 1, ten

rozdélime na N — 2 a 1, atd. Pfitom pokazdé na pferovna-
ni spotfebujeme cas linearni s velikosti tiseku, celkem tedy
ON+(N—=1)+ (N —-2)+...+1) = O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy
medidn z pravé probiranych prvka (tj. prvek, ktery by se
v setfidéné posloupnosti nachézel uprostifed; pro sudy po-
et prvki zvolime libovolny z obou prostfednich prvki),
dosédhneme daleko lepsi slozitosti O(N log V). Ale radéji si
to dokazme poradné:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v ¢ase linedrnim vici po-
¢tu prvku, které mame prerovnat. V prvnim kroku QS pra-
cujeme s celou posloupnosti, ¢ili prerovname celkem N prv-
ki. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast po-
sloupnosti (ob& dlouhé (N —1)/2+1); pferovnavani v obou
Castech dohromady trvd opét O(N) a vzniknou tim ¢dsti
dlouhé nejvyse N/4. Zanofime-li se v rekurzi do hloubky k,
pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2F, které dohro-
mady daji nejvyse N (vSechny ¢asti dohromady daji prvky
vstupni posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili jako
pivoty). V hloubce [logy N| uz jsou v8echny ¢asti nejvyse
jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem tedy ma-
me [log, N| hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime
linearni ¢as, dohromady O(N log N).

V tomto ditkazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu:
Zapomnéli jsme na to, ze také musime median umeét najit.
Jak z této nepfijemné situace ven?

Naucit se pocitat medidn. Ale jak?

Spokojit se se ,lZimedidnem“: Kdybychom si misto media-
nu vybrali libovolny prvek, ktery bude v setfidéné posloup-
nosti ,v prostfedni poloviné* (¢ili alespon ¢tvrtina prvki
bude vétsi a alesponi étvrtina mensi nez on), ziskdme také
slozitost O(N log V), nebot tsek délky N rozlozime na tise-
ky, které budou mit délky nejvyse (1—1/4)-N, takZe na k-té
hladiné budou tiseky délek nejvyse (1 — 1/4)% - N, ¢ili hla-
din bude maximalné log; _; /4 N = O(log V). Misto 1/4 by
fungovala i libovolna jind konstanta mezi nulou a jednickou,
ale ani to ndm nepomuze k tomu, abychom umeéli lzimedian
najit.

Recyklovat pravidlo typu ,,vezmi posledni prvek®* a jen ho
trochu vylepsit. To bohuzel nebude fungovat, protoze po-
kud budeme pfi vybéru pivota hledét jenom na konstantni
pocet prvki, bude pomérné snadné ptijit na vstup, pro kte-
ry toto pravidlo bude dévat kvadratickou slozitost, i kdyz
obvykle ptjde dokazat, ze takovych vstupi je ,mélo%. (Pro-
to se také QS casto implementuje pravé s nahodnou volbou
pivota.)

Volit pivota ndhodné ze vSech prvka zkoumaného useku.
K nahodné volbé samoziejmé potiebujeme ndhodny gene-
rator a s témi je to svizelné, ale zkusme na chvili véfit, ze
jeden takovy méme nebo alespon ze mame néco s podob-
nymi vlastnostmi. Jak nam to pomuze? Nahodné zvoleny
pivot nebude sice pfesné uprostied, ale s pravdépodobnosti
1/2 to bude 1zimedidn, takZe po primérné dvou hladinich
se ke 1zimedianu dopracujeme. Proto ¢asovéa slozitost tako-
véhoto randomizovaného QS bude v praméru 2-krat vétsi,
nez lzimedidnového QS, ¢ili v priméru také O(N log N).
Jednoduse feceno, zatimco fixni pravidlo ndm dalo dobry
¢as pro praumérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych
bylo pomalé, randomizovani nam dava dobry primérny cas
pro vSechny mozné vstupy.



Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale souc¢asné jsme pii tom
zjistili, Ze neumime rychle najit medidan. To tak nemtze-
me nechat, a proto rovnou zkusime vytesit obecnéjsi pro-
blém: najit k-ty nejmensi prvek (medidn dostdvame pro
k= [N/2]).

Prvni feSeni této tlohy se nabizi samo. Nac¢teme posloup-
nost do pole, prvky pole setiidime néjakym rychlym algorit-
mem a kyzeny k-ty nejmensi prvek nalezneme na k-té pozici
v nyni jiz setfidéném poli. M4 to vSak jeden hacek. Pokud
prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak
nedosédhneme lepsi ¢asové slozitosti (a to ani v pramérném
pfipadé) nez O(N log N) — rychleji prosté t¥idit nelze, di-
kaz mizete najit naptiklad v tridici kuchatce.

O néco rychlejsi feSeni je zalozeno na vyse zminéném al-
goritmu QuickSort (¢asto se mu proto ¥ikad QuickSelect).
Opét si vybereme pivota a posloupnost rozdélime na prv-
ky mens$i nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro
jednoduchost budeme predpokladat, Ze zadné dva prvky
posloupnosti nejsou stejné).

Pokud se pivot naléza na k-té pozici, je to hledany k-ty
nejmensi prvek posloupnosti, protoze pravé k — 1 prvki je
mensich. Zbyvaji dva pripady, kdy tomu tak neni. Paklize je
pozice pivota v posloupnosti vétsi nez k, pak se hledany pr-
vek naléza nalevo od pivota a postaci rekurzivné najit k-ty
nejmensi prvek mezi prvky nalevo. V opac¢ném piipadé, kdy
je pozice pivota mensi nez k, je hledany prvek v posloup-
nosti napravo od pivota. Mezi témito prvky vSak nebudeme
hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek,
kde p je pozice pivota v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu.
Nesikovna volba pivota dava opét v nejhorsim pripadé kva-
dratickou slozitost. Pokud bychom naopak volili za pivota
medidan, budeme nejprve prerovnavat N prvku, pak jich
zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coz dohromady
déava slozitost O(N + N/2+ N/4+ ...+ 1) = O(N). Pro
IZimedian dostaneme rovnéz linearni slozitost a opét stejné
jako u QS mtzeme nahlédnout, ze nahodnou volbou pivota
dostaneme v primeéru stejny cas jako se 1zimedianem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li prerovnévaci
proceduru od QS:

def kty(pole, k, L, P):
pivot = prerovnej(pole, L, P)

if (k == pivot):

return pole[pivot]
if (k < pivot):

return kty(pole, k, L, pivot)
else:

return kty(pole, k, pivot + 1, P)
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k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vsak algoritmus, ktery resi nasi tlohu linearné, a to
i v nejhorsim pripadé. Je zalozeny na triku: zvolit vhodného
pivota (jak ukézeme, bude to jeden ze 1zimedidnt) rekur-
zivnim volanim téhoz algoritmu. Zafidime to takto:

1. Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky
trivialni algoritmus, napriklad si posloupnost setfidime a
vratime k-ty prvek settidéné posloupnosti.

2. Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni po-
Cet prvku délitelny péti, posledni pétici nechdme nekom-
pletni.

3. Spocitame median kazdé pétice. To mizeme provést na-
priklad rekurzivnim zavolanim celého naseho algoritmu,
¢ili v dusledku tfidénim. (Také bychom si mohli pro 5
prvki zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moz-
nym poctem porovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze
konstanta-krat, jednak je to daleko pracnéjsi.)

4. Médme tedy N/5 medidnd. V nich rekurzivné najdeme
medidn m (oznacime medidny pétic za novou posloupnost
a na ni zatneme opét od prvniho bodu).

5. Prerovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a ja-
ko pivota pouzijeme prvek m. Po pferovnani je pivot,
podobné jako v predchozim algoritmu, na (z+ 1)-ni pozi-
ci v posloupnosti, kde z je pocet prvki s mensi hodnotou,
nez ma pivot.

6. Opét, podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je
k = z+1, pak je pravé pivot m k-tym nejmensim prvkem
posloupnosti. V pripadé, ze tomu tak neni a k < z 4 1,
budeme hledat k-t nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny
posloupnosti, v opacném piipadé, kdy £ > z+ 1, budeme
hledat (k — z + 1)-ni nejmensi prvek mezi poslednimi n —
z — 1 prvky.

# Priprava pro prerovnavani z QuickSortu
# -> chceme pivota jako posledni prvek
def prerovnej_podle(pole, L, P, podle):

q=1L
while (polelq] !'= podle):
q+=1

polelql, pole[P-1] = pole[P-1], polelq]
return prerovnej(pole, L, P)

def kty(pole, k, L, P):

pocet = P - L

# Jednoduché pripady

if (pocet <= 1):
return pole[L]

if (pocet <= 5):
quicksort(pole, L, P)
return pole[k]

# Rozdé&leni na pé&tice
petic = (pocet + 4) // 5
mediany = [0] * petic
for i in range(O, pocet, 5):
if (i + 5 > pocet):
# Ignorujeme nelplnou pétici
break
quicksort(pole, L + i, L + i + 5)
mediany[i // 5] = pole[i + 2]

# Nalezneme medidn mediant pétic
median = kty(mediany, petic//2, 0, petic)
pivot = prerovnej_podle(pole, L, P, median)

if (pivot == k):

return median
if (k < pivot):

return kty(pole, k, L, pivot)
else:

return kty(pole, k, pivot + 1, P)



Zbyva dokazat, ze tato dvojita rekurze ma slibenou linearni
slozitost. Zkusme se proto podivat, kolik prvkt posloupnos-
ti po pferovnani je vétsich nez prvek m. Vsech pétic je N/5
a alesponl polovina z nich (tedy N/10) mé& medidn mensi
nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prvky
mensi nez medidn pétice (takze jsou zde t¥i prvky mensi,
nez m). Celkem tak existuje alespont 3/10 - N prvkid men-
Sich nez m. Vétsich tedy miZe byt maximélné 7/10 - N.
Symetricky ukazeme, Ze i mensich prvki muze byt nejvyse
7/10- N.

Rozdéleni na pétice, hledani medidnd pétic a pferovnavani
trva linearné, tedy nejvyse cN kroki pro néjakou konstantu
¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze dvakrat rekurzivné vola sdm
sebe: nejprve pro N/5 mediant pétic, pak pro < 7/10- N
prvki pied/za pivotem. Pro celkovou ¢asovou slozitost ¢(N)
naseho algoritmu tedy plati:

t(N) <cN +t(N/5)+t(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vytesit, coz provedeme
drobnym tskokem: uhodneme, Ze vysledkem bude linedrni
funkce, tedy ze t(N) = dN pro néjaké d > 0. Dostaneme:

dN < (c+1/5-d+7/10-d)- N.
To plati napf. pro d = 10¢, takze opravdu ¢t(N) = O(N).

Nasobeni dlouhych ¢isel

Dalsim péknym prikladem na rozdélovani a panovani je na-
sobeni dlouhych ¢isel — tak dlouhych, Zze se uz nevejdou
do integeru, takZe s nimi musime poéitat po ¢islicich (at
uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, ¢asto se
hodi tieba 256-kovd). Klasickym ,8kolnim* algoritmem pro
nasobeni na papife to zvladneme na kvadraticky pocet ope-
raci, zde si predvedeme efektivnéjsi zptisob.

Libovolné 2N-ciferné ¢islo mtizeme zapsat jako 10V A + B,
kde A a B jsou N-ciferna. Souc¢in dvou takovych ¢isel pak
bude (10Y A + B) - (10NC + D) = (10*N AC + 10V (AD +
BC)+BD). S¢itat dokdzeme v linedrnim ¢ase, ndsobit moc-
ninou deseti také (dopiSeme pfislusny pocéet nul na konec
¢isla), N-ciferna ¢isla budeme nasobit rekurzivnim zavola-
nim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude platit
t(N) = ¢N + 4¢(N/2). Nyni tuto rovnici miZeme snadno
vyfesit, ale ani to délat nebudeme, nebot nadm vyjde, ze
t(N) ~ N2, ¢ili jsme si oproti ptivodnimu algoritmu viibec
nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢ty nésobeni ¢isel polovi¢ni délky ndm
budou staéit jen tfi: spocteme AC, BD a (A+B)-(C+D) =
AC+AD+ BC+ BD, pficemz pokud od posledniho souc¢inu

odecteme AC a BD, dostaneme piesné AD + BC, které
jsme pfedtim podcitali dvéma nasobenimi. Casové slozitost
nyni bude ¢t(N) = ¢/ N + 3t(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco
vétsi nez c, protoze pribylo s¢itani a odcitani, ale stale je
to konstanta. My si ovsem zvolime jednotku casu tak, aby
bylo ¢/ =1, a uSetfime si tak spoustu psani.)

Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé
a pozorovat, co se bude dit:
t(N)= N+ 3(N/2+ 3t(N/4)) =
=N+3/2-N+9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8) =...
=N +3/2-N+...+31/2k1 N 4 3k¢(N/2).

Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2F = 1, ¢ili t(N/2F) =
t(1) = d, kde d je néjaka konstanta. To znamend, Ze:

t(N)=N-[1+3/2+9/4+...+(3/2) '] + 3"

Vyraz v hranaté zavorce je soucet prvnich k ¢lentt geomet-

rické fady s kvocientem (neboli podilem dvou po sobé jdou-

cich prvki) 3/2. Tuto geometrickou fadu si miizeme secist
) -1

jako: ( - :O<(§>k>

Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len 3%d, takze ji
klidné mtzeme zanedbat a zabyvat se pouze onim posled-
nim ¢lenem:

[\l

oo

1.58

=~n-

3k _ 2klog2 3 _ 2log2 n-logy, 3 _ (2log2 n)log2 3 _ nlog2 3

Konstanta d se nam ,schova do O-cka®, takze algoritmus
mé ¢asovou slozitost piiblizné O(n!-?®). Existuji i rychlejsi
algoritmy se slozitosti az O(nlogn), ale ty jsou mnohem

N

Program si pro dnesek odpustime, Setfimef nase lesy.

K zamysleni

® Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme pfedpokladali,
ze vSechny prvky jsou razné. Prohlédnéte si algoritmy
pozorné a rozmyslete si, Ze budou fungovat i bez toho.
Opravdu?

Proé¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro
trojice? A jak pro sedmice? Fungoval by takovy algorit-
mus? Byl by také linearni?

Ve vypoctu ¢(N) jsme si nedali pozor na neiplné pétice
a také jsme predpokladali, ze pétic je sudy pocet. Ono
se totiz nic zlého nemuze stat. Jak se to snadno nahléd-
ne? Pro¢ nestaci na zacatku doplnit vstup ,,nekonecény*
na délku, kterd je mocninou deseti?

Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linedrni, jak by se na to
dalo prijit?

Jesté jednou QS: Piedstavte si, ze budujete bindrni vy-
hledavaci strom vkladanim prvkd v ndhodném poradi.
Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v priméru v ném pu-
jde vyhledavat v ¢ase O(log N). Zadny div: Stromy, kte-
ré nam vzniknou, odpovidaji pfesné moznym priubéhim
QuickSortu.

David Matousek & Martin Mares



Vzorova resSeni druhé série dvacatého devatého rocniku KSP

29-2-1 Cesty do skoly

Ulohu cesty do 8koly bylo nejvice radno fesiti programo-
vanim dynamickym. Dostali jsme od vas nékolik raznych
zpusob1, jak ulohu pomoci dynamického programovéani fe-
§it, a nékteré si ukazeme.

Jak ale pfijit na to, Ze se lohu mam snazit fesit dyna-
mickym programovanim? U této tlohy mame dvé voditka.
Prvnim je, jak ndm skoro vsichni z vas napsali, ze pokud
bychom se problém snazili vytesit hloupé, dostaneme expo-
nencidlni slozitost (sled mé4 délku K, tedy diky kombinato-
rice vime, Ze existuje N moznosti, jak miize sled vypadat).

Druhéa napovéda je v tom, Ze tloha se chova ,iterativné“:
pokud vime, kolik sledii délky i existuje z vrcholu v do vSech
vrchold grafu, vime zaroven, kolik sledt délky i+ 1 existuje
z v do libovolného vrcholu z: je to prosty soucet poctu sledu
délky ¢ pro vSechny u, z kterych vede hrana do x.

Na tomto principu bude zalozeno nase feseni. Formalnéji:
budeme pocitat D(v, i) — tedy pocet sledi délky i ze startu
do vrcholu v, indukei podle i. D(v, ) spoéitame jako soudet
D(u,i — 1) pfes vSechny u, ze kterych vede hrana do v.

Jak takovy algoritmus realné napsat? Na-
priklad si miazeme u kazdého vrcholu pa-
matovat dvé ¢&isla — D(v,i) a D(v,i+ 1) —
a pocitat D(v,i + 1) ve vlnach. Prochazej-
me vSechny vrcholy a u vSech, které maji
D(v,4) nenulové, budeme propagovat jejich
D(v,i) po hranich v — u, které z nich ve-
dou, a pficitat je k D(u,i+1). Az obslouzi-
me vSechny vrcholy, které maji D(v,4) ne-
nulové, sta¢l ndm D(v, i) zapomenout a po-
kracovat dale tak, ze z D(v,i + 1) pocitame D(v,i + 2).

Jak je vidét, v kazdém kroku probereme vSechny vrcholy,
to je N operaci, a maximalné jednou propagujeme po kazdé
hrané, coz je M operaci. Pocet kroktu je K, tedy dohroma-
dy mame slozitost O(K - (M + N)). ProtoZe si u kazdého
vrcholu pamatujeme jen dvé ¢isla, mame pamétovou slozi-
tost O(N) (pokud bychom si pamatovali vSechna pfedchozi
D(v, 1), hrozilo by, ze pro velkd K vyteCeme z paméti, pro-
toze si celkem budeme pamatovat N - K ¢isel).

Dalsi moznosti, jak dosahnout stejné ¢asové slozitosti s kra-
pet jinou implementaci, je misto probirdni v8ech D(v,1i),
abychom spocetli (¢+1)-ni vlnu, probirat vSechny hrany ve-
douci do v a po nich ,tahat“ ¢isla do v. Opét se dostavame
k tomu, ze probereme vsechny vrcholy a skrze kazdou hranu
,tdhneme* &islo jen jednou, tedy op&t O(K - (M + N)).

Objevila se i feSeni vyuzivajici prohledavani do hloubky
(DFS), ktera funguji na principu keSovani (nékdy se lze
potkat i s vyrazem ,memoizace*) — zapamatovani si néceho,
co jsme jiz spocitali, pro pouziti pozdéji. Tady konkrétné
si v néjakém poli pro kazdy vrchol u a ¢islo ¢ pamatujeme
pocet sledu délky i z u do cile.

Pokud v DFS volame rekurzivné dalsi DFS, abychom zjisti-
li D(v — s,1), tak si po skonéeni fujnkce mizeme vysledek
ulozit. Pokud ho budeme nékdy potfebovat, misto nové-
ho DFS ho jen vytahneme z paméti. Opét nahlédneme, ze
¢asova slozitost je O(K - (M + N)), nebot kazdou hranou
projdeme prohledavanim do hloubky K-krat.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6/reseni
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Reseni z Uplné jiného soudku, které stoji za zminku,
@ je trochu ¢arovny trik zaloZzeny na umocnovani matic —
pokud jesté nevite, jak se to déla, zactéte se do Teseni tlohy
28-71-6.2

Vezméme matici sousednosti grafu. To je tabulka N x N,
naplnéna 0 a 1. Do i-tého Ffadku a j-tého sloupce dame 1
pravé tehdy, kdyz v grafu existuje hrana ¢ — j. Pro neori-
entované grafy tak matice bude symetricka.

Tato matice mé magickou vlastnost: podivame-li se na jeji
K-tou mocninu, ¢islo v i-tém Fadku a j-tém sloupci uda-
va pocet orientovanych sledt z ¢ do j. Nase tloha tedy sla
vyresit pomoci tohoto triku jednoduse tak, ze graf si repre-
zentujeme pomoci matice sousednosti, tu umocnime na K-
tou a potom odevzdame policko (start, cil). Jak je to rychlé?
Néasobeni matic trva O(N?) (ten ,,obycejny zptisob“, existu-
je rychlejsi algoritmus) a potfebujeme ji vyndsobit K-krét.
Tedy O(K - N3).

Ale to neni vie. Mocnit méZeme i rychleji: X - X = X2,
X?2.X?%2=X*, ..., ¢imz miZzeme spocitat K-tou mocninu
pomoci O(log K) maticovych nésobeni — detaily opét viz
P8-Z1-6. Vysledna ¢asova slozitost tedy bude O(log K - N3),
coz uz je Cas, ktery pro malé a husté grafy a velkd K konku-
ruje nasemu dynamickému programovéani. Jako cviceni do-
porucujeme promyslet si, pro¢ mocnéni matice sousednosti
mé tuto vlastnost, nebot je to jen dalsi piiklad dynamické-
ho programovéni ;-)

Stépdn Hojdar

29-2-2 Hledani pomsty

Uloha byla oznacena jako kuchatkova, takze bude dobré
zacit tam. V kuchaice jste se mohli dozvédét o algoritmu
KMP, ktery hleda slovo v néjakém textu. NaSe situace je
rozdilna pouze tim, Ze text je zasifrovany. Pfimocaré pouziti
zjevné stacit nebude, bude si tedy potieba néjak pomoct.

Dale ukézeme, Ze je jedno jestli mame hledat slovo POTO-
PA nebo ABCBAD. Predstavme si, Ze jsme totiz nasli néjaké
misto, kde mohla byt POTOPA. Pak P z potopy odpovida
néjakému konkrétnimu pismenku z textu, feknéme treba X.
Pravé X bude odpovidat i A z ABCBAD. Analogicky to bude
platit i pro zbyla pismenka.

TakzZe néas nezajima, jaka konkrétni pismena jsou kde pouzi-
ta, ale pouze to, kde jsou pismena stejna. Lze tedy jednotli-
vé stejnd pismena néjak ,seskupit®. Mzeme tedy napriklad
nechat pismena, aby ukazovala na jiné své vyskyty.

Nahradme tedy jednotlivd pismena v hledaném slové &is-
lem, které nam bude fikat, o kolik mist zpét se nachazelo
stejné pismeno (a nula v pfipadé, Ze se jedna o prvni vyskyt
daného pismene). Pro slovo POTOPA dostaneme 000240.

Tuto tpravu muzeme stihnout v linedrnim case. Staci si
udrzovat pole, kde si budeme pro kazdé pismeno pamato-
vat jeho posledni vyskyt. Toto pole na poc¢atku inicializuje-
me naptiiklad —1. Potom postupné projdeme hledané slovo.
Pro kazdé pismeno se podivame do pole. Pokud jsme jej ni-
kdy nevidéli, zaznamename do vysledku 0. Pokud jsme jej
jiz vidéli, tak do vysledku zaznamename rozdil aktualniho
indexu a posledniho vyskytu. V obou pfipadech pfislusné
upravime pole poslednich vyskytu.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6/reseni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6/reseni

Vsimnéte si, ze kdyz stejné upravime i text, tak nam uz
obycejné KMP nékdy najde spravné feseni. Pfedstavme si,
ze hledame slovo POTOPA v GHAHGZGHL. Hledana POTOPA se
zméni na 000240 a text na 000240240. Prvni vyskyt daného
slova nyni pfesné odpovida prvnim Sesti znakim v textu,
naslo by ho tedy i oby¢ejné KMP. Druhy vyskyt vsak od-
povida v textu 240240. Vsimnéte si, Ze neodpovidaji prvni
dvé cisla. Tato ¢isla znamenaji, Zze posledni vyskyt ptislus-
ného pismene byl jiz pfed ,,oknem“ 240240, coz sedi s tim,
ze v jehle mame na p¥islusnych mistech nuly. Zbyla ¢isla jiz
odpovidaji pfesné.

Staci tedy upravit KMP tak aby nula v jehle odpovidala
kromé nuly v textu i jakémukoliv dostatecné vysokému cis-
lu. To znamené ¢islu, které je vétsi nez je index dané nuly
v jehle. Vsimnéte si, ze tato uprava casovou slozitost KMP
nijak nezhorsi.

Uvodni tipravu na ¢sla zvladneme v linearnim Gase. Stej-
né tak i stavbu a pouziti KMP. Cely algoritmus tedy bézi
v line4drnim case.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-2.py

Janka Bdtoryovd € Dominik Smrz

29-2-3 Billboardova vétsina

¢isla, dostaneme jediného mozného kandidata. Pokud tedy
v daném intervalu ma néjaka strana vétsinu, tak ji umime
najit v ¢ase O(logn) a predvypocty jsme stravili O(nlogn).

Nyni uz jen potfebujeme umét rychle ovérit, zda ma v da-
ném intervalu opravdu nalezeny kandidat nadpolovi¢ni vét-
§inu. Pro kazdou stranu si udélame jednu ptihradku a do
kazdé ulozime pole obsahujici pozice vyskytd dané strany
v posloupnosti (to miZzeme vytvaret uz béhem precislova-
vani stran).

Kandidata miuzeme ovérit tak, ze si pomoci binarniho vy-
hledavani v prislusné prihradce najdeme index prvniho a
posledniho vyskytu kandidata v intervalu. Rozdil téchto in-
dexi plus 1 je pocet vyskytd kandidata v daném intervalu.
No a tak si mizeme jednoduse ovérit, zda ma opravdu v in-
tervalu kandidat nadpoloviéni vétsinu. Predvypocty v této
fazi algoritmu zaberou O(n) ¢asu a prostoru a ovéfit kan-
didata ndm bude trvat O(logn).

Celkové Casova slozitost je tedy O(nlogn) na predvypo-
¢et a O(logn) na dotaz. Pamétova slozitost je O(nlogn),
protoze tolik jsme potfebovali na uloZeni prefixovych souc-
t jednotlivych pozic v druhé fazi algoritmu a vice paméti
jsme nikde nepouzili.

Kuba Tétek € Jenda Hadrava

Ze vseho nejdfive vyfesime to, Ze cCisla stran mohou byt
velka. Precislujeme si tedy strany celymi ¢isly 0,...,n — 1.
To udélame tak, ze si nejdfive ¢isla vSech stran setfidime,
zbavime se duplicit (t¥eba tim, Ze si do nového pole pFiddme
kazdé cislo, kdyz ho pri prochazeni setfizeného seznamu
¢isel uvidime poprvé). V poli bez duplicit pak budeme mit
na indexu odpovidajicimu novému ¢islu strany jeji ptivodni
¢islo.

Kdykoliv pak potiebujeme pfelozit ¢islo strany na cislo,
které jsme mu nové prifadili, tak ho mtzeme najit pomoci
binarniho vyhledavani v poli s jiz odstranénymi duplikaty.
To ndm celé bude trvat O(nlogn) a kazdy preklad cisla
strany bude trvat O(logn).

Nyni uz jen potiebujeme problém vyftesit pro strany ocislo-
vané celymi ¢isly 0, ...,n—1. Postupovat budeme tak, ze si
pro kazdy dotaz nejprve najdeme jednoho kandidata, tedy
stranu, kterd by v tom intervalu mohla mit vétsinu a o kte-
ré vime, ze pokud vétsinu nem4, tak ji nema ani zadnéa jina
strana. Poté ovérime, zda kandidat opravdu vétsinu ma.
Jak ale kandidata ziskdme? Ukazeme si velmi elegantni fe-
Seni, se kterym prisel Risa Hladik. Nejdfive si pfedpocitame
[logn] tabulek prefixovych souc¢tt pro pfelozenou posloup-
nost stran. Pritom k-té prefixové souc¢ty budou udavat, ko-
lik prelozenych ¢isel stran mélo na k-té pozici v bindrnim
zapisu jednicku. Rozmysleme si, jak vypada k-ty bit prelo-
zeného Cisla strany, kterd ma v daném intervalu nadpolo-
viéni vétsinu (za pfedpokladu, Ze takova strana existuje).

Predpokladejme na chvili, ze v daném intervalu existuje
jedna strana s nadpoloviéni vétsinou. Oznaéme si by hod-
notu bitu, kterou mé tato strana na k-té pozici. Mtzeme
nahlédnout, Zze hodnota by je stejné, jako hodnota, kterou
ma v daném intervalu vétsina prelozenych ¢isel stran — vice
nez polovina vsech ¢isel v tom intervalu je totiz prelozené
C¢islo strany s vétsinou.

Vétsinovou hodnotu k-tého bitu ¢isel v daném intervalu
mizeme spocitat v konstantnim c¢ase pomoci prefixovych
souCttl pro k-té pozice. Kdyz takto uréime vSechny bity
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29-2-4 Nejslozitéjsi zahon

Prakticka tloha o hledéni zdhonu tvoreného mnoho-

W1l (helnikem s nejvice stranami méla dvé askali. Tim prv-
nim bylo rychle zjistit, ktery zahon je tim nejvétsim, tim
druhym drobnéjsim pak bylo vypsani vSech vyznamnych
bodt na obvodu tohoto zahonu.

Pojdme se nejdiive zamyslet nad tim, jak miize néjaky za-
hon vypadat. Chodniky na ndmésti nam vedou pouze mezi
body na jeho obvodu (nikdy se zaddné dva chodniky nesty-
kaji nékde ,uvnitt“ ndmésti) a neptiddvaji ndm zadné nové
vrcholy, vSechny vrcholy (rohy) zdhont tedy budou tvofeny
z ptvodnich vrcholi na obvodu namésti.

Jeden zahon tak bude tvofen vzdycky néjakou posloupnos-
ti vrcholit na obvodu nameésti, pak skokem po chodniku na
jiny vrchol na obvodu nédmésti a navazujici posloupnosti
vrchold, potom dal$im chodnikem a tak dale, dokud se ne-
vratime zpét do vychoziho vrcholu.

Kdyz si jako priklad vezmeme chodnic¢ky na namésti ze za-
déni (pro pfipomenuti na nésledujicim obrazku) a budeme
ho obchéazet po sméru hodinovych rucic¢ek od vrcholu s ¢is-
lem nula, potkdme postupné nékolik zahont. Na zacatku
zacneme v zahonu 0567, ale hned v nultém vrcholu vstou-
pime do zédhonu 015, pak ve vrcholu ¢islo jedna do zahonu
1245 a pak ve vrcholu ¢islo dva do zdhonu 234.

7 0 Z4dny z téchto zahonti jsme jesté ne-
obesli cely a tak je budeme vSechny
6 1 povazovat za aktivni. Kdyz se nyni
vydame po obvodu namésti dal, bu-
deme potkavat zbylé vrcholy téchto
aktivnich zahont. Nejdtive ve vrcho-
lu ¢islo ¢tyfi potkdme posledni vr-

4 3 chol zdhonu 234 a tim ho ukonc¢ime.
A dél budeme podobnym zpisobem ukoncovat i ostatni
aktivni zahony a to v opacném poradi, nez v jakém nam
vznikaly.

Toto pozorovani nam dava navod k implementaci — aktivni
zédhony si budeme ukladat do zasobniku. Vzdy, kdyz ndm


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-2.py

vznikne novy zahon, tak tento skon¢i drive, nez zahon, ktery
byl aktivni pfed nim (a je tak v zasobniku nize), jinak by
se nam nékde chodnicky kiizily.

Kazdy chodnic¢ek nam bude na zasobniku zédhont zakladat
novy zahon. Pokud ze stejného vrcholu vychézi vice chod-
nickl, tak chceme nejdrive zalozit ty zahony, které skonci
pozdéji. Jinak feCeno na vrsku zasobniku chceme ten ze
zahont, ktery skonéi nejdiive — k tomuto zahonu budeme
navic uklddat vrcholy, kterymi cestou po obvodu namésti
projdeme.

Pottfebujeme si tedy sefadit predpisy chodnickt tak, jak je
budeme zpracovavat. Pfedpis chodnicku si vzdy upravime,
aby nam chodnicek vedl z vrcholu s mensim ¢islem do vr-
cholu s vétsim cislem. Pak si je sefadime od nejmensiho
vychoziho vrcholu a chodnicky se stejnym vychozim vrcho-
lem pak naopak od nejvétsiho cilového vrcholu.

Nyni jiz mame vSechny potfebné stavebni kameny, tak si
pojdme algoritmus rozmyslet jako celek. Na zac¢atku si utii-
dime predpisy chodnicki, pfiddme na zasobnik aktivni prv-
ni zdhon a pak postupné obchazime vrcholy na obvodu na-
mésti. Pro kazdy vrchol udélame:

1. Pridame k aktivnimu zdhonu tento vrchol.

2. Pokud tu kon¢i aktivni zahon, tak ho vyjmeme ze zasob-
niku (a zkontrolujeme znovu — miize jich tu konéit vice).

3. Pro vSechny chodnicky zacinajici v tomto vrcholu prida-
me novy zahon na vrsek zasobniku.

4. Presuneme se na dalsi vrchol na obvodu.

Pritom mtizeme lehce zjistit, ktery ze zahond je nejvétsi,
a nakonec nam staci vypsat jeho zajimavé vrcholy (tedy
vrcholy, mezi kterymi skdc¢eme po chodniécich). Jediny pro-
blém tohoto feseni je, zZe je zavislé na velikosti namésti, kte-
ré mize byt obrovské (t¥eba ndmésti s velikosti milion se
tfemi chodnicky). Pojdme to opravit.

-

Nejvice se zdrzujeme s tim, ze skd¢eme po jednotlivych vr-
cholech na obvodu. Namisto toho bod 4 algoritmu zménime
tak, aby sko¢il az na nejblizsi zajimavy vrchol. To je bud
dalsi zac¢atek nového chodnicku (ktery ziskdme jednoduse,
protoze chodnicky prochizime v utiidéném potadi), nebo
na nejblizsi konec oblasti (coz je konec aktivni oblasti na
vrsku zésobniku).

Takto se vyhneme zdlouhavému obchazeni celého namés-
ti a skdceme jenom po zajimavych vrcholech, kterych pro
K chodnickt bude 2K. A namisto toho, abychom k jednot-
livym zahontim ukladali vSsechny vrcholy, tak k nim rovnou
ulozime jen tyto zajimavé.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky|
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Casu ndm to ted zabere O(K log K) na uti{dén{ chodnickt
a O(K) na jejich obejiti, celkové tak O(K log K). Pamé-
ti spotfebujeme jenom linedrné k poc¢tu chodnicki, neboli
O(K), a potencialné obrovskému N se tak ve slozitosti tipl-
né vyhneme.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-4.4

Jirka Setnicka

29-2-5 Planovani navstév

Nejprve zkusime ulohu preformulovat tak, aby se ndm s ni
lépe pracovalo. V pivodnim znéni jsme se ptali, zda se
u Petra v N vikendech najde misto pro K kamaradu.

Jedna z moZnych (a v feSeni Castych) interpretaci dlohy je
hledani maximéalniho parovani v bipartitnim grafu, o kte-
rém pojednava nase kuchaika o tocich v sitich.? Jednu parti-
tu pfedstavuji kamaradi, druhou vikendy, hrany znaci volny
¢as. Spusténim algoritmu na hledani parovani tlohu vyfte-
Sime velice snadno. Zato ovSem nijak nevyuzivame faktu,
ze kazdy kamarad ma cas pravé ve dvou vikendech, a tlohu

Zkusme si proto zadani ptredstavit jako jiny grafovy pro-
blém. Vrcholy tentokrat budou pouze vikendy, neorientova-
né hrany mezi nimi budou kamaradi — kazdy spojuje pra-
vé dva vikendy. Takto sice vznikne multigraf, to nam ale
v uvahach nebude prekazet.

Nyni se ptame, zdali mizeme zorientovat hrany tak, aby
vstupni stupen kazdého vrcholu byl nejvyse jedna. Hezky
se to predstavuje na papife — z kazdé hrany délame Sipku,
ktera ukazuje na vikend, ve kterém prijede dany kamarad.

Slusi se pripomenout, Ze iloha po nas nechtéla najit feseni,
nybrz pouze rozhodnout, zda feSeni existuje. Algoritmus
se tim zjednodusi, misto ukladani orientace bude vyiesené
hrany mazat.

Zacéneme tim, Ze uz béhem nacitani vstupu budeme pocitat
stupné vrcholt. S kazdou smazanou hranou aktualizujeme
napocitané stupné.

Jak vypada nac¢teny multigraf? Nemusi byt souvisly, to ndm
ale nevadi, kazdou komponentu vyfesime zvlast. Muze ob-
sahovat izolované vrcholy — to jsou vikendy, ve kterych ne-
ma Cas zadny kamarad. Ty mtzeme rovnou smazat, do Te-
Seni nijak nezasahuji.

Pokud se nékde vyskytuje list (vrchol stupné 1), miizeme
jeho hranu BUNO zorientovat smérem k listu, tim urcité
nic nezkazime. Jak uz jsme tekli, vyfeSsené hrany budeme
z grafu mazat. Smazanim hrany vedouci do listu ov§em mii-
ze vzniknout dalsi list, proto tento postup opakujeme.

Nyni mame graf, jehoz kazda komponenta obsahuje vrcholy
stupné alespoii dva. Protoze kazda hrana spojuje dva vrcho-
ly, tak pokud je v komponenté stejné hran jako vrchold, pak
musi byt vSechny stupné pravé dva. Takova komponenta je
ale obyCejny cyklus! Ten muzeme zorientovat libovolnym
smérem a prohlasit jej za vyfeseny.

Pokud je ovsem v néjaké komponenté vice hran nez vrchold,
pak mame vice kamaraddt nez volnych vikendd, a feSeni
nutné nemize existovat. Tento pfipad pozname snadno —
existuje vrchol, ktery méa stupen ostfe vétsi nez dva.

Na prvni pohled slozity algoritmus je tedy vlastné hrozné
jednoduchy. Rekurzivné odstranime vSechny hrany do listl


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-4.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky

a podivame se, jestli zbylé stupné jsou nula nebo dva. Pokud
ano, feSeni by §lo vytvorit, v opa¢ném piipadé mame v ruce
dtikaz, ze nejde.

Algoritmus mé pamétovou i ¢asovou slozitost O(N). To je
ale prilis! Predstavte si vstup, ktery ma obrovské NN, ale
pouze malo hran. P¥i vhodném formatu mame tedy malicky
vstupni soubor obsahujici O(K +1) ¢isel a algoritmus, ktery
bézi v Case lineadrnim s jejich velikosti. Jinak zformulovano,
algoritmus spottebuje ¢as exponencialni s poctem c¢isel na
vstupu.

V ostatnich tlohach to vétsinou nevadi, my ovsem doka-
zeme jednoduchym trikem srazit obé slozitosti v prameéru
na O(K), coz je vyrazné lepsi. Kazda hrana totiz musi byt
na vstupu popsana a algoritmus pobézi v Case linedrnim
k poc¢tu bitt na vstupu. Staci misto poli velikosti N pouzi-
vat heSovaci tabulky, ve kterych vrcholy vytvorime, az kdyz
budou nékde potteba. Tim vSechny iterace pres vrcholy po-
bézi v ¢ase O(K), a heSovaci tabulku miZeme zkonstruovat
tak, aby se vesla do O(K) paméti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-5.py

Ondra Hlavaty

29-2-6 Souvisla plocha

Problém nalezeni nejvétsi souvislé plochy se mnoho z vas
pokouselo Tesit prochéazenim obrazku po fadcich a spojova-
nim sousedicich oblasti. Pojdme si nejdfive nastinit tento
zpusob a pak ho dotdhneme jesté o kousek dal s pomoci
grafi.

Zakladem vsech feSeni je prochéazet oblasti postupné fadek
po fadku a néjakym zplsobem spojovat stejné oblasti na
navazujicich fadcich (oblasti, které se tdhnou pfes vice fad-
ki, miZzeme rozsekat na koncich fadk).

Uplné trivialnim feSenim by bylo drzet si rozkomprimované
vzdy dva fadky nad sebou (ty se do paméti podle zadani
vejdou), ale prichod pfes né muze trvat netmérné mnoho
¢asu vzhledem k velikosti vstupu (pfedstavte si tfeba vstup
obsahujici dva jednobarevné dlouhé fadky).

Lepsi bude tedy prochazet dva na sebe navazujici rfadky
nerozkomprimované. To lehce zaridime pomoci dvou poin-
terti, kterymi budeme po definicich faddkt pohybovat. Na
kazdém tadku si budeme pointerem ukazovat na aktivni
oblast a pfi postupu dal vzdy pohneme pointerem, jehoz
oblast kon¢i diive (pfipadné obéma, pokud konéi na stejné
pozici).

Pii tomto postupu projdeme dva nad sebou lezici fadky
a pritom muzeme néjakym zplisobem zpracovat navazujici
oblasti nalezejici stejné skupiné. Tady se dvé zminéna feseni
rozdéluji, ukdzeme si obé.

Reseni spojovanim

Na kazdém fadku si budeme chtit drzet seznam oblasti
a k jaké nadoblasti nalezeji. Kdyz ndm vznikne nové ob-
last, ktera nenavazuje na zadnou oblast na pfedchozim rad-

ku, poridime si pro ni i novou nadoblast (reprezentovanou
tfeba pofadovym ¢islem).

Podobné jednoduché to bude, i kdyz nova oblast navaze na
jednu oblast z pfedchoziho fadku (nebo i vice oblasti, ale
vSechny nélezejici té stejné nadoblasti), pak jen nové oblasti

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry|
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nastavime stejné ¢islo nadoblasti a k nadoblasti pripocteme
velikost pridavané oblasti.

Problematickym ale bude, kdyZ né&jaka oblast spoji dvé (ne-
bo vice) riznych nadoblasti z pfedchoziho fadku. V tako-
vém piipadé musime tyto nadoblasti spojit, coz znamena
sjednotit ve vSech oblastech téchto nadoblasti ¢islo nadob-
lasti na to samé. Tohle potfebujeme, protoze tim miize-
me ovlivnit i zbytek pfedchoziho fadku (pfedstavte si t¥eba
dvoje ,hrabé“, jejichz krajni zuby spoji nova oblast).

Tomuto problému se vétsinou fika Union-Find a pokud
ho budeme implementovat tak, zZe precislujeme vzdy men-
81 nadoblast na vétsi, tak skon¢ime s Casem O(ZlogZ)
(kde Z predstavuje pocet zmén, neboli pocet riznych ob-
lasti, které potkdme). D& se dosdhnout i lepsiho ¢asu (az
O(Zlog* 7)), ale na to vas jiz odkdzeme do kuchatrky o mi-
nimélnich kostrach,* kde se tomuto problému vénujeme vic

do hloubky.
Grafové reSeni

Elegantnéjsi feseni se zaklada na tom postavit si vhodny
graf. Kazda oblast nam bude pfredstavovat jeden vrchol
ohodnoceny velikosti této oblasti a pokazdé, kdyz se na na-
vazujicich fadcich potkaji dvé oblasti patfici stejné skupiné,
tak mezi nimi natdhneme hranu.

Na takto vzniklém grafu pak budeme pomoci prohledavani
do sirky nebo hloubky hledat souvislé nadoblasti — pro kaz-
dou oblast si budeme drzet, jestli uz patti do néjaké nadob-
lasti, a pokud ne, tak z ni spustime prohledavani a pfitom
pocitame velikost.

Jak dlouho nam to bude trvat, zavisi na velikosti grafu.
Vznikly graf bude mit vzhledem k Z linearné vrcholi i hran
(hrany plynou z toho, Ze je to rovinny graf, coz lehce nahléd-
neme). Takze vysledna casova slozitost bude jen O(Z) a jes-
té si nemusime komplikovat feSeni implementaci Union-
Find, coz je jisté lepsi.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-6.py

Jirka Sejkora € Jirka Setnicka

Medvédi pozndmka: Pokud bychom chtéli Setfit paméti, mi-
zeme zkombinovat obé feseni do jednoho: prochazet obra-
zek po Tadcich a k precislovavani nadoblasti pouzit hledani
komponent souvislosti grafu prekryvi oblasti sestrojeného
vzdy znovu pro aktualni dvojici fadkd. Tim zachovame line-
arni ¢asovou slozitost a v paméti ndm bude stacit udrzovat
pouze dvojici fadk.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-5.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-6.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry

29-2-7 Strom ve stromu

Ve vsech tkolech druhého dilu seridlu se nam bude

hodit DFS o¢islovani (¢as prvniho vstupu in(v) a po-
sledniho vystupu out(v) pfi prohledavéni do hloubky) a in-
tervalové stromy.

Ukol 1: Nestromové hrany

Méme pro kazdy vrchol v zjistit, zda z podstromu pod v
vede néjaka nestromova hrana ven. Vyuzijeme toho, ze po-
tomci v jsou pravé ty vrcholy, jejichz in lezi mezi in(v) a
out(v). Proto se sta¢i podivat na minimum a maximum n
ptes vSechny vrcholy, do kterych vede néjaka nestromova
hrana z potomkt v.

Pokud je interval od minima do maxima obsazeny v interva-
lu (in(v), out(v)), vSechny nestromové hrany vedou uvnit¥
podstromu; jinak aspon jedna vede ven. (Abychom si ne-
museli délat starosti s tim, jak je minimum a maximum
definované, kdyz z podstromu nevedou zadné nestromové
hrany, domyslime si v kazdém vrcholu smycku.)

Minima a maxima si muZeme predpocitat béhem DFS. Vra-
cime-li se z vrcholu v, do jeho minima zapoc¢itdme minima
v8ech synid a iny vrcholti, do nichZ pfimo z v vede nestro-
mova hrana. Na kazdou stromovou i nestromovou hranu
se pritom podivame konstanta-krat, takze cely predvypo-
Get seb&hne v ¢ase O(n + m). Na kazdy dotaz pak umime
odpovédét v konstantnim case.

Ukol 2: Nejéastéjsi barva

Vrcholy usporfadame podle inti a poridime si intervalovy
strom, ktery ndm bude udrzovat zvlast pocty cervenych,
zelenych a modrych vrcholt. Aktualizace stromu pii zméné
barvy nés stoji logaritmicky ¢as. Chceme-li zjistit majoritni
barvu v podstromu, zeptame se intervalového stromu na za-
stoupeni jednotlivych barev v intervalu mezi inem a outem
kofene podstromu. To stihneme také v ¢ase O(logn).
Ukol 3: Odéitani minima

Dostaneme strom s ohodnocenymi vrcholy. Pak ndm nékdo
ukazuje na podstromy a my v nich méame od vsech hodnot
vrcholi odecist jejich minimum. Aspon jednomu vrcholu
tim hodnotu vynulujeme. Takové vrcholy nadale ignoruje-
me: ani je nezapocitavame do minima, ani od nich neoddi-
tame.

Na chvili zapomeneme na ignorovani nulovych vrcholta. Pak
je tloha snadno fesitelna pomoci linych intervalovych stro-
mi (viz kapitola medvédi knizky odkazovana ze zadéani). Vr-
choly usporadame podle jejich int a nad touto posloupnos-
ti postavime intervalovy strom, jehoz vrcholy (odpovidajici
kanonickym intervaliim) si budou pamatovat dva tidaje: mi-
nimum hodnot v intervalu a instrukeci, o kolik se maji snizit
v8echny hodnoty v intervalu.

Chceme-li spocitat minimum pies podstrom s kofenem v,
zeptame se intervalového stromu na minimum pres interval
(in(v), out(v)). K tomu sta¢i zkombinovat spoéitand mini-
ma v O(logn) kanonickych intervalech.

Chceme-li pak od vsech vrcholu odecist néjaké ¢islo 4, vez-
meme stejny interval jako pri hledani minima, rozlozime
ho na O(logn) kanonickych intervald a do kazdého umisti-
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me instrukci ,,az tudy pujdes pristé, vsechny hodnoty sniz
o 0“. Instrukce pak budeme vyhodnocovat liné: intervalo-
vym stromem budeme béhem vSech operaci prochazet od
kotene dolti a pokazdé, kdyz narazime na néjakou instrukeci,
presuneme ji do obou synt (pfipadné zkombinujeme s in-
strukei, kterd se uz v synech nachézela) a pfislusné upra-
vime jejich minima. Diky tomu plati, ze v ¢asti stromu,
kterou projdeme, uz zadné instrukce nezbyvaji, a operace
mohou probihat, jako by instrukci nebylo.

Liné vyhodnocovani pfitom vSe zpomali konstanta-krat, tu-
diz jak hleddni minima, tak odec¢itani trvaji O(logn).
Pojdme nyni vratit do hry ignorovani nulovych vrchold. To
zafidime tak, ze kdykoliv néjaky vrchol vynulujeme, zméni-
me jeho hodnotu na +o00, takze uz nadéale nebude minimum
ovliviiovat. Pii odecitani budeme ctit, ze +oo — cokoliv =
400, takze nekonecna ztistanou nekonecny.

Po kazdé operaci odecteni tedy potfebujeme najit vSechny
vzniklé nuly. To zafidime nésledujicim prtichodem interva-
lovym stromem do hloubky: Podivime se na kofen inter-
valového stromu (ten pokryvé celou posloupnost). Jestlize
jeho minimum neni 0, nikde v celém stromu nelezi zadna 0,
takze skoné¢ime. Pokud minimum je 0, rekurzivné se zavo-
lame na oba syny.

Takto postupné objevime vSechny nuly v listech interva-
lového stromu. Prosli jsme pfi tom vrcholy, které lezi na
cestach z kofenového intervalu do jednotlivych nul, a pfi-
Staci tedy kazdé nule nat¢tovat ¢as O(logn) na projiti ces-
ty z kofene do této nuly. Stejny ¢as pak budeme potiebovat
na prenastaveni nuly na +oco a pfepocitani minim na cesté
mezi nulou a kofenem (to mizeme délat rovnou pii nédvratu
z rekurze).

Nalezeni a smazani jedné nuly nés tedy stoji éas O(logn).
Jednou smazana nula zmizi navzdy, procez vechna mazani
nul za celou dobu zZivota datové struktury trvaji O(nlogn).

Co tedy vime o ¢asové slozitosti struktury? Inicializace ob-
nasi jen vytvoreni intervalového stromu, takze ji stihneme
v O(n). Kazda operace stoji O(logn), ale jesté musime za
v8echny operace dohromady zaplatit O(nlogn) za mazani
nul. Provedeni k operaci tedy stoji celkem O((n+ k) logn).

Ukol 4: Hrana mezi podstromy

Nejprve si rozmyslime, jak bychom nestromové hrany evi-
dovali, kdyby byly orientované. Hranu z vrcholu x do y
budeme reprezentovat bodem o soufadnicich (in(x), in(y)).
Budeme-li chtit zjistit, zda z podstromu pod v vede néjaka
nestromova hrana do podstromu pod v, sta¢i se zeptat na
existenci bodu v obdélniku uréeném vrcholy (in(u), in(v))
a (out(u), out(v)).

Pouzijeme-li na obdélnikové dotazy 2D intervalovy strom,
budeme je vyfizovat v ¢ase O(logn). Vypéstovani stromu
nas bude pro m nestromovych hran stit O(mlogn).

Neorientované nestromové hrany pak mutzeme budto ukla-
dat v obou orientacich, nebo se naopak ptat jak na hrany
z u-Ckového podstromu do wv-ckového, tak opacné. Oboji
obnasi jen konstantni zpomaleni.

Martin ,Medved“ Mares
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