Korespondenc¢ni Seminar z Programovani
30. ro¢nik KSP Duben 2018

Mili resitelé a resitelky!

Jaro uz je v plném proudu: ptacci zpivaji, poticky a pocitace huci, obc¢as i trochu zasnézi. A my vam
prindsime dalsi sérii znamenitych tlozek, kifupavych jak housticky Cerstvé vytazené z pece (v tomto
pripadé zapékaci jednotky nasi laserové tiskarny).

Na seriél jsme nezapomnéli, jen nabral zpozdéni, takze jsme se rozhodli vydavat seridlové tlohy zv1ast,
s posunutym terminem odevzdani.

Jesté pripomeneme, ze kazdému ftesiteli, ktery ziskd v tomto ro¢niku z kazdé série alespon 5 bodii,
posleme KSP propisku, blok, placku a tieba i néco navic.

Diky feseni KSP se také miZete vyhnout pfijimacim zkouskdam na MFF UK! Staci, kdyz ziskéte
alespoil polovinu bodt z roéniku (tedy 150 bodi) a my vam vystavime osvédéeni uspésného Fesitele,
diky kterému vas prijmou na MFF bez zkousek. Pozor: pokud se na Matfyz hlasite letos a chcete
stihnout osvédceni za tento ro¢nik, musite mit 150 bodu jiz po této sérii. Navic je tfeba odevzdat
feseni do 18. dubna a ozvat se ndm mailem.

Termin série: 14. 5. 2018 v 8:00

Odevzdavani: Pies web na adrese pittps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série: Sladkou odménu si vyslouzi kazdy, kdo odevzdéa alespon t¥i tlozky alespon
tyden pred terminem a ziskd za né kladny pocet bodi.

Ctvrta série tiicatého roéniku KSP

30-4-1 Cernobilé hadani 9 bodu Alé naprlkla(% p1:9 na.sledtil],lcn graf .resvenl Ivleex1stuje - ojbsaf—/
huje celkem ¢tyfi nejkratsi cesty, jenze vSechny prochézeji
Nas kamarad mé pole o n ¢ernych a bilych polickadch. Je jednim spoleénym vrcholem:

ale ponékud stydlivy, takZze nadm pole nechce ukézat. Po
kratkém premlouvani nam prozradil aspon hodnotu n a ta-
ké to, ze v poli je pfesné m souvislych tseku stejné barvy
(napiiklad v poli ###. .## jsou tii), pfiCemz m je fadové
mensi nez n. Kamarad je navic ochoten odpovidat na do-
tazy ,Je v iseku [a, b] aspoii jedno policko bilé/Gerné?“ Na
co nejméné dotazu zjistéte, jak vypada celé pole.

30-4-2 Kocka na stromé 10 bodu

é Ko(zka} \{ylezla na s't,rom a.neumi .SléZt. P}asiéivji jedou 30-4-3 Hippocoin 10 bodu
zachranit. Potfebuji dorazit co nejrychleji, takze se vy-

daji po nejkratsi cesté. Mohlo by se ale stét, zZe tato cesta Na soustiedéni KSP vznikla nové kryptoména hippocoin.

nebude prijezdna. Chtéji tedy vyslat jesté jedno zalozni Chceme vyuzit situace a vydélat obchodovanim s hippo-

auto po jiné nejkratsi cesté, ktera nebude s trasou prvniho coiny co nejvice penéz. Hippocoin lze kupovat a prodévat

auta mit spolecné nic kromé zac¢atku a konce. za penize. Kazdy den je vyhlaSsena nakupni a prodejni ce-

na a my pak mame moznost koupit, nebo prodat libovolny
pocet hippocointi. Kupni cena je pritom vzdy vyssi, nebo
rovna prodejni a vSechny ceny jsou kladné. Na zacatku ma-
me dané mnozstvi penéz a v prubéhu obchodovani nikdy
nesmime mit zdporné mnozstvi hippocointi ani penéz.

Ponékud matemati¢téji feceno, mate zadan ohodnoceny ne-
orientovany graf a dva vrcholy oznacené jako start a cil.
Vasim tkolem je najit mezi nimi dvé vrcholové disjunktni
nejkratsi cesty, pokud existuji. Tim myslime dvé cesty, kte-
ré jsou obé nejkratsi (tedy stejné dlouhé) a nemaji zadny
spole¢ny vrchol kromé startu a cile.

Na naésledujicim obrazku vidite pfiklad grafu s vyznaceny-
mi dvéma vrcholové disjunktnimi nejkratsimi cestami (dél-

ky 7):



https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Hippocoiny i koruny jsou libovolné délitelné — 1ze obchodo-
vat s libovolné malym zlomkem hippocoinu. Mame k dis-
pozici predpovéd, jakd bude ndkupni a prodejni cena hip-
pocoinu v kazdém z nésledujicich k£ dni. Chceme zjistit,
jak obchodovat (tedy kolik hippocoinii ktery den nakoupit
¢ prodat), abychom na konci k-tého dne méli co nejvice
korun, pokud se bude cena vyvijet pfesné podle nasi pred-
povédi.

Leh¢i varianta (za 7 bodu): Vyfeste tlohu pro pfipad,
@ kdy ndkupni cena je vzdy stejna jako prodejni.

30-4-4 Malovani 2.0 12 bodu

Pravé vysla nova verze programu Malovani! Umi sice jenom
¢ernobilé obrazky o n x m pixelech, ale zato nabizi skvély
novy nastroj: magicky stétec. Ten vsem pixeldim ve ¢tverci
k x k okolo mista, kam jsme klikli, prohodi barvu na opac-
nou. Zatim jsme nepiisli na to, kde se velikost ctverce da
nastavit, takze k povazujeme za konstantu.

Piesnéji: Pokud klikneme na poli¢ko se soufadnicemi (a, b),
prohod{ se barva vSem pixelim (z,y) takovym ze, a < x <
a+kab<y<b+ k. Ctverec nesmi pfecnivat pies okraj
obrazku, tedy musi platit a + k <n, b+ k <m.

Zajima nas, které obrazky se magickym Stétcem daji na-
kreslit. Dostaneme zadany ¢ernobily obrazek velikosti n xm
a velikost Stétce k. Mame zjistit, zda lze tento obrazek vy-
tvorit pouzivanim magického Stétce na zpocatku bilou plo-
chu.

30-4-5 Frnakovnik 10 bodu

Na trzisti se objevil tajuplny stanek, v némz bélovlasa
W1l stafena s bradavici na nose prodava dzus z frinadkovni-
ku. Jak jisté vite, staci ho vypit jedinou sklenku a nos se
vam prodlouzi do nevidanych rozméri, k velkému pobaveni
§irého okoli. Jaky by to byl skvély darek na narozeninovou
party vaseho nejlepsiho nepfitele!

Stafena je ovsem ponékud vybirava v tom, komu a jak dzus
prodéa. Kazdy si musi prinést své vlastni nadoby, které mu
naplni az po okraj. Navic je ochotna prodat pouze takové
celkové mnozstvi dzusu, které je nasobkem 7 dl.

Poridili jste si N riznych nadob s celo¢iselnymi kapacitami
ki, ..., kndl a chcete z nich vybrat takové, aby soucet
jejich objemt byl nasobkem 7dl a pfitom byl co nejvétsi.
Vymyslete algoritmus, ktery tyto nadoby najde.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamiks
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj
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vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete celé ¢islo IV
udavajici pocet nadob. Na kazdém z dalsich N fadku dosta-
nete celé ¢islo udavajici objem jedné nadoby v decilitrech.

Formadt vystupu: Na prvni fadek vypiste dvé celé ¢isla od-
délend mezerou: nejvétsi mnozstvi dzusu, které lze zakou-
pit, a pocet nddob, které pfi tom budou naplnény (k). Na
dalsich k£ radkt vypiste poradova cisla pouzitych néadob.
Nadoby c¢islujeme od nuly v poradi, v jakém se objevily
na vstupu. Pokud existuje vice spravnych feSeni, vypiste
libovolné. Pokud neexistuje zadné feseni, vypiSte jen prvni
radek obsahujici 0 0.

Pocet nadob a jejich objemy jsou mensi nez 23!, ale na
soufty uZ muZete potfebovat 64-bitovd ¢isla (long long
v Cécku).

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

5 21 3
2 0

3 3

2 4

2
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30-4-6 Takrka nudna uloha 14 bodu

Na vstupu mame dva textové Fetézce. Chceme najit jejich
nejdelsi spolecnou podposloupnost. Co se tim mysli? Pod-
posloupnost vznikne z posloupnosti vyskrtanim nékterych
prvki: napriklad abc, acdf nebo prazdny fetézec jsou pod-
posloupnostmi fetézce abcdef. Nevyskrtnuté prvky pritom
musi zustat v ptivodnim poradi. Nasim cilem je najit nejdel-
§i Fetézec, ktery je podposloupnosti obou zadanych fetézca.

Nuda, feknete si — tohle je pfeci dobie zndmé tuloha, na
kterou existuje algoritmus s ¢asovou slozitost{ O(n?) a pa-
métovou také O(n?) pro dva fetézce délky n. Najdete ho
napiiklad v nasi kuchaice o dynamickém programovéni.t

Kdepak, zadna nuda to nebude. Zadané Fetézce jsou totiz
tak dlouhé, Ze si nemtizeme dovolit vic nez linedrné mnoho
pameéti. Vymyslete proto co nejrychlejsi algoritmus na nale-
zeni nejdelsi spoleéné podposloupnosti, kterému staci O(n)
paméti. Prozradime jesté, Ze by se k tomu mohla hodit i
kuchaika na metodu Rozdél a panuj.?

Tuto velmi zajimavou sérii uloh vam zcela jisté prinesli
organizdatori KSP, ne pan Ndpovéda. Na to se muzete sto-
procentné spolehnout.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

Recepty z programatorské kucharky: Toky v sitich

Ukéazeme si uméle znéjici tlohu, kterou posléze zmatema-
tizujeme, vyfeSime a dokdzeme vlastnosti feseni. Nakonec
prijdou Cetnd uziti, kterd oziejmi, pro¢ jsme se snazili.
Latka je lehce pokrocila, takze vézte, ze budete potiebovat
znat grafy.
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Uméle znéjici uloha
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Rusky petrobaron vlastni ropna
nalezisté na Sibifi a trubky vedou-
ci do Evropy. Trubky vedou mezi
nalezisti, uzlovymi body a konco-
vymi body, kde ropu pfebiraji od-
bératelé.

Kazda trubka miize a nemusi mit
definovano, kterym smérem ji ma
téci ropa. Pro kazdou trubku zvlast vi-

me, kolik nejvyse ji za hodinu protlac¢ime.

o

Nalezisté jsou bezednd a mohou posilat neomezend mnoz-
stvi ropy. Odbératelé také dokazi neomezena mnozstvi ropy
z koncovych bodtt odebirat. Petrobaron celi problému, jak
protlacit danou distribuéni siti co nejvice ropy za hodinu ze
zdroju k odbératelim.

Zapeklité je to zejména kvili tomu, Ze v uzlovych bodech
nelze ropu hromadit, ani palit — rozhodné tedy nejde bez
rozmyslu piikazat, at kazdou trubkou te¢e maximum, pro-
toze bychom poskodili cenné zafizeni a v uniklé ropé utopili
vse zivé.

Zmatematizovani

V zadani vidime graf, ktery obsahuje orientované i neorien-
tované hrany, kde je né€jakda podmnozina vrchold oznacena
jako zdroje a jina jako... rikejme tomu treba stoky.

Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se hned na tvod
mnohocetnosti zdrojt a stokt. Prikreslime si dva nové vr-
choly — z nadzdroje budeme posilat ropu do vSech zdroj1,
do nadstoku budeme posilat ropu ze vSech stoku. Kapacitu
prikreslenych hran pak nastavime na nekonecno.

Ted ndm stac¢i vymyslet algoritmus, ktery

fesi problém s pravé jednim zdrojem /,Aw/ .

a pravé jednim stokem.

2
KazZdou takovou hranu v kazdém

zadani zménime na dvojici protl-

smérnych orientovanych hran se stejnou kapacitou. V algo-
ritmu pak uz mizeme poéitat jen s hranami orientovanymi.

Kazdy vstup totiz popsanym zpu—
sobem prevedeme, posleme ho
algoritmu a z vystupu prosté
jen odstranime dva pfidané vr-
choly a pfipojené hrany.

Podobné se zbavime neoriento-
vanych hran.

vvvvvv

dany tok.

Na vstupu dostavame ohodnoceni hran nezapornymi ¢isly
a nasim tukolem je sestavit jiné ohodnoceni téch samych
(vSech) hran.

Je dtlezité, aby se ndm to nepletlo — ohodnoceni ze vstupu
se Fikd kapacita a znadi se c(e), konstruované ohodnoceni
se jmenuje tok a oznacujeme ho f(e).

f = 3f
X

-2 R
6 i

Konstruované ohodnoceni se sna-
Zime maximalizovat, ale omezu-
je nés kapacita a Kirchhoffuv za-
kon.

Tak budeme fikat podmince na
to, Ze soucet toku na hranach,
které do vrcholu vstupuji, musi
byt stejny jako soucCet toku na
hranéach, které z vrcholu vystu-
puji. Mate-li radi fyziku nebo berete-li $kolu vazné, davod
k takovému pojmenovani jisté chapete.

Formélné ony dvé podminky vypadaji takto:
c(e)
VoeV\{zs}: Y fluv)=

uvekr

Vee E: f(e) <

> fwi)
VUEE
Kirchhoffova podminka se samozfejmé netyka ani zdroje,
ani stoku — tam nam naopak jde o to ji co nejvice porusit.
Velikost toku je nejsnazsi méfit na nich. Budeme ji defino-
vat jako rozdil mezi souctem odtokd a souctem pritokd ve
zdroji.

K zamysleni

¢ Nastavit ohodnoceni hrany (kapacitu) na skuteéné ne-
konecno v nasem programovacim jazyce nemusi jit. Pak
se to Tesi tim, ze se zvoli dostatecné velké ¢islo. Jak co
nejmensi, ale stale bezpecné, rychle ze zadani urcit? Stej-
ny problém se fesi tieba v Dijkstrové algoritmu, ale i ve
spousté dalsich.

Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si za-
slouzi podrobnéjsi rozbor, nez jaky jsme jim vénovali
v textu. Jak spolehlivé pfevedeme feSeni algoritmu do
puvodni sité?

Vymysleli jsme, jak vyfesit vice zdroju a stoki a jak oset-
it obousmérné trubky. Co kdyby bylo v zaddni omezeni
na prutok vrcholy?

Umite dokazat, ze je absolutni hodnota rozdilu pfitoku
a odtoku stejnd na zdroji i na stoku? Tedy Ze bychom
mohli velikost toku stejné tak dobie méfit i na stoku?

Reseni

Problém je velmi studovany a k jeho feSeni existuji dva
velké pristupy, které jsou humorné protikladné. Ten prvni
vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje. Druhy si napiska
veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho
opravuje.

Predvedeme si onen prvni zpusob a algoritmus, ktery se
podle svych autort jmenuje Fordtv-Fulkersontiv. Bude se
nam odted hodit tvarit se, jako Ze mezi kazdymi dvéma
vrcholy vede obéma sméry hrana. Tam, kde ze vstupu ne-
ptisla, si domyslime jednu s nulovou kapacitou.

Predstavme si graf, na kterém pocitame tok, a dejme tomu,
ze uz néjaky tok mame — tfeba prazdny. Predstavme si, ze
jsme ropny magnat a kazdy rozdil mezi kapacitou potrubi
a jejim vyuzitim (tokem) nés stoji miliony dolar.



Ui jsme se smifili s tim, ze kazda
trubka nemtze byt vyuzita na ma-
ximum, ale zkusme si vyznacit ty

hrany, kde c(e) # f(e).

Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do
nadstoku, kterd vede pouze po tako-
vych hranach?

\/ 7
\/

MiuzZeme vzit minimum z rozdild na kaz-
%} " de hrané a o toto ¢islo navysit tok na kazdé
z nich! Ani kapacitni, ani Kirchhoffovu podmin-
ku to jisté neposkodi.
Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, Ze tok
vylepsit nejde? Ne tiplné. Predstavte si nasledujici situaci:
W
Z1l

&

Copak nejde zlep$it? Jde! Neni na to prvni pohled tplné
jasné, ale miizeme zlepsovat vysledny tok i tim, Ze ho na
protismérné ¢asti cesty snizime. Samoziejmé vSak nesmime
nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, ze si ted trochu kazime grafovou terminolo-
gii — co je to za cestu v orientovaném grafu, kterd nemusi
respektovat orientaci hran?)

TakZe jaka je pfesné podminka pro ,,vyznaceni hrany ud?
Nastavé f(ub) < c(ub) nebo f(vi) > 0. Potom ji lze zlepsit
o c(uv) — f(ud) + f(vi).

Hledéni vSech vhodnych (,zlepsujicich®) cest tedy mizeme
délat prostym prohledavanim do sifky pifes vyznacené hra-
ny. Budeme to délat opakované znovu a znovu, az zadnou
takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysle-
dek.

Analyza algoritmu

Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do
situace, ve které neexistuje zlepsujici cesta.

Znamena tato neexistence, ze je vysledny tok maximalni?
Opacna implikace je jasnd — maximalni tok zlepsit zadnym
zplusobem neptjde, takze ani pres zlepsujici cesticky.

KdyZ zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadna ta-
kova cesta neni, miiZeme si poznamenat vSechny vrcholy,
kam jsme se pomoci prohleddvéani zlepsitelnych hran jes-
té dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam
jsme zacali) a jisté nebude obsahovat stok (to by existovala
zlepsujici cesta).

Na hranéach mezi touto mnozinou a jejim dopliikem nemii-
zeme zlepSovat, jinak by se po nich nas program pustil dal
a mnozinu vrcholli, kam se dostal, by rozsitil. Vsechny hra-
ny sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro v8echny hrany
sméfujici dovnitt plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvoii 7ez nasSim grafem. Odvolame se v tuto
chvili na vasi intuici — tok nemutze byt vétsi nez libovolny
fez. 7 toho uz dostavame, Ze nas algoritmus nasel tok ma-
ximéalni, protoze nasel také fez, ktery zarucuje, ze nemiize
existovat tok vétsi.

3 http://kam.mff.cuni.cz/"valla/kg.html|
4 http: //pruvodce.ucw.cz/|

Formalnéjsi predvedeni najdete ve skriptickach z kombina-
toriky.?

Casova sloZitost

Je mozné dobu béhu omezit poctem vrcholi a hran? Vyse
uvedenym postupem na grafu s celo¢iselnymi kapacitami
kazdou nalezenou cestou zvysSime tok alespon o jednotku,
takze program nebude bézet déle, nez je soucet vSech ka-
pacit. Ale to neni moc uspokojivy odhad, protoze zalezi na
ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skutecné prohledéavanim do sii-
ky, bude pocet kroktt v O(nm?), protoze se d ukazat, ze se
hrany, které pfi zlepSovani cesty tvori minimum, postupné
vzdaluji od zdroje. Pak médme O(m) ¢asu k nalezeni cesty
a m hran, které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak
skutecné je, je lehce zdlouhavé intelektualni cviceni. Nechat
si prozradit postup muzete tfeba v druhém vydani Intro-
duction to Algorithms na strané 662.

O vylepseni daného postupu si muzete precist v kapitole
o tocich v knize Priivodce labyrintem algoritmi* od Mar-
tina Marese, ukazka druhého pristupu k reseni hledani ma-
ximalniho toku je tam také.

K zamysleni

e Dilezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celo-
¢iselné kapacity, vrati celociselny tok. Bude se ndm to
hodit v aplikacich. Dokazete to?

Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hleda cesty obec-
nym zpusobem, a takovym, ktery to déla prohledavanim
do sirky, je ze slozitostniho hlediska docela velky, a proto
se tomu druhému obcas Fikd Edmondstv-Karptiv. Najdé-
te maly graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpuso-
bi, Ze F-F pobézi skutecné v zavislosti na velikosti kapa-
cit.

Mtizete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni gra-
fu s realnymi kapacitami, na kterém F-F pro danou (ne-
sikovnou) posloupnost cest nikdy neskondi.

Skon¢i algoritmus v kone¢ném case, jsou-li kapacity ¢isla
racionalni?

Uziti
Parovani v bipartitnich grafech

Méme-li za tkol najit na plese co nejvice tanecnicim ta-
necénika, kterého znaji, stojime pred zadsadnim a nelehkym
tkolem.

Co tfeba postavit na zakladé zndmosti bipartitni graf me-
zi partitou tanec¢nikti a partitou tanecnic, pfidat zdroj za
kluky a stok za holky, tyto k nim pfipojit hranami s jednot-
kovou kapacitou, hranam v bipartitnim grafu také nastavit
jednotkové kapacity a nakonec vSechno zorientovat smérem
do stoku?

zdroj
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Maximalni celociselny tok, ktery na tomto grafu ziskame,
nam hrany bipartitniho grafu rozdéli na nevybrané s to-
kem 0 a vybrané s tokem 1. Mizou vybrané hrany sdilet
tanec¢nika? Tézko, kdyZ do néj tece nejvyse jednotkovy tok
a musi platit Kirchhoffiiv zdkon. A podobné s tane¢nicemi.
Vybrané hrany nam proto vytvori parovani. A protoze jsme
nasli maximalni tok, jde o parovani nejvétsi. Kdyby existo-
valo parovani vétsi, dokézali bychom z néj zveétsit tok.
Hledani hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu u do vrcholu v, mu-
7e nés zajimat (tfeba kvili spolehlivosti, s jakou se umime
dostat do cile), kolik mezi nimi existuje cest, které:

¢ nesdili hrany, nebo
e nesdili vrcholy. (Tato podminka je silnéjsi. Kdyz dvé ces-
ty nesdili vrcholy, nesdili hrany.)

Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximalniho to-
ku. V obou piipadech nastavime u jako zdroj a v jako stok.
V prvnim pripadé nastavime jednotkové kapacity vSem hra-
nam, v druhém navic vsem vrcholtim.

Ford-Fulkerson nastavil nékterym hranam jednotkovy tok,
nékterym nulovy. Nulové nyni z grafu vyhodime. Pokud
jsme hledali hranové disjunktni cesty, mizeme nyni ziskat
tfeba takovyto graf:

zdroj tok
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Jak z néj vykresat kyzeny vysledek? Zacneme prochézet ze
zdroje zbylé hrany. Vzdy, kdyz se dostaneme do vrcholu,
ve kterém uz jsme v tom samém priichodu byli, vyhodi-
me z grafu vSechny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili.
(Hodnota toku se tim nezméni.)

Prtichodem grafu se vidy mtzeme dostat az do stoku (vSu-
de jinde budeme moci podle Kirchhoffova zakona jit dal —
dost to pfipomina Givahu o eulerovskych tazich), a® protoze
jsme mezitim agilné odstranovali cykly, dostali jsme cestu.
Vratime ji jako jeden vysledek, smazeme jeji hrany, a pokud
jesté tok neni nulovy, pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty
je navic pocet hranové/vrcholové disjunktnich cest roven
stupni hranové/vrcholové souvislosti grafu — mame tedy ny-
ni algoritmus, ktery ji najde.

K zamysleni

e Uvaha nebyla naprosto p¥imocara kvili cyklim v nale-
zeném toku. Rik4 se jim cirkulace. Je jasné, Ze v piipadé
hledani hranové disjunktnich cest vzniknout mohou. Co
v ptipadé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme
omezili tok vrcholy?

® Nepracuje ndhodou neupraveny Edmondsiv-Karpuv al-
goritmus rychleji, pokud je graf, jak jsme ted opakované
vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jednickami?

Dnesni menu serviroval

Lukds Lansky
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Vzorova reSeni druhé série tricatého roéniku KSP

30-2-1 Zaneprazdnény org

Necht N zna¢i pocet tydnti v databazi, M podcet riznych
hodnot zaneprazdnénosti v databazi a () pocet dotazt.

V prvni fadé se zbavime nutnosti zachazet s velkymi ¢isly —
zadani totiz neslibuje, Ze hodnoty zaneprazdnénosti budou
jakkoliv rozumné nebo malé. Idedlné bychom chtéli piecis-
lovat hodnoty na vstupu na ¢isla 1 az M, pfi¢emz to samé
precislovani pak potfebujeme i béhem dotazovani. Jak to
zafidit, si nechdme na samotny zavér Feseni a pro ted si
dovolime predpoklédat, ze ¢isla uz pfrecislovana jsou.

Ulohu mtizeme zjednodusit pouzitim prefixovych souctiL.
Necht dy (K) znaci odpovéd na otdzku ,Kolikrét se v prv-
nich K tydnech vyskytlo hodnoceni H7“. Rozmyslete si, ze
odpovéd na dotaz ,Kolikrat se v tydnech £ az r vyskytlo
hodnoceni H?“ je rovna dg(r) —dg(l — 1).

Hodnoty dy si umime pfimocafe predpocitat: vzdy polo-
Zime dy (i) = dg(i — 1), a pokud A; = H, zvétsime jes-
t€ dp(i) o jedna. Muzeme tedy spoéist dy pro vSechna
H (1 < H < M), ¢imz dostavdme algoritmus pot¥ebuji-
¢l O(NM) ¢asu na predvypocet a O(1) ¢asu na dotaz.

Predvypocet zbytecné brzdi fakt, Ze v naprosté vétsiné dy
se ,nic nedéje“: pro konkrétni ¢ ziistanou témér vsSechna
dpr () oproti dg (i — 1) stejnd, jen jedno se zvysi o jednic-
ku. Toho mizeme vyuzit a zrychlit predvypocet na tkor
drobného zpomaleni dotazii.

Pro kazdé H si v néjakém poli py zapamatujeme jen ty
pozice, na kterych se dg méni, tedy pfesné ty pozice i, pro
kterda A; = H. VSechna py zvladneme spocitat najednou
tak, Ze projdeme A zleva a za kazdé policko pfipiSeme do
prislusného py aktualni index. Po dobéhnuti budou v kaz-
dém py indexy vSech vyskytt H v poli A, navic vzestupné
sefazené.

Casova i pamétova slozitost predvypoctu je ©(N), proto-
7e vSe zafidime jednim prtichodem pole a soucet velikosti
vSech py je N.

Jak budeme odpovidat na dotaz? Pro konkrétni H a ¢ chce-
me rychle spoéitat dg (i), tedy pocet vyskytt hodnoty H
v Ai,...,A;. Vsechny vyskyty mame ale zapsané v py,
a jeSté sefazené. Rozmyslete si, Ze odpovéd je presné in-
dex, na kterém skoncime, kdyz v py binarné vyhledame 1.
Konkrétné pouzijeme variantu binarniho vyhledavani, kte-
ra v piipadé, ze se ¢ v poli nenachazi, najde nejblizsi nizsi
¢islo (iprava neni slozita a naleznete ji i v nasi kuchaice).®
Pro kazdy dotaz tedy provedeme dvé binarni vyhledavani
v poli o velikosti az O(N). Casova slozitost jednoho dotazu
tedy bude O(log N). Pamétova zistava O(N), protoze si
musime pamatovat vSechna pg.

Precislovani

Zbyva si fict, jak budeme provadét precislovani. Mame tu
vyhodu, Ze ndm nezalezi, jaka zaneprazdnénost se precislu-
je na co, dokud budou pfecislovana c¢isla dostate¢né mala.
Muzeme tak pouzit velmi jednoduché feseni zaloZené na
hesSovani. V pfipadé, Zze bychom chtéli napriklad zachovat
i vzéjemnou velikost (aby bylo jedno pfeéislované ¢islo vétsi
nez jiné pravé tehdy, kdyz tomu tak bylo i pfed precislo-
vanim), mohli bychom pouzit kombinaci Fazeni, odstranéni
duplikatd a néasledného binarniho vyhledavani — detaily si
zkuste rozmyslet.

V hesovacim feSeni budeme vyrabét hesovaci tabulku, ktera
kazdé zaneprazdnénosti unikatné prifadi ¢islo mezi 1 a M.
Budeme pole prochazet zleva a kdykoliv narazime na za-
neprazdnénost, kterou jesté nemame v tabulce, pfidame ji
a prifadime ji nejmensi jesté nepouzité ¢islo (coz je, mimo-
chodem, pocet zdznamu v tabulce plus jedna).

Tak v pramérném c¢ase O(N) vyrobime tabulku, které se
v O(1) (také v primérném ¢ase) miizeme ptat na piecislova-
ni libovolné hodnoty. Slozitost precislovani se tedy ,ztrati*
ve slozitosti pfedvypoctu i dotazovani, takze casova i pa-
métova slozitost algoritmu zistane nezménéna.

Béhem dotazovani se ndm také muize stat, ze danou hod-
notu neumime precislovat, protoze ji vidime poprvé. Pak je
ale odpovéd zfejmé nula.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-1.py

Risa Hladik

30-2-2 Hardwarovy generator

Protoze jsou ¢isla hardwarovym generatorem generovana
rovnomeérné, je pravdépodobnost, Ze se trefi do intervalu
[a,b], rovna b — a. Takze si miZzeme pro kazdy prvek, kte-
ry chceme generovat, vyrobit interval stejné délky, jakou
ma mit pravdépodobnost. Navic intervaly vyrobime tak,
aby na sebe navazovaly a dohromady tak pokryly celou
plochu [0,1]. Pak uZ ndm zbyvd jenom umét v seznamu
intervalil najit ten, ktery obsahuje vygenerované ¢islo, coz
mizeme udélat bindrnim vyhledavanim v ¢ase O(log M).
To je sice docela rychlé, ale jde to lépe.

Prvni trik spoc¢iva v tom, Ze si vyrobime pole, kde si na i-ty
prvek zapiSeme, kolikity interval obsahuje ¢islo i/M, a pak
ho budeme pouzivat jako vyhledavaci tabulku pro ,prvni
skok“ pri hledani. Timto skokem zmensime prohledavany
interval na okénko velké 1/M (od /M do (i+1)/M). Mize
ndm v ném ale potfad zbyt az ©(M) malych podintervali,
takze v nejhorsim pfipadé to mize porad trvat O(log M).

V pramérném pripadé jsme se ale dostali na konstantu, pro-
toZe dohromady je tam O(M) hranic intervali a pramérné
tak budou mit v sobé vyhledavaci okénka jen O(1) hranic.
Predpocitani stihneme hravé linearné, staci projit vsechny
intervaly a zaroven s tim si posouvat index vzdy, kdyz se
dostaneme pres index/M.

To ale porad neni Uplné optimélni, mohli bychom jesté
chtit, aby generovani trvalo vzdy konstantné dlouho. Mu-
zeme intervaly chytie rozkouskovat a rozdélit mezi okénka
tak, aby se ndm nikde nenahromadily, jako kdyz jsme to

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/binarni-vyhledavani|
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udélali naivné v zadaném poradi. Vybudujeme si tabulku,
kde v kazdém okénku velikosti 1/M budou maximélné dva
intervaly.

Abychom toho docilili, udélame si dvé fronty — pro intervaly
kratsi nez 1/M a delsi nez 1/M. Intervaly dlouhé pravé
1/M vyfesime zvlast; na ty nepotfebujeme frontu, mizeme
si prosté pamatovat jejich pocet a na konci je umistit do
zbylych okének.

V kazdém kroku algoritmu vytahneme z fronty kratkych
intervald jeden interval, umistime ho na zacatek okénka
a doplnime ¢asti jednoho dlouhého intervalu. Zbytek toho
dlouhého vratime do fronty (podle jeho zbyvajici délky ho
zafadime do pat¥i¢né fronty).

Napriklad pro ¢tyfi intervaly délek 0.7, 0.1, 0.1, 0.1 bude
ptvodni a nové rozdéleni vypadat nasledovné:

| ) ] ] ]
1/M

Vsimneme si, Zze pokud budeme takto postupovat, v kazdém
kroku zaplnime jedno okénko a celkovy pocet zbyvajicich
intervalil snizime o jednicku (kratky interval spotfebujeme,
zatimco dlouhy jen zkratime; pfipadné spotfebujeme jeden
interval délky pfesné 1/M). Tedy pocet nezaplnénych oké-
nek bude vZdy stejny jako pocet zbyvajicich intervald (na
zacatku je obojiho M a snizuji se spoleéné).

Ovsem musime ukazat, Ze vzZdy muzeme popsany krok udé-
lat. Dle argumentu vysSe nam na zacatku libovolného kroku
zbyva k okének k zaplnéni s celkovou délkou k/M a k inter-
valti k umisténi. Celkova délka zbyvajicich intervalti musi
byt také k/M, jinak bychom nemohli zbyld okénka presné
zaplnit. A snadno si rozmyslite, ze kdyz méame k interva-
14 celkové délky k/M, bud maji vSechny délku presné 1/M,
nebo je mezi nimi alespon jeden kratsi a alespon jeden delsi.

Hledani provedeme velmi podobné jako v primérné kon-
stantni verzi — najdeme si okénko, podivame se, jestli je
¢islo v prvnim nebo druhém intervalu, a podle toho vrati-
me vysledek.

Operace s frontou (neprioritni) trvaji O(1) a pro kazdé
okénko a kazdy interval na vstupu jich udélame konstantné
mnoho. Nic dalsiho pfekvapivého algoritmus nedéla, takze
slozitost vybudovani vyhledavaci tabulky je O(M). Slozi-
tost hledani je O(1), provede se tam jenom jedno vyhledani
v tabulce a porovnani. Dokonce i prakticky by bylo o dost
rychlejsi nez binarni vyhledavani, nejsou tam zadné velké
skryté konstanty.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-2.pyl

Standa Lukes

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

30-2-3 Siieni viru podruhé

Nejprve bychom se vadm méli piiznat, ze tato tloha dopadla
uplné jinak, nez jsme planovali. Jeji autor mél totiz vymys-
lené feseni, které bylo elegantni, linearni ... a bohuzel do-
Cista Spatné. A ani dlouhé pfemysleni a patrani v moudrych
knihach ho nepomohlo zachranit. Inu, i mistr kat se nékdy
utne.

Presto jsme par zajimavych feseni vymysleli. Vyuzivaji tro-
chu drsnéjsi prostredky, nez na jaké jsme v KSPcku zvykli.
Ale nebojte se, (moc) nekousou.

Jesté si pfipomenme tlohu: pro kazdy vrchol v orientova-
ném grafu chceme zjistit, kolik vrchold je z néj dosazitel-
nych (tj. vede do nich cesta). Ozna¢ime N pocet vrchold a
M pocet hran.

Nejprve si rozmyslime triviadlni pomalé feSeni: z kazdého
vrcholu spustime prohledédvéani do hloubky nebo do $itky a
spocitame, do kolika vrchold se dostalo. Jedno prohledani
trvad O(M), vSechna dohromady O(NM). [Drze pfedpokla-
dame, ze graf nema izolované vrcholy, jinak bychom museli
psat O(N + M) misto O(M), abychom stihli inicializaci.]

Lehéi varianta a bitové vektory

Nyni ukdzeme, jak trochu rychleji vyresit lehéi variantu.
V ni mame slibeno, ze graf neobsahuje zadné cykly. Takové
grafy mizeme topologicky usporddat — tedy ocislovat vr-
choly tak, aby hrany vedly vzdy z vrcholu s niz§im cislem
do vrcholu s vys$im éislem. Jak vime z grafové kuchaiky,”
topologické usporadéni lze najit v ¢ase O(M).

Necht vy, ...,vy je néjaké topologické poradi vrcholt. Pro
kazdy vrchol v; budeme chtit spocitat, které vrcholy z néj
jsou dosazitelné. To budeme reprezentovat polem M;, které
bude obsahovat N nul a jednicek, pficemz na j-tém misté
bude 1 pravé tehdy, kdyZ v; je dosaZitelné z v;.

Tato pole budeme pocitat v opacném topologickém potadi.
My je snadné: jelikoZz z vy nemuze vést zadna hrana, je
z vy dosazitelny pouze on sam; proto My[N] =1 a vSech-
na ostatni My[j] = 0. Spocitat ostatni M; nebude o mnoho
vSechna M; pro j > i. Tehdy se podivame na vSechny vr-
choly v;, do nichzZ vede hrana z v;, a spoc¢itdme logicky OR
jejich poli M;. Pfesnéji fe€eno, M, [k] nastavime na 1 pravé
tehdy, existuje-li j takové, ze v;v; je hrana a M;[k] = 1.
A nakonec nastavime M;[i] = 1, protoze kazdy vrchol je
dosazitelny ze sebe sama.

Proc¢ to funguje? Pokud je z v; dosazitelny vy, znamena to,
ze z v; do vy vede né&jaka cesta. Ta je budto trividlni (teh-
dy i = k), nebo mé néjaky druhy vrchol v; (j > ). Z néj
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je ovSem také dosazitelny vy, takze M,[k] = 1. Proto nas
algoritmus nastavi M;[k] = 1. A opaé¢né: kdykoliv nas algo-
ritmus prohlési, ze z v; je dosazitelny v, ucini tak proto,
ze je vy dosazitelny z néjakého vrcholu v;, do néjz z v; vede
hrana.

Algoritmus je tedy spréavné. Jakou ma casovou slozitost?
Pro kazdy vrchol pocitame OR tolika poli, kolik do vrcholu
vede hran. Celkem tedy zORujeme tolik poli, kolik je v celém
grafu hran, tedy M. Jelikoz jeden OR trvad O(N), dostaneme
dohromady O(NM). Jesté ale musime pro kazdy vrchol
spocitat, kolik je v jeho poli jednicek. To stihneme v case
O(N?), takze cely algoritmus pobézi v O(NM + N?)
O(NM).

Vida, to je stejné pomalé jako trividlni algoritmus. Tak si
pomuzeme oblibenym trikem: kazdé pole rozdélime na blo-
ky velikosti [log, N a tyto bloky zakédujeme do pfiroze-
nych ¢isel: nuly a jednicky v bloku prohlasime za dvojkovy
zapis ¢isla. Vznikl4 ¢isla jsou mensi nez R = 21082 N1 < 9N,
tedy zadné veliké obludy, které by se nevesly do bézné ¢i-
selné proménné. A OR poli pak sta¢i pocitat po blocich:
za kazdy blok spocitame jenom jeden bitovy OR dvou ¢isel
v konstantnim case.

Tim jsme ORovani blokt (log N)-krat zrychlili, takze jsme
ze slozitosti O(N M) udélali O(NM/log N). Nevelké zrych-
leni, ale aspoii néjaké. (Mimochodem, to neni zadny éisté
teoreticky trik: bitova pole se takto v programech reprezen-
tuji bézné a vyplaci se to.)

Slozitost celého algoritmu nam ovsem kazi zavérec¢né po-
¢itani jednicek v ¢ase O(N?). I to miZzeme zrychlit po-
moci blokt: pfedpocitame si tabulku ¢(0), ..., ¢(R — 1),
ktera nam ftekne, kolik je v kazdém mozném kédu bloku
jedni¢ek. Tabulku si pofidime snadno: polozime ¢(0) = 0
a ¢(1) = 1, pak pro vSechna i vypoéteme c(2i) = (i),
¢(2i + 1) = ¢(i) + 1. Pomoci této tabulky pak spocitdme
jednicky v poli (log N)-krat rychleji nez predtim.

Vse dohromady pak potrva O(NM/log N + N?/log N) =
O(NM/log N).

Prevod téZsi varianty na leh¢i

Nyni vyfesime obecnou variantu, v niz uz mize graf ob-
sahovat cykly. Vyuzijeme dalsiho Sikovného nastroje z nasi
kucharky o grafech, totiz komponent silné souvislosti. Kom-
ponenta silné souvislosti je skupina vrcholi, ve které se da
dostat z kazdého do kazdého. Vsechny tedy budou mit stej-
ny vysledek.

Poridime si graf komponent silné souvislosti. To je graf,
jehoz vrcholy odpovidaji komponentdm ptvodniho grafu
a hrana vede z C7 do Cy pravé tehdy, kdyz v puvodnim
grafu vede hrana z néjakého vrcholu v; € C; do néjaké-
ho vrcholu ve € Cy. (Také si to mizeme piestavit tak, ze
kazdou komponentu stdhneme do jediného vrcholu.)

V knizce Priivodce labyrintem algoritm@® se dokazuje, 7e
graf komponent je mozné sestrojit v ¢ase O(M) a Ze tento
graf neobsahuje cykly. Mizeme na néj tedy spustit predcho-
zi Teseni. Z néj se dozvime, kterda komponenta je dosazitelna
z které. Pak stac¢i pro kazdy vrchol poscitat velikosti vSech
komponent, které jsou dosazitelné z jeho komponenty.

Konstrukece grafu komponent trva O(M), pfedchozi Feseni
sebéhne v éase O(NM/log N) a zavéreéné poséitani stih-
neme v O(N?). I pro obecny graf tedy tilohu umime vytesit
v dase O(N? + NM/log N).

8 http://pruvodce.ucw.cz/

Jesté dodejme, ze nékteri z vas se pokouseli pfi konstruovani
grafu komponent rtizné spojovat vrcholy a opomnéli, Ze pii
takové operaci je potfeba prepojovat hrany. Pravé kvili
hrandm mé takovy algoritmus ¢asovou slozitost O(NM).

Kouzlo s nasobenim matic

g:} Pro husté grafy (coZ jsou ty, které maji fadové N2 hran)
existuje jesté efektivnéjsi algoritmus zaloZzeny na néso-

beni matic. Pojdme ho alespoii struéné nacrtnout.

Vrcholy zadaného grafu ocislujeme vq,...,vy. Vytvorime
matici sousednosti grafu, coz je matice A rozméru N x N
obsahujici nuly a jednicky. Na policko A;; napiSeme jed-
nicku pravé tehdy, kdyz z v; do v; vede hrana. UkdZeme,
jak z této matice spocitat matici dosaZitelnosti, ktera svymi
nulami a jednickami indikuje, odkud kam vede cesta. Posci-
tanim hodnot v fadcich se z matice dosazitelnosti dozvime
feSeni nasi ulohy.

Definujme nasobeni ¢tvercovych matic: soucin matic X a Y
je matice Z takova, Ze Z;; = Z]kvzl Xik - Yy;. Co se stane,
kdyZ za X i Y dosadime nasi matici sousednosti A? Cis-
lo Z;; bude fikat, kolik existuje vrcholt vy takovych, zZe
Vik 1 vg; jsou hrany. Bude tedy udévat pocet sledii o dvou
hranéach z v; do v; (sled je néco jako cesta, ale smi se na
ném opakovat vrcholy i hrany). Podobné nahlédneme, ze
A3 = A- A Audava pocty sledt o tiech hranich a obecné
At podet sledti o prave ¢t hranich.

To je skoro to, co potrebujeme, jen bychom namisto pra-
vé t hran chtéli nejvyse ¢t — pak bychom dosadili libovolné
t > N a nenulova ¢isla ve vysledné matici by fekla pres-
né to, mezi kterymi dvojicemi vrcholt vede néjaka cesta.
Snadnd pomoc: nastavime vSechna A; na jednicky. Tim
jsme vlastné do grafu pridali smycky: hrany vedouci z v;
zase do v;. Kazdy sled kratsi nez ¢ pak mtzeme prochaze-
nim smyc¢ek doplnit na délku praveé t. Pocet sledii se zméni
néjak blaznivé, protoze rizné dlouhé sledy lze dopliovat
riznym poctem zpusobi, ale dilezité je, ze nenulovy pocet
sledt stale indikuje dosazitelnost.

Stadi tedy matici A s pfidanymi jednickami (té fikejme t¥e-
ba A) umocnit na aspoii N-tou. To by $lo provést N — 1
nésobenimi matic, ale jde to i rychleji: budeme A opakova-
né umociiovat na druhou, ¢imz ziskame postupné A', A2,
A% A8 ... az po [logy N krocich ziskdme A’ pro néja-
ké t > N. Aby nam béhem vypoc¢tu nevznikala obrovska


http://pruvodce.ucw.cz/
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¢isla, po kazdém nasobeni matic vSechny nenuly prepiSe-
me na jednicky (tim uréité zachovame nenulovost findlniho
vysledku a mezivysledky nebudou vétsi nez N).

Na&s algoritmus tedy provede O(log N) nasobeni matic veli-
kosti N x N. Kdybychom matice nasobili podle definice, tr-
valo by jedno nasobeni O(N?3) a cely vypocet O(N3log N),
coz je urité pomalejsi nez trivialni feSeni. Mizeme ovSem
vyuzit toho, Ze matice Ize nasobit i efektivnéji: napriklad
v Privodci labyrintem algoritmt najdete Strassentuv algo-
ritmus pracujici v éase O(N°827) ~ O(N2897) a existuji
i rychlejsi. Obecné pro kazdy algoritmus na nasobeni matic
v Case O(N¥) ziskdme algoritmus pro nasi tlohu o slozitosti
O(N¥log N).

Pokud je M blizké N2, bude NM/log N ~ N3/log N, coz
je asymptoticky vic nez N28971log N. V takovém piipadé
ma maticovy algoritmus lepsi slozitost nez OR-ovaci.

Na zavér dodejme, Ze i toho logaritmu se lze chytrym tri-
kem zbavit. Zvédavy ¢tenar prislusny trik najde v Medvédo-
vich skriptickich Krajinou grafovych algoritma® v kapitole
o tranzitivnich uzévérech.

Jirka Sejkora & Martin Mares

30-2-4 Komprimace

Jak dokazuje pocet feSeni za plny pocet bodi, tato tloha
neni tak tézka, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Nejprve se zbavime nutnosti pracovat s bloky: pro kazdé
policko jsme schopni hned napsat, jaky znak na ném ma
byt (to kdyz policko lezi v bloku typu D), nebo odkud na
néj mame znak zkopirovat (to kdyz lezi v bloku typu R).
Jediné, co k tomu potfebujeme umét, je rozhodnout, v ja-
kém bloku policko lezi a kolikaté v daném bloku je, coz
snadno zafidime tfeba tak, Ze uz béhem c¢teni popist blokt
postupné policka ,znackujeme* ¢isly blokt.

Predstavme si, ze do kazdého policka bud napiSeme, co
v ném je, nebo z néj nakreslime Sipku vedouci do policka,
na které se odkazuje. Tim jsme vlastné dostali orientovany
graf. Kdyz jesté ke vSemu smér Sipek obratime, dostaneme
i ndvod, jak zjistit hodnotu v jednotlivych polickach: bu-
deme prochézet jiz zndm4 policka (to jsou na zacatku ta,
do kterych nevede zadnéd hrana) a znaky u nich napsané
kopirovat po Sipkéach z nich vedoucich.

Takto se diive ¢ pozdéji zastavime a v tom okamziku bud
jsou vSechna poli¢ka uréend, nebo data nelze urcit jedno-
znaéné. Pro¢? V tom okamziku totiz z zddného uréeného
policka nevede sipka do zaddného neurceného, takZze hodno-
ty neurcenych poli¢ek uz nemiizeme nijak zjistit (a muzete
si rozmyslet, Zze do libovolného z nich muzeme napsat jak
nulu, tak jednicku, a v obou pfipadech budou data konzis-
tentni).

http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

Algoritmus, ktery jsme popsali, neni vibec tézké naimple-
mentovat. Staci si pro kazdé policko spocitat seznam vSech
vrchold, do kterych z néj mame nakopirovat hodnotu (aZ
ji zjistime), coz zvladneme jednim prichodem pole. Pak uz
provadime pomérné standardni proceduru postupného od-
trhdvani vrcholl v grafu (popsanou napiiklad v nasi grafové
kuchaice,'? v kapitole o topologickém uspoiddéni). Vrcholy,
které chceme odtrhavat, si pamatujeme ve fronté, do které
na za¢atku priddme vSechna jiz vyfeSend policka (tedy ty
v blocich typu D) a v priibéhu do néj pfiddvame policka,
kterym jsme pravé urcili hodnotu.

Existuje jesté mnohem jednodussi algoritmus, ktery vsak
vyuziva rekurze a neni tedy vhodny, pokud vas programova-
ci jazyk napriklad podporuje jen malé vnoreni rekurzivniho
volani. Budeme v postaté provadét to samé, ale ,zezhora“:
pro kazdé policko se kouzelné funkce zeptame, jaka hodnota
by na tomto policku méla byt. Kouzelna funkce bud zjisti,
7e na policku néjaka hodnota je (a hned ji vrati), nebo ze
do naseho policka A se ma zkopirovat hodnota z néjaké-
ho jiného policka B. V tom pfipadé zavola sama sebe na
policko B a pfi navratu z rekurze ziskanou hodnotu do po-
licka A uloZi. Posledni detail je velmi dulezity: pokud pak
funkci zavolame znovu, nebude spoustét potencialné velmi
dlouhy fetézec dalsich volani, ale odpovi okamzité.

Tato implementace mé vsak jeden zasadni hacek: pokud
napiiklad policko A ukazuje na policko B a B ukazuje na
A, dostaneme se do nekone¢né smycky. Tento problém méa
vsak jednoduché feSeni: pokud pfi zpracovavani policka A
zjistime, Ze jesté nevime jeho hodnotu a musime se zano-
fit do rekurze, poznacime si nejprve k policku A priznak
yrozpracovano“. Kdyz jsme pak zavolani na néjaké polic-
ko a zjistime, Ze uz je rozpracovano, nutné to znamena, ze
zavislosti jsou cyklické. V takovém pfipadé muzeme z celé
rekurze vysko€it a odpovédét NEJDE (popt. vratit néjaky
neplatny znak a na konci celé pole projit a zkontrolovat,
zda v ném nejsou néjaké neplatné znaky).

Oba algoritmy maji pamétovou i ¢asovou slozitost O(N),
kde N je délka nezkomprimovanych dat. V prvnim ptipadé
pracujeme s grafem s O(N) vrcholy a O(N) hranami, v tom
druhém se pro kazdou hodnotu rekurzime nejvyse jednou
a na dalsi dotazy odpovidame v konstantnim ¢ase (a celkovy
pocet dotazi je O(N)).

Program (C) — rekurzivni funkce:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-4.4

Program (Python 3) — Sifeni grafem:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-4.py

Risa Hladik € Dominik Smrz

30-2-5 Autovysavac

Uloha po nés chce najit v matici M x N okénko velikosti
P x @ s nejvétsim medidnem. Tak bychom mohli projit
vSechna okénka dané velikosti, pro kazdé spocitat median a
urcit, ktery z nich byl nejvétsi. Okének bude (M — P +1) -
(N —Q+1), pocitejme, ze je to Fadové O(M N), patologické
pripady, kdy P i @ jsou malé, nebo naopak skoro stejné
velké jako M a N, zanedbejme jako nezajimavé. V kazdém
okénku je PQ cisel a median lze spocitat v linearnim case,
takze celkem bude spoéitani maxima trvat O(PQMN).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-4.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-4.py
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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Mozné vas zajima, jak se pocita median v linearnim case
— pokud by nam stacil randomizovany algoritmus s pri-
mérné linedrni ¢asovou slozitosti, mizeme pouzit pomérné
primocary algoritmus QuickSelect. Ten hled4 i-ty nejmensi
prvek v poli a medidn je presné ((M + 1)/2)-ty nejmensi
prvek. V kratkosti funguje néasledovné: Vybere si nahodné
jeden prvek a bude mu fikat pivot. Pak rozdéli pole na dvé
Casti: prvky mensi nez pivot a prvky vétsi nez pivot. Podle
velikosti ¢asti jednoduse zjisti, do jaké z nich -ty nejmensi
prvek patfi, a zavola se rekurzivné na tuto ¢ast. Protoze se
v kazdém kroku rozdéli pole asi na polovinu, ve vysledku
najiti medidnu trva linedrné dlouho. Poctivéjsi popis a ta-
ké nerandomizovany algoritmus s lineadrni ¢asovou slozitosti
najdete v kuchafce Rozdél a panuj.'!

Slozitost O(PQM N), respektive O(PM) pro lehkou verzi
ale neni nic moc, tak se pojdme podivat na lepsi FeSeni.
Bude zaloZené na binarnim vyhledavani.

Jelikoz median kazdého okénka je jednim z M N ¢isel v ma-
tici, hledany nejvétsi median je také jednim z nich. Takze
si vSéech M N C¢isel setiidime a zacneme binarné hledat me-
zi nimi. V kazdém kroku potfebujeme zjistit, jestli néjaké
¢islo x, které pravé drzime v ruce, je mensi nez nejvétsi
z medidni. To je totéz jako otazka, zda existuje okénko,
jehoz median je vétsi nez x.

Zkusme nejprve zjistit, zda je median jednoho konkrétniho
okénka vétsi nez z. K tomu staci spocitat, kolik je v okénku
prvki vétsich nez x. Pokud vice nez PQ/2, je i medidn vétsi
nez x. Toto miizeme postupné provést pro vSechna okénka,
ale ... trvalo by to O(PQ) pro jedno okénko a O(PQMN)
pro vSechna, takze bychom si tim viibec nepomohli.

Ukazeme, Ze totéz jde spoéitat v éase O(M N) pomoci dvoj-
rozmeérnych prefixovych soucti. Vyrobime si pomocnou ma-
tici nul a jednicek, ktera bude mit jednicky pravé tam, kde
v ptvodni matici byly prvky vétsi nez x. Pro pomocnou ma-
tici spoc¢itdme dvojrozmérné prefixové soucty (viz zakladni
kuchatka).!? To trva O(MN) a pak uz umime pro kazdé
z O(MN) okének spocitat v konstantnim ¢ase, kolik ma
v pomocné matici jednicek, ¢ili kolik je v ptivodni matici
prvka vétsich nez x.

Ve vysledku potfebujeme O(M N log M N) ¢asu na setfi-
déni vsSech ¢isel v tabulce, abychom mohli provést binar-
ni vyhledavani. Pak O(log M N)-kréat zkontrolujeme, jestli
existuje néjaké okénko s medidnem aspon x, coz pokazdé tr-
va O(MN). Dohromady bude tedy algoritmus mit ¢asovou
slozitost O(M N log M N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-5.4

Stanislav Lukes €& Martin Mares

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—panui
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladnil

~10 -

30-2-6 Parlamentni metro

V prvni fadé se omlouvame vSem, ktefi kvtli nejasnosti
v zadani ilohu pochopili jinak, nez bylo zamysleno. A¢ se to
v zadani explicitné nepise, rychlosti prijezdt tunely mohou
byt libovolna realna ¢isla, nejen Cisla prirozena.

Ulohu lze snadno pievést na grafovou: vrcholy budou sta-
nice, hrany tunely mezi nimi, ohodnoceni hran bude délka
prislusnych tuneld. Nejprve vytesime leh¢i variantu, kdy je
graf cesta (a start a cil jsou na jejich krajich).

Pojdme nejdiiv vytesit jesté leh¢i variantu, kdy méa cesta
délku dva. V celé tloze budeme dale pfedpoklédat, ze kapa-
cita baterie je rovna jedné: pokud by kapacita byla néjaké
FE, muzeme nejdfive predstirat, Ze je rovna jedné, a pak
vsechny rychlosti ¢islem FE prenasobit. Rozmyslete si, ze
tak z optimalniho feSeni dostaneme opét optimalni.

Urcite se vyplati vybit celou baterii. Prvnim tunelem proto
projedeme néjakou rychlosti v, 0 < v < 1, zatimco druhjym
projedeme rychlosti 1—v. Méa-li prvni tunel délku s; a druhy
tunel délku ss, je Cas straveny v prvnim tunelu roven t; =
s1/v, Cas straveny v druhém tunelu roven ty = so/(1 — v)
a celkovy cas, ktery chceme minimalizovat, je t = s1/v +
s2/(1 —w).

Pokud znate derivace, jisté umite pomoci zderivovani to-
hoto vyrazu podle v najit jeho minimum. Vladimir Chudy
vSak pfisel na zajimavou geometrickou interpretaci: Jelikoz
s = v-t, mizeme si ulohu predstavit tak, Zze chceme na-
kreslit dva obdélniky o pevné danych obsazich s; a so se
stranami (volitelnych) délek v a 1, resp. 1 —v a t2. V tomto
nakresleni chceme minimalizovat soucet Casi, tedy t; + to.

Y 1-v
Predstavme si, ze obdélniky nakreslime jako na obréazku.
Konkrétni rozméry obdélnikt zavisi jen na hodnoté v, kte-
ra urcuje pozici hranice mezi obdélniky. VSimneme si, zZe
kdyz predél posouvame zleva doprava, prvni obdélnik se
postupné rozsituje, zatimco druhy se zuzuje.

Urcité musi nastat situace, kdy jsou si oba obdélniky po-
dobné (tj. ,vypadaji stejn&“, jen jsou jinak velké). Ukaze-
me si, ze v tomto okamziku je soucet jejich vysSek nejmensi
mozny. Pro strucnost to ukazeme jen pro specialni pripad,
kdy jsou obdélniky ctverce. Ditkaz pro obecné obdélniky
je stejny, protoze takova situace je jen vertikalné ,splacnu-
tou“ /roztazenou verzi té nasi.

Pro dva ctverce je soucet vysek roven jedné, jelikoz oba
¢tverce jsou stejné vysoké jako Siroké a soucet jejich sitek
je jedna. Necht prvni ¢tverec mé délku strany a, pak druhy
ma délku strany 1 — a. Pro spor predpokladejme, Ze existu-
je lepsi fesSeni, tj. ze pokud s hranici pohneme na néjakou
pozici v, dostaneme FeSeni mensi nez jedna. Tedy ze plati


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-5.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni

s1/v + s2/(1 —v) < 1. Dosazenim s; = a?, s3 = (1 — a)?,
roznasobenim vyrazem v(1 — v) (coZ je pro 0 < v < 1 vzdy
kladné) a pos¢itanim dostaneme a? — 2av + v? < 0, tedy
(a — v)? < 0, coz nemiiZe nastat, protoze druhd mocnina
¢ehokoliv je nezdporna.

V optiméalnim feseni jsou si tedy obdélniky podobné, plati
tedy v/t1 = (1—v)/t2. Dosazenim t; = s1/v, ta = s2/(1—v)
dostaneme v?/s; = (1—v)?/s2, neboli v/\/s1 = (1-v)/ /52,
z ¢ehoZ uz dokdzeme v snadno spocitat (protoze s; a s jsou
néjaké konstanty). Vyjadfeno v fe¢i plivodni tlohy, pomér
rychlosti prijezdu tunelem ku odmocniné z délky tunelu je
pro oba tunely stejny.

K ¢emu ndm vSechna ta namaha byla, kdyz pofad umime
vytesit jen pfipad n = 2?7 Vysledek o rovnosti poméru se
totiz d4 zobecnit i pro delsi cesty: V optiméalnim feseni lehké
varianty plati, ze pro vSechny tseky je ¢islo v;/\/s; stejné.
Jakto? Kdyby tvrzeni neplatilo, nutné by néjaké soused-
ni tunely ¢ a ¢ + 1 musely mit jiné pomeéry. Podivame se
na usek cesty (v;,v;41), jako by to byla cesta délky dva.
V aktualnim feseni na ni mame z celkové kapacity baterie
pridéleno v; +wv; 41 energie. Kdyz ale v; a v; 41 zménime tak,
aby se poméry v/+/s vyrovnaly (a pfitom soucet rychlosti
zlstal nezménény), ur¢ité nezménime mnozstvi spotiebo-
vané energie pro celou cestu a celkovy ¢as pritom snizime.
Tim padem jsme z tidajné optimalniho feSeni ziskali ,,jesté
optimalnéjsi“, coz samoziejmé nejde.

Mame tedy elegantni zptsob, jak vyfesit lehci variantu: Na
zacatku vsechny délky tunelti odmocnime a pak energii tu-
neltim rozdélime v prislusnych pomeérech. Konkrétné spoc-
teme S = /s1+---+./5, ai-tému tunelu piidélime /s;/.5

energie.

’

Tézsi varianta

Tézsi varianta se vlastné bude fesit velmi podobné. Uz totiz
vime, Ze libovolnou cestu ze startu do cile zvladneme nej-
rychleji projet v éase $t 4+ + 2k = —Zm o 2 =
S(y/51 + -+ /5k) = S%. My chceme najit nejrychlejsi
cestu do cile, tedy cestu s nejmensim S2. Jelikoz &im je S
vétsi, tim je i S? vétsi,!® staci hledat cestu s nejmensim
S =/s1+ -+ /5.

Hledame tedy cestu v grafu, pro kterou je soucet néjakych
hodnot na hranich co nejmensi. Na to pouzijeme stary
dobry Dijkstriv algoritmus. Jesté predtim vSak hodnoty
na hranach odmocnime, protoze chceme co nejmensi soucet
vai + -+ /ag, nikoliv ay + - - - + ay.

Casova slozitost slozitost je rovna O((N + M)log N), kde
N je pocet stanic a M pocet tunel, pamétova je O(N).

Risa Hladik

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-6.cpp

30-2-7 Pamét odima assembleru

Ukol 1: znaménkovost load/store instrukei

V prvnim tkolu jsme se zamysleli, pro¢ nékteré load/store
instrukce maji znaménkové a bezznaménkové varianty, za-
timco jiné nikoli.

Prvni véc, kterou je tieba si uvédomit, je, ze v registrech
nejsou uloZend Cisla, nybrz posloupnosti 32 biti. Pokud re-
gistr obsahuje hodnotu OxFFFFFFFE (11111111 11111111
11111111 11111110), procesor ,nevi*, jestli tato hodnota
predstavuje znaménkové ¢islo —2, nebo bezznaménkové ¢is-
lo 4294967 294. Je na nas a naSem programu, jakym zpt-
sobem obsah registru interpretujeme. Proto i nas simulator
ukazuje u kazdého registru znaménkovou i bezznaménkovou
interpretaci obsahu — nemtze nijak vybrat ,tu spravnou“.

Zpét k nasi otazce. Nejjednodussim pfipadem jsou 32-bitové
instrukce LDR a STR. Ty prosté piekopiruji 4 bajty z/do pa-
méti bit po bitu a je iplné jedno, co tyto bity znamenaji.
Hodnota vysSe se do paméti ulozi jako posloupnost bajtt
0xFE, 0xFF, 0xFF, OxFF (little endian), bez ohledu na zna-
ménkovost.

Ted si predstavme, Ze naditdme z paméti napi. 8-bitové &is-
lo. Pokud méme v paméti bajt OxFE, mtize predstavovat jak
bezznaménkové ¢islo 254, tak znaménkové ¢islo —2. V prv-
nim pripadé ho chceme do registru zapsat jako 0x000000FE,
v druhém jako OxFFFFFFFE (coz je 32-bitova reprezentace
Cisla —2).

Vlastné fesime nasledujici problém: mame k dispozici napft.
8-bitovou reprezentaci néjakého ¢isla a chceme ji prodlouzit
na napf. 32-bitovou reprezentaci téhoz ¢isla. Ale jak ukazuje
priklad vyse, toto se déla rozdilné pro znaménkova a bez-
znaménkova ¢isla. V bezznaménkovém piipadé stacéi prosté

hodnotu zleva doplnit nulami.

Ve znaménkovém pripadé musime provést takzvané zna-
ménkové rozsiteni. Vezmeme nejvyssi (nejlevéjsi) bit pu-
vodni reprezentace a jeho hodnotou zleva doplnime repre-
zentaci na pozadovanou délku. A protoZe nejvyssi bit fun-
guje jako znaménkovy, da se zrovna tak rict, ze kladné cisla
dopliiujeme zleva nulami, zaporna jednickami.

Pottebujeme tedy load instrukcim fict, jaky druh rozsifeni
na 32 bitt maji pouzit: proto existuji znaménkové a bez-
znaménkové verze.

13 Jinymi slovy, druh4 mocnina je na kladnjch é&islech rostouci funkce.
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Naopak pri ukladani tohle neni potteba. Tteba pokud chce-
me obsah registru ulozit jako 8-bitové ¢islo, prosté vezme-
me nejnizsich (nejpravéjsich) 8 bitl a zapiSeme je jako jeden
bajt do paméti. Rozmyslete si, Ze tohle da spravny vysledek
pro znaménkové i bezznaménkovd ¢isla (pokud jsou dost
mald, aby se vesla do 8 biti).

Pro 16-bitové load /store je situace velmi analogick4, jen ne-
smime zapomenout, ze vysledné dva bajty se ulozi v poradi
little endian:

| |~-IFE|FF|-~| | pamét

little | endian

OxFFFE

MuzZe znamenat:
e 65534
-2

16b hodnota

STR

0x0000 FFFE

Znamené: 65534

OxFFFF FFFE[ registr

MuzZe znamenat:
e 4294967294
° -2

registr

LDRSH

(znaménkové
rozsifeni)

Ukol 2: obraceni pole

Postupujeme pirimocare: nejdfive prohodime prvni prvek
s poslednim, potom druhy s pfedposlednim atd., az skon-
¢ime uprostied. Prohozeni dvou prvkt provedeme tak, ze
je nacteme do dvou registrii a potom zapiSeme na opacna
mista.

Prochézeni pole mizeme Tesit tfeba tak, Ze si ve dvou regis-
trech budeme udrzovat adresu aktualniho levého a pravého
prohazovaného prvku. Po prohozeni levou adresu zvétsime
a pravou zmensime. Skon¢ime, kdyz je prava adresa mensi
nebo rovna levé (narazili jsme na prostfedek nebo jej pre-
kroéili).

MOV rO, #0x10000

// nacti délku do rl a posuii rO na zacatek pole
LDR r1, [r0], #4

SUB r1, #1 // posledni prvek ma index délka-1
ADD r1, r1, rO, 1sl #4 // adresa posled. prvku

//odted ukazuji rO,rl na par prohazovanyjch prvkd

smycka:

CMP r0, r1

BHS konec

// na&ti par k prohozeni

LDR r2, [rO0]

LDR r3, [ri]

// uloZz opalné a posuil ukazatele
STR r3, [r0], #4

STR r2, [ri1], #-4

B smycka

konec:
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Ukol 3: nulovani paméti

Chceme vynulovat N bajtt paméti pomoci 0.3 - N + O(1)
vykonanych instrukci. Mame k dispozici mén€ nez jednu in-
strukci na bajt, takze ur¢ité musime jednou instrukci vynu-
lovat vice bajtti. Nabizi se pouzit instrukci STR pro nulovani
bajti po ¢tveficich.

To ma dva hacky. V prvé fadé N nemusi byt nasobkem
Ctyt, ale o zbylé 1-3 bajty se pfipadné postarame na konci,
to se schova do aditivni konstanty.

MOV r1, #0x10000

MOV r2, #0

smycka:

SUBS r0, #4

STRHS r2, [ri], #4

BHI smycka

//Pokud r0O nebylo nasobkem 4, v posledni iteraci
//jsme odeetli moc a dostali se do z&aporu
ADDLO r2, #4

// Ted mohly zbjt nejvys t¥i bajty k vynulovani
zbytek:

SUBS r0, #1

STRBHS r2, [ri], #1

BHI zbytek

V implementaci smycky jsme pouzili n€kolik uzitecnych tri-
ki. Od¢itani pouzivame zaroven jako porovnani, ¢imz uset-
fime jednu CMP instrukci. Diky tomu se muze stat, ze
v posledni iteraci ode¢teme moc a skonc¢ime v zaporu, to
ale snadno opravime po skonceni smycky.

HUSTEY Weoen

Existuji dva obyklé zptisoby, jak zapisovat smycky. S pod-
minkou na zacatku:
smycka:
<podminény skok na ’konec’, pokud
se ma smycka ukoncit>
<té&lo smycky>
B smycka
konec:

nebo s podminkou na konci:

smycka:

<té&lo smycky>

<podminény skok na ’smycka’, pokud
ma smyCka pokracovat>

Smycka s podminkou na konci se provede vzdy alespon jed-
nou, coz se nam tady nehodi, protoze r0 muze byt mé-
né nez 4 a nechceme vynulovat vic paméti neZz mame. Ale
smycka s podminkou na zacatku obvykle potiebuje dvé in-
strukce skoku, to je hrozné plytvani. My jsme vyuzili toho,



ze na ARMu jde podminku pfipojit k libovolné instrukci
a vytvorili tak hybridni smyc¢ku s podminkou na zacatku,
ktera si vystaci s jednou instrukei skoku.

Ovsem i se vSemi témito optimalizacemi potfebuje nase
smycka tii instrukee na iteraci (pfi které vynuluje éty¥i baj-
ty). Celkem tedy provedeme 2N + O(1) instrukei.

Travime vice ¢asu reziji smycky nez uzite¢nou praci. Pro-
toze rezie smycky je na jednu iteraci konstantni, nabizi se
udélat vice prace v jedné iteraci. Treba tak, Zze pouzijeme
vice instrukci STR za sebou.

0

e

U

—~

1l

Rozmysleme si, jestli to pomiize. Pokud v téle smycky bu-
de k instrukci STR, vynulujeme na jednu iteraci 4k bajtt
a provedeme k + 2 instrukci. Provedeme tedy (k + 2)/4k
instrukci na vynulovani jednoho bajtu. Chceme, aby tento
vyraz byl nejvyse 0.3. To je jednoducha nerovnice, vyfese-
nim dostavame k > 10.

Vysledny kéd bude vypadat nasledovné:

MOV r1, #0x10000
MOV r2, #0

smycka:

SUBS r0, #40

STRHS r2, [ri1], #4
STRHS r2, [ri1], #4
STRHS r2, [ri]l, #4
STRHS r2, [ri], #4
STRHS r2, [ri]l, #4
STRHS r2, [ri1], #4
STRHS r2, [ri1], #4
STRHS r2, [ri]l, #4
STRHS r2, [ri]l, #4
STRHS r2, [ri]l, #4
BHI smycka

// Pokud rO nebylo nasobkem 40, v posledni
// iteraci jsme odeetli moc a dostali se
// do zaporu
ADDLO r2, #40

// Ted mohlo zbjt nejvys 39 bajtd k vynulovéni
zbytek:

SUBS r0, #1

STRBHS r2, [r1], #1

BHI zbytek

Tato verze pomoci 12 instrukci vynuluje 40 bajti, provede
tedy 12/40n+O(1) = 0.3n+O(1) instrukei, jak jsme chtéli.
Pouzité technice se fika rozbalovani smyéek (loop unrolling)
a bézné se pouziva ke zrychleni smycek s kratkym télem.
Tteba céckové prekladace takovouto tpravu délaji automa-
ticky v ramci optimalizaci.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni]
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Ukol 4: t¥idéni

V souladu s radou v zadani budeme implementovat nerekur-
zivni verzi MergeSortu z tfidici kuchaiky.'# Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, ze délka posloupnosti je moc-
ninou dvojky (n = 2F). Algoritmus se sklad4 z k fazi. Na
zacatku i-té faze mame posloupnost tvorenou fadou blokt
délky 2¢71, kazdy z kterychz je uz z minulych fazi setiidé-
ny. V i-té fazi slijeme dvojice sousednich bloki do jednoho
bloku dvojnasobné délky (2¢). Na konci posledni faze tvoii
celou posloupnost jeden velky setfidény blok délky 2%, ¢imz
mame hotovo.

Protoze slévani nejde jednoduse provadét na misté, potie-
bujeme mit oddéleny prostor pro vysledek, ktery ndm také
zadani slibuje. V kuchaice se po kazdé fazi obsah pomoc-
ného vystupniho pole zkopiruje zpatky do ptavodniho, aby
mohl poslouzit jako vstup pro dalsi fazi. To je ale zbytecné
plytvani. Misto toho staci prosté prohodit vyznam téchto
dvou poli. Tedy liché faze budou pouzivat hlavni pole jako
vstup a pomocné pole jako vystup, sudé naopak.

Zbyva to celé prepsat do assembleru. Mozné polovinu prace
tvori rozvrhnout si, co si pamatovat ve kterém registru.
Zkusme to tfeba takto:

r10 rl 2 13 r4

12]3]1016/4 |68 ]14!?11|13

70

",

e

‘,.---.-n--‘
o

;
rl1 m_in

12[3]4]6]8[1014/1cEMENEN 0| | | | |

!

r5 r6

e r0: Velikost aktualné slévaného bloku (v bajtech, mocni-
na dvojky). Dva bloky velikosti r0 slévdme do jednoho
velikosti 2 - r0.

e ri: Adresa aktualniho prvku v levém zdrojovém bloku.

e r2: Adresa konce levého zdrojového bloku (ukazuje na
adresu tésné za koncem, tak je obvyklé konce reprezen-
tovat).

e r3: Adresa aktualniho prvku v pravém zdrojovém bloku.

e r4: Adresa konce pravého zdrojového bloku.

e r5: Adresa aktudlniho prvku v cilovém bloku (kam se
umisti pristi prvek).

e r6: Adresa konce cilového bloku.

e r7, r8: Pomocné registry pro do¢asné hodnoty, naptiklad
prvky nactené z paméti pro porovnani.
e r9: Celkova velikost pole (v bajtech).

e r10: Adresa zac¢atku zdrojového pole (to obsahuje setii-
déné bloky velikosti r0).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

e r11: Adresa zacatku cilového pole (v ném vytvaiime se-
tFidéné bloky velikosti 2 - r0). Na konci kazdé faze pro-
hodime hodnoty r10 a r1l.

Rlizné mista v poli si pamatujeme jako paméfové adresy
namisto indexd, coz trochu zjednodusuje pristup do pamé-
ti. VSimnéte si, Ze si u kazdého bloku pamatujeme aktualni
pozici a konec, ale nikoli zacatek. Protoze zacatek ve sku-
tecnosti k ni¢emu nepotfebujeme. Pro pristup do paméti
nam staci aktualni pozice, pfi fizeni smycky porovnavame
aktualni pozici s adresou konce.

N
i

Zakladni strukturu programu lze zapsat nasledujicim pseu-
dokédem. Doporucujeme soucasné sledovat vzorovy pro-
gram odkazovany nize — tohle je spi$ navod, jak se v ném
vyznat, nez samostatné ¢teni. Notace: = je pfifazeni, neco:
jsou assemblerové labely, -> skoky (dle kontextu mozna
podminéné), P: je precondition —néco, co slibujeme, ze pred
vstupem do tohoto mista bude platit.
r0 = 4 // sluCujeme lprvkové (4bajtové) bloky
faze:
P: r0 obsahuje velikost blokl, které chceme
v této fazi slucovat
P: bloky velikosti r0 uZ jsou setfidéné
Nastavime rl a rb5 na zacatek prvniho vstupniho
a vystupniho bloku.

rl = r10
r5 = ri1
blok:

// zaZiname slévat dva bloky

P: rl1 ukazuje na zacatek levého vstup. bloku
ke zpracovani, rb5 na zalatek pfislusSného
vystupniho bloku

// dopolteme pravy vstup. blok a konce blokt

r2 =rl + r0

r3 =rl + r0
r4d = rl + 2*xxr0
r6 = r5 + 2*xr0
prvek:

Pokud jsme na konci levého bloku (ri==r2):
-> doberpravy
Analogicky pro pravy: -> doberlevy
P: r1 < r2, r3 < r4, r5 < r6
(v Z&dném bloku nejsme na konci)
Pridame dal8i prvek na vystup: na adresu
[r5] uloZzime mensi z [r1], [r3] a spravné
posuneme ukazatele (viz nize)
-> prvek
doberlevy:
P: r3 == r4 // (pravy blok vyprazdnén)
Zkopiruj zbytek levého bloku (od adresy
rl do r2 - 4) na vystup (r5 az r6 - 4)
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—-> konecmerge
doberpravy:
(analogicky)
konecmerge:
P: ve vS8ech blocich jsme na konci
(r1 == r2, r3 == r4, r5 == r6)
Pokud jsme zpracovali posledni blok
(r5 >= ri1+r9):
-> konecfaze
Jinak se posuneme na néasledujici blok:
// Novyj levy blok bude zadinat za koncem
// aktudlniho pravého.
rl =rd
// r5 netfeba ménit, uz ukazuje na
// zalatek sousedniho bloku
-> blok
konecfaze:
r0 = r0 * 2
prohod r10, riil
-> faze

Jeden krok slévéni (label prvek:) je jednoduchy. Nacteme
¢isla z aktudlnich pozic v obou vstupnich blocich, porov-
name je a ulozime na vystup. Zaroven musime posunout
vystupni ukazatel a jeden ze vstupnich (podle toho, které
Cislo jsme vybrali).

prvek:

// Pokud jsme v nékterém bloku na konci...
CMP r1, r2

BHS doberpravy // (viz vzorovj program)
CMP r3, r4

BHS doberlevy

LDR r7, [ri]
LDR r8, [r3]
CMP r7, r8

// Pokud akt. prvek z levého bloku je mensi,

// ptridame ho na vystup a posuneme levj pointer
STRLE r7, [r5], #4

ADDLE r1, #4

// Analogicky pro pravy

STRGT r8, [r5], #4

ADDGT r3, #4

B prvek

Zbytek programu najdete na nasem webu.

Program (assembler):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-7-mergesort.asn]

Ukol 5: zatiidéni do spojového seznamu

Na adrese 0x100000 je uloZen pointer na zacatek seznamu,
v r0 pointer na nové pfidavany prvek. Predpoklddame, ze
struktura pro jeden prvek obsahuje 32-bitovou hodnotu a
32-bitovy ukazatel na naslednika.

Ukol je celkem jednoduchy, jen je tieba rozmyslet si nékolik
okrajovych pripadi:

e Zatfidujeme na zac¢atek seznamu (pak je tfeba prepsat
ukazatel na zacétek).

e Zatfidujeme na konec seznamu (je t¥eba dat si pozor, at
nezkousime dereferencovat null pointer).

e Seznam je prazdny (ukazatel na zacéatek je null).

Opét si rozvrhneme registry:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-2-7-mergesort.asm

® 10 — adresa vkladaného prvku BEQ vloz

® r1 — hodnota vkladaného prvku LDR r3, [r2]
® 12 — adresa aktudlniho prvku seznamu, se kterym porov- CMP rl, r3
(oz BLE vloz

navame MOV r4, r2
® 3 — hodnota tohoto prvku - LDR r2, [r2, #4] // r2 = [r2].dalsi
® r4 — adresa prvku pfedchézejiciho r2 B smycka
e 110 — konstanta 0x100000 (adresa pointeru na prvni pr- 1

vloz:
vek
) // Vloz novy prvek mezi prvky na adr. r4 a r2

Samotny kéd uz je potom velmi pfimocary a asi nepotfebuje // Pokud vkladame na zalatek seznamu, r4 ==
dalsi vysvétleni: // Pokud vkladdame na konec seznamu, r2 ==
LDR ri, [r0] STR r2, [r0, #4] // [r0].dalsi
MOV r10, #0x100000 CMP r4, #0
LDR r2, [r10] STREQ r0, [r10] // rO je novy prvni prvek
MOV r4, #0 STRNE r0, [r4, #4] // [r4].dalsi = r0
smycka: - . p
CMP 12, #0 Filip Stédronsky

?%@l\' g
—

9540 7
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Vysledkova listina druhé série tficatého roéniku KSP

resitel skola rocnik sérii | 2-1 2-2 2-8 2-4 2-5 2-6 2-7 | série celkem
0. 11 13 10 10 12 12 15 | 63,0 125,0
1. Josef Minafik GJaroseBO 3 2 11 13 2,5 10 11 12 11 614 121,3
2. Veronika Nechaieva KyivLyceum 4 2 5 8 2 10 3,5 10,5 13,5 | 554 111,8
3. Jifi Skrobsnek G Wicht 4 2 6,5 12 2 10 8 4,5 13,5| 57,1 109,4
4. Michal Kodad SPSSmichov 2 10 6 8 10 3 12 | 404 92,7
5. Jan Cerny BiGy Zd4r 2 2 65 8 2 10 35 1,5 7 48,2 91,9
6. Klara Tauchmanovd  GOhradniPH 4 3 10 8 2,5 10 3,5 4,5 | 46,0 91,2
7. Petr Zahradnik GaS0S UL 3 2 8 10 8 3,5 85 | 50,7 85,6
8. Jan Kaifer GKepleraPH 2 8 10 3 2 10 27,0 82,0
9. Matéj Kripner GEBeneseKL 3 2 11 9 10 30,7 77,5
10. Daniel Skypala GTomkovaOL 0 5 105 3 1 10 3 3,5 | 36,8 72,5
11. Jachym Mierva BiGy Zdar 1 2 6 8 3 10 35 424 70,6
12. Ondrej Bleha GBNémcovHK 3 2 11 2 10 25,5 68,8
13. Jakub Komaérek GUHradisté 3 2 55 10 14,5 | 33,0 67,5
14. Martin Kurecka GJaroseBO 4 4 10 10,0 66,5
15. Vladimir Chudy G Chrudim 1 2 4 1 10 3 11 37,2 65,3
16. Véclav Pavlicek SPSEPard 2 9 10 9 7 4 3 35,5 64,6
17. Pavel Hudec G JGJ PH 4 1 11 11 10 12 12 57,5 57,5
18. Adam Dejl G JGJ PH 4 2 6 10 35 8 37,6 54,2
19. Michal Zaslavsky GKepleraPH 3 2 4 0 10 3 23,1 52,3
20. Tomés Cerny GArabskaPH 2 1 4 8 6 7 35 10 | 49,8 49.8
21. Jiri Kvapil GTomkovaOL 0 2 1 7 05 10 2 28,5 43,5
22, Frantisek Kmjec G Brandys 2 7 1 8 7 28,6 420
23. Filip Geib G MMH LM 4 6 0,0 41,3
24. Jakub Pelc G UherBrod 4 12 10 14 23,9 38,9
25. Martin Zimen GJMasarJI 3 1 0,0 33,9
26. Jiri Loffelmann GLitomérPH 4 9 10 10,0 31,5
27. Vojtéch Michal GNVPlaniPH 3 2 12,5 | 14,3 29,3
28. Ondrtej Gonzor G Brandys 1 6 6 6 4 21,0 27,1
29. Vit Skalicky GPisnickaPH 0 3 10 10,0 25,1
30. Tomas Strnad GZamberk 4 1 0,0 23,0
31. Tomés Sladek GJHroncaBA 2 2 7 9,0 19,9
32. Lucia Krajc¢oviechovd GJHroncaBA 2 1 0,0 19,8
33. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 4 6 0,0 18,5
34.-35. Zuzana Urbanova GFXSaldyLI 4 2 0,0 15,0

Ondfiej Wrzecionko GTés 3 1 0,0 15,0
36. Filip Masar PiarGNitra 4 3 0,0 14,7
37. Eliska VI¢inska GHladnov 3 3 0,0 14,6
38. Jakub Ruzicka GNymburk 3 1 0,0 13.4
39. Jakub Jirkal GJungmanL'T 3 2 0,0 13,2
40. Michal Tomek GHumpolec 4 1 0,0 12,3
41. Vojtéch Zaboril GTurnov 1 1 1 4 9,7 9,7
42. Andrej Ohrablo GJHroncaBA 2 1 7 9,1 9,1
43. Karel Balej GRokycany 3 3 0,0 9,0
44. Vaclav Zvonicek GJaroseBO 2 1 0,0 7,5
45. Prokop Randécek GFXSaldyLI -1 1 4 0 7,4 7.4
46. Viktor Fukala GKepleraPH 1 4 0,0 6,8
47. Lenka Vincenova GTomkovaOL 4 1 0,0 4,0
48. Lukas Caha GZborovPH 4 5 0,0 3,8
49. Jakub Uchac SMaVVzt 2 1 0,0 2,7
50.-51. Vojtéch Bfezina GCoubTéabor 1 1 0,0 1,3

Vojtéch Kané G Brandys 2 1 0,0 1,3

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Diskusni forum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum, /|

Webové stranky: E-mail:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
Chcete-li s nami komunikovat bezpecné, muzete si ovéfit nas HTTPS certifikdt — jeho SHA1
fingerprint je: E9:DB:EE:C6:62:BC:14:DE:09:E4:E8:97:DC:36:0E:87:B3:50:B0:01.
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