Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

30. rocnik

Cervenec 2018

Mili resitelé a resitelky!

Zpozdény mezistatni motorovy osobni vlak KSP-30 pravé pfijizdi na prvni kolej. Ve vlaku je fazen
viz na prepravu hrochd, vzorova feseni 3. az 5. série vCetné seridlu a zavérecna vysledkova listina.
Vsem ucastnikiim se omlouvame za zpozdéni vlaku, ale i celého letosniho roéniku KSP. Doufame, ze
nam zachovéte pfizen i napfesrok (a ze KSP bude opét fungovat obvyklym zptsobem). Zatim pfejeme
krasné prazdniny a tésime se na ty z vas, kdoz pfijedou na podzimni soustfedéni. Vasi organizatori.

Vzorova resSeni tieti série tficatého rocniku KSP

30-3-1 Vlnéni

Pokud nevite, jak zacit, tak je vzdy dobré si vzit jedno-
W1l duchy pripad a ten si vyresit ,ruc¢né“. Pomoci papiru
a tuzky slo dokonce vytesit jeden vstup, takze byste ani
neodchézeli s prazdnou!

Pri feSeni timto zptisobem jste si pravdépodobné nakreslili
dostateény pocet vin, zvyraznili obdélnik a spocitali ¢erné
¢tverecky. Neni prilis velky problém toto uvazovani prevést
do feci néjakého programovaciho jazyka.

Jednou z jednodussich variant, jak tento pristup naprogra-
movat, bylo postupovat po ¢ernych vinach. Vzdy projdeme
celou vlnu a pfipoc¢teme jednicku za kazdy Ctverecek, ktery
je v obdélniku. Jen musime nékdy skoncit. Prestat miize-
me v okamziku, kdy potadové ¢islo viny presdhlo miniméalni
soutfadnici (takové viny se nachézeji jiz celé ,za* obdélni-
kem). Takto dostaneme FeSeni kvadratické vzhledem k mi-
nimalni soufadnici.

Toto Teseni lze snadno zrychlit. Pfi jeho programovéani si
totiz mizete vSimnout, Ze pfi prochazeni kazdé viny nej-
prve vzdy zahodite vSechny ¢tverecky, nez se dostanete do
obdélnika. A jakmile se dopocitame na konec obdélnika,
zase vyhodime vSechny zbylé ¢tverecky. Staci tedy pfi pro-
chazeni kazdé vlny skocit na prvni ¢tverecek v obdélniku
a po vystoupeni z obdélnika rovnou prochéazeni viny ukon-
¢it. Detaily jsou spiSe technického razu, a tak odkazeme na
kratky vzorovy program. Takto dostaneme feSeni, které je
linearni vzhledem k obsahu obdélnika.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-1-quad.d

Rychlejsi Feseni

Dalsi zrychleni je velmi podobné. VSimneme si, ze pfi pro-
chézeni kazdé viny vzdy pricitame jednicku, dokud se ne-
dostaneme na konec. Tyto jednicky bychom méli byt schop-
ni pri¢ist najednou, tedy spocitat, kolik ¢ernych ¢tverecku
z dané viny je v obdélniku.

Abychom se do FeSeni nezamotali, zapocitdme zvlast hor-
ni a pravou stranu vlny (nezapomeneme, Ze ¢tverecky na
diagonale chceme zapoditat jen do jedné z téchto stran).

Budeme prochézet nejprve horni strany. Nejprve si zajisti-
me, ze budeme prochézet jen ty vlny, jejichz horni strana
je na trovni obdélniku (tedy ani ne pod, ani nad). Toho lze
snadno dosdhnout tak, Zze rovnou sko¢ime na vinu s potrado-
vym ¢islem odpovidajicim y-ové soufadnici levého dolniho
rohu a pfestaneme prochézet viny, az se dostaneme na y-
ovou soufadnici pravého horniho rohu.

Dale si u kazdé strany vyjadiime pocet Ctverecki uvnitt
obdélnika. Pro to si nejprve vyjadiime pocet ¢ernych ctve-
reckd uvnitf a pred obdélnikem (to je minimum z potado-
vého ¢isla viny a x-ové soufadnice pravého horniho rohu)
a pocet ¢tvereckll pred obdélnikem (to je minimum z pofa-
dového éisla viny a z-ové soufadnice levého dolniho rohu).
Pak staci tato dveé ¢isla odecist.

Abychom dostali koneény vysledek, poscitame Ctverecky
z kazdé strany. Pro pravé strany je postup obdobny jako
pro horni. Takto dostaneme feSeni linedrni ve vétsim roz-
méru obdélnika. Pro technické detaily opét doporucujeme
procist vzorovy kod.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-1-1in.d

Optimalni FeSeni

Kdyz si budeme prochéazet viny dle predchoziho feseni, uvé-
domime si, ze z kazdé vlny pri¢itdme podle uréitého vzoru:
Nejprve nic, dokud vlna nedosadhne obdélniku. Poté pficte-
me postupné p, p+4, ...p+q, kdyz je ,roh* viny v obdélni-
ku. Déle pricitame néjaké r za jednu stranu a poté opét nic.
To bychom mohli vyjadrit pfimo, ale je to velmi nachylné
na chybu (zvlast kdyZ néjaka z téchto fazi pro danou vinu
chybi). Proto na to ptjdeme uréitym trikem.

Nejprve si predstavime, Ze nas obdélnik je ve skutecnos-
ti étverec a navic ma levy dolni roh o soufadnicich (0,0).
V takovém ctverci jsou vzdy celé viny, dokud vlna ,nepre-
tece“, a pak uz do Ctverce nezasahuji viibec. Z prvni ¢erné
vlny mame 3 Cerné ctverce, z druhé 7, z n-té 4n — 1. Tedy
ze souctu vsech vln dostaneme:

n

> di-1=2n"+n.

i=1
V pfedchozim vzorci chdpeme n jako pocet Cernych vln,
tedy dolni celou ¢ast ze soutadnice pravého horniho rohu.
Tento vzorecek je pomérné znamy, ale 1ze k nému tfeba
dojit tak, Ze spolu sec¢tete prvni a posledni ¢len fady, druhy
a predposledni atd.

Ted si predstavme, Ze nedostaneme &tverec, ale obdélnik
stale ukotveny rohem v (0, 0). Budeme pfedpoklddat, ze Sif-
ka obdélnika je vétsi nez jeho vyska, ale feseni se v podsta-
t€ nelisi. Souradnice pravého horniho rohu oznaéime (x,y).
Obdélnik si rozdélime na &tverec (0,0) az (y,y) a obdélnik
(x +1,0) az (x,y). Cerné ¢tverecky ve Gtverci spocitame
podle predchoziho odstavce.

Pro zbyly obdélnik je feSeni je$té jednodussi. Zadna vina
totiz v tomto obdélniku nemé roh, sklada se tedy ze slou-
pecki, které jsou celé bilé nebo cerné. Sloupecki je = — y,


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-1-quad.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-1-lin.c

polovina z nich éernych (zda méme zaokrouhlovat dold ne-
bo nahoru, zédlezi na tom, jestli jsme zacali cernym sloup-
cem, tedy zda je y liché). Pocet Gernych ¢tvereckti pak uz
dostaneme jako nasobek poc¢tu Cernych sloupcti jejich vys-
kou (¢islem y).

Nyni kone¢né piipad, kdy neméme levy dolni roh v (0, 0).
Zde pouzijeme trik, ktery néktefi mozna znate z tzv. pre-
fixovych souc¢ti. Méame totiz nastroj, jak rychle spocitat
pocet Cernych ctvereckdt v obdélniku ukotveném v pocat-
ku. Oznalme (z1,y1) soufadnice levého dolniho rohu nase-
ho obdélnika a (x2,y2) pravého horniho. Za¢neme s obsa-
hem obdélnika (0,0) aZ (x2,y2) (spocitany podle pfedcho-
ziho odstavce). Jenze v tomto obdélniku jsou nékteré éerné
¢tverecky navic. Mtzeme snadno odecist ¢erné ctverecky
z obdélniku (0,0) aZ (x2,y; — 1) a jesté odecteme &tverecky
z obdélniku (0, 0) az (1 —1,y). Ted jsme vSak odecetli ¢tve-
recky z obdélnika (0,0) az (x; — 1,31 — 1) dvakrat. Jenze
pocet Cernych ctverecktt v tomto obdélniku umime spodi-
tat, neni tedy nic jednodussiho, nez je zpatky pricist. Tim
dostaneme pozadovanou odpovéd.

Pocet cernych ¢tverecki ve vsech ¢tyfech obdélnicich doka-
zeme spocitat v konstantnim case, stejné rychle tedy bézi i
celé teseni. PFi psani kédu je tfeba si dat pozor na to, kde
chceme pricist a nebo odecist jednicku a také kdy sprav-
né pocitat zbytky po déleni prvocislem ze zadani. Skutec¢né
tedy doporucujeme precist si vzorovy kéd.

Program (C):
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Dominik Smrz

30-3-2 Zmrazovac

Pripomenme si znaceni ze zadani: K je délka cesty, X je do-
sah zmrazovace. Jeden zmrazova¢ zasdhne celkem 2X + 1
policek (své vlastni, X nalevo a X napravo). Body na cesté
¢islujeme 0 az K — 1. Dale si oznac¢ime N celkovy pocet
nepiratel. Chceme umistit dva zmrazovace tak, aby dohro-
mady zasahly co nejvice nepratel.

Nejprve se zbavime jednoho okrajového pripadu. Pokud
K < 4X + 2, mizeme postavit agenty tak, aby pokryli
presné celou cestu (konkrétné na pozice X a K — 1 — X).
Zmrazi tedy vSechny nepratele a neni co Tesit.

Nadale budeme predpokladat K > 4X + 3.

Téz muzeme predpokladat, zZe v optimalnim feseni se do-
sahy zmrazovaci nepiekryvaji. Pokud bychom méli feseni,
kde se pfekryvaji, mizeme pravy z nich posouvat doprava
(pFipadné levy doleva, podle toho, na kterou stranu mame
volné misto), dokud se pfekryvat nepfestanou. Zadné po-
licko tim neuvolnime z dosahu zmrazovace, takze se pocet
zasazenych nepratel nemuize snizit.

Zdanlivé linearni feseni

Nejprve si ukédzeme feseni, které napadlo vétsinu Fesitelt,
ale neni tak iplné optiméalni.

Pofidime si pole P délky X, kde na pozici P[i] napiSeme
pocet nepiatel stojicich na soufadnici ¢ (typicky to bude
0 nebo 1, ale zadani nezakazuje vic nepiatel na jednom
misté).

Nyni si pro kazdou pozici spocitame, kolik nepratel by zmra-
zil agent stojici na daném misté, a tato ¢isla ulozime do
pole Z. To udélame snadno. Predstavime si, Zze po cesté

posouvame okénko délky 2X + 1, které predstavuje dostiel
zmrazovace. Na zacatku jej postavime stfedem na pozici 0
a spocitame, kolik neptatel okénko obsahuje.

Potom postupné posouvame okénko vzdy o jednu pozici do-
prava. Po kazdém posunuti snadno v konstantnim c¢ase pre-
pocitame pocet nepratel uvnitt okénka: pricteme neptatele
na policku, které se nové dostalo do okénka a odecteme ne-
ptéatele na policku, které praveé opustilo okénko. Ignorujeme
¢asti okénka, které presahuji mimo cestu, takze napriklad
prvnich X posunuti nic neodec¢itame. Po kazdém posunuti
okénka si ulozime aktualni pocet neptatel pro dany stiedo-
vy bod i do Z[i]. Posunuti okénka trva O(1), tedy celé pole
naplnime v ¢ase O(K).

Nyni by se nam libilo postupné vyzkouset vSechna mozna
umisténi levého zmrazovace a pro kazdé z nich vybrat nej-
lepsi mozné umisténi pravého. Uz vime, ze by se dosahy
nemeély prekryvat, tedy dame-li levy zmrazovac¢ na pozici
i, pravy by mél byt na pozici j > i + 2X + 1. Ale zaroven
chceme z povolenych pozic vybrat takovou, kde zmrazi nej-
vice neptatel. Tedy vybereme takové j z rozsahu i +2X +1
a7z K — 1, pro které je Z[j] maximalni.

Tento vybér bychom zvladli v ¢ase O(K), ale to je zby-
tecné pomalé. Namisto toho si nejprve spocitame sufizovd
mazxima pole Z. Ta funguji podobné jako prefixové soucty,
jen se pocitaji odzadu a s maximem misto souctu. Pres-
né&ji potidime si pole M a do M[i] uloZzime pozici maxima
na intervalu Z[i] az Z[K — 1]. To zvladneme v ¢ase O(K)
jednim pruchodem pole Z odzadu, pri kterém si udrzujeme
prubézné maximum.

Nyni uz pro danou pozici levého agenta ¢ snadno v konstant-
nim ¢ase uréime pozici pravého — je to presné M[i+2X +1].
Ted stac¢i vyzkouSet vSechny mozné pozice levého agen-
ta, vybrat tu s nejlepsim celkovym poctem zmrazenych
(Z[i] + M[i + 2X + 1]) a v ¢ase O(K) mame hotovo.
Huré, linearni feSeni!

Linearni?

Ehm. . . Kdykoli ma tloha vice parametrii, je tfeba zamyslet
se nad tim, linedrni vic¢i ¢emu. Informatici obecné nema-
ji rédi ulohy, jejichz slozitost zavisi na hodnotach cisel na
vstupu a ne jen na jejich poctu.

Znamena to totiz, ze existuji malické vstupy, na kterych
program pobézi v zasadé€ libovolné dlouho. Uvazte tieba
vstup s pouhymi dvéma neprateli, ktefi stoji na pozicich
0 a 10'8. Takovyto vstupni soubor bude mit par bajtd, ale
vystupu se nedockéte (a jesté pred tim vam dojde pamét,
protoze paméfova slozitost je také O(K)).

Navic: predstavte si, ze vezmete néjaky existujici vstup a
soufadnice v8ech nepiatel (spolu s X a K) vynésobite tisi-
cem. Tim dostanete zcela ekvivalentni zadani (jen v jiném
méfitku), ale va§ program bude najednou tisickrat poma-
lejsi. To je obvykle Spatné znameni.

D4 se na to divat i formélné. Informatici, ktefi se sloZitos-
ti zabiraji vaznéji, ji obvykle méii v zavislosti na celkové
velikosti vstupu (v bitech). Zapis ¢isla K ve dvojkové sou-
stavé je dlouhy log, K bitt. Ale my na vstupu délky logy, K
stravime cas

O(K) = (2" F) =

Tedy toto feSeni ma vuci velikosti vstupu exponencialni ¢a-
sovou slozitost.!

e (2 velikost vstupu) )

1A kdo byl na leto$nim jarnim soustfedéni, vi, jak to méze dopadnout, kdyz ¢lovék piSe exponencialni fefeni . ..

—9_
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Skuteéné linearni FeSeni

RA4di bychom nasli feseni pracujici v ¢ase O(N). Bude vy-
chézet ze stejnych principti jako predchozi feSeni, ale uz
si nemtzeme dovolit pouzivat pole indexované souradnice-
mi nepfétel (to by se ndm ani nemuselo vejit do paméti).
Misto toho budeme pracovat nad setfidénym seznamem S
soufadnic nepfatel (zadani nam slibuje, Ze uz jej setfidény
dostaneme), ktery je dlouhy O(N).

Tady nam pomtze jesté jeden predpoklad: totiz, ze v opti-
malnim FeSeni stoji na levém okraji dosahu kazdého zmra-
zovace nepritel. Pokud ne, mizeme zmrazovac¢ posouvat do-
prava, dokud se tak nestane, coz nesnizi pocet zasazenych
nepratel. A stale pfitom miZeme zachovat podminku, Ze se
dosahy nepfekryvaji.

Odted nebudeme popisovat umisténi zmrazovace jeho pozi-
ci, ale tim, kolikaty nepfitel stoji na levém okraji zasazené
oblasti.

Analogicky jako pfedtim si budeme chtit spoéitat pole Z[i]
udavajici, kolik nepratel zasdhne zmrazovac, pokud na le-
vém okraji jeho dosahu stoji i-ty nepiitel.

Pouzijeme opét posuvné okénko. Na zacatku bude levym
okrajem na prvnim nepfiteli a pri¢itdme do néj dalsi ne-
pratele, dokud se do okénka vejdou (jejich vzdalenost od
prvniho je nejvyse 2X). Tim dostaneme hodnotu Z[0].

Nyni vzdy okénko posuneme o jednoho nepritele dal, toho
odeCteme a pri¢teme vSechny, kteri se do okénka nové ve-
jdou (pribézné si udrzujeme pozici levého a pravého okraje
okénka).

Jedno posunuti levého okraje mize zpusobit vice posunuti
pravého, ale protoze se posouva jen doprava, za celou do-
bu algoritmu se posune nejvys N-krat. Celé pole Z tedy
zvladneme naplnit v ¢ase O(N).

Nyni bychom opét chtéli pro dané umisténi levého zmra-
zovace vybrat nejlepsi umisténi pravého. Opét to bude ta-
kové j, aby Z[j] bylo maximalni a dosahy se nepiekryvaly
(tato podminka je dilezitd, protoze kdyby se prekryvaly,
zapoditali bychom nepfatele v jejich priiniku dvakrat).

Opét bychom si radi predpocitali néco jako sufixova ma-
xima. V tomto pfipadé bychom chtéli, aby j = M[i] bylo
¢islo neptitele takového, Ze jeho pozice S[j] je vétsi nebo
rovna S[i] + 2X + 1 a zarovenl pocet zmrazenych Z[j] je
maximalni.

To udélame zase tak, Ze projdeme seznam nepiatel zpra-
va doleva. Ale tentokrat si poridime do tohoto seznamu
dvé ukazovatka (levé i a pravé j). Na zacdtku dame pra-
vé ukazovatko na konec a levé posouvame od konce do-
leva tak dlouho, nez je vzdalené alesponi 2X + 1 (tedy
S[j] — S[i] > 2X + 1). Pribézné si udrzujeme pozici s ma-
ximalnim Z[j], pfes kterou pfislo pravé ukazovatko (jmax)-

V kazdém kroku zapiseme aktualni maximum na pozici le-
vého ukazovitka (M[i] < jmax). Poté posuneme levé uka-
zovatko o jednu pozici doleva. Nasledné posouvame pra-
vé ukazovitko doleva, dokud muiZeme (abychom neporusili
podminku na vzdalenost alespon 2X + 1).

Takto v ¢ase O(N) naplnime pole M pozadovanymi maxi-
my.

Nyni staci vybrat nejlepsi pozici levého agenta, tedy ¢, pro
které je celkovy pocet zmrazenych Z[i] + M[i] maximalni.

N)

Hotovo, vysta¢ime si s ¢asem i paméti O

Zde bychom se jesté méli pfiznat k malé zradé. V zadani
jsme schvalné zduraznili, Ze soufadnice jsou celociselné, aby
véas napadlo i horsi feSeni v O(K). Ale doufali jsme, zZe
jej nakonec zavrhnete ve prospéch tohoto lepsiho. Kdyby
soufadnice nebyly celociselné, je feSeni v O(N) v zdsadé
jediné mozné a cloveék nemusi rozmyslet, které vybrat.

Na druhou stranu jsme se vam snazili i trochu pomoci,
konkrétné tim, ze jsme slibili predem setfidéné souradni-
ce nepiatel. To proto, ze kdyby se musely tiidit, mohl by
nékdo nabyt mylného dojmu, Ze slozitost O(K) je lepsi nez
O(Nlog N). Neni.

Nebudte hladovi

Neékteii fesitelé zkouseli stésti s hladovym algoritmem: nej-
prve umistim prvniho agenta tak, aby zmrazil co nejvic ne-
pratel. Tyto nepratele smazu a pak umistim druhého tak,
aby zmrazil co nejvic ze zbylych. Toto feseni nefunguje.

Uvazte nasledujici vstup s X = 2:

-t 49 >
- -~
A
01 2 3 45 6 7 8 9 10

Hladové feseni umisti prvniho agenta na pozici 5, kde zmra-
zi 5 nepratel. Ale druhy agent pak uZz muze zmrazit maxi-
malné 2 nepratele, tedy celkem 7. Optimalni feSeni umisti
zmrazovace na pozice 2 a 8, kde zmrazi kazdy 4 nepratele,
tedy celkem 8.

Filip Stédronsksy

30-3-3 Teleportér

Nejkratsi cesté z néjaké zakladny X do hlavniho sidla bude-
me fikat unikovd cesta z X a jeji délce unikovd vzddlenost
z X (znac¢ime U(X)). Déle si ozna¢me M délku nejdelsi
tnikové cesty. Hledame umisténi teleportéru takové, aby
M bylo co nejmensi.

Predstavme si cestu spojujici zaklady jako vodorovnou, kde
hlavni zdkladna je Uplné vlevo. Urcité se nikdy nevyplati
projit teleportérem ve sméru zleva doprava, tim bychom se
vzdalili od cile a museli se vracet pésky.

Dale si uvédomime, ze levy konec teleportéru miizeme vzdy
umistit do hlavni zakladny. Kdyby byl nékde jinde, jeho
pfesunutim do hlavni zdkladny se tnikové cesty pouzivajici
teleportér zkrati a cesty nepouzivajici teleportér se nezmé-
ni (pfipadné také zkrati, pokud se nové vyplati teleportér
pouzit). Urcité se ale odnikud tnikové cesta neprodlouZi.

Zbyva urcit, kam umistit pravy konec teleportéru. To udé-
lame tak, ze postupné vyzkousime vSechna mozné umisténi,
pro kazdé spocteme M a vybereme nejlepsi feSeni.
Predstavme si, Ze uz jsme jej nékam umistili (ozna¢me si
toto misto T'). Pak lze zdkladny pomyslné rozdélit na t¥i
useky:

2 2 5 2 1 3'"6 9
- - > =
7 + A B 6 T B C
R/_/
I 11 111

Usek I tvoii zakladny, z nichz je nejkratsi cesta do hlavni-
ho sidla pésky, tedy takové, které jsou blize k Z nez k T.
To jsou presné zakladny lezici v levé poloviné spojnice ZT
(12X <12T1/2).



Mizeme si vS§imnout, Ze ze vSech zdkladen v tseku I méa
nejdelsi tinikovou cestu posledni zakladna, kterou si ozna-
¢ime A (U(A) = |ZA]). Ostatni zdkladny z tohoto useku

muzeme tedy pii vypoctu maxima ignorovat.

Usek II naopak tvoii zakladny, ze kterych uz se vyplati jit
doprava k teleportéru. Analogicky nejdelsi tnikovéa cesta
v tomto tseku je z jeho prvni zdkladny B (U(B) = |BT)).

Usek III jsou zakladny napravo od T, ze kterych se vzdy
vyplati jit pfes teleport. Nejdelsi inikova cesta v tomto
useku je z nejpravéjsi zakladny C (U(C) = |TC|).

Kdyz vime, Ze nejdel$i inikova cesta je ze zdkladny A, B
nebo C', spocteme jeji délku snadno:

M = max(U(4), U(B), U(C)) = max(|ZAl, | BT|, [TC]),
v naSem piipadé max(4,6,15) = 15.
Abychom mohli M spocitat, potiebujeme:

® umeét rychle urcit vzdalenost dvou zakladen,
e v&dét, kde je hranice mezi tiseky I a II (zdkladny A a B).

Prvni kol je jednoduchy: nad polem délek tunelu si spoci-
tame prefixové souéty? — tedy vlastné pro kazdou zakladnu
spo¢itame jeji tunelovou vzdalenost D(X) od hlavniho sid-
la. Potom vzdélenost | XY| snadno spoéitdme v konstant-
nim ¢ase jako D(Y) — D(X).

Zakladny A a B muzeme najit bindrnim vyhleddvanim v po-
li prefixovych souc¢ti. Pokud vyhleddme hodnotu |Z7T/2,
trefime se presné mezi A a B.

Tim bychom dostali feSeni v ¢ase O(NlogN), kde N je
pocet zékladen. Musime vyzkouSet N moznych umisténi
teleportéru, pro kazdé binadrné vyhledat hranici mezi tseky
a pak v konstantnim c¢ase spocitat M, pficemz si pribézné
udrzujeme nejlepsi zatim nalezeny vysledek.

Linearni reSeni

Existuje ale i Tfeseni v linedrnim case. Vyuziva nésledujici
pozorovani: kdyz posuneme teleportér doprava, mohou se
A a B posunout také jen doprava (nebo zlistat na misté).

Na zacatku umistime teleportér do zékladny hned vedle
hlavniho sidla. Pak A = Z a B = T = Z + 1. Budeme
postupné posouvat T doprava a prubézné si udrzovat ¢isla
zékladen A a B. Po posunuti 7' musime opravit pozici A
a B. To udéldme jednoduSe: dokud plati |ZB| < |ZT|/2
(B lezi v levé poloviné spojnice ZT', tedy v tseku I), posu-
neme A i B o jednu zdkladnu doprava.

Po jednom posunuti 7' se mizou A a B posunout i vic-
krat. Protoze se ale posouvaji jen doprava, za cely béh
algoritmu dohromady se posunou maximéalné N-krat, te-
dy jejich posouvanim stravime celkem ¢as O(N). VSechno
ostatni (v§pocet M a udrzovani pribézného minima) zv1ad-
neme v konstantnim case. Celkem si tedy vystacime s casem
O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-3.py|

Filip Stédronsky

30-3-4 Hmota a antihmota

Nasim tikolem bylo oddélit hmotu a antihmotu aneb zjistit,
jestli lze v roviné oddélit dvé mnoziny boda pfimkou tak,
aby vSechny body jednoho typu byly na jedné strané primky
a v8echny body druhého typu na strané druhé.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni|

Operovat se spoustou bodi pfimo by ale bylo zbytecné slo-
Zité, a tak si situaci trochu zjednodusime pouzitim technik
z odkazované kuchaiky o geometrii. Uvédomime si, ze kdyz
néjaké dvé mnoziny bodt umime oddélit pomoci pirimky,
umime oddélit i jejich konvexni obaly (konvexni mnoho-
thelniky obsahujici vSechny zadané body).

Spocitame si konvexni obal bodt hmoty i antihmoty (coz
podle algoritmu z kuchafky umime v ¢ase O(Nlog N) —
protoze si body musime setfidit podle néjaké soufadnice) a
pak se zamyslime, Ze mohla nastat jedna ze tfi situaci:

e Konvexni obaly se protinaji — v takovém pfipadé urcité
body hmoty a antihmoty oddélit nelze.

e Konvexni obaly se neprotinaji, ale hranice jednoho lezi
uvnit¥ druhého — tady také zjevné nelze body hmoty a
antihmoty oddélit primkou.

e Konvexni obaly se neprotinaji a nelezi v sobé — zde od-
délovaci pfimka existuje.

Pro¢ v poslednim ptipadé oddélovaci pfimka vzdy existuje?
Vezmeéme si jeden bod na obvodu konvexniho obalu hmoty
a druhy na obvodu konvexniho obalu antihmoty takové, ze
jejich vzdalenost je nejmensi mozna. Rozmyslete si, ze to
bez (jmy na obecnosti je bud dvojice vrchol-vrchol, nebo
vrchol-hrana.

Sestrojme tsecku spojujici tyto dva nejblizsi body a pak si
vezméme osu této usecky (nazvéme ji ¢) a rozmysleme si, ze
q urcité neprotina ani jeden z konvexnich obal. Rozmys-
lime si to pro obal hmoty, pro obal antihmoty to bude to
samé: Pokud na strané hmoty je nejblizsi bod vrchol, tak
hrany z né€j vychézejici se od ¢ urcité vzdaluji a zaroven
vymezuji vysek roviny, ve kterém se cely konvexni obra-
zec nachazi, takze k protnuti obrazce s ¢ jiz urcité nedojde.
A pokud je nejblizsi bod na néjaké hrané, tak si rozmysleme,
ze usecka spojujici tento bod s nejbliz§im bodem druhého
konvexniho obalu bude kolmé na tuto hranu a ¢ tak bu-
de s touto hranou rovnobézné. A protoze hrana vymezuje
polorovinu, ve které se cely konvexni obrazec musi nacha-
zet, tak ani v tomto pripadé k protnuti obrazce s ¢ urcité
nedojde.

Dokazali jsme tak, ze kdyZ se konvexni obrazce neprotinaji
a nelezi v sobé, tak urcité existuje alespon jedna oddélovaci
primka. Nez se zamyslime, jak néjakou oddélovaci primku
najit co nejrychleji, pojdme si spocitat, jak rychle umime
vytesit samotnou otazku jeji existence.

Jak jsme si fekli vySe, spocitani konvexnich obali nas bu-
de stat cas O(N log N). Jak rychle umime udélat test pro-
tnuti? Uréité bychom mohli zkusit kazdou hranu jednoho
obrazce s kazdou hranou druhého, ale to by zabralo cas
O(N?), coz nechceme. Namisto toho se opét mizeme podi-
vat do kuchatky a zjistit, ze zde mame algoritmus hledajici
pruseciky tseéek v roviné v case O((N + P)log N) (kde P
je poCet priseciki).

Naés budou zajimat pruse¢iky hran jednoho obalu s hrana-
mi druhého obalu a uz jediny takovy prisecik postaci ke
zjisténi, ze se konvexni obaly protinaji. Staci tedy spustit
algoritmus a zastavit ho okamzité, jak na néco takového
ptijde. Mtzeme tedy P shora odhadnout pomoci N a cas
nam tak vyjde O(N log N) na tuto kontrolu.

Nakonec musime ovérit, jestli se jeden konvexni obal ne-
nachézi cely uvnitf druhého. Vezmeme si tedy z kazdého


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-3-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni

konvexniho obalu jeden bod a otestujeme, jestli se nena-
chézi uvnitit konvexniho obalu druhého obrazce, tento test
zvladneme v O(N).

Pokud se nam konvexni obaly neprotinaji a pokud se ani je-
den z nich nenachazi uvnitt druhého, tak miizeme oznamit,
ze oddé€lujici pfimka existuje. Vytesili jsme tak lehci verzi
tlohy jenom s jednim obsahlejsim dikazem a s algoritmy
z geometrické kucharky v ¢ase O(N log N).

Nalezeni oddélovaci pfimky

Na tivod si povolme, ze oddélovaci piimka ndm bude stacit
i takovd, kterd se nékterych bodi dotyka (pokud by nam
to nestacilo, tak ji vzdy miZeme posunout o dostateéné
malé ¢ tak, aby se bodt nedotykala). Piikladem muze byt
¢arkovana primka na obrazku.

Ted se zamysleme, Ze kdyz si vezmeme libovolnou oddélo-
vaci pfimku dvou konvexnich mnohothelnikt, mtzeme tuto
oddélovaci pfimku pootocit (a posunout) tak, aby se kaz-
dého z obrazci dotykala v néjakém vrcholu. N&as cil bude
hledat pravé takovéto oddélovaci primky, tedy primky, kte-
ré jsou prodlouzenim néjaké tisecky mezi néjakym vrcholem
prvniho a néjakym vrcholem druhého obrazce.

Pro vybranou dvojici vrcholi umime rychle ovérit, jestli
je jimi urcend primka oddélovaci — pro kazdy z vrchola
si ovéfime, jestli je v ném piimka tefnou (jen se obrazce
v tomto bodé dotkne, ale nevstoupi do néj), nebo ne. Staci
nam oveérit, ze je pfimka oproti obéma hranam vychézeji-
cim z tohoto vrcholu umisténa na stejné strané (pokud je,
tak jiz nezasdhne ani do zbytku obrazce). Druha podminka,
kterou oddélovaci pfimka musi splnit, je, ze jeden konvexni
mnohotithelnik se od ni nachézi na jednu stranu a druhy na
opacnou stranu. To umime lehce ovérit tim, Ze si vybereme
jeden bod z kazdého mnohothelniku a zjistime, jestli lezi
na opacnych stranach. Otestovani tak umime pro dvojici
vrcholt vyhodnotit v konstantnim case.

Moznych dvojic vrcholt je O(N?), takze pfi vyzkouseni
vSech moznosti bychom tilohu zvladli v ¢ase O(N?), ale to
nam stacit nebude.

Pojdme na to tedy jinak — na pocdatku si zvolime libovolné
dva vrcholy, kazdy z jednoho mnohothelniku, a natdhneme
primku mezi nimi. Kdyz testem vyse zjistime, Ze neni od-
délovaci, tak se po néjakém z mnohothelnikd posuneme a
zkusime to znovu. Toliko postup v kostce, nyni podrobnéji.

Pro vrchol a¢ na mnohotihelniku A a vrchol b na mnoho-
thelniku B provedeme prvni pravidlo, které mé splnéné
podminky, a opakujeme:

1. Pokud pfimka uréend a-b spliiuje podminky vyse (nepro-
tind A ani B a A lezi na opa¢né strané, nez B), tak a-b
vydame jako feseni a skoncime.

2. Pokud pfimka urcend a-b protind A smérem od a k b,
tak je a na Spatné strané A — posuneme a po sméru
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hodinovych ruci¢ek na dalsi vrchol z A.

3. To samé pro b a B.

4. Pokud pfimka urcend a-b protind A smérem od a dal —
posuneme a po sméru rucicek na dalsi vrchol z A.

5. To samé pro b a B.

Pravidla 2 a 3 ndm zarué¢i, Zze body na sebe ,vidi“ (pokud
na sebe prestanou vidét, tak ,,ob&hnou“ sviij mnohotuhelnik
na druhou stranu). A pravidla 4 a 5 ndm posunou piimku
tak, aby byla pro kazdy z mnohothelnikid tecnou.

Pokud oddélovaci pfimka existuje (coz po kontrole z prvni
¢asti tlohy vime), tak nas algoritmus projde vSechny mozné
kandidaty na ni. DAl po obvodu se posouvame jenom teh-
dy, pokud jiz vime, Ze na soucasné pozici oddélovaci pfim-
ku nezkonstruujeme. Pfitom maximélné jednou obkrouzime
kazdy z obrazci, tato ¢ast je tedy linedrni.

Spole¢né s prvni ¢asti umime celou tlohu vyfesit v case
O(NlogN).

Jirka Setnicka



30-3-5 Rozbiti skupin

Uloha je podobné tloze ze zacatecnické katego-
rie, tak se inspirujeme jejim fesenim. Dostali jsme Tfetézec
r1,...,TN, V némz jsou na nékterych pozicich ,pismenka®
z P-prvkové abecedy a vSude jinde mezery. Na mista mezer
chceme vyplnit dalsi pismenka tak, aby nikde nebylo vice
nez M stejnych pismenek vedle sebe.

Nejprve si rozmyslime, jak bychom tlohu fesili, kdyby vsu-
de byly mezery. Budeme postupné pocitat pro ¢im dal delsi
prefixy 1, ..., x; Cisla A;,. Ta ndm budou fikat, kolika zpt-
soby jde prefix vyplnit tak, aby koncil pismenem p.

Odlozme na chvili, co délat na Gplném zacatku. Predsta-
vujme si, ze uz jsme v fetézci pokrocili ,dostatecné daleko®
a chceme spocitat néjaké A;,. Jak k tomu vyuzit uz znama
Ai/p/ pro i’ <i?

Vime, Ze vyplnény prefix ma konéit pismenem p. To je
soucasti néjakého delsiho souvislého p-cek, ktery ma dél-
ku k < M. Pred timto usekem uz musi lezet né€jaké jiné
pismeno p’ (nebo zadatek fetézce, ale to se nestane, proto-
Ze jsme dostatecné daleko). Pro kazdé p’ # p tedy méme
A;_j,p moznosti, jak vyplnit piedchozi ¢ast prefixu, a za
kazdou z nich mtzeme pripojit koncovy tsek z k p-Cek.

Secteme tedy tyto moznosti pfes vSechny mozné volby k
a p’ a dostaneme:

M
Ap =" > Ai gy
k

=1 p'#p

Nyni vratime do hry moznost, ze néktera pismena jsou uz
predem dana. Tim padem musime pfi zvySovani k kontro-
lovat, zda ;41 neni pfedepsano jako pismeno riizné od p,
a tehdy se zastavit. Mize se samoziejmeé stat, Ze se zarazime
hned o z;, takze celé A;, vyjde nulové.

Zbyvéa doresit pripad, kdy nejsme dostateéné daleko. Tehdy
musime pocitat s tim, ze ¢ — k miize prolézt pied zacatek
fetézce. Pomiizeme si snadno: rozsirime abecedu o nové pis-
meno Q a predvyplnime ho na pozici 0. Nové pismeno ne-
budeme vypliiovat nikam jinam. Nyni zjevné plati Apqg =1
a Agp = 0 pro p # Q. Vypocet vSech ostatnich A;, se pak
vzdy zarazi o zacatek Tetézce a spravné zapocitame jednu
moznost, protoze zacit se d& jednim zptsobem.

K vyfeseni Glohy ndm tedy staci spocitat vSechna A;, a pak
secist A,, pres vSechna p. Jak dlouho to bude trvat? Vsech
A, je O(NP), pfi vypoctu kazdého z nich s¢itdme O(M P)
¢isel. Casova slozitost tedy ¢ini O(NP?M).

Zrychlujeme. . .

Nékolika jednoduchymi Gpravami mtzeme algoritmus jesté
zrychlit. Pfedevsim se zbavime druhé sumy ve vypoctu A;,.
K tomu si pfedpocitame ¢isla T; = A;1 + Ajp + ... + Aip a
vimneme si, ze druhd suma je rovna T;_f — A;_j p. (Druha
suma vzdy z P ¢lent souctu T; jeden vynechava, tak ho
prosté od T; odeéteme.)

Tim padem spoéitat jedno A;, trvd pouze O(M), takze
jedno i zpracujeme v ¢ase O(PM). Do toho se jisté vejde
¢as O(P) potiebny na spocitani T;. Vida, cely algoritmus
jsme zrychlili na O(NPM).

Nyni vytdhneme z rukavu dalsi trik. Predstavte si, ze by-
chom se dozvédéli, kam az se zvysi k v prvni sumé, nez
se zarazime o predepsany znak rizny od p. Oznaéme tuto

hodnotu K. Pocitame tedy

K i—1
Aip = Z(T’z—k - Ai—k,p) = Z (E’ - Ai’,p) =
k=1 i'=i—K
1—1 1—1
(52) (50)
V=i—K i=i—K

To jsou néjaké dvé sumy souvislych tisekti posloupnosti, kte-
ré zvladneme spocitat v konstantnim case, pokud si pro tyto
posloupnosti budeme udrzovat prefixové soucty.

Aby tento trik fungoval, musime ovSem znat K. UkaZeme,
7e si muzeme dovolit pfepocitavat pri kazdém prodlouze-
ni prefixu zardzky — ¢isla Z,, kterd ndm budou fikat, na
které pozici lezi posledni nemezerové pismenko rizné od p.
Udrzovani je snadné: kdykoliv prodlouzime prefix o néjaké
pismenko p, pfenastavime vSechny zardzky Z, pro p’ # p
na aktualni pozici i. Pokud prodlouzime o mezeru, zarazky
zlistanou stejné.

Rozmysleme si, kolik prace vykonavame pfi kazdém z N
prodlouzeni prefixu. Nejprve prepocitame zardzky, to trva
O(P). Pak pro kazdé p pocitdme A;, v konstantnim case,
celkem tedy zase O(P). Kazdé A;, také pfipocitame k T;,
coz nam c¢as nezhorsi. Nakonec aktualizujeme vSechny pre-
fixové soulty; ty udrzujeme pro P + 1 riznych posloupnost
(jedna z nich je T), a to opét stihneme v O(P).

Tim jsme ziskali algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(N P).
Poznamka o samych mezerach

Dovolime si kratkou poznadmku na zavér: Jak by se tlo-
ha chovala, kdyby v zadaném fetézci byly jenom mezery?
Tehdy by hodnota A;, evidentné nezévisela na p, takze by
stacilo pocitat A;;. Druha suma by tedy sc¢itala P — 1 stej-
nych ¢lend a dostali bychom:

M M
Aj = Z(P —1)-Ai g1 =(P—-1) ZAi—k,l-
k=1 k=1

To je néjaka linedrni rekurence, na kterou by se dal pro
konkrétni P a M vymyslet explicitni vzorecek, do néjz by-
chom rovnou dosadili 7 a vypadlo by feseni. Naptiklad pro
P = M = 2 vyjdou znama Fibonacciho ¢isla.

Martin ,Medved“ Mares

30-3-6 StreZeni oblasti

Na této tilloze neni nic prilis zaludného — jednoduse staci
ptikazy odsimulovat. Uz vSak zalezi na tom, jaké datové
struktury pfitom vyuzijeme.

Hranice se v kazdém case sklada z nékolika navzajem se
neptekryvajicich hlidanych intervalu — souvislych tseki, je-
jichz cely vnitfek je hlidany a jejichz krajni body hranici
s nehlidanymi oblastmi. Takové intervaly miizeme v pro-
gramu reprezentovat jako dvojice (zacdtek, konec). Pravé na
pocet hlidanych intervalt po kazdé operaci se uloha pta.

Poridime si tedy néjakou datovou strukturu, ve které si
budeme udrzovat vSechny intervaly a po kazdé operaci ji
odpovidajicim zpusobem upravime. Pro zacatek budeme
skromni a intervaly budeme v néjakém libovolném poiadi
udrzovat v poli.

Co udélaji obé operace s nasim polem?

e Hlidej (A, B): v8echny intervaly piekryvajici se s (A, B)
se sliji do jednoho intervalu. Ten bude zacinat v nejle-
véjSim z jejich zacatku (popi. A, pokud je A jesté vice
nalevo) a konéi v nejpravéjsim z jejich konct (popi. B).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-Z3-4

V nasi reprezentaci nam staci pole projit, smazat prave
vSechny intervaly zasahujici do (A, B) a pak piidat na
konec novy interval (A’, B') odpovidajici jejich ,sliti“.

e Prestai hlidat (A, B): intervaly lezici plné v (A, B) zmizi,
intervaly ¢asteéné zasahujici do (A, B) se z jedné strany
ofiznou a intervaly zcela obsahujici (A, B) se rozdéli na
dva. Opét staci pole projit a zménit pouze intervaly ma-
jici prekryv s (A, B).

Rozmyslete si, Ze to, zda se dva intervaly prekryvaji, umime
ovérit v konstantnim case. Celkovy pocet intervalt si také
jisté umime udrzovat v konstantnim case.

Toto Feseni méa pamétovou slozitost O(N) a ¢asovou slozi-
tost O(N?), kde N je pocet operaci. Kazd4 operace totiz
vytvori maximalné jeden interval, takze po N operacich
jich mtzeme mit nejvyse N. Kdyz nebudeme operace pro-
vadét hloupé (napt. nebudeme vSechny intervaly zasahujici
do (A, B) mazat po jednom v O(N), ale smazeme je vSech-
ny najednou), budou obé& operace trvat O(N).

Rozmyslime si, ze v priméru po kazdé operaci pfidame,
zménime a odstranime jen konstantné mnoho intervalt.
Pro¢ tomu tak je? V obou operacich odstranujeme libovol-
né mnoho intervald, ale pfidavame jich vzdy jen konstantné
mnoho. Abychom ale mohli mazat, musime mit co, tedy po-
kud jsme provedli k¥ mazani, muselo pfed nimi nasledovat
aspoii k pfidani. Vime v8ak, ze pfidéni je dohromady O(NV),
tedy i mazdni je O(N) a pramérny po¢et mazani na jednu
operaci je konstantni.

Zrychlujeme

To, 7ze kazda operace v priméru zmeéni jen konstantné in-
tervalil, naznacuje, ze by mohlo existovat i néjaké rychlejsi
feSeni. To nasSe je pomalé hlavné kvili tomu, ze prochézi
hromadu intervali, které pro danou operaci nejsou nijak
zajimavé.

Pojdme ho upravit. Za¢neme stejné, s polem uchovévajicim
jednotlivé intervaly. Tentokrat v ném vsak intervaly budou
usporadané vzestupné podle svych zacatkt. Diky tomu bu-
deme v poli umét bindrnim vyhledavanim najit nejlevéjsi
a nejpraveéjsi interval, které nas pro danou operaci zajimaji
a budeme moci ménit jen intervaly mezi nimi. Obé operace
nam pak postac¢i upravit tak, aby usporadani zachovéva-
ly — stac¢i vSechna vkladani provadét nikoliv na konec, ale
na misto uréené dalsim bindrnim vyhledavanim. Odstrané-
ni jisté usporadani neporusi a tiprava intervalu jde nahradit
kombinaci odstranéni a vkladani.

Problém s takovym feSenim je, Ze je uplné stejné pomalé
jako to pfedchozi. Na nalezeni spravného mista sice pouzi-
vame binarni vyhledavani, ale vSechno si pokazime vklada-
nim do pole, jelikoz uz tentokrat nevkladdme jeho konec,
ale do jeho prostfedka, coz samoziejmé trva O(N). Nabi-
z{ se pouzit spojové seznamy, které umi vkladat v O(1).
V téch vsak zase neumime rychle binarné vyhledavat, pro-
toze jen s ukazatelem na prvni prvek neumime rychle najit
tolik potifebny prostiedek.

Zachrani nas vyhledavaci stromy. Pokud jste o nich jesté
neslygeli, miiZete si preéist nasi kuchatku,? ve které popisu-
jeme, k ¢emu takova datova struktura je a jak mtize vypadat
uvnitf. Pro popis feseni staci védét, ze binarni vyhledavaci
stromy umi udrzovat uspofaddanou mnozinu a v O(log V)
nad ni provadét operace ,,pridej prvek do mnoziny*, ,ode-

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromj|

4 https://en.wikipedia.org/wiki/Skip_list]

ber prvek z mnoziny“ a ,vrat nejmensi prvek z mnoziny
vetsi nez x“.
Staci tedy, kdyz v pfedchozim feSeni vymeénime pole za né-
jaky vyhledavaci strom (ve kterém opét fadime intervaly
podle jejich zacatku), a dostaneme FeSeni pracujici v Gase
O(NlogN).

Na zévér mald poznamka: i feSeni se spojovymi seznamy
by §lo upravit, aby v priméru bézelo v O(N log N), takové
randomizované strukture se fika skip list. Hruba myslenka
je takova, ze kazdé bunce spojového seznamu kromé odka-
zu na naslednika ndhodné pridame jesté nékolik zkratko-
vych odkazi, kazdy dalsi odkaz ukazujici zhruba dvakrat
dal nez predchozi. Pri vkladani prvku na spravné misto si
pak zkratkami urychlujeme ¢as a v priméru nam nalezeni
spravného mista trva O(logn). Vice si o skip listech mizete
predist napiiklad na anglické Wikipedii.*

Risa Hladik

30-3-7 Funkce o¢ima assembleru

Ukol 1: Tieti nejvétsi &islo

Hledani tretiho nejvétsiho ¢isla mizeme napsat podobné
jako tfidéni vklddanim. V registrech r3 az r5 si budeme
udrzovat prvni az tfeti nejvétsi ¢islo. Na zacatku vSechna
tfi inicializujeme na nuly. Pak z paméti nacitdme prvky
posloupnosti jeden po druhém a zatfidujeme je mezi t¥i
nejvétsi ¢isla. To se d& hezky popsat pomoci podminénych
instrukei MOV.

Program je pfimocary, jen si musime davat pozor na volaci
konvenci: pocet ¢isel dostaneme v r0, adresu prvniho cisla
v rl, registry od r4 vyse musime vratit do ptivodniho stavu
a z funkce se vracime pomoci BX 1r.

max3:
PUSH {r4-r6}
MOV 3, #0 @ r3 = zatim nejvétsi c&islo
MOV r4, #0 @ r4 = druhé nejvétsi
MOV r5, #0 @ r5 = tf¥eti nejvétsi
dalsi:
LDR r2, [r1], #4 @ r2 = aktualni &islo
CMP r2, r3 @ vyménime za r37

MOVHS r6, r3
MOVHS r3, r2
MOVHS r2, r6
CMP r2, rd4 @ vyménime za r4?
MOVHS r6, r4
MOVHS r4, r2
MOVHS r2, r6

CMP 12, 15 @ vyménime za rb57

MOVHS r5, r2

SUBS r0, #1 @ snizime pocitadlo

BNE dalsi

MOV  r0O, rb @ vratime tfeti nejvétsi
POP  {r4-r6}

BX 1r

Ukol 2: Nulovani paméti

Jak vynulovat blok paméti co nejméné instrukcemi? K tomu
se hodi instrukce MOVHS — ta umi zapsat do paméti hned né-
kolik registri najednou. My si uvolnime registry r2 az r12,
naplnime je nulami a pokazdé zapiSeme vSechny najednou.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
https://en.wikipedia.org/wiki/Skip_list

Nez se do toho pustime, musime ovsem zafidit, aby adre-
sa nulované paméti byla délitelnd ¢tyifmi. A kdyz uZ bude
zbyvat méné nez 44 bajtl, je potfeba ,véas sundat sedmi-
milové boty“ a zbytek vynulovat citlivéji (v naSem piipadé
po bajtech). Zbyva posledni detail: oSetfit ptipady, kdy je
cely zadany blok prilis kratky — tehdy rovnou pfepneme na
nulovani po bajtech.

nuluj:
MOV  r2, #0 @ r2 bude vzdy O
CMP r1, #48 @ prilis kratky blok
BLO pomalu
zarovnej: @ adresu zarovname na 4 B
ANDS 1r3, rO, #3
BEQ rychle
SUB ri1, #1
STR r2, [r0], #1
B zarovnej
rychle: @ r2-ri12 budou nuly
PUSH {r4-r12}
MOV r3, r2
MOV r4d, r2
@ ... podobné do r5 az ri2
SUB rl, #43
rychleee: @ nulujeme najednou 44 B
STMIA r0!, {r2-ri12}
SUBS ri1, #44
BHS rychleee
ADD r1, #43
POP  {r4-r12}
pomalu: @ zbylych nejvySe 48 B
STR r2, [r0], #1
SUBS ri1, #1
BNE pomalu
BX 1r

Jak rychle nulujeme? Na jeden priichod hlavni smy¢kou (od
navésti rychleee) vynulujeme 44 bajtt a stoji nés to 3 in-
strukce. Nulujeme tedy 44/3 = 14.67 bajtu za instrukci.
Rezie zbylych dvou smyéek (zarovnévaci a koncové) je sho-
ra omezena néjakou konstantou, takze pro velké bloky je
zanedbatelna.

Vsimnéte si ale, ze t¥1 instrukci v hlavni smycce jenom jed-
na nuluje pamé&t, zatimco zbylé dvé se staraji, aby smycka
bézela a vcas se zastavila. Pouze tfetinu instrukci tedy spo-
tfebujeme na uziteénou praci, zbytek je rezie smycky. Tento
pomér muzeme zlepsit tak, ze nékolik iteraci smycky slou-
¢ime do jedné, tfeba takto:

rychleeece:

STMIA rO!, {r2-ri12}
STMIA rO!, {r2-ri12}

STMIA r0!, {r2-ri12}
SUBS ri1, #132
BHS rychleeeee

Nyni v jedné iteraci smycky provedeme celkem 5 instruk-
ci, z nichz 3 jsou vykonné a stale 2 rezijni. Pomér se tedy
zlepsil z 1/3 na 3/5. Za jednu iteraci nyni vynulujeme 132
bajtt, takze rychlost jsme zvysili na 132/5 = 26.4 bajtu na
instrukci. Takto se mizeme libovolné ptiblizit k teoretické-
mu maximu 44 bajtd na instrukci, ovSem platime za to tim,
ze pro malé bloky se efektivita programu snizuje.

Mimochodem, kombinovani vice iteraci do jedné je stan-
dardni technika, kterou napiiklad prekladace Cécka béz-

né délaji. Riké se ji loop unrolling, nebo esky rozbalovani
smycek.

Ukol 3: Soudet argumentii

Séitani vSech argumentt az do prvniho nulového je jedno-
duché, jen se musime poprat s tim, Ze prvni 4 argumen-
ty dostaneme v registrech, zatimco zbyvajici na zasobniku.
Pritom predem nevime, kolik jich celkem bude. Pomize-
me si snadno: argumentové registry rO-r3 hned ulozime
na zasobnik, ¢imz zaridime, Ze vSechny argumenty budou
uloZeny na zasobniku pékné za sebou, a tak je odtamtud
jeden po druhém precteme. Ve skutecnosti je lepsi prvni
argument nechat v registru r0 a k tomuto registru pak pfi-
¢itat vSechny ostatni argumenty. To je soucasné registr, ve
kterém mame vratit vysledek.

soucet_arg:

CMP 10, #0 @ souet 0 argumentd je O
BEQ hotovo @ v r0 bude vysledek
PUSH {r1-r3} @ argumenty 2 aZ 4 na zasobnik
MOV ri1, sp
znovu: @ prochazime zasobnik
LDR r2, [r1], #4
ADD r0, r2
CMP 12, #0
BNE zZnovu
POP {r1-r3} @ uklidime zasobnik
hotovo:
BX 1r

Ukol 4: Nebudu si &st pod lavici. . .

Nechat programatora, at za trest néco napiSe stokrat, jak
znamo potrestd spiS jeho ucitele. Staci ve smycce volat
printf podle volaci konvence. Jediné, na co bychom se
mohli nachytat, je, ze funkce maji dovoleno prepsat registry,
v nichz dostaly argumenty, takze si je nesmime zapomenout
ulozit.

LDR 1r0, =trest @ r0

formatovaci retézec

MOV ri1, #1 @ r1 = pocitadlo
otrocina:
PUSH {r0,r1}
BL printf
POP {r0,r1}
ADD ri1, #1
CMP ri1, #100
BLS otrocina
B konec
trest:
.ASCII "%d. Nebudu si &ist pod lavici"
.BYTE 10, O @ konec radku, konec fetézce
.ALIGN 4
konec:

Ukol 5: Ohackované printf

Zlatym hiebem tohoto dilu seridlu bylo upravit printf, aby
¢islovalo fadky. Nabizi se vymeénit vSechna volani printf za
volani néjaké nasi funkce. Tomu brani zdanlivd malickost:
neumime vSechna voldni najit.

Pljdeme na to chytieji: pfepiSeme prvni instrukci funkce
printf na skok do nasi vlastni funkce. Nase funkce vypise
¢islo fadku a nésledné vypise to, kvili ¢emu byla zavolana.
Na oboji se hodi zavolat ptivodni printf. To zafidi funkce
orig_printf, ktera nejprve provede prvni instrukei piivod-
niho printf (tu, kterou jsme piepsali skokem) a pak sko¢i
na zbytek ptvodniho printf.



Jediny dalsi chyték je, ze v kédu instrukce skoku je cilo-
vé adresa uloZena relativné (32-bitova absolutni adresa by
se do 4 bajti instrukce nevesla). Nemtzeme tedy instrukci
zkopirovat z jiného mista v programu. To by se dalo obejit
zkonstruovanim adresy v registru a BX na tento registr, ale
pak bychom si nevystacili s pfesunutim jediné instrukce.
Radsi se tedy nauéime, jak se instrukce skoku kéduje (to
najdeme v popisu instrukéni sady ARMu, nebo se prosté
v simuldtoru podivame, jak jsou rtzné skoky zakédované).

Pokud na adrese x lezi instrukce B y, ulozime do ni, ze ma
skékat o (y — x — 8)/4 dopfedu. Osmicku odeéitame proto,
Ze se snazi mit rozpracovanych nékolik instrukci v predsti-
hu, takze v okamziku vykonavani instrukce z adresy x je
v registru pc (r15) uz hodnota x + 8. Navic adresy instruk-
ci jsou vzdy délitelné ¢tyimi, takze nejnizsi dva bity rozdilu
jsou vzdy nulové a neni je potieba ukladat. Kod instrukce
skoku mé pak ve svych hornich 8 bitech uloZzeno Oxea a
ve zbylych 24, o kolik dopfedu skice (zaporné ¢isla ukla-
dé ve dvojkovém doplitku). Kéd tedy v programu snadno
spocitame.

printf_hack:

@ Zkopirujeme 1. instrukci printf

LDR ri1, =printf

LDR r2, =orig_printf
LDR 1r0, [ri]

STR 10, [r2]

@ Nahradime ji skokem na fake_printf

LDR r0, =fake_printf

SUB 1r0, ri

SUB r0O, #8 @ kompenzace posunu pcC

LSL r0O, #6 @ déleni 4 a soucasné nulovani
LSR r0O, #8 @ hornich 8 bitd

ORR rO, #0xea0O0000 @ hornich 8 bittd

STR 10, [ri1]

B konec

@ Toto je ekvivalentni s plvodnim printf
orig_printf:

.WORD O @ sem prijde 1. instrukce printf

B printf+4 @ pokracovani ptvodniho printf

@ Timto printf nahradime
fake_printf:

PUSH {r0,r1,1r}
LDR r0, =pocitadlo @ ZvySime pocitadlo o 1
LDR ri1, [rO]
ADD ri1, #1
STR ri1, [rO0]
LDR 10, =zprava @ VypiSeme ho
BL orig_printf
POP {r0,r1,1r} @ VypiSeme, co chtél volajici
B orig_printf
pocitadlo:
.WORD O
zprava:
.ASCIIZ "Jd: " @ zkratka za .ASCII + .BYTE O
.ALIGN 4
konec:

Martin ,Medved” Mares
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Vzorova reseni ¢tvrté série tricatého roéniku KSP

30-4-1 Cernobilé hadani

Cilem je nalézt rozumné dobrou strategii pro zjisténi, kde
jsou bila a ¢erna policka v poli, do kterého nemame piistup.
Miuzeme se nicméné ptat, zda je v néjakém useku aspon
jedno policko ¢erné/bilé, tedy o tseku zjistit, jestli je ¢isté
Cerny, ¢isté bily, anebo michany.

Ulohu mtizeme samoziejmé vyfesit postupnym polozenim
N dotazti a pokud bychom o poli nic nevédéli, byla by to
i optimalni strategie. Mame ale slibeno, ze pole bude tvo-
feno jednobarevnymi tseky a bude jich fddové méné nez
celkovy pocet policek. Mohli bychom binarné vyhledavat
konec kazdého tiseku — testovat jednobarevnost intervalt
zacinajicich na konci predchoziho tiseku. Tak dostaneme za
rfadové log N dotazl pfesnou informaci o tom, kde jeden
usek kondi, a kdyz to udélame pro kazdy z M useku, tak
celé pole projdeme za O(M log N).

Trochu detailnéji popsano: Pii bindrnim vyhledavani zacne-
me dotazem v poloving, tedy dotazem na interval [0, N/2].
Tim zjistime, jestli je konec v prvni nebo druhé piilce pole.
Pak postup opakujeme pro tu polovinu, kde ma byt konec
— napiiklad [0,3/4 - N], kdybychom prvnim dotazem zjisti-
li, Ze interval je jednobarevny a konec v prvni ptilce neni.
Abychom otestovali jednobarevnost tseku, tak se mizeme
zeptat na prvni policko (jednim dotazem ,je tsek [0, 0] bi-

1y7¢) a pak nam pro kazdy dalsi staci zjistit, jestli m4 stej-
nou barvu, jako ten prvni (napf. dotazem ,je usek [0, X]
bily?“). Az takto najdeme, jak je velky prvni jednobarevny
tsek, tak se mizeme pustit do druhého. Protoze ten prvni
tsek uz nebudeme potfebovat, mtzeme jeho barvu vypsat
a ,zapomenout“, ze tam néco bylo — snizime si M o jed-
na, N o délku prvniho tseku a vSechny nasledujici dotazy
budeme posilat posunuté o délku prvniho tseku.

Celkem pouZijeme pfinejhorsim O(M log N) dotazi, v kaz-
dé iteraci jeden na zjisténi barvy a log N na dohledani kon-
ce. Zadné slozité vypocéty mimo dotazovani neprovadime,
Casova slozitost bude také O(M log N) (pokud vypisujeme
pole po skupinéch; kdybychom ho vypisovali po dilkach, do-
staneme Gasovou slozitost O(N + M log N)). Za povsimnuti
také stoji, ze pokud budeme vystup rovnou vypisovat, ne-
potiebujeme alokovat zadnou pamét, kromé konstantniho
mnozstvi proménnych.

Standa Lukes

30-4-2 Kocka na stromé

Nefunkéni FeSeni

Na prvni pohled to mize vypadat, ze by mohly jit najit
dvé nejkratsi cesty ,postupné* — najdu jednu nejkratsi ces-
tu a potom druhou v grafu bez vnitifnich vrchold té prvni.



Takové feSeni se ale rozbije naptiklad na grafu na obrazku.
I presto, ze dvé cesty mezi nimi existuji, prvni hledani nej-
kratsi cesty by mohlo najit cestu, jejiz odstranéni z grafu
vrcholy uplné odstiihne.

Funkéni FeSeni

Mohli jste si vSimnout, Ze tloha je kuchatkové a kuchaika
je o tocich v siti, takze asi nebude Spatny napad toky pou-
zit. V kuchafce je dokonce popséno, jak najit dvé (hranové)
disjunktni cesty, jenom ta cesta nemusi byt nejkratsi. Mohli
bychom ale pomoci trochu modifikovaného Dijkstrova algo-
ritmu vyrobit graf, kde vSechny cesty budou nejkratsi — ne-
bude tam zadna delsi cesta nez nejkratsi cesta mezi hasici a
kockou. Pak v tomto grafu vSechny hrany ohodnotime jed-
nickou a najdeme nejvétsi tok. Kdyz bude velky alespon 2,
tak v ném najdeme dvé cesty mezi hasi¢i a kockou a obé
budou nejkratsi.

Abychom vyrobili orientovany graf se samymi nejkrat$imi
cestami, prohleddme mapu skoro-Dijkstrovym algoritmem
a skonCime, az kdyz vzdalenost prevysi vzdalenost kocky
(ne hned, jak k ni dojdeme, jako bychom délali bézné).
Kdyz prohledavani zastavime az po prekroceni vzdalenosti,
mame jistotu, Ze tam uz zadna dalsi nejkratsi cesta neni.

Béhem priibéhu si navic budeme psat, pres jaké hrany se da
do kazdého vrcholu dostat. Kdyz narazime na alternativni
nejkratsi cestu do vrcholu, tak ji pfiddme do seznamu. Del-
1 cesty tam nepfidavame. Do vysledného grafu zahrneme
jen hrany, které jsme si pfi prohleddvani poznamenali, a at
v ném pujdeme po orientovanych hranach ke kocce jakou-
koli cestou, bude nejkratsi, protoze zadné hrany, které by
cestu mohly prodlouzit, jsme do grafu jednoduse nepfidali.
Na obrazku vidite co tato transformace udélala s grafem
z prvniho obrazku. Tentokrat jsou tam vSechny hrany, ale
to je spise nahoda.

Ted potfebujeme najit nejlepsi tok v siti s pritokem maxi-
malné 1 ve vSech hranéich a vrcholech. Drobny problém je,
ze Fordiv-Fulkersontiv algoritmus z kuchafky umi limitovat
jen prutok v hranach, ne ve vrcholech. To ale obejdeme jed-
noduchym trikem — nahradime kazdy vrchol dvéma vrcho-
ly spojenymi hranou s kapacitou 1. VSechny vstupni hrany
dame do prvniho vyrobeného vrcholu a vSechny vystupni
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do druhého. Takto nam vrcholem potece maximalné 1. Na
obrazku je priklad takového pievedeného grafu.

Kdyz mame tok, tak podle néj jenom najdeme cestu, jako je
to popsané v kuchafce. Jednoduse ptijdeme (projdeme pro-
hleddnim do hloubky) jednou cestou, kudy tece tok, a pak
ptjdeme druhou cestou, kde tece.

Rychlé feSeni

Toto feseni funguje a dobéhne v polynomialnim case, ale
hledani maximalniho toku docela trva. Muzeme ovsem vyu-
zit faktu, ze nepotfebujeme maximalni tok, nybrz nam staci
jen néjaky tok velikosti 2 (nebo informace, Ze neexistuje).
Fordtv-Fulkersoniiv algoritmus bézi v krocich, v kazdém
kroku najde prohledanim grafu do Sitky zlepsujici cestu,
a protoze jsou vSechny kapacity 1, kazda zlepSujici cesta
zlepsi tok o 1. Standardni algoritmus se zastavi, az kdyz
zadnou dalsi zlepsujici cestu nenajde, coz nemusi byt zrov-
na brzy. My ho ale mizeme zastavit uz po dvou krocich,
tok velikosti 2 ndm na dvé paralelni cesty bohaté staci.

Na cely algoritmus tak potiebujeme prohledat graf podob-
né, jako to déla Dijkstriv algoritmus, coz zabere O(M log N)|j
¢asu. Pak vyrobime tokovou sif, to stihneme v linedrnim
case. Na tokové siti najdeme dvakrat zlepsujici cestu pro-
hledanim do sitky, takze to také bude trvat linearné dlouho.
Nakonec v nalezeném toku najdeme dvé cesty, opét to nebu-
de problém stihnout v linedrnim ¢ase néjakym prohledanim
grafu. TakZe ve vysledku jsme se dostali na stejny cas, jako
mé Dijkstriv algoritmus — O(M log N).

Standa Lukes

30-4-3 Hippocoin

Nejprve provedeme nékolik jednoduchych pozorovéani. Uvé-
domime si, ze pokud chceme obchodovat, vzdy se vypla-
ti vyuzit vSechny penize (at uz koruny, nebo hippocoiny),
které mame. Bud se totiz jedna o néjakou transakci, kte-
ra je pro nas vyhodna, a je tedy dobré investovat vse, a
nebo nevyhodna, kterou je lepsi viibec neuskutec¢nit. Déle
si uvédomime, Ze je vyhodné nakupovat hippocoiny tésné
pred tim, nez ndkupni cena zacne rust, a prodavat je tés-
né pied tim, nez prodejni cena zacne klesat (takové body
se nazyvaji lokdlni minimum, respektive maximum). Pokud
bychom totiz hippocoiny chtéli koupit dfive (za stejnou ne-
bo vyssi cenu), stejné bychom s prodejem museli pockat
na rust nakupni ceny, abychom je mohli vyhodné prodat
(za vy$si cenu, nez jsme je koupili), protoze prodejni cena
je vzdy mensi nebo rovna nakupni. Naopak pokud bychom
hippocoiny chtéli kupovat pozdéji, jednak bude nakupni ce-
na vyssi, jednak se zdrzenim miizeme pfipravit o moznost
vyhodného prodeje.

Jednoducha varianta

Resenim jednoduché varianty je algoritmus, ktery v kazdém
minimu hippocoiny nakoupi a v kazdém maximu je proda.



Staci jednou projet celou posloupnost a fidit se podle na-
sledujicich dvou podminek:

1. Pokud dalsi den cena poroste, nakup za vSechny penize
hippocoiny.

2. Pokud dalsi den cena klesne nebo je posledni den, prodej
vS8echny hippocoiny.

Dokézali jsme, ze se nevyplati obchodovat jinde nez v mi-
nimech, respektive maximech, nyni dokazeme jesté, Ze se
nevyplati zddné minimum nebo maximum vynechat. Pti
nasem obchodovéani pravidelné stfidame nakup a prodej. Po
kazdé dvojici transakci ndkup hippocoini — jejich prodej za
vy$s7 cenu budeme mit vic penéz nez pred ni. A protoZe ce-
na v kazdém maximu je vzdy vyssi nez cena v predchozim
minimu, vyplati se provést vSechny tyto transakce. Popsa-
ny algoritmus je tedy spravnym fesenim s ¢asovou slozitosti
O(N), protoze projdeme posloupnost pouze jednou, a pa-
métovou slozitosti O(1), protoze nam staci pamatovat si
cenu v dnesnim a v nésledujicim dni.

Rozsifeni na téZkou variantu

Pfimocarym feSenim tézsi varianty by byl stejny algoritmus
jako u jednodussiho feseni, ktery by ovSem bral v tivahu
pouze minima z ndkupni ceny a maxima z prodejni. To ale
nestaci. Jednak se mohou objevit dvé minima v nakupni ce-
né za sebou, aniz by mezi nimi bylo maximum z ceny prodej-
ni (musime se tedy rozhodnout, ve kterém minimu chceme
nakoupit), jednak maximum prodejni ceny miZe byt mensi
nez minimum nakupni ceny a nemusi se nam vyplatit vzdy
obchodovat, protoze bychom neprodali hippocoiny za vyssi
cenu, nez jsme je koupili. Budeme si tedy pamatovat po-
sledni transakci (ndkup nebo prodej nenulového mnozstvi
penéz a jeho cenu) a priddme dvé podminky:

3. Pokud chceme provést transakeci stejného typu jako pied-
chozi a dnesni cena je vyhodnéjsi, zrus posledni transakci
a proved ji az dnes.

4. Pokud chceme prodat hippocoiny a prodejni cena je nizsi
nez ta, za kterou jsme je nakoupili, prodej neprovadé;j.

Zbyvéa nam uz jen jedna malickost — zajistit, Ze posledni den
budeme mit koruny a ne hippocoiny. V leh¢i varianté jsme
to vyfresili tak, Zze jsme hippocoiny nakupovali, pouze kdyz
jsme védéli, ze cena jesté poroste. Tady vSak nevime, jest-
li prodejni cena jesté prekroc¢i tu nakupni, proto pridame
posledni podminku:

5. Pokud jsme dojeli na konec a posledni transakce je na-
kup, transakci zrus.

Algoritmus mé stejné jako u jednodussi varianty Gasovou
slozitost O(N) a paméfovou O(1).

Jiné FeSeni podle Jirky Skrobanka

Vyjdeme z toho, ze pokud znadme maximalni mozny pocet
korun k; a hippocoind h;, ktery mtzeme i-ty den mit, pak
(i + 1)-ni den je maximalni moZny pocet korun maximum
z k; (pokud si nechame koruny v korunéch) a h;-p; 1 (pokud
si pfevedeme véerejsi ¢astku v hippocoinech na koruny), kde
pi+1 je prodejni cena hippocoint (¢ + 1)-ni den.

Na zac¢atku mame dané mnozstvi penéz k. Pokud si je hned
prvni den prevedeme na hippocoiny, ziskame hg. Projdeme
celou posloupnost a budeme si vzdy pamatovat aktualni
k; a h;. Jakmile dojdeme na konec, zjistime nejvyssi pocet
korun, ktery muzeme pii obchodovani béhem dané doby
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ziskat. Pokud chceme znat i postup, jak obchodovat, bu-
deme si muset pamatovat kromé k; a h; také to, kdy jsme
penize ménili.

I toto feseni m4 line4drni ¢asovou a pamé&tovou sloZitost.

Zuzka Urbanovd

30-4-4 Malovani 2.0

Pfed samotnym hledénim algoritmu si pojdme projit detai-
ly zadani. Mame pouze dvé barvy, takze o obrazku mutzeme
uvazovat jako o bitové mapé. Stétec ndm barvy pouze pro-
hazuje, nezalezi tudiz na presném poctu kliknuti na pixel,
ale pouze na sudosti a lichosti. Kazdé dvé aplikace $tétce na
tomtéz misté se navzajem vyrusi. U kazdého pixelu obrazku
se tedy musime pouze rozhodnout, jestli na néj kliknout,
nebo ne. Navic o Stétci mtizeme uvazovat jako o binarni
operaci XOR — malovani je XORovani s jednickou.

Pokud jde obrazek stétcem namalovat, tak jde urcité i sma-
zat. Sta¢l ho namalovat podruhé pfes sebe sama. Dosta-
neme tim v kazdém bodé obrazku dvé aplikace Stétce ne-
bo zadnou — celkové zZaddnou zménu. A naopak: pokud jde
smazat, stejny postup aplikovany na prazdnou plochu ho
namaluje.

Pojdme tedy obrazek smazat! Kde ale zac¢it? Podivame-li se
na rohové pixely obrazku, tak kazdy z nich je mozné zménit
pouze jednim moZznym zpusobem. Uvazujme pouze o levém
hornim rohu obrazku. MuzZeme aplikovat Stétec pfimo v ro-
hu, tim se pak barva pixelu zméni. Kdyz ale klikneme kam-
koliv jinam, tak se pixel akorat dostane mimo dosah. Takze
barva levého horniho pixelu ndm pevné urcuje prvni apli-
kaci Stétce — musime tam dostat bilou. Akorat pii kliknuti
musime zménit barvu celé oblasti k x k a nejen rohového
pixelu. Co dal? Levy horni pixel povazujeme za vyfeseny,
takze na néj jiz nechceme sahat. Vznikly nam tim dva nové
rohové pixely. Vezméme tieba ten vpravo — miizeme ho také
zmeénit pouze jednim zptisobem.

Budeme-li takto pokracovat, dostaneme se na konec prvni-
ho fadku. Na poslednich k — 1 pixeli ale nejde pfimo klik-
nout, takze pokud nejsou bilé, tak obrazek smazat nejde.
Tim jsme vytesili prvni fddek a mizeme to samé opakovat
pro dalsi. Poslednich k — 1 fadkt opét nepiijde zménit pii-
mo. Ty opét rozhoduji o tom, jestli je obrazek smazatelny.
Cely vysledny algoritmus vypada takto:

. Pro kazdy tadek z:
Pro kazdy sloupec y:
Kdyz je pixel [z,y] Gerny:
KdyZ se Stétec na [z, y] vejde na obrazek:
Zménime barvu vSem polickidim Stétce.
Kdyz se nevejde:
Obrazek nejde nakreslit.
8. Obrazek nakreslit jde.

NSOt W

Jelikoz krok 5 trvad O(k?), celkova slozitost tohoto algoritmu
¢inf O(M Nk?). Pamét nam staci na ulozeni obrazku, takze
O(MN).

To musi jit rychleji!

Pro¢ je predchozi algoritmus pomaly? Pri kazdé aplikaci
Stétce musime zménit barvu k? pixelt. D4 se to ale obejit.
Protoze se jedna o souvislou oblast, mtizeme si pomoci 2D
intervalovymi stromy. Tim bychom misto O(M Nk?) dostali
slozitost O(M N log M log N'). To muize byt lepsi v zévislos-
ti na velikosti k. Jde to ale jesté rychleji a pomoci méné
komplikované datové struktury!



Vezmeéme si néjaky pixel uvnitt obrazku. Kolikrat mu zmé-
nime barvu? Tolikrat, kolikrat jsme ve ¢tverci vlevo nad
nim velikosti k£ x k pouzili stétec. Na toto mlzeme pou-
zit variantu prefixovych souctt. U kazdého pixelu si bude-
me pamatovat, kolikrat byla jeho barva zménéna. Pro pixel
na soufadnicich [z, y] Fikejme této hodnoté p, ,. Zacindme
s tim, ze kazdy pixel nebyl nikdy prohozen, takze si kazdy
pamatuje nulu. Navic si u kazdého pixelu pamatujme, jestli
na né¢j byl pouzit stétec — hodnotu $; ,. Ta nabyva hodnot
nula nebo jedna.

(V213

X,y

px,y

Budeme obrazek opét prochéazet z levého horniho rohu a
u kazdého pixelu se zastavime a rozhodneme se, jestli na
néj potfebujeme pouzit stétec, nebo ne. Pak spocitame jeho
hodnotu p a ulozime si ji.

Protoze krajni vrcholy je potieba oSettit specidlné, zacnéme
pro ukazku néjakym vnitinim pixelem obrazku. Reknéme,
Ze lezi na soufadnicich [z, y]. Nez jsme se k tomuto pixelu
dostali, prosli jsme vSechny pixely vlevo a nahore. Takze
specidlné mame urcité spocitané hodnoty py_1,y, Pzy—1 @
Px—1,y—1. Kolikrat byla pixelu [z, y] zménéna barva? Nejlé-
pe je to vidét asi z néasledujiciho obrazku:

0 X [

= - 1x
1x 2X | J

] X ] [T

Dostévame tedy vyraz pyy = Pr—1,y + Pa,y—1 — Po—1,y—1 —
Sp—lky — Szy—k + Se—k,y—k, diky kterému jsme schopni hle-
dany pocet prohozeni barvy konkrétniho pixelu spocitat
v konstantnim ¢ase. Navic nés nutné nezajima pfesny po-
Cet, mizeme vSe pocitat modulo 2. Takze také vime, jestli
je po vsech téchto prohozenich pixel bily nebo ¢erny a mu-
zeme postupovat stejné jako v prvnim algoritmu.

Abychom mohli algoritmus dokon¢it, musime se jesté vy-
poradat s pripady, kdy chceme ¢ist hodnoty p a § z oblasti
mimo obrazek. To miiZzeme vyfesit velmi jednoduse, mimo
hranice obrazku prosté zadné zmény délané nebyly, takze
obé hodnoty jsou nulové. Cely algoritmus tedy nakonec vy-
pada nasledovné:

1. Pro kazdy radek x:
2. Pro kazdy sloupec y:

3. Pz,y — (pm—l,y + Pzy—1 — Pz—1y—1 — §m—k,y -
gfc,yfk + vafk,yfk) mod 2

4. Kdyz je pixel [z,y] éerny po p, , prohozenich:

5. Kdyz se stétec vejde na obrazek:

6. Spy 1
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7 DPzy 1- Pzx,y

8. Kdyz se nevejde:

9 Obrazek nakreslit nejde.
10. Jinak 8, , < 0
11. Obrazek nakreslit jde.

Vyslednou slozitost dostavame nakonec O(M N). Paméto-
vé je stejna, protoze v kazdém pixelu si udrzujeme pouze
konstantni mnozstvi informace — dvé ¢isla.

Vasek Sraier
Liné prebarvovani

Pomalé prebarvovani ¢tvercit k£ x k z naseho prvniho fe-
Seni jde také zrychlit takzvanym linym vyhodnocovdnim.
Poridime si pomocné pole ¢, ve kterém budou jednicky na
misté poZadavki na prebarveni: {,, = 1 bude znamenat,
Ze vSechna policka v ,nekoneéném ¢&tverci“ od policka [z, y]
doprava a dolti se maji pfebarvit. VSimneme si, ze piebar-
veni étverce k X k s levym hornim rohem [z, y] lze provést
znegovanim pozadavkl ly , loikys Lo yt+k & Lotk ytk. 1O
je stejny trik, jako u 2D prefixovych souctu.

Dobré, tim jsme pfebarvovani odlozili na pozdéji. Kdo ho
ale provede? Dohodneme se, ze kdykoliv dojdeme na néjaké
policko [z, y] a lezi na ném pozadavek, tak tento pozadavek
vyfesime zadanim néjakych pozadavki na jesté neprojitych
polickach. Konkrétné si uvédomime, Zze pozadavek £, =
1 mizeme vy¥idit znegovanim samotného policka [z,y] a
pozadavkll ly 11y, Lo y+1 & log1 yri-

Zadat pozadavek i vyfesit ho tedy dokdzeme v konstant-
nim case, takze celé liné prebarvovaci feSeni mé slozitosti
O(MN). Mimochodem, vSimnéte si, Ze je vlastné docela
podobné predchozimu rychlému feseni, jen néco jako prefi-
xové soucty pocita pro budoucnost misto minulosti.

Martin ,Medved“ Mares

30-4-5 Frnakovnik

Jakym nejjednodussim zpisobem by se tato tloha dala
vyresit? Muzeme pouzit hrubou silu. Vyzkousime vsech-
ny mozné kombinace nadob (je jich 2V), spocitdme jejich
celkovy objem, zkontrolujeme délitelnost sedmi a najdeme
maximum. Rychlé to ale nebude, kvtili po¢tu vSech kombi-
naci dostavame ¢asovou slozitost O(2" - N) a paméfovou
slozitost O(N).

Jak bychom to implementovali? Docela se na to hodi rekur-
ze, protoze se ji hezky daji generovat ty kombinace. Vezme-
me prvni nddobu dohromady se vsemi rekurzivné spocita-
nymi kombinacemi ostatnich nadob. Tim dostaneme ptlku
vSech kombinaci. Pro druhou pitilku prvni nadobu zahodi-
me a vezmeme opét rekurzivné vSechny mozné kombinace
zbytku. Abychom si nemuseli kombinace ukladat, miazeme
v posledni vrstvé rekurze zkontrolovat soucet a hledat ma-
ximum. Je potieba to ale néjak zrychlit!

Jedno drobné vylepseni se hned nabizi. Nemusime pocitat
soucty az po vybéru nadob, mizeme je sCitat jiz prubézné
prfi rekurzivnim generovani a predavat si do rekurze soucet.
Snizujeme tak ¢asovou slozitost na O(2V). Mtzeme to ale
také celé otocit. Rekurzivni funkce nebude vytvaret kombi-
nace, bude pocitat ptimo vysledek — nejvétsi mozny soucet
objemi nadob délitelny sedmi. Vezmeme prvni nadobu a
nejvétsi soucet ze zbylych nadob se zbytkem po déleni sed-
mi takovym, aby nam nakonec vysel zbytek nulovy. To samé
zkusime s tim, ze prvni nadobu nebudeme zapocitavat.



V kédu to muze vypadat naptiklad nasledovné:
N=25
nadoby = [2, 3, 2, 2, 17]

def vyber(zacatek, zbytek):
# vraci celkovy objem a seznam nadob

# kdyz uZ nejsou nadoby, ukonéime rekurzi
if zacatek ==
return 0, [] # rozbije se pro zbytek != 0

# tady vyzkouSime obé varianty souctd
z = nadoby[zacatek] % 7
soucet_s, vybrane_s =
vyber (zacatek + 1, (7 + zbytek - z) % 7)
soucet_bez, vybrane_bez =
vyber(zacatek + 1, zbytek)

# a vezmeme tu lepsi
if soucet_s > soucet_bez:
return (soucet_s + nadoby[zacatek],
vybrane_s + [nadoby[zacatek]])
else:
return soucet_bez, vybrane_bez

print (vyber (0, 0))

Stale je to ale pomalé. Funkce vyber se spusti ifadové 2V-
krat. Jaké ale dostava vstupni parametry? Index do pole
s nddobami — téch je N — a zbytek po déleni sedmi — téch
je celkem sedm. Takze mame celkem 7N moznych zpisobi,
jak zavolat funkci, ale volame ji 2V-krat. To je spousta zby-
tecné préace! To ji pfeci musime volat se stejnym vstupem
vicekrat! Pojdme si pofidit cache a uklddejme si do ni pred-
chozi vysledky. Diky tomu nebude potfeba pocitat porad
dokola to samé. Snizi nam to ¢asovou slozitost na krasnych
O(N). Zustava tam ale pofad ta rekurze, kterou z praktic-
kych diavodi nechceme mit moc hlubokou (kvili velikosti
zasobniku).

Jak nasi cache vypliiujeme? Rekurze se prvni zanoii do ma-
ximalni hloubky, spo¢ita vysledek pro nula nadob, ulozi ho
do cache a vrati se o vrstvu vySe. S pomoci cache pak spo-
¢itdme hodnotu pro jednu nadobu, pro dvé, atd. To ale
neni nic jiného, nez linearni prochéazeni cache odzadu. Tak-
ze vlastné rekurzi nepotfebujeme, miizeme to samé spocitat
pfimo.

Cache m4 velikost O(TN) = O(N) a miZeme si ji repre-
zentovat napfiklad jako dvourozmérné pole. Obsahuje pro
kazdy pocatecni index a zbytek po déleni sedmi objem nej-
lepsiho vybéru nadob a odkaz na stav, ze kterého byla tato
hodnota vypocitana. Mizeme diky tomu rekonstruovat vy-
bér nadob.

Cache budeme linedrné prochézet od poslednich nadob. Pro
kazdou nadobu navic projdeme vSechny zbytky po déleni
sedmi a z predchozich hodnot dopocteme jesté nespocitané
stejné jako pri rekurzi. Kdyz je cache plna, tak posledni
spocitana vrstva obsahuje vysledek u zbytku rovného nule.
Navic odkazuje na pfedchozi pouzity stav, takze si z toho
umime spocitat, jestli byla prvni nddoba pouzitd nebo ne.
Obdobné pro vSechny dalsi nadoby.

Jesté si mizeme vSimnout jednoho drobného detailu — re-
kurze cache vypliuje pozpatku, ale ve vysledku je to uplné
jedno. Muzeme prichod otocit a zacit od prvni nadoby,
skoncit u posledni. Nic to na situaci nezméni.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamiksg
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamikg
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Vyfeseno tedy méme v éase O(N) a ve stejné paméti. Po-
uzitd technika postupného vylepSovani rekurzivniho feSeni
spada pod tzv. dynamické programovdni. Vice se o tomto
tématu muizete dodist v nasi kuchaice.’

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-4-5.py

Vasek Sraier

30-4-6 Takrka nudna uloha

Pripomenme si tllohu: méme dvé posloupnosti A a B, obé
délky n. Chceme v linedrni paméti spocitat jejich nejdelsi
spole¢nou podposloupnost, tj. vyskrtat z nich co nejméné
prvki, aby se zbylé posloupnosti rovnaly.

Jak se piSe v zadéani, bez pozadavku na lineadrni pamét jde
o znamou ulohu. Pfipomenme feseni z kuchaiky o dynamic-
kém programovani.® Vypocet probiha v n krocich, v i-tém
kroku uvazujeme jen spole¢né podposloupnosti A a B, kte-
ré v A kondi nejpozdéji na pozici i. Pfechod z i-tého do
(i 4+ 1)-tého kroku probihd tak, Ze se podivame, jak se do-
savadni posloupnosti prodlouzi, kdyz jim povolime vyuzit
navic i prvek Afi + 1].

Neuvazujeme vsak vSechny podposloupnosti, ale jen ty, kte-
ré maji potencial byt prodlouzeny na nejdelsi spolec¢nou.
V kuchafce je zdivodnéno, ze v jednom kroku nam sta-
¢i pamatovat si jen jednu podposloupnost od kazdé délky,
a to konkrétné tu, kterd v B konéi co nejdiive. Rikejme
takovym podposloupnostem slibné. Navic si z pamétovych
dtvod nepamatujeme v8ech téchto O(n) podposloupnosti,
ale jen jejich posledni prvky, resp. indexy poslednich prvki
v poli B.

Ozna¢me tento index pro slibnou podposloupnost délky ¢
v i-tém kroku jako d;[¢]. Kuchaikové feSeni ve své podstaté
funguje tak, ze se pii pfechodu k (i + 1)-tému kroku podiva
na vsSechny slibné podposloupnosti z i-tého kroku a podi-
vé se, kde by v B nejdfive konéily, kdyby se prodlouzily
o prvek A[i+ 1]. V praxi to znamen4, Ze se vezme hodnota
d;[€], v B se od ni napravo najde index nejbliz§iho vyskytu
prvku Afi 4 1] a timto indexem se pokusime zlepsit hodno-
tu d;11[€ + 1] (tj. nahradime ji, pravé pokud je novy index
mensi nez soucasné hodnota).

Kazdou hodnotu d;[¢] jsme pak mohli ziskat dvéma zpiiso-
by: bud vylepSenim z d;_;[¢ — 1], nebo ponechdnim d;_1[¢].
Kdyz si tedy ke kazdému d;[¢] pfipiSeme, jak jsme ho zis-
kali, jsme schopni zpétné zrekonstruovat nejdelsi spole¢nou
podposloupnost: najdeme nejvyssi ¢, pro které je d,[¢] de-
finované, a budeme zpétné nasledovat ,Sipky“ a za kazdy
prechod z d;[¢] do d;_1[¢ — 1] soucasny prvek piidame do
nejdelsi spole¢né podposloupnosti. Ozna¢me jako p; hod-
notu £ v i-tém kroku podle tohoto postupu rekonstrukce.
Vsimnéte si, ze k rekonstrukci ndm staci znat vsechna p;
a k nim prislusné hodnoty d;[p;] a zbytek pole d; vlastné
nepotfebujeme.

Pomalé FeSeni

Problém kuchatkového pristupu je, ze si kviili rekonstruk-
ci musime pamatovat vSechna pole d;. Pfimocaré feSeni
se hned nabizi: Nebudeme si pri rekonstrukci pamatovat
vSechna d;, ale vzdy jen to d;, které pravé potfebujeme.
Kdyz pak prechazime od d; k d;_1, zapomeneme pole d;,
nacez spustime cely algoritmus od zacatku a zastavime ho


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-4-5.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika

v (i—1)-tém kroku, abychom spo¢itali pole d;_1. Takto cel-
kem algoritmus zavolame O(n)-kréat a celkova ¢asova slozi-
tost bude O(n?).

Zrychlujeme

Zac¢neme pozorovanim: kdykoliv jsme v kroku ¢ a méame
spocitané pole d;, jsme schopni v ¢ase O(n(n — 7)) a pa-
méti O(n) zjistit hodnotu p;, tedy zjistit, ktera ze slibnych
posloupnosti v poli d; se nakonec prodlouzi na tu nejdelsi.
Muzeme si totiz kazdy prvek d; pomyslné obarvit a nechat
kucharkovy algoritmus postupné spocitat d;1,...,d,, pri-
¢emz kazdé policko d;[k] vzdy obarvime barvou policka, ze
kterého ziskalo svou hodnotu. Na konci se pak jen podivame
na barvu, kterou ma nejdelsi spolecnd podposloupnost.

Nyni toto pozorovani vyuzijeme spolu s radou ze zadani
navadéjici k pouziti metody Rozdél a panuj. Spustime ku-
chatkovy algoritmus a pozastavime ho v kroku n/2 (BUNO
je n sudé, jinak zaokrouhlime dolil) a zapamatujeme si pole
dy, /2. Pak algoritmus nechdme dobéhnout do konce a pomo-
ci vySe popsaného postupu zjistime hodnotu p;, /5.

a
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Jak ilustruje obréazek, ted jsme si cely problém rozdélili na
dva mensi. Oznacme a = n/2 a b = d,,j3[pp/2]. Spocité-
nim p, /5 jsme nejdelsi spole¢nou podposloupnost A a B
rozdélili na dvé casti: nejdelsi spolecnou podposloupnost
A[l...a] a B[1...b] a nejdelsi spole¢nou podposloupnost
Ala+1...n]a B[b+1...n]. Mizeme tedy rekurzivné vyfe-
$it nejprve levou ¢ast a pak pravou. Postupné tak spocitame
vSechna p; a hodnoty d;[p;] a z nich uz snadnou tpravou
ptvodniho algoritmu pro rekonstrukei ziskdme nejdelsi spo-
le¢nou podposloupnost.

Jakou méa tento algoritmus sloZitost? Nejprve si rozmysli-
me, Ze jsme se opravdu vesli do linedrni paméti. Na zacat-
ku si vzdy udrzujeme nejvyse dvé linearné velka pole d.: d;
a di11; pozdéji ndm k tomu pribude jesté pole d,, /5. Jakmi-
le kuchaikovy algoritmus dobéhne, sta¢i nam pamatovat si
jen O(1) hodnot: p, /5 a hodnotu d,, /2[p,/2]. Rekurze nam
analyzu trochu komplikuje, ale stac¢i si uvédomit, ze vzdy
bézi nejvyse jedno rekurzivni volani najednou, které (jak uz
jsme si rozmysleli) samo o sobé spotfebuje linedrné mnoho
pomocné paméti, kterou po svém dobéhnuti uvolni. Vsech-
na ostatni aktudlné nebézici volani spotfebovavaji jen O(1)
paméti a je jich O(n).

Casova slozitost vyjde O(n?). Abychom to nahlédli, uvédo-
mime si, Ze na jedné trovni rekurze, kde zkoumame néjaky
usek A velky a a tsek B velky b, stravime nejvyse ab jedno-
tek ¢asu.” To je trivialni, protoze pouze poustime kuchai-
kovy algoritmus na posloupnosti velké a a b a délame na-
vic konstantni mnozstvi dalsi prace. Celkem tedy na prvni
arovni stravime nejvyse n? jednotek ¢asu a pak se zavolame
na oba podproblémy, jeden velikosti n/2 a b, druhy velikosti
n/2 a n—b. Na téch stravime nejvyse n/2-b+n/2-(n—b) =
n/2-n = n?/2 jednotek ¢asu. Z nich se opét zavoldme na

jesté mensi podproblémy, na kterych dohromady stravime
n/4-by+n/4-(b—b1)+n/4-ba+n/4-(n—b—by) = n?/4 Gasu.
Takto to pokracuje dal a celkem za vSechna volani miize-
me strdveny ¢as odhadnout jako n? +n?/2 +n?/4+... <
2n? = O(n?) pomoci zndmého vzorecku pro soucet geome-
trické rady.

Na zavér poznamename, Ze na tento algoritmus prisel v roce
1975 jisty Dan Hirschberg a na jeho pocest se algoritmus
jmenuje Hirschbergtiv.

Risa Hladik

30-4-7 Prekrikujici se procesory

Ukol 1: Read-write spinlock

Read-write (RW) spinlocky je mo7né implementovat mno-
ha zptsoby. My si stav RW spinlocku ulozime do jedné
32-bitové proménné, se kterou budeme zachéizet pomoci
atomickych instrukci LDREX a STREX. Je-li zdmek odemcen,
v proménné bude 1. Je-li zamcen pro zapis, ulozime 0. Po-
kud ho mé zamceno pro ¢teni k procesort, ulozime k + 1.

Zamceni pro zapis funguje takto: cekame, dokud v promén-
né nebude jednicka, a tu pak atomicky zménime na nulu.
Ridime se volaci konvenci, takze parametr s adresou zamku
ocekavame v rO0.

zamkni_pro_zapis:
LDREX r1, [r0]

CMP ri1, #1

BNE  zamkni_pro_zapis
MOV ri1, #0

STREX r2, r1, [rO]

CMP 12, #0

BNE  zamkni_pro_zéapis
BX 1r

Pokud chceme zamykat pro ¢teni, cekame, dokud proménna
je nulova, a jakmile pfestane byt, zvysime ji atomicky o 1.
zamkni_pro_cteni:

LDREX r1, [rO0]

CMP ri1, #0

BEQ zamkni_pro_cZteni
ADD ri1, #1

STREX r2, r1, [rO]

CMP 12, #0

BNE  zamkni_pro_cZteni
BX 1r

Odemceni po zapisu pouze prepiSe 0 na 1. JelikoZ vime, ze
v tomto okamziku méame k zamku exkluzivni pristup, ne-
musime pouzivat STREX, staci nam védét, ze zapis jednoho
slova do paméti je atomicky.

odemkni_po_zapisu:

MOV  ri1, #1
STR r1, [r0]
BX 1r

Odemceni po ¢teni musi proménnou snizit o 1, a to uz je
potfeba provadét atomicky:

odemkni_po_<&teni:
LDREX r1, [r0]
SUB rl, #1
STREX r2, r1, [r0]

Kde jako jednotku casu volime néjakou vhodnou konstantu. Zde musime na chvili odlozit O-notaci, protoze je pro nase

potfeby moc hruba.
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CMP 12, #0
BNE  odemkni_po_c&teni
BX 1r

Nevyhodou tohoto feSeni je, ze pokud néjaky procesor chce
zapisovat, ¢touci procesory ho mohou neomezené dlouho
blokovat: Predstavte si, ze jeden procesor chce zapisovat a
mnoho dalsich procesort velmi ¢asto kratkodobé zamyka
pro ¢teni. Pocitadlo je proto stale vétsi nez 1 (vzdy najde-
me aspoi jeden procesor, ktery chee ¢ist), takze uzamdéeni
pro zapis se nikdy nepovede. Tomuto stavu se nékdy tika
vyhladovénd.

Ukol 1: ReSeni bez vyhladovéni

vvvvvv

vyhladovénim netrpi. Kromé pocitadla si pofidime pomoc-
ny obycejny spinlock S. Pii zamykani RW pro ¢teni zamkne-
me S a hned ho zase odemkneme. Pti zamykani RW pro
zapis zamkneme S a neodemkneme ho dfiv, nez se zamceni
RW podari. Tim zptisobime, Ze jakmile za¢neme cekat na
zamceni RW pro zapis, dalsi pozadavky na zamykani RW
uz budou cekat a k zadnému vyhladovéni nedojde.

Ukézeme implementaci. Na adrese rO bude opét ulozeno
pocitadlo, na rO+4 spinlock. Budeme pouzivat funkce za-
mkni a odemkni ze zadani. Opét pouzijeme standardni vo-
laci konvenci, takze si musime dat pozor na to, Ze funkce,
kterou volame, muze prepsat r0.

zamkni_pro_zapis_2:

PUSH {r0}
ADD r0, #4 @ adresa spinlocku
BL zamkni
poP  {r0}
@ sem vloZime zamkni_pro_zapis bez BX 1r
ADD 10, #4
BL odemkni
BX 1r
zamkni_pro_cZteni_2:
PUSH {r0}
ADD r0, #4 @ adresa spinlocku
PUSH {r0}
BL zamkni
POP  {r0} @ opét adresa spinlocku
BL odemkni
POP  {r0} @ adresa pocitadla

Q@ sem vloZzime zamkni_pro_cZteni

Funkce pro odmykani zistanou stejné — staci jim pocitadlo
a pomocnym spinlockem se viibec nemusi zabyvat.

Ukol 2: Problém se dvéma zamky

Deadlocku se zbavime velice snadno: kdykoliv chceme za-
mknout vice zamki, sefadime je podle adres v paméti a
zamykame je v tomto pofadi. Odemykat uz mizeme v libo-
volném poradi.

Pojdme dokazat, ze deadlock pak nemuze nastat. Nejprve si
rozmyslime, kdy deadlock vznika: néjaky procesor se chysta
zamknout zamek z7; ten je ovSem zamceny jinym proceso-
rem, ktery zrovna ¢ekd na zamek z,, takze neodemkne z;
diiv, nez ziska zo; dalsi procesor drzi zo a ¢ekd na z3; az
nakonec néjaky procesor drzi z; a ¢eka na z;.

Tuto situaci mtzeme elegantné popsat orientovanym gra-
fem. Jeho vrcholy budou zadmky, hrana povede ze z; do z;,
pokud néjaky procesor mé zaméeny zdmek z; a ¢ekd na z;.
K deadlocku dojde praveé tehdy, kdyz v tomto grafu existuje
cyklus.
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Serazenim zamku podle adres jsme zptusobili, ze kdykoliv
v grafu existuje hrana z;zs, leZi z; na nizsi adrese nez zs.
Na jakémkoliv cyklu by tudiz musely adresy stéale rtist, a to
neni mozné. Takze zadny cyklus neexistuje, tedy ani zadny
deadlock.

Ukol 3: Fronta

Jak po nas zadani chtélo, frontu reprezentujeme jednosmeér-
nym spojovym seznamem (kazdy prvek seznamu bude v pa-
méti tvofen jednim slovem s hodnotou a jednim s adresou
nésledujiciho prvku). Chceme umét rychle jak pridédvat na
konec seznamu, tak odebirat z jeho zacatku. Proto si mu-
sime pamatovat jak adresu prvniho prvku (hlavicku sezna-
mu H), tak posledniho (ocasek O). Pokud hlavicka, ocések
nebo naslednik prvku neexistuji, ulozime nulovou adresu.

Kdyby byl seznam vzdy aspon dvouprvkovy, tloha by by-
la jednoduché. Stacilo by chranit hlavicku jednim zamkem
(Zy) a ocasek druhym (Zp). Kdykoliv bychom chtéli pfi-
dat na konec, zamkli bychom ocaskovy zamek, pfidali novy
prvek, nastavili adresu naslednika v ptivodnim océsku, ak-
tualizovali adresu ocasku a odemkli zdmek. Podobné ode-
birani z hlavicky by obnaselo pouze zamceni hlavickového
zamku.

Jesté si musime dat pozor na to, abychom za zamdceni zam-
ku a pred jeho odemceni umistili bariéru zabranujici presu-
nuti ¢teni ¢i zapisu pres operace se zamkem. Obecné se hodi
bariéry doplnit pfimo do implementace zamki, abychom se
0 to nemuseli explicitné starat.

Ovsem pokud je seznam kratky, véci se zacnou komplikovat.
Hlavicka a ocasek mohou ukazovat na tentyz prvek, nebo
dokonce na zadny. Pridani prvku do prazdného seznamu
obnési nastaveni jak hlavicky, tak ocasku. Odebrani jediné-
ho zbyvajiciho prvku zptisobi vynulovani hlavicky i ocasku.
Ptidani druhého prvku zpusobi nastaveni adresy nasledni-
ka v prvnim prvku, ktery mezitim nékdo muze odebirat.
Zkratka moznosti, co by se mohlo pokazit, je nemalo.

Proto na to ptijdeme chytieji — kdykoliv bude hrozit, ze
je seznam prili§ kratky, zamkneme pro jistotu oba zamky
(vzdy nejprve hlavickovy, pak océskovy, aby nedoslo k de-
adlocku). Mize se nam stat, ze hrozba byla nakonec plana,
protoze pred zamcéenim nékdo stihl do seznamu piidat dalsi
prvek. To ale nevadi — dilezité je, abychom ve vSech ptipa-
dech, kdy seznam je trivialni, méli zamceno.

Odebirani z hlavicky bude vypadat nasledovné: Nejprve za-
mkneme Zp. Pak zkontrolujeme, jestli adresa hlavicky je
nulova nebo hlavicka nemé naslednika — v téchto trivial-
nich pripadech zamkneme i Zp a muzeme podle potfeby
manipulovat jak s hlavickou, tak s ocaskem. Pokud naopak
hlavicka existuje a ma naslednika, mizeme si byt jisti tim,
Ze se tento stav béhem odebirani nezméni, protoze kdokoliv
dalsi, kdo by chtél odebirat prvky, ¢ekd na hlavickovy za-
mek, a ten mame v ruce my — stac¢i tedy mit zamcéeny Zp.
Kdyz jsme se vsim hotovi, odemkneme Zp a pripadnéi Zg.

Ptidévani na konec provedeme takto: zamkneme Zo. Pokud
je adresa ocasku nulovd, zamkneme i Zy (pfesnéji Feceno
odemkneme Zp, zamkneme Zy a pak znovu Zp, abychom
dodrzeli poradi zamk) a nastavime hlavicku i ocdsek na no-
vé pridany prvek. Pokud je ocdsek nenulovy, sta¢i ndm Zp,
nastavime naslednika ocasku na novy prvek a pak novy pr-
vek uc¢inime ocaskem. Nakonec odemkneme vSechny zamky.

P1i odebirani je potfeba si rozmyslet, ze zatimco pfipoju-
jeme novy prvek k ptivodnimu océsku, nemtze nam nékdo



puvodni ocasek pod rukama smazat. Dopadne to dobfe: do
té doby, nez prepiseme jeho adresu naslednika, je tato ad-
resa nulova, takze odebirajici procesor by se pokusil ziskat
oba zamky, ¢ili by pockal, az my odemkneme. A jakmile
adresu naslednika prepiSeme, uz ptuvodni ocisek nebudeme
potfebovat, takze jeho smazani nevadi.

Ukol 4: Seznam poéitadel
Pro praci se seznamem zavedeme nasledujici pravidla:

1. Aby seznam nikdy nebyl prazdny a nemuseli jsme na prv-
ni prvek ukazovat jinak neZ na ty ostatni, pfidame na
zacatek seznamu hlavicku. To je pevny prvek, jehoz kli¢
ani pocitadlo nebudeme pouzivat.

2. Kazdy prvek bude vybaven svym zamkem. Obsah prvku
(pocditadlo a adresu naslednika) smime ¢ist i zapisovat jen
tehdy, kdyz mame zamceny prislusny zamek.

3. Seznam prochézime vzdy ve sméru od zacatku do kon-
ce. Zkoumame-li prvek, mame ho zamdceny a také mame
zamceného jeho predchiidce.

Prochéazeni seznamu tedy probiha takto: Nejprve zamkne-
me hlavicku. Pak z ni pfecteme adresu néslednika (tedy
prvniho opravdového prvku), zamkneme tohoto nasledni-
ka a pfesuneme se do néj. Obecné mame zamdéeny néjaky
prvek x a jeho predchiidce p. Vzidy precteme z x adresu
naslednika n, zamkneme n a odemkneme p. Pak se n stane
novym z a x novym p.

V kazdém okamziku mame zarucen exkluzivni ptistup k tse-
ku seznamu mezi p a x. Diky tomu mtzeme pracovat s po-
¢itadlem v x, vlozit novy prvek mezi p a x, jakoz i smazat z.

Jelikoz vSechny procesory zamykaji zamky ve stejném po-
fadi, nemiize dojit k deadlocku.

Jesté dodejme, ze bychom se také mohli pokusit misto za-
mykani upravovat ukazatele atomicky pomoci STREX. Ta-
kové pokusy vétsinou selzou na recyklovani adres: pokud
prvek vytazeny ze seznamu vzapéti zapojime na jiné misto,
miuZzeme se nachytat na to, ze stejna adresa prvku neimpli-
kuje stejnou roli prvku v seznamu.

Zavérem

Jak vidime, paralelni pfistup k datovym strukturam je zale-
Zitost znacné osemetna. I v nasich jednoduchych pripadech
bylo docela obtizné rozmyslet si, Ze si procesory nemohou

navzajem Skodit a ze nemuze nastat deadlock ani vyhlado-
véni.

Proto si pfi praktickém paralelnim programovani obvykle
vytvofime knihovnu pro zékladni paralelni datové struk-
tury (rtzné fronty, slovniky a podobné), detaily zamykani
nechame schované uvniti implementace knihovny, a zbytek
programu bezpecné stavime z hotovych kosticek.

I tento pfistup ma své mouchy: jak jsme vidéli ve 2. tkolu,
i kdyz méame jednotlivé atomické seznamy, neumime snad-
no zafidit atomicky presun z jednoho seznamu do druhého.
Nasge Teseni muselo zasahnout dovniti implementace sezna-
mu a mluvit do toho, v jakém poradi se zamyka.

Nékdy se proto miuze hodit zachizet s paméti abstraktnéji
a vypocet rozdélit do transakci. V kazdé transakci si vede-
me Zurndl (log) vSech piistupii do sdilené paméti. Kdykoliv
z paméti precteme néjakou hodnotu, zapiseme do zZurnalu,
odkud jsme cetli a co jsme dostali. Kdykoliv chceme za-
pisovat, tak to neprovedeme ptimo, ale pouze zapiseme do
7urnélu, kam chceme co zapsat. (Pfi ¢teni tedy musime také
kontrolovat zurndl.)

Na konci transakce provedeme commit. Ten atomicky zkon-
troluje, Ze prectené hodnoty ve sdilené paméti mezitim ni-
kdo jiny nezménil, a zapise do sdilené paméti to, co jsme
zmeénili my. V praxi se to mize realizovat napiiklad spo-
leénym zamkem pro commity transakci. Kazda transakce
se tedy tvari, jako by se provedla atomicky. Musime ovsem
pocitat s tim, Ze commit miZe selhat, a tim padem je potre-
ba celou transakci zopakovat. Je to tedy takové zobecnéni
mechanismu LDREX/STREX na libovolné mnoho pfistupt do
pameéti.

Martin ,Medved” Mares

Vzorova resSeni paté série tficatého ro¢niku KSP

30-5-1 Uklid po soustiFedku

Mame najit cestu v bludisti, tak bychom na to mohli jit
néjakym prohleddvanim grafu. Mohli bychom tieba zkusit
vSechny velikosti voziku a vzit tu nejvetsi, se kterou jde blu-
disté projit. Na to ale budeme urcité potiebovat zjistovat,
jestli se nam vozik vejde na konkrétni policko. Kdybychom
to délali naivné — pokazdé kontrolovali, jestli jsou volna
vS8echna policka, na kterych je vozik — tak by nam to ne-
pfijemné zhorsilo ¢asovou slozitost. Vozik mtze byt fadové
stejné velky jako celd mapa, takze by jedno zkontrolovani
stalo O(M?) ¢asu.

Mnohem leps$i bude si pro vSechna policka predpocitat, jak
velky vozik se tam vejde (jak velky muze byt vozik s le-
vym hornim rohem v daném policku). Pijdeme postupné
od spodni strany zprava. Spodni fadek mapy je jednoduchy:
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tam, kde je policko volné, bude maximalni velikost voziku
1, jinak to bude 0. V dalsim fadku se vzdy podivame jak
velké voziky se vejdou na poli¢ko o jedna dolt, na policko
o jedna vpravo a na policko o jedna vpravo doli. Vezme-
me si velikost voziku, ktery se vejde na vSechna z nich, to
bude minimum z téch tfech ¢isel. Na aktualni policko se
nam tak akorat vejde vozik o jedna vétsi. Pro kazdé policko
se tedy podivame na policko vpravo, vpravo-dole a na po-
licko dole, vezmeme z nich minimum, pfi¢teme jednicku a
zapiSeme. Celou mapu takto projdeme v ¢ase O(MN), kde
M a N jsou jeji rozméry. P¥i dotazu na velikost se staci
v konstantnim ¢as jednoduse podivat na jedno policko.

Kdybychom ted chtéli najit nejkratsi cestu pro konkrétni
velikost voziku, stac¢i pouzit bézné prohledavani do Sirky,
pricemz policko budeme povazovat za prichozi, pokud se



na néj vozik vejde (podle toho, co jsme si pfedpocitali).
To stihneme v linedrnim case vzhledem k poctu policek.
Navic funguje, Ze kdyz projdeme s néjak velkym vozikem,
tak to pijde i se vS§emi mensimi, a tak mtiZzeme na maxi-
malni moznou velikost voziku pouzit bindrni vyhledavani.
Kdyz si ozna¢ime A velikost voziku, ktera se vejde na zaca-
tek, budeme ptlit interval [0, A] a celé to bude potfebovat
O(MN log A) ¢asu a O(MN) paméti.

Sice uz to nezrychlime vic nez o logaritmus A, ale pro¢ to
neudélat, kdyz mtzeme. V principu zacneme prohledavat
graf do $itky s nejvétsim vozikem, ktery se vejde na zaca-
tek, ale policka, na kterd se nevejdeme, nebudeme tplné
zahazovat. Misto toho si pro né na zaCatku vyrobime A
front, jednu pro kazdou velikost, a budeme pouzivat tu pro
nejvétsi vozik. Kdyz narazime na policko, jehoz predpocita-
na velikost voziku je mensi, pfidame policko do fronty, ktera
odpovida této mensi velikosti voziku. Pokud se dostaneme
do cile (nebo se spis cil dostane pod vozik), mizeme pro-
hlasit, ze cesta s danym vozikem urcité existuje, a skoncit.

KdyZ nam fronta dojde, smifime se s tim, Ze s takto velkym
vozikem cesta do skladu nevede, a zkusime vozik o jedna
mensi. Prazdnou frontu zahodime a za¢neme pouZzivat tu
urcenou pro o jedna mensi vozik. Timto jsme plynule presli
na prohledavani s mensim vozikem. VSude, kam se dalo
dostat s ptivodnim vozikem, se dostaneme i s mensim, takze
miizeme vSechno nalezené pouzit znovu. V pribéhu celého
algoritmu tento prechod provedeme maximéalné A-krat, a
kazdy nas bude stat jen konstantné casu. Celkové kazdé
policko vytahneme z fronty jen jednou a pokazdé na ném
udélame jen konstantné préce (projdeme 4 okolni), takze
cely algoritmus dobéhne v ¢ase O(MN).

Drobny problém je, ze vySe uvedeny postup nam nemusi
dat nejkratsi cestu, jenom nam fekne, pro jak velky vozik
jesté cesta existuje. To ale snadno obejdeme tak, Ze pro ten
nejvétsi mozny vozik spustime bézné prohledani do Sitky
popsané vyse. To také dobéhne v linedrnim case a slozitost
nam tak nezhorsi.

Standa Lukes

30-5-2 Uték z trezoru

Na jaké policko chceme polozit bombu? Predev§im musi
Tl byt dosazitelné ze startu. Soucasné také oblast, kterou
bomba vybourd, budto musi obsahovat policko dosazitelné
z cile, nebo aspon s takovym polickem musi sousedit. Né-
jaké policko dosazitelné z cile tedy musi byt v ,,obdélniku
s usima“ okolo policka s bombou:

Zbytek je uz technické cviceni na zakladni algoritmy. Dvo-
jim prohledanim do s§itky zjistime, ktera policka jsou dosa-
zitelna ze startu a ktera z cile. Pak si predpocitame dvojroz-
mérné prefixové soucty,® pomoci nichz ptijde v konstantnim
Case zjistit, kolik poli¢ek dosazitelnych z cile lezi v daném

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni|

—17 -

obdélniku. A nakonec si uvédomime, Ze kazdy usaty obdél-
nik je sjednocenim péti disjunktnich obdélnikt bez usi.
Celkové tedy stravime ¢as O(RS) predvypocty a pak pro
kazdé z RS policek v konstantnim case rozhodneme, zda
je uzite¢né umistit tam bombu. Casové slozitost algoritmu
tedy ¢ini O(RS).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-5-2.4

Martin ,Medved“ Mares

30-5-3 Energetické uspory

Vétsina z vas tlohu fesila tak, ze si nasla nejkratsi cestu
mezi dvéma ze zadanych kiizovatek a poté se k ni pokouse-
la pfipojit tieti kfizovatku. Reseni by to bylo pékné, nebyt
chybného predpokladu, ze hledanad podmnozina hran musi
obsahovat nejkratsi cestu mezi nékterymi vyzna¢nymi vr-
choly. Jeden protipfiklad muizete najit na obrazku nize: nej-
kratsi cesty mezi vyznaénymi vrcholy A, B a C' jsou strany
trojihelniku ABC, ale nejmensi podmnozina hran, po kte-
rych se d& dojit do vSech tii vyznacnych vrcholi, obsahuje
hrany AX, BX a CX.

Zajimavé je pozorovani, ze ackoliv ndm feSeni pomoci dvou
nejkratsich cest nedd vzdy nejmensi mnozinu hran, nemu-
Ze byt o mnoho horsi nez optimum. Pfesnéji, soucet délek
dvou nejkratSich cest mezi vrcholy A, B a C je maximél-
né o tretinu delsi nez nejmensi podmnozina hran. Plyne to
z toho, ze cesty pres X jsou vzdy stejné dlouhé nebo delsi
nez nejkratsi cesty. Dostaneme tii nerovnosti:

|AX|+ |XB| > |AB|,

|BX|+|XC| = |BC|,

|CX|+|XA| > |CA|.
Nize dokazeme, Ze hledana nejmensi podmnozina je tvofena
cestami z kazdé vyznacné krizovatky do X. Sectenim téchto
t¥i nerovnosti tedy dostaneme dvojnasobek délky nejmensi
podmnoziny:

2-(|JAX |+ |BX| +|CX]|) > |AB| + |BC| + |CA].

Nyni vybereme nejdelsi ze t¥i nejkratsich cest (na obrazku

BC(C) a vyjadiime ji pomoci zbylych dvou:

o s 4B ICA
- 2 .

Obé nerovnosti zkombinujeme a ziskame nerovnost
2-(|JAX|+ |BX|+|CX|) > |AB| + |BC| 4+ |CA| >
> |AB|+ |CA| + (|AB| +|CA])/2 =
=3/2-(|AB| +|CA]),
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ze které vidime, ze soucet dvou nejkratsich cest je nejvy-
Se 4/3 délky nejmensi podmnoziny hran. Z tohoto divodu
jsem tedy i za toto Teseni udé€lovala néjaké body.

Spravné reSeni

Jak jsem jiz naznacila, musime najit néjaky bod X, ze kte-
rého vedou , kratké“ cesty do A, B i C. Takovy bod urcité
existuje. V hledané nejmensi mnoziné hran totiz musi byt
cesta (ne nutné nejkratsi) mezi body A a B. Zaroveii se
musime umét dostat i do bodu C, z bodu C tedy musi vést
néjaké cesta, kterd se napojuje na cestu mezi A a B. Bod
napojeni oznacime jako X (miZze byt shodny i s nékterym
z bodt A, B nebo C). Protoze hleddme nejmensi podmno-
zinu, musime najit takové X, které bude mit soucet vzda-
lenosti k A, B a C nejmensi. Jak to udélat? Mohli bychom
z kazdého bodu grafu spustit prohledévani a spocitat soucet
téchto vzdalenosti, ale to by bylo pomalé. Misto toho na to
pljdeme obracené: spocitame nejkratsi vzdalenosti z bodl
A, B a C do vsech ostatnich bodu grafu.

Spustime postupné Dijkstriv algoritmus z A, Bi C au kaz-
dého bodu si zapamatujeme vSechny t¥i vzdalenosti. Poté
projdeme cely graf jesté jednou a najdeme bod, ktery bude
mit soucet téchto vzdalenosti nejmensi. Hledana podmnozi-
na hran jsou pak hrany tvorici nejkratsi cestu z nalezeného
bodu X do A, B a C. Tyto nejkratsi cesty mizeme na-
jit tfeba tak, kdyz si u kazdého bodu zapamatujeme kromé
vzdalenosti i bod, ze kterého jsme prisli. Poté cestu budeme
umét zrekonstruovat.

Dijkstrav algoritmus spustime pouze tfikrat, vysledna ca-
sovéa slozitost tedy bude stejna jako slozitost tohoto algorit-
mu: O((M+N)log N). Pamé&tova slozitost bude O(M+N),
protoze nam staci pamatovat si graf a konstantné mnoho
informaci u kazdého vrcholu.

Zuzka Urbanovd

30-5-4 Kartotéka

Na vstupu jste dostali dva spojové seznamy (tak se ¥ika
struktufe ze zadéni) a méli jste za kol nalézt, kde ,sris-
taji“. Jenze tentokrat jste méli k dispozici jen konstantni
mnozstvi paméti a bylo tedy potfeba nad problémem pie-
myslet z trochu jiného thlu.

Jako vzdy, pokud nevime, jak zacit, tak se vyplati zakladni
feSeni — vyzkouSet vSechny moznosti. Tedy postupné pu-
jdeme prvek po prvku v prvnim seznamu a vzdy se zepta-
me, zda se vyskytuje i ve druhém. Prvni takovy je mistem
srustu. A jak zjistit, Ze se prvek vyskytuje v druhém sezna-
mu? Nejjednodussi zpisob je projit druhy seznam prvek po
prvku a kazdy s nim porovnat. Tedy za kazdy prvek v prv-
nim seznamu projdeme cely druhy seznam a dostaneme tak
¢asovou slozitost O(NM) (kde N a M jsou délky seznamil).
Do konstantni pamétové slozitosti jsme se jisté vesli.

Pojdme toto feseni vylepsit. Casto, kdyZ hleddme né&jaké
misto v posloupnosti, tak se nabizi vyuzit binarni vyhle-
davani.? Tedy misto abychom se ptali postupné kazdého
prvku prvniho seznamu jestli je i ve druhém, tak se nejprve
zeptame na tuto otdzku prostiedniho prvku. Vsimnéte si,
Ze neni problém prostifedni prvek najit. Staci spocitat dél-
ku seznamu (tak, Ze jej projdeme a pri¢teme jednicku za
kazdy prvek) a pak tuto délku vydélime dvéma. Vysledkem
je pocet prvki, které musime projit od zacatku seznamu
abychom se dostali do jeho stiedu.

Jak ndm odpovéd pomtze? Vime, Ze pokud se tento prvek
nachéazi i ve druhém seznamu, tak ,misto sristu“ je nejpoz-
déji v tomto prvku. Zbylé prvky seznamu tedy jisté mizeme
zahodit. Naopak pokud tento prvek ve druhém seznamu ne-
ni, tak ,srast“ nastava az za timto prvkem. Tedy mizeme
naopak zahodit vSechny prvky z prvniho seznamu az do
tohoto prvku. Tak jako tak se vidy zbavime poloviny prv-
ki v seznamu. Pak uz jen opakujeme celou tuto proceduru
jen misto celého prvniho seznamu budeme uvazovat jeho
zkracenou verzi. Opakujeme tolikrat, dokud ndm z prvniho
seznamu nezbude jediny prvek, tento prvek je jisté mistem
Hsristu.

Jelikoz vzdy pulime velikost seznamu, celkem opakujeme
log N krokt. Pro kazdy krok musime stale projit cely druhy
seznam, dostavame tedy ¢asovou slozitost O(M log V).

Vsimnéte si, ze v kazdém kroku pulime jeden seznam. Nic
nas ale nenuti vzdy vybirat ten stejny. Intuice nam tedy
veli vybrat vzdy ten seznam, ktery je aktuélné (po zahozeni
prvkd) vétsi, protoze se tim zbavime vétsiho poétu prvki.

Pomiize nam to ale? UkéaZeme, Ze ano. Ozna¢me K soucet
prvkl v obou seznamech. V prvnim kroku musime projit
vSech téchto K prvki. Spocitejme ale, kolik z nich zahodi-
me. Delsi seznam m4 délku alespont K/2 a polovinu z néj
zahodime, tedy alesponi K/4. Jinymi slovy nadm pro dalsi
krok zbude 3/4K prvki. Pro nasledujici krok pak tfi ¢tvr-
tiny z téchto tif étvrtin, tedy (3/4)2K. A tak déle, pokazdé
zmensime pocet prvkd na tii étvrtiny (nebo méng).

V kazdém kroku musime jen projit vsechny nezahozené prv-
ky, takze casova slozitost bude nanejvys:

o (Z(3/4)1'K> = O(4K) = O(K)

i=0
ReSeni s napadem

Uff. .. Dostali jsme linearni feseni, a pokud jste zbéhli v pro-
gramatorskych praktikach a zakladech matematické ana-
lyzy, tak vam mozna prislo i pfijemné pfimocaré. Pro ty
ostatni z vas, kterych je (podle doslych feSeni) vétsina, ale
nabizime jiné feseni. Toto feSeni sice vyzaduje nejprve na
problém ,koukat®, ale odménou je elegantnéjsi a stale op-
timalni feSeni.

Predstavme si, ze bychom u kazdého prvku v obou sezna-
mech znali jeho vzdalenost k profesorovi. V§imnéte si, ze
pro prvky, které jsou v obou seznamech je tato vzdalenost
stejnd, bez ohledu na to, z pohledu kterého seznamu se
na néj divime. To ndm dava jednoduchy nastroj, jak po-
znat, zda je prvek v obou seznamech. Staci se u daného
prvku podivat na jeho kamardda z druhého seznamu, ktery
ma stejnou vzdalenost k profesorovi. Prvky, které jsou jen
v jednou seznamu, maji né€jakého jiného kamarada v dru-
hém seznamu. Naopak prvky, které jsou v obou seznamech
se kamaradi... sami se sebou.

Jenze na pamatovani si téchto ¢isel neméame pamét. VSim-
néme si ale, Zze pokud zname néjakou dvojici kamaradi, tak
snadno poznadme kamarady, vSech jejich naslednikil (jsou-li
A a B kamaridi, naslednik A se kamaradi s naslednikem
B). Stadi tedy najit prvni dvojici kamarada (prvni prvky
delsiho seznamu jsou zcela bez kamaradi).

Jak tuto dvojici najdeme? Nejprve si spoc¢itame délku obou
seznamt (N, M). Pfedpokladejme, Ze fetézec délky N je ten
kratsi. U delsiho fetézce pak musime ze zacatku zahodit

9 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/binarni-vyhledavani|
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tolik prvki o kolik je tento fetézec delsi. Tedy formalnéji ze
zacatku delsiho fetézce se posuneme o M — N prvku nize.
Vzdalenost prvku, ktery dostaneme, k profesorovi je pak
M —(M—N) = N. Takze se kamaradi se za¢atkem druhého
seznamu. Ted sta¢l porovnat tyto dva prvky, pokud jsou
riizné, tak se pfesuneme na jejich ndsledniky (ktefi jsou
také kamaradi), zkontrolujeme, zda se nerovnaji oni atd.
Toto opakujeme, dokud se nedostaneme na prvni prvek,
jenz se kamaradi sdm se sebou. Tento prvek je pak mistem
sristu.

Jelikoz jsme kazdy prvek prosli jen dvakrat, tak ¢asova slo-
zitost je opét linearni. Pamatujeme si vzdy jen par prvku a
nékolik hodnot, takze jsme se vesli i do konstantni paméti.

Velikost konstantni paméti

Mozné mate pocit, ze jsme v feSenich trochu podvadéli. Pa-
matovali jsme si vzdy jen par Cisel, ale ne jen ledajakych
¢isel. Konkrétné jsme si potfebovali pamatovat velikost Te-
tézcu, coz je ale cislo zavislé na vstupu, takze by se do
konstantni paméti vejit nemélo!

V feseni jsme jen zminili, Ze mate konstantni mnozstvi po-
mocné paméti a dale to neupfesnili, za coz se omlouvame.
Obvykle konstantni mnozstvi paméti chapeme v KSP jako
konstantni mnozstvi bunék, kde kazda bunka je schopné
uchovat ¢islo ze vstupu.

Proc je takovato predstava rozumna? Zejména pokud u dru-
hé varianty feSeni se mizete Sikovnou manipulaci s ukaza-
teli zcela vyhnout potfebé pamatovat si takové ¢islo? Vsim-
néte si, ze v feSeni zcela automaticky pracujeme s ukazateli
na karty (a uchovavédme si je). Ukazatel musi byt pro kaz-
dou kartu zcela jiny. Mame-li K karet, musi kazdy ukazatel
zabirat alespon log K bitt paméti. A v této paméti si uz po-
hodIné muzeme uchovavat i velikosti fetézct. Kdybychom
méli skuteéné jen par bitid, nebyli bychom schopni udélat
viibec nic, jelikoz bychom si ani nemohli pamatovat kartu,
se kterou pracujeme.

Dominik Smrz

30-5-5 Vyroba likvidatoru

Pro strucénost budeme v textu feSeni pro nejvétsiho spolec-
ného délitele (NSD) ¢isel a a b pouzivat (vymyslené) znac¢eni
a ¢ b. To, ze tato notace pripomina tfeba znaceni operace
sc¢itani nebo nasobeni, neni ndhoda — ve skutecnosti se na
o muzeme divat taky jako na néjakou operaci, ktera vezme
dvé ¢isla a néjak je ,zkombinuje“ do nového.

Vzorecek z kuchatky pro NSD vice ¢isel aq,...,a, v této
notaci mizeme napsat jako aj ¢ (agz ¢ (... (an—19ay))...).
KdyZ si uvédomime, jak funguje Skolni algoritmus na po-
¢itani NSD pomoci prvociselného rozkladu, zjistime, Ze na
zavorkach, a tedy i pofadi vyhodnocovani operaci, nezalezi.
Muzeme tedy psat jen a; ¢ az ¢ -+ ¢ a,. Této nezavislosti
operace na poradi vyhodnocovani se obecné fika asociati-
vita.

Mizeme tedy tlohu vyfesit pfimocare: vyzkousime vSechny
moznosti, jak vynechat pravé jedno ¢islo, a vybereme si
tu, kterd bude davat nejvétsi NSD. Jedno spocitani NSD
n — 1 ¢isel nas bude stat ¢as O(nlogd), kde d je hodnota
nejvétsiho Cisla, a celkem jich provedeme O(n), tedy celkovéa
¢asova slozitost je O(n?logd).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
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Intervalové stromy

Jde to ovsem i rychleji, pokud néjak poc¢itani NSD zrychli-
me. Pomiize nam praveé asociativita: kdyz mame néjaka ¢is-
la ay,...,ar ajejich NSD n; a ¢isla by, ..., b a jejich NSD
ng, pak ajo...carobio.. .0by = (ar0...car)o(bro.. .oby) =
nyions. Jinymi slovy, dva nejvétsi spoleéné délitele néjakych
dvou skupinek ¢isel umime v ¢ase O(log d) zkombinovat do
jednoho NSD obou skupinek.

Vsechny tyto vlastnosti ndpadné pfipominaji to, co potka-
me u obyc¢ejného s¢itani nebo nasobeni. Dava tedy smy-
sl, Ze s operaci ¢ funguji i tfeba takové intervalové stromy
(o nichZ si vice mtizete precist v kuchaice).!? Nejprve ¢isla
na vstupu v néjakém potradi ulozime do pole jako aq, ...,
ay,- Nasledné nad polem vytvorime intervalovy strom, ktery
bude fungovat Gplné stejné jako souctovy nebo minimovy
intervalovy strom, jen bude vSude pouzivat operaci ¢.

S takovym intervalovym stromem umime jedno Skrtnuté
Cislo vyzkouset v O(lognlogd) Casu. Zeptame se totiz in-
tervalového stromu na NSD dvou intervali: od zacatku do
skrtnutého prvku a od skrtnutého prvku déle. Kazdy z obou
dotazi pak spoc¢teme v ¢ase O(lognlogd), protoze poéita-
me NSD O(logn) hodnot ve vrcholech intervalového stromu
a kazda hodnota je ¢islo velké nejvyse O(d). Na vybudova-
ni intervalového stromu potifebujeme ¢as O(nlogd), takze
celkova ¢asova slozitost je O(nlognlogd).

Optimalni FeSeni

I toho logaritmu se jde zbavit, pokud misto intervalovych
stromti pouzijeme néjakou jednodussi strukturu. Inspiru-
jeme se starymi dobrymi prefixovymi soucty a vybuduje-
me si v O(nlogd) pole p prefixovych NSD, kde p[i] =
ai o as ©asz < --- ¢ a;. To samotné ndm ale stacit nebu-
de, protoze narozdil od s¢itdni neumime od NSD ,odeci-
tat“. Proto si poridime jesté pole s suffixovych NSD, kde
s[i] = a; ¢ -+ ¢ a,. Snadno se nahlédne, ze NSD vsech ¢isel
kromé j-tého se spocte jako p[j — 1] o s[j + 1]. Reeni pak
bézi v ¢ase O(nlogd) a paméti O(n).

Poznamky k doslym FeSenim

e Neéktefi z vas chybné psali, ze Cas na spocitani jednoho
NSD je O(logn), kde n je pocet ¢isel na vstupu. Je to sice
jen drobny prohftesek, ale presto je dobré davat pozor na
to, které proménné ve vasem feSeni co znamenaji.

e Jak se ukazalo, tato uloha svadéla k mnohym nefunké-
nim heuristikdm typu ,vezmi nékolik nejmensich ¢isel,
a jedno z nich bud skrtni, nebo prohlas za GCD celé fa-
dy*“. Jakmile vase feSeni obsahuje rozbor mnoha rtznych
pripadi, casto je to znameni, Ze byste se méli zamyslet,
zda pokryvate vSechny pfipady a zda je feSeni kazdého
ptipadu spravné. Casto také pomahd zkusit si vymyslet
protipiiklad, na kterém TeSeni selZze (a tfeba zjistit, ze
Zadny protiptiklad neexistuje).

30-5-6 Napovéda na lyZich

V dloze jsme méli za kol najit nejvétsi moznou sirku lyzare
— neboli nejuzsi misto mezi dvéma mnozinami tycek, kte-
rym musi lyzaf projet. Uvédomime si, ze lyzal musi projet
napravo od konvexniho obalu vSech zépadnich tyéek (a na-
levo od konvexniho obalu ty¢ek vychodnich), protoze jede
po pfimce. Kdyby takto vjel dovnitt konvexniho obalu, jisté
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by projel kolem nékteré tycky ve Spatném sméru. Jak kon-
vexni obal sestrojit, si muzete preéist v nasi geometrické
kuchaice.!!

Hleddame tudiz nejkrat$i tsecku mezi dvéma konvexnimi
mnohothelniky. Oznacdime si je A a B. Uvédomime si, Ze
takovato tisecka urcité bude mit jeden krajni bod v nékte-
rém z vrcholti obou mnohothelniki. Pokud bychom totiz
nasli nejkratsi tiseCku s obéma krajnimi body na stranach
mnohothelnikt, urcité bychom dovedli najit stejné dlouhou
tsecku s jednim krajnim bodem ve vrcholu. Pfislusna dvoji-
ce stran by totiz musela byt rovnobézna (jinak by existova-
la blizsi dvojice bodi), takZe by stacilo posunout nejkratsi
tsecku ve sméru kolmém k obéma strandm do nejblizsiho
vrcholu.

Jednoduché feseni se tedy hned nabizi: v ¢ase O(N?) vy-
zkousime kazdy vrchol z A zkombinovat se vSemi vrcholy a
stranami z B a vybereme nejkratsi vzdalenost.

Jde to ale 1épe. V predchozim feSeni pro kazdy vrchol pro-
chézime cely mnohothelnik B. To vsak neni nutné: pomi-
zeme si tim, ze si rozmyslime, kterym smérem se mame
k mistu (vrcholu nebo hrané druhého mnohothelniku) s nej-
kratsi vzdalenosti z daného vrcholu vydat. Nejprve si zvo-
lime pocateéni vrchol v A a najdeme z néj nejkratsi vzda-
lenost k B jako v predchozim pfipadé vyzkouSenim vsSech
moznosti. Pokra¢ujeme po hranici A vrcholem sousedicim
s pocateénim. Nejprve vyzkousime t¥i vzdalenosti: do mis-
ta s nejkratsi vzdalenosti z predchoziho vrcholu a do dvou
sousednich mist. Vzdalenosti porovname a vydame se po
vrcholech a strandch ve sméru klesani vzdalenosti, dokud
vzdalenost opét nezacne rist. Takto postupné pro vSechny
vrcholy z A najdeme nejbliz$i mista v B.

Rozmyslime si, Ze tento algoritmus opravdu najde nejkratsi
vzdalenost. Uvazme piimku oddélujici oba mnohothelniky
(z TeSeni tlohy vime, Ze existuje) a celou situaci si
predstavme otocenou tak, aby tato primka lezela vodorov-
né. Nyni si z pfimky ,posvitime* na oba mnohothelniky,
oba se rozdéli na ,osvétlenou“ a ,tmavou“ cast. Nejblizsi
dvojice bodu urcité lezi v osvétlenych castech.

Nyni uvazme libovolny vrchol x € A. K nému nejblizsi
misto y € B lezi v osvétlené ¢asti B (ke kazdému tma-
vému misto z € B existuje blizsi osvétlené misto 2’ € B,
totiz prisecik polopfimky zz s osvétlenou ¢asti). Vzdale-
nosti k ostatnim osvétlenym mistim v B smérem od y na
obé strany rostou (pfesnéji neklesaji: y mize lezet na strané
kolmé na tsecku xy; od této strany dal ale uz vzdalenost
ostie roste). Pokud jsme tedy k pfedchozimu vrcholu 2’ € A
znali nejblizsi misto 3’ € B, staci se od ' pohybovat po B
ve sméru klesajici vzdalenosti k x, abychom nasli spravny
bod y.

Algoritmus tedy funguje. Jaka je jeho ¢asové slozitost? Po-
kud projdeme osvétlenou ¢ast A zleva doprava, projdeme
soucasné osvétlenou ¢ast B zleva doprava. Kdyz procha-
zime tmavou ¢ast A, projdeme pritom také pravé jednou
osvétlenou ¢ast B, a to v opa¢ném sméru. Kazdy bod tedy
celkem navstivime O(1)-krat. JelikoZ spocitat vzdalenost
mezi dvéma body nebo bodem a tiseckou zvladneme v kon-
stantnim cCase, algoritmus bézi v linearnim case.
Nezapominejme ovSem, ze jsme nejprve museli najit kon-
vexni obaly obou mnozin bodid. To podle geometrické ku-
chaiky trva O(N log N), coz je také celkové slozitost naseho
feseni.

Martin Mares & Zuzka Urbanovd
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