Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

32. roénik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Druhé &islo jubilejniho 2°-tého roéniku KSPéka se vam pravé dostalo do ruky. A co v ném najdete?
Opét 5 klasickych tloh (z toho néjaké praktické) a k nim navic pokracovani datového seridlu, ktery
pfinasi svij druhy dil o OSM. A jako dezert vam tentokrat servirujeme kucharku o hledéani cest.

Vsichni zdjemci o studium informatiky jsou srde¢né zvani na Den otevienych dvefi na Matfyzu,
ktery se kona 21. listopadu. Vecer pfedtim si nenechte ujit KaliSek — setkani s organizatory a feSiteli
KSP¢ka. Vice informaci najdete na nasem webu.

Pfipominame, Ze se z kazdé série stile zapocitava 5 nejlépe vyfeSenych tloh (tedy nemusite vytesit tplné vSechny a i tak
miizete dosdhnout na plny podet bod). Také se vam body za tlohy pFepoéitavaji podle vaSeho sluZebniho sta¥i — na pfesnou
definici se podivejte do pravidel na webu.

Za Gspésné feseni KSP muzete byt pFijati na MFF UK bez prijimacich zkousek. Uspésnym Feditelem se stava ten, kdo ziska
za cely ro¢nik (této kategorie) alespoil 50 % bodu. Za letosni rok ptijde ziskat maximélné 300 bodi, takZe hranice pro ispésné
Tesitele je 150. Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, pata uz bude
moc pozdé. Také kazdému fesiteli, ktery v tomto rocniku z kazdé série dostane alesponn 5 bodt, darujeme KSP propisku,

blok, placku a mozna i dalsi pfekvapeni.

Termin série: 2. prosince 2019 v 8:00

]

Odevzdavani:

Pies web na adrese |hittps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Znacky tloh: () Lehdi tloha (i jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

A Tézka tloha pro zkusené

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky

Open-data tloha

Q Seridlova tloha

Odmeéna série: Kazdému, kdo ziska alesponn 3 body z kazdé ulohy v sérii, posleme sladkou odménu.

Druha série tricatého druhého ro¢niku KSP

Minuly dil jsme skoncili po nalezeni uvéznénych kolonis-
ti v jedné z budov zdkladny a po objeveni stop vedoucich
ven ze zdkladny. Kapitdnka Laren se prdvé chystala vydat
rozkaz a vy jste v hlasovdni rozhodli, co to bude. V dobé
zacdtku psani zaddni druhého dilu to bylo nerozhodné me-
2zt mozZnostmi ,,Vydat se se svou posadkou po stopach® a
, Usporddat pdrty a pockat, co se stane”.
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Kapitdnka se zamyslela a pak vydala rozkaz: ,,Draku, pri-
pravte spolu s Jane néjaké vozidlo,“ zatukolovala oba mari-
ndaky, ,vyddme se po téch stopdch.“

»Zbytek posadky zustane tady, pomize kolonistum a kdy-
by bylo potreba, bude pripraven vzlétnout s Hefaistem na
pomoc — udrzujte lod v pohotovostnim stavu.“ Rozhlédla se
jesteé po zbidacenych kolonistech a pak spiklenecky mrkla:
»A miZete zatim usporddat pdrty, aby jim to trochu zvedlo
ndladu — u Antarazu se mi povedlo ziskat mrazici kontejner
plny zmrzliny, je v zadnim ndkladovém prostoru.“

Oba marindci a kapitdinka se vydali pripravovat jedno
ze zbylych terénnich wvozidel do gardZe zdkladny, vymenili
v ném palivové clanky za zbrusu mové donesené z Hefais-
ta, naloZili zdsoby na nékolik dni a vydali se po nalezenych
stopdch.

Lodni lékar mezitim oSetril vsechna zranéni kolonisti a
byly podniknuty prvni opravy zdkladny. Obzvldsté zapekli-
tym problémem se ukdzalo byt sefizeni fuzniho reaktoru,
ktery zatim pracoval na necely cturtinovy viykon.

32-2-1 Serizeni reaktoru 11 bodu

Fazni reaktor drzi reakéni oblast pod kontrolou pomoci
supravodivych magneti, ale ty nyni nejsou spravné zarov-

nané. Supravodivé magnety pouzité v konstrukci tohoto
konkrétniho fizniho reaktoru jsou kruhové a naskldadané je-
den na druhém do jakéhosi valce.

Kazdy kruhovy magnet vytvafi v jednom misté na svém
obvodu elektromagneticky vir a pro spravné serizeni reak-
toru bychom pottebovali kazdy z magnett otocit tak, aby
se vSechny viry ocitly presné nad sebou. Ale otaceni kaz-
dého z magneti je velmi tézka prace, takze bychom chtéli
najit smér, do kterého mame vSechny otocit, abychom se
pritom co mozna nejméné nadreli.

Predpokladejte, ze na vstupu dostanete otoceni vSech mag-
netd ve stupnich (coz nemusi byt celé stupné, ale obecné to
miize byt jakékoliv redlné ¢islo mezi 0 az 360). Déle definuj-
me, Ze otoceni jednoho magnetu o jeden stupen v néjakém
sméru stoji jednu jednotku prace. Vasim tkolem bude ur-
¢it, do jakého tihlu se maji vSechny otocit, aby nas to stélo
co nejméné prace.

Priklad: Méjme 3 magnety otocené do uhla 40°, 350° a
40°. Pak nejlevnéjsi zptisob, jak vSechny zarovnat, je otocit
druhy z nich o +50°, ¢imz vSechny vyrovname na tthlu 40°
s cenou 50 jednotek préce.

Kdyz se mistni Sestatticetihodinovy den nachylil ke kon-
ci, uz byla zdkladna opét alesponi v zdkladu funkcéni — reaktor
opét doddval plnou energii, vsechny velké budovy byly na-
pojeny na centrdlni rozvod energie a vsechny trhliny v nich
byly alespon provizorné utésnény.

Kapitdnka se mezitim ohldsila s tim, Ze se blizi ke skaldm
vzddlenym asi osmdesdt kilometri od zdkladny a Ze zatim
stale ndsleduji stopy. Zatimco ale terénni vozidlo uhdnélo
mrazivou pustinou, tak se na zdkladné postupne sesli vsichni
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v jidelné hlavni budovy, kde Teditel kolonie privital vsechny
se slovy: ,,Dékujeme posadce Hefaista,“ kyvl smérem k Ses-
ti pritomnym clentm posddky, ,za vSechnu pomoc, kterou
ndm poskytli. S obnovou zdkladny bude jesté spousta prdce,
ale dnes pojdme oslavovat. “

Zmrzlina z Hefaista méla velky dspéch a oslava se postup-
né rozproudila. Jedna ze skupinek kolonisti zacala dokonce
planovat, jak si vezmou dovolenou a zaleti si domu, jenom
naplanovat nejrychlejsi trasu.

32-2-2 Mezihvézdné jizdni rady 12 bodu

@ Lidské osidleni znamé ¢asti vesmiru je jiz tak velké,
] ze se ustanovilo mnozstvi pravidelnych dopravnich
linek. Cesta mezi ,zastavkami® jim sice namisto par minut
trva nékolik dnii, ale jinak je jejich letovy plan dost podobny
tfeba klasickym jizdnim faddm.

Na vstupu dostaneme pravidelné mezihvézdné linky jako
seznam planet, které navstévuji, jak dlouho jim pfelety tr-
vaji a v jaké casy létaji (pfesnéji kdy vyrdzi ze své prvni
wzastavky“ a za jak dlouho se linka opakuje). Nasim tikolem
pak bude pro zadanou pocate¢ni a cilovou planetu spocitat,
jakym nejrychlej$im zpiisobem se tam umime dostat.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate pfislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

N

Formdt vstupu: Na prvnim Ffadku dostanete dvé ¢isla P a L
oddélend mezerou. Ta udavaji pocet planet a pocCet me-
zihvézdnych linek, které mezi nimi 1étaji. Na druhém radku
se pak nachézi dvé ¢isla S a C' oddélena mezerou, kterd uda-
vaji index startovni a cilové planety (indexujeme od nuly,
takze plati 0 < S,C < P). Poté néasleduje L popisii me-
zihvézdnych linek. Popis pro i-tou linku tvori:

e Na prvnim fadku ¢tyfi ¢isla S;, T;, P, Z; oddélend meze-
rou udavajici pocatecni planetu, ¢as, kdy vyléta ze star-
tovni planety prvni lod, periodu, za jak dlouho po prvni
lodi vyleti druhé lod (a po ni t¥eti, ¢tvrta,. .. ), a nakonec
pocet dalsich zastavek.

e Na dalsich Z; fadcich je pak vzdy dvojice ¢isel p a t od-
délena mezerou, ty udéavaji index planety, kterd je dalsi
zastévkou, a cas letu od minulé planety k této.

Slibujeme, Ze vSechny ¢asy budou kladné cela éisla.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste dvé cisla:
nejrychlejsi ¢as, za ktery se umite dostat na cilovou planetu
C, pokud vyrazite ze startovni planety S v ¢ase 0, a pocet
navStivenych planet na trase. Na dalsich fadcich pak vzdy
uvedte indexy planet, pres které vase nalezend cesta vede
(prvni by méla byt planeta S a posledni pak planeta C').

Ukdazkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 3 13 3
15 1
2132 # Linka A 3
12 5
32

1011 # Linka B

5 15

4152 # Linka C

33

5 4

Popis prikladu: Existuje sice pfimy spoj z planety 1 pfimo
na planetu 5, ktery vyrazi v ¢ase 0 (linka B), ale do cile nés
doveze az v Case 15. Lepsi je pockat si na startu do casu 3

a naskocit na lod, kterd nds doveze na planetu 3 v ¢ase 5
(linka A). Tim nam sice o kousek uletéla prvni lod linky C,
ale ta méa periodu 5, takze v Case 9 se mizeme vydat dal a
do cile tak dorazime v ¢ase 13.

Party byla v plném proudu, kdyZ dovnitr vrazil Zax a
svym nepozemskym kolébavym krokem se vydal k hloucku
posddky Hefaista. Zax se uvolil k tomu, Ze bude drzet hlidku
u lodniho komunikdtoru, a nyni vypadal docela rozrusene.

LZachytil jsem mouzové voldni od kapitanky, ale nepo-
vedlo se mi navdzat spojent, startujeme?“ zeptal se pilota
Barnabdse, ktery byl v neptitomnosti kapitanky ve velend.
Ten jenom rychle kyvnul a celd posddka se vydala k hanga-
ru, kde méli dychaci masky, a pak urychlené na lod. Mo-
tory byly udriovdny zahrdté, takzZe predstartovni procedura
zabrala necelé dveé minuty a pak uZ se devadesdtimetrovd
lod za burdceni atmosférickijch motori vznesla k obloze.

Let k blizkému pohoti trval Hefaistu necelych 10 minut a
pak uZ se vzndsel nad opusténym terénnim vozidlem, které
stdlo vedle evidentné umele vyrobeného tunelu do skdly. Zax
zkusil znovu zavolat vysadek a tentokrdt se mu to povedlo,
1 kdyZ signdl byl hodné utlumeny.

»Jsem rdda, Ze tu jste. Nékdo to tady vybudoval potagi. . .
Mdme tu ted takovou situact a docela by se ndm hodila vase
pomoc,“ odpovedela kapitdnka. Pak jim v rychlosti vylicila,
Ze objevili néjakou utajenou zdkladnu, kterd evidentné byla
opusténd docela ve spéchu. Pravdépodobné se tu provddeé-
ly utajené experimenty s cilem umeéle vyvoldavat a zesilovat
tontové boute, alesporn tomu odpovidala nalezené schémata
nacmdrand na tabulich rizné po zdkladné.

Jednim z produkti byly i nabité prachové cdstice uloZené
v podzemni jeskyni — jenZe tato jeskyné se hroutila. Kdyby
se zhroutila dpiné, tak hrozilo uniknuti ¢astic do atmosféry
planety, coZ mohlo mit nedozirné ndsledky. Bylo potreba
najit v blizkosti misto, kam by se mohly cdstice bezpecné
odcerpat. . .

32-2-3 NAdrz na d&astice 8 bodu

Potfebujeme nékam provizorné odcerpat nebezpecné casti-
ce. Hledame néjakou spravné velkou ptirozenou nadrz v ho-
rach, do které se ¢astice akorat vejdou, a ktera ptijde nepro-
dysné zakryt plachtou branici tniku ¢astic do atmosféry.

Svét si muzeme predstavit pro zjednoduseni jako fez hora-
mi zadany ve Ctvereckové siti jako na obrazku nize. Nadrz,
ktera se da zakryt plachtou, je ,prohluben“, ktera po stra-
nach ma policka pevné skily pfesné ve vysce hladiny (aby
sla dobfe ukotvit kryci plachta). Svét je na vstupu zadan
vyskami hor v fezu postupné po jednotlivych sloupcich.

Vasim cilem je navrhnout algoritmus, ktery bude umét rych-
le zjistit, jestli existuje nadrz dané velikosti.

#oo HH##.H#
HH . CHEHHE H#
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Priklad: Pro vstup 3211233321 3 (na obrazku vy-
$e) umime najit nadrz velikosti 2, 3 nebo 6 (vzdy maji po
strandch policka skaly pfesné ve vysce hladiny), ale naopak
nadrz velikosti 1 podle vySe zminénych parametrd neexis-
tuje.

Nebezpecné castice se povedlo alespori docasné zajistit a
posdadka se pustila do letmého prizkumu podivné zdakladny.
Tohle sice nespadalo do jejich tukolu, kterym byla pomoc



kolonistum a pripadnd zdchrannd operace, ale zvédavost jim
nedala.

Vypadalo to, Ze zdkladnu opustili dost narychlo potom,
co se jeden z experimenti nepovedl a zpusobil masivni ion-
tovou bouti, kterd zpustosila zdkladnu. Také zde nasli schd-
zejict nouzovy generdtor z kolonie a osobni véci se jmény
nékolika ze zmizelych kolonistu, coZ nasvédcéovalo tomu, Ze
alespon cast kolonisti méla jeste jiny ukol na této zdkladne,
o které zbytek kolonisti nevédél.

Pri odchodu vymazali pivodni obyvatelé zikladny vétsi-
nu dat, ale systém na spojeni se sledovacimi druZicemi na
obézné drdze jesté zustal funkcéni. DruZice na obéznou drdhu
rozmistila kolonie, ale vypadalo to, Ze v jejich vybave byly 1
dalsi utajené komponenty a komunikacni systémy schopné
pracovat pri rizné drovni ruseni od iontovych bouri. A jed-
na takovd boute prdvé vznikala. . .

32-2-4 DruzZicova komunikace 10 bodu

Druzice na obézné draze jsou propojeny ruzné odolnymi
komunika¢nimi kandly. Kazdy z komunikac¢nich kanala ve-
de mezi dvojici druzic (tedy muZeme si ho pfedstavit jako
hranu v grafu) a mé néjakou odolnost viéi ruseni vyjad-
fenou celym c¢islem — pokud je ruseni maximalné tolik co
odolnost, tak spojeni funguje, pokud je ruseni vétsi, tak je
spojeni prili§ zarusené a nedaji se po ném prenaset zadna
data.

Nas by s ohledem na vznikajici iontovou boufi zajimala da-
tova struktura, kterd bude umét rychle odpovidat na otaz-
ku, na kolik komponent se rozpadne druzicova sit pfi ruseni
intenzity @ (komponentu tvofi druzice, mezi nimiz existuje
cesta po komunika¢nich kandlech odolnosti alesponi Q).

Takovych dotazi bude pfichdzet mnoho (fadové tolik, jak
bude velky vstup, tedy pocet druzic a spojeni mezi nimi)
a vase datova struktura na né musi byt schopna odpovidat
online (musi odpovédi vydavat pribézné, ne az na konci).
Vasim cilem je dosdhnout co nejmensiho ¢asu za celou do-
bu béhu (souet doby predvypoctu a doby odpovidéni na

jednotlivé dotazy).

@ Lehéi varianta (za 7 boda): O néco méné bodu dosta-
nete, pokud budete umét tlohu vyfesit rychle offline —

tedy dotazy dostanete vsechny najednou a mizete na né

odpovédét az na konci béhu algoritmu.

Kapitdnka Laren spolu s hlavnim inZengrem McCormac-
kem koukali na dynamicky se vyvijejici mapu zndzornujici
postup iontové boure. ,Nechdpu, kde se vzala tak rychle.
Ale bude to teda porddnd jizda,“ poznamenal svym typicky
klidngm tonem hlavni inZengr. ,Bude u kolonie asi tak do
jedné hodiny. A pripominam, Ze z generdtoru magnetického
Stitu kolonie zbyl skvarek. Budeme evakuovat?“

»Kolonisté to nebudou chtit vzddt, nemuZeme vyuZit He-
faista a jeho §tit?“ zeptala se kapitanka. Pohled, ktery hlav-
ni inZenyr vrhl na kapitanku byl vserikajici — védél, Ze od-
porovat kapitdnce v tomhle nemd smysl a Ze ta otdzka byla
vlastné rozkaz. A taky védél, Ze bude na ném, aby béhem
hodiny prenastavil stit lodé tak, aby obsdhl vice neZ stokrdt
Vet objem prostoru, nez na co byl projektovany. Ale odpo-
rovat neslo.

Hefaistos se urychlené presunul zpét ke kolonii a ten-
tokrdt s mim pilot Barnabds pristdl tak, aby jeho devade-
satimetrovy trup délal clonu proti postupugjici bouri. Hned
potom se hlavni inZenyr a jeho pomocnik, ke kterym se pri-

I https://poll.ly/#/293gZ8WW

dalo nékolik inZenyri z kolonie, vrhli na pripravy. Hefaistos
zasunul vsechny antény a pro vsechny pripady naopak vysu-
nul rozmeérné tepelné stity pres okna mustku a pres trysky
motorii.

Kolonisté se zacali presouvat do ndkladového prostoru
Hefaista, protoze trup odolné kosmické lodé byl bezpecnéjsi,
nez jiz jednou zasazend kolonie. Mezitim technici z kolonie
dotdhli energetickeé vedeni od fuzniho reaktoru k Hefaistovi
a naopak od Hefaista natdhli nékolik kabelt k emitorum po
obvodu kolonie. Pak uZ zbyvalo jen vse sprdvné seridit a
doufat.

32-2-5 Stitové emitory 11 bodu

Stitové emitory magnetického $titu rozmisténé po obvodu
kolonie je potieba sefidit na pfesny vykon, jen tak totiz
vytvorl spravné tvarovany magneticky $tit. Bohuzel jejich
nastavovani neni zrovna jednoduché.

Emitor je tvofen z N civek o postupné rostouci velikosti
1,2,3,...,N a kazdou z nich lze zapojit v kladném nebo
v zdporném sméru (takze civka K k celkovému vykonu pfi-
spiva hodnotou bud K, anebo —K).

Vymyslete algoritmus, ktery pro zadand cela ¢isla N a X
(kde N > 1) odpovi, jestli lze dosdhnout vykonu X néjakym
zapojenim civek 1,..., N (a pfipadné jakym).

Priklad: Pro N = 4 a K = 4 lze pozadovaného vykonu
dosdhnout zapojenim +1+4+2—-3+4, pro N =4a K =11
to oc¢ividné nejde.

Pretlakové dvere zapadly za poslednim clenem posdadky
ve chvili, kdy se na okraji kolonie jiZ zacaly trpytit cdsti-
ce narazejict do magnetického stitu. Beéhem nekolika minut
pak boute prisla v celé své sile. Na mistku se rozblikala dis-
kotéka poplasnych svétélek po panelech technicke sekce, ale
naddimenzované generdtory stitu zatim drZely, zatim.

Po deseti minutdch uZ to zacinalo vypadat, Ze iontovou
bouri prekonaji v poradku, kdyZ tu boure zacala podle de-
tektoru okolo zdkladny krouZit a mndpor vyvijeny na Stitove
emitory zacal stdle rychleji kolisat. Generdtor na Hefais-
tovi kvilel, jak se pokousel magnetické pole vyrovndvat, ale
pak jeden z emitord na okraji kolonie s efektnim zdableskem
selhal. Okolni emitory diru v magnetickém poli rychle vy-
rovnaly, ale i tak ndhly ndpor zatrdsl celou lodi na jejich
masivnich tlumicich.

»Kapitdne, tohle kolisdni cely systém hrozné pretéZuje.
Mozna pravé takhle vybuchl generdtor stitu kolonie!“ zvolal
McCormack mezitim, co se odporoucel i druhy stitovy emi-
tor a vysokofrekvencni kvilent z generdtoru rezonugjici celou
lodi jesté zvysilo frekvenci. . .
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Opét mate moznost ovlivnit, jak se bude pribeh vyvijet
ddal. A nyni mizZe vas hlas rozhodnout jesté vic o osudu
posddky Hefaista a vsech kolonisti. Co by méli v této situaci
udélat? Zahlasujte do 11. listopadu v anketé® (tentokrdt
jsou moznosti plné na vasich ndvrzich).

Druhy dil pribéhu pro vds sepsal

Jirka Setnicka
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32-2-6 Mapy z kOSMu 17 bodu

Vitejte u druhého dilu datového serialu. Jak jsme slibili

v minulém dilu, tak druhy dil jesté vénujeme datim
z OSM, ale zkusime je obohatit o néco navic — at uz to bude
spravné pocitani vzdalenosti na mapé, nebo tfeba vyskova
data ziskana pfi radarovém mapovani z raketoplanu.

Jak pocitat vzdalenost

P1i kresleni heatmapy v prvnim dilu seridlu jste si mohli
v§imnout, Ze je oproti klasickych mapam takova splacnuta
a lehce deformovand (oproti mapam, které klasicky vida-
me). Bylo to tim, Ze jsme brali zemépisné soutadnice p¥imo
jako osy x a y bez jakéhokoliv pfepoctu. To by fungovalo,
kdybychom uznavali teorii o placaté Zemi, ale na Zemi tva-
ru koule (¢i lépe Feceno geoidu) to bohuzel nefunguje — lehce
si miizeme uvédomit, Ze jeden stupen zemépisné $irky méri
na rovniku urcité vétsi vzdalenost, nez nékde u tucnakd na
Antarktidé pobliz jizniho pdlu.

S problémem, jak spravné na-
kreslit mapu do roviny tak, aby
byla co nejméné deformovana,
se kartografové potykaji od té
doby, co zacali vérfit na kulatou
Zemi. Nikdy to nelze udélat apl-
né spravné — nékteré ¢asti mapy
budou presnéji zachovavat své
proporce, zatimco jiné se defor-
muji vic (naptiklad na vétsiné
evropocentrickych map, se kte-
rymi jste se potkali ve skole, je
abnormdlné roztazend Antarktida). Existuje mnoho riz-
nych promitdni — ze znamych zminme treba Mercatorovo
— a vice se o nich muzete dozvédét tfeba na stranka na
Wikipedii.?

My vsak ted nebudeme chtit kreslit mapu, ale pocitat vzda-
lenosti na ni. Ani méfeni vzdélenosti nefunguje tak, ze by-
chom spocitali vzdalenost mezi zadanymi body pomoci Py-
thagorovo véty, ale potfebujeme brat v tvahu vzdalenosti
na kouli (v zédkladnim p¥ibliZeni), pfipadné rovnou na geoi-
du (pokud chceme mit vysledky pfesnéjsi, protoze Zemé je
vlivem rotace zplostéla koule). Anglicky se nejkratsi vzdale-
nosti dvou bodii na povrchu koule fika great-circle distance,
Cesky pro to méme kratsi slovo ortodroma. Na strance na
Wikipedii® miiZete najit vzoreéek, ale my pro nase poéitani
zvolime o néco lépe pouzitelnéjsi metodu.

Onou lépe pouzitelnou metodou je haversinovd formule,*
ktera pocitéa s thly a stranami sférického trojihelniku (troj-
thelniku, ktery nakreslime na povrch koule). Stale nebere-
me v uvahu geoid, ale nam to pro tuto tlohu bude stacit.
Vzorce jsme pro vas pfechroustali (s inspiraci z projektu
Rosetta Code) a zde vam pfindsime funkci na pocitani vzda-
lenosti v Pythonu vracejici vysledek v metrech:

from math import radians, sin, cos, atan2, sqrt

def haversineDistance(pointl, point2):
R = 6378137 # Polomér Zemé& (v~ metrech)
(latl, lonl) = pointl
(1at2, lon2) = point2

phil = radians(latl)
phi2 = radians(lat2)
dphi = radians(lat2 - latl)

dlambda = radians(lon2 - lonl)

a = sin(dphi/2)**2 + \
cos(phil) * cos(phi2) * sin(dlambda/2)**2

return 2*Rxatan2(sqrt(a), sqrt(l - a))

Nyni jiz mame dost véci k tomu, abychom vam zadali prvni
podilohu — podobné jako v minulém dilu by to mélo byt
jenom jednoduché cviceni na rozjezd:

Ukol 1 [3b]:

Zajimala by nas délka vSech vlakovych koleji na mapé (a to
vcetné vSech koleji na nadrazich, vSech zmapovanych vle-
Cek a podobné). Koleje jsou nastésti v OSM docela jasné
oznacené — jsou to cesty s tagem railway=rail.

Vasim tkolem tak bude spocitat délku vSech koleji na mapé.
Opét vse pocitejte na mapé Brna a na mapé Evropy.

Vystup odevzdejte (pro kazdy ze vstupt) jako jedno ¢islo (i
s jednotkou, tedy jestli je vzdalenost v metrech, kilometrech
nebo tfeba v milich). Pro pocitani vzdalenosti pouzivejte
vyse zminénou haversinovou formuli.

Pro Hrochtiv Tynec, ktery pouzivame jako testovaci vstup,
nam nase FeSeni spocitalo délku koleji na 8,931 km.

Mapy jsou dostupné ke stazeni z webové stranky serialu;?
jsou stejné, jako v prvni sérii.

Nadmorské vysky v mapé

Samotna data z OSM neobsahuji nadmotské vysky — body
(nodes) maji jenom atributy lat a lon. Ale pfitom v ma-
pach generovanych z OSM (napiiklad Mapy.cz za naSimi
a slovenskymi hranicemi) bézné vidame vrstevnice a jsou i
docela presné, odkud se tam berou?

Tou spravnou odpovédi je, Ze je to vidy kombinace OSM
a néjakého zdroje vyskovych dat. Pro vyskova data se nej-
Castéji pouzivaji volné dostupnd data z mise SRTM (neboli
Shuttle Radar Topography Mission). To byla jedendctidenni
mise amerického raketoplanu Atlantis v tinoru roku 2000,
béhem niz pomoci dvojice radart nasnimkovali vétSinu po-
vrchu Zemé s rozliSenim na jednu thlovou vtefinu (asi 30
metra na rovniku).

https://cs.wikipedia.org/wiki/Mapov%C3%A9_zobrazen¥%C3%AD

https://cs.wikipedia.org/wiki/Ortodromq
https://en.wikipedia.org/wiki/Haversine_formuld
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/serial-osn



https://cs.wikipedia.org/wiki/Mapov%C3%A9_zobrazen%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Ortodroma
https://en.wikipedia.org/wiki/Haversine_formula
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/serial-osm

Mise to byla nanejvys zajimava, véetné vyzvy schovat Se-
desatimetrovy stozar do ¢tyfmetrové krabice v nakladovém
prostoru raketoplanu (radary potfebovaly byt pfi snimko-
vani v pfesné pozici Sedesiat metru od sebe a vysuvny sto-
zar musel byt kvali jinému rozmérnému vybaveni umistén
v nakladovém prostoru raketoplanu napfi¢ — doporucuje-
me si vyhledat na internetu obrazky pod heslem ,,SRTM
mast“). Pro nas (a pro vechny dalsi uzivatele OSM) je ted
ale dilezitéjsi, ze ziskana data tvorii nejkompletnéjsi volné
dostupnou topografickou mapu Zemé.

SRTM data se daji ziskat z mnoha zdroji a stéale jesté do-
chézi k jejich drobnym opravam (napfiklad dopocitavani
odrazii v tzkych udolich). Abychom méli stejnd vstupni
data, tak jsme opét vystavili kopie téchto dat na webu na
strance seridly. Data jsou v binarnim forméatu, ale tento for-
mat je velmi jednoduchy a navic jsme na strance serialu na
webu prichystali ukazky kédu na jeho parsovani.

Po nacteni SRTM dat dostaneme miizku nadmoiskych vy-
sek v metrech pro kazdou celou thlovou vtefinu (takZe na
rovniku by jednotlivé datapointy byly od sebe vzdalené 30
metrit). Jak z toho ale dopoditat nadmoiskou vysku pro
libovolny bod, ktery nemusi lezet na jednom ze SRTM da-
tapointa?

v

Jedna z moznosti je vzit nejblizsi SRTM datapoint (neboli
zaokrouhlit soufadnice na celé vtefiny), ale to ndm vyrobi
néco jako ,schody“, coz moc neodpovida reidlnému tvaru
terénu. Lepsi je tedy spocitat vysku podle poméru vzdale-
nosti k nejbliz§im datapointiim — to se da udélat tfeba tak,
Ze nejdiive spoéteme vysku podle poméru v jedné ose (¢imz
2D problém spldcneme do 1D) a pak spocitdme findlni vys-
ku pomoci této tsecky a poméru ve druhé ose. Nejlépe je
to asi vidét na nésledujicim obrazku a na ukézce kédu:

7

def altitude(x, y):
# Spocitame si okolni m¥iZkové body
# (nevadi nam, kdyz nékteré budou stejné)
xA = math.floor(x)

xB = math.ceil(x)
yA = math.floor(y)
yB = math.ceil(y)

topL = SRTM[xA] [yA]
topR = SRTM[xB] [yA]
bottomL = SRTM[xA] [yB]
bottomR = SRTM[xB] [yB]

# Spocitame si primér left-right podle x

# (tim &tverec splacneme do uselky top-bottom)
pomer = x - Xa

top = topL + (topR - topL) * pomer

bottom = bottomL + (bottomR - bottomL) * pomer

# Spocitame si primér top-bottom podle y
return top + (bottom - top) * (y - yA)

Dvourozmérné pole SRTM obsahuje nadmotské vysky v me-
trech, funkce altitute o¢ekava uz prepoctené ,indexy“ do
tohoto pole jako cisla s desetinnou ¢arkou.

Pojdme ziskand vyskova data vyuzit pro nalezeni né&jaké
zajimavé cesty.

Ukol 2 [6b]:

Chceme si napldnovat vyjizdku na kole takovou, abychom
pfi ni vibec nemuseli Slapat. Chceme tedy najit nejdelsi
trasu vedouci jenom z kopce.

Najdéte nejdelsi (po¢itdno v metrech) posloupnost cest (way
v fe¢i OSM) s tagem highway (a libovolnou hodnotou to-
hoto tagu) takovou, Ze vSechny cesty obsaZené v této po-
sloupnosti budou jenom klesat a jednotlivé cesty na sebe
budou navazovat v koncovych bodech (napojovani cest jin-
de nez v koncovych bodech pro jednoduchost neuvazujme,
ulohu by to o néco zkomplikovalo a neni to pot¥eba). Vysko-
va data berte podle SRTM a dopocitavejte vyse zminénym
zpusobem.

Cestu povazujeme za klesajici, pokud jeden jeji konec je
ostfe niz, nez druhy, a zaroven nikde na ni neni ,udoli*
ani ,kopec“ (tedy nendsleduje vyssi bod za niz$im, rovin-
ky se ale uvnitf jedné cesty vyskytovat mohou). Na pfi-
kladech: cesty 4,3,2,2,1 nebo 4,4,4,4,3 jsou klesajici, ale
cesty 4,3,2,1,2,1 nebo 4,4,4,4,4 uz podle nasi definice
klesajici nejsou (prvni obsahuje ,udoli* a druhd méa oba
koncové body ve stejné vysce).

Reseni odevzdavejte jako seznam cest vcetné jejich bodi
s uvedenymi souradnicemi a nadmotskymi vysSkami v met-
rech (abychom z toho kdyztak mohli vykreslit vyskovy pro-
fil a trasu do GPSky). A taky napiste, jak dlouh4 vase cesta
je (pocitejte stejnou formuli, jako v minulé poduloze).

Protoze celd Evropa nam na tento tkol pfijde prilis velka,
tak tuto ulohu spocitejte na malych datech pro Brno a na
velkych datech pro CR (opét pouZijte mapy vystavené na
strance seridlu na webu, af mame stejnd data).

s s vaw

jakou specidlni odmeénu, kterou autofi seridlu vymysli), mi-
zete zkusit najit nejlepsi takovou trasu v Praze, po které se
d4 jit pésky (vhodné si vyfiltrujte hodnoty tagu highway).
Pokud se ndm néjaka bude libit, tak slibujeme uspotradani
KSP prochazky po této trase :-).

Rozdéleni vstupu

Na posledni tlohu se vam bude hodit technika, kterou jsme
zminovali uz ve vzorovém feseni prvni série — obcas je po-
tfeba si vstupni data (v tomto pfipadé mapu) rozdélit na
vice Casti.

Jednim z divodd muze byt urychleni pomoci paralelizace,
¢imz vyuzijeme vice vypocetnich jader procesoru, ale tlohu
bychom dokéazali vyfeSit i bez toho, jen nam to usetii cas.
To je dozajista uzitecné, ale obcas musime vstupni data
rozdélit do vice ¢asti uz jenom proto, abychom tlohu vi-
bec zvladli vyresit. Napiiklad kdyz potiebujeme mit data
v operacni paméti, ale dat je prili§ mnoho. Pak je potieba
spocitat, kolik elementt se ndm do paméti vejde (napiiklad
64-bitové IDcko bodu zabere 8 byt pameéti, takze 128 ID-
ek jiz zabere 1KB) a pak si vstupni data Sikovné rozdélit.

V pripadé mapy se nabizi dvé moznosti, jak data rozdeélo-
vat:

® Podle poc¢tu — rozdélime si data tfeba po jednom milio-
nu bodt. To mtzeme udélat, pokud pro spocitani feseni


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/serial-osm

(alesponi v tomto kroku) nepotiebujeme mit ve spole¢né
Casti elementy, které lezi na mapé blizko sebe. Vyhoda
tohoto rozdéleni je, ze si mtzeme dopfedu dobfe urdit,
kolik elementti budou jednotlivé ¢asti obsahovat.

Podle soutadnic — uréime si nékolik oblasti (tfeba ,ctver-
ce* po jednom stupni zemépisné sifky/délky) a do nich
si body rozhazujeme. To mé vyhodu v tom, ze blizké véci
zlstanou ve stejné ¢asti (musim si jenom dét pozor na
véci blizko hranic), ale Spatné se dopfedu odhaduje, jak
budou jednotlivé ¢asti velké. To se ale da vyresit tim, ze
si prilis velkou ¢ast znovu rozdélim na nékolik mensich,
dokud uz nemaji vhodnou velikost (tfeba takovou, aby
se vSe z nich veslo do paméti).

Problematické to v pripadé OSM miuze byt tfeba s rozdélo-
vanim cest, které u sebe soufadnice pfimo uvedené nemaji.
Mizeme si v takovém pripadé zkusit nacist vSechny cesty
do paméti a druhym priichodem k nim dohledavat jejich
soufadnice, ale co kdyZ se ndm do paméti nevejdou? V ta-
kovém pripadé muzeme zkusit zpracovat prvni milion cest
a najit pro né souradnice, pak to samé pro druhy milion
cest a tak dale, dokud nezpracuji (a nerozdélim) vSechny
cesty.

V posledni tloze se vam néjaké podobné triky budou vel-
mi pravdépodobné hodit. Tato tloha je takova perlicka na
si zatim pripravili. Ale vSechny potfebné ingredience byste
méli jiz mit k dispozici — a pokud byste tieba nécim chtéli
do projektu OSM prispét, tak je to tloha i velmi uzitecna.

Ukol 3 [8b]:
Vasim tkolem je sparovat adresni body (node s néjakym
z tagll addr: . .. — tedy napiiklad addr:city) s budovami

(way s tagem building).

Rekneme, Ze budova pat¥i k néjakému adresnimu bodu pra-
vé tehdy, pokud se adresni bod nachazi uvniti polygonu vy-
tvofeného cestou znazornujici tvar budovy. Urcovani, jestli
se bod nachazi uvnitf polygonu, jsme délali uz ve tteti tlo-
ze prvniho dilu seridlu, takze se muzZete inspirovat tfeba
ve vzorovém feSeni. Vétsim problémem ale bude mnozstvi
adresnich bod@ a mnozstvi budov — testovat vSechny na-
vzajem asi stacit nebude.

Tuto tlohu spocitejte na maljch datech pro Brno a na vel-
kych datech pro celou Evropu (opét pouZijte mapy, které
jsou ke stazeni ze stranky seridlu na webu). Zvlasté pro
Evropu bude vypocet trvat asi celkem dlouho, takze dopo-
rucujeme nenechavat tlohu na posledni vecer.

Vystup odevzdavejte ve formatu ID adresniho bodu a ID
budovy oddélené mezerou (kazdou dvojici na samostatny
fadek, at se ndm to dobfe kontroluje).

Pro Hrochtiv Tynec najdete spoc¢itana data na webu.

A to je z OSM vsSe. V pfistim dile se uz pravdépodobné
podivame na néjaka jind zajimava data... takze se urcité
méte na co tésit :)

Té&sime se na vaSe FeSeni!

Jirka Setnicka & Standa Lukes



Recepty z programatorské kucharky: Haldy, heapsort a Dijkstriiv algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se
bude zabyvat jednim z nejzndméjsich algoritmt: Dijkst-
rovym algoritmem pro hledani nejkratsSich cest v grafech.
K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovné da-
tova strukturka zvana halda, tak si pfedvedeme nejdfive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovévani mnoziny disel
(& jakychkoliv jinych prvki, na kterych mame definovano
usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvku fici, ktery
z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle podporuje
nasledujici operace: pridani nového prvku, nalezeni nejmen-
§itho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My si ukdZeme
jednoduchou implementaci haldy, kterd bude pii ulozeni
N prvki potfebovat ¢as O(log N) na pfidani ¢i odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty
nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda
obsahuje N prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1
az N. Prvek na pozici k bude mit dva ndsledniky, a to prvky
na pozicich 2k a 2k+1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy
napf. 2k +1 > N, mé takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici |k/2] nazve-
me predchidcem prvku na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptsob, jak v poli
uchovavat plné bindrni stromy (néslednici jsou synové a
predchidci otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek
¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vSak v poli neuchovavame v tplné libovolném
poradi. Chceme, aby platilo, Ze kazdy prvek je mensi ne-
bo roven vSem svym naslednikiim. Nase halda tedy mtze
vypadat napr. takto:
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Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek
je uloZzen na pozici s indexem 1, a tedy mtizeme snadno
v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté prozradime,
jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme
mu tfeba z, pridame na konec pole, tj. na pozici s inde-
xem N 4+ 1. Nyni z porovname s jeho pfedchiidcem. Pokud
je jeho predchtidce mensi, je vSe v poradku a jsme hotovi.
V opac¢ném piipadé = s jeho predchiidcem prohodime. Tim
jsme problém napravili, ale nyni miize byt x mensi nez jeho
novy predchiidce. To lze napravit dalsim prohozenim a tak
budeme pokradovat ddle, neZ se budto dostaneme do situ-
ace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému piredchudci, nebo
,vybubld®“ az do kofene haldy, kde uz zadného predchidce
nema. Protoze se v kazdém kroku pozice, na niz se prvek z

prévé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme do-
hromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme ¢as
O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probiha podobné: Prvek z po-
sledni pozice (tj. z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy
misto minima. Misto s predchtidci jej vSak porovname s je-
ho nésledniky, a v piipadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
nésledniki, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néa-
slednici, prohodime ho s mens$im z nich). A protoZe se ndm
v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku v poli alespon
zdvojnasobi, opét spotfebujeme ¢as O(log N).

Jako cvifeni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy
smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ovSem pamatu-
jeme, kde se v haldé nachéazi. Také muzeme prvek ponechat
a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:
l

def nejmensi():
return halda[0]

halda

def swap(a,b):
(haldalal, halda[b]) = (halda[b], haldalal)

def vloz(prvek):
# Vlozime prvek na konec
halda.append (prvek)
i = len(halda) - 1
while (i > 0) and (haldal[i//2] > haldali]):
swap(i, i//2)
i i//2
def smaz_nejmensi():
N = len(halda)
nejmensi = haldal[0]
halda[0] = haldalN - 1]
# Odstranime prvek z konce
halda.pop()
N-=1
i 0
while 2*i < N:
j=1i
if halda[j] > halda[2*i]:
j o= 2%i
if (2%i+1 < N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]):
j o= 2%i+l
if i == j:
break
swap(i, j)
i =
return nejmensi

HeapSort

KdyZ uz méame k dispozici haldu, miZzeme pomoci ni na-
ptiklad snadno tiidit ¢isla. Mame-li N ¢isel, kterd chceme
setfidit, vytvofime si z nich nejprve haldu o N prvcich (na-
priklad postupnym vkladanim do prazdné haldy), nacez z ni
budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim zis-
kdme prvky puvodniho pole v rostoucim poradi. Celkové
provedeme N vloZeni, N nalezeni minima a N smazéni. To
v8e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukdzeme program, pridame jesté dva triky, které nam
implementaci zna¢né usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jed-



noho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat na svém
zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak
misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu budeme
zmenSovat haldu a do volného prostoru ukladat setiidéné
prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opac-
ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala
nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spociva v tom, Zze nebudeme haldu vytvaret
postupnym vkladanim, nybrz naopak zabublavanim prv-
ki (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nésledniky, a dokonce tak zvladneme celou
haldu vytvofit v linedrnim ¢ase (pro¢ to tak je, si zkuste
dokazat sami, staci si uvédomit, kolikrat zabublavame které
prvky). Zbytek t¥idéni bohuzel nadale ztistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni hal-
dou) a je jednim z méala znamgych rychlych tfidicich algorit-
m1, které nepotfebuji pomocnou pamét.

# Zabublani prvku dolt:
# N urcuje cast pole vyhrazenou haldé
# 1 je index zabublavaného prvku
def bublej(pole, N, i):
while 2%i < N:
j o= 2%1
if (j+1 < N) and (pole[j+1] > polel[jl):
j= g+
if polel[i] >= polel[jl:
break
(polelil, polel[jl) = (poleljl, polelil)
1=

def heapsort(pole):

N = len(pole)

for i in range(N//2, -1, -1):
bublej(pole, N, i)

# Vybér maxima a jeho pfesun nakonec

for i in range(N - 1, 0, -1):
(pole[0], polel[i]l) = (pole[il, pole[0])
# Dal uz bublame jen na zbytku pole
bublej(pole, i, 0)

return pole

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz kone¢né k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento
algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnoce-
nymi nezédpornymi &sly (viz kuchatka o grafech)® a nalez-
ne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde
totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vsech
ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nej-
kratsich cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nale-
zenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchola grafu.
Navic u nékterych vrcholi budeme mit poznamenano, ze
cesta nalezend do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym
vrcholim budeme fikat definitivni. Na zacatku inicializuje-
me v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovida-
jict vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak pro-
vedeme néasledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasi-
me za definitivni. Déle otestujeme, zda pro néjaky vrchol
v cesta z vrcholu vg do w a pak po hrané z w do v neni
kratsi, nez zatim nalezené cesta z vy do v, a je-li tomu tak,
upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provede-
me pro vSechny takové vrcholy v. Cely algoritmus skonci,
pokud jsou uz vsechny vrcholy definitivni nebo vSechny vr-
choly, které nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou oo
(v takovém piipadé se graf sklad4 z vice nesouvislych ¢ésti).

Predtim, nez dokazeme, Ze pravé predstaveny algoritmus
opravdu nalezne délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se za-
mysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholi si délku dosud nalezené cesty ucho-
vame v poli. Cely algoritmus provede nejvyse N krok,
protoze v kazdém kroku nam pfibyde jeden definitivni vr-
chol. Ten vybirame jako minimum z délky aktualni cesty
pres vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N).
V kazdém kroku musime zkontrolovat tolik vrchold v, kolik
hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén pro vsech-
ny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je po-
¢et hran vstupniho grafu. Z toho vyjde casova slozitost
O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz M je nejvyse N2. Tuto
implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci nasi
kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest mii-
zeme ovsem pouzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat
N prvku a v kazdém kroku se pocet jejich prvki snizi o je-
den: Nalezneme a smaZeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a pfipadné upravime délky nejkratsich cest
do sousedti pravé zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou
hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(Mlog N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algorit-
mu O((N+ M)log N), a to je pro ,Fidké* grafy (tedy grafy
s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.
Ukézeme, Ze po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici
tvrzeni: Necht A je mnozina definitivnich vrcholt. Pak dél-
ka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol
grafu) je délka nejkratsi cesty vgv ... viv takové, Ze vSech-
ny vrcholy vg, v1, ..., v jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokaze-
me indukci dle poc¢tu krokt algoritmu, které jiz probéhly.
Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu.
Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohla-
Sen za definitivni. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery
je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trividlni. V opac¢ném
ptipadé ukdzeme, Ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres
vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznatme D dél-
ku cesty z vg do v pfes vrcholy A bez vrcholu w. Protoze
v kazdém kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvo-
i neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak
délka cesty z vy do w pfFes vrcholy z A je alesponn D. Ale
potom délka libovolné cesty z vy do v pres w pouzivajici
vrcholy z A je alespont D. Z volby D pak vime, Ze existuje
nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva
vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht
voU1 - . - Vg je nejkratsi cesta z vy do v takova, Ze vSechny
vrcholy vy, vy, ..., v jsou v mnoziné A. Pokud v, = w, pak
jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé pro-
béhlém kroku. Pokud vy # w, pak vgvy, ..., vs je nejkratsi
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cesta z vg do v pfes vrcholy z mnoziny A, a tedy miZeme
predpokladat, Ze zadny z vrcholt vy, ..., v, neni w (pod-
le toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz
pred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Zze po poslednim kroku mnozina A obsa-
huje prave ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy,
dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstriv algoritmus je
mozné snadno upravit tak, aby ndm kromé urceni délky
nejkratsi cesty i takovou cestu nasel: U kazdého vrcholu si
v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do

néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, ze u posledniho
vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je predposledni,
u predposledniho, ktery je predpfedposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napfi-
klad k-regularni haldy, v nichz mé kazdy prvek k nésled-
nikt (rozmyslete si, jakd je v takové haldé ¢asova slozitost
operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl
Dijkstriiv algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacci-
ho halda, kterd dokaze upravit hodnotu prvku v konstant-
nim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v Case
O(M + NlogN).

Dnesni menu Vam servirovali

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda

Implementace Dijkstrova algoritmu s haldou

# Struktura pro vrchol jako dvojici (index, vzdalenost)
# (definuje vlastni porovndvani, aby Slo pouZit haldu vyse)

class vrchol():
def __init__(self, index, vzdalenost):
self.index = index
self.vzdalenost = vzdalenost
# Predefinovani operatoru >
def __gt__(self, obj):
return self.vzdalenost.__gt__(obj.vzdalenost)

halda = []

def dijkstra(N, cesty, start):
final = [False] * N
vzdalenost = [None] * N
# Inicializace startu:
vloz(vrchol(start, 0))
vzdalenost[start] = 0
while halda:

# Vytdhneme z haldy nejmenSi nezpracované misto

v = smaz_nejmensi()
if final[v.index]:
continue
# Oznacime misto za pouZité
final[v.index] = True
# Projdeme v8echny sousedy
for (i, delka) in cesty[v.index]:

if vzdalenost[i] is None or v.vzdalenost + delka < vzdalenost[i]:

vzdalenost[i] = v.vzdalenost + delka
vloz(vrchol(i, vzdalenost[i]))
return vzdalenost
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