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Mile resitelky a resitelé!

Posledni termin odevzdani uz uplynul a my postupné vydavame vzorova feseni zbyvajicich tloh 32.
ro¢niku. Konec skolniho roku oslavime feSenimi ¢tvrté série. Brzy se k ni pfida i pata a ponékud
opozdény seridl ze tieti série (kdo mohl éekat, Ze zpozdéni postihuje nejen vlaky, ale i ilohy o nich?).

Za zminku urcité stoji feSeni tlohy 32-4-3, ze které se vyklubala zahada hodné Sherlocka Holmese,
a praktickd tloha 32-4-6 (sudoku), u které navzdory odekdvani zndme optimdlni odpovéd. Ale i

ostatni feSeni stoji za pre¢teni. Samostatné komentaie opravujicich tentokrat nevydavame.

Také uz brzy ocekavejte pozvanky na podzimni soustfedéni.

Vzorova rfeSeni ¢tvrté série tficatého druhého roc¢niku KSP

32-4-1 Vybusné kotatko

Tato tloha méla pivodné (dnes uz zcela politicky nekorekt-
ni) nazev Joseftiv problém.!

V celém tomto feSeni budeme predpokladat, ze pocitdme
modulo pocet aktivnich hraca. Taktéz mél autor presveéd-
Ceni, ze detaily, jak pocitat indexy pfi zménach krouzku,
snad kazdy ¢tenar dokaze odvodit sdm. Rozepisovat je zde
by jen zhorsilo ¢itelnost.

Jak by se implementovalo simulujici feSeni zminéné v za-
déni si, doufejme, kazdy zvladne rozmyslet vlastni hlavou.

Lepsi mozné TeSeni pouziva intervalovy strom, staci imple-
mentace pomoci pole, nebude tieba vkladat prvky. Listy
budou odpovidat hractm v poradi, v jakém stoji v krouz-
ku. Hodnoty v listech budou 0, ¢i 1. 1 bude znamenat, ze
hrac¢ na tomto misté jesté nevypadl. Na vyssi irovné se pak
bude ukladat pocet prvka v levém podstromu. Algoritmus
v kazdém kroku odsimuluje jedno vypadnuti, se znalosti
poc¢tu hracu v levém podstromé umime sestupem z korene
najit hledaného hrace.

Toto Feseni ma sloZitost O(nlogn), existuje vsak jesté rych-
lejsi Teseni.

Zamyslime se, zda by k urceni toho, kdo bude vitézem ne-
§la pouzit znalost relativni pozice vitéze viici zac¢inajicimu
hraci v krouzku, kde je o jednoho hrace méné. Ukazuje se,
ze ano. Pred zacinajiciho hrace v mensim krouzku vlozime
dalsiho hrace a aktivnim se stane hrac¢ k pozic pred nim.
Protoze si pamatujeme pouze pozici vitéze a aktivniho hra-
Ce, tyto operace umime provést v konstantnim case.

Zacneme tedy u kolecka se dvéma hraci, kde uz pfimo ur-
¢ime, kdo je vitéz. Pak postupné pifidavame dalsi hrace,
az se dostaneme ke krouzku pozadované velikosti. Nakonec
umime urcit relativni pozici vitéze vzhledem k pocateénimu
hraci.

Toto jesté zvlddneme vylepsit pro k € o(n/logn). Nahléd-
neme, ze béhem jednoho kroku vlastné nemusime pridavat
do krouzku jen jednoho hrace. VSechny zmény béhem jed-
noho obé&hu kotatka po krouzku dokidZeme promitnout do
jednoho kroku. Stéle totiz dokdzeme pozice aktivniho hrace
a vitéze po rozsifeni v konstantnim case.

Za kazdych k hrach tak v jednom kroku ptibude novy. Jinak
fedeno, pocet hracu se tak v jednom kroku zvysi (k+1)/k-
krat. Pocet kroku je tedy
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Vysledna sloZitost po dosazeni tedy ¢ini O(klogn).
Nakonec se jesté hodi zminit, ze by se postup posledniho
feSeni dal implementovat i pomoci rekurze na mensi krouz-
ky, ale v takovém pfipadé bude potfebna pamét linedrni
s poc¢tem hraci.

Jiri Skrobdnek

32-4-2 Jeden vystrel

Pfelozeno do terminologie grafii chceme odstranit hranu
tak, abychom zmensili minimélni kostru. (Pokud graf ne-
ni souvisly, kostra nebude strom, nybrz les.)

Méjme tedy néjaky graf G a jeho minimalni kostru K. Po-
kud smazeme né&jakou hranu, dostaneme novy graf G’ s mi-
nimalni kostrou K’. Pfitom kostra K’ se nachézi i v ptivod-
nim grafu G. Takze nemtze byt mensi nez ptvodni mini-
malni kostra K, a proto tloha nemd Zadné feSeni. Aha!

To by bylo jednoduché, jenZe neni to pravda. Kostra K’ se
sice v grafu G nachazi (jako podgraf), ale to neznamen4,
ze i tam musi byt kostrou. Mize se totiz stat, ze se graf G
smazanim hrany rozpadne na vice komponent — pak kost-
ra K’ nepropojuje cely graf G, ale jen kazdou komponentu
zvlast. Tedy neni kostrou grafu G.

Nasi jedinou Sanci tedy je smazat takovou hranu, aby se
graf G rozpadl. Hranam s touto vlastnosti se rika mosty a
existuje hezky linearni algoritmus na jejich hledani. Najde-
te ho tieba v nasi grafové kuchafce? v oddilu ,Vrcholova
a hranova 2-souvislost“, ptfipadné v kapitole 5.7 Prtivodce
labyrintem algoritmii.?

Smazeme-li néjaky most, novd minimélni kostra vznikne
smazanim mostu z ptivodni minimélni kostry (to vyplyva

1 Uloha ma vskutku starobyly ptivod: poprvé ji zminil v 1. stoleti n. 1. Flavius Josephus v knize Zidovska vélka.
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tfeba z kteréhokoliv algoritmu na hledani minimélni kost-
ry). Cim vétsi energii most ma, tim mensi energii ma vy-
sledna kostra.

K feseni tlohy tedy viibec nepotfebujeme hledat kostru —
postaci smazat most s nejveétsi energii. Umime ho najit v ¢a-
se O(n + m) pro graf s n vrcholy a m hranami.

Jesté dodejme, ze kdybychom v grafu bez mosti opravdu
museli do néjaké hrany vysttelit, vybrali bychom si ma-
ximalni hranu. Ta urcité neni soucasti miniméalni kostry:
o tom se pfesvédc¢ime spusténim algoritmu z kuchafky na
hledani minimalni kostry. Algoritmus vezme maximalni hra-
nu do ruky az jako posledni a tehdy uz musi byt jeji konce
spojené — jinak by tato hrana byla mostem. Takze pokud
smazeme maximalni hranu, minimalni kostra se nezméni.
A to je nejlepsi, ¢eho muzeme v grafu bez mostiu dosah-
nout.

Standa Lukes € Martin ,Medved“ Mares

32-4-3 Sbérnice na pajivém poli

wevs

planovali. Méli jsme vymyslené krasné linedrni feSeni (které
se vzapéti doctete), ale kdyz jsme ho sepisovali, uvédomili
jsme si, ze je spatné. Uplné stejné se nachytali i vSichni
Gcastnici, ktefi tlohu fesili. Z toho, proc¢ je feSeni rozbité a
co si s tim pocit, se nakonec vyklubal napinavy pribéh. Tak
si uchystejte pohodlné kieslo a popcorn, jdeme na to!

Ctverec v bludisti

Cilem tlohy je najit co nejsirsi pruh cesticek vedoucich od
horni hrany ke spodni, které se nikde nerozchézeji. Uvédo-
mime si, ze toto lze vyfeSit nalezenim nejvétsiho ¢tverce,
ktery 1ze od horni hrany k té spodni protdhnout. Pokud
najdeme takovou cestu pro ¢tverec o velikost k X k, jisté se
do jeho trasy vejde k jednotlivych cesticek.

Bude se nam hodit pfepocitat si pro kazdé policko (r,s)
hodnotu C(r, s), kterd ndm Fekne, jaky nejvétsi étverec bez
prekdzek mtze mit pravy dolni roh na tomto policku (pro
jednoduchost fikejme, Ze na tomto policku konc?). VSim-
neme si, ze pro policko s prekazkou je C(r,s) = 0, a pro
prazdné policko plati

C(r,s) =min(C(r — 1,5),C(r,s — 1),C(r —1,s — 1)) + 1.

Proc¢ je to pravda? Pokud ¢tverec k x k konc¢i na policku
(r,s), pak nalevo od tohoto policka kon¢i néjaky ¢tverec
(k—1)x (k—1) a podobné na poli¢ku nahofe a sikmo vlevo
nahofe. A naopak: pokud na téchto polickach konéi ¢tverce
(k—1) x (k—1), pak na poli¢ku (r, s) konéi ¢tverec k X k.

Podle tohoto vztahu miZzeme spocitat C(r, s) pro vSechna
policka, sta¢i postupovat po fadcich. Jen musime C(r,s)
dodefinovat na okrajich. Tak k desticce pomyslné pfidame
nulty sloupec plny prekdzek (K (r,0) = 0) a nulty fadek,
nad kterym je samé volné misto (K (0, s) ovSem neni +oo,
ale s, protoze ¢tverec se zarazi o nulty sloupec).

Predvypocet tedy zvladneme v ¢ase linedrnim s poctem po-
licek, tedy O(RS), kde R a S jsou rozméry desticky.

Nyni mizeme v ¢ase O(RS) pro konkrétni k otestovat, zda
se Ctvercem k X k dostaneme od horni hrany ke spodni.
Na to nadm staci tfeba obycejné prohledavani do sirky, kde
budeme uvazovat jen policka, na ktera se vejde dostatecné
velky Ctverec.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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Chceme-li najit nejvétsi takové k € {0,...,S}, pomize
ndm bindrn{ vyhledévani. Provedeme celkem O(log.S) kro-
ki, v kazdém z nich spustime predchozi algoritmus, takze
to celkem zabere ¢as O(RS log S).

Linearni feSeni

Pfedchozi algoritmus mtuzeme zrychlit. Zaéneme s k = S a
prohledanim do $itky najdeme vSechna policka, kam se d&
od horni hrany dostat ¢tvercem k x k. Pak budeme k po-
stupné snizovat po 1 a pfepocitavat mnozinu dosazitelnych
policek. Jakmile zac¢ne byt dosazitelné néjaké policko na
dolni hrané, skonc¢ime.

Abychom mnozinu zvladli pfepoéitavat rychle, budeme si
udrzovat vSechna policka sousedici s dosazitelnou ¢asti a
rozdélime si je do prihradek podle hodnoty C(r, s). Jakmile
snizime k o 1, pfiddme do fronty v8echna poli¢ka z (k—1)-ni
ptihradky a nechame prohledévéani do sitky bézet dal.
Takto kazdym polickem stravime celkové konstantni cas:
nejprve ho inicializujeme jako nenalezené, pak se stane sou-
sednim a bud se dostane rovnou do fronty prohledévani,
nebo jesté bude chvili ¢ekat v prihradce. Pak ho oznacime
jako dosazitelné a uz se jim nebudeme dal zabyvat.

Algoritmus tedy celkem pobézi v ¢ase O(RS).
Vyvréceni (a jiné Spatné zpravy)
Jak uz jsme pfiznali v ivodu, uvedeny algoritmus nefungu-

je. Co je spatné? Inu, hned pocatecni prevod vedeni sbérnice
na protazeni ¢tverce bludistém.

Skutecéné je pravda, Ze po kazdé sbérnici $itky k 1ze protah-
nout ¢tverec k x k. OvSem opacné to neplati: kdyz néku-
dy protdhneme c¢tverec k x k, jeSté to neznamend, ze tudy
muzeme vést sbérnici Sitky k. Uvazujme tfeba nasledujici
priklad (Sediva policka jsou blokované soucastkami):

Po tomto pajivém poli je mozné protahnout ¢tverec 3 x 3,
ovSem maximélni $itka sbérnice je 2, protoze sbérnice Sit-
ky 3 by musela protnout sama sebe na polickach oznace-
nych Cernym ¢tvereckem, coz evidentné neodpovidé validni
sbérnici.

Nas elegantni lineadrni algoritmus tedy fesi ponékud jinou
ulohu, nez kterou jsme zadali. Co se puvodni ulohy tyce,
bohuzel vas zklameme — zadny efektivni algoritmus na ni
nezname (efektivnim ted myslime jakykoliv, jehoz sloZitost
je polynomialni v po¢tu poli¢ek). A co vic, mdme divodné
podezieni, Zze ho nezna ani nikdo jiny.

Ona totiz nase tloha patfi mezi takzvané NP-uplné pro-
blémy. To je skupina problémt, pro které neni znamy zad-
ny algoritmus s polynomidlni slozitosti. Navic lze tyto pro-
blémy na sebe prevadét, takze efektivni feseni jedné z nich
by se dalo pouzit i k vyfeseni vSech ostatnich. Jestli néjaké
efektivni feSeni maji, nevime — je to jeden z nejvétsich ote-
vienych problému soucasné informatiky. Blize se o tomto
tématu doétete v nasi kuchafce o tézkyjch problémech.*
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Dukaz NP-tplnosti

NP-uplnost nasi tlohy se samoziejmé slusi doka-
@@ zat. Nejdriv se ale musime vyporadat s tim, ze NP-
plné problémy se definuji jako rozhodovaci — tedy odpovéd
miiZze byt pouze ANO nebo NE. Proto zadani malicko prefor-
mulujeme a budeme se ptat jen na to, zdali 1ze protahnout
sbérnici konkrétni sitky k. Pivodni tlohu mizeme vyfesit
pomoci dotaz na vSechna k od 0 do R a vypsat nejvétsi,
na které je odpovéd ANO. Pro zmensSeni poctu dotazi lze
vyuzit binarniho vyhledavani.

Pomoci naseho problému bychom radi vytesili n€ktery z jiz
znamych NP-uplnych problémi. Tedy chceme vytvorit al-
goritmus, ktery v polynomidlnim ¢ase z libovolného zadani
NP-tiplného problému vytvori zadani nasi tlohy se stejnou
odpovédi. Jako zdrojovy NP-tplny problém si vybereme
SAT neboli splnitelnost logické formule. V ném na vstupu
dostaneme logickou formuli sloZenou z proménnych a lo-
gickych spojek — (negace, NOT), A (konjunkce, AND) a V
(disjunkce, OR). Mame zjistit, zda je mozné pfifadit pro-
ménnym hodnoty 1 a 0 tak, aby formule byla pravdiva.

Napiiklad formule (A V B) A =B je splnitelna (nastavime
A=1a B =0), zatimco A A = A splnitelnd neni.

SAT si pro potieby této tlohy muzeme predstavit jako elek-
tricky obvod. Na jeho zacatku je nékolik prepinacu pred-
stavujici jednotlivé proménné. Na né jsou v néjakém poradi
napojena v nékolika vrstvich logickd hradla (tedy soucést-
ky s jednim nebo dvéma vstupy a jednim vystupem, které
se chovaji jako logické spojky). Na konci je jedno hradlo,
které je napojeno na LED, kterd se rozsviti, kdyz hradlo
bude mit na vystupu 1. Ukolem je zjistit, zdali je mozné
nastavit prepinace tak, aby se dioda rozsvitila.

o—s B

Ukéazeme, ze libovolny takovy obvod zvladneme simulovat
pomoci pajivého pole s prekdzkami. Vétsina pole bude za-
plnéné. Volné ztistanou jenom tzké koridory Sitky 3. Ty se
budou vétvit a obcas do sebe rohem zasahovat, aby sbérnice
o stejné sifce nemohla prochazet obéma koridory soucasné.
Zajistime pfitom, ze polem pijde protdhnout sbérnice sii-
ky 3 praveé tehdy, kdyz logicky obvod bude splnitelny. To je
presné prevod SATu na nasi ilohu.

Postupné tedy ukézeme, jak odsimulovat vSechno, co se
v obvodu vyskytuje: dratky, jejich kf¥izeni, hradla a LED.

Signaly. Kazdy dratek spojujici hradla obvodu bude odpo-
vidat dvojici paralelnich koridort. Sbérnice bude prochéazet
pravé jednim z nich. Podle toho, kterym bude prochézet,
bude reprezentovat jednicku nebo nulu. Kazdé takové dvo-
jici koridortt budeme fikat signdl.

V mistech zac¢atku a konce signalti mohou byt koridory sve-
deny zase do jednoho. Mezi né pak mizeme napojit jedno-
duché koridory tak, aby jedina spojnice horni a dolni hrany
pole postupné prochazela vSemi signaly. Tyto spojovaci ¢as-
ti oznacme jako napdjent.

Signal mtze zacit pfivedenim napéjeni do jednoho z kori-
dorti (v tomto pFipadé vlastné mame pfepinaé¢ pfepnuty do
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uréité polohy). Také miizeme napdjeni rozvétvit do obou
koridori. V tento moment ddvame sbérnici moznost vybrat
si koridor, ¢ili zvolit polohu pfepinace. Nakonec u LED ur-
¢ime, Ze signal musi mit pravdivou hodnotu — zablokujeme
nepravdivy koridor. Obvodem tedy bude moZné protahnout
sbérnici §itky tfi jen tehdy, kdyz bude mozné nastavit pre-
pinace tak, aby LED svitila, tedy bude SAT FeSitelny.

KfiZeni koridoru. Nejprve za¢neme kiiZenim dvou koridort
(pozor, to neni to samé jako kiizeni dvou signall). K¥izeni
koridorit (viz obrazek) funguje tak, Ze pfes né&j smi pro-
chézet pouze jedna sbérnice, kterd musi spojovat protilehlé
strany (druhé dvé strany pak budou zablokovany). Kaz-
dé sbérnice sitky 3, ktera se dostane do prostfedni oblasti,
zablokuje oba sousedni koridory, tedy musi opustit kiizeni
protilehlym koridorem.

Kfizeni muzeme také pfimo pouzit jako negaci signali. Sta-
¢i prohodit oba koridory tvorici signal.

Pro vybudovani dalsich soucastek budeme casto vyuzivat
kfizeni. Pro nazornost budeme kreslit symbolické nacrtky.
Koridory sitky tfi budeme znacit jako ¢arky. Kiizeni dvou
¢arek znamend krizeni koridorti, zatimco kiiZzeni tii nebo
CtyT Céarek s teckou v jejich priseciku je symbolem prostého
spojeni koridorii (tedy rozdvojka & roztrojka). Kolizi dvou
koridori budeme znacit spojenim danych koridort pomoci
dvou ¢arek. (V takovémto misté sdili koridory spoleéné po-
licko. Sbérnice se sice nemiize dostat z jednoho koridoru do
druhého, ale nemtiize prochazet obéma soucasné, protoze by
na dané policko vstoupila dvakrat).

Rovnitko. Na nésledujicim obrazku je naznacené, jak mu-
zeme vynutit pomoci dvou kolizi koridorti, aby dva signaly
mély stejnou hodnotu. Kdyz je v jednom signalu néjaka
hodnota, v druhém nemtize byt opacnéa, tedy tam musi byt
stejna. Mtzeme umistit kazdy ze signalti na jednu stranu
soucastky. Tedy levy horni vstup vyvedeme na jeho horni
hranu a pravy dolni vstup na hranu spodni. Levy spodni a
pravy horni ztistanou vlevo, respektive vpravo. Tim v pod-
staté dostaneme kfizovatku signalti, kde musi mit signaly
stejnou hodnotu. Tuto soucastku proto nazveme rovnitko.

1 1
0— 0
1— 1
0 0

Rovnitko mtizeme také pouzit k rozdvojeni signalu: rozdvo-
jenim napajeni si poridime novy signal bez urcené hodnoty,
nacez rovnitkem vynutime jeho rovnost s ptivodnim signa-
lem.



Kodovaé. Zarizeni na nésledujicim obrizku budeme nazy-
vat kddovac. Z levé strany do néj lze napojit dva signaly.
Na pravé strané pak vychézi jedno napéjeni a ctyfi kori-
dory, z nichz miize sbérnice prochizet maximéalné jednim.
Lze nahlédnout, ze pro kazdou kombinaci hodnot signal na
vstupu existuje jenom jedna varianta, kudy mize vést sbér-
nice do pravych ¢tyt koridorii. Ostatni totiz bud nejsou na-
pojené na koridor, kudy ptichazi spodni sbérnice, nebo jsou
zablokovany horni sbérnici. OvSem i opacné, kdyz sbérnice
prochézi jednim ze ¢tyf pravych koridoru a zaroven pravym
napajenim, tak je jasné dano, jakou hodnotu musi mit levé
signaly. Zafizeni tedy funguje i jako dekédovac.

1

0 N
10
1 00
0 01
11

KiiZeni dvou signalua Ize udélat nasledovné: Nejprve jednim
kédovacem z nich udélame napéjeni a ¢tverici koridori. Tu
pak vhodné prohodime. Nakonec dalsim kédovacem z pro-
hozenych koridorti a napajeni zase sestrojime dva signaly.
U prohozeni si koridory odpovidajici hodnotam 01 a 10 vy-
méni mista; k tomu mizeme pouzit diive sestrojené kiizeni
koridorti, protoze sbérnice muiize vést nejvyse jednim z téch-
to koridor.

Kédovac Kédovae
1—1 N N 1—1
0—0 0—0

10 10

00 @ 00
1—1 01 01 1—1
0—0 11 11 0F—0

Daéle budeme uvazovat, Ze kfizeni signali ma jeden vstup
z kazdé strany. Tedy levy horni vstup vyvedeme na jeho
horni hranu a pravy dolni vstup na hranu spodni. Levy
spodni a pravy horni ztstanou vlevo, respektive vpravo.

Na nasledujicim obrazku je zobrazena tato konstrukce pri-
mo pomoci pfekazek na pajivém poli. Bilé pixely znaci vol-
ny prostor a ¢erné jeden z moznych zptisobil vedeni sbérni-

)

N

Pozor na to, ze kfizeni signalt a také rovnitko kiizi pouze
logické hodnoty, nikoliv samotné trasy sbérnic. Na to je tie-
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ba myslet pfi napojovani signali na sebe tak, aby sbérnice
musela projit vsude, kde je potieba.

Prevracenim kiizeni ¢i rovnitka kolem vertikalni osy vznik-
ne soucastka se stejnymi vlastnostmi, pres kterou bude sbér-
nice prochazet jinak. V ptivodni soucastce totiz vedla sbér-
nice mezi horni a pravou stranou a druhé ¢ast mezi dolni a
levou. V upravené soucastce vSak povede mezi horni a levou
stranou a jina ¢ast bude spojovat dolni a pravou stranu.

Jesté dodejme, ze krizitko signali se d& také vyuzit pro kii-
zeni signalu a napdajeni. Napéjeni totiz miizeme povazovat
za, signal: prosté ho napojime na jeden z koridori signalu.

Hradla. S pomoci kédovace lze také vytvorit vSechna hradla
se dvéma vstupy. Koridor odpovidajici jedni¢ce na vystupu
pfipojime na vSechny kombinace, pro které ma byt vystup
pravdivy, a ostatni pfipojime na koridor odpovidajici nule.
K tomu mohou byt zapotiebi dalsi kfizeni koridori.

Z hradla kromé vystupniho signalu vychézi i jedno napéje-
ni, které bude potfeba nékam odvést.

Na nasledujicim obrazku je naértnut OR.

Kédovac
1—1 N N
0—0
10
00
1—1 01 1
0—0 11— “—0

Rozmisténi. Poslednim problémem je rozmisténi souc¢astek
a napojeni jednotlivych signali a napajeni. Nejprve si pro
kazdou nezndmou a mezivysledek (tedy vystup z hradla)
pripravime jeden fadek, v némz povede signal odpovidajici
hodnoty.

Hradla pak budeme prfidavat po sloupcich: Pro kazdé hradlo
nejprve pomoci jednoho rovnitka a nékolika kfizeni pfes
kazdy signal dovedeme vstupy daného hradla do spodni ¢as-
ti konstrukce. Pfes vSechny radky tedy povedeme signalni
sloupec, u kterého pomoci rovnitka misto jednoho kiizeni
vynutime rovnost s pozadovanym radkem. Ve spodni ¢éas-
ti obvodu pod témito sloupci je umisténé samotné hradlo.
Napajeni vedouci z hradla spoleéné s jeho vystupem po-
moci opacné otocenych kiizeni signalti dostaneme zase zpét
nahoru (a pomoci jednoho rovnitka, které je také otodené
kolem své osy, stejnym zpisobem piipojime vystup).

Nad tyto radky pak pfidame dva fadky napajeni, které vzdy
povedou do sloupcii vedouci k hradlu a zase se vrati pomoci
dvojice opac¢nych kiizeni.

Jednotlivé fadky pak napojime do podoby hada. Tedy prvni
tfadek napojime z horni hrany strany pajivého pole na jeho



levou stranu. Prvni fadek spojime s druhym pravou stranou
a pak zase dalsi dvojici levou stranou. Posledni fadek pak
napojime na spodni stranu pajivého pole.

Funkénost celého propojeni se da nahlédnout z néasledujici-
ho obrazku. V ném je vyznaceno ptrevedeni vyroku (AV B)A
A. Ctverecky s pismenem K, respektive KR zna¢i kiizeni
signali respektive jeho prevracenou verzi, podobné pisme-
na R a RR pro rovnitko. A a V jsou hradla.

AVB AVB A

(AVB)AA

U kazdého prepinace ponechame mozné obé dvé varianty.
Priichod sbérnice sitky 3 polem pak odpovida néjaké kon-
krétni volbé proménnych, prislusnym vystuptm hradel a
vstupu LED. Pokud ovSem u LED zablokujeme nulovy kori-
dor, bude priichod sbérnice vzdy popisovat volbu promén-
nych, u které obvod odpovi jednic¢kou. Shérnici je tedy moz-
né polem protdhnout pravé tehdy, kdyz ptvodni logicky
obvod je splnitelny.

Tim jsme tispésné prevedli SAT na nas problém, takze i nas
problém je NP-uplny. Zbyva ovérit, ze pfevod zvladne bézet
v polynomidlnim ¢ase. Vskutku: naSe konstrukce bézi v case
O((p+h)-h), kde p je poéet proménnych a h pocet hradel,
a vygeneruje stejné velky vystup.

Prevod jsme si dokonce naprogramovali a otestovali na vy-
roku AN B. Vygenerované pajivé pole se nam ale do letacku
neveslo, tak se prosim podivejte do webové verze feSeni.
Program (C++):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-3NP. cpy

Jak Fesit tézky problém kostétem

Dobr4, tak jsme dokazali, Ze naSe tloha je tézka. Ale i pfesto
bychom ji chtéli vyresit — ostatné, spousta tloh, které v zi-
voté potkame, je tézka. Vzhledem k okolnostem se spoko-
jime s exponencidlnim algoritmem. Budeme predpokladat
pevnou Sitku sbérnice, nalezeni maximalni Sitky doresime
binarnim vyhledavanim.

Jisté bychom mohli pro kazdy mozny zacatek sbérnice na
horni strané pole vyzkouset vSechny moznosti, jak sbérnici
mezi soucastkami proplést. Prohledavali bychom do hloub-
ky a znacili si ty ¢asti pole, které uz jsou sbérnici obsazené.
Kdykoliv bychom se dostali do slepé ulicky, tak bychom se
z rekurze vratili a pouzita policka zase prohlésili za volna.

Jak rychlé by to bylo? Pro zjednoduseni piredpokladejme,
ze pole je ¢tverec z N x N policek. Délka sbérnice jisté
nepiekrodi poéet policek, tedy N2. Na kazdém policku se
miuzeme rozhodovat mezi az tfemi variantami: pokracovat
rovné, zabocit doleva, zabocit doprava. Takze vsech moz-
nych tras sbérnice, které prozkoumame, ne nejvyse 3%V °

To uz je i na poméry exponencialnich algoritmt velmi po-
malé. Proto zvolime lepsi strategii. Budeme pole zametat
kostétem tvaru vodorovné piimky a udrzovat si vSechny
moznosti, jak mize vypadat sbérnice nad kostétem.

—_—

Uvazujme, jak je dolni ¢ast (pod kostétem) ovlivnéna tou
horni:

e Na nékterych mistech z horni ¢asti vystupuje sbérnice.
Témto castem tikejme konektory.

® Obcas se stane, ze z horni ¢asti vycuhuje kus sbérnice,
ktery neodpovida zadnému konektoru — na tato policka
se nejde napojit, ale jsou blokovand.

Kombinaci téchto vlastnosti budeme fikat druh. A vSimne-
me si, ze pokud v korektni sbérnici vyménime horni ¢ast za
jinou téhoz druhu, dostaneme opét korektni sbérnici. Pri-
tom nezalezi na tom, ktery konektor je propojeny s kterym,
protoze v kazdém propojeni konektori povede néjaka ces-
ta z horniho okraje k dolnimu; néjaké dalsi kusy sbérnice
vytvoii nedosazitelné cykly, ale ty muzeme smazat. (Kdy-
bychom to chtéli zdtvodnit poradné: kazdy graf, jehoz 2 vr-
choly maji stupen 1 a ostatni stupen 2, vzdy vypada jako
disjunktni sjednoceni jedné cesty s libovolnym poc¢tem kruz-
nic.)

Z toho plyne, ze si misto vSech moznych hornich ¢asti staci
zapamatovat jen vSechny mozné druhy a pro kazdy druh
jednu variantu horni ¢asti.

Algoritmus za¢ne s ko$tétem na horni hrané pole. Tam jsou
mozné presné ty druhy, ve kterych je pravé jeden konektor
a zadna blokovana policka.

Nyni uvazujme, co se stane pfi posunuti kostéte o radek
nize. U kazdého konektoru si miazeme vybrat, jak z néj bude
sbérnice pokracovat:

e Mizeme ji prodlouzit o jeden fadek, takze ziskame opét
konektor.
® Mtzeme ji prodlouzit vodorovné doleva nebo doprava.
Pak ji nechdme pokracovat dolt (¢im?Z vznikne konektor),
nebo nahoru (takze se napoji na jiny konektor z horni
¢asti). Pritom:
e Nesmime narazit na zadné blokované policko.
e Nesmime zakryt konektor (tehdy by sbérnice, kterd
z néj vede, neméla kudy pokracovat).
® Tam, kde pod vodorovnou ¢asti nevznikne konektor,
musime zablokovat policka.
¢ Koneéné muzeme vyrobit novou vodorovnou ¢ast sbérni-
ce se dvéma konektory na okrajich. Plati tataz omezeni
jako vyse.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-3NP.cpp

Samoziejmé nedovolime sbérnici pokracovat na policko, kde
uz lezi néjaka soucastka.

Jeden krok algoritmu tedy uvazi mnozinu vSech moznych
druhti ¢asti nad kostétem, pro kazdy z nich vygeneruje

vSechna moznéa pokracovani, a tak ziskd novou mnozinu
druhti pro kosté posunuté o radek niz.

Nakonec se kosté zastavi na dolni hranici pole. Ve vysledné
mnoziné druhti zkusime najit takovy, v némz je jediny ko-
nektor (vystup sbérnice z pole) a zddné blokovana policka
(sbérnice nesmi zasahovat pod dolni hranici pole). Ten od-
povida korektnimu prichodu sbérnice od horni hranice ke
spodni.

Analyza sloZitosti

Jakou slozitost ma feSeni s kostétem? Zatim ji odhadne-

me jen velice zhruba vzhledem k parametrim N (délka
hrany pole) a k (8ifka sbérnice). Slozitost jisté nebude vétsi
nez soucin nasledujicich hodnot:

® pocet moZnych poloh kostéte (to je N + 1, ¢ili O(N))
® pocet moznych druhid horni ¢4sti (ozna¢me D)
® pocet moznych pokracovani jednoho druhu (oznaéme V)

e {as na zpracovani jednoho pokracovani (Sestrojime odpo-
vidajici druh a zafadime ho do néjaké hesovaci tabulky,
coz stihneme v O(N). Jesté si musime zapamatovat, jak
vypada sbérnice nad kostétem, ale na to nam staci ulozit
nové pridany fadek a odkaz na predchozi stav sbérnice
nad koStétem, coz je téz O(N) a na zavér z toho jisté
dokézeme celou sbérnici rekonstruovat.)

Slozitost tedy shora odhadneme O(NDVN) = O(N2DV).
Zbyvéa odhadnout D a V.

Nejprve V. Kazdé pokracovani je jednoznac¢né uréeno tim,
kde zacinaji a kon¢i vodorovné éasti sbérnice (konektory,
které se nenapoji na vodorovné casti, prirozené pokracu-
ji; nové konektory jsou zdola na téch koncich vodorovnych
¢asti, kde se nenapojil konektor shora). Pokracovani tedy
mizeme popsat posloupnosti N nul a jednicek, kde jednic-
ky budou na pozicich zac¢atkt a koncii vodorovnych casti.
Pocet pokracovani je tedy mensi nebo roven poc¢tu nula-
jednickovych posloupnosti délky N, takze V < 2V,
Komplikovanéjsi je to s D. Polohy konektort a blokované
policka miizeme popsat tak, ze projdeme kosté zleva do-
prava a pro kazdou vodorovnou soutradnici zapiseme jeden
symbol:
® X — zde lezi levy okraj néjakého konektoru;
e 1 az k — 1 — prislusny pocet policek pod kostétem je blo-
kovany (to se vylucuje s konektorem);

® 0 — sbérnice tudy neprochazi.
Sestrojili jsme tedy posloupnost N symboli z (k 4 2)-prv-
kové abecedy. Vsech takovych posloupnosti je (k + 2)V.
Dosazenim do vyrazu pro slozitost celého algoritmu dosta-
vame:

O(N? - (k+2)V - 2N) = O(N? - (2k +4)V),
coz lezi v O((2k + 5)V). To je uréité mnohem lepsi nez
O(3N) 7 feseni hrubou silou, ale poi4d neni hezké, Ze z4-
klad exponencialy zavisi na Sifce sbérnice k.
@ @ Ta ¢ast vypoctu, ktera zavisela na k, pocitala moz-

nosti blokovani policek. Ukazeme, jak totéz odhad-
nout tésnéji, byt to da vic prace. Opét budeme vytvaiet

néjakou posloupnost N symbolt popisujicich zleva doprava
situaci pod kostétem.

Blokovana policka rozdélime na useky. Kazdy tsek bude
souvisly, ale ne nutné maximalni souvisly — dva tseky se
mohou dotykat. Pfitom konektory budeme povazovat za
policka blokovand do hloubky k£—1. Kazdy tsek zakédujeme
zvI43t, prostor mezi tiseky vyplnime néjakymi ,,mezerami‘.

Blokovana policka vznikaji pod novymi vodorovnymi kusy
sbérnice, pripadné je zdédime z predchozi polohy kostéte
(pfi¢emz se hloubka blokovani snizi o 1).

Dokazeme, ze tiseky miizeme zvolit tak, aby kazdy vypadal
néasledovné: Jeho zdkladem je ploska Sitky aspon k (coz je
nekolik policek vedle sebe blokovanych do stejné hloubky,
pri¢emz konektor povazujeme za blokaci hloubky k—1). Na
plogku bud vlevo, anebo vpravo navazuje schodisté policek,
jejichz hloubka blokovani neostie klesa.

ploska schodisté

Konstrukci tsekti provedeme indukci podle pohybu kosté-
te. Samotné posunuti kostéte a prodlouzeni konektort snizi
vSechny hloubky blokovani o 1, takze platnost tvrzeni za-
chovame. Miuze ji zménit vznik vodorovného kusu sbérnice.
Vsimneme si, ze diive blokovana policka mohou k vodorov-
nému kusu pfiléhat pouze zvenku (jinak by kus prochézel
blokovanymi policky). Rozebereme pfipady podle toho, jak
je vodorovny kus napojen na konektory:

a) Obéma konektory nahoru. Tehdy vznikne alespon 2k po-
licek blokovanych do hloubky k£ — 1, zleva a zprava k nim
mozna priléhaji néjakd drivéjsi schodisté. Nova policka
miizeme rozdélit na dvé plosky, kazda si vezme schodisté
na své strané.

b) Jednim konektorem nahoru a druhym dolt. Na strané
konektoru nahoru mizeme zdédit schodisté, u konektoru
dold nemohlo zddné byt. Proto mizeme konektor dold
prohlasit za novou plosku a zbytek za schodisté.

¢) Obéma konektory dold: v tom piipadé nedédime zaddné
schodisté. Kazdy konektor se stane novou ploskou, poli¢-
ka mezi konektory rozdélime na dvé schodisté (ponékud
rovné, pfipoustime) u téchto plosek.

Zbyva dokazat, ze usek délky ¢ > k dokazeme zakdédovat do
¢ symbolti. Nejprve fekneme, zda schodisté pokracuje dole-
va nebo doprava. Pak pro kazdou hloubku h od 1 do k —1
urc¢ime pocet py, policek s touto hloubkou (vzhledem k mo-
notonii schodisté je tim jednoznacné urceno, ktera policka
to jsou).

Kéd bude vypadat takto:

® jeden bit, ktery fika, zda je schodisté vlevo nebo vpravo;
® p;._1 nul a jedna jednicka;

® p;._o nul a jedna jednicka;

L] ...

® p; nul a jedna jednicka.



Kéd je dlouhy &+ p1 +p2 + ... + pr_1. OvSem k < { a
soucet vSech p; je roven £, takZze délka kodu ¢ini nejvyse 2/.
Doplnime ho nulami na délku pfesné 2¢. To je dvakrat tolik,
nez potfebujeme, takze si pofidime 4 symboly a kazdy bude
kédovat 2 bity. Pak bude mit cely kéd délku ptresné ¢.

Vsechny tseky tedy dohromady zakddujeme do fetézce dél-
ky N nad 5-prvkovou abecedou (péaty symbol je mezera me-
zi kédy tsektt). Takze vSech moznosti blokovani policek je
maximalné 5.

Druh je ovSem urceny jesté polohami konektori. Ty zapise-
me nezavislym N-bitovym fetézcem, ktery nam bude fikat,
kde jsou zacatky konektort. To dava 2%V moznosti. Celkem
tedy vime, ze D < 5V . 2N = 10V,

Casova slozitost celého algoritmu pak vyjde O(N? - 10V -
2NV) = O(N?% - 20Y) C O(21%). To uz je poctivy exponen-
cialni algoritmus.

Dodejme jesté, ze i tento horni odhad méa stale obrovskou
rezervu a moznych druhtt (tim spis téch, které se doopravdy
vyskytnou v konkrétnim vypoctu) je mnohem méné. Proto
by algoritmus byl pro rozumné malé vstupy docela dobte
pouzitelny.

Jiri Kalvoda, Martin Mares, Zuzka Urbanovd

32-4-4 Zpétny signal
Tato grafova uloha je témér hledani nejkratsi cesty, jen
W1l ta cesta musi zacinat a koncit stejnym vrcholem a musi
vést pres nejméné jeden dalsi vrchol. Hledame tedy nejkrat-
81 ,okruh® s poc¢atkem a koncem v daném vrcholu. Nabizi se
tedy pouzit néjaky algoritmus na hledani nejkratsich cest a
upravit ho pro tento pfipad. My budeme pracovat s Dijkst-
rovym algoritmem, jehoz popis najdete v kuchaice o haldé
a nejkratsich cestach.’

Kdybychom hledali cestu z pocéateéniho vrcholu (Fidiciho
panelu), kterému budeme déle fikat u, do sebe sama, algo-
ritmus by ve své zakladni podobé nasel jen onu skutec¢nou
nejkratsi cestu o délce nula hran. My ale chceme, aby ces-
ta vedla pfes aspon jeden jiny vrchol. Vime tedy, Ze jisté
povede pres néjakého souseda u. Jako sousedy u budeme
nazyvat takové vrcholy, do ktery z u vede hrana. Pokud
z néjakého vrcholu vede hrana do u, ale neexistuje hrana
z u do tohoto vrcholu, tak ho za souseda nepovazujeme
(pamatujte, ze graf je orientovany).

Provedeme nasledujici trik: Dijkstra nebude hledani nej-
kratsich cest zacinat z vrcholu u, nybrz ze vSech jeho sou-
sedt. Tim se dostavame k prvnimu feseni: pro kazdého ta-
kového souseda zvlast spustime Dijkstru, k nalezené nej-
kratsi cesté ze souseda do u pridame na pocatek hranu z u
do souseda (a tim vytvofime hledanou okruzni cestu) a ze
vSech takto nalezenych cest vybereme tu nejkratsi. Mizeme
ovSem provést jesté jeden hezci trik.

Vytvorime v grafu novy vrchol v. Pro kazdého souseda u
vytvorime hranu z v do tohoto vrcholu, ktera bude mit stej-
nou délku jako obdobna hrana z u. Poté najdeme klasickym
Dijkstrou nejkratsi cestu z v do u a tato cesta bude nasim
hledanym okruhem, jen jeji pocatecni vrchol v nahradime
za u. Jelikoz sousedé u jsou stejni jako sousedé v, jisté se
bude jednat o validni cestu. Protoze jsme vynutili, aby ta-
to cesta vedla pres néjakého souseda u, jedna se o validni
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okruh a ze spravnosti Dijkstrova algoritmu vime, ze bude
nejkratsi mozny.

Zbyva rozmyslet ¢asovou slozitost. Jelikoz graf se pfidanim
vrcholu v nezvétsi vic nez konstanta-krat, vyjde asympto-
ticka slozitost stejnd jako u Dijkstrova algoritmu. Ve verzi
s haldou tedy O((n + m) - logn) pro graf s n vrcholy a
m hranami.

Kuba Pelc

32-4-5 Svazani boufe

I kdyz tloha nebyla oznacena jako kucharkova, dal se pro
jeji feSeni pouzit jen mirné modifikovany algoritmus na hle-
déani konvexniho obalu z geometrické kuchaiky.® Ale souvis-
lost s konvexnim obalem moZné neni na prvni pohled vidét,
tak si feSeni pojdme ukdzat pékné od zacatku.

Zadani po nas chce, aby nebylo mozné jiz zadny paprsek
pridat. Mtze nas tedy napadnout na celou tlohu jit inkre-
mentalné. Zaéneme s jednim emitorem a zadnym paprskem.
V kazdém dalsim kroku si pfidame jeden novy emitor a na-
pojime jej na vSechny emitory, na které to pujde.

Spravnost takového inkrementalniho feSeni se dokazuje ve-
lice snadno. Pokud by Sel na konci pfidat paprsek mezi dva
emitory, pak Sel urcité pridat i v okamzik pfidani druhé-
ho z téchto emitord. Nicméné pokud bychom to celé délali
v poradi, ve kterém jsou emitory na vstupu, museli bychom
rozebirat nékolik raznych pripadd.

Jednak se mize stat, ze novy bod lezi jiz uvnitf trojihel-
niku ohrani¢eného tfemi paprsky (v kazdém vrcholu troj-
thelniku je jeden emitor). V takovém pfipadé bychom ten
novy potiebovali napojit na vSechny tii vrcholy a trojthel-
nik tim rozdélit na tii mensi. Déle teoreticky mtze emitor
leZet pfimo na néjakém jiz existujicim paprsku, nebo zcela
mimo zatim nakresleny utvar.

Poznavat rychle ve kterém trojuhelniku novy bod lezi je
pracné — obzvlast, kdyz tuto strukturu neustdle ménime
pridavanim novych trojihelnikd. Tak se zkusime obejit bez
toho. Emitory nejprve sefradime tfeba podle z-ové soutrad-
nice. Budeme chvili pfedpokladat, ze zadné dva emitory
tuto souradnici nemayji stejnou. Pfidavanim v tomto poradi
zaridime, Ze kazdy novy bod bude lezet vZdy mimo mnoho-
thelnik ohranic¢ujici dosud zpracované emitory. Vystacime
si pak s tim, Ze novy emitor jen propojime se vSemi emi-
tory na soucasném obvodu utvaru, na které jej napojit lze,
a obvod néasledné aktualizujeme.

A jak bude vypadat cely algoritmus? Nejprve vSechny emi-
tory sefadime a v tomto poradi — fikejme tomu tieba zle-
va doprava — je budeme nésledné prochazet. V pribéhu
si budeme udrzovat dva zasobniky, které budou obsahovat
vSechny vrcholy na horni respektive dolni ¢asti souc¢asného
(konvexniho) obalu. Inicializaci provedeme pomoci prvnich
dvou emitort — propojime je a oba pridame do obou zasob-
niku.

Kazdy novy emitor vzdy nejprve napojime na nejpravéj-
§1 z dosud zpracovanych emitord — ten najdeme na vrcho-
lu obou zasobniki. A dokud je mozné emitor napojit i na
emitor tésné pod vrcholem zdsobniku (aniZ by propoj kizil
soucasny konvexni obal), napojime je a nsledné ze zasobni-
ku nejvrchnéjsi emitor odebereme. Jakmile uz novy emitor


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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nemuzeme na zadny dalsi napojit, pfidame jej na oba za-
sobniky a pokracujeme s dalsi iteraci.

Jak bude takové feseni rychlé? Kvuli t¥idéni urcéité nebude
rychlejsi nez O(nlogn). Nebude v8ak ani pomalejsi. Sice
provedeme n iteraci a nékteré iterace mohou vyzadovat az
n kroku — to v pfipadé, ze budeme napojovat emitor na
spoustu emitort na zasobniku. Pokud vsak budeme emitor
napojovat na vice emitorii ze zasobniku, budeme pfitom
zasobnik zmensovat. V souctu pres vSechny iterace téchto
napojeni miize byt jen linedrné mnoho. Pamétova slozitost
celého algoritmu je linearni.

Na zavér jen doplnime vynechany detail: co délat, kdyz ma-
ji dva emitory stejnou z-ovou soufadnici? Myslenkové je asi
nejsnazsi celou rovinou bodl otocit o malinkaty nenulovy
thel, ktery zaridi, Ze body jiz nebudou presné nad sebou.
Uhel ale zvolime tak malj, aby se z4dné dva body nad se-
be naopak nedostaly (nebo si dokonce neprohodily poradi).
Mozné to na prvni pohled zni celé slozité na implementaci.
V praxi je to ale velice jednoduché. Efektu pootoceni o ma-
linkaty thel dosdhneme pfesné tim, ze budeme body tradit
primarné podle = a sekundarné podle y.

Jenda Hadrava

32-4-6 Sudoku s koném

Na tuto soutézni tilohu $lo jit mnoha zptisoby. Naptiklad
vzorovy ptriklad v zadani byl vytvofen ruc¢né umisténim sed-
mi devitek po kterych se dalo skdkat jezdcem, do prazdného
sudoku. Toto sudoku jsme doplnili prvnim solverem, co byl
po ruce, a pak nasli prochazku, ktera béhem prvnich 9 kro-
ki prioritizovala vysoka ¢isla a pak uz jen dotvorila néjakou
validni cestu. To zfejmeé nebylo prili§ efektivni, jelikoZ se da
najit lepsi skore s vyssi hodnotou uz na deséaté pozici.

Pro feSeni se nabizi dva postupy, které ale nejsou prilis
efektivni. Prvnim je zafixovat vyfeSené sudoku a v ném
hledat co nejlepsi prochézky. Druhym, opa¢nym postupem
je zafixovat si néjakou prochazku a hledat pro ni co nejlepsi
sudoku. Toto je vhodné opakovat, jelikoz v obou pripadech
muzeme zjistit, Ze nase zafixovana ¢ast neumoznuje ziskat
velké skore.

V prvnim pfipadé zfejmé budeme chtit zacinat cesty v po-
licky s devitkami a drzet se co nejdéle vysokych cisel. Pak
jesté musime prochézku dotvotit, coz nemusi byt snadné a
pokud jsme si pocatek cesty zvolili neSikovné, tak to ani
nepujde. V pripadé se zafixovanou prochazkou zase nao-
pak hledame sudoku, co maji na zacatku prochazky policka
s vysokou hodnotou.

Vytvareni sudoku i prochazky najednou

Efektivnéjsim pfistupem muze byt spojit toto dohromady
a hledat zaroven prochazku i sudoku. Vybereme si néjaké
pocatecni policko, o tom, ktera jsou pro to vhodna, si jesté
povime o par odstavci dale. Pak hledame cestu jezdcem,
pii které miizeme pokladat policka s co nejvyssi hodnotou
na sudoku bez toho, abychom porusili omezeni na unikét-
nost hodnot v jeho fadcich, sloupcich a ¢tvercich. Tim jsme
vlastné vytvorili docela slozity graf, jehoz vrcholy obsahuji
jako stav pozici, uz navstivena pole a umisténé hodnoty na
sudoku.

V tomto grafu muzeme hledat cestu, kterd hladové maxi-
malizuje skére. Bohuzel si ale docela ¢asto musime vybirat
z ruznych policek, kam se posuneme pfi zachovani stejné-
ho skére. Pozdéji pak budeme muset spoustu rozpracova-
nych cest zafiznout a vratit se zpét, kdyz zjistime, zZe uz

se cesta nedd dotvorit. Tento graf je tak velky, ze se ne-
da v rozumném cCase projit prozkoumat cely. Muzeme jej
ale prozkoumaévat s vyuzitim nahody. Napiiklad si miize-
me zvolit pravdépodobnosti pro zafiznuti cesty, kdyz ndm
dlouho trva najit jeji rozsifeni. Takto vétsinou ziskame né-
kolik parametri, které se také snazime optimalizovat podle
toho, jak dobra feseni ndm s jejich pomoci vychéazi.

Pocateéni policka

Pojdme se podivat na hleddni prochazky pro jezdce. Pokud
jste neméli Stésti, tak je mozné, Ze jste nemohli z néjakého
zacatecniho policka nemohli najit cestu, ktera by navstivi-
la vSech 81 policek, vSechny cesty mély délku jen 80. Pro
divod se podivejme na jezdcuv graf, kde vrcholy jsou po-
licka a hrany jsou skoky, po kterych se jezdec mize vydat.
Tento graf je bipartitni, a jelikoz ma 81 vrchold, tak jed-
na partita musi byt vétsi nez ta druha. Kdyz za¢neme nasi
cestu v té mensi partité s 40 policky, tak se nedokadzeme
dostat do jednoho z poli¢ek ve vétsi partité, jelikoz si dii-
ve zablokujeme vrcholy pfes které se tam da dostat. Do té
vétsi partity patii policka, jejichz soucet soutfadnic x + y je
sudy. To plati nezavisle na tom, jestli indexujeme policka
od 0 nebo 1 (pokud to déldme pro oba rozméry stejné) i na
tom, z kterého rohu sudoku za¢indme pocitat — rozmyslete
si to.

Hledani jezdcovy prochazky

Uz samotné nalezeni prochazky mutze dat docela zabrat.
Za zminku nam pfijde pravidlo, které vymyslel H. C. von
Warnsdorff uz v roce 1823: vzdy se posunout na polic¢ko, ze
kterého mé jezdec nejméné dalsich moznych pohybti. Tato
heuristika umoznuje zasadné zmensit prohledavany prostor,
vyuzit ji mizeme napiiklad kdyz mame na vybér z vice po-
licek, kam mutzeme umistit stejnou hodnotu. V nasem pfi-
padé ale viibec neméame zajisténo, ze se timto zpiisobem
dé najit dobra reseni. Mohlo by se stat, ze je nejlepsi vol-
bou vybrat pole, ze kterého je moznosti, kam se dal vydat,
nejvice. Opét se nabizi aplikovat heuristiku jen s néjakou
pravdépodobnosti.

Optimalni FeSeni

Vsechna feSeni, co ndm pfisla, nalezla riznymi metodami
stejné skdre, sudoku a prochazku, coz nam zasadné zjedno-
dusilo bodovéani. Ted zbyva jen otdzka, zda je toto Feseni
nejlepsi mozné. Jde o néasledujici skére:
999999988988889778777766756756546654433462355415
132251148115632413232234161374822



V dalsi ¢asti si ukdzeme, ze toto je optimalni feseni. Lepsi
skore ziskat nejde. Nasledujici sudoku a prochazka jsou az
na symetrii jedinym feSenim s timto skore.

K

N ©O© O NJNWwo o —
= 00NN W
NN O WO O
OO = O NN

©
O WK, ONDd OO

w

O P O NE~L, N WO
WO N PO ON
= 00N O Ww oo b N
DN WO~ 01N

56
25
70
41
58
27
60
63
14

69

0
57
26
71
12
15
28
61

24
55
40

1
42
59
62
13
64

39
68
43
72
11

2
65
16
29

9
38
19
44
73
66
17
46
31

22
53
36

7
34
49

4
79
76

37

8
51
20

5
74
77
32
47

52
21

6
35
50
33
48
75
78

Jak jsme na to prisli a jak takovou véc ovérit? Pokud by-
chom aplikovali vySe zminény algoritmus s tvofenim pro-
chazky i sudoku najednou, bez heuristik, bez pravdépodob-
nosti, a nasli prvni feSeni, tak vime, Ze je optimalni. Uz jsme
ale zjistili, ze graf, ktery bychom museli prozkoumat, je ob-
rovsky. Museli bychom prozkoumat vsechny vétve, kdyz si
mizeme vybrat z vice policek se stejnou hodnotou. Popfi-
padé néjak dokazat, ze nékteré vétve nejsou potieba.

To jsme neudélali a nevime, jak dlouho by to trvalo upoci-
tat. Ukazeme si misto toho obecnéjsi pristup, ktery u této
tlohy fungoval krasné.

SAT

Pokud jste nikdy nevideéli zapsané€ logické spojky N, V a —
(AND, OR a NOT ), doporucujeme si o nich rychle skocit néco
precist. Vic jich potrebovat nebudeme.

Nejdfive si musime predstavit problém splnitelnosti boole-
ovské formule ¢asto zvany zkratkou SAT, z anglického sa-
tisfiability. Pro logickou formuli chceme zjistit, jestli se daji
proménné nastavit na takové hodnoty TRUE nebo FALSE,
popfipadé 1 a 0, aby byla formule splnéna. Najdete o ném
zminku v nasi kuchafce o tézkych problémech, jelikoz je
to problém, co neumime fesit v polynomialnim case. Jde
o takzvany NP-uplny problém. (Také si zahral dilezitou
roli v fesen{ tilohy B2-4-3. Tamtéz najdete piiklad SATu.)

To ale neznamena, Ze se neda napsat program, ktery tento
problém fesi, i kdyz nepobézi v polynomialnim ¢ase. Takové
programy se nazyvaji SAT solvery. Pro predhozenou tlohu
SATu vam typicky solver umi odpovédét, jestli se da formu-
le splnit, nebo ne. K tomu umi najit jedno feSeni, popfipadé
certifikat nesplnitelnosti — posloupnost kroki, kterymi lze
logicky odvodit, ze to nejde.

SAT solvert existuje velké mnozstvi a jde o aktivni oblast
vyzkumu. Jednim z motivatora je soutéz SAT Competiti-
on,” kde jsou kazdoroéné porovnavany SAT solvery hned
v nékolika kategoriich. Kromé jedné kategorie je zaroven
pozadovano, aby byly jejich zdrojové kédy dostupné pro
vyzkum. Dalsi vyhodou je, ze vSechny podporuji jednodu-
chy vstupni a vystupni format DIMACS, a velkd ¢ast se

7 http://www.satcompetition.org/

da také pouzit jako knihovna. Diky tomu méame na vybér
z efektivnich solverti, implementovat SAT solver si tedy sa-
mi nebudeme.

Na SAT da prevést prakticky jakakoliv tuloha, na kterou
mame odpovéd ANO/NE. To ale nase Gloha neni, hleddme
maximalni skére. Budeme si muset tlohu rozdélit na pod-
tlohy. Budeme opakované pokladat otazku, jestli existuje
feSeni, které ma skére zacinajici na néjaky prefix.
Zacéneme s prazdnym skoérem a budeme postupné zkouset
ptidat na konec dislice, od nejvétsi mozné. Kdyz zjistime,
ze takové Teseni existuje, tak mame novy maximalni prefix.
Kdyz zjistime, Ze neexistuje, zkusime ¢islici o jednu nizsi.
Jakmile rozsifime prefix na vSech 81 znaki, vime, Ze méa-
me maximalni splnitelny prefix. Jediné, co potfebujeme, je
ta magicka krabicka, kterd nam fika, jestli existuje feSeni
zaGinajici prefixem. A tu nam tady poskytne SAT solver.
Zbyva tedy zakédovat tlohu do SATu.

Prevod na SAT

Pouzijeme vcelku jednoduché zakédovani do formule ve

tvaru CNF, coz je tvar, ktery podporuje vétsina solve-
ri. Budeme muset do logickych formuli zakédovat podmin-
ky na ¢islice sudoku, na tvar prochazky jezdce a na prefix
skore.

CNF néas omezuje na libovolny pocet klauzuli sestavenych
z disjunkei literdld (proménnych ¢i jejich negaci). Tyto klau-
zule jsou pak spojeny konjunkcemi. Ptiklad vyroku v CNF
s dvéma klauzulemi:
(iV=j V- VE)A (50 V).

Poridime si hned devét logickych proménnych hE’T ) kde
v € {1,...,9}, pro kazdé policko (z,y) sudoku. Proménnd
bude mit hodnotu TRUE, pokud na policku bude lezet dané
Cislice. Protoze zfejmé chceme, aby kazdé policko mélo pra-
vé jednu ¢islici, musime si na to pfidat podminky. Podmin-
ky budeme definovat jako disjunkce proménnych ¢i jejich
negaci a budeme chtit, aby vSechny platily — tak ziskdme
nakonec vyrok v CNF.

To, Ze je alesponi jedna ¢islice zvolena, se zapise jednoduse:

1
(zy

2 9
h ) \/h(x,y) \/ "'\/h(x7y).

Zapsat, ze je zvolena maximalné jedna cislice, jen pomo-

vvvvvv

dvojici hodnot mtize byt nastavend jen jedna z nich:
. a b

Toto je obecné konstrukce, kterou pouzijeme jesté nékoli-
krat. Umoznuje ndm zajistit, Zze je nastavend maximalné
jedna z nékolika proménnych. Uz se nebudeme vracet k to-
mu, jak to pfesné zapsat.

Nyni tu samou konstrukci pouzijeme na zajisténi, ze v kaz-
dém Fadku, sloupci a ¢tverci sudoku je nastavena maximal-
né jedna jednicka, jedna dvojka atd. Jelikoz je policek praveé
devét, tak to staéi zapsat takto. Pokud ted pustime SAT
solver na to, co uz mame zapsané, tak ndm velmi rychle
odpovi, Ze to je Tesitelné, a d& ndm ohodnoceni odpovidaji-
ci jednomu vyplnénému validnimu sudoku. Doporucujeme
si pii psani podobnych prevoda pribézné zkouset, zda fun-
guji. Je celkem jednoduché tady udélat chybu a zkouset to
pribézné je snazsi.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-3/reseni
http://www.satcompetition.org/

Ted je Gas se vénovat pohybu jezdce. Pouzijeme megalo-
mansky pfistup, a pro kazdé policko sudoku si vyrobime 81
proménnych jfz,u)v kde p € {1,...,81}, které budou znadit,
kdy tam jezdec dorazil. Pocitate spravné, to je 6561 pro-
ménnych, spolu s témi 729, co uz mame definované, to tvori
celkem 7290 proménnych. To vypada jako désivy pocet, ale
SAT solvery si s tim jesté poradi. To, Ze se proménné na-
vzajem vylucuji, solverim dost poméaha.

Opét priddme podminky pro omezeni poctu hodnot, stej-
nym zpusobem jako vySe. Pro kazdé policko (z,y) bude
TRUE pravé jedna hodnota jgjw,y)’ coz nam implicitné vyftesi,
ze se na zaddné policko neda vracet. Taktéz pridame pod-
minky specifikujici, ze kazda pozice p je pravé na jednom
policku. Pokud bychom to neudélali, tak je validni feSeni
na kazdé policko dat stejné poradi navstévy.

Chybi uz jen pfidat podminku na omezeni tvaru pohybu:
skoky musi byt pohyby jezdce. Pro kazdé policko (z,y),
pozici p, ktera neni posledni, a jezdcovym skokem dostupna
policka (2}, 1), ..., (¢, y,,) pfiddme nasledujici podminku:
D :p+1 L. -p+1
M) Ve YV T
Tato podminka je pfimym prepisem implikace, Ze z policka
muzeme v pristim tahu jen na ta dosazitelnd jezdcovym
skokem.

Kdyz vytesime problém SAT v soucasném stavu, dostane-
me kladnou odpovéd na splnitelnost a jedno validni feSeni
odpovidajici vyfesenému sudoku a jezdcové cesté po ném.
Mizeme si z néj spocitat skére, ale témeér urcité nebude
nejlepsi mozné. Chybi ndm jesté posledni krok, totiz pfidat
podminky na prefix skdre.

Vynuceny prefix se da zapsat velmi jednoduse. Pokud chce-
me omezit na pozici p hodnotu skére pouze na ¢islici v,
pfiddme pro kazdé poli¢ko (x,y) nasledujici podminku:

D
Tato podminka vynucuje, Ze na pozici je bud vynucend hod-
nota skére nebo ze tam jezdec neni.

Tim jsme hotovi. Tuto llohu mtzeme postupné predkladat
s roz§ifovanym prefixem SAT solveru a on ndm nejen najde
jedno optimalni feSeni, ale dokonce to dokaze. Pro vSechny
prefixy, kterymi by mohlo zac¢inat vyssi skére, mame totiz
dtikaz, ze takové feseni neexistuje.

Optimalizace

Mizeme jesté provést nékolik optimalizaci pro zrychleni
hledani feseni. Prvni je vyuziti vyse zminéné vlastnosti s pa-
ritou policka, kde se za¢ina. Nikdy totizZ nenajdeme optimal-
ni feSeni na policku (z,y), kde z+y je liché. Staci pfidat pro
kazdé takové pole jednoprvkovou klauzuli (—j (1“!)) I jedno-
prvkova klauzule je validni v CNF, umoznuje nam nastavit
proménnou explicitné.

Dalsi drobnou optimalizaci je omezit symetrie, tim, ze vy-
nutime néjak kanonicitu feseni. Sudoku s prochéazkou se
da symetricky otocit hned podle nékolik os, které zachovaji
skore. Tim, Ze omezime zacatek na jednu diagonalni polovi-
nu (napiiklad podminkou = < y), odstranime nékteré. Pak
miZeme piidat podminky y < 5 a © < 5 (indexovéno od
nuly), tim omezime vodorovnou i svislou symetrii. To jesté
porad neodstrani vSechny symetrie, jesté zbyva ptripad, kdy
je pocatecni policko na diagonale. V tom pfipadé bychom

8 https://www.labri.fr/perso/lsimon/glucose/|
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museli jesté vynutit smér pocate¢niho pohybu. Toto nejspis
uz nejspis moc nepomiize rychlosti solveru, ale hodi se to,
kdyz chceme zjistit, jestli jsou feSeni jen symetrické, nebo
néjak unikatni.

Unikatnost FeSeni

Jesté nam zbyva drobné otazka unikatnosti feseni. Uz jsme
si jedno ukézali, mohla by ale existovat dalsi sudoku s pro-
chézkami, co maji stejné skére. SAT solver sice neumi rov-
nou vydat vSechna feSeni, ale mizeme si pomoci drobnym
trikem. Vezmeme posledni problém, ten s prefixem obsahu-
jicim uz celé optimalni skére. KdyZz nam SAT solver vyda
néjaké feseni, tak k tomuto problému pfidame novou klau-
zuli, ktera je konjunkci vsech proménnych z feSeni, s negaci
u proménné, pokud je v feSeni nastavend na TRUE.

Toto je podminka, kterd vynuti, Ze se alespon jedna pro-
ménna z nalezeného feseni musi lisit od feseni, co jsme nasli
dfive. Toto mtuzeme opakovat s kazdym feSenim, co nalez-
neme. Je ovSem mozné, ze touto tpravou ziskame problém,
ktery pobézi vyrazné déle. V piipadé naseho sudoku s ko-
ném vsak vcelku rychle zjistime, Ze optiméalni feSeni existuje
pouze jedno, az na symetrie.

Zavér

Nase vzorové feseni je programem, ktery implementuje pra-
V€ to, co je popsano vyse. Zde je jeho cely vystup, ktery po-
pisuje postupné rozsirovani prefixu skére. NaSe feSeni vyuzi-
va SAT solveru glucose® verze 4.1 zkompilovaného s podpo-
rou po paralelni feseni, abychom mohli vyuzit vicejadrové-
ho procesoru. Vyménit jej za jiny by mélo byt jednoduché,
zvlasté diky tomu, ze vétsina SAT solvert podporuje stejny
vstupni a vystupni format. Pro predstavu: celkovy béh pro-
gramu trval deset minut na normélnim stfedné vykonném
stolnim pocitaci.

99999999 .. .Not satisfiable [792.04ms]

99999998 ...0K [1.68s]

999999989 ...Not satisfiable [812.99ms]

999999988 ...0K [7.55s]

9999999889 ...0K [7.20s]

99999998899 ...Not satisfiable [779.70ms]
99999998898 ...0K [5.97s]

999999988989 ...Not satisfiable [800.42ms]
999999988988 ...0K [4.88s]

9999999889889 ...Not satisfiable [787.07ms]
9999999889888 ...0K [5.13s]

99999998898889 ...Not satisfiable [796.74ms]
99999998898888 ...0K [5.43s]

999999988988889 ...0K [7.43s]

9999999889888898 ...Not satisfiable [786.78ms]
9999999889888897 ...0K [6.87s]

99999998898888978 ...Not satisfiable [801.50ms]
99999998898888977 ...0K [3.49s]
999999988988889778 ...0K [8.06s]

99999998898888977877776675675654665443346235541
5132251148115632413232234161374822
...0K [851.94ms]

Cely vystup programu:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-6-dukaz.txt

Program (Rust):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-6.rq

Jirka Sejkora
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-4-6.rs
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Lucie Vomelova
Prokop Randacek
Ondrej Gonzor
Jif1 Gallo

Denis Hromada
Robert Jaworski
Martin Havelka
Darian Poljak
Petr Sicho

David Klement
Vojtéch Zak

Vit Ulehla

Oliver Tusla
Kristyna Prokopova
Lucie Kuncarova
Jan Kaifer

Adam Slegl
Antonin Otmar
Petr Hladik
Klara Hlouskova
Jan Klivan
Frantisek Kmjec
Stanislav Kozak
Jan Kucera

Klara Pernicova
Timotej Toepfer
Kristyna Umlaufova
Vojtéch Zabotil
Simon Genéur
Jachym Némecek
Ondra Miiller
Toméas Vesecky
Robert Gemrot
Simon Andrs

skola

GJaroseBO
VOSJi¢in
GKepleraPH
GMikulasPL
G Chrudim
GRoudnice
MendelGOP
GJaroseBO
GBilovec

G Kolin
GPosKosice
GTomkovaOL
GTomkovaOL
GMikulasPL
GOlgHavl
GMikulasPL
MendelGOP
GJirsikaCB
SPSSmichov
GNadStolPH
GVodéraPH
GPisnickaPH
GSpitalsPH
GNAlejiPH
GSpitalsPH
GFXSaldyLI
G Brandys
SPSERoznov
SSIER Roznov
GUstavniPH
Gym Trebon
GJSkodyPR
GKepleraPH
GNAlejiPH
GSpitalsPH
GJSkodyPR
GArabskaPH
GJosBozCT
GVolgogrOS
GKepleraPH
GJosefskPH
GNadKavaPH
GMikulasPL
G Kolin
GDacice

G Brandys
G Holice
SOS Bfezova
GJaroseBO
ArcibisGPH
SPSOstrov
GTurnov
GBBr
SPSERoznov
GTurnov
SSSVTPraha
GKomHavir
GKepleraPH

rocénik sérii
9 10
3 9 9 8
2 9 9 8
3 4 9 10
3 6 5 10
3 14 7 10
4 4 9
3 5 3
3 3
2 4
4 5 7
3 3
2 13 9 8
2 15
4 5 5
3 3
3 3 2 10
3 2
1 4
4 17 5 8
3 3 8
4 9 8
2 13
4 9
4 5
4 10
1 2
3 14
3 1
3 1
2 2
2 2
3 2
2 1
4 8
4 8
3 1
3 2
4 3 2
4 2
4 14
3 1
3 1
2 1
4 3
3 1
4 11
2 1
3 2
3 1
3 1
3 1
3 2
0 1 1 3
3 1
3 3
3 3
3 3 5
1 1

— 11 —

12
10
8
9
8
10
8

10
10
10
10
10
10
10
10

3
10

10

—_
o

ESJIES IES JEN |

13
13

4-1 4-2 4-3 44 4-9 4-0

15
15
15

15

série
60,0
57,4
51,1
52,3
49,0
38,7
39,6
14,7
0,0
5,1
24,8
0,0
26,6
0,0
6,9
0,0
13,9
0,0
0,0
34,9
18,1
16,0
6,4
7,6
0,0
2,2
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
3,9
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,5
0,0
0,0
0,0
7.1
0,0

celkem
240,0
241,8
185,1
180,6
174,5
169,8
148,0
131,7
124,5
115,5
102,7
95,5
95,3
77,7
77,4
76,7
59,2
53,9
50,9
50,9
47,8
46,2
45,4
43,7
35,7
31,0
29,7
29,0
28,1
25,4
23,4
23,3
22,2
20,2
20,0
18,9
18,8
16,2
13,9
12,7
12,0
12,0
11,4
11,2
10,1
9,0
9,0
9,0
9,0
9,0
9,0
9,0
9,0
8,5
8,1
7,8
7.8
7,1
6,7



resitel skola rocénik sérii | 4-1 4-2 4-8 4-4 4-5 4-6 | série celkem
59.-63. Jiri Bartosik SUHr 3 1 0,0 4.4
Jan Cernohorsky G Brandys 2 1 0,0 44
Maria Filtsova SSInformFM 3 1 0,0 44
David Manasek ~ SUHr 3 1 0,0 44
Daniel Soltys GTieKosice 2 1 0,0 4.4
64.—65. Karel Bartinék  GMilevsko 2 1 0,0 2,5
Patrik Herman GTomkovaOL 1 1 0,0 2,5
66. Martin Klimes GZabteh 4 2 0,0 2,4

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

Diskusni férum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum /|

E-mail:

sp @mff.cuni.c

K
BN matfyz
| | 4
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