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33-1-1 Prosperujici provincie

33-1-2 Kuchynska prkénka

Nejdfiv si setridime udalosti podle roku, kdy se staly.

Ted bychom je mohli prochéazet, zaznamenévat si osidleni a
katastrofy a udrzovat si vztahy vsech fisi a konce civilizaci
v jejich provinciich. Jde to ale jednoduseji.

Bez katastrof

Vime, ze udalosti se v kazdé provincii déji v konkrétnim
poradi. Provincie je nejprve osidlena, pak mutize byt jeji fise
podrobena (i nékolikréat), a nakonec jeji fiSe zanikne. Pouze
katastrofa muze nastat kdykoli. Pfedpokladejme tedy na
chvili, ze katastrofy nikdy nenastanou.

To, na které Tisi civilizace v dané provincii zavisi, se ca-
sem miize nékolikrat zmeénit a informace o konci civilizace
je k nalezeni az v Fi8i, jejiz sprava dané province je v Case
posledni. Proto budeme prochazet udalosti od konce a tuto
informaci si ve sméru k osidleni provincie predavat. Ke kaz-
dé 1isi si budeme ukladat pouze rok, ve kterém byla zni¢ena
posledni z Fetézce postupné se podrobujicich Fisi (= rok, ve
kterém skondi civilizace v provinciich, které ziskala zni¢ena
fiSe taky tim, Ze si jejich pfedchozi ¥iSe podrobila).

Pro kazdou udéalost se rozhodneme podle jejiho druhu:

® zniceni Tise: ulozime si k ni rok jejiho zniceni, tedy rok
zéniku civilizace v jejich provinciich.

podrobeni rise: ulozime si k podrobené 1isi rok, ktery
méme ulozeny u FiSe, ktera si ji podrobila. (Ten uz urdité
zname, je to rok, ve kterém zanikla posledni z fetézce 1isi,
které si postupné narokovaly provincie této fiSe, a ten
urc¢ité nastane pozdéji, a tedy jsme ho uz prosli.)
osidleni provincie: pak zname rok osidleni provincie a
u rise, ktera ji pravé kolonizovala, najdeme rok, kdy v pro-
vincii skonéi civilizovany zivot. Mtzeme tedy dopocitat,
jak dlouho se zde da civilizované zit.

Potom uZ jen najit maximum z dob civilizovaného ziti a
jeho provincii a mame vyfeseno.

Katastrofy nastavaji

Pri zpracovani udélosti osidleni provincie si zapamatujeme
rok pocatku a zaniku civilizace v ni. Pak projdeme jesté
jednou vSechny udalosti a kdyZ narazime na katastrofu, za-
nik civilizace v dané provincii uspiSime na rok katastrofy
(katastrofou nejde civilizovanou dobu prodlouzit, jen zkra-
tit).

Nakonec projdeme pres vSechny provincie zacatek a konec
civilizace, odecteme zacatek od konce, a tim ziskdme dobu
civilizovaného ziti. Najdeme maximum a provincii, ke které
patfi, a mame vyreseno, ted uz tplnd.

Casova slozitost je linedrni k po¢tu udalosti (t¥idit mtzeme
prihrddkové, kazdou udélost prochézime konstanta-krat).
Prostorova slozitost je také linearni k poc¢tu udalosti.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-1-1.cpp

Terka Hrochovad

Pomalé FeSeni

Ulohu miizeme snadno vyfesit pomoci dynamického progra-
movani. Ti z vas, ktefi se s touto metodou jesté nesetkali,
si o ni mohou néco piecist napiiklad v nasi kuchaice.!

Kazdy centimetr desky si miizeme predstavit jako policko.
Poli¢ko pak miize byt bud nevyuzité, nebo miize byt vyuzité
jako i-ty centimetr pozadované desticky. Témto moznym
stavam fikejme obsazeni. Moznych obsazeni je tedy M + 1
(M riznych poloh desticky a jedno jako nevyuZity kousek).

Pro kazdé policko a kazdé jeho mozné obsazeni si spoc¢itame
maximalni hodnotu za ptredesla policka. Budeme pocitat jen
jiz ukoncené desticky.

Pro prvni dilek je mozné pouze to, aby zde bylo prazdné ob-
sazeni za nulovy vydélek nebo zacatek desticky za vydélek
minus cena za opraveni daného dilku. Ostatnim obsazenim
pro jejich nemoznost uréime vydélek —oc.

Kazdé dalsi policko budeme pocitat z toho predchoziho.
Vydélek za prazdné policko je pouze maximum z vydélku
za, predchozi policko v pripadé, Ze je prazdné, nebo je tam
konec desticky (prosté si z téchto variant vybereme tu lep-
§i). Zacatek nové desticky také miZze nasledovat po konci
desticky nebo po prazdnému policku. Od maxima z téchto
hodnot tedy jen ode¢teme cenu na opravu daného policka.

Ostatni obsazeni jsou jednoducha. Evidentné i-té policko
desticky musi nasledovat za i—1 polickem, tedy od ceny ¢—1
policka desticky na predeslém policku odecteme néklady na
opravu. K celé desticce jesté musime pricist vydélek za ni.

Celkovy vysledek pak jen precteme jako maximum z konce
desticky a ni¢eho na poslednim policku.

Toto FeSeni pobé&zi v ¢ase O(NM).

Rychlé FeSeni

Dale toto feseni vylepsime.

Nejprve zadani mirné preformulujeme. Policka jiz nebude-
me opravovat. Na policka misto toho budeme umistovat
bud desticku délky M za vydélek K, anebo kosticku za vy-

délek stejné hodnoty jako puvodni cena za opravu. Stéle
nas zajima maximalni cena, co si mtzeme vydélat.

Vysledek takto upravené tlohy bude pravé o soucet vsech
cen za opravy vetsi nez vysledek piivodni tlohy.

Pro¢? Inu proto, ze v puvodni tloze jsme odecetli cenu
vSech oprav na vyuzitych polickach a v nové tloze naopak
pri¢teme cenu vSech oprav na nevyuzitych polickach. Evi-
dentné totiz na kazdé policko, kde neni desticka, mizeme
umistit kosti¢ku a feseni se tim nezhorsi. Kazdé policko te-
dy do rozdilu tloh ptispéje pravé jednou cenou své opravy.

Na tuto tlohu mtZeme vyuzit jednodussi dynamické pro-
gramovani. Pro kazdou souvislou posloupnost si spocitame
maximalni cenu, kterou lze na téchto polickach vydélat.

Prazdna posloupnost ma evidentné nulovy vydélek.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-1-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

Pro vSechny ostatni posloupnosti uvazime dvé varianty:

e Na poslednim policku by mohla byt kosticka. V tomto
pripadé vydélek odpovida vydélku za o jedna kratsi po-
sloupnost zvySenému o cenu dané kosticky.

® Na poslednim policku by také mohlo byt posledni policko
desticky. V tomto pripadé se podivame na zisk u o M
kratsi posloupnosti a k nému pfic¢teme K. Kdyz o M
kratsi posloupnost neexistuje, tak tato varianta nemtize
nastat.

Z téchto dvou variant pak jen vybereme maximum.

Finalni vysledek je maximalni vydélek za posloupnost vSech
poli¢ek. Abychom ziskali odpovéd na piivodni tlohu, tak od
néj jesté odecteme soucet vsech oprav.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(N). V piipads, ze
budeme zapominat mezivysledky, jakmile nebudou potie-
ba, mize pamétova slozitost klesnout na pouhych O(M).
Vstup budeme nacitat, pribézné zpracovavat a pfi tom ho
prabézné scitat.

Jirt Kalvoda

33-1-3 Laser v bludisti

Shriime si tlohu: mame mapu, na které se vyskytuji rizné
objekty jako zrcadla, zdi, zdroj laseru a cilové misto, kam
chceme laser dostat. Co nas mtze prvné napadnout, je to,
ze si celou mapu ulozime a pak s ni budeme déle praco-
vat. Ale ouha, kdyZ si nechdme vygenerovat vétsi vstup od
odevzdavatka, tak nas mily program spadne, Zze nemé dost
paméti a i kdyby jsme méli dost paméti, tak nas program
by nejspise nikdy nedobéhl.

Zkusme si tlohu preformulovat. Mame graf a v ném vedou
cesty mezi nejbliz§imi vrcholy, které maji stejnou x-ovou
nebo y-ovou souradnici. V tomto grafu jsou neorientované
hrany a nejsou ohodnoceny. Mame 4 typy vrchold. Vrchol
zed Fik4, Ze tady cesta nevede a musime hledat jinde. Vrchol
zdroj laseru 1ika, zde zaciné cesta a muzeme jit jen smérem
nahoru. Déale vrchol cil, kde mé laser skonéit a nakonec
vrchol zrcadlo.

Vrcholu typu zrcadlo je trochu specialni, a to tim, ze je
ohodnocen, a to jesté trochu zvlastné. Neobsahuji totiz in-
formaci, ze do tohoto vrcholu se dostaneme za tolik energie,
ale fikaji, Zze pokud ptijdeme od néjakého vrcholu, tak jedna
¢i z4dné cesta danym smérem (danou hranou) je zadarmo a
za ostatni si musime priplatit. Konkrétné jednou jednotkou
energie. Jak a kdy musime zaplatit energii, je ddno natoce-
nim zrcadla.

V tomto grafu (popsaném vySe) hleddme cestu od zdroje
do cile, ktera stoji nejméné energie.

Jak cestu najdeme? Moznd se vam to nebude z pocatku
zdat, ale mizeme pouzit s malou modifikaci znamy algorit-
mus na hledéani cest: Dijkstriv algoritmus. Prvni modifikace
je veelku zjevné: ve vrcholu budeme muset zjistovat, jestli
dana hrana bude stat jednotkovou energii ¢i nulovou. Druhé
modifikace je, ze Dijkstruv algoritmus se nevraci do vrcho-
18, které jiz zpracoval. Diivod je ten, ze kdyz se v obecném
grafu dostaneme znovu do daného vrcholu za cenu 0, tak
nas to nezajima, protoze je nam jedno z jakého vrcholu jsme
prisli.

U této ulohy nas to zajima, protoze muzeme ptijit k zrca-
dlu z vice smériu za stejnou potfebnou energii, ale z jednoho
sméru mize byt vyhodnéjsi pokracovat dal (mizeme jit za-

darmo). Takze by se mohlo stat, Ze kdybychom zpracovali
vrchol jen jednou, tak bychom nenasli nejlevnéjsi cestu.

Nabizi se jednoduché feseni, ze se u vrcholi nebudeme vra-
cet ke sméru, se kterym jsme jiz diive pracovali. Cili ke
kazdému vrcholu se budeme vracet maximélné 4-krét (pro
kazdy smér).

Nakonec vyfesime problém, ktery jsme opomnéli zminit:
totiz jak si graf vyrobime. Odpovéd je vcelku jednoducha:
Vsechny vrcholy si nejdrive setfidime primarné podle x-
ové osy a sekundarné podle y-ové osy. Kdyz budeme dist
setfizenou posloupnost vrcholi, tak vsechny vrcholy v da-
ném sloupci budou za sebou. Déle dva vrcholy vedle sebe
v posloupnosti se stejnou z-ovou souradnici jsou nejblizsimi
sousedy kvili tomu, ze jsme tiidili sekundarné podle druhé
osy. Mezi témito vrcholy povede vertikalni hrana v grafu.
Nyni jsme vyfesili vertikalni hrany a horizontalni udélame
obdobné: budeme tfidit primarné podle y-ové osy a sekun-
darné podle x-ové.

Casova slozitost ttidéni vrcholt je O(nlogn). Dijkstriv al-
goritmus pak bude trvat O(n +nlogn), protoze hran je F4-
dové stejné jako vrchold. Pokud vyuzijeme toho, ze hrany
stoji 0 nebo 1 jednotek energie, tak slozitost mtzeme stah-
nout na O(n) — miZeme si vyrobit frontu, do které ptjde
pridavat na oba konce. Hrany za 0 jednotek energie bude-
me dévat na zacatek fronty (maji pfednost) a hrany za 1
jednotku energie budeme pridavat na konec fronty. Timto
jsme ze zbavili potfeby mit haldu a zrychlili tim algoritmus,
nicméné musime porad ttridit vrcholy, takze to celkovou ¢a-
sovou slozitost neovlivni.

Celkova ¢asova slozitost je O(nlogn).
Pamétova slozitost je O(n).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-1-3.py

Michal Kodad

33-1-4 Sbirani bonbénu

Strom si zakofenime ve vrcholu, ve kterém dle zadani zaci-
name.

Dale si zadani mirné poupravime: V grafu povolime rizné
dlouhé hrany, ale na tkor toho omezime pocet potomki
kazdého vrcholu na maximalné dva.

D4 se ukazat, ze pivodni dlohu lze na tuto snadno pre-
pracovat. VSem ptvodnim hrandm jednoduse uréime délku
jedna. Poté kazdy vrchol, ktery ma P > 2 potomki nahra-
dime P — 1 vrcholy, které libovolné propojime do stromu
pomoci hran nulové délky. Na kofen tohoto stromecku pri-
pojime rodic¢e nahazovaného vrcholu a na volné vrcholy pak
jeho potomky. Jestlize v nahrazovaném vrcholu je bonbdn,
tak ho umistime do kofene pridaného stromecku.

=

Ulohu vyfesime pomoci dynamického programovani. Pro
kazdou kombinaci vrchol a pocet bonbént si spocitame,
jaky je minimdlni pocet kroktd, abychom (kdyZ zac¢neme
v daném vrcholu) v jeho podstromu sesbirali pfislusny po-
¢et bonbénu. Z hodnot pro kofen pak vime minimalni pocet
krokt v nasi tloze.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-1-3.py

Jak ale lze tyto hodnoty spocitat? Muzeme je pocitat od
listti:

Pro list bez bonboénu evidentné jsou vsechny nenulové pocty
nedosazitelné (coz miizeme reprezentovat hodnotou +oo.
KdyZ se ve vrcholu (nejen tedy v listu) nachézi bonbdn,
tak se ndm ho evidentné vyplati sebrat (protoZe nemusime
udélat zadné kroky). Tedy oproti stavu bez bonbénu staci
posunout vSechny hodnoty pro dany vrchol o jeden index
vyse a pro jeden bonbén Fict, Ze pozadovany pocet krokt
je nula.

Pro vrchol s jednim potomkem bez bonbénu pro vSechny
nenulové pocty bonbéntt musime pokracovat do potomka.
Hodnoty tedy mtzeme prevzit z potomka s tim, ze ke kazdé
z nich pFi¢tu dvojndsobek délky hrany mezi nimi (musime
ji projit v obou smérech).

vvvvv

bonbénu s dvéma potomky. Pro kazdy nenulovy pocet bon-
béni méme nékolik moznosti, z niz vybereme tu nejlepsi.

Bud mutzeme vSechny bonbdny vzit z jednoho podstromu.
Pro kazdy podstrom se tedy staci podivat na pfislusSnou
hodnotu a zvysit ji o dvojnasobek hrany do néj. Nebo mii-
zeme vzit z kazdého potomka ¢ast. Vyzkousime tedy vSech-
ny moznosti rozlozeni (na to lze pouzit cyklus od jedné do
pozadovaného poctu bez jedné, ktery bude urcovat pocet
v prvnim potomkovi a po druhém budeme chtit zbytek).
Pro kazdou z téchto variant pak jednoduse vezmeme soucet
prislusnych hodnot potomki zvysené o dvojnasobek obou
hran. Ze vSech téchto variant pak jednoduse vezmeme mi-
nimum.

Pro snazsi rekonstrukci feseni si ke kazdé hodnoté mutizeme
pséat, jak vznikla. Tedy napiiklad kolik bonbdénid mélo byt
odebrano z levého podstromu. Rekonstrukci lze pak pro-
vézt jedinym rekurzivnim prichodem do hloubky. Bude se
jednat o funkci dvou parametr — vrchol a pocet bonbéni
z daného podstromu. Ta nejprve do vystupu vypise ¢islo da-
ného vrcholu. Poté se rekurzivné zavola na kazdého svého
potomka, z jehoz podstromu se ma ziskat nenulovy pocet
vrchold. Po kazdé rekurzi pak znovu vypiSe ¢islo daného
vrcholu.

Aby fungovala tprava zadani, kde jsme nékteré vrcholy na-
hradili mnozinou vrcholt, v§em vrcholim z mnoziny urcéime
stejné id. Pak jen ve vystupu nahradime vice stejnych hod-
not po sobé za jednu.

SloZitost

Nejprve nahlédneme, Ze provedenou upravou grafu se asym-
ptoticky nezméni pocet vrchold. Pocet vrcholt, co kazdym
nahrazenim ptibude je pocet potomki bez dvou. Tedy po-
¢et vrcholt, co celkem pribude, lze omezit celkovym poctem
potomkt v grafu. Jelikoz kazdy vrchol je nejvyse jedenkrat
potomkem jiného vrcholu, tak pribude nejvyse N vrcholu.
Celkovy pocet tedy bude maximélné 2N, coz je stdle O(N).

Pro kazdy vrchol pak pocitdme K hodnot, kazdou z nich
cyklem délky az K. Celkova ¢asové slozitost je O(NK?).
Pamétova pouze O(NK).

Zrychleni FeSeni

Jelikoz K muze byt veliké az jako IV, tak predchozi odhad za
pouziti pouze N urcuje slozitost O(N?3). Pojdme to trosku
zrychlit.

Pro kazdy vrchol mtzeme pocitat pouze hodnoty dynamic-

kého programovani, které jsou dosazitelné. Tedy maximéalné
tolik, jaka je velikost jeho podstromu.

Indukci pak nahlédneme, ze podstrom velikosti X zvladne-
me cely spocitat v ase O(X?2): Listy spo¢itdme v konstant-
nim céase. Necht k je konstanta asymptotické slozitosti. Vr-
choly s jednim potomkem vyfesime v Case potfebném pro
potomka, tedy k(X — 1)? zvyseném O(X), coZ evidentnd
nalezi O(X?).

Pro vrchol se dvéma potomky velikosti A a B nejprve vyfe-
§ime oba v ¢ase k(A% +B?). Pfi po¢itani minim pak udélame
k(AB) operaci, protoze kazdou dvojici hodnot z potomkt
pouzijeme pravé jednou. Celkem tedy k(A% + AB + B?) <
k(A + B)%

Casova slozitost celého algoritmu tedy je O(N?).
Lepsi odhad sloZitosti

Obarvime si v8echny vrcholy, jejichz velikost podstro-

mu je vétsi nez K. Kdyz jdeme od listu ke koteni, veli-
kost podstromu narusta. Diky tomu vybarvené vrcholy tvo-
1 souvislou komponentu obsahujici kofen. Neobarvené vr-
choly tvori nékolik podstromai.

Kazdy neobarveny podstrom evidentné zvladneme spocitat
v kvadratickém case vzhledem k poc¢tu vrchold. Ovsem po-
¢et vrcholi v kazdém z nich je nejvyse K, tedy ze souctu
slozitosti mohu vytknout K a zbude mi pocet obarvenych
vrchold. Z toho plyne, ze celkova Casova slozitost na vypoc-
teni obarvenych vrcholt je O(NK).

Z obarvenych vrcholi zvyraznime vSechny ty, které maji
dva obarvené potomky. Kazdy vrchol, ktery obsahuje jenom
jednoho potomka, evidentné zvlddneme vytesit v O(K).
K ostatnim nezvyraznénym vrcholtim lze pfifadit alespon
jeden nevybarveny podstrom, jehoz kofen je jeho potom-
kem. Zadny podstrom nebude pfifazen dvakrat.

Casova, slozitost na vypocet kazdého z téchto nezvyrazné-
nych vrcholt tedy lze uréit jako O(Kx), kde x je velikost
onoho nevybarveného podstromu. Tuto c¢asovou slozitost
muzeme rozlozit na téchto x prifazenych vrchold v podstro-
mu. Amortizované je tedy ¢asovéa slozitost kazdého vrcholu
O(K). Celkem tedy také O(NK).

Zbyva dotesit zvyraznéné vrcholy. Uvazme pouze strom
z vybarvenych vrcholi. Zvyraznéné vrcholy v ném tvori je-
diné vrcholy, které obsahuji (alespoii) dva potomky. Tako-
vychto vrcholu je ale v tomto grafu o jedna méné nez listt.
Ovsem kazdy list je v pavodnim grafu kofenem podstromu
velikosti alespont K, diky tomu listd a tedy i nezvyrazné-
nych vrcholi maze byt nejvyse O (%) I kdyz tedy kazdy
takovych vrchol vyfesime v O(K?), celkova ¢asova slozitost
je O(NK).

Casova slozitost celého algoritmu se tedy sec¢te na O(NK).

Jiri Kalvoda

33-1-X1 Kryci jména

Jednoslovna jména

Nejprve uvazujme agenty pojmenované jednoslovnym jmé-
nem. Tehdy postaci naplnit jejich jmény pismenkovy strom
neboli trii. To je strom, ktery se v kofeni rozhoduje pod-
le prvniho pismene jména, o hladinu nize podle druhého
pismene atd. Navic si oznac¢ime vrcholy, ve kterych konci
néjaké jméno.

Napftiklad pro pfijmeni Baba, Babka, Déd a Dédek vytvo-
fime tento strom:



(Vsimnéte si, Ze ne vSechny oznacené vrcholy jsou listy stro-
mu.)

Kdyz chceme rozlustit néjakou zkratku, vyrazime od kote-
ne po pismenech zkratky. Pokud bude nékteré pismeno ve
stromu chybét (tfeba pro dotaz Ba&. chybi hrana pro &),
neodpovidé zkratka zddnému jménu.

V opa¢ném pripadé se podivame na podstrom lezici pod
vrcholem, kde zkratka skoncila. Oznacené vrcholy v tom-
to podstromu odpovidaji pfesné tém jméntim, kterd vyho-
vuji dané zkratce. Pokud je takovy vrchol jediny, vypisSe-
me ho jako jednozna¢né feseni (budto projdeme strom od
oznaceného vrcholu ke kofeni a posbirame pismenka, nebo
si u oznacenych vrcholi pamatujeme, jakému jménu od-
povidaji). Pokud je oznacenych vrcholi v podstromu vice,
zkratka neni jednoznacna.

Aby se nam tyto pripady lépe rozlisSovaly, predpocitame
si pro kazdy vrchol stromu, kolik oznacenych vrchold je
v podstromu pod nim. Tim padem jakmile zkratka skonci,
poznéme podle ¢isla ve vrcholu, je-li jednozna¢néa. A pokud
je, muzeme si byt jisti, Ze pod vrcholem lezi uz pouze cesta
do oznaceného vrcholu (listu). Takze staci jit porad dold a
najdeme ho.

Jakou c¢asovou slozitost toho feseni ma? Pismenkovy strom
postavime v linedrnim ¢ase s velikosti seznamu jmen (veli-
kost seznamu budeme znacit S a myslime tim celkovy pocet
pismen ve jménech). Slozitost dotazu muzeme omezit dél-
kou nejdelsiho jména L.

Dvojslovna jména

V nasi tloze se ovSem jména skladaji ze dvou slov.
@@ To situaci poné¢kud komplikuje: Mizeme si posta-
vit zv14st strom pro kiestni jména a zvlast pro pfijmeni.
Ale pak naradzime na situace, kdy zkratce vyhovuje mno-
ho kfestnich jmen a mnoho prijmeni, ale jen jedna z jejich
kombinaci je krycim jménem agenta.

Jak se vyhnout zkouSeni vSech kombinaci? Pomizeme si tri-
kem ze seridlu o stromech (filoha 29-2-7). Opét se soustie-
dime na jeden pismenkovy strom. Jakmile do néj vlozime
v8echna slova, projdeme ho do hloubky. Pf#i tom budeme
méfit ¢as (poéitat kroky prohledévani) a ke kazdému vr-
cholu si poznamendme, v jakém case jsme do néj poprvé
vstoupili a v jakém jsme ho naposledy opustili. V§imnéte
si, Ze interval mezi témito dvéma casy jsme stravili prohle-
davanim podstromu pod danym vrcholem.

Kazda zkratka odpovida podstromu, tedy intervalu cast.
Takze staci vyhledat vSechna jména, jejichz ¢as lezi v daném
intervalu. Ktery cas, kdyz si pamatujeme jak prichod, tak
odchod? Je to jedno, bud v intervalu lezi oba, nebo ani
jeden.

Pro dvojslovna jména tento trik aplikujeme zv1ast pro kiest-
ni jména a zvl4st pro pri{jmeni. Kryci jméno agenta tedy
popiseme uspofadanou dvojici ¢ast (i, j). Zkratka k¥estni-
ho jména ndm omezi i na né&jaky interval (i1,is). Zkratka
piijmeni omezi j na (ji, j2).

Muzeme si tedy predstavit, ze kryci jména odpovidaji bo-
dim v roviné o soufadnicich (7, j). Kazd4a zkratka v roviné
vymezi néjaky obdélnik (i1,i2) x (j1,j2), ve kterém chce-
me najit vSechny body. Pfesnéji feceno chceme zjistit, kolik
bodt v ném lezi, a pokud pravé jeden, tak chceme védeét,
ktery to je.

To pfimo vold po néjaké dvojrozmérné datové strukture,
tfeba 2D intervalovém stromu. Sta¢i nam staticky: jednou
si ho pro dané body postavime a pak uz mu jenom klademe
dotazy. Jak se takovy strom buduje, najdete napiiklad v fe-
Seni ulohy , a to vCetné urychlovaciho triku zvaného
zlomkové kaskddovdni (fractional cascading). S timto tri-
kem dokéZeme sestrojit strom pro n bodu v ¢ase O(nlogn)
a odpovidat na ,pocitaci“ dotazy v éase O(logn). My sice
potfebujeme kromé poctu znat i jeden konkrétni bod, ale
tomu tlohu snadno pfizpiisobime: kdykoliv si struktura pa-
matuje pocet bodu v néjaké Casti roviny a tento pocet je
nenulovy, ulozime k tomu soufadnice jednoho z bod.

Co se casové slozitosti tyce: Pfipomenme, ze S znacime ve-
likost seznamu jmen a L maximalni délku jména. Nejprve
stravime ¢as O(S) vytvorenim obou pismenkovych strom,
jejich projitim do hloubky a spoditanim ¢asu pfichodu a
odchodu pro vSechny vrcholy. Pak pielozime jména agentti
na body v roviné a v ¢ase O(SlogS) postavime 2D inter-
valovy strom. Vyhodnocovani zkratky pak najde pfislusné
podstromy pismenkovych stromt (to trva O(L)), prelozi
je na intervaly a polozi obdélnikovy dotaz intervalovému
stromu. Ten v ¢ase O(log S) ovéri, zda je v obdélniku prave
jeden bod a pokud ano, najde ho. Bod pak v éase O(L)
prelozime na jméno a to vypiseme.

Celkem tedy pfedvypocet trva O(S log S) a odpovéd na do-
taz O(L +log S).

Persistentni stromy

Reseni jsme tedy poskladali z nékolika standardnich kosti-
¢ek: trii, DF'S ocislovani stromu a 2D intervalovych stromd.
Vy jste se ale chtéli naucit néco nového, vidte? Tak vAm pie-
ci jenom néco ukazeme: hezky zpusob, jak 2D vyhledavaci
strom nahradit strukturou, ktera se pfijemnéji programuje.

Nejprve definujeme persistentni vyhleddvact strom. Ten umi
totéz jako obycejny vyhledavaci strom, jen si navic pama-
tuje svou historii. Kdykoliv vkladdme nebo mazeme prvek,
vznikne tim nova verze stromu. A kdykoliv se stromu na
néco ptame, uvedeme, v jaké verzi hledame. Verze mizeme
napriklad ¢islovat pfirozenymi Cisly.

Ukéazeme si jednoduchou konstrukei persistentniho stromu.
Zac¢neme s obycCejnym stromem, ale prohlasime, Ze jakmile
jednou néjaky vrchol vznikne, uz ho nikdy nebudeme ménit.
Kdykoliv v néjakém vrcholu budeme chtit zménit kli¢ ne-
bo néktery z ukazatelti na syny, prosté vrchol zkopirujeme
a zménime kopii. Tim padem ovSem musime presmérovat
ukazatel v otci na tuto kopii, coz vynuti zkopirovani otce a
tak déle. Pti pfidani listu tedy napriklad zkopirujeme celou
cestu az do kofene, ¢imz vznikne novy koten, ktery prifa-
dime k nové verzi. Vsimnéte si, ze ndm vznikl novy strom,
ktery méa nékteré vrcholy nové, ale na zbyvajici podstro-
my se odkazujeme do pivodniho stromu. To nevadi, jelikoz
staré vrcholy se uz nikdy nezméni.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-2-7
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7/reseni

Jak rychlé to je? Strom na n vrcholech je vysoky O(logn),
takze vlozeni nového prvku trvad O(logn) a zptisobi zkopi-
rovani O(logn) vrcholli na cesté mezi novym listem a kofe-
nem. Casovou slozitost jsme tedy oproti klasickému stromu
nezhorsili, ale navic spotiebujeme O(logn) paméti na ulo-
zeni zmény do historie. Mazani ze stromu bychom provedli
obdobné.

Maélem bychom zapomnéli, ze stromy je potfeba vyvazo-
vat. To prekvapivé neni takovy problém: staci si uvédo-
mit, Ze b&zné zplsoby vyvaZovani stromil (tfeba AVL nebo
Gerveno-Cerné stromy) jsou lokdlni — tim myslime, Ze veske-
ré zmény se odehravaji jen v blizkém okoli cesty mezi pfi-
danym/smazanym vrcholem a kofenem. Takze stale staci
zkopirovat jen O(logn) vrcholti. Pomocné informace, jako
je tfeba znaménko u AVL stromi nebo barva u ¢erveno-
¢ernych, neni ani potfeba verzovat, protoze nejsou pfi vy-
hledavani potfeba a modifikace se tykaji jen posledni verze.

Vyvazovat stromy se nam jisté nechce. Muzeme si pori-
dit persistentni intervalovy strom vybudovany nad predem
zndmou mnozinou kli¢d. Bude fungovat podobné jako béz-
ny intervalovy strom vybudovany nad polem (listy jsou prv-
ky pole indexované kli¢i, obsahujici 0 nebo 1 podle toho,
je-li kli¢ zrovna pfitomen, vnitini vrcholy obsahuji soucty
listt v podstromu pod nimi). OvSem aby fungovalo kopiro-
vani, musime se mezi vrcholy odkazovat pointery, nestaci
strom ocislovat jako haldu a ulozit do pole. Také vsech-
ny operace musime provadét shora dolt (protoze verze je
identifikovand kofenem). Kazdopddné operace s kli¢i i do-
tazy budou nadale trvat O(logn) a jedna verze spotfebuje
O(logn) paméti.

Ted se ale vratme k pivodnimu 2D problému. Dostaneme
néjaké body v roviné a chceme odpovidat na obdélnikové
dotazy. Prozatim predpokladejme, ze zadné dva body ne-
maji tutéz y-ovou souradnici.

Predvypocet probéhne takto: setfidime body podle y shora
doli a v tomto poradi je zameteme vodorovnou piimkou.
Pritom si budeme udrzovat persistentni intervalovy strom
indexovany z-ovymi soufadnicemi (ty si také na zac¢atku se-
tfidime) a pro kazdou si budeme pamatovat, kolik bodt ji
uz mélo. Kdykoliv tedy zameteme néjaky bod, zvysime po-
¢itadlo v pfislusném listu intervalového stromu a vytvorime
novou verzi stromu. To vSe pro n bodi zvladneme v Case
O(nlogn) a spotfebujeme pii tom O(nlogn) paméti.

Ted si rozmysleme, co ndm umi fici 1D intervalovy dotaz
polozeny néjaké konkrétni verzi intervalového stromu. Kaz-
dy interval odpovida néjakému rozsahu z-ovych soutadnic
(x1,x2), verze odpovida poloze zametaci pfimky y. Odpo-
védi je pocet bodu, které lezi v nekoneéném pasu nad vo-
dorovnou tseckou [(x1,y), (z2,v)].

Tyto hodnoty mutzeme pouzit podobnym zptisobem jako
prefixové soucty. Necht chceme spocitat body v néjakém
obdélniku (x1,z2) X (y1,y2). Pak vyhleddme verze pfislus-
né k poloham zametaci pfimky 31 a y2 — to zvlddneme
bindrnim vyhleddnim v bodech setridénych podle y. Pak
se persistentniho stromu zeptdme na pasy nad intervalem
(x1,x2) pro verze odpovidajici y; a ,tésné nad y2“ a tyto
poéty odecteme. Ehjle, v ¢ase O(logn) jsme odpovédéli na
obdélnikovy dotaz.

Zbyva dotesit opakovani y-ovych souradnic. Pokud vice bo-
di lezi na jedné vodorovné primce, staci je zpracovat v li-
bovolném poradi a k poloze pfimky prifadit az posledni
verzi.

Pro tlohu s krycimi jmény jesté potiebujeme najit libovolny
bod v obdélniku. Snadno najdeme ten nejnizsi: v kazdém
listu intervalového stromu (ktery odpovidd z-ové soutad-
nici) si budeme pamatovat odkaz na nejnizsi bod s touto
soufadnici, ktery uz jsme zametli. Vnitini vrcholy si pak
budou pamatovat minimum podle y z odkazt ve svych sy-
nech. Takze pro zadany interval umime najit nejnizsi bod,
ktery v ném lezi. Pfi ,prefixovém® odcitani past od sebe
sta¢i uvazit hodnotu z nize konciciho pasu: pokud v ob-
délniku lezi viibec néjaky bod, musi lezet v nizsim pasu a
od¢itani vyssiho na tom nic nezméni.

Mame tedy jednoduchou datovou strukturu, ktera fesi pt-
vodni problém stejné dobfe jako 2D intervalové stromy.

Dodejme jesté, ze svét persistentnich struktur je mnohem
bohatsi — jednak jde v mnoha piipadech snizovat pamét
na uloZeni jedné verze aZ na amortizované konstantni (byt
zrovna u této ulohy ne, protoze potfebujeme verzovat i
souéty ve vnitinich vrcholech stromu). A také se d4 zaridit,
aby se daly ménit i historické verze a vyrabét ,alternativni
historie“. Takovym strukturam se pak rika plné persistent-
ni (zatimco naSim pfesnéji semipersistentni). To uz je ale
jiny pfibéh a ten budeme vypraveét zase jindy.

Martin ,Medved“ Mares

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
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Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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Vysledkova listina prvni série tficatého tretiho roéniku KSP

resitel

Filip Hejsek
Kristyna Petrlikova
Eliska Macakova
Jan Adamek
Vladimir Chudy
Viktor Fukala
Jiri Kvapil

Pavel Jordan
Daniel Skypala
Ondrej Sladky
Vit Skalicky
Ondrej Skacel
Robert Jaworski
Jan Kotovsky
Jakub Surga
Lukas Veskrna
Jakub Ondrousek
Matej Stencel
Dominik Farhan
Janek Hlavaty
Adam Kolnik
Simon Genéur
Martin Havelka
Prokop Randécek
Patrik Herman
Jifi Bartosik
Albert Kucera
Vaclav Janacek
Kristyna Umlaufova
Andrej Thomas Dobrev
Tomas Kasparek
Jachym Tuma
Klara Grinerova
Vojtéch Bfezina
Petr Filip
Vojtéch Gadurek
Stépan Kovar
Michal Pavli¢ek
Daniel Soltys
Filip Uradnik
Jan Racek
Bohumil Kulvejt
Josef Maly
Veronika Jizkova
Matéj Strnad

skola

GPisnickaPH
SPSJi¢in
CENADA BA
GKepleraPH
G Chrudim
GKepleraPH
GTomkovaOL
GPOA Znojmo
GTomkovaOL
GMikulasPL
GPisnickaPH
GTomkovaOL
GUstavniPH
GPisnickdPH
ParkLane
GKepleraPH
GTomkovaOL
GPosKosice
GMikulasPL
GlJirsikaCB
SSSVTPraha
GBBr

Gym Tfebon
GFXSaldyLI
GTomkovaOL
SUHr
GNadStolPH
GJaroseBO
SPSOstrov
GJHroncaBA
G FrydINOs
G FrydINOs
GZborovPH
GCoubTébor
GLovosice
PORGPha
GNadKavaPH
MendelGOP
GTieKosice
GyMimon
SPSEMasLI
G Sokolov
GPisnickaPH
MensaG
ZSRiegraSM
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série kspr-x celkem

60,0
62,0
61,0
60,0
59,0
59,0
58,0
58,0
51,0
51,0
47,0
46,0
45,0
44,0
39,0
38,0
38,0
37,0
37,0
36,0
34,0
29,0
28,0
28,0
27,0
26,0
22,0
21,0
20,0
20,0
18,0
12,0
12,0
11,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0

7.0

6,0

6,0

2,0

2,0

10,0
0,0
0,0
9,0
7,0
4,5
9,0
2,0
0,0
4,0
9,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
4,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

60,0
62,0
61,0
60,0
59,0
59,0
58,0
58,0
51,0
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47,0
46,0
45,0
44,0
39,0
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38,0
37,0
37,0
36,0
34,0
29,0
28,0
28,0
27,0
26,0
22.0
21,0
20,0
20,0
18,0
12,0
12,0
11,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0

7,0

6,0

6,0

2,0

2,0

Bonusové ulohy oznacené ,X“ maji svou vlastni vysledkovou listinu a nepocitaji se do norméalniho bodovani ro¢niku.



Vysledkova listina KSP-X po prvni sérii tficatého tretiho ro€niku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 | celkem
0. 10 10,0
1.-3. Viktor Fukala GKepleraPH 4 5 9 9,0
Eliska Macdkova CENADA BA 1 1 9 9,0
Ondrej Sladky GMikulasPL 4 8 9 9,0
4. Vaclav Janacek  GJaroseBO 4 4 8 8,0
5. Jan Adamek GKepleraPH 4 6 7 7,0
6. Vladimir Chudy G Chrudim 4 16 4.5 4.5
7—8. Daniel Skypala ~ GTomkovaOL 3 16 4 4,0
Lukas Veskrna GKepleraPH 3 1 4 4,0
9. Jifi Kvapil GTomkovaOL 3 15 2 2,0
10. Robert Jaworski GUstavniPH 3 3 1 1,0

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspésné vyfeSeni (alespor polovina bodf za ulohu) udélujeme specidlni odmény.
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