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34-4-1 No pun indented!

Pocet validnich odsazeni budeme pocitat postupné pro
m1/ kazdy prefix! fadki a kazdou troven odsazeni posled-
niho z nich.

Pro prvni fadek existuje pouze jediny zpiisob, jak jej odsa-
dit — nemtzeme jej odsadit viibec, protoze se zatim urcité
nenachézime za zadnym fidicim ptikazem.

Nyni si predstavme, Ze jsme jiz spocitali vSechny mozné
zpusoby, kterymi lze odsadit prvnich ¢ fadkta. Jak mizeme
z tohohle poctu vyjit, aby se ndm podafilo zjistit moznosti
také pro prvnich ¢ + 1 fadka?

Zkusime kazdou z téchto moznosti vzit a vyzkouset pro ni,
zda mize byt (i + 1)-ni fadek odsazen o 0,1, ... Grovni tak,
aby vznikly kéd byl validné odsazen. Maximalni Groven od-
sazeni je rovna poctu fidicich pfikazi, jejich pocet mizeme
shora odhadnout poc¢tem radkt na vstupu, tedy N. To je
sice nadsazeny odhad, ovSsem fadové jich tolik byt mtze,
asymptotickou slozitost ani spravnost feseni to tedy neo-
vlivni.

Vsimneme si, ze pokud je prvnich ¢ fadkt jiz validné odsa-
zeno, nemusime znovu prochazet cely kéd. Sta¢i ndm pouze
zkontrolovat, zda je (i + 1)-ni fadek spravné odsazen vzhle-
dem k ¢-tému tadku.

Reknéme, Ze (i + 1)-ni fadek m4 mit odsazeni trovné /.
Jaka vSechna odsazeni mu mohou predchazet?

Musime rozlisit dvé situace:

1) Nai-tém vddku se nachdzi vidici prikaz: Uroven odsazeni
i-tého radku muze byt jediné ¢ — 1.

2) Na i-tém tadku se nachdzi normdlni prikaz: Odsazeni
i-tého fadku muze byt trovné ¢,..., N.

Abychom tedy spravné spocitali vSechny moZnosti odsaze-
ni prvnich ¢ + 1 fadkd, musime si také pamatovat, kolika
zpusoby lze odsadit prvnich ¢ fadkd pro konkrétni roven
odsazeni i-tého radku.

Zkusime ndmi odvozeny vztah jesté vyjadrit vzorcem. Necht
Ci][k] znaci po¢et moznosti odsazeni prvnich ¢ fadki kédu,
pricemz i-ty fadek ma mit k-tou troven odsazeni.

Potom specialné plati:

CloJ[o]

¢ili prvni radek urcité nemizeme odsadit jinak nez tak, ze
nepouzijeme zadné odsazeni.

1, C[0][i])] =0 proi >0

Jinak obecné plati:

Cli —1)[k —1]  fadek i — 1 je Fidici piikaz

CWH{Z&“W—HMjm%.

Odpovéd se potom skryva v hodnoté C[N][0] — do ni totiz
bude poscitany cely posledni radek

CIN —1][0], C[N —1][1], ..., C[N — 1][N].

I Prefix je posloupnost prvnich nékolika Fadki.

Casova slozitost feseni zalezi na tom, jakym zptisobem hod-
lame pocitat soucet moznosti na fadku, kterému piedchézi
normalni pfikaz. Pokud si soucet rozepiSeme, muZeme si
vSimnout, ze

Clil[K] = Cli — 1][k] + Ci][k + 1].

Kdyz tedy jednotlivé hodnoty v C' budeme v ramci radku
pocitat odzadu, zvladneme kazdy zptsob odsazeni spocitat
v O(1) operacich. Nage feseni tedy vykona O(N?) operaci
(konstantné mnoho operaci pro kazdou hodnotu z tabulky

O(N) x O(N)).

Jelikoz ndm ke spocteni kombinaci pro kazdy nasledujici
tadek staci vychézet pouze z hodnot v predchozim tadku,
muizeme si udrzovat pouze dvé pole o velikosti O(N), jejichz
obsahy budeme po zpracovani kazdého fadku prohazovat.

Pokud navic budeme dostateéné opatrni v prepisovani po-
¢itanych hodnot, vystacdime si dokonce s jedinym polem.
Celkové pamétova slozitost naseho feseni v obou pfipadech
bude O(N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-4-1.4

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Kristyna Petrlikovd, Ondra Sladky

34-4-2 Pisemka z analyzy

Budeme si udrzovat mnozinu M spoluzak, kteri jesté ne-
udélali chybu. Kazdy den se jich zeptame a vybereme si
tu odpovéd, kterou fekla vétSina. Bude-li to ptl na piil,
zvolime libovolné.

Pokazdé, kdyz se nase pfedpovéd nevyplni, odstranime z M
vSechny spoluzéky, ktefi predpovidali Spatné. Jelikoz jsme
se Fidili vétsinou, mnozina M se zmensi alespon dvakrat.

Ukazeme, ze tato strategie udéla nejvys log, n chyb, kde n je
pocet spoluzaki. Na pocatku jsou v M vsichni spoluzaci,
po k chybéach klesne velikost M na nejvyse n/2F. Kdyby
nastalo k > log, n, musela by M uz byt prazdna. To ale neni
mozné, protoze vzdy v ni ziistane aspon ten jeden spoluzak,

ktery se nikdy nemjyli.

@ N4&s pribéh o pisemce z analyzy je zjednodusenou verzi
tlohy zndmé pod nazvem The Experts Problem. V té

misto spoluzaka, ktery se nikdy nemyli, existuje takovy,

jenz chybuje maximélné c-krat. Pojdme vytesit i tuto verzi.

Uz nefunguje prestat se ptat spoluzakt poté, co se zmylili.
Misto toho si u kazdého spoluzaka budeme udrzovat néja-
kou vahu mezi 0 a 1. Ta vyjadfuje, jak moc mu véfime.
Vzdy se zeptdme vSech a zvolime tu odpovéd, kterou nam
dali spoluzaci s vyssi celkovou vahou. Pokud tato piedpovéd
nevysla, pak tém spoluzaktm, ktefi se nestrefili, vydélime
vahu dvéma.

Oznac¢me W soucet vsech vah a pocitejme, jak se v pribeé-

hu semestru méni. Na pocatku mé kazdy spoluzak vahu 1,
takze W = n. Pokud pisemku pfedpovime spravné, W se


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-4-1.c

nezméni. Pokud Spatné, spoluzaktm o celkové vaze aspon
W/2 vydélime vahu dvéma, takZe celkovou vdhu snizime
o aspoli W/4. Nov4 celkova vaha tedy bude nejvys 3/4-W.
Obecné po k chybach mame W < n - (3/4)F.

Na druhou stranu vime, Ze existuje spoluzak, ktery udéla
nejvys ¢ chyb. Jeho vdha proto nikdy neklesne pod 27¢,
takze bude vzdy platit W > 27°.

Ted uz staci obé nerovnosti pro W spojit. Dostaneme:

n-(3/4)F >27¢

Obé strany nerovnosti zlogaritmujeme:

logy n + k - log,y(3/4) > —c

Ptfehodime log, n na druhou stranu:

k-logy(3/4) > —c —logyn

Nakonec si uvédomime, ze log,(3/4) = —0.415 = —1/2.409.
Kdyz timto ¢islem vydélime obé strany, otoc¢i se nerovnost
a dostaneme:

k<241 (c+logn).
Udélame tedy pouze O(c + logn) chyb.
Konstanta 2.41 by se jesté dala vylepsSovat, ale tento pribéh
si uz budeme vypravét nékdy jindy.
Ulohu pripravili: Risa Hladik,
Martin ,,Medveéd“ Mares

34-4-3 Korelace nejsou tranzitivni
Ulohu fesme pomoci teorie grafii — veli¢iny budou vr-
1l choly a studie hrany mezi nimi. Abychom vSak méli
situaci jednodussi, pro kazdou veli¢inu si pofidime vrcholy
dva — jeden pro puvodni veli¢inu a jeden pro jeji negaci (na-
priklad pro veli¢inu ,,byt vysoky“ bychom méli vrcholy ,,byt
vysoky“ a byt nizky“). Hrana povede mezi vrcholy, pokud
dané veli¢iny jsou podle néjaké studie kladné korelované.
Tedy naptiklad, pokud existuje studie ,,¢im vice mléka lidé
piji, tim jsou vyssi“, pak povedeme hranu mezi vrcholy ,,byt
nizky“ a ,nepit mléko“ a mezi , byt vysoky* a ,pit mléko“.

Vsimnéme si, ze v takovémto grafu odpovida protipfiklad
pro Ondru cesté mezi veli¢inou a jeji negaci. To proto, Ze
hrany odpovidaji jednotlivym studiim v kyzené posloup-
nosti studii. My potfebujeme takovou cestu nalézt.

Nejprve potfebujeme nalézt néjakou veli¢inu, ze které ta-
kova cesta vede. To mtizeme udélat tak, ze si pomoci pro-
hledévani do hloubky (nebo do &irky ¢ ¢ehokoliv jiného)
najdeme komponenty souvislosti grafu. Nyni nés zajim4,
zda existuje néjaka veli¢ina, Ze jeji negace je ve stejné kom-
ponenté jako ona. To miZeme udélat naptiklad tak, ze si
komponenty predtim ocislujeme, a porovnavame cisla kom-
ponent, do kterych bod patii.

Jakmile takovou veli¢inu mame, musime jesté zkonstruovat
cestu mezi veli¢inou a jeji negaci, coz opét mizeme udélat
naptiklad prohledavanim do hloubky.

Rozklad na komponenty souvislosti zvladneme v linedrnim
Case, kontrola pro kazdou veli¢inu je konstantni, takze cel-
kové také linearni. I druhé prohledévani je linearni, celkova
Casové slozitost je tak linearni vzhledem k velikosti nového
grafu. Zaroven je linearni i vzhledem k velikosti grafu na
vstupu, protoze jsme pocet hran a vrchold pouze zdvojna-
sobili. Pamétova slozitost je rovnéz linearni.

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda, Ondra Sladky
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34-4-4 Geometrie

Zamysleme se nad tim, co se stane, kdyz dort nékde roz-
fizneme primkou. Nejprve chvili predpokladejme, ze primka
zatim neprochézi zadnym z vrcholid N-thelniku. Tedy pfim-
ka prostupné prochézi hranami, kterymi se dostava dovnitt
a ven z dortu. Nahlédneme, Ze za kazdou takovou oblast,
kterou fez navstivi, se pocet ¢asti dortu o jedna zvysi. Jeli-
koz na zacatku se dort skladal z jedné Casti, po fezu, ktery
navstivil dort K-krat, bude K + 1 ¢asti dortu.

4 ¢asti

Co se bude dit o okoli vrcholu? V pfipadé, Ze z vrcholu
odchézi hrany dortu na opac¢né strany fezu, tak je jedno,

vvvvv

ovSem nastava v momenté, kdyz obé hrany dortu sméru-
ji na jednu stranu od fezu. Naptiklad nahoru. Kdybychom
dort roztizli pod vrcholem, tak pocet ¢asti bude o jedna
mensi nez roziiznuti nad nim, protoze fez potkd o dvé hra-
ny méné. Kdyz povedeme fez pfesné danym vrcholem, tak
bude pocet ¢asti stejny jako v jednom z pripadu fezu posu-
nutého o kousek na néjakou stranu. Zalezi na tom, jestli se
jednd o konvexni nebo nekonvexni tthel dortu. To nastésti
ale nebudeme muset Tesit.

[ 3 Casti
******** 3 Casti

:::::::3 Casti

3 C¢asti

::::::::3 ¢4sti

2 Casti

Specialni pfipad nastane, kdyz jedna z odchozich hran je
rovnobézna s fezem. V ten moment mizeme dvojici vrcho-
i propojenych touto hranou povazovat za jeden vrchol a
pouzit predchozi myslenky.

¥

Jednodussi varianta

Nyni se podivame na jednodussi variantu. Tedy budeme
hledat jen ty fezy dortu, kde niz je rovnobézny s osou .
Na tento pfipad se ndm bude hodit technika zvana zame-
tani roviny pfimkou. To si miZeme predstavit tak, ze nad
dortem budeme pohybovat nozem z jedné strany na druhou
a budeme se divat, na kolik ¢asti by se aktualné rozpadl.
Nakonec odpovime maximem z tohoto poctu.

To zni pomérné jednoduse a kdyby c¢lovék fesil tlohu se
skute¢nym dortem bez pomoci pocitace, tak by to nejspise



délal presné takto. Jenze jak v pocitac¢i simulovat spojity
pohyb noze?

Vsimneme si, Ze zajimavé véci se déji jen v momenté, kdyz
nozem prechazime pres néjaky vrchol N-uhelniku. Jindy se
totiz pocet Casti nemiize zménit. Tedy ¢asti mezi vrcholy
mize nas program prosté preskoCit a staci vzdy spocitat
pocet ¢asti dortu po fezu, ktery vedeme v blizkosti vrcholu.

Ovsem kazdy vypocet po¢tu ¢asti nemusime zacinat od zno-
vu. Mzeme postupovat odshora doli a vzdy vyuzit pred-
chézejiciho vysledku. Stac¢i udélat pouze malou tpravu pro
kazdy vrchol na dané soutadnici. Kdyz vrchol ma hrany
na ruzné strany rezu, tak uz jsme nahlédli, ze se pocet ni-
jak nezméni. Kdyz hrany z vrcholu vychazi smérem, odkud
s Ffezem prichdzime, tak se pocet ¢asti pfi prichodu bodem
o jedna snizi. V opa¢ném piipad€ se o jedna zvysi. Zadani
slibuje, ze z4dné dva body nemaji stejnou y-ovou souiad-
nici, takZe se nemusime bat, Ze by maximum nastavalo jen
v néjaké y-ové souradnici a uz ne v okoli alespon na jednu
stranu.

Cely algoritmus tedy bude probihat nasledovné. Projdeme
seznam bodl N-thelniku a pro kazdy z nich zjistime, ktery
z pFipadd zmény poctl ¢asti u néj nastane (staéi se podivat
na y-ové souradnice okolnich bodti. Nasledné vrcholy sefa-
dime podle y-ové soutadnice. Posloupnost pak jen projdeme
a budeme si pocitat aktualni pocet ¢asti dortu. Odpovime
maximem z nich. To lze chapat také jako maximum z pre-
fixovych soucti zmén hodnot.

Lehéi variantu tedy umime fesit v éase O(Nlog N) s pa-
métovou slozitosti O(N).

Zobecnéni na kompletni ilohu

V obecné verzi potiebujeme uvaziti fezy, které nejsou rov-
nobézné s osou x. Zase muzeme zacit se spojitou simulaci.
Budeme dort otacet a pro kazdé otoceni si pomoci pfedcho-
ziho algoritmu spocitdme maximalni pocet Casti, na které
se rozpadne, kdyz fez povedeme vodorovné s aktualnim na-
tocenim dortu.

Nyni se zbavime spojité simulace. VSimneme si, Ze vysledek
predeslého algoritmu se zméni jen, kdyZ se prohodi pozice
vrchold v setfidéném seznamu nebo se zméni, jakym smé-
rem vuc¢i fezu sméfuji hrany kolem vrcholu. Oboji ovsem
mize nastat jen v momenté, kdyz simulace projde stavem,
kdy dva body maji stejnou y-ovou souradnici. Mtizeme tedy
uvazit vSechny spojnice dvojic vrcholi a simulaci zastavit
jen v momenté, kdy néjaka z nich bude rovnobézna s osou x.
Pro kazdou takovou provedeme vypocet v natoceni, kdy je
spojnice rovnobézna s fezem, a tésné poté.

Nakonec jeSté poznamenejme, ze diky tomu, Ze zadné tii
body nelezi na stejné primce, nemusime uvazovat natoceni,
kde néjaka spojnice je vodorovna. Muzete si rozmyslet, ze
mirnym pootocenim na jednu nebo na druhou stranu se si-
tuace nezhorsi. Diky tomu zejména odpadne slozity pfipad,
kdy dva body maji stejnou y-ovou souradnici.

Kdy# pro kazdou z O(N?) spojnic bodfi budeme volat al-
goritmus Tesici predchozi leh¢i variantu, ziskdme feSeni se
slozitosti O(N3log V).

Zrychlujeme

I pro obecny pripad muzeme vyuzit toho, ze predchozi fe-
Seni jen nepatrné poupravime. Spojnice bodt budeme pro-
chézet v pofadi dle jejich thlu od vodorovného sméru (tedy
jako kdybychom dortem skute¢né spojité otaceli). VSimne-
me si, ze u kazdé spojnice se v setfidéném seznamu vrcholt

jen prohodi danéa dvojice. Kdyz mezi dvojici vede hrana,
zméni se to, na jakou stranu vedou sousedni hrany od vr-
cholu. Misto toho, abychom vrcholy znovu ttidili, mizeme
jen danou dvojici pouze prohodit a prepocitat u ni zmé-
ny hodnot. Pokud nemame trojici bodd na stejné piimce,
mame zaruceno, ze prohazujeme sousedni body.

Bohuzel i kdyz jsme se zbavili opakovaného tfidéni, moc
jsme si nepomohli. Algoritmus ma sloZitost O(N?3). Pokazdé
musime prochazet celou setfidénou posloupnost a hledat,
kde je nejlepsi udélat fez. Nebo nemusime?

Kromé setfidéné posloupnosti se miZeme pokusit si udr-
Zovat i prefixové soucty zmén hodnot (tedy pocet ¢asti za
kazdym roziiznutim). Jako celkova odpovéd pak bude nej-
vétsi Cislo, které jsme do prefixovych souctu za cely béh
algoritmu zapsali. Déle si ukdZeme, Ze prefixové soucty se
méni jen lokalné. Pro kazdou dvojici prohozenych vrchola
bude stacit jen zménit soucet prefixu po prvnim z vrchold.

V pripadé, ze se nezméni zmény hodnot u vrcholti, tak je
situace jednoducha. Jelikoz prohazujeme sousedni vrcho-
ly, vSechny aZ na jeden prefixovy soucet obsahuji bud oba,

vvvvv

nastane v momenté, kdy se zméni zména hodnoty. To na-
stane pouze v ptipadé, Ze prohazovand dvojice je spojena
hranou dortu. Rozborem ptipadti, kam dort zataci v okoli
vrchold na nasledujicim obrazku, vsak zjistime, Ze soucet
zustane zachovany, a tedy i tentokrat se prefixové soucty
obsahujici oba dva vrcholy nezméni.

Tim jsme ziskali algoritmus, ktery spottebuje O(N?1log V)
¢asu a O(N?) paméti. Nejnarocnéjsi je setiidit spojnice bo-
du dle thlu.

Trosku méné paméti

Na zavér si jesté ukézeme, jak zmensit pamétové naroky
programu.

Vime, ze vzdy prohazujeme sousedni vrcholy, ovsem v se-
tfidénych posloupnostech hran mame naplanovana vSechna
prohozeni jiz od zacatku. Tedy i pro dvojice vrcholti, které
jsou momentalné v posloupnosti daleko od sebe. Budeme
si planovat jen omezené mnozstvi budoucich udalosti. Te-
dy jen prohozeni sousedni dvojice vrcholid v posloupnosti,
protoze o ostatnich vime, Ze zatim nemohou nastat. Mis-
to settidéné posloupnosti budeme vyuzivat haldu, abychom
mohli za béhu udélosti pridévat a pripadé odebirat. Kdyz
budeme prohazovat néjakou dvojici, smazeme prohozeni vr-
choltl dvojice se sousedem mimo dvojici a naplanujeme pro-
hozeni dle aktualniho poradi vrcholi.

Casova slozitost ztistane stale O(N?2log N), oviem paméto-
vé se snizi na O(N).

Ulohu pripravil: Jirka Kalvoda
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60,0
62,5
62,0
62,0
53,5
51,5
59,5
0,0
45,0
7,0
0,0
19,0
38,0
55,5
39,0
15,5
38,0
0,0
9,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
9,0
0,0
11,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
9,0
0,0
18,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
11,0
0,0
0,0
0,0
0,0
9,0
0,0
0,0
0,0

36,0
34,5
12,0
16,0
0,0
4,0
0,0
4,0
0,5
8,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,5
4,0
0,0
0,0
4,0
0,0
0,5
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

240,0
237,0
234,5
219.5
179,5
176,0
159,5
136,4
130,5
122,5
120,5
115,5
111,5
110,0
109,0
89,5
88,0
80,0
77,5
77,0
69,0
60,0
59,5
55,0
54,5
44,5
44,5
43,5
42,0
36,0
33,0
32,0
29,0
26,0
23,0
22,0
22,0
21,0
21,0
19,0
18,0
18,0
18,0
14,0
12,0
12,0
11,0
11,0
11,0
11,0
11,0
10,0
9,0
8,0
8,0
7.0



resitel skola rocnik sérii | 4-1 4-2 4-8 4-4 4-S | série ksp-x celkem

56. Jonas Mensik GJSkodyPR 0 1 0,0 0,0 6,0
57. Marek Magkarinec SPSEMasLI 1 1 0,0 0,0 4,0
58. Jan Surai GZborovPH 4 1 0,0 0,0 3,0
59. Albert Bako¢ GZborovPH 1 1 0,0 0,0 2,0
60. Jakub Surga ParkLane 4 6 0,0 0,0 1,0

Vysledkova listina KSP-X po &tvrté sérii tficatého ¢tvrtého ro€niku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 1-X2 2-X1 3-X1 | celkem
0. 8 8 10 10 36,0
1. Benjamin Swart MensaG 3 3 8,5 8 8 10 34,5
2. Robert Jaworski GUstavniPH 4 10 4 2 10 16,0
3. Daniel Skypala GTomkovaOL 4 23 8 4 12,0
4. Adam Kolnik SSSVTPraha 3 8 8 8,0
5.-8. Jachym Kouba GJSkodyPR 2 3 4 4,0
Jan Plachy G VBN Prie 4 3 4 4,0
Vladimir Sklenar GTerVans 2 3 4 4,0
Luké$ Tomoszek GTii 4 4 4 4,0
9. Adam Kuca PORG Kr¢ 4 3 1 1,0
10.-12. Alex Olivier Michaud GJirovcCB 3 3 0,5 0,5
Jan Sliva MensaG 1 3 0,5 0 0,5
Richard Tichy SG Kladno 0 3 0,5 0,5

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspé$né vyteseni (alespoii polovina bodi za tlohu) udélujeme specidlni odmény.

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

.‘ ma tf\[Z Webové stranky: E-mail: Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/| https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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