Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

35. ro¢nik Unor 2023

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam ¢tvrté ¢islo hlavni kategorie 35. ro¢niku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Také na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,
za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial na linedrni algebru.

Autorskéa feseni tloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nés pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentare k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez pfijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely roc¢nik (hlavni kategorie) alespori 50 % bodd. Za
letosni rok ptjde ziskat maximélné 300 bodt, takze hranice pro tspésné fesitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, pata uz bude moc pozdé. Také kazdému Tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi
prekvapeni.

9. dubna 2023 ve 32:00 (tedy dalsi rédno v 8:00)
Pies web na adrese |https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Praktickd open-data tiloha

Termin série:

Odevzdavani:

Znacky dloh: () Lehdi tloha (i jeji ¢ast) vhodna pro zacatecniky

é’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialova uloha

Sladkou odménu si vyslouzi ten, kdo ndm napiSe FeSeni 1 teoretické tilohy nebo celého serialu v an-
gliéting. Pro inspiraci nabizime anglické feseni ¢asti 3. série.! Kdybyste si nebyli jisti terminologii,
napisSte nam na english@=ksp.mff.cuni.cz, radi poradime.

Odména série:

Ctvrta série tficatého patého roéniku KSP

Omezeni: Program smi obsahovat nejvyse 1000 instrukei.

14 bodu
2t Po spusténi musi dob&hnout do 1 milionu kroki (jeden krok

35-4-1 Golfovy turnaj

Bjgrn sleduje golfovy turnaj a obdivuje hrace, ktefi par
W1l idery dopravi micek do vzdalené jamky. Hned by si
to také zkusil, ale prestavét Skolni hfisté na golfové mu lo-
ni zakazali a do jeho pokojiku se nevejde ani jedna jamka
S greenem.

Napadlo ho zahrat si s kamarady programatorsky golf. Vy-
mysli si jednoduchou tlohu a budou se snazit napsat co
nejkratsi program, ktery ji vyfesi. Pojdte si také zahrat.
Programovaci jazyk

N4s programovaci jazyk po¢ita s celymi ¢isly. Jedind pamét,
kterou ma k dispozici, je zdsobnik. Ten si muzete predstavit

jako posloupnost ¢isel usporadanou shora dolt. Nova ¢isla
pridavame na wrchol zasobniku, odebirdme opét z vrcholu.

Napftiklad chceme-li secist 1 + 2, napiSeme 12a. To je pro-
gram o tfech instrukcich: Instrukce 1 ulozi na vrchol zasob-
niku ¢islo 1. Podobné instrukce 2 ulozi 2. Posledni instrukce
a (add) odebere dvé ¢isla z vrcholu zasobniku, seéte je a vy-
sledek opét ulozi na zasobnik. Na konci vypoctu tedy bude
zasobnik obsahovat jediné cislo 3.

Kazd4 instrukce je tvofena jednim znakem. Velkd a mala
pismena nerozliSujeme. Mezery, tabulatory a konce radku
mezi instrukcemi jsou ignorovany. Nékteré instrukce pouzi-
vaji kulaté zavorky pro vymezeni bloku programu.

I https://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-3/reseni-en

odpovidé vyhodnoceni jedné instrukce nebo kulaté zavor-
ky). Na zasobniku mtize byt sou¢asné maximalné 1000 ¢isel.
Cisla jsou 32-bitova se znaménkem, pieteceni zptisobi bé-
hovou chybu.

K dispozici jsou nasledujici instrukce. Vzdy uvadime nazev
instrukce, jméno pro snazsi zapamatovani, stav zasobniku
pred provedenim instrukce a po ném () znaci ,nic*) a na-
konec chovani instrukce.

0 (const) =0
ulozi na zésobnik konstantu 0 (podobné 1-9)
a (add) xy - z+y

se¢te dveé ¢isla

c (copy) n — x
zkopiruje n-tou hodnotu od vrcholu zasobniku, pfi¢emz nul-
ta je ta tésné pod n (9870c zkopiruje 7, 9872c zkopiruje 9)

d (dup) T — T

duplikuje hodnotu na vrcholu zasobniku
e (equal) TY = T=1Y

ulozi 1, pokud x = y, jinak 0

g (greater) zy — z>y
ulozi 1, pokud z > y, jinak 0
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i (if) podminka — 0

podminka: (instrukce) i precte hodnotu ze zasobniku a po-
kud je nenulova, provede instrukce

k (count) 0 = n

spocita, kolik ¢isel bylo na zasobniku pfed provedenim

1 (less) xy = <y

ulozi 1, pokud z < y, jinak 0

m (mul) Ty = Ty

vynasobi dvé c¢isla

o (over) nr — 0

prepise n-tou hodnotu od vrcholu zésobniku éislem 2 (napf.
987230 zméni 9 na 3, takze na zasobniku zbude 3 8 7)

p (pop) z — 0
smaze ¢islo z vrcholu zasobniku
q (quotient) zy — x/y

spocita podil ¢isel x a y
r (remainder) x y — x mod y
spocita zbytek po déleni ¢isla x ¢islem y

s (sub) TY - T—yY

odecte dveé cisla

t (trace) 0 — 0

vypise aktuélni stav programu (k dispozici jen v simulatoru)
w (while) 0 — 0

cyklus: (podminka) (telo)w provede posloupnost instrukci

podminka, pak odebere jedno ¢islo ze zasobniku a pokud

je nenulové, provede posloupnost instrukci télo a znovu vy-

hodnocuje podminku

x (xchg) TY = yw

prohodi dvé ¢isla na vrcholu zasobniku

Jazyk si miizete vyzkouSet ve webovém simulatoru.?

Priklady

® 123aa spoditd 1+ (2 + 3)

® 12a3a spocitd (1+2)+3

e 12a34am spocitd (1 +2)- (3 +4)

e 151(3)1i otestuje, jestli je 1 < 5, a pokud ano, ulozi na
zésobnik 3

® 0(1ad6l) (d)w ulozi na zasobnik ¢isla 123456

Ukoly

1. Vytvorte na zasobniku ¢islo 2023. (2 body)

2. Na zasobniku dostanete n&jaka éisla (alespoii jedno). Na-
hradte je jejich souctem. (2 body)

. Na vrcholu zésobniku je ¢islo y > 0, pod nim z. Nahradte
je mocninou z¥. (2 body)

. Na zésobniku dostanete dvé kladnd ¢isla. Nahradte je
jejich nejvétsim spoleénym délitelem. (2 body)

. Na zasobniku dostanete ¢islo 1 < n < 100. Nahradte jej
n-tym nejmensim prvocislem. Napiiklad pro vstup 3 je
spravny vystup 5. (8 body)

. Na zasobniku dostanete posloupnost 1 < n < 20 ¢isel. Se-
fadte ji od nejmensiho (na dné) po nejvétsi (na vrcholu).
(3 body)

Odevzdavani

Toto je prakticka tloha. Kazdy tkol se chova jako jeden
test. Vstupni soubor obsahuje jen ¢islo tkolu. Jako vystup
odevzdejte sviij program. Vyzkousime ho na nasich testo-
vacich datech a pokud odpovi spravné, pridélime mu body.

2 https://ksp.mff.cuni.cz/viz/gold]

Pocet bodu zalezi na délce programu méfené ve znacich
(mezery nepoditame). Program stejné dlouhy jako nase re-
ferencni feseni dostane plny pocet bodi. Delsi programy do-
stanou méné, ale aspon 30 % maxima. Pokud se vam podaii
najit kratsi program, muzZete dostat az 30 % bodi navic.

35-4-2 Kevinovo velkolepé rozlouceni 9 bodi

Kevina priletéla navstivit jeho kamaradka Zuzka, ktera byd-
li v Americe. Uzili si spolu spoustu zébavy, ale zitra Zuzka
odléta domt. Kevin se chce se Zuzkou rozloucit néjakym
pompéznim zptisobem. Po Zuzcéiné odjezdu na letisté na-
psal na stfechu svého domu zpravu na rozloucenou, kterou
si bude moci Zuzka piecist z letadla.

Kdyz zpravu dopsal, vsiml si, ze slova ve zpraveé jsou v opac-
ném poradi. Barva uz ale zaschla a nejde smyt. Kevin se
tedy rozhodl, Ze zpravu opravi zpirehazenim stfesnich tasek.
Na jedné tasce je jedno pismeno, pfipadné je prazdna jako
mezera. Tasky jsou ale tézké a Kevin unese jenom jednu
najednou. Navic nelze tasky odkladat na stfechu jen tak
bokem, takze ma Kevin jedinou moznost: vzdy si vybrat
dvé tasky a ty prohodit.

Pomozte Kevinovi vymyslet algoritmus, ktery zjisti, jak
prehodit potfadi slov ve zpravé. Na stfese se vSak nenachézi
zadny pocita¢, takze Kevin jej bude vyhodnocovat z hla-
vy. Zvladne si zapamatovat jen konstantni mnozstvi ¢isel,
velkych fadové jako délka zpravy.

Vas algoritmus tedy smi pouzivat jen konstantni mnozstvi
paméti. Muze se zeptat na pismeno na dané pozici a vy-
psat indexy dvou tasek, které ma Kevin prohodit. Hledame
algoritmus s co nejkratsim ¢asem vypoctu.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdava se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

11 bodu

35-4-3 Hazeni
é Robert se rozhodl zapsat si jako télocvik basketbal
m ] a prvni hodinu semestru zacali hazenim na kos.
Jenze to neni tak jednoduché. Z Vanoc jesté zbyly v té-
locviéné zavésené ruzné ozdoby a nikdo se nenamahal je
sundat. Robert tak musi nejen hodit mi¢ tak, aby skoncil
v kosi, ale i tak, aby v letu nesrazil zadnou z ozdob. Jelikoz
bude na kos hazet jesté dalsi hodinu, tak by se u toho rad
co nejméné nadrel, tedy aby pocatec¢ni rychlost, kterou mic¢
hodi, byla co nejmensi.

Jenze to uz je docela orisek a Robertovi se po rozcvicce
sestavajici z béhani a klikovani nechce premyslet, takze je
to na vés.

Situaci si muzeme predstavit jako 2D mfizku, kde z-ova
osa je horizontéalni spojnice mezi Robertem a kosem a y-
ové osa jde do vysky. Vzdalenost mezi sousednimi body
miizky odpovida 1m.

Robert hazi z bodu (0,0) a ko§ se nachézi v bodé (M, 0),
tedy pfedpokldadame, ze Robert bude hazet ze stejné vysky,
jako je kos. Zaroven se v mistnosti nachazi N ozdob, které
si mizeme predstavit jako obdélniky s rohovymi policky
v bodech (21,41), (z1,y2), (¥2,91) a (z2,y2) — tedy hrany
obdélnika jsou zarovnané s osami.

Mi¢ si muzeme predstavit jako hmotny bod, ktery je vrzen
pod thlem « s pocateéni rychlosti V5 (formélné V4 je ab-
solutni hodnota vektoru podateéni rychlosti). Mi¢ se dale
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pohybuje v souladu s fyzikalnimi zdkony, kdy vliv odpo-
ru vzduchu mizeme zanedbat. Tihové zrychleni uvazujeme
9.81 ms™2.

Hod je povazovan za platny, pokud mi¢ netrefi zddnou z oz-
dob a skoncéi v kosi. Trajektorie mice tedy musi prochéazet
bodem (M, 0) a nesmi projit vnitifkem zddného obdélniku
urcujiciho ozdobu. Dotknout se hrany miize.

Najdéte a a V takové, ze hod s témito pocatecnimi pod-
minkami je platny a zaroveil Vj je minimalni mozné.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na véas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo 7' udava-
jici pocet hodti, které mate vyresit.

Pro kazdy hod pak na prvnim fadku dostanete mezerou od-
délena cela ¢isla N a M — pocet ozdob a z-ovou soutadnici
kose. Na kazdém z néasledujicich N fadkt dostanete ¢tyti
cela ¢isla x1;, Y14, T2, y2; oddélend mezerou, kterd udavaji
soufadnice rohti ozdoby.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste dvé mezerou oddélena
¢isla o (ve stupnich) a Vo (v ms™1). Pozor, tato &isla téméf
urcité nebudou celé, dbejte tedy na jejich pfesnost. Vase
feSeni bude uznané za spravné, pokud relativni odchylka
od vzorového feSeni bude nejvyse 0.01 %.

Ukazkovy vstup:

2
2 100

Ukazkovy vystup:
45 31.321
38.660 100.276
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35-4-4 Hrosi ruze 11 bodu

Filip ma za domem N policek posetych rizi hrosi (Rosa chi-
nensis ‘Hippo’). Caj z jejich kvéti (té7 nazgvany hriizovy)
navraci vzpominky na davné kvétnové vecery.

Hrosi raze je pomérné naro¢né rostlina, takze je potieba
ji zavlazovat témér kazdy den. Pii té prilezitosti se Filip
rozhodl ze zalévani poli¢ek udélat zabavnou ¢innost.

-3 -

Postavil systém M skluzavek, kde i-ta skluzavka vede z v;-
tého policka na w;-té poli¢ko. Ackoliv to byla jisté vyhodna
investice, skluzavky jsou pomérné drahé komodita, a proto
z kazdého policka vede nejvyse jedna skluzavka.

Pokud vede skluzavka z policka a na policko b, Filip se po
ni muze sklouznout. Jelikoz ale skluzavky byvaji naklonéné,
v opacném sméru by musel Filip po skluzavce Splhat, ¢imz
by ji ale zaspinil hlinou z policek, a tak to nedéla. Pres-
to muze byt systém skluzavek navrzeny tak, ze skluzavka
povede také z policka b na policko a.

Filiptv zptisob zalévani probihé kazdy den nasledovné: vy-
bere si pocatecni a koncové policko a nasledné se mezi ni-
mi klouze po skluzavkach, které vybira vzdy z aktualniho
policka. Po cesté nezapomind zavlazovat policka. Takto se
dopravuje tak dlouho, dokud neskon¢i na koncovém polic-
ku.

Filip zjistil, Zze se v nékterych pfipadech nezvladne z jed-
noho policka doklouzat na druhé. Rad by proto pridal co
nejméné skluzavek, aby se mu to podafilo. Pomtizete mu
s tim?

Toto je teoretickd tiloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

Na vstupu dostanete hodnoty N, M. Miizete predpokladat,
ze policka jsou ocislovana 1 az N. Déle dostanete specifikaci
systému skluzavek, coz je M dvojic ¢isel ve formatu v; w;.

Na vystup vypiste jedin€ c¢islo — nejmensi pocet skluzavek,
ktery je potieba k tomu, aby se z libovolného policka slo
doklouzat na libovolné jiné.

5@ o6

30e——>04

le o2

Na obrazku nahote je potieba doplnit alespon t¥i skluzavky.
Jednim z TeSeni je naptiklad trojice 5 6,1 2 a6 1.
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35-4-X1 Mnoho jamek 10 bodua

@ neZ ostatni ulohy v této sérii. Neziskdte za ni klasic-
ké body, nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecnéeho.
Kromé toho za spravné teseni dostanete specidalni odménu a
body se vam zapocitaji do samostatnych vysledki KSP-X.

Tato tloha vychazi z prvni ulohy v této sérii Golfovy turnay.
Odevzdavani a hodnoceni funguje stejnym zptisobem.

Na zasobniku dostanete posloupnost 1 < n < 800 dcisel.
Sefadte ji od nejmensiho (na dné) po nejvétsi (na vrcholu).
Pripominame, Ze v jedné chvili se na zasobniku smi nacha-

zet maximalné 1000 cisel a program musi dobéhnout do
1 milionu kroki.

35-4-S Skalarni souéin 15 bodu

Prave ctete cturty dil seridlu. Pokud jste predchozi dily
neresili, pro pochopent ndsledujicich odstavcu je vhod-
né si je prinejmensim precist. Navic je stdale mozné ode-
vzddvat ulohy z nich za polovinu bodd.
Transpozice
Transpozici jsme jiz nakousli v prvnim dilu. Nyni ji budeme
pouZivat vice, proto si ji nadefinujeme potradné.

Méme-li matici A o rozmérech m x n, jeji transpozice AT je

matice n X m. Vznikne pieklopenim matice A podél hlavni

diagondly, tedy diagonaly vedouci z levého horniho rohu.
Prvek na pozici (4,7) se v transponované matici bude na-
chézet na pozici (j, ).

1 2 3 4\ L5 9

2 6 10
5 6 7 8 13 7 11
9 10 11 12 L s 1o

Skalarni souéin

Dosud neumime zjistit, jakou polohu v1i¢i sobé maji dva
vektory, napiiklad jaky sviraji thel. S pomoci skaldrniho
soucinu to zvladneme, cesta vSak bude dlouha a klikata.
Objevime na ni vSak i dalsi, mozna jesté hezci geometrické
vlastnosti.

Skalarni souéin dvou vektort budeme znadit (x,y). Spoci-
tame jej tak, ze vektory vynasobime po slozkach a vysledky
seCteme. Pochopitelné musi mit oba vektory stejné rozmeéry.
Dostaneme skalar, odtud také pochéazi nazev. Matematicky:

n

Z(X)i(}’)z‘ =x'y

i=1

(x,y) =

Posledni podoba vyuzivad maticové nasobeni. Vektory jsou
standardné sloupcové, transpozici vektoru x s n slozkami
vznikne matice 1 X n.

Snadno nahlédneme nasledujici rovnosti:

1. <X5y> = (y,x>

2. (x+y,z) = (x,2) + (y,32)

3. (ax,y) = a(x,y)

Diky symetrii (1) plati linearita (2, 3) i pro druhy vektor
v soucinu.

Pfiddme jesté ¢tvrtou vlastnost: (x,x) > 0. Pro¢ plati? Pt
nasobeni slozek vznikaji druhé mocniny, které jsou neza-
porné. Navic to znamena, ze nulovy vysledek nastane jen
pro x = 0.

Toto je bonusovd uloha pro zkuSenéjsi resitele, téZsi

Skalarni soucdin se vétsinou definuje axiomaticky. Neprede-
pisujeme tedy konkrétni vzorec, ovSem povolime jakykoli
vztah spliiujici uvedené vlastnosti. My se vSak omezime na
ten vyse uvedeny, tedy standardni skalarni soucin.

Norma

Nezapornost skalarniho sou¢inu vektoru se sebou samym

nam umozni definovat normu neboli velikost vektoru:
[l = v/ (x,x)

Pro standardni skalarni souc¢in norma odpovida bézné dél-

ce, kterou bychom zméfili pravitkem.

Obcas vektor pouzivame jen pro urceni sméru a na jeho
velikosti nam nezalezi. Pak se mutze hodit vektor norma-
lizovat tak, aby mél jednotkovou délku. Toho dosdhneme
jednoduse, vektor vydélime jeho normou.

Také muzeme zmérit vzdalenost vektora jako normu jejich
rozdilu ||x —y|[.

Kolmost

K méfeni thld ndm stale kus chybi, ovSem nyni se nauc¢ime
poznat alesponi ten pravy. Tvrdime, ze vektory x a y jsou
na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz je jejich skalarni soucin
nulovy. Pokud jste se jiz s timto tvrzenim setkali ve sko-
le, nejspise vam bylo predlozeno bez diukazu. Zde se o néj
pokusime.

Pomtize ndam Pythagorova véta. Jeji znéni nejspise znate:
Pro pravouhly trojuhelnik s odvésnami délek a,b a prepo-
nou délky c plati vztah:

a2 +v:=¢
Trochu méné zndma je véta opacné. Plati-li vztah vyse pro
délky stran trojuhelnika, sviraji odvésny pravy thel.

Nyni sestavime vektorovou podobu této rovnosti. Odvésny
oznacime pomoci vektoru x,y. Pfepona pak bude x — y.
Odvodme jeji délku:

Ix—yl*=(x-y,x-y)
=xx-y) —(y,x-y)
=(x,x) — (x,¥) — (¥,x) + (v, ¥)

= IxI* =2 (x,y) + Iyl

= 0. Pak dle vypoctu vyse plati
Ix —y|* = ||x]|* + |ly]|* a z opa¢né Pythagorovy véty vy-
plyva, ze vektory x,y jsou sebe kolmé.

Predpoklddejme (x,y)

Nyni naopak predpokladejme kolmost. Dle Pythagorovy veé-
2 2 2 . < )
ty |lx —y|I” = |x|I”+|lyll", coz nutné znamena 2 (x,y) = 0.

Dokazali jsme oba sméry, ekvivalence tedy plati.
Ortogonalni baze

Kolmosti ihned vyuzijeme, nejdiive ovSem potiebujeme par
definic. Mame-li systém vektori takovych, ze kazdé dva jsou
na sebe kolmé, nazveme ho ortogondlni. Pokud navic kazdy
vektor znormalizujeme, dostaneme ortonormdlni systém.

Tento systém samoziejmé miize tvorit i bazi. Podminku li-
nearni nezavislosti dokonce ortonormaélni systémy spliuji
automaticky. Dukaz vynechame, slozity vsak neni.

Ortonormalni baze nam zjednodusi hledani soufadnic. Do-
sud jsme je pocitali pomoci Gaussovy eliminace, tedy v ¢a-
se O(n?). Jde to vsak rychleji.



Uvazme kanonickou bazi, ktera ortonormalitu spliiuje. Sou-
fadnice [X]xan najdeme jednoduSe, prvni slozka soufadnic
odpovidé prvni slozce x atd. Na totéz lze pohlizet i jinak:
Prvni slozku soutadnic dostaneme jako skaladrni soucin prv-
niho bazického vektoru s x. I kdybychom bazické vektory
prehéazeli, stale bychom dostali spravny vysledek.

Totéz funguje obecné. Méjme prostor U a jeho ortonormalni
bazi B = {by,...,b,}. Soufadnice [x]p budou mit v i-té
sloZce hodnotu (x,b;). Zapsano jako linedrni kombinace:

n

X = Z<X,bi> bl

i=1

Pojdme to dokdzat. Vektor x urcité lze zapsat jako linedrni
kombinaci bazickych vektori:

n
X = E aibi
=1

Nasim cilem je ukdzat, Ze a; = (x,b;). RozepiSme tedy
skalarni soucin:

<X, bL> = <Zn: ajbj,bi>

= Z a; (bj,by)
j=1

= a; (bj,bi) +a; (b;, by)
j#i
:Za]wOJrai'l:ai
J#i

Sumu jsme rozdélili na dva ptipady. Pokud j # i, jsou vek-
tory b; a b; kolmé z definice ortonormalni baze. Naopak pro
j =i dostavame skalarni soucin vektoru se sebou samym.

Koeficienty (x, b;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty a diky
nim umime soufadnice najit v ¢ase O(n?).

Projekce

Fourierovy koeficienty nam také odkryji geometricky vy-
znam skalarniho souc¢inu. Uvazme pfimku prochézejici po-
¢atkem, popiSeme ji normalizovanym vektorem u. Dale méj-
me bod x. Hledame bod xyy na primce u, ktery je nejblize
bodu x, takzvanou projekci bodu x na primku u.

Z geometrie vime, ze projekci lze najit tak, ze z bodu x
vedeme kolmici na pfimku u. Pouzijeme podobny princip.
Pfiddme normalizovany vektor n kolmy na u a rozlozime x
jako linearni kombinaci téchto dvou vektori:

x=(x,u)u+ (x,n)n

X

Hledan4a projekce je xy = (x,u)u. Také umime spodcitat
vzdalenost bodu x od pfimky u jako ||x — xy||.

Skalarni soudin (x,u) tedy vyjadiuje velikost projekce xy.
Takto to plati jen pro normalizovany vektor u, v plné obec-
nosti je velikost projekce (x,u) / ||ul|.

S trochou goniometrie zvladneme konec¢né spocitat thel «
mezi vektory x a u:

)/ fuf

ET—

(x,u)

x| - flall

Projekci jsme odvozovali ve dvou dimenzich, tentyz vzorec
ale plati i v prostorech s vice dimenzemi. Vektory x a u
totiz vzdy lezi v jedné roviné, takze vSechny nase tvahy
funguji stejné.

Podobné jako na pfimku mtzeme projektovat na rovinu ¢i
jiny prostor. Staci tento prostor popsat ortonorméalni ba-
zi, spocitat projekci do sméru kazdého bazického vektoru
a tyto projekce secist.

Ukol 1 — Mnohothelnik [4b]:

Dostanete zadané vrcholy pq,...
thelniku v roviné a bod x.

, Pn konvexniho mnoho-

Popiste, jak rozhodnout, zda lezi bod x uvnit¥ mnohothel-
niku. Urcete ¢asovou slozitost svého reseni.

Ortogonalizace

Jiz zndme vyhody ortonormaélni baze. Ovsem jak ji ziskat?
K tomu ndm poslouzi Gramova-Schmidtova ortogonalizace
(ve skutecnosti jde o ortonormalizaci, ovSem tento nazev je
zazity).

Mé¢jme linearné nezavislé vektory xy, . .., X, . Chceme ziskat
ortonormalni systém vektort y1,...,¥, se stejnym linear-
nim obalem.

Vektor y; ziskdme normalizaci vektoru x;. Vektor ys musi
byt kolmy na y;. Od vektoru xs tedy odecteme jeho projek-
ci nayy, vysledek normalizujeme a ulozime jako y5. Obdob-
né postupujeme dale, vzdy odecteme projekci na vSechny
ptedchozi vektory.

Zapsano matematicky, y; spocitadme nasledovné:

k=1
np =Xk — Z (XK, ¥i) yi
i=1
ny
Ye =
e

Ukol 2 — Vzdalenost od roviny [6b]:

Uréete vzdalenost bodu x = (6,3,3)" od roviny p, jejiz
body lze vyjadfit ve tvaru ¢ 4+ ajuy + asus, kde:

c=1(1,2,3)"
u = (2,-3,6)"
Uz = (45 47 2)T

Pokud pouzijete vzorec neuvedeny v tomto textu, musite
jej odvodit.

Ortogonalni doplnék

Na zacatku jsme nahlédli, Ze standardni skalarni soucin
lze vnimat také jako maticové nasobeni. Vyraz Ax pocita
najednou nékolik skaladrnich soucint, jedna slozka vysled-
ku odpovidéa skalarnimu soucinu jednoho fadku matice A
s vektorem x. Pokud vyjdou vSechny skalarni souciny nulo-
vé, tedy pokud Ax = 0, je vektor x kolmy na vSechny fadky
matice A. Zaroven si vzpomerite, Ze jsme v poslednim dilu



definovali jadro matice A presné jako mnozinu vektoru x,
které tuto rovnici spliuji.

Dostavame tak novy pohled na jadro jako na mnozinu vek-
tort kolmych na fadky matice. Nejen to, vektory jadra jsou
kolmé dokonce na vSechny vektory z fadkového prostoru,
protoze linearni kombinace vektori kolmych na x bude opét
kolmé na x.

Totéz plati v opacném sméru, kazdy vektor fadkového pro-
storu je kolmy na vSechny vektory jadra. Baze obou pro-
storti se navzajem doplnuji, dohromady tvori bazi celého
prostoru R", kde n je dimenze x. Rikdme, ze ¥adkovy pro-
stor je ortogondlni doplnek jadra a naopak.

Timto dostavame navod, jak najit mnozinu vektord kol-
mych k néjakému podprostoru U. Stac¢i dat bazi U do radkna
matice a vyfeSenim soustavy rovnic najit jeji jadro.
Metoda nejmensich étvercu

Kromé vypoctu vzdalenosti geometrickych objektd ma pro-
jekce jesté jedno vyuziti, totiz hledani pfibliznych feSeni
soustav rovnic. Uvazme soustavu Ax = b, kterd nema4 fe-
Seni. Mtizeme vSak najit takové b’, pro které reseni existuje
a které je co nejblize ptavodnimu b.

Z minulého dilu vime, ze feseni existuje, pokud prava stra-
na lezi ve sloupcovém prostoru, coz nam dava podminku
b’ € S(A). Hleddme projekci, takze b’ — b musi byt kolmé
na S(A), jinymi slovy musi lezet v jeho ortogonalnim do-
pliiku. Vime, Ze jadro je doplitkem fadkového prostoru, zde
vsak mame sloupcovy prostor. Neni problém, transpozici
zaménime sloupce za fadky. Hledanym dopliitkem je proto
ker(AT). Dostavame tedy rovnici b’ —b € ker(AT), kterou
staci rozepsat:

AT —b)=0
AT(Ax-b)=0
ATAx=A"b

Matici AT A muzeme vydcislit, stejné tak vektor A Tb. Do-
staneme novou, takzvanou normdlni soustavu rovnic, ktera
jiz FeSeni mit bude.

Tento pristup nese ndzev metoda nejmensich ctverci, nebot
minimalizujeme vzdélenost ||b’ — b||. Minimum se nabude
pro stejné b’ jako minimum druhé mocniny tohoto vyra-
zu, a to neni nic jiného nez soucet druhych mocnin rozdila

slozek b’ a b.
Ukol 3 — Fyzikdlni méFeni [5b]:
David méfil, jak rychle se vyparuje tekuty dusik z lahve, ve

které jej skladuje. Lahev mél poloZzenou na véze a zazna-
menaval hmotnost v pritbéhu casu.

m/g 67 66 63 62 60
t/s 0 3 10 14 20

Nyni by rad zjistil, za jak dlouho se vSechen dusik vypa-
1. Predpokladejte, ze zévislost hmotnosti na case lze od-
hadnout linedrni funkci, viz ¢arkovana primka na obrazku.
Spocitejte rychlost vyparovani metodou nejmensich ¢tverci
a odpovézte mu.

m/g
65
.
60 e
T T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T=Y
j 5 10 15 20 t/s

Mimochodem, metoda minimalizuje druhé mocniny verti-
kélnich vzdalenosti mezi primkou a body.

Vizualizace

Tento dil pri diikazech vyuzival pirevazné algebraické ope-
race, které se pro psany text hodi vice. Mnohé vsak lze
nahlédnout i vizualné. Pokud neznate, velmi doporucujeme
sérii videi od 3BluelBrown,? zejména pak video na skalarni
soucin, které na néj nabizi aplné jiny pohled.

David Klement

Recepty z programatorské kucharky: Geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchafkového specidlu se budeme
uCit vafit geometrické problémy. A co Ze si predstavujeme
pod pojmem geometricky problém? Trochu analytické geo-
metrie, napriklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha ploti, neboli konvexnich obalti, a obecné
mnoho zametani.

V celé kuchafce se omezime pouze na dvourozmérné pro-
blémy, tedy na algoritmy v roviné. Nékteré postupy se daji
zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou i pro n-rozmérné pro-
blémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdiive trocha stfedoskolské analytické geometrie pro ty,
kdo ji jesté neméli. Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtzeme urcit jeho soufadnicemi vi-
¢i osam. Nejbéznéji se pouziva takzvany kartézsky sourad-
ny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy oznacované jako

x-ové osa (vodorovnd) a y-ova osa (svisld). Obvykle se uva-
Zuje, ze hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa x)
a smérem nahoru (osa y), my se toho budeme v nasi ku-
chafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocatek
soustavy soufadnic. Samotné souradnice bodu zapisujeme
jako dvojici ¢isel, kterd udavaji, o kolik jednotek se musime
posunout ve sméru které z os, abychom z poc¢atku dorazili
do bodu, kterému soutfadnice patii. Poc¢atek mé souradni-
e [0,0]. Bod se soutadnicemi [a,b] lezi na pozici, kterou
ziskdme tak, Zze se od pocatku posuneme o a jednotek ve
sméru prvni{ osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).
Vse ostatni funguje tak, jak jsme se uéili pfi geometrii na
zakladni skole, tedy tisecka je urcena dvéma krajnimi body,
obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si ale fekneme, co je to
vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potfebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bod.

3 https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_al
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Mizeme naptiklad udat jejich vzdalenost a smér (tfeba jako
lisi jejich x-ové a y-ové soutadnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napfiklad k bodu [1, 1] pFi¢teme vektor a = (2, —1),
dostaneme se do bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odecte-
me napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak dostaneme vek-
tor b = (=3, 1) udavajici jejich vzdjemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod nam
urc¢i, kam umistit vektor, a vektor ndm urci smér pfimky
z daného bodu. Tomuto vektoru se fika smérovy vektor,
nebo také nékdy smeérnice, dané primky nebo tsecky.

Samotné vyjadieni pfimky nebo tsecky poté muze byt ve
dvou tvarech. Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem
je né&jaky bod A = [ay, ay]. Od toho se ve sméru smérového
vektoru u = (uy, u,) mizeme pohybovat libovolné a stéle
budeme na pfimce. To nam vede na néasledujici tvar, kde
t je libovolny realny parametr, neboli proménna, za kterou
si mizeme dosadit jakékoliv realné ¢islo a vzdy nam vyjde
bod na pfimce. Parametricky tvar vypada takto:

T = az + tuy

Y = ay + tuy
To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢ = 0, tak do-
staneme vychozi bod prfimky. Pokud poté budeme s para-
metrem hybat od —oco do 400, dostaneme postupné vsechny
body na piimce.

Druhym zptisobem zépisu je obecny tvar primky. K jeho
vyjadfeni budeme potfebovat kolmy vektor ke smérovému
vektoru, tomu se také fikd mormdlovy vektor. V roviné ho
ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice pfimky,
tak vektor na néj kolmy ma tvar n = (v, —v;). Jako po-
znamku pro zvidavé mizeme uvést, ze skaldrni soucin téch-
to vektort, tedy soudin po slozkach (v-n = ab+ b(—a)), je
roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar pfimky? Pokud je
n = (a,b) normélovy vektor pfimky, tak obecny tvar pfim-
ky je rovnice ax 4+ by 4+ ¢ = 0. Dobfe, a a b mame, jak ale
zjistit ¢? Norméalovy vektor urcuje smér, kterym pirimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme
jesté znat jeden bod, ktery na nasi pfimce lezi, aby byla
urcena jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice prim-
ky s neznamou c, ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vy-
feSime. A mame hotovo, zndme hodnoty vSech koeficient
v rovnici. Jesté€ si mizeme vSimnout, Ze pro ¢ = 0 prochéazi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi nejen pro néjaké zapsani piimek,
ale také pro zjisténi jejich priseciku. Kdyz hledame pruse-
¢ik, hleddme vlastné misto, kde maji obé primky navzajem
stejné x-ové a y-ové soufadnice. A to vede na jednoduché
soustavy linedrnich rovnic, které jisté jiz vyfesit umite.

Jesteé si ale zdiraznéme rozdil tsecek oproti primkam. V pfi-
padé parametrického tvaru omezujeme velikost parametru
t (napiiklad t € (0,1)) a v piipadé obecného tvaru ome-
zujeme rozsah jedné ze soutadnic (napiiklad z € (—2,2)).
V prtipadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopfimku, si para-
metr nebo soufadnici omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukazeme jednu zékladni aplikaci parametru a pa-
rametrického vyjadfeni tisecky. Jak snadno spocitat stfed
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néjaké tsecky AB? V takovém piipadé neni nic jednodussi-
ho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v polovinég jeji délky) a pfi¢ist k bodu A.
Trividlni tipravou pak zjistime, ze stted tisecky miizeme spo-
Citat jako aritmeticky primeér jejich krajnich bodi:

A+ B
2

A—&—%-(B—A):

Jako priklad na rozkoukani si ukdzeme, jak zjistit, na které
strané primky lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdfive si zavedeme pojem orientovana primka. Kdyz bu-
deme mit pfimku uréenou dvojici bodi A a B, budeme se
na ni divat, jako kdybychom stli v prvnim bodé (bod A)
a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jas-
né definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde
viuci primce bod lezi.

Vezméme si tedy piimku uréenou body A a B a bod X.
Urcime si vektory u =X —Aav=B— A (s prvky ug, uy,
respektive vg,v,) a porovname thel mezi nimi.

Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzo-
recek na vypocet thlu mezi dvéma vektory. Vzorecek ma
tvar:

u-v

Cosx =

|ullv]

Jeho nevyhodou je, Ze vypocet inverzni funkce cos™! trva
dlouho. Je proto lepsi pouzit jiny zpusob vypoctu, kde si
vystac¢ime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptsobem je vypocet determinantu matice ur-
¢ené témito vektory. Matice je pouze tabulka, kde jsou vek-
tory posklddany pod sebe (ta naSe tedy bude velka 2 na 2
policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rov-
nobéZniku uréeného zadanymi vektory. A navic znaménko
determinantu nam k4, jestli je ihel mezi vektory (méfe-
ny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych ruciéek)
mensi nez m, nebo vétsi nez m.

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mize brat nasledujici
vzorec pro vypocet determinantu matice dva krat dva ja-
ko kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce zduivodnéni, muze si
zkusit udélat rozbor vsech vzajemnych poloh dvou pfimek
(a jejich smérovych vektort), které mohou nastat. Po chvi-
li dojdete ke vztahu pfesné odpovidajicimu nésledujicimu
vzorecku:

d = UupVy — UyVy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od pfimky, pokud
vyjde d zaporné, je bod nalevo od pfimky, a konecné, pokud
vyjde d = 0, tak bod lezi na pfimce.

Bod a konvexni mnohothelnik

Konvexni mnohotuhelnik je takovy, ktery nema zadny vniti-
ni thel vétsi nez 180°. Jinou definici je, ze pokud si zvolime
libovolné dva body v mnohothelniku a natdhneme tsecku
mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime,
jestli néjaky bod lezi v ném, nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti. Sta¢i nam jit po hranach na obvodu a zjisto-
vat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
primek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.



Pokud bod lezi na stejné strané vSech hran, nachézi se
uvniti mnohothelniku. Pokud se ale vici jen jediné hra-
né nachézi na jiné strané nez vici ostatnim, lezi bod vné
mnohothelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy rika test polorovinami. Kaz-
d4 kontrola nam zabere konstantné mnoho ¢asu. Casova
slozitost tohoto postupu je tedy lineadrni vzhledem k poctu
hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohotuhelnik

Pro nekonvexni atvary je jiz postup o néco tézsi, protoze
jak si mizeme vsimnout, postup s kontrolovanim polohy
bodu viéi vSéem hranam fungovat nebude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkou-
maného bodu vysttelit Sip, respektive vést poloptimku. Pék-
né se nam bude pocitat, pokud polopfimku povedeme rov-
nobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé feseni
pak spociva v pocitani, kolikrat polopfimka protne hranici
mnohothelniku.

Miuzeme si totiz v§imnout, ze findlné polopfimka skond¢i ven-
ku a nikdy vice jiz do mnohothelniku nevstoupi. A pokazdé,
kdyZ do mnohotthelniku vstoupi, musi z néj zase nékdy vy-
stoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polopiimku
vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod
lezi uvnitt, tak bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potfeba dat pozor, je situace, kdy polo-
pfimka povede pfesné skrz néjaky vrchol. V takovém pii-
padé se musime podivat na opa¢né krajni body hran, které
se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachazi ve stejné
poloroviné uréené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli,
ale neprosli jsme skrz (a tedy nepocitdme zadny prusecik).
Pokud se ale krajni body hran nachazi v opac¢nych polo-
rovindch, znamend to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali
a musime zapocitat jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy
krajni bod jedné z hran nachézi na polopfimce.

>

T

Opét musime zkontrolovat polopfimku viuci vSem hranam,
takze Casova slozitost je znovu O(N) (i kdyZ s o néco vyssi
konstantou, protoze spocitani pruseciku je vice pocetnich
operaci nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych pro-
blémi, totiz hledani konvexniho obalu mnoziny bodu v ro-
viné. Konvexni obal je nejmensi konvexni mnohothelnik,

ktery obsahuje vSechny zadané body. MuzZeme si vS§imnout,
ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt né-
jaké body ze zadané mnoziny, jinak bychom mohli mnoho-
thelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni obal).

Jako motivaci si pfedstavte tfeba situaci, ze mate sad ovoc-
nych stromi a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak
takovy plot, nebo obecné obal, nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukézeme si postup, kterému se 1ika zametdani roviny. Je to
trik, ktery najde uplatnéni u mnoha rtznych geometrickych
problémt a vyplati se ho umét.

Zakladni myslenka spoc¢iva v tom, ze néjakou pfimkou, ¥i-
kejme ji zametact primka, ptejedeme pies celou rovinu (od
minus nekonec¢na do plus nekonecna, zleva doprava nebo
shora doltt) a vzdy, kdyZz zametaci pfimka protne né&jaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme ptislusnou udalost. Uddlost
je néco vyznamného, co souvisi s pfislusnym bodem (pri-
se¢ik pfimek, vrchol mnohothelnika apod.)

Ale jak jet primkou postupné od minus nekoneéna do plus
nekonecna? To neni viibec nutné. Pohyb pfimky mtizeme
zacit v néjakém startovnim bodé (vétSinou prvni uddlost
v setfidéné posloupnosti udalosti) a ukonéit ho po zpraco-
véani vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat
plynule, ale budeme ji vzdy skdkat z udélosti na udalost
(protoze mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k nasemu problému s konvexnim obalem. Jako
udalosti budeme brat vsechny body, které dostaneme na
vstupu. V tomto piipadé nam zadné nové udalosti v pribé-
hu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti miazeme
implementovat jako linedrni spojovy seznam.

Na zacatku si body settidime podle jejich z-ové souradnice
(zatim budeme pro jednoduchost pfedpoklddat, ze zadné
dva body nemaji stejnou z-ovou soufadnici), zaéneme je
zametaci pfimkou postupné prochazet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodd, které jsme uz zpra-
covali.

V pribéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dol-
ni obdlku. Obé obalky budou uréité zacinat v nejlevéjsim
a koncit v nejpravéjsim bodé (jednoduchym pozorovinim
lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu uréité patii). A jak
uz nazev napovida, horni obalka pujde vrchem a bude se
zatacet stale doprava, a dolni obalka naopak pujde spodem
a bude se stale zatacet doleva.

Mizeme se pro zjednoduseni dohodnout, Ze nejlevéjsi i nej-
pravéjsi bod patfi do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni
obalku spojime, dostaneme konvexni obal.

Horni (respektive dolni) obédlku si budeme udrzovat jako
linedrni seznam vrcholti.

Ted si ukdzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani.
Vypocet se bude provadét samostatné pro horni a dolni
obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni (pro dolni je az na
zrcadleni stejny).



Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skodi-
li jsme zametaci pfimkou na dalsi bod a ten ted chceme
pridat. Podivame se na posledni bod v horni obalce a zkon-
trolujeme thel posledni hrany v obéalce a tsecky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu mtzeme vyuzit napiiklad test polorovinami z tvo-
du kuchatky (pokud novy bod lezi vii¢i posledni hrané hor-
ni obalky napravo, je vnitfni thel konvexni, pokud nalevo,
je thel konkavni). Jestlize se horni obélka zataci doprava,
mame vyhrano, pfiddme novy bod do obalky a mutzeme se
posunout na dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se

nam obalka sto¢i doleva a vznikne konkavni thel.

Pokud se podivame na obréazek vyse, jasné vidime, ze je po-
tfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit
nové pridavany bod s pfedposlednim. Odstranime tedy po-
sledni bod obalky a budeme test opakovat s pfedposlednim
bodem.

Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi bo-
dy), bud nez bude uhel hran konvexni, nebo dokud ndm
v obélce nezistane pouze jeden bod (poéatecni). Pak novy
bod pridame do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou
pro obé dvé obéalky. Tedy kazdy bod se pokusime pfipojit
k horni i dolni obélce a podle toho obé obalky prislusné
upravime.

Proc tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny bo-
dy a kazdy z nich se alespon na chvili stane poslednim bo-
dem obalky. Pti zméné obalky se obsazena plocha v konvex-
nim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod nam tedy nemiize
zistat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy tihel neni ani konvex-
ni, ani konkdvni. V takovém pripadé se rozhodneme, jestli
budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat mezi vrcholy kon-
vexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni
obal vlastné potfebujeme.

Skonc¢ime, az zametaci pfimkou skoc¢ime na posledni bod
a zpracujeme ho. V tomto bodé se nam obéalky spoji a do-
staneme cely konvexni obal. Ted ale pfichazi otézka, kolik
¢asu nam tento postup zabere?

Mize se zdat, ze hodné, protoze pti vyhazovani bodt z obal-
ky mtzeme postupné vyhodit skoro vsechny body. Oznac-
me si velikost zadané mnoZiny (pocet bodi na vstupu pro-
gramu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky
pridame pouze jednou a vyhodime ho také maximéalné jed-
nou, tedy casova slozitost je linearni k velikosti mnoziny,
éli O(N), v pfipadé, Ze jiz mame setfidény vstup. Pokud
ne, musime jesté pricist ¢as potiebny k setfidéni bodt, tedy
O(N log N) pfi pouziti n&jakého rychlého t¥idiciho algorit-
mu.4

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou z-ovou
soutfadnici. Pokud to nejsou krajni body, tak nam to v po-

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni|

stupu nevadi. Mensim problémem je, kdyz to jsou pocatec-
ni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdfive podle z,
a pokud je stejné, pak podle y. To ndm jednozna¢né urci
poradi boda a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mtizeme predstavit tak, Ze rovinu nepatrné nato-
¢ime. Tim se ur¢ité konvexni obal (aZ na nato¢eni) nezméni,
nikde nebudou dva body nad sebou a z pohledu algoritmu
je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikografic-
kém poradi.

Hledani pruseciku tsecek

Nakonec si ukdzeme jesté jeden typicky zametaci problém,
ktery principu zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni

obal. Predstavte si, ze mate v roviné N tsecek a chcete najit
vSechny jejich pruseciky.

Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem
k N a poctu prusecika P.

Bystii si jiz jisté spocitali, ze prisecikti muze byt v extrém-
nim piipadé az N?, a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat
kazdou tisecku se vSemi dalSimi v tomto pripadé neni.

Ale takové ptipady se moc ¢asto nestavaji, spiSe naopak.
Uvazujme tedy, ze priseciki je fadove tolik, kolik je tisecek
a v tom pripadé je vyse popsany algoritmus jiz pomaly.

Predpokladejme pro zjednoduseni, ze v zddném bodé se ne-
protinaji tfi a vice tsecek, zadné dvé tsecky nemaji vice nez
jeden spoleény bod (nelezi pfes sebe) a zaddné tsecka neni
ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. Vyfeseni takovych-
to pripadi spoc¢iva v snadnych tpravach uvedeného feseni.

Pouzijeme opét zametaci pfimku (pro lepsi predstavu ted
jdouci shora dolti, obecné ale nem4 smér zametani vyznam),
kterou budeme skékat pres udélosti, a na ni si budeme udr-
zovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prurezem. Jak uz na-
zev napovida, bude udrzovat poradi tisecek, které aktualné
protinaji zametaci pfimku. Jelikoz se prafez bude po kazdé
udalosti ménit, budeme pro néj potiebovat Sikovnou da-
tovou strukturu. Ale na to se podivame aZ potom, co si
rozebereme udalosti, at vime, co od prifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém pfipadé budou mezi udalostmi vsech-
ny body na vstupu (tedy pocatecéni i koncové body tsecek),
vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme si tedy trochu lépe ro-
zebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

e Zacatek usecky: Ptidame tsecku na spravné misto do prii-
fezu, spocitame pripadné priiseciky s okolnimi tseckami
a pridame je do seznamu udalosti.

Konec isecky: Smazeme useCku z prurezu, a jelikoz se
nam dvé okolni tGsecky dostanou smazanim této k sobé,
musime jeSté spocitat jejich pfipadny prusecik a pridat
ho do seznamu udéalosti.

Prisecik: Zapocitame a zapiSeme si prisecik tusecek, pro-
hodime poradi téchto dvou tsecek na prirezu, a jelikoz
se ndm k sobé na prirezu dostaly nové tisecky, musime
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spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné pruseciky
pridat do seznamu udalosti.

Spocitani priseciki tsecek je jednoduchd analytickd geo-
metrie. Nejdiive porovname jejich smérnice. Pokud jdou
od sebe, nemusime se o nic starat, pokud jdou k sobé, spo-
Gitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyZz méame tento
bod, jenom ovéiime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze
usecky nekonéi jesté pred spocitanym prisecikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se nam umét
v prufezu rychle vyhledavat, pridavat a mazat, k cemuz
nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom. Ale co za informa-
ce si budeme o useckach ve vrcholech stromu pamatovat?
Jejich aktudlni z-ovou pozici (tedy presnéji z-ovou souiad-
nici bodu této tGsecky na trovni zametaci piimky)? Tu by-
chom museli po kazdé udalosti u vSech tsecek prepocitat,
budeme na to tedy muset jit chytteji.

Ve vrcholech stromu si budeme ukladat pouze néjaky rovni-
covy tvar usecky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smér-
nici a bod) a vZdy, kdyz budeme vyhledavat ve stromu, tak
si na zakladé aktudlni y-ové pozice zametaci primky spo-
¢itdme v konstantnim case aktudlni x-ovou pozici tisecky
(jednoduchym doplnénim do obecné rovnice) a podle toho
se budeme ve vyhledavacim stromu pohybovat.

Méme tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho
budou trvat operace s ni? Jelikoz v kazdou chvili bude ve
vyhledavacim stromu maximélné N vrchold (tedy maximal-
né tolik, kolik je tseéek), budou vSechny operace se stro-
mem trvat O(log N).

Do seznamu udalosti budeme potiebovat také pridavat prv-
ky, takze tentokrat se ndAm mnohem vice hodi pouziti néjaké
haldy. Opét si mtizeme uvédomit, ze v haldé bude najednou
pouze O(N) prvku (za kazdou usecku jeji zac¢atek a konec
a pruseciky tisecek vedle sebe na prifezu, tedy maximalné
N — 1 priisecikil), takze operace v ni bude trvat O(log V).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se
na to, jak algoritmus pobézi. Na zacatku priddme do pri-
fezu prvni tsecku a do seznamu udalosti vSechny zacatky
i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech, kaz-
dou udélost zpracujeme podle postupu vysSe a skonéime ve

5 http://pruvodce.ucw.cz/

chvili, kdy ndm dojdou vSechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoZ postupné projde pres
vSechny pruseciky (kdyZ jedna tusecka protiné vice dalsich,
tak postupnym prohazovanim v prifezu se dostanou vsech-
ny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseciky pridame do
udalosti) a zddny priseéik neprojdeme vicekrat.

Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi
operaci s datovymi strukturami, a protoze kazda z téchto
operaci stoji maximalné O(log N), tak nas zpracovani jed-
né udalosti stoji O(log N). Pocet udalosti je 2N + P kde
N je pocet tseCek a P pocet prisecikti na vystupu, tedy
celkovd casova slozitost je O((N + P)log N). Pro poradek
jesté uvedme pamétfovou slozitost, které je diky pouzitym
datovym strukturam O(N).

Miuzeme si vSimnout, ze pokud by pruseciki bylo fadové
N2, tak jsme si vlastné pohorsili. Pfedpokladdali jsme ale
situaci, kdy je prisecikt fadové stejné jako tsecek. V tomto
pfipadé je nas algoritmus vyrazné rychle;jsi.

Zavér
Prosli jsme si zakladni geometrické algoritmy pro rovinn-
né problémy a ukazali jejich zakladni myslenky. Riznou

aplikaci a kombinaci téchto postupti muzeme Fesit vétsinu
lehéich geometrickych problémt v roviné, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného
diagramy, coz je rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy
nejbliz danému bodu (motivaci mize byt naptiklad pfifaze-
ni obci na mapé k nejblizs§imu krajskému méstu). Pfi jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ovsem tentokrat
jiz ne primkou, ale pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na za¢atku, mnohé z uvedenych po-
stupt lze zobecnit z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy
jindy. Pokud mate zajem o dalsi informace o geometrickych
algoritmech, tak vas mtzeme odkazat na Privodce labyrin-
tem algoritmd stahnutelny ze stranek Martina Marese.®

Pokud stale neméate geometrie dost, muzete si jesté zku-
sit vyhledat pojmy kombinatorickd a vypocetni geometrie.
Dostanete se tak ke spousté dalsich zajimavych materiala.

Jirka Setnicka
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