Slozitost

Pokud fesime néjakou programatorskou tlohu, ¢asto nas napadne vice riznych feSeni
a potfebujeme se rozhodnout, které z nich je ,nejlepsi“. Abychom to mohli posoudit,
potfebujeme si zavést méritka, podle kterych budeme rtizné algoritmy porovnéavat.
Nas u kazdého algoritmu budou zajimat dvé vlastnosti: ¢as, po ktery algoritmus

bézi, a pamét, kterou pfi tom spotiebuje.

Cas nebudeme méfit v sekundach (protoze stejny program na rtiznych poéitacich
bézi rozdilnou dobu), ale v poétu provedenych operaci. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, Ze aritmetické operace, pfifazovani, porovnavani apod. nas stoji jed-
notkovy cas. Ona to neni uplna pravda, tyto operace se ve skuteCnosti ptrelozi na
procesorové instrukce, které se teprve zpracovavaji. Ale ndm postacéi védét, Ze téch
instrukci bude vzdy konstantni pocet. A pozdéji se dozvime, pro¢ ndm na takové
konstanté nezalezi.

Mnozstvi pouzité paméti miuzeme zjistit tak, Ze prosté spocitame, kolik bajti pa-
méti nds program pouzil. Nam obvykle bude stacit mensi presnost, takze vsechna
¢isla budeme povazovat za stejné velka a velikost jednoho prohlasime za jednotku
prostoru.

Jak ¢as, tak pamét se obvykle 1is{ podle toho, jaky vstup nas program zrovna dostal
— na velké vstupy spotiebuje vice Casu i paméti nez na ty malé. Budeme proto oba
parametry algoritmu urcovat v zévislosti na velikosti vstupu a hledat funkci, ktera
nam tuto zavislost popise. Takové funkci se odborné ¥ikd ¢asovd (pfipadné pamétovd,
nékdy téz prostorovd) sloZitost algoritmu/programu.

U vybéru algoritmu tedy bereme v potaz ¢as a pamét. Ktery z téchto faktort je pro
nés diilezitéjsi, se musime rozhodnout vzdy u konkrétniho p¥ikladu. Casto také plati,
Ze ¢im vice Casu se snazime uSetfit, tim vice paméti nés to pak stoji kvili chytré
reprezentaci dat v paméti a riznym vyhledavacim strukturam, o kterych se muzete
docist v nasich dalsich kucharkach.

Nas u valné vétsiny algoritmt bude nejdfive zajimat casova slozitost a az poté slo-
Zitost pamétova. Paméti maji totiz dnesni pocitade dost, a tak se malokdy stane, Ze
vymyslime algoritmus, ktery méa dokonaly ¢as, ale nesta¢i ndm na néj pamét. Ale
presto doporuc¢ujeme dévat si na paméfova omezeni pozor.

Jednoduché poéitani sloZitosti

Nyni si na piikladu ukazeme, jak se ¢asova a paméfova slozitost d& urcovat intui-
tivné, a pak si vSe podrobné vysvétlime.

Predstavme si, ze mame danou posloupnost N celych cisel, ze které chceme vybrat
maximum. Pouzijeme algoritmus, ktery za maximum prohlasi nejprve prvni ¢islo
posloupnosti. Pak toto maximum postupné porovnava s dalsimi ¢isly posloupnosti,
a pokud je nékteré vétsi, ucini z néj nové maximum. Zapsat bychom to mohli tieba
takto:



posl[1...N] = vstup
max = posl[1]
Pro i = 2 az N:
Jestlize posl[i] > max:
max = posl[i]
VypiS§ max

Neni tézké nahlédnout, Ze algoritmus provede maximéalné N —1 porovnani. Intuitivné
Casova slozitost bude linedrné zaviset na N, protoze porovnani dvou ¢isel nam zabere
»jednotkovy ¢as“ a pamétova slozitost bude také na N zaviset linearné, protoze kazdé
¢islo z posloupnosti budeme uchovavat v paméti. Pokud bychom si nepamatovali
celou posloupnost, ale vzdy jen posledni pfecteny ¢len, stacilo by nadm jen konstantné
mnoho proménnych, takZe pamétova slozitost by klesla na konstantni (nezavislou
na N) a ¢asova by ziistala stejnd.

Jiny priklad: Méjme dané ¢islo K. Nasim tkolem je vypsat tabulku vsech nasobku
¢isel od 1 do K:

Pro i = 1 az

Ne ==X

Pro j 1 az K:
Vypis i*j a mezeru
Pfejdi na novy radek

Tabulka mé velikost K2 a na kazdém jejim policku stravime jen konstantni ¢as.
Proto ¢asova slozitost bude zaviset na ¢isle K kvadraticky, tedy bude K?2. Pamétova
slozitost bude bud konstantni, pokud hodnoty budeme jen vypisovat, anebo kvad-
raticka, pokud si tabulku budeme ukladat do paméti. MiZeme si také vSimnout, ze
tabulku nemusime vypisovat celou, ale bude nam stacit jen jeji dolni trojihelnikova
¢ast — i tak budeme muset spocitat (K - K — K)/2 + K = K?/2 + K /2 hodnot, coz
je stale fadové kvadratické vzhledem ke K.

Nez se pustime do podrobnéjsiho vysvétlovani, jesté si ukazeme tzv. ,metodu kouknu
a vidim*“, kterou miizeme pouzit na urcovani ¢asové slozitosti u téch nejjednodussich
algoritmi. Spociva jen v tom, Ze se podivame, kolik nejvic obsahuje nas program
vnorenych cykli. Reknéme, Ze jich je k a ze kazdy bézi od 1 do N. Potom za asovou
slozitost prohlasime N*.

Vzhledem k éemu budeme sloZitosti urcovat?

Slozitosti obvykle uréujeme vzhledem k velikosti vstupu (pocet ¢isel, pfipadné znak
na vstupu). Tento pocet si oznaéme N. Casovou i paméfovou slozitost pak vyjadiime
vzhledem k tomuto N. To je vidét tfeba na vybéru maxima v piedchozim textu.

Pokud by existovalo nékolik vstupi stejné velikosti, pro které nas algoritmus bézi
rizné dlouho, bude ¢asovéa sloZitost popisovat ten nejhorsi z nich (takovy, na kterém
algoritmus pobézi nejpomaleji). Stejné tak pro pamétovou slozitost pouzijeme ten
ze vstupu délky IV, na ktery spotiebujeme nejvice paméti. Dostaneme tzv. slozitosti
v nejhorsim pripadé. Podrobnéji si o tom povime pozdéji.

Nékdy se nam hodi urcit slozitost v zavislosti na vice nez jedné proménné. Pokud
bychom napfiklad chtéli vypisovat vSechny dvojice podstatného a pridavného jména
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ze zadaného slovniku, stravime tim Cas, ktery bude zaviset nejen na celkové velikosti
slovniku, ale i na tom, kolik obsahuje podstatnych a kolik pfidavnych jmen. Roz-
myslete si, jaka slozitost vyjde, pokud vite, ze velikost slovniku je S, podstatnych
jmen je A a pfidavnych jmen B.

Castym piikladem, kde si velikost vstupu potiebujeme rozdélit do vice proménnych,
jsou algoritmy pracujici s grafy (viz grafovd kuchaika). V pfipadé grafi obvykle
vyjadiujeme slozitost pomoci proménnych N a M, kde N je pocet vrcholu grafu
a M je pocet jeho hran.

Ne vzdy ale urc¢ujeme slozitosti v zavislosti na velikosti vstupti. Naptiklad pokud je
velikost vstupu konstantni, slozitost uréime vzhledem k hodnotdm proménnjch na
vstupu. Treba u prikladu s tabulkou nasobkd jsme slozitost urcili vzhledem k ve-
likosti tabulky, kterou jsme dostali na vstupu. Jinym prikladem muze byt vypsani
v8ech prvocisel mensich nez dané N.

Asymptoticka sloZitost

V této Casti textu se budeme vénovat pouze ¢asové slozitosti. VSechna pravidla, ktera
si fekneme, pak budou platit i pro pamétovou sloZitost.

U urcovani ¢asové slozitosti nas bude predevsim zajimat, jak se algoritmy chovaji pro
velké vstupy. Méjme naptiklad algoritmus A o asové slozitosti 4V a algoritmus B
o slozitosti N2. Tehdy je sice pro N = 1,2,3 algoritmus B rychlejsi nez A, ale pro
vSechna vétsi N ho uz algoritmus A pfedbéhne. Takze pokud bychom si méli mezi
témito algoritmy zvolit, vybereme si algoritmus A.

U slozitosti nas obvykle nebude zajimat, jak se chova na maljch vstupech, protoze
na téch je rychly témeétr kazdy algoritmus. Rozhodujici pro nas bude slozitost na
maximélnich vstupech (pokud né&jaké omezeni existuje) anebo sloZitost pro ,hodné
velké vstupy“. Proto si zavedeme tzv. asymptotickou casovou sloZitost.

Ptedstavme si, Ze mame algoritmus se slozitosti N?/4+ 6N + 12. Pod asymptotikou
si muzeme predstavit, Ze nas zajima jen nejvyznamnéjsi ¢len vyrazu, podle kterého
se pak pro velké vstupy chova cely vyraz. To znamena, Ze:

¢ Konstanty u jednotlivych ¢lentt mizeme Skrtnout (napf. 6n se chovd podobné
jako n). Tim dostdvdme N2 + N + 1.

® Pro velkd N je N + 1 oproti N? nevyznamné, tak ho miizeme také skrtnout.
Dostavame tak slozitost N2. Obecné $krtame vSechny ¢leny, které jsou pro dost
velké N mensi nez néjaky neskrtnuty clen.

Tahle pravidla sice vétsinou funguji, ale skrtat ve vypoctech pfece nemizeme jen tak.
Proto si nyni zavedeme operator O (velké O), diky kterému budeme umét popsat,
co pfesné nase ,Skrtani“ znamend, a pouzivat ho korektné.

Definice: Méjme funkce f : N — R{ a g : N — Ry . Rekneme, ze f € O(g), pokud
Ing € N a Jec € R™ tak, Ze Vn > ng plati f(n) < c- g(n).

Nyni slovy: Mé&jme funkce f a g funkce z pfirozenych do nezdpornych redlnych cisel.
Rekneme, Ze funkce f patii do tiidy O(g), pokud existuji konstanty ng a c takové,
7e f je pro dost velkd n (totiz pro n > ng) mensi nez ¢ - g(n).
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Neékdy také piSeme, ze f = O(g) nebo fikdme, Ze program ma sloZitost O(g).

A zde je pouziti: n?/4 + 6n + 12 € O(n?), protoze napiiklad pro ¢ = 10 plati pro
v8echna n > 1 (tedy ng = 2):

n?/4 4 6n 412 < 1002

Pokud vam tento zptisob nevyhovuje a vice se vam libi metoda pomoci ,Skrtani“, tak
ji klidné pouzivejte, akordt vSude piste O(...). Nékdy také fikdme, Ze se konstanty
a méné vyznamné Cleny v O ztraci.

Poznamky

e Uvédomte si, Ze je notace nadefinovana tak, ze omezuje shora, takze nejen, ze plati
n?/2 € O(n?), ale také tieba n?/2 € O(n®). Na prvni pohled je to neintuitivni —
mizeme tvrdit, Ze QuickSort bézi v O(2") a mit pravdu. Copak by byl problém
definovat tak, aby jeji vyznam nebyl ,funkce az na konstanty shora omezena touto
funkci“, ale ,funkce je az na (rozdilné) konstanty shora i zdola omezené touto
funkci“?

Samoziejmé to vyjadiit mizeme! Definovat 1ze skoro cokoliv a existuje dokonce
zab&hnutd notace f € O(g), kterd tuto skuteénost (omezeni zdola i shora) vyja-
dfuje. Samostatné omezeni zdola (az na konstantu) se znac¢i Q a jeho definice je
velmi podobné definici O.

Nejhorsi a prumérny pFipad
Opét si vse vysvétlime jen na ¢asové slozitosti.

Velka cast algoritmi bézi pro rizné vstupy stejné velikosti rtiznou dobu. U tako-
vych algoritmii pak mtZeme rozliSovat slozitost v nejhors$im piipadé (tu uz zname),
v nejlepsim piipadé a tfeba i primérnou ¢asovou slozitost.

Vse si ukdzeme na algoritmu BubbleSort (bublinkovém tiidéni), o kterém se muzete
docist v kuchafce o tridicich algoritmech. Funguje tak, Ze se divd na vSechny dvojice
sousednich prvki, a kdykoliv je dvojice ve Spatném poradi, tak ji prohodi. Zde je
pseudokdd algoritmu:
BubbleSort(pole, N):
Opakuj:
setfidéno = 1
Pro i = 1 az N-1:
Jestlize pole[i] > pole[i+1]:
p = polelil
polel[i] = polel[i+1]
polel[i+1] P
setfidéno = 0
Skonc¢i, az bude settfidéno = 1

Casové slozitost v nejhor$im piipadé ¢ini O(N?) — v kazdém priichodu vnéjsim cyk-
lem nam nejvétsi nesefazend hodnota ,,probubld” na zacatek hodnot, které jsou jiz
na sefazené spravném misté, a ostatni se posunou o jednu pozici doleva. Rozmyslete

9



si, pro¢. Priichodud je proto nejvyse N a kazdy z nich trva O(N). Tento nejhorsi
pfipad mtze doopravdy nastat, pokud nechame settidit klesajici posloupnost. Tam
provedeme piesné N priichodl (v poslednim se jen ové¥i, zda je posloupnost sefaze-
na).

Naopak v nejlepsim ptipadé bude ¢asova slozitost pouze O(N). To nastane, pokud
na vstupu dostaneme uz setiidénou posloupnost. U té algoritmus pouze zkontroluje
vSechny dvojice a pak se ihned zastavi.

Primérna casova slozitost ndm udava, jak dlouho nas algoritmus bézi pramérné. Co
to ale znamend, neni snadné definovat ani spocitat. U tridiciho algoritmu bychom
mohli pocitat primér pfes vSechny moznosti, jak mohou byt prvky na vstupu za-
michané (tedy pfes vSechny jejich permutace). To ndm nékdy miize dét piesnéjsi
odhad chovani algoritmu.

Zrovna u BubbleSortu a mnoha jinych algoritmi vyjde primérna casova slozitost
stejné jako slozitost v nejhorsim pripadé. Jednim z nejznaméjsich priklada algorit-
mu, ktery je v praméru asymptoticky lepsi, je tfidici algoritmus QuickSort (opét
viz tfidici kuchaika). Jeho primérnd Gasova slozitost ¢ini O(N - log N), zatimco
v nejhorsim pripadé mutze bézet az kvadraticky dlouho.

Casto pouzivané sloZitosti

Na zavér si ukdZeme ¢asto se vyskytujici ¢asové slozitosti algoritmi (ty pamétové jsou
obdobné). Sefadili jsme je od nejrychlejsich a ke kazdé piipsali piiklad algoritmu.
O(1) — konstantni (t¥eba zjisténi, jestli je ¢islo sudé)
O(log N) — logaritmickd (binarni vyhledavéni); vSimnéte si, Ze na zakladu loga-
ritmu nezaleZi, protoze plati log, n = log, n/log, a, takze logaritmy o rtiznych
zékladech se lisi jen konstanta-krat, coz se ,schovd do O-cka‘“.
O(N) — linedrni (hleddni maxima z N &isel)
O(N -log N) — linedrné-logaritmickd (nejlepsi algoritmy na t¥idéni pomoci po-
rovnavani)
O(N?) — kvadratickd (BubbleSort)
O(N3) — kubickd (ndsobeni matic podle definice)
O(2N) — exponencidlni (nalezeni vSech posloupnosti délky N sloZenych z nul
a jedni¢ek; pokud je chceme i vypsat, dostaneme O(N - 2V))
O(N") — faktoridlovd, N! =1-2-3-...- N (nalezeni vSech permutaci N prvkd,
tedy tfeba vSech pfesmycek slova o N rtznych pismenech)
iikdme tém, které patii do O(N*) pro néjaké k. Naopak nepolynomialni jsou ty, pro
néz zédné takové k neexistuje.
Do polynomidlnich algoritmii pat¥i naptiklad i algoritmus se sloZitosti O(log V).
A to proto, ze O(log N) C O(N) (kazdy algoritmus, ktery sebéhne v ¢ase O(log V),
sebéhne i v O(N)).
Nepolynomialni jsou z nasi tabulky t¥idy O(2V) a O(N!). Takové algoritmy jsou
extrémné pomalé a snazime se jim co nejvice vyhybat.
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Pro predstavu o tom, jak se slozitost projevuje na opravdovém pocitaci, se podiva-
me, jak dlouho pobézi algoritmy na poéitaci, ktery provede 10° (miliardu) operaci
za sekundu. Tento pocitac je srovnatelny s témi, které dnes bézné pouzivame. Podi-
vejme se, jak dlouho na ném pobézi algoritmy s nasledujicimi slozitostmi:

funkce / n = 10 20 50 100 1000 10°

log, n 3.3ns 4.3ns 49ns 6.6ns 10.0ns 19.9ns

n 10ns 20ns 30ns 100ns lpus 1ms
n-logon 33ns 86ns 282ns 664ns 10us 20ms
n? 100ns 400ns 900ns 100 us 1ms 1000s
n3 lus 8pus 27ps  1lms 1s 10%s
A lps 1ms Is 10%'s 10?25 =~ oo
n! 3ms 10%s 10%s 10495 10%%%s  ~ o

Pro piedstavu: 1000s je asi tak étvrt hodiny, 1000000s je neceljch 12 dni, 10°s je
31 let a 10'®s je asi tak stafi Vesmiru. TakZe nepolynomialni algoritmy za¢nou byt
velmi brzy nepouzitelné.

Karel Tesat a Martin Mares
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