Halda

Halda je datova struktura pro uchovavani mnoziny ¢isel (61 jakychkoliv jingch prvkd,
na kterych mame definovano usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvku fici,
ktery z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle podporuje nasledujici operace:
ptidani nového prvku, nalezeni nejmensiho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My
si ukdzeme jednoduchou implementaci haldy, ktera bude pfi ulozeni N prvka potie-
bovat ¢as O(log N) na pfidani ¢ odebrani jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na
zjisténi hodnoty nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda obsahuje N prvki, ulozi-
me jeji prvky do pole na pozice 1 az N. Prvek na pozici k£ bude mit dva ndsledniky,
a to prvky na pozicich 2k a 2k + 1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy napf.
2k +1 > N, ma takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce zadného naslednika. Naopak
prvek na pozici |k/2| nazveme piedchidcem prvku na pozici k. Ti z vés, ktef{ znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptisob, jak v poli uchovavat tiplné binarni
stromy (néslednici jsou synové a predchtidci otcové v obvyklé stromové terminologii,
prvek ¢. 1 je kofen stromu). O stromech se vice dozvite v nésledujicich kucharkach.

Prvky haldy vsak v poli neuchovavame v tplné libovolném poradi. Chceme, aby
platilo, ze kazdy prvek je mensi nebo roven vSem svym néaslednikiim. NaSe halda
(ulozena v poli h) tedy mize vypadat nap¥. takto:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h[il| & 6 20 | 25 7 21 | 22 | 26 | 27

Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek je uloZen na pozici
s indexem 1, a tedy muzeme snadno v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté
prozradime, jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme mu tfeba x, pfiddme na
konec pole, tj. na pozici s indexem N + 1. Nyni x porovname s jeho predchidcem.
Pokud je jeho predchidce mensi, je vse v poradku a jsme hotovi. V opac¢ném piipadé
z s jeho predchiidcem prohodime.

Tim jsme problém napravili, ale nyni mtze byt x mensi nez jeho novy predchiidce.
To lze napravit dalsim prohozenim a tak budeme pokracovat déle, nez se budto do-
staneme do situace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému predchtdci, nebo ,,vybubla®
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az do kotene haldy, kde uz zadného predchiidce nema. Protoze se v kazdém kroku
pozice, na niz se prvek z pravé nachdzi, zmensi alespon na polovinu, provedeme
dohromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme ¢as O(log N).

Odebirdni nejmensiho prvku probihd podobné: Prvek z posledni pozice (tj. z po-
zice N) pfesuneme na pozici 1, tedy misto minima. Misto s pfedchudci jej vsak
porovnédme s jeho nasledniky a v ptipadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho nasledni-
ki, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba naslednici, prohodime ho s mensim
z nich). A protoZe se ndm v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku v poli alespoii
zdvojnasobi, opét spotfebujeme cas O(log N).

Poznamky

e V ¢ase O(log N) lze z haldy smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ov§em
pamatujeme, kde se v haldé nachazi. Také muzeme prvek ponechat a jen zménit
jeho hodnotu.

Zdrojovy kod
var halda: array[1..MAX] of integer;

N: integer; { polet prvkd v haldé }
function nejmensi: integer;
begin
nejmensi:=halda[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
i:=N; N:=N+1;
haldal[i] :=prvek;
while (i>1) and (haldal[i div 2]>haldali]) do begin
x:=haldal[i div 2];
haldal[i div 2] :=haldal[i];
halda[i] :=x;
i:=i div 2
end
end;

procedure smaz_nejmensi;
var i, j, x: integer;

begin
halda[1] :=haldal[N];
N:=N-1;
i:=1;
while 2%i<=N do begin
ji=i;

if halda[j]>halda[2*i] then j:=2%i;
if (2#i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2%i+1;
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if i=j then break;
x:=halda[i]; haldali] :=haldal[j]; haldal[j]:=x;

i:=j
end
end;
HeapSort

Kdyz uz méme k dispozici haldu, mfizeme pomoci ni naptiklad snadno t¥idit ¢isla.
Mame-li N ¢isel, ktera chceme setfidit, vytvorime si z nich nejprve haldu o N prvcich
(napiiklad postupnym vkliddanim do prézdné haldy), nacez z ni budeme postupné
N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim ziskdme prvky ptivodniho pole v rostoucim
poradi. Celkové provedeme N vlozeni, N nalezeni minima a N smazani. To vSe
dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukazeme program, pridame jesté dva triky, které nam implementaci zna¢né
usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jednoho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat
na svém zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pritom zbytek pole se bude
postupné zmensovat a uvolniovat tak misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu
budeme zmensovat haldu a do volného prostoru ukladat setfidéné prvky. K tomu se
nam bude hodit ziskdvat prvky v opa¢ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby
udrzovala nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spoc¢iva v tom, Ze nebudeme haldu vytvaret postupnym vkladanim, nybrz
naopak zabublavanim prvkd (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi prvky a jejich nasledniky,
a dokonce tak zvlddneme celou haldu vytvofit v linedrnim ¢ase — proc¢ to tak je, si
zkuste dokdzat sami (sta¢i si uvédomit, kolikrat zabublédvame které prvky). Zbytek
tFidéni bohuzel nadale ztistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni haldou) a je jednim z maéla
zndmych rychlych t¥idicich algoritmi, které nepotiebuji pomocnou pamét.

type Pole = array[1..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i, x: integer;
procedure bublej(m, i: integer); { "zabubléni" prvku }
{ m je velikost haldy, i je index zabublavaného prvku }
var j, x: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
Ji=2%1i;
if (j<m) and (A[j+1]1>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[il:=A[j]; A[j]:=x;
i:=];
end;
end;
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begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i); { bublej }
for i:=N downto 2 do begin { vybirej maximum }
x:=A[1]; A[1]:=A[i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end;
end;

Dan Krdl, Martin Mare$ a Petr Skoda
Uloha 19-2-3: Moneymaker

Na vstupu dostane vas program ¢islo IV, coz je pocet tkoli ke zpracovani. Zpracovani
kazdé ulohy zabere jednotkovy cas. Dale pak N radku, kazdy se dvéma ¢isly. Prvni
¢islo znamenéd, do kdy je tfeba tkol vykonat, a druhé ¢islo je odména, kterou za
splnény tkol dostaneme. V jednom c¢ase mohu pracovat pravé na jednom tukolu.
Vystupem programu by pak mélo byt takové poradi tkolu, aby zisk byl maximaélni.
Pokud je takovych poradi vice, staci libovolné z nich.

Priklad: Pro N = 4 a zadznamy

3 1
1 3
2 5
2 4

je optimalni poradi 3, 4 a 1.

Uloha 20-4-4: Skupinky pro chytré

Budeme pracovat se zdznamy lidi. Kazdy ¢lovék ma jméno a IQ (pficemz 1Q je celé
kladné ¢islo). Z lidi budeme vytvéaret skupinky. Kazd4 skupinka ma unikatni ID
(identifika¢ni ¢islo), které je opét celé a kladné. Na pocatku méme pouze jedinou
prézdnou skupinku s ID=1.

Nad skupinkami chceme provozovat operace:

® INSERT — Vlozi nového c¢lovéka.

e FIND_BEST — Nalezne ¢lovéka s nejvyssim 1Q.

e DELETE_BEST — Clovék s nejvyssim IQ odchézi za kariérou do zahraniéi (odstra-

nime jej).

Vyse uvedené operace dostanou vzdy ID skupinky, nad kterou maji byt provedeny.
Z4dna z operaci nemodifikuje skupinku, ale misto toho vytvoii skupinku novou,
ve které budou uloZeny vysledky operace. ID nové skupinky bude nejmensi dosud
nepouzité cislo. Pochopitelné operace FIND_BEST pouze vraci nalezeného clovéka,
takze nevytvofi novou skupinku. Skupinky nikdy nezanikaji, takze je potfeba si je
néjakym zptsobem udrzovat vSechny.

Vysledek kazdé operace musite oznadmit jesté pred tim, nez zacnete zpracovavat
operaci dalsi — tj. nesmite si operace bufferovat a pak jich provést vic najednou.
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Vasim tkolem je navrhnout a popsat vhodnou datovou reprezentaci a jak na ni
budou probihat pozadované operace.

Priklad: Jak bylo feceno, na zac¢atku mame jen jednu prazdnou t¥idu s ID=1. Budeme
provadét operace:

® INSERT("Ales", IQ=130) do ID=1 vytvori skupinku ID=2.

® INSERT("Petr", IQ=110) do ID=2 vytvori skupinku ID=3.

® INSERT("Jana", IQ=140) do ID=1 vytvori skupinku ID=4.

e FIND_BEST v ID=2 vrati "Ales".

e FIND_BEST v ID=3 vrati také "Ales".

® FIND_BEST v ID=4 vrati ovSsem "Jana".

e DELETE_BEST z ID=3 vytvofi skupinku ID=5.

e FIND_BEST v ID=5 vrati "Petr", protoze AleSe odstranila pfedchozi operace.
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