Grafy
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Co maji spole¢ného nasledujici tlohy? Obycejng graf

e Na filmovém festivalu se seSlo Sest tisic lidi, nékteré
dvojice se znaji, nékteré ne. Jak najit nejvétsi skupi-
nu lidi, ve které se vSichni znaji?

Vasek Pepa
Kamil

® Podnikatel sepisuje procesy, které se pravidelné opa-
kuji pfi tvorbé jeho produktu. Nékteré tikony zavisi Lukas Ondra
na dokonceni jinych, a tak by rad védél, jak je uspo-
radat a jaké moznosti ma pfi jejich paralelizovani.

e Jak najit nejkratsi cestu z Prahy do Brna, mame-li Orientovany graf
zadanu silni¢ni sit Ceské republiky jako trojice (més-
to, mésto, délka)?

natézit  pribarvit  'SUSt
Vsechny problémy maji spolecné, ze jejich vstup mu- *

~ « v . zacl T
zeme redukovat na dvé mnoziny: objekty a vztahy me- poschat okostovat semlit
zi dvojicemi téchto objekti. Objekty jsou po fadé lidé,

tkony a mésta; vztahy jsou

® Aseznas B. Ohodnoceny graf
e A zavisi na dokonceni B. Pardubice
e Mezi A a B existuje cesta dlouhd z. Olomouc
Praha mou
Takovym zadanim k4 moderni matematika grafy. Ten 123 86
pojem nijak nesouvisi s grafy jakozto obrazky vyvoje Brno

funkci nebo vizualizacemi statistickych dat. Graf je v jadru skutecné jen dvojice
mnozin, které budeme v pocitaci ¢asto reprezentovat seznamy.

Na rozdil od jinych ¢asti nové matematiky jsou grafy nazorné — krasné se kresli.
Ackoliv se ¢ast teorie zabyva vlastnostmi takového kresleni a jedna z dalsich kuchaiek
se vénuje graftim, které se daji dobfe kreslit do roviny, nesmime se nechat touto
néazornosti zmast. Jako informatici si je kreslime jen proto, Ze se nam o seznamech
Cisel Spatné premysli. To, jak jsme si je nakreslili, na seznamech ¢isel pranic nezméni.

Definovani
Nasge tfi priklady zachycuji t¥i obvyklé situace vztahti mezi objekty:

e Nejjednodusi pfipad nastavéa na filmovém festivalu. Jediné, co si o vztahu pama-
tujeme, je, zda-li existuje. Mezi dvéma lidmi navic nemiize existovat vic vztaht.
Graftim, které modeluji takové situace, fikdme obycejné a kreslime je tak, ze
oznacené vrcholy spojujeme bezejmennymi carami.

e Situace podnikatele je sloZitéjsi, protoZe vztahy maji smér. Ackoliv v uvedené tlo-
ze existence dvou protismérnych vztaht mezi dvojici vrcholi znamené neexistenci
feSeni, v obecnosti nam takové situace nevadi. Grafy tohoto typu oznacujeme jako
orientované a misto ¢ar kreslime Sipky.

e Ptipad hleddni nejkratsi cesty pracuje na nejobecnéjsim grafu (v jistém smyslu),
grafu ohodnoceném. Ten si u kazdého vztahu pamatuje, zdali existuje a pokud
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ano, jaké mé ohodnoceni, coz muze byt libovolny idaj, zpravidla ¢islo. Pti kresleni
si toto ohodnoceni ptipisujeme k ¢aram.

Nema cenu déale zastirat obvyklou terminologii: objekttim se ¥ika wvrcholy a vztahim
hrany. Pocatky teorie graft se totiz vazou ke zkouméani pravidelnych mnohostént.

Matematika definuje obycejny graf jako uspotradanou dvojici (V, E), kde V' je obecné
(nosnd) mnozina vrcholii (vertices) a F mnoZina neusporadanych dvojic {u, v} hran
(edges). V pfipadé grafu orientovaného jsou dvojice z E uspofadané, (u,v). Zanést
ohodnoceni do definice miizeme prosté tim, ze k (V, F) pfidame funkci h : E — M,
kde M je mnozina, ze které ohodnoceni vybirame. Ale jde to samoziejmeé i jinak.
Definice slouzi jen jako kontrola, Ze nam intuice slouzila vSem stejné.

Cviceni a poznamky

® Reseni vSech tiech Givodnich tloh zde neuvadime explicitné, ale v knize piitomna
jsou. Zkuste je objevit.

e Muzeme ohodnotit graf orientovany? MuZeme ohodnocovat vrcholy, ne hrany?
MizZeme vést mezi dvéma vrcholy nékolik hran? MuZeme vSechno! Existuji do-
konce i takova zobecnéni, ktera jako hranu chdpou mnozinu ne dvou, ale k vrchola.

Programova reprezentace

Programator si definuje obycejny graf predevsim podle moZnosti svého programo-
vaciho jazyka. Zatimco soucasti pythonistovy jazykové kultury jsou seznamy, diky
kterym se nemusi starat o dynamické alokace paméti a mize tak graf psat prosté
jako seznam vrcholi, kde je vrchol seznamem sousednich vrcholti, pascalista takové
feSeni zpravidla nezvoli. Nechce totiz plytvat paméti statickou alokaci, u niz musi
predpokladat, ze vrchol mtze mit tolik sousedu, kolik je v grafu vrcholt, ale ani se
nechce parat se spojovymi seznamy.

Pro mluvdi starsich jazykt existuje standardni trik, jak neplytvat paméti a nemuset
dynamicky alokovat. Udélame si dvé pole, jedno bude velikosti N (timto pismenkem
se obvykle zna¢i pocdet vrcholi), druhé velikosti M (pocet hran). Do hranového
pole budeme ukladat cile hran, ve vrcholovém bude ke kazdému vrcholu uvedeno,
kde v poli hran zac¢inaji hrany z néj vychdzejici — konec tohoto tiseku je implicitné
urcen pocatkem nasledujicitho vrcholu. Pokud zrovna ukladame graf neorientovany,
budeme kazdou hranu chapat jako dvojici hran orientovanych, protismérnych, coz
ostatné plati u kazdého zpiisobu uloZeni grafu seznamem sousedi, jak se probirané
metodé Fika.

V pripadé slozitych grafovych algoritmt, které za svého béhu graf extenzivné mo-
difikuji, se kvili ¢asové slozitosti nevyhneme nutnosti pouzit spojovy seznam pro
seznamy hran vedoucich z jednotlivych vrcholi. Pokud si ke kazdé hrané zapama-
tujeme nejen, kam vede, ale i kde se nachazi jeji druhy konec ve spojovém seznamu
protéjsiho vrcholu, mtizeme v konstantnim ¢ase hranu odebrat, coz se ndm v jedno-
dussich reprezentacich bude dafit jen tézko.

V pokrodilejsich partiich teorie grafii se pouzivaji rozlicné maticové reprezentace
a mate-li radi algebru, je doporucenihodné se s nimi seznamit.
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V nésledujicich receptech budeme, vzhledem k pouzitému programovacimu jazyku,
vzdy pouzivat seznamy sousedt ulozené vyse popsanym, trikovym zpiisobem. Hra-
novému poli budeme fikat Sousedi, poli vrcholovému Zacatky a nadeklarujeme si
je takto:

var N, M: integer; { po&et vrchold a hran }
Zacatky: array[l..MaxN+1] of integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of integer;

Souvislost

Grafova terminologie je bohatd a vtipnd. Tteba cesta (délky k—1) je takova posloup-
nost riznych vrchold uy,us, ..., ux, kde jsou vSechny tésné po sobé jdouci vrcholy
u;, Uj+1 spojeny hranou. Tedy vskutku cesta v netechnickém vyznamu toho slova,
pokud graf chdpeme jako mapu, po které se mizeme prochézet.

Nabizi se pfemyslet nad tim, kam aZ v takovém grafu/mapé muzZeme z nékterého
vrcholu po v8ech moznych cestach dojit. Z Prahy se pésky (suchou nohou) do Sydney
nedostaneme, do Bratislavy ano.

Mnoziné vrchola grafu, pro které plati, Ze se z libovolného jejiho vrcholu dostaneme
po néjaké cesté do libovolného jiného vrcholu mnoziny, a kterd je maximalni v tom
smyslu, ze uz do ni nemizeme pridat zadny jiny vrchol grafu, fikdAme komponenta
souvislosti grafu. Vrcholy kazdého grafu mizeme na komponenty beze zbytku rozdé-
lit. Pokud m4 graf komponentu pouze jednu (z odkudkoliv se dostaneme kamkoliv),
budeme jej oznacovat za graf souwvisly.

Nesouvisly graf Souvisly graf
; (| } %

1 /

T¥i komponenty Jedina komponenta

Uvédomte si, ze fakt, ze lze z kazdého vrcholu dojit do kazdého jiného po cesté,
neznamend, %e mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje hrana (cesty délky jedna).
Kdyby mezi kazdymi dvéma vrcholy vedla hrana, prohlésili bychom graf za pinyg
a znacili ho K,,.

Jak najit komponenty souvislosti programoveé? Tézko vymyslet snazsi ikol! Oznagci-
me si vrcholy priznakem nenavstiveno a pro libovolny nenavstiveny vrchol spustime
rekurzivni funkci prohledavani, ktera nedéla nic jiného, nez zZe odejme priznak ne-
navstivenosti vrcholu v argumentu a zavold sama sebe na vSechny sousedy, ktefi
priznak jesté maji.

Takovy postup v ¢ase linedrnim vii¢i po¢tu hran komponenty objevi komponentu,
ve které se nachéazel vybrany vrchol, a mizeme ho poustét znovu a znovu, dokud
do komponent nerozbijeme cely graf. Systematicky se timto prohleddnim budeme
zabyvat v ¢asti Prohleddvdni do hloubky.
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Souvislost orientovaného grafu je o dost slozitéjsi vlastnost. Existuje ve dvou vari-
antach: definici slab€ souvislosti ziskame tak, Ze ze zkoumaného grafu ,,odmazeme
Sipky* a na vysledném neorientovaném grafu identifikujeme komponenty souvislosti.
Silnd souvislost se definuje takika stejné jako souvislost na obyc¢ejném grafu, avsak
vyuziva misto obycejné cesty definici cesty orientované — je to to samé, akorat poradi
vrcholtt musi respektovat orientaci Sipek.

Silné souvisly graf je tedy i slabé souvisly, protoze 1ze-li
se z vrcholu do vrcholu dostat respektujice sméry Sipek,
jde to jisté, i kdyZz na né zapomeneme. Naopak to ale
neplati, jak ukazuje zobrazeny slabé souvisly graf s vy-
znacenymi komponentami silné souvislosti.

Poznamky
Slabé souvisly graf
se tfemi komponentami
silné souvislosti.

e Vedle cesty existuji jesté dva podobné pojmy souvise-
jici s prochazkami — jde o tah a sled. Zatimco v cesté
se nemohou opakovat vrcholy, a tedy ani hrany (to
si rozmyslete), v tahu se nesmi opakovat pouze hrany a sled je obecné prochazka
po grafu, ktera se miize sestavat z poskakovani mezi dvéma vrcholy.

® Vypada to, jako by pojem ,cesta“ mél dva vyznamy: je to jednak jev, ktery
nastava v obecném grafu (tak jsme si jej definovali), druhak je cesta délky k graf
sdm o sobé oznacovany jako Py (z anglického path).

Cesta
... jako jev v G ... jako graf Pk Pk je pak podgrafem G

(P4)

RVA
U

Souvislost obou pouziti je v tom, Ze mizeme Py, prohlasit za podgraf libovolného
grafu, v némz nastava v ivodu kapitoly popisovand situace (existuje v ném cesta
délky k). Graf G je pfitom podgrafem grafu Go tehdy, existuje-li v G mnoZina
vrchold V takova, ze mizeme sestrojit vzajemné jednoznacné prifazeni mezi vr-
choly V' a vSemi vrcholy G; takové, ze kdykoliv mezi dvéma vrcholy v G; vede
hrana, existuje hrana i mezi pfislusSnymi vrcholy v Gs.

Totozna situace nastava u kruznic, o kterych mluvi dalsi ¢ast. Obecné ale tim-
to zpusobem zaménovat vyskyt v grafu a graf sim nezni dostatecné odborné —
vyskytne-li se kupfikladu uplny graf K, v grafu H, za¢ne se mu fikat klika.

KruZnice a stromy

Kruznice je, podobné jako cesta, posloupnost rtiznych vrchold wui,us,...,ur, kde
plati, Zze mezi u; a u;41 vede hrana. Navic ale musi vést hrana i mezi uy a u;.

33



Jsou-li dva vrcholy v obycejném grafu na kruznici, zna-
mena to, ze mezi nimi existuji alespon dvé cesty — jedna
po prvnim oblouku kruznice, druha po druhém. Povazu-
jeme-li hrany za spojeni (dopravni, komunikaéni), je to
dobra zprava, protoze vypadek jedné z hran kruznice
nezpisobi nedostupnost (graf ziistane souvisly — viz ka-

pitolu o hranové 2-souvislosti). )
koren

Neexistence kruznice mé pro strukturu grafu silné du-

sledky. Plati, ze pravé pokud v souvislém grafu neni

kruznice, pak

® mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta,
® odebrani libovolné hrany zpusobi ztratu souvislosti,
e pridani libovolné hrany vytvoii kruznici, ;%\

Stromy

® vrcholt je v takovém grafu pravé o jeden vic nez hran.

Témto souvislym grafim bez kruznic se fiké stromy a je
zédbavnym cvicenim si dokazat ekvivalenci mezi ¢tyimi

- .. maji opravdu
uvedenymi body.

Jjednoduchou strukturu.
Stromy jsou velmi oblibené datové struktury — jen mezi

kuchatkami najdete dvé ne ndhodou pojmenované ,,vyhledédvaci stromy“ a ,jinterva-
lové stromy“. Protoze je uzite¢né mit ve stromu zvlastni vrchol, ze kterého budeme
strom prohledévat a skrze ktery na néj budeme v programu odkazovat, dostalo se
mu zvlastniho pojmenovani — koten.

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma zakladnimi zptisoby proché-
zeni grafem. K tomu budeme potfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury:
Fronta je konecna posloupnost prvki, kterda mé oznaceny zacatek a konec. Kdyz
do ni priddavame novy prvek, pfiddme ho na konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek
odebirame, odebereme ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva first
in, first out, zkracené FIFO.

Zasobnik je také konecnd posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco
prvky priddvame také na konec, odebirame je z téhoz konce. Anglicky nazev je
(prekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

Algoritmus prohleddvani grafu do hloubky:
1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu v

pamatujeme znacku z,, kterd riké, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol
je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho u.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z wu, pfiddme do zasobniku
a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.
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Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu w, tedy
v pfipadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahujici w.

To mtZzeme snadno dokazat sporem: Pfredpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery neni
oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholi vice, vezmeme
si ten nejblizsi k w. Oznacme si y predchidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w;
y je urcité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny). Vrchol y se tedy musel
nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také museli ze zasobniku odebrat
a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus nékdy skonci, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik pfi-
davame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se
kazdy vrchol miize na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz ve 2. kroku pokaz-
dé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse
N opakovéanich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu nejvyse
dvakrét (v kazdém sméru jednou).

Casova slozitost celého algoritmu je tedy linearni v poétu vrcholét N a poétu hran M,
¢ili O(N + M). Pamétova slozitost je stejnd, protoze si tak jako tak musime hrany
a vrcholy pamatovat a zasobnik neni vét$i nez pamét na vrcholy.

Prohledévani do hloubky implementujeme nejsnaze rekurzivni funkci. Jako zasobnik
v tom pripadé pouzivame primo zasobnik programu, kde si program uklada navra-
tové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

var Oznacen: array[1l..MaxN] of boolean;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednoduché. Pro-
jdeme postupné vSechny vrcholy grafu, a pokud nejsou v Zadné z dosud oznacenych
komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto vrcholu prohle-
dame do hloubky. Vrcholy zna¢ime pfimo ¢islem komponenty, do které patii. Pro-
toze prohledavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran komponenty, vyjde dohromady
sloZitost O(N + M). Nic nového si ukladat nemusime, a proto je pamétova slozitost
stale O(N + M).
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var Komponenta: array[1l..MaxN] of integer;
NovaKomponenta: integer;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
end;

var I: integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then begin
Projdi(I);
NovaKomponenta := NovaKomponenta + 1;
end;
end.

Pribéh prohledavéani grafu do hloubky miiZzeme znézornit stromem (podle anglického
nézvu pro prohledévani do hloubky ,Depth-First Search® se mu ¥ikd DFS strom).
7 pocatecniho vrcholu w ucinime kotfen. Pak budeme graf prochézet do hloubky
a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze kterych jsme pfisli. Syny kazdého vrcholu
si usporadame v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi budeme tikat zleva
doprava a také ho tak budeme kreslit.

Hrandm mezi otci a syny budeme tikat stromové hrany. Protoze jsme do zadné-
ho vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které vedou do jiz
navs§tivenych vrcholi na cesté, kterou jsme pfisli z kofene, nazveme zpétné hrany.
Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu dale
od kotene. A konecné pricné hrany vedou mezi dvéma riznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, Ze pii prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou hranu dva-
krat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, anebo jednou jako
zpétnou a podruhé jako dopfednou. P¥iéné hrany se objevit nemohou — pokud by
pri¢néd hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného vrcholu, takze by se
prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemuze: predstavme si stav prohledavani v okamziku, kdy jsme opoustéli levy
vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té
uz vime, zZe neexistuje.
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jsou orientované vzdy ve stromé shora dolid, zpétné zdola nahoru a pri¢né hrany
mohou existovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, Cili pouze do podstromu, které
jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

Prohledavani do $ifky

Prohleddvdni do s$irky je zalozené na podobné myslence jako prohledavani do hloub-
ky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w. Dale si
u kazdého vrcholu z pamatujeme ¢islo H[z]. VSechny vrcholy budou mit na za-
¢atku H[z] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, oznacme ho .

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme do fronty
a nastavime jeho H[v] na Hu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch vrcholti, do
kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému
vrcholu pfifazeno nezdporné ¢islo maximalné jednou. To vse se dokazuje podobné,
jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym cislem tvori ve fronté jeden souvisly celek, protoze nejprve ode-
bereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, nez zacneme odebirat vrcholy s ¢islem
n + 1. Navic plati, ze H[v] udavéa délku nejkratsi cesty z vrcholu w do v.

Neexistenci kratsi cesty dokadzeme sporem: Pokud existuje néjaky vrchol v, pro ktery
H{[v] neodpovida délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzadalenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz Dv] je nejmensi. Pak nalezneme nejkratsi cestu z w do v
a jeji predposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v, takze pro néj uz musi byt
D[z] = H[z]. OvSem kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit
i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme mu museli pridélit
Hv] = H[z] + 1 = DJv] a to je spor.
Prohledévani do sitky méa casovou slozitost taktéz linearni s poc¢tem hran a vrchold.
Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta ma linedrni velikost k poctu vrchol,
takZe jsme si oproti prohleddvédni do hloubky nepohor$ili a i pamé&tova sloZitost
je O(N 4+ M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyklem, ktery bude pracovat
s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.
var Fronta, H: array[l..MaxN] of integer;

I, V, Prvni, Posledni: integer;

PocatecniVrchol: integer;

begin
for I :=1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;

Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
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H[PocatecniVrchol] := 0;

repeat
V := Fronta[Prvni];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;

Posledni := Posledni + 1;
Fronta[Posledni] := SousedilI];
end;
Prvni := Prvni + 1;

until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledavani do Sirky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti a hledani
kostry grafu (viz speciélni kuchaika).

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame orientovany graf G
s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy Cisly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly
z vrcholu s mensim ¢islem do vrcholu s vétsim ¢islem, tedy aby pro kazdou hranu
e = (v;,v;) bylo i < j. Piedstavme si to jako srovnani vrcholll grafu na pfimku tak,
aby ,.Sipky“ vedly pouze zleva doprava.

Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus, nelze

takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., v tak, ze
hrana vede z vrcholu v;_; do vrcholu v;, resp. z v do vy. Pak vrchol v9 musi dostat
vy$8i ¢islo nez vrchol vy, v3 nez va, ..., v, nez vi_1. Ale vrchol v; musi mit zaroven

vyssi Cislo nez vy, coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického uspoiradani zabranit.
Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat nasledujicim algoritmem:

1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou p = N.

[\

. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadné hrana (budeme mu fikat stok).
Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.
. Pritadime vrcholu v ¢éislo p.

. Proménnou p snizime o 1.

S O oW

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mtzeme mu urcité
prifadit ¢islo vétsi nez vSem ostatnim vrcholim, protoze prekdzet by nam v tom
mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok odislujeme,
muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich vrcholid. Tento po-
stup musi nékdy skoncit, jelikoz v grafu je pouze kone¢né mnoho vrchold.
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Zbyva si uvédomit, Ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy existuje
alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede néjaka hrana,
pokracujme po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do v3 atd. Co se pfi tom muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadné hrana. Vyhrali jsme, mame
stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo, Ze graf
obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

® Budeme objevovat stale a nové a nové vrcholy. V konecném grafu nemozno.

Algoritmus miZeme navic snadno upravit tak, aby netratil pfilis ¢asu hleddnim vr-
chold, z nichz nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté, a kdykoliv
néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému jinému vr-
cholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano, pfidat takovy vrchol
na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvlddneme v ¢ase O(N + M).

Jind mozZnost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, Ze pofadi, ve kterém jsme se
z vrcholu vraceli, je pravé topologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dalsim ¢islem v pofadi, rozmysleme si, jaké druhy hran z néj mohou
vést: stromova nebo dopfednad hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz prifadili

vvvvv

pouze zprava doleva, takze také do jiz o¢islovanych vrcholi. Casova slozitost je opét
O(N + M).
var Ocislovani: array[1..MaxN] of integer;

Posledni: integer;

I: integer;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Ocislovani[V] := Posledni;
Posledni := Posledni - 1;
end;

begin
for I :=1 to N do
Ocislovani[I] := -1;
Posledni := N;

for I :=1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.
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Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanégjsi formu souvislosti. Rikame, Ze neorien-
tovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, Ze:

® ma alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
e zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zpusobilo zvyseni poc¢tu komponent souvislosti grafu, na-
zyvame most.

Na hledani mostti nam poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a DFS strom.
Vsimnéme si, ze mostem muze byt jediné stromova hrana — kazda jina hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne na ¢ast obsahujici kofen
DFS stromu a podstrom ,visici“ pod touto hranou. Jediné, co tomu muze zabranit,
je existence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti, coz musi byt zpétna
hrana, navic takova, kterd neni jenom stromovou hranou vidénou z druhé strany.
Takovym hranam budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitdme hladinu, ve které se nachézi (kofen je na hla-
diné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v
spocitame, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim éislem) vedou ryzi zpétné hra-
ny z podstromu s kofenem v. To mtizeme udélat pfimo pfi prochézeni do hloubky,
protoze nez se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v.

Pokud v8echny zpétné hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je v,
pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty souvislosti,
¢ili tato hrana je mostem. V opa¢ném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato
hrana lezi, takze to most byt nemize. Vyjimku tvoii kofen, ktery zadného otce
nema a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochézeni do hloubky a ma i stejnou ¢asovou
a pamétovou slozitost O(N + M). Zde jsou dilezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: integer);
var I, W: integer;

begin
Hladina[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := HladinalV];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do begin
W := SousedilI];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
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Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladina[V] then
DvojSouvisle := False; { m&me most }
end else { zpétnd nebo dopfedna hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin

for I := 1 to N do
Hladinal[I] := -1;

DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vrcholové 2-souvisly, pravé
kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se po¢et komponent sou-
vislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algoritmu na
zjistovani hranové 2-souvislosti, jen si musime uvédomit, Ze odebirdme cely vrchol.
Ze stromu prochazeni do hloubky miize odebranim vrcholu vzniknout az nékolik
podstromi, které vSechny musi byt spojeny zpétnou hranou s hlavnim stromem.
Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen ndm vychazi, ze mize mit pouze jednoho syna, jinak bychom
ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se
od hledéani hranové 2-souvislosti 1isi jedinou zménou ostré nerovnosti na neostrou,
sami zkuste najit, které nerovnosti.

Martin Mares, David Matousek, Petr Skoda a Lukds Ldnskij
Uloha 20-3-4: Orientace na mapé

Na vstupu vas program dostane popis orientovaného grafu znéazornujictho mapu.
Vite, ze tento graf neobsahuje zadny orientovany cyklus, ¢ili Ze neexistuje zadna
orientovana cesta délky alespon 1, ktera by zacinala a koncila ve stejném vrcholu.
Ukolem programu je vypsat dvojici vrcholtl, mezi kterymi vede nejvice riizngch cest
v celém grafu. Za ruzné jsou povazovany libovolné dveé cesty, které se lisi alespon
jednou hranou. Pokud je takovych dvojic vrchola vice, staci libovolna z nich.
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Priklad: Pro tento graf je feSenim dvojice vrcholi A a D:

B

Uloha 18-2-5: Krokobé&h

Krokobéh se sklada z nékolika jezirek, ve kterych mohou krokodyli odpocivat, a ka-
nali mezi nimi. Kanaly jsou obousmérné, vedou vzdy mezi dvéma jezirky a zadné
dva kanaly se mimo jezirka neprotinaji (mimouroviiové ale mohou).

Néjaka jezirka a kandly jsou jiz postaveny. Pokud se ovSem stane, ze se krokodyl ne-
miZe dostat do néjakého jezirka (nevede k nému zadna cesta), je velmi nerudny a Zere
vSe kolem. (Kvdk!) Protoze Potrhlik nechce dopadnout stejné jako Skrblikvak, chtél
by dostavét potrebné kandly tak, aby byli krokodyli spokojeni. Ti budou spokojeni,
pokud i kdyz jeden libovolny kanal vyschne, pofad se budou moci dostat z kazdého
jezirka do kteréhokoliv jiného. A protoZe stavba krokobéhu Potrhlika finanéné velmi
vycerpala, chtél by postavit novych kanald co nejméné.

Vas program dostane na vstupu popis existujiciho krokobéhu. Ten se sklada z N > 2
jezirek a M kanalu, kazdy kanal spojuje dvojici jezirek. Vasim cilem je zjistit, kolik
nejméné kanald je tfeba pridat, aby i kdyz libovolny jeden kandl vyschne, bylo porad
mozné dostat se z kazdého jezirka do kazdého.

Priklad: Pro N = 6 jezirek a M = 4 kandly vedouci mezi jezirky (1,2), (2,3), (3,1)
a (4,5) je tieba postavit alespon dalsi 3 kandly. (Jsou to naptiklad (1,4), (5,6),

(6,2).)
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