Dijkstrav algoritmus

Tento algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnocenymi nezapornymi
Cisly a nalezne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy. Ve skutecnosti
déla o malinko vice: najde totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vSech
ostatnich.

Necht vq je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nejkratsich cest. Budeme si
udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchold
grafu. Navic u nékterych vrchold budeme mit poznamenano, ze cesta nalezena do
nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholtim budeme fikat definitivni.

Na zacatku inicializujeme v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovidajici
vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi cesty z v do v je 0). V kazdém
kroku algoritmu pak provedeme nésledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim nalezené cesty do néj
nejkrat$i mozna (v prvni kroku tedy vg). Vrchol w prohldsime za definitivni. Déle
otestujeme, zda pro néjaky sousedni vrchol v vrcholu w cesta z vrcholu vy do w
a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta z vy do v, a je-li tomu
tak, upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme pro vSechny takové
vrcholy v.

Cely algoritmus skon¢i, pokud jsou uz vsechny vrcholy definitivni nebo vSechny
vrcholy, co nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou co (v takovém piipadé se graf
sklad4a z vice nesouvislych ¢asti).

Predtim nez dokazeme, Ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne délky nej-
kratsich cest z vrcholu vg, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholad si délku dosud nalezené cesty uchovame v poli. Cely algo-
ritmus ma nejvyse N krokt, protoze v kazdém kroku nam pribude jeden definitivni
vrchol. Ten vybirdme jako minimum z délky aktualni cesty pfes vSechny dosud ne-
definitivni vrcholy, kterych je O(N).

V kazdému kroku musime zkontrolovat tolik vrcholi v, kolik hran vede z vrcholu w.
Pocet takovych zmén pro vechny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je
pocet hran vstupniho grafu. Z toho vyjde ¢asova slozitost O(N? + M), &ili O(N?),
jelikoz M je nejvyse N2. Tuto implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci
nasi kucharky.
K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest miizeme ovSem pouzit haldu.
Ta bude na zacatku obsahovat N prvkid a v kazdém kroku se pocet jejich prvki
snizi o jeden: nalezneme a smaZzeme nejmensi prvek, to zvladneme v ¢ase O(log N),
a pripadné upravime délky nejkratsich cest do sousedu pravé zpracovavaného vr-
cholu. To pro kazdou hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(M log N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algoritmu O((N + M) log N), a to
je pro ,¥idké“ grafy (tedy grafy s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k ditkazu spravnosti Dijkstrova algoritmu. UkaZeme, Ze po kaz-

dém kroku algoritmu plati nasledujici tvrzeni: necht A je mnozina definitivnich
vrcholt, pak délka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol grafu) je
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délka nejkratsi cesty vovs . . . viv takové, ze vSechny vrcholy vg, vy, . . ., v jsou v mno-
ziné A.

Tvrzeni dokazeme indukci dle poctu kroka algoritmu, které jiz probéhly. Ziejmé to
plati pfed a po prvnim kroku algoritmu (A je prazdna, potom obsahuje jen wp),
takze je tfeba ukézat platnost tvrzeni pro k-ty krok za predpokladu, Ze plati pro
krok k£ — 1 a vSechny pfedchozi.

Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohléSen za definitivni. Uvazme
nejprve néjaky vrchol v, ktery je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trivialni.
V opac¢ném pripadé ukazeme, Ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A,
kterd nepouziva vrchol w.

Ozna¢me D délku cesty z vy do v pies vrcholy A bez vrcholu w. Protoze v kazdém
kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrchola
v jednotlivych krocich tvoii neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezaporné!),
tak délka cesty z vy do w ptes vrcholy z A je alespont D. Ale potom délka libovolné
cesty z vg do v pfes w pouzivajici vrcholy z A je alesponi D. Z volby D pak vime, Ze
existuje nejkratsi cesta z vy do v pfes vrcholy z A, kterd nepouZiva vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht vgv; ... vgv je nejkratsi
cesta z vg do v takova, ze vSechny vrcholy vg, v1,..., v jsou v mnoziné A.

Pokud v = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé probéhlém
kroku. Pokud vy # w, pak vgvi,...,v; je nejkratsi cesta z vy do vy pres vrcholy
z mnoziny A a tedy muzeme predpokladat, Ze Zadny z vrcholl vq,...,vr neni w
(podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce). Potom se ale délka
cesty do v rovnala spravné hodnoté uz pted pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnozZina A obsahuje prévé ty vrcholy, do
kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Poznamky

® Dijkstruv algoritmus je mozné snadno upravit tak, aby nam kromé délky nejkrat-
81 cesty i takovou cestu nasel: u kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime
ohodnoceni, poznamename, ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu
do néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, ze u posledniho vrcholu této cesty
zjistime, ktery vrchol je predposledni, u predposledniho, ktery je predpiedposled-
ni, atd.

® Existuji i jiné nez binarni haldy, napfiklad k-regularni haldy, v nichz ma kazdy
prvek k néslednikt (rozmyslete si, jaka je v takové haldé ¢asova sloZitost operaci
a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl Dijkstrtv algoritmus co nejrych-
lejsi), nebo tzv. Fibonacciho halda, ktera dokdze upravit hodnotu prvku v kon-
stantnim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v ¢ase O(M + N log N).

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda
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Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: integer; { pocet vrchold }
vahy: array[1l..MAX, 1..MAX] of integer;
{ vahy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1l..MAX] of integer;
{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekone&no }
def: array[1..MAX] of boolean;
{ definitivni? }

procedure Dijkstra(odkud: integer);
var i, w, v: integer;
begin
for i:=1 to N do begin
def[i] :=false; delkyl[i]:=-1;
end;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not def[i] and ((w=0) or (delky[il<delky[w])) then w:=i;
if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahyl[w] [i]<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]l<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;

Uloha 18-3-4: Pochoutka pro prasatko

V lese sousedicim s poklidnym rybnic¢kem nasich hrosiki se objevilo hladem silhajici
prasatko. Zaslechlo totiz zvésti o Velké Bukvici, ktera si tou dobou lebedila v podzemi
lesiku. Zacalo tedy bez rozmyslu rejdit mezi stromy, le¢ brzy mu dosly sily — byl to
uz pieci jenom néjaky ¢as od posledni mnamky. Budete umét prasatku poradit?

Les si predstavme jako ¢tvercovou sif, v jednom policku prasatko, v jiném bukvice.
Aby to nebylo tak jednoduché, prasatko se v lese miiZe pohybovat jen podle urcitych
pravidel a kazdé z nich stoji néjaké kladné mnozstvi namahy.

Konkrétné — na vstupu dostanete rozmeéry lesa a pozici prasatka a bukvice spolu
s pravidly, podle kterych se prasidtko muze pohybovat. Kazdé pravidlo obsahuje
trojici ¢isel x y z, kde « a y je povoleny posun v miiZce (o kolik se zméni pozice
prasatka ve ¢tvercové siti), zatimco z je asili, které prasatko musi vynalozit pro dany
pfesun. Vasim tkolem je najit a vypsat cestu od prasatka k bukvici. Na své cesté
nesmi prasatko opustit lesik. A aby mily ¢unik hlady neposel, musi byt vynaloZené
Gsili nejmensi mozné.
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Priklad: Les ma rozméry 6 x 6, poloha prasatka je [3,3] a poloha bukvice [1,5].
Pohyb prasatka se 1idi tfemi pravidly 22 3,111 a —4 0 5. Potom je pro prasatko
nejvyhodnéjsi pouzit dvakrat pravidlo 2 (— [5, 5]) a pak jednou pravidlo 3 (— [1, 5]).
Vynalozena namaha je pak 2-145=7.

Uloha 22-1-1: Al¢ina interpretace

Mame velky diim se spoustou pokoji, mezi nékterymi z nich vedou schodisté: z jed-
noho pokoje do druhého se bud stoupé, nebo klesa. Jen tak z legrace hledame cestu

z jednoho pokoje do druhého tak, abychom co nejméné krat musili prestat vychéazet
schody a zacit schazet, nebo naopak prestat schazet a zacit vychazet.
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