Minimalni kostra

Pfedstavme si nasledujici problém: Chceme urcit silnice, které se budou v zimé
udrzovat sjizdné, a to tak, abychom celkové udrzovali co nejméné kilometra silnic,
a presto zadné mésto od ostatnich neodrizli.

Mésta a silnice si miizeme predstavit jako nam uz dobfe znamy graf, o kterém ny-
ni budeme predpokladat, ze je souvisly. Kdyby nebyl, nid$ problém nijak vyftesit
nelze. Vysledny podgraf/seznam silnic, ktery ¥esi nas$ problém se snéhem, nazyvaji
matematici minimdlni kostra grafu.

Co se v souvislém grafu presné mysli pod pojmem kostra? Nazveme ji libovolny pod-
graf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a zaroven je stromem. Strom jsme si definovali
v kapitole o grafech; jsou to pfesné ty grafy, které jsou souvislé (z kazdého vrcholu
ydojedeme* do kazdého jiného) a bez kruznice (takze nemame v silni¢ni siti zaddné
prebytecné cesty).

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz v nasem pripadé bude
vzdy kladné c¢islo, dostaneme ohodnoceny graf. V takovych grafech pak obvykle
hledame mezi vSemi kostrami kostru minimdlni, coz je takova, pro kterou je soucet
vah jejich hran nejmensi mozny. Graf mtize mit vice minimélnich koster — naptiklad
jestlize jsou vSechny vahy hran jednicky, vSechny kostry maji stejnou véhu n — 1
(kde n je pocet vrcholu grafu), a tedy jsou vSechny minim&lni.

Pro vyfeseni problému hledédni minimalni kostry se ndm bude hodit datova struktura
Disjoint-Find-Union (DFU). Ta umi pro dané disjunktni mnoziny (disjunktni zna-
mend, Ze kazdé 2 mnoziny maji prazdny prinik neboli Zadné spolecné prvky) rychle
rozhodnout, jestli dva prvky patfi do stejné mnoziny, a provadét operaci sjednoceni
dvou mnozin.

Algoritmus

Algoritmus na hledani minimélni kostry, ktery si pfedvedeme, je typickou ukazkou
tzv. hladového algoritmu. Nejprve setiidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kost-
ru budeme postupné vytvaret pfiddvanim hran od té s nejmensi vahou tak, Ze hranu
do kostry pfidame prévé tehdy, pokud spojuje dvé (prozatim) rtzné komponenty
souvislosti vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené kostry pridame,
pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy, které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklicky podgraf grafu, ktery je
souvisly (pokud vstupni graf je souvisly, coz mléky pfedpoklddame). Nez si uké-
zeme, ze nalezend kostra je opravdu minimélni, podivejme se na ¢asovou slozitost
naseho algoritmu: Pokud vstupni graf ma N vrcholt a M hran, tak ivodni setfidéni
hran vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych tfidicich algoritmu
popsanych v jednom z minulych dilti kuchatky) a poté se pokusime pfidat kazdou
z M hran.

V druhé ¢asti kucharky si ukdazeme datovou strukturu, s jejiz pomoci bude M testt
toho, zda mezi dvéma vrcholy vede hrana, trvat nejvyse O(M log N). Celkova ¢asova
slozitost naseho algoritmu je tedy O(M log N) (vsimnéte si, ze log M < log N? =
2log N). Pamétova slozitost je linedrni vzhledem k poc¢tu hran, tj. O(M).
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Dukaz spravnosti

Zbyva dokazat, Ze nalezena kostra vstupniho grafu je minimélni. Bez Gjmy na obec-
nosti muzeme predpokladat, ze vahy vSech hran grafu jsou navzajem rtzné: Pokud
tomu tak neni jiz na zacatku, pri¢teme k nékterym z hran, jejichz vahy jsou du-
plicitni, velmi malé kladné cela ¢isla tak, aby poradi hran nalezené nasim tfidicim
algoritmem zustalo zachovano. Tim se kostra nalezena hladovym algoritmem nezmé-
ni a pokud bude tato kostra minimalni s modifikovanymi vdhami, bude minimé&lni
i pro ptvodni zadani.

Ozna¢me si nyni T,j; kostru nalezenou hladovym algoritmem a Ty,;, néjakou mi-
nimalni kostru. Co by se stalo, kdyby byly rtzné? Vime, Ze vSechny kostry maji
stejny pocet hran, takze musi existovat alespon jedna hrana e, kterd je v T.jq, ale
neni v Tii,. Ze vSech takovych hran si vyberme tu, kterd mé nejmensi vahu, tedy
kterou algoritmus pfidal jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu tésné pred
pridanim e, vidime, ze sestrojil néjakou ¢aste¢nou kostru F', kterd je jesté soucasti
jak Tmina tak Talg-

Pridejme nyni hranu e ke kostfe Ty,;,. Tim vznikl podgraf vstupniho grafu, ktery
zjevné obsahuje néjakou kruznici C' — uz pfed pridinim hrany e totiz T, byla
souvisla. Protoze kostra 1%, neobsahuje zddnou kruznici, na kruznici C' musi byt
alespon jedna hrana €', kterd neni v Tyi.

Vsimnéme si, Ze hranu ¢’ nemohl algoritmus zpracovat pied hranou e: hrana ¢’ nelezi
V Thin na zadném cyklu, takze tim spis netvoii cyklus v F' a kdyby ji algoritmus
zpracoval, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil. Z toho plyne, ze vaha
hrany e’ je v&tsi nez vdha hrany e. KdyZ nyni z kostry Ty, odebereme hranu e’
a pfiddme misto ni hranu e, musime opét dostat souvisly podgraf (e a e’ pfeci lezely
na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho grafu. Jenze tato kostra mé celkové
mensi vahu nez miniméalni kostra Ty,i,, coZ neni mozné. Tim jsme dosli ke sporu,
a proto Tiin a Thie nemohou byt riizné.
Cviceni
e V ditkazu jsme ptredpokladali, Ze vdhy hran jsou rizné (resp. jsme je riznymi
udélali). Neni potfeba i v samotném algoritmu priéitat velmi malé ¢isla k hrandm
se stejnou vahou?

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik disjunktnich
podmnozin (¢ili takovych, Ze zaddné dvé nemaji spoleény prvek). To znamend, Ze
pomoci této struktury mizeme pro kazdé dva z uloZenych prvki Fici, zda patii ¢i
nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU vrcholy zadaného grafu
a budou nalezet do stejné podmnoziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvofe-
né casti kostry existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou odpovidat
komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura DFU provadét nasledujici
dvé operace:
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e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Tato operace bu-
de v pripadé naseho algoritmu odpovidat testu, zda dva vrcholy lezi ve stejné
komponenté souvislosti.

® union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci v nasem algoritmu na
hledéni kostry provedeme vzdy, kdyz do vytvérené kostry piidame hranu (tehdy
spojime dvé rtizné komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny reprezentovat. Prvky ob-
sazené v jedné podmnoziné budou tvorit zakorenény strom. V tomto stromé vsak
povedou ukazatele (trochu nezvykle) od listti ke kofeni. Operaci find lze pak jedno-
duse implementovat tak, ze pro oba zadané prvky nejprve nalezneme kofeny jejich
stromi. Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i ve stejné
podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rtizné, jsou zadané prvky v riznych stromech,
a tedy jsou i v riznych podmnozinéch reprezentovaného rozkladu. Operaci union pro-
vedeme tak, ze mezi kofeny stromi reprezentujicich slu¢ované podmnoziny pridame
ukazatel a tim tyto dva stromy spojime dohromady.

Implementace dvou vysSe popsanych operaci, jak jsme se ji pravé popsali, nasleduje.
Pro jednoduchost mnozina, jejiz rozklad reprezentujeme, bude mnozina ¢isel od 1
do N. Rodice jednotlivych vrcholi stromu si pak pamatujeme v poli parent, kde
0 znamend, Ze prvek rodi¢e nema4, tj. Ze je kofenem svého stromu. Funkce root(v)
vrati kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

var parent: array[l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v, w: integer):boolean;
begin

find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root(v); w:=root(w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

49



S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by se ale mohlo stat, ze
stromy odpovidajici podmnozinam budou vypadat jako ,hadi“ a pokud budou ob-
sahovat N prvki, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoduché vylepSeni:

e union by rank: Kazdy prvek mé ptirazen rank. Na zac¢atku jsou ranky vSech prvk
rovny nule. P¥i provadéni operace union pripojime strom s kofenem mensiho
ranku ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofend stromu se v tomto pripadé
neméni. Pokud kofeny obou stromi maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale
rank kofenu vysledného stromu zvétsime o jedna.

e path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny prvky na cesté od prvku
v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zménime jejich rodice na koren daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni implementace funkci
root a union:
var parent: array[l..N] of integer;

rank: array[1..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;

begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zména path compression}
function root(v: integer): integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]);
root:=parent [v] ;
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v, w: integer):boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zména kvili union by rank}
procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root (v);
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w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank([w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;
end
else if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve ucinime nasledujici pozo-
rovani: Pokud je prvek v s rankem r kofenem stromu v datové strukture DFU, pak
tento strom obsahuje alespon 2" prvki. Nase pozorovani dokazeme indukci podle r.
Pro r = 0 tvrzeni zfejmé plati. Nechf tedy r > 0. V okamziku, kdy se rank prvku v
meéni z r—1 na r, sluéujeme dva stromy, jejichz kofeny maji rank r — 1. Kazdy z téch-
to dvou stromt m4 dle indukéniho predpokladu alespoti 2"~ prvki, a tedy vysledny
strom ma alespon 2" prvkd, jak jsme pozadovali. Z naseho pozorovani ihned plyne,
Ze rank kazdého prvku je nejvyse logy, N a prvkil s rankem r je nejvyse N/2" (vSim-
néme si, ze rank prvku v DFU se neméni po okamziku, kdy dany prvek piestane byt
koten néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého stromu v DFU rov-
na ranku jeho kofene, protoze rank kofene se méni pravé tehdy, kdyz zvétSujeme
hloubku stromu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, N, hloubka
kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N. Potom ale procedura root spotfebuje
¢as nejvyse O(log N), a tedy operace find a union stihneme v éase O(log N).

Amortizovana ¢asova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je amortizovand ¢asova
slozitost. Rekneme, Ze néjakd operace pracuje v amortizovaném case O(t), paklize
provedeni libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). Ptitom provedeni kte-
rékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat cas vétsi. Tento vétsi ¢as je pak v souctu
kompenzovan kratsim ¢asem, ktery spotifebovaly nékteré predchozi operace.
Nejdiive si pfedvedme tento pojem na jednoduchém piikladé. Reknéme, ze mame
¢islo zapsané ve dvojkové soustavé. Pricist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva kon-
stantni ¢as, nebot zilezi na tom, kolik jednicek se vyskytuje na konci zadaného &isla.
Pokud se nam ale povede ukézat, ze N pricteni jednicky k ¢islu, které je na pocatku
nula, zabere ¢as O(N), pak mizeme Fici, ze kazdé takové pfic¢teni trvalo amortizo-
vané O(1).

Jak tedy ukazeme, Ze N pFic¢teni jednicky k ¢islu zabere ¢as O(N)? PouzZijeme k tomu
,penizkovou metodu“. Kazda operace nas bude stat jeden penizek, a pokud jich na
N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokazano.
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Kazdé jednicce, kterou chceme pric¢ist, dame dva penizky. V pribéhu celého pri¢itani
bude platit, ze kazda jednicka ve dvojkovém zdpisu Cisla mé jeden penizek (kdyz
zacneme jednicky pficitat k nule, tuto podminku splnime). Pfi¢itani bude probihat
tak, Zze pricitand jednicka se ,podivad® na nejnizsi bit (tj. ve dvojkovém zépise na
posledni cifru) zadaného éisla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula, zméni ji na
jednicku a da ji sviij zbyly penizek. Pokud to je jednicka, vezme si pfi¢itana jednicka
jeji penizek (Cili uz mé zase dva), zméni zkoumanou jedni¢ku na nulu a pokracuje
u dalsiho bitu, atd.

Takto splnime podminku, ze kazda jednicka v dvojkovém zéapisu ¢isla méa jeden pe-
nizek. Tedy N pri¢itani nas stoji 2N penizkd. Protoze pocet penizk utracenych
béhem jedné operace je tmérny spotiebovanému Casu, vidime, Ze vSech N pfic¢teni
probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédomit, Ze pfiéteni nékterych jedniek mu-
ze trvat az O(log N), ale amortizovand ¢asové slozitost pfi¢teni jedné jednicky je
konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a nikoliv union by rank, dalo by
se dokazat, ze kazda z operaci find a union vyZaduje amortizované éas O(log V),
kde N je pocet prvki. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze tim bychom si ni-
jak oproti samotnému union by rank nepomohli. Pro¢ tedy vlastné hovoiime o obou
vylepSenich? Inu proto, Ze pri pouziti obou metod soucasné dosdhneme mnohem
lepsiho amortizovaného ¢asu O(«(N)) na jednu operaci find nebo union, kde a(N)
je inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici mtuzete nalézt na konci kucharky, zde
jen poznamenejme, %e hodnota inverzni Ackermannovy funkce a(N) je pro vSechny
praktické hodnoty N nejvyse étyfi. Cili dosdhneme v podstaté amortizované kon-
stantni ¢asovou slozitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.

Dokézat vySe zminény odhad ¢asové slozitosti funkei a(IV) je docela té7ké, my si
@ zde predvedeme ponékud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ¢asovy odhad
O((N + L)log" N), kde L je pocet provedenych operaci find nebo union a log* N
je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ definice nasleduje. Nejprve si definujeme funkci
2 1 k rekurzivnim predpisem:

210=1, 21k=22Tk"1),

Méme tedy 2 11 =2,212=2%2=4,213=2%=16,2 14 = 26 = 65536,
21 5 = 205536 atd. A kone¢né, iterovany logaritmus log* N ¢isla N je nejmensi
prirozené ¢islo k takové, ze N < 2 1 k. Jiné (ale ekvivalentni) definice iterovaného
logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet, kolikrat musime &islo N opakované
zlogaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyvé provést slibenou analyzu struktury DFU pii soucasném pouziti obou metod
union by rank a path compression. Prvky si rozdélime do skupin podle jejich ranku:
k-t4 skupina prvki bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi (21 (k—1)) +1
a 2 T k. Napf. treti skupina obsahuje ty prvky, jejichz rank je mezi 5 a 16. Prvky
jsou tedy rozdéleny do 1+ log™ log N = O(log™ N) skupin. Odhadnéme shora pocet
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prvkd v k-té skupiné:

21k—21(k—1)

N N N 1 <
221 (k—1)+1 +eeet 221k~ 927(k—1) Zl 9t | =
< N 1= N
= 92t(k—1) 21k

Ted miizeme provést asovou analyzu funkce root(v). Cas, ktery spotfebuje funkce
root(v), je piimo tmérny délce cesty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta je
pak nasledné rozpojena a vsechny prvky na ni jsou pfepojeny primo na kofen stro-
mu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, které ,naictujeme® tomuto volani
funkce root(v), a ty, které zahrneme do faktoru O(N log* N) v dokazovaném ¢aso-
vém odhadu. Do volani funkce root(v) zapoc¢itdme ty hrany cesty, které spojuji dva
prvky, které jsou v riznych skupinich. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log* N)
(vSimnéte si, Ze ranky prvkd na cesté z listu do kofene tvoii rostouci posloupnost).
Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Pti kazdém piepojeni
rank rodi¢e prvku v vzroste. Tedy po 2 1 k pfepojenich je rodi¢ prvku v v (k + 1)-ni
nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hrana z néj na cesté
do kofene nebude tétovana volani funkce root(v) nejvyse (2 1 k)-krat. Protoze k-t&
skupina obsahuje nejvyse N/(2 1 k) prvki, je pocet takovych hran pro vSechny prvky
této skupiny nejvyse N. A protoze pocet skupin je nejvyse O(log" N), je celkovy
pocet hran, které nejsou zapocitany volanim funkce root(v), nejvyse O(N log™ N).
Protoze funkce root(v) je volana 2L-krat, plyne ¢asovy odhad O((N + L)log" N)
z praveé dokazanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce o(N)
Ackermannovu funkci Ize definovat nésledujici konstrukei:

Ao(i) =i +1, Apy1(i) = AL(i) pro k >0,
kde vyraz A} zastupuje sloZeni i funkci Ay, napi. A1(3) = Ag(Ao(Ao(3))). Plati tedy
nasledujici rovnosti:

Ao(i) =i +1, A1(i) =2i, Ay(i)=2"-i.
Ackermannova funkce s jednim parametrem A(k) je pak rovna hodnoté A (2), éili
A(2) = Ay(2) = 8, A(3) = A3(2) = 21, A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd... Hodnota

inverzni Ackermannovy funkce «a(N) je tedy nejmensi pfirozené ¢islo k takové, Ze
N < A(k) = Ag(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich plati, ze (N) < 4.

Dan Krdl, Martin Mare§ a Milan Straka
Uloha 20-1-4: Kormidlo
Spravné namotnické kormidlo s N loukotémi je v podstaté pravidelny N-tthelnik,
jehoz stied je spojen s kazdym z N bodu na obvodu. Sklada se tedy z 2N rovnych

dild. Kormidlo s tfemi a sedmi loukotémi si muzete prohlédnout na néasledujicim
obrazku.
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Vilda chce ale kormidlo opravit co nejdfive, a tak se rozhodl, Ze ho sestavi netiplné
— pouze z N rovnych dilt. Pfitom chce, aby z kazdého z N + 1 vrcholi kormidla
vedl alesponl jeden dil a v8ech N rovnych dilii bylo navzajem spojeno (tj. kormidlo
se nerozpada na dva ¢i vice dili).

Napiste program, ktery dostane na vstupu N > 3. Vystupem vaSeho programu by
mél byt pocet zptisobt, kterymi miize sestavit Vilda kormidlo s N loukotémi z NV dild
tak, aby z kazdého vrcholu netplného kormidla vedl alespon jeden dil a kormidlo se
nerozpadalo na vice ¢asti.

Priklad: Pro N = 3 lze kormidlo sestavit 16-ti zptisoby. Jsou to

poslednich 5 ve 3 otocenich.

Uloha 20-5-4: Draéi chodbicky

Splet dracich chodeb a jeskyni si pfedstavime jako graf,
kde vrcholy jsou jeskyné nebo kfizovatky a hrany jsou
tunely.

Drak by rad co nejvic chodeb zasypal, ale zaroven chce,
aby se dostal do vSech jeskyni (vrcholil). Také vAm dava
seznam mist, ve kterych ma ¢ast pokladu. K takovym
misttim by chtél nechat pouze jednu pristupovou chodbu
(tj. z téchto vrchold maji byt listy).

Navrhnéte, které chodby by mél drak zachovat, aby sou-
cet délek zasypanych chodeb byl nejvétsi mozny. Muzete
predpokladat, ze zadany problém ma feSeni (tzn. z vr-
choli s pokladem lze udélat listy, aniz by se graf rozpadl
na vice komponent).

Priklad: Vpravo nahofe je obrazek soucasného stavu tu-
neld v Ohnivé hotfe (mista s pokladem jsou vyznacéena
¢erné). Dole pak vidite vysledek (zasypané chodby jsou
¢arkované).
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