Eulerovské tahy

Historicky problém

V roce 1735 se svycarskému matematikovi Leonhardu Eulerovi na sttl dostal na prv-
ni pohled jednoduchy problém, ktery mu predlozil starosta mésta Kralovec (dnesni
Kaliningrad). Kralovcem tece feka Pregola, na ni je nékolik ostrovii a ostrovy jsou
spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobov4 ilustrace situaci vystihla takto (schéma-
tickd kresba):

Pan starosta se pana matematika v dopise tézal, jestli je mozné zacit na nékterém
z biehtt (nebo ostrovil) a udélat si vychdzku po mésté tak, ze se kazdym mostem
projde pravé jednou. Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché zemé, ze kterého
vysel.

Profesor Euler jej nejprve chtél poslat k sipku — problém jde snadno vyftesit rozbo-
rem piipadi, coz by zvladli i tehdejsi studenti stfedni $koly (natoz pak ti dnesni).
Zachoval se ovsem jako pravy matematik — ptiSel na to, jak problém zobecnit, a mis-
trné vytesil hadanku i pro vSechna mozna mésta, ktera kdy budou chtit poradat
podobné prochazky.

Eulerovsky tah

Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si pfipomenout grafovou termi-
nologii. Vrcholy naseho grafu jsou kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta nebo
ostrovy. Mezi dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem, a onen most
odpovidé hrané.

V tomto zadani ma smysl uvazit, ze mezi dvéma kusy pevniny povede mostt vice —
napiiklad v Praze jich vede tolik, Ze se na to ptaji v leckteré zemépisné olympiadé.
Graf, kde mezi vrcholy vede vice hran, nazyvame multigraf, a pokud dvé hrany vedou
mezi stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako o paralelnich hranach.

Obecné prochézka v grafu z vrcholu A do vrcholu B (po-
sloupnost hran takova, ze cilovy vrchol predchozi hrany
je pocatecni vrchol hrany nésledujici) se nazyva sled z A
do B. Ve sledu se mohou opakovat jak hrany, tak vrcho-
ly; sled tedy neni feSenim naSeho problému (ve sledu je
mozné se vratit po hrané, ze které jsme pravé prisli).

Pro nasi ulohu se hodi posloupnost hran takovéa, ze vrcho-
ly se opakovat mohou, ale hrany nikoli. Této posloupnosti
se ika tah z A do B. Kdyby se neopakovaly ani vrcholy,
pak posloupnost oznacujeme jako cestu. Tah (respektive
sled) je uzavieny, pokud zacind v A a kondi také v A.
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Podivame-li se tedy na mapu Kréalovce jako na multigraf, ptame se, zdali existuje
uzavieny tah takovy, ze kazdou hranu navstivi pravé jednou. Takovému tahu pak
fikdme uzavreny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,tah“ nefika jen tak nahodou. Déti se Casto ve Skolce preko-
navaji v uméni nakreslit obrazek jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo vracet po
uz nakreslené ¢are. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢4ry jsou hrany, mista
jejich setkani vrcholy), pak eulerovsky tah nalezneme jen v tom obrazku, ktery lze
nakreslit jednim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se pak vratime i do mista,
kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na ¢ase poodhalit feseni naseho problému s eulerovskym tahem. Pidjdeme na to
jako matematici — nejprve ukdzeme nutnou a hned nato postacujici podminku. Nutna
vlastnost grafu je takova, Ze bez ni eulerovsky tah neni mozné najit; postacujici
vlastnost je ta, se kterou vzdy eulerovsky tah najit umime. Jsou-li obé podminky
stejné, pak se jedna o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Predstavme si, Ze jsme kouzlem né&jaky uzavieny eulerovsky tah nasli, at uz je ja-
kykoli. Vzdy, kdyz se dostaneme do jednoho vrcholu (a neni dtlezité, jestli uz jsme
v ném byli, nebo ne), tak z néj musime hned také odejit, abychom tah uzavfeli.
A protoze tah je eulerovsky, kazdou hranou projdeme jen jednou, takze tyto dvé
hrany (tu pfichozi a odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo vjchozi te-
dy plati, ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnitf, a jedna, kterd z néj vedla
ven.

Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj nevstoupime poprvé pomoci
hrany, takze pocet navstivenych hran u néj bude stale lichy — ale jen do chvile, nez
se do néj naposledy vratime a skoncime, protoze skoncenim jsme pouzili posledni
hranu, ktera bude tvorit dvojici s hranou prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, Ze graf ma sudy pocet hran (protoze
trojuhelnik jednim tahem nakreslime a pfesto mé 3 hrany), ale plati, ze do kazdého
vrcholu vede sudy pocet hran, tedy Ze graf ma vsechny stupné sudé. Nezapomenme
také na to, Ze graf musi byt souvisly — dva oddélené obrazky jednim tahem bez
zvednuti tuzky nenakreslime. Mame nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovérit, ze podminky jsou i postacujici. Méjme souvisly graf, ktery méa
vsechny stupné sudé. Umime v ném vzdy najit uzavieny eulerovsky tah? Ovéfme
to, jak se na informatiky patii — algoritmem.

Predlozeny algoritmus je zaloZeny na vylepSeném prohledévani do hloubky, tedy
DFS, o kterém jste si mohli precist v prvni grafové kucharce.

Vyberme si vrchol, v ném zacneme. N4as algoritmus musi umét oznacovat hrany jako
,probrané“, jako to déld DFS. Vyberme si tedy jednu hranu a pokracujme déle,
zatim bez vypisovani.

Po néjakém tom prochézeni se jisté stane, Ze jsme se zastavili — vrchol uz nema zadné
nepouzité hrany. Nutné to znamend, Ze to je ten vrchol, ve kterém jsme zacinali.
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V prochéazeni do hloubky se vracime zpét, ale my k tomu pfiddme vypisovani cesty
— postupné pozpatku vypisujeme hrany, kterymi se vracime zpét v prohledévani.

A

Na obrazku vyse je priklad pravé probihajicitho algoritmu. Zacal ve zvyraznéném
vrcholu vlevo, prochéazel po Sipkdch az do bodu A, kde volil hrany tak, Ze hned
skoncil na zacatku. Dale pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel zase do
bodu A. Zde si vybral jednu jeSté nepouzitou hranu a po ni prosel celou druhou
kruznici — zbytek hran — zpét do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme az na zacatek, nebo se dostaneme do vrcholu, ktery ma
jeste néjaké nepouzité hrany (situace miize vypadat t¥eba jako na obrazku). Potom
vypisovani zastavime a pokracujeme v prohleddvani DFS pres nepouZitou hranu.
I tam se to mize zastavit (a zastavi), i tam za¢neme vypisovat pozpatku. Nakonec
dojdeme do ptvodniho mista rozboceni, a budeme opét pozpatku vypisovat hrany,
které nas nakonec dostanou az na pocatek, kde skonc¢ime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerovsky tah? Graf byl souvisly
a o algoritmu DF'S se vi, ze v takovém pfipadé€ navstivi kazdou hranu pravé jednou.
Algoritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni zptsob, jak ho
vypisuje. Kdyz dojde na kfiZzovatku s jesté nepouzitymi hranami, tak vypis zastavi,
tiSe po nich kradi, oznacuje si je a vypisuje, az kdyz se po nich vraci. Ovéime si, ze
hrany opravdu navazuji.

V duchu argumentti z pfedchazejici ¢asti vime, Ze jediny vrchol grafu s lichym poctem
nepouzitych hran je praveé ona kiizovatka — a algoritmus DF'S prochézi graf podobné,
jako jsme ho prochazeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto vrcholu algoritmus
dojde, az se pruchod touto ¢asti grafu zastavi.

Jakmile sem program dojde (a nezbudou mu volné hrany), za¢ne cestovat zpét a hra-
ny vypisovat — a opravdu, pokracuje se tedy z mista, kde naposledy prestal, a pro-
gram vskutku vypiSe tah pfes vSechny hrany v grafu — uzavieny eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni: (Multi)graf obsahuje uzaviensy
eulerovsky tah prdvé tehdy, kdyz md vsechny stupné sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, Ze slozitost naseho algoritmu na bazi DFS je linearni vudi veli-
kosti grafu (po¢tu vrcholt a hran). Existuji i jiné algoritmy pro hledani eulerovského
tahu, jedna varianta naptiklad prochazi grafem a vybira si na kiizovatkach takové
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hrany, které souvislost grafu pokud mozno neposkodi. Tyto algoritmy uz nemusi mit
nutné linearni casovou slozitost.

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obrazkt ze stejného bodu ziv je ¢loveék. Co kdybychom mohli zacit
a skoncit v jiném misté, tedy ptali se po neuzavienych eulerovskych tazich, zménilo
by se néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky si vyzadaji, aby
vSechny vrcholy mély sudy stupen az na pravé dva vrcholy, které maji lichy stupen.
Pokud nam to nevérite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou cestu — uzavienou cestu
pres vSechny vrcholy, ktera navstivi kazdy vrchol préavé jednou (¥ikéa se ji ,Hamil-
tonovska cesta“). Bohuzel, ackoli jsou problémy p¥ibuzné, musime vas zklamat —
nen{ zndm 7adny efektivni (polynomidlni) algoritmus na tento problém, a kdyby jej
nékdo z vas nalezl, vytesil by otazku ,P vs. NP“ o niz se vice doc¢tete v kucharce
o tézkych problémech.

V matematice se také nékdy zminuji ,ndhodné prochazky“ po grafech — muzete si
je predstavit tak, Ze se po mostech mésta Kralovce moté opilec, ktery si hazi (opilou
nebo spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pfes ktery most jit dal. Pouziti
maji tyto modely hlavné v matematické teorii graft a teorii pravdépodobnosti. O tom
si mizeme povédét zase nékdy jindy.

Martin Bohm
Uloha 23-2-3: Projizdka

Turing pred projizdkou na kole peclivé prozkoumal terén, ktery si reprezentoval
jako seznam rozcesti a cest mezi nimi. Silnice jsou vSak nevyrovnané — nékteré jsou
kratké a klidné, dokonce vedou z kopce; jiné jsou dlouhé, klikaté a strmé, takze velmi
unavuji. Proto kazdé z nich pridélil celé ¢islo vyjadiujici tuhle subjektivni obtiznost
— na kladné ohodnocenych cestach si bude odpocivat a na zaporné ohodnocenych
tuhle nashromézdénou energii vyda.

Ted by od vés chtél, abyste napsali program, ktery mu najde takovou cestu (vetné
zadatku — a miize za¢inat na libovolném rozcesti), po které jednak projede vSechny
silnice prdvé jednou, druhak bude na kazdém rozcesti soucet vSsech Turingem do
té chvile projetych silnic nezdporny a navic se vrati na rozcesti, na kterém zacal.
Chcete-li a myslite-li si, ze vam to pomiZe, pfedpokladejte klidné, Ze z kazdého
rozcesti vychazi sudy pocet silnic.

Uloha 23-3-4: Psani pismen

Kazdé pismeno se skldda z bodi a linii, které je spojuji. V jednom bodé miize zacinat
i koncit vice linii. P¥i psani perem lze psat vic navazujicich linii jednim tahem, nejde-li
to, musi se pero zvednout a zacit jinde. Kolikrat nejméné je potieba pero zvednout?
Na vstupu dostanete neorientovany graf o N vrcholech a M hranach a vypiste, kolika
nejméné tahy lze nakreslit.

Samoziejmé Setiime, takze je zakazano jakoukoli hranu nakreslit vice nez jednou.
Jinak feceno, nesmite se vracet po jiz nakreslenych liniich.
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