Toky v sitich

Rusky petrobaron vlastni ropné nalezisté na Sibifi a trub-

{
ky vedouci do Evropy. Trubky vedou mezi nalezisti, uzlo- / °
vymi body a koncovymi body, kde ropu prebiraji odbéra- o 5 o /3
2 6
\.L.

telé. Kazd4 trubka miZe a nemusi mit definovano, kterym /

smérem ji mé téci ropa. Pro kazdou trubku zvlast vime, -

kolik nejvyse ji za hodinu protlacime. ! '//
Nalezi$té jsou bezedna a mohou posilat neomezens mnoz-  ° J s
stvi ropy. Odbératelé také dokazi neomezend mnozstvi / \4\0
ropy z koncovych bodl odebirat. Petrobaron celi problé- o 2 /

mu, jak protlacit danou distribuéni siti co nejvice ropy za
hodinu ze zdroju k odbérateltim.

2
o

Zapeklité je to hlavné proto, ze v uzlovych bodech nelze ropu hromadit, ani palit
— rozhodné tedy nejde bez rozmyslu piikazat, at kazdou trubkou tede maximum,
protoze bychom poskodili cenna zafizeni a v hnusu labuté zahubili.

Zmatematizovani

V zadani vidime graf, ktery obsahuje orientované i neorientované hrany, kde je néjaka
podmnozina vrcholt oznacend jako zdroje a jind jako ... fikejme tomu tfeba stoky.

Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se hned na tvod mnohocetnosti zdroja
a stokti. Prikreslime si dva nové vrcholy — z nadzdroje budeme posilat ropu do vSech
zdroji, do nadstoku budeme posilat ropu ze vSech stoku. Kapacitu pfikreslenych
hran pak nastavime na nekonecno.

Ted ndm staéi vymyslet algoritmus, ktery fesi problém o ©
s pravé jednim zdrojem a pravé jednim stokem. Kazdy / * e
vstup totiz popsanym zptisobem prevedeme, posleme ho o 2 ° /3
algoritmu a z vystupu prosté jen odstranime dva piidané / X /
vrcholy a pfipojené hrany. A ) *

1

v 7z 3 I v ]'
Podobné se zbavime neorientovanych hran. Kazdou ta- s / 2
kovou hranu v kazdém zadani zménime na dvojici proti- —
smérnych orientovanych hran se stejnou kapacitou. V al- / )
goritmu pak uz miZzeme pocitat jen s hranami orientova- 2

o0

nymi. \

hledany tok.

Na vstupu dostavame ohodnoceni hran nezapornymi ¢isly a nasim tikolem je sestavit
jiné ohodnoceni téch samych (vSech) hran. Je dtlezité, aby se ndm to nepletlo —
ohodnoceni ze vstupu se k4 kapacita a znadi se c(e), konstruované ohodnoceni se
jmenuje tok a fikdme mu f(e).

Konstruované ohodnoceni maximalizujeme, ale omezuje nas kapacita a Kirchhoffiv
zakon. Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet toku na hranéch, které do vrcholu
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vstupuji, musi byt stejny jako soucet toku na hranach, které z vrcholu vystupuji.
Mate-li radi fyziku nebo, divod k takovému pojmenovani jisté chapete.

Formalné ony dvé podminky vypadaji takto:
Vee E: f(e) < cle)

weV\{zs}: Y f@)= > f(@0)
ek VlieE

Kirchhoffova podminka se samoziejmé netyka ani zdroje, ani stoku — tam nam nao-
pak jde o to ji co nejvice porusit. Velikost toku je nejsnazsi mérit na nich. Budeme
ji definovat jako rozdil mezi souctem odtokl a souctem pritokt ve zdroji.

Cviceni
® Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi podrobnéjsi rozbor,
nez jaky jsme jim vénovali v textu. Jak spolehlivé pirevedeme feseni algoritmu do
puvodni sité?
® Vymysleli jsme, jak vyfesit vice zdroju a stoku a jak oSetfit obousmeérné trubky.
Co kdyby bylo v zadani omezeni na pratok vrcholy?

e Umite dokézat, ze je absolutni hodnota rozdilu pritokd a odtokt stejné na zdroji
i na stoku? Tedy ze bychom mohli velikost toku stejné tak dobfe mérit i na stoku?

Reseni

Problém je velmi studovany a k jeho FeSeni existuji dva velké pfistupy, které jsou
humorné protikladné. Ten prvni vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje. Druhy si
napiska veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho opravuje.

Predvedeme si onen prvni zpusob a algoritmus, ktery se podle svych autort jmenuje
Forduv-Fulkersontiv. Bude se ndm odted hodit tvafit se, ze hrany mezi dvéma vrcholy
bud vedou obéma sméry, anebo zadnym (tj. tam, kde hrana vedla jen jednim smérem,
doplnime hranu druhym smérem). Pfidanym hrandm déame nulovou kapacitu.

Predstavme si graf, na kterém pocitame tok a dejme to-

®
/.‘/l \. mu, Ze uz néjaky tok mame — tieba prazdny. Pfedstavme

. / si, Ze jsme ropny magnat a kazdy rozdil mezi kapacitou

potrubi a jejim vyuZitim (tokem) nas stoji miliony do-

\ / larti. Uz jsme se smifili s tim, ze kazdé trubka nemtze

— 7 byt vyuzita na maximum, ale ... zkusme si vyznacit ty
/ hrany, kde c(e) # f(e).

Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do nadstoku, kterd

\
/ \ / vede pouze po takovych hranidch? Muzeme vzit mini-

mum z rozdilt na kazdé hrané a o toto ¢islo zvysit tok
o na kazdé z nich! Ani kapacitni, ani Kirchhoffovu pod-
minku to jisté neposkodi.

Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, ze tok vylepsit nejde? Ne tplné.
Predstavte si nasledujici situaci:
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Copak nejde zlepsit? Jde! Neni na to prvni pohled uplné jasné, ale mizeme zlepso-
vat vysledny tok i tim, Ze ho na protismérné ¢asti cesty sniZime. Samoziejmé vSak
nesmime nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, Ze si ted trochu kazime grafovou terminologii — co je to za cestu v ori-
entovaném grafu, kterd nemusi respektovat orientaci hran?)

Takze jak4 je presné podminka pro ,vyznaceni“ hrany wo? Nastava f(ut) < c(ud)
nebo f(0%) > 0. Potom ji lze zlepsit o c(wd) — f(ud) + f(v%).

Hledani vsech vhodnych (,zlepsujicich“) cest tedy miZzeme délat prostym prohleda-
vanim do §itky pres vyznacené hrany. Budeme to délat opakované znovu a znovu,
az zadnou takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysledek.

Analyza algoritmu
Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do situace, ve které neexistuje
zlepsujici cesta.

Znamena tato neexistence, ze je vysledny tok maximélni? Opacné implikace je jasna
— maximalni tok zlepsit zddnym zplisobem neptijde, takze ani pres zlepsujici cesty.

Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadné takova cesta neni, mizeme si
poznamenat vSechny vrcholy, kam jsme se pomoci prohledévani zlepsitelnych hran
jesté dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam jsme zacali) a jisté
nebude obsahovat stok (to by existovala zlepsujici cesta).

Na hranach mezi touto mnozinou a jejim dopliikem nemutzeme zlepsSovat, jinak by
se po nich na$§ program pustil ddl a mnozinu vrcholt, kam se dostal, by rozsiril.
Vsechny hrany sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro vSechny hrany smétujici
dovnitf plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvof{ 7ez nasim grafem. Dovolam se v tuto chvili na va$i intuici (pro
korektni dukaz viz [Skripticka]) — tok nemuze byt vétsi nez libovolny fez. Z toho
uz dostavame, ze nas algoritmus nasel tok maximéalni, protoze nasel také fez, ktery
zarucuje, ze nemuze existovat tok veétsi.

Casova sloZitost

Je mozné dobu béhu omezit po¢tem vrchold a hran? Vyse uvedenym postupem
na grafu s celociselnymi kapacitami kazdou nalezenou cestou zvysime tok alespon
o jednotku, takZe program nebude béZet déle, nez je soucet vSech kapacit. Ale to

neni moc uspokojivy odhad, protoze zalezi na ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skutecné prohledavanim do Sitky, bude pocet kroki
v O(nm?), protoze se d4 ukézat, 7ze se hrany, které p¥i zlepSovani cesty tvoif mini-
mum, postupné vzdaluji od zdroje. Pak mame O(m) ¢asu k nalezeni cesty a m hran,
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které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak skutedné je, je lehce zdlouhavé
intelektudlni cviceni (viz [IntroAlg]).

O vylepseni daného postupu a rozbor jednoho alternativniho si miuzete precist
v [ADS2].

Cvicéeni

® Dulezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celociselné kapacity, vrati ce-
lo¢iselny tok. Bude se ndm to hodit v aplikacich. Umite to dokazat?

® Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hleda cesty obecnym zptisobem, a ta-
kovym, ktery to déla prohleddavanim do sitky, je ze slozitostniho hlediska docela
velky, a proto se tomu druhému obcas iikda Edmondsiv-Karpiv. Najdéte maly
graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpusobi, ze F-F pobézi skutecné v za-
vislosti na velikosti kapacit.

e Muzete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni grafu s redlnymi kapacitami,
na kterém F-F pro danou (nesikovnou) posloupnost cest nikdy neskondi.

e Skonci algoritmus v konecném ¢Case, jsou-li kapacity ¢isla racionalni?
Uziti
Parovani v bipartitnich grafech

Mame-li za kol najit na plese co nejvice tanecnicim tane¢nika, kterého znaji, stojime
pred zasadnim a nelehkym tkolem.

K tomu se ndm bude hodit znat bipartitni graf, v némz jsou vrcholy rozdéleny na
dvé skupiny (mohou byt i prézdné) a hrany vedou jen mezi témito skupinami. Pokud
jsou tedy vrcholy u, v ve stejné skupiné, nikdy mezi nimi nevede hrana, jinak tam
byt mize, ale nemusi. Skupinam vrcholt se n€kdy rika partity.

Na zakladé znamosti postavime bipartitni graf mezi partitou tanecnika a partitou
tanecnic, pfidame zdroj za kluky a stok za holky. Oba nové vrcholy k nim pfipoji-
me hranami s jednotkovou kapacitou, hrandm v bipartitnim grafu také nastavime
jednotkové kapacity a nakonec vSechno zorientujeme smérem do stoku.

Maximalni celo¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme, ndm hrany bipartitniho
grafu rozdéli na nevybrané s tokem 0 a vybrané s tokem 1. Miazou vybrané hra-
ny sdilet tane¢nika? Tézko, kdyz do néj tece nejvyse jednotkovy tok a musi platit
Kirchhoffav zakon. Podobné s tanecnicemi.

115



Vybrané hrany nam proto vytvofi parovani. A protoze jsme nasli maximalni tok,
jde o parovani nejvetsi. Kdyby existovalo parovani vétsi, dokazali bychom podle néj
zZvetsit tok.

Hledani hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu v do vrcholu v, mtize néas zajimat (tfeba
kvtli spolehlivosti, s jakou se umime dopravit do cile), kolik mezi nimi existuje cest,
které nesdili hrany, nebo nesdili vrcholy. (Druhd podminka je silnéjsi. Kdyz dvé cesty
nesdili vrcholy, nesdili hrany.)

Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximalniho toku. V obou pripadech na-
stavime u jako zdroj a v jako stok. V prvnim pfipadé€ nastavime jednotkové kapacity
vSem hrandm, v druhém navic vSem vrcholiim (kapacitu vrcholu a pfidélime tak, Ze
ho rozdélime na dva vrcholy b a ¢, do b povedou vSechny hrany vedouci do a, z ¢
budou vychéazet vSechny hrany ptvodné vychéazejici z a a z b do ¢ pridame hranu
o kapacité vrcholu).

Ford-Fulkerson nastavi nékterym hranadm jednotkovy tok, nékterym nulovy. Nulové
nyni z grafu vyhodime. Pokud jsme hledali hranové disjunktni cesty, mizeme nyni
ziskat tfeba takovyto graf:

zdroj
) stok

Jak z néj vykfesat kyzeny vysledek? Zacneme prochazet ze zdroje zbylé hrany. Vzdy,
kdyz se dostaneme do vrcholu, ve kterém uz jsme v tom samém prichodu byli,
vyhodime z grafu v8echny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili. (Hodnota toku se
tim nezméni.)

Prichodem grafu se vzdy mtzeme dostat az do stoku (vSude jinde budeme moci
podle Kirchhoffova zdkona jit dal — dost to pfipominé Gvahu o eulerovskych tazich)
a protoze jsme mezitim horlivé odstranovali cykly, dostali jsme cestu. Vratime ji jako
jeden vysledek, smazeme jeji hrany a pokud jesté tok neni nulovy, pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty je navic minimum po-
¢tu hranové/vrcholové disjunktnich cest pro v8echny dvojice vrchold roven stupni
hranové/vrcholové souvislosti grafu — pokud méme dost ¢asu zavolat tokovy algo-
ritmus pro kazdou dvojici vrcholt naseho grafu, ziskdvame tak pouzitelny (polyno-
miélni) postup, jak vypocitat souvislost grafu (graf je hranové/vrcholové k-souvisly,
kdyz ztistane souvisly po odebréni libovolnych k — 1 hran/vrcholl).
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Cviceni

e Uvaha nebyla naprosto piimocara kvili cyklim v nalezeném toku. Rik4 se jim
cirkulace. Je jasné, ze v pripadé hledani hranové disjunktnich cest vzniknout
mohou. Co v pfipadé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme omezili tok
vrcholy?

e Nepracuje ndhodou Edmondstv-Karpuv algoritmus rychleji, pokud je graf, jak
jsme ted opakované vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jednickami?

Lukas Lansky
Uloha 23-4-1: Studenti a profesofi

Studenti na Stanfordové univerzité se chtéji prosadit a napsat co nejvice ¢lank,
pri¢emz kazdy z nich ma vytipovano nékolik profesori, pod jejichz vedenim by chtél
¢lanek psat. S jinymi profesory spolupracovat nechce a nebude.

Studenti jsou schopni psat maximalné K ¢lankt najednou. Leé ¢as profesort je ome-
zeny, kazdy z nich je totiz ochoten spolupracovat maximalné s K studenty, pricemz
je jim jedno, kteri to budou.

Vasim tkolem je najit algoritmus, ktery zjisti, jestli je mozné, aby kazdy student
psal pravé K ¢lanku a kazdy profesor spolupracoval pravé s K studenty, a pokud
ano, tak vypsat, ktery student bude spolupracovat s kterym profesorem.

Muzete predpokladat, Ze profesori i studenti je stejné, totiz N, a nemusite uvazovat
situaci, ze by student chtél psat u jednoho profesora vice ¢lanki.

Priklady: pro vstup N = 4, K = 2, student S1 chce psat ¢lanek s profesory P1 a P2,
student S2 s P1, P2, P3, P4, student S3 s P2, P3, P4 a student S4 s profesory P3,
P4, jsou feSenim tyto pary student—profesor: S1-P1, S1-P2, S2-P1, S2-P3, S3-P2,
S3-P4, S4-P3, S4-P4.

Pro vstup N = 5, K = 2, studenti S1 a S2 chtéji psat u profesort P1, P2, P3,
student S3 u P3, P4, P5 a studenti S4, S5 u P4, P5, feSeni neexistuje. Existovalo by,
kdyby bylo K = 1, ale to uz je zase jiny vstup.

Uloha 23-5-6: Limity a grafy

Dostanete na vstupu orientovany graf s kladné celo¢iselné ohodnocenymi hranami.
Dale tam bude pro kazdy vrchol dvojice kyzenych limitd — minimalni soucet vstup-
nich hran a maximéalni soucet vystupnich hran.

Vasim tkolem je najit nové nezaporné celociselné ohodnoceni kazdé hrany, které
nebude vétsi nez to ptivodni a které bude dohromady se vSemi ostatnimi novymi
ohodnocenimi respektovat dané limity.
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