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Uvod

Kuchatka je kratky ucebni text, ktery Korespondencéni semindt z programovdni
(KSP) poslednich zhruba deset let vydava. M4 svym ¢tenditum, zpravidla stiedo-
skolakim dychticim po programovani, doplnit znalosti potfebné k vyteSeni tloh,
které semindf svym fesitelim pravidelné predklada.

Jako takova si kucharka neklade naroky na tuplnost. Jejim tcéelem je srozumitelné
nabidnout zajimavy, aplikovatelny a stravitelné veliky kus védéni. Postupem ¢asu se
stalo, ze kuchatfky pokryly velkou ¢ast ivodniho kurzu algoritmizace, stale vsak je
potfeba jejich soubor, tuto knihu, chapat spise jako ¢itanku nez jako systematickou
ucebnici.

Abychom kuchafkdam zachovali kontext, vybrali jsme z historie seminafe vhodné
tlohy a pod vétsinu kuchafek jednu ¢i dvé umistili. Stejné jako nasi fesitelé si tak
miizete po precteni studijniho textu ziskané znalosti zkusit aplikovat. Vzorova feseni
uloh od organizatora KSP potom naleznete na konci knizky.

Najdete-li chybu, ¢i napadne-li vas jakékoliv vylepseni uvedenych textt, napiste nam
prosim na adresu ksp@myff.cuni.cz. Seznam dosud nalezenych chyb a aktualni verze
kuchafek je na strance http://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/.

Symbol

vvvvv

@ V knize je systematicky vyuzivana jedina znacka, variace na klasicky Bourbakiho

Literatura

V pribéhu vykladu se obcas odkazeme na dalsi literaturu a zde pfedkladame jeji
piehled. Komental necht milému étendii poslouzi k tivaze nad tim, co bude &ist, az
odlozi kuchatky.

® Didaktéjsi a ucesangjsi pristup k avodu do algoritmizace nabizi klasicka publikace
Pavla Topfera Algoritmy a programovaci techniky, kterou budeme znacit odkazem
[Topfer].

e Jemny uvod do diskrétni (tj. nespojité) matematiky, kterd tvori jeden z teore-
tickych zakladti matematické informatiky, najdete ve znamé a do mnoha jazykt
preklddané knize Jifitho Matouska a Jaroslava Nesettila Kapitoly z diskrétni ma-
tematiky: [Kapitoly].

e Systematicky pristup ke grafim nabizi kniha Jifiho Demela Grafy a jejich apli-
kace: [Demel].

® Mnoha témata této knihy jsou ryze vysokoskolska a zajimavé texty najdete v nej-
riznéjsich skriptech. Na adrese hitp://mj.ucw.cz/vyuka/ jsou k dispozici zépisy
matfyzackych prednasek Martina MareSe k pfedmétam Algoritmy a datové struk-
tury I a II: [ADS] a [ADS2]. Na strance http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/ 1ze stdhnout
skripticka k pfednésce Grafové algoritmy: [GrafAlg).

Na adrese http://kam.mff.cuni.cz/ valla/kg.html objevite Skripticka z kombina-
toriky Tomase Vally a Jiftho Matouska: [Skripticka]. Obsahuji néktera slozit&jsi
kombinatoricka témata, ktera [Kapitoly] nepokryly.
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e 7 anglickych kniZzek zminme relativné ttlou a novou publikaci Algorithms od
Dasgupty, Papadimitrioua a Vaziraniho: [Algo]. Je ¢tivym a promyslenym tivodem
do algoritmizace, obsahuje také mnoho cviceni a muzete si ji zdarma stahnout
z adresy hitp://www.cs.berkeley.edu/ vazirani/algorithms.html.

Introduction to Algorithms od Cormena, Leisersona, Rivesta a Steina [IntroAlg] je
pak jistym opakem, jde totiz o obsidhlou bichli, ktera encyklopedicky zpracovava
vSechna zakladni témata.

® Dalsi tlohy k procviceni vymysleni algoritmii naleznete na strankach naseho semi-
néafe: http://ksp.mff.cuni.cz/. Na adrese http://ksp.mff.cuni.cz/vyzvy.html je pak
seznam dalsich nejen programatorskych soutézi.
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Slozitost

Pokud fesime néjakou programatorskou tlohu, ¢asto nas napadne vice riznych feSeni
a potfebujeme se rozhodnout, které z nich je ,nejlepsi“. Abychom to mohli posoudit,
potfebujeme si zavést méritka, podle kterych budeme rtizné algoritmy porovnéavat.
Nas u kazdého algoritmu budou zajimat dvé vlastnosti: ¢as, po ktery algoritmus

bézi, a pamét, kterou pfi tom spotiebuje.

Cas nebudeme méfit v sekundach (protoze stejny program na rtiznych poéitacich
bézi rozdilnou dobu), ale v poétu provedenych operaci. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, Ze aritmetické operace, pfifazovani, porovnavani apod. nas stoji jed-
notkovy cas. Ona to neni uplna pravda, tyto operace se ve skuteCnosti ptrelozi na
procesorové instrukce, které se teprve zpracovavaji. Ale ndm postacéi védét, Ze téch
instrukci bude vzdy konstantni pocet. A pozdéji se dozvime, pro¢ ndm na takové
konstanté nezalezi.

Mnozstvi pouzité paméti miuzeme zjistit tak, Ze prosté spocitame, kolik bajti pa-
méti nds program pouzil. Nam obvykle bude stacit mensi presnost, takze vsechna
¢isla budeme povazovat za stejné velka a velikost jednoho prohlasime za jednotku
prostoru.

Jak ¢as, tak pamét se obvykle 1is{ podle toho, jaky vstup nas program zrovna dostal
— na velké vstupy spotiebuje vice Casu i paméti nez na ty malé. Budeme proto oba
parametry algoritmu urcovat v zévislosti na velikosti vstupu a hledat funkci, ktera
nam tuto zavislost popise. Takové funkci se odborné ¥ikd ¢asovd (pfipadné pamétovd,
nékdy téz prostorovd) sloZitost algoritmu/programu.

U vybéru algoritmu tedy bereme v potaz ¢as a pamét. Ktery z téchto faktort je pro
nés diilezitéjsi, se musime rozhodnout vzdy u konkrétniho p¥ikladu. Casto také plati,
Ze ¢im vice Casu se snazime uSetfit, tim vice paméti nés to pak stoji kvili chytré
reprezentaci dat v paméti a riznym vyhledavacim strukturam, o kterych se muzete
docist v nasich dalsich kucharkach.

Nas u valné vétsiny algoritmt bude nejdfive zajimat casova slozitost a az poté slo-
Zitost pamétova. Paméti maji totiz dnesni pocitade dost, a tak se malokdy stane, Ze
vymyslime algoritmus, ktery méa dokonaly ¢as, ale nesta¢i ndm na néj pamét. Ale
presto doporuc¢ujeme dévat si na paméfova omezeni pozor.

Jednoduché poéitani sloZitosti

Nyni si na piikladu ukazeme, jak se ¢asova a paméfova slozitost d& urcovat intui-
tivné, a pak si vSe podrobné vysvétlime.

Predstavme si, ze mame danou posloupnost N celych cisel, ze které chceme vybrat
maximum. Pouzijeme algoritmus, ktery za maximum prohlasi nejprve prvni ¢islo
posloupnosti. Pak toto maximum postupné porovnava s dalsimi ¢isly posloupnosti,
a pokud je nékteré vétsi, ucini z néj nové maximum. Zapsat bychom to mohli tieba
takto:



posl[1...N] = vstup
max = posl[1]
Pro i = 2 az N:
Jestlize posl[i] > max:
max = posl[i]
VypiS§ max

Neni tézké nahlédnout, Ze algoritmus provede maximéalné N —1 porovnani. Intuitivné
Casova slozitost bude linedrné zaviset na N, protoze porovnani dvou ¢isel nam zabere
»jednotkovy ¢as“ a pamétova slozitost bude také na N zaviset linearné, protoze kazdé
¢islo z posloupnosti budeme uchovavat v paméti. Pokud bychom si nepamatovali
celou posloupnost, ale vzdy jen posledni pfecteny ¢len, stacilo by nadm jen konstantné
mnoho proménnych, takZe pamétova slozitost by klesla na konstantni (nezavislou
na N) a ¢asova by ziistala stejnd.

Jiny priklad: Méjme dané ¢islo K. Nasim tkolem je vypsat tabulku vsech nasobku
¢isel od 1 do K:

Pro i = 1 az

Ne ==X

Pro j 1 az K:
Vypis i*j a mezeru
Pfejdi na novy radek

Tabulka mé velikost K2 a na kazdém jejim policku stravime jen konstantni ¢as.
Proto ¢asova slozitost bude zaviset na ¢isle K kvadraticky, tedy bude K?2. Pamétova
slozitost bude bud konstantni, pokud hodnoty budeme jen vypisovat, anebo kvad-
raticka, pokud si tabulku budeme ukladat do paméti. MiZeme si také vSimnout, ze
tabulku nemusime vypisovat celou, ale bude nam stacit jen jeji dolni trojihelnikova
¢ast — i tak budeme muset spocitat (K - K — K)/2 + K = K?/2 + K /2 hodnot, coz
je stale fadové kvadratické vzhledem ke K.

Nez se pustime do podrobnéjsiho vysvétlovani, jesté si ukazeme tzv. ,metodu kouknu
a vidim*“, kterou miizeme pouzit na urcovani ¢asové slozitosti u téch nejjednodussich
algoritmi. Spociva jen v tom, Ze se podivame, kolik nejvic obsahuje nas program
vnorenych cykli. Reknéme, Ze jich je k a ze kazdy bézi od 1 do N. Potom za asovou
slozitost prohlasime N*.

Vzhledem k éemu budeme sloZitosti urcovat?

Slozitosti obvykle uréujeme vzhledem k velikosti vstupu (pocet ¢isel, pfipadné znak
na vstupu). Tento pocet si oznaéme N. Casovou i paméfovou slozitost pak vyjadiime
vzhledem k tomuto N. To je vidét tfeba na vybéru maxima v piedchozim textu.

Pokud by existovalo nékolik vstupi stejné velikosti, pro které nas algoritmus bézi
rizné dlouho, bude ¢asovéa sloZitost popisovat ten nejhorsi z nich (takovy, na kterém
algoritmus pobézi nejpomaleji). Stejné tak pro pamétovou slozitost pouzijeme ten
ze vstupu délky IV, na ktery spotiebujeme nejvice paméti. Dostaneme tzv. slozitosti
v nejhorsim pripadé. Podrobnéji si o tom povime pozdéji.

Nékdy se nam hodi urcit slozitost v zavislosti na vice nez jedné proménné. Pokud
bychom napfiklad chtéli vypisovat vSechny dvojice podstatného a pridavného jména
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ze zadaného slovniku, stravime tim Cas, ktery bude zaviset nejen na celkové velikosti
slovniku, ale i na tom, kolik obsahuje podstatnych a kolik pfidavnych jmen. Roz-
myslete si, jaka slozitost vyjde, pokud vite, ze velikost slovniku je S, podstatnych
jmen je A a pfidavnych jmen B.

Castym piikladem, kde si velikost vstupu potiebujeme rozdélit do vice proménnych,
jsou algoritmy pracujici s grafy (viz grafovd kuchaika). V pfipadé grafi obvykle
vyjadiujeme slozitost pomoci proménnych N a M, kde N je pocet vrcholu grafu
a M je pocet jeho hran.

Ne vzdy ale urc¢ujeme slozitosti v zavislosti na velikosti vstupti. Naptiklad pokud je
velikost vstupu konstantni, slozitost uréime vzhledem k hodnotdm proménnjch na
vstupu. Treba u prikladu s tabulkou nasobkd jsme slozitost urcili vzhledem k ve-
likosti tabulky, kterou jsme dostali na vstupu. Jinym prikladem muze byt vypsani
v8ech prvocisel mensich nez dané N.

Asymptoticka sloZitost

V této Casti textu se budeme vénovat pouze ¢asové slozitosti. VSechna pravidla, ktera
si fekneme, pak budou platit i pro pamétovou sloZitost.

U urcovani ¢asové slozitosti nas bude predevsim zajimat, jak se algoritmy chovaji pro
velké vstupy. Méjme naptiklad algoritmus A o asové slozitosti 4V a algoritmus B
o slozitosti N2. Tehdy je sice pro N = 1,2,3 algoritmus B rychlejsi nez A, ale pro
vSechna vétsi N ho uz algoritmus A pfedbéhne. Takze pokud bychom si méli mezi
témito algoritmy zvolit, vybereme si algoritmus A.

U slozitosti nas obvykle nebude zajimat, jak se chova na maljch vstupech, protoze
na téch je rychly témeétr kazdy algoritmus. Rozhodujici pro nas bude slozitost na
maximélnich vstupech (pokud né&jaké omezeni existuje) anebo sloZitost pro ,hodné
velké vstupy“. Proto si zavedeme tzv. asymptotickou casovou sloZitost.

Ptedstavme si, Ze mame algoritmus se slozitosti N?/4+ 6N + 12. Pod asymptotikou
si muzeme predstavit, Ze nas zajima jen nejvyznamnéjsi ¢len vyrazu, podle kterého
se pak pro velké vstupy chova cely vyraz. To znamena, Ze:

¢ Konstanty u jednotlivych ¢lentt mizeme Skrtnout (napf. 6n se chovd podobné
jako n). Tim dostdvdme N2 + N + 1.

® Pro velkd N je N + 1 oproti N? nevyznamné, tak ho miizeme také skrtnout.
Dostavame tak slozitost N2. Obecné $krtame vSechny ¢leny, které jsou pro dost
velké N mensi nez néjaky neskrtnuty clen.

Tahle pravidla sice vétsinou funguji, ale skrtat ve vypoctech pfece nemizeme jen tak.
Proto si nyni zavedeme operator O (velké O), diky kterému budeme umét popsat,
co pfesné nase ,Skrtani“ znamend, a pouzivat ho korektné.

Definice: Méjme funkce f : N — R{ a g : N — Ry . Rekneme, ze f € O(g), pokud
Ing € N a Jec € R™ tak, Ze Vn > ng plati f(n) < c- g(n).

Nyni slovy: Mé&jme funkce f a g funkce z pfirozenych do nezdpornych redlnych cisel.
Rekneme, Ze funkce f patii do tiidy O(g), pokud existuji konstanty ng a c takové,
7e f je pro dost velkd n (totiz pro n > ng) mensi nez ¢ - g(n).
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Neékdy také piSeme, ze f = O(g) nebo fikdme, Ze program ma sloZitost O(g).

A zde je pouziti: n?/4 + 6n + 12 € O(n?), protoze napiiklad pro ¢ = 10 plati pro
v8echna n > 1 (tedy ng = 2):

n?/4 4 6n 412 < 1002

Pokud vam tento zptisob nevyhovuje a vice se vam libi metoda pomoci ,Skrtani“, tak
ji klidné pouzivejte, akordt vSude piste O(...). Nékdy také fikdme, Ze se konstanty
a méné vyznamné Cleny v O ztraci.

Poznamky

e Uvédomte si, Ze je notace nadefinovana tak, ze omezuje shora, takze nejen, ze plati
n?/2 € O(n?), ale také tieba n?/2 € O(n®). Na prvni pohled je to neintuitivni —
mizeme tvrdit, Ze QuickSort bézi v O(2") a mit pravdu. Copak by byl problém
definovat tak, aby jeji vyznam nebyl ,funkce az na konstanty shora omezena touto
funkci“, ale ,funkce je az na (rozdilné) konstanty shora i zdola omezené touto
funkci“?

Samoziejmé to vyjadiit mizeme! Definovat 1ze skoro cokoliv a existuje dokonce
zab&hnutd notace f € O(g), kterd tuto skuteénost (omezeni zdola i shora) vyja-
dfuje. Samostatné omezeni zdola (az na konstantu) se znac¢i Q a jeho definice je
velmi podobné definici O.

Nejhorsi a prumérny pFipad
Opét si vse vysvétlime jen na ¢asové slozitosti.

Velka cast algoritmi bézi pro rizné vstupy stejné velikosti rtiznou dobu. U tako-
vych algoritmii pak mtZeme rozliSovat slozitost v nejhors$im piipadé (tu uz zname),
v nejlepsim piipadé a tfeba i primérnou ¢asovou slozitost.

Vse si ukdzeme na algoritmu BubbleSort (bublinkovém tiidéni), o kterém se muzete
docist v kuchafce o tridicich algoritmech. Funguje tak, Ze se divd na vSechny dvojice
sousednich prvki, a kdykoliv je dvojice ve Spatném poradi, tak ji prohodi. Zde je
pseudokdd algoritmu:
BubbleSort(pole, N):
Opakuj:
setfidéno = 1
Pro i = 1 az N-1:
Jestlize pole[i] > pole[i+1]:
p = polelil
polel[i] = polel[i+1]
polel[i+1] P
setfidéno = 0
Skonc¢i, az bude settfidéno = 1

Casové slozitost v nejhor$im piipadé ¢ini O(N?) — v kazdém priichodu vnéjsim cyk-
lem nam nejvétsi nesefazend hodnota ,,probubld” na zacatek hodnot, které jsou jiz
na sefazené spravném misté, a ostatni se posunou o jednu pozici doleva. Rozmyslete
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si, pro¢. Priichodud je proto nejvyse N a kazdy z nich trva O(N). Tento nejhorsi
pfipad mtze doopravdy nastat, pokud nechame settidit klesajici posloupnost. Tam
provedeme piesné N priichodl (v poslednim se jen ové¥i, zda je posloupnost sefaze-
na).

Naopak v nejlepsim ptipadé bude ¢asova slozitost pouze O(N). To nastane, pokud
na vstupu dostaneme uz setiidénou posloupnost. U té algoritmus pouze zkontroluje
vSechny dvojice a pak se ihned zastavi.

Primérna casova slozitost ndm udava, jak dlouho nas algoritmus bézi pramérné. Co
to ale znamend, neni snadné definovat ani spocitat. U tridiciho algoritmu bychom
mohli pocitat primér pfes vSechny moznosti, jak mohou byt prvky na vstupu za-
michané (tedy pfes vSechny jejich permutace). To ndm nékdy miize dét piesnéjsi
odhad chovani algoritmu.

Zrovna u BubbleSortu a mnoha jinych algoritmi vyjde primérna casova slozitost
stejné jako slozitost v nejhorsim pripadé. Jednim z nejznaméjsich priklada algorit-
mu, ktery je v praméru asymptoticky lepsi, je tfidici algoritmus QuickSort (opét
viz tfidici kuchaika). Jeho primérnd Gasova slozitost ¢ini O(N - log N), zatimco
v nejhorsim pripadé mutze bézet az kvadraticky dlouho.

Casto pouzivané sloZitosti

Na zavér si ukdZeme ¢asto se vyskytujici ¢asové slozitosti algoritmi (ty pamétové jsou
obdobné). Sefadili jsme je od nejrychlejsich a ke kazdé piipsali piiklad algoritmu.
O(1) — konstantni (t¥eba zjisténi, jestli je ¢islo sudé)
O(log N) — logaritmickd (binarni vyhledavéni); vSimnéte si, Ze na zakladu loga-
ritmu nezaleZi, protoze plati log, n = log, n/log, a, takze logaritmy o rtiznych
zékladech se lisi jen konstanta-krat, coz se ,schovd do O-cka‘“.
O(N) — linedrni (hleddni maxima z N &isel)
O(N -log N) — linedrné-logaritmickd (nejlepsi algoritmy na t¥idéni pomoci po-
rovnavani)
O(N?) — kvadratickd (BubbleSort)
O(N3) — kubickd (ndsobeni matic podle definice)
O(2N) — exponencidlni (nalezeni vSech posloupnosti délky N sloZenych z nul
a jedni¢ek; pokud je chceme i vypsat, dostaneme O(N - 2V))
O(N") — faktoridlovd, N! =1-2-3-...- N (nalezeni vSech permutaci N prvkd,
tedy tfeba vSech pfesmycek slova o N rtznych pismenech)
iikdme tém, které patii do O(N*) pro néjaké k. Naopak nepolynomialni jsou ty, pro
néz zédné takové k neexistuje.
Do polynomidlnich algoritmii pat¥i naptiklad i algoritmus se sloZitosti O(log V).
A to proto, ze O(log N) C O(N) (kazdy algoritmus, ktery sebéhne v ¢ase O(log V),
sebéhne i v O(N)).
Nepolynomialni jsou z nasi tabulky t¥idy O(2V) a O(N!). Takové algoritmy jsou
extrémné pomalé a snazime se jim co nejvice vyhybat.
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Pro predstavu o tom, jak se slozitost projevuje na opravdovém pocitaci, se podiva-
me, jak dlouho pobézi algoritmy na poéitaci, ktery provede 10° (miliardu) operaci
za sekundu. Tento pocitac je srovnatelny s témi, které dnes bézné pouzivame. Podi-
vejme se, jak dlouho na ném pobézi algoritmy s nasledujicimi slozitostmi:

funkce / n = 10 20 50 100 1000 10°

log, n 3.3ns 4.3ns 49ns 6.6ns 10.0ns 19.9ns

n 10ns 20ns 30ns 100ns lpus 1ms
n-logon 33ns 86ns 282ns 664ns 10us 20ms
n? 100ns 400ns 900ns 100 us 1ms 1000s
n3 lus 8pus 27ps  1lms 1s 10%s
A lps 1ms Is 10%'s 10?25 =~ oo
n! 3ms 10%s 10%s 10495 10%%%s  ~ o

Pro piedstavu: 1000s je asi tak étvrt hodiny, 1000000s je neceljch 12 dni, 10°s je
31 let a 10'®s je asi tak stafi Vesmiru. TakZe nepolynomialni algoritmy za¢nou byt
velmi brzy nepouzitelné.

Karel Tesat a Martin Mares
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Tridéni

Pojem tridéni je mozna malicko nepfesny, ¢asto se vSak pouzivi. Nehodlame data
(¢isla, Fetézce a jiné) rozdélovat do né&jakych t7id, ale pferovnat je do spravného
potadi, od nejmensiho po nejvétsi — af uz pro nds ,vétsi“ znamend jakékoliv uspo-
radani.

Se sefazenymi idaji se totiz mnohem lépe pracuje. Potfebujeme-li v nich kupfikladu
vyhledavat, zvladneme to v usporddaném stavu mnohem rychleji, jak dosvédci dal-
81 kuchatka a bézna zkuSenost. Takové usporadavani dat je proto dennim chlebem
kazdého programaétora, a tak neni divu, Ze tfidici algoritmy jsou jedny z nejstudo-
vangjsich.

Obvykle tfidime exemplafe datové struktury typu pascalského zaznamu (v jinych
jazycich struktury, t¥idy apod.). V takové datové struktufe byva obsaZena jedna
vyznac¢né polozka, kli¢, podle které se zaznamy radi. Malinko si nas zivot zjedno-
dusime a budeme predpokladat, ze tfidime zdznamy obsahujici pouze kli¢, ktery je
navic celoCiselny — budeme tedy tfidit pole celych c¢isel. Vzhledem k poctu tiideé-
nych ¢éisel N pak budeme vyjadfovat ¢asovou (a pamétovou) sloZitost jednotlivych
algoritmi, které si pfedvedeme.

Dodejme jesté, ze se také studuji pripady, kdy je tfidénych dat tolik, ze se vSechna
naraz nevejdou do paméti. Tehdy by nastoupily takzvané vnéjsi tiidici algoritmy.
Ty dovedou zachazet s daty uloZzenymi tfeba na disku a ptizptisobit své chovani
jeho vlastnostem. Zejména tomu, ze disklim svéd¢éi spise sekvencni pristup k dattim,
zatimco neustalé preskakovani z jednoho konce souboru na druhy je pomalé. Ostatné,
i u naseho wnitrniho t¥idéni na lokalité pristupd diky existenci procesorové cache
trochu zalezi. Toto vSe si ale v nasi ivodni kucharce odpustime.

Pfimé metody

Nejjednodussi tridici algoritmy patii do skupiny primych metod. Jsou kratké, jed-
noduché a t¥{di pfimo v poli (nepotfebujeme pole pomocné). Tyto algoritmy maji
vétsinou ¢asovou slozitost O(N?). Z toho vyplyva, Ze jsou pouzitelné tehdy, kdyz
tfidénych dat neni pfiliS mnoho. Na druhou stranu pokud je dat opravdu malo, je
zbytecné slozité pouzivat néktery z komplikovanéjsich algoritmi, které si predvede-
me pozdéji.

Tridént primym vybérem (SelectSort) je zalozeno na opakovaném vybirani nejmensi-
ho ¢isla z dosud nesetfidénych cisel. Nalezené ¢islo prohodime s prvkem na zacatku
pole a postup opakujeme, tentokrat s nejmensim ¢islem na indexech 2,..., N, kte-
ré prohodime s druhym prvkem v poli. Poté postup opakujeme s prvky s indexy
3,..., N atd. Je snadné si uvédomit, ze kdyz takto postupné vybirdme minimum
z mensich a mensich intervalll, setfidime celé pole (v i-tém kroku nalezneme i-ty
nejmensi prvek a zafadime ho v poli na pozici s indexem 7).
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procedure SelectSort(var A: Pole);
var i, j, k, x: integer;
begin
for i:=1 to N-1 do begin
k:=i;
for j:=i+1 to N do
if A[j1<A[k] then k:=j;
x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]:=x;
end;
end;

vvvvv

V i-tém kroku musime nalézt minimum z N — ¢ + 1 ¢isel, na coz spotfebujeme cas
O(N —i+1). Ve vSech krocich dohromady tedy spotfebujeme ¢as O(N + (N —1) +
o F3+241)=0(N?).

Tridénd primgm vkldddnim (InsertSort) funguje na podobném principu jako t¥idéni
primym vybérem. Na zacatku pole vytvafime spravné utfidénou posloupnost, kte-
rou postupné rozsifujeme. Na zacatku i-tého kroku ma tato utfidéna posloupnost
délku ¢ — 1. V i-tém kroku uréime pozici i-tého ¢isla v dosud utfidéné posloupnosti
a zafadime ho do utfidéné posloupnosti (zbytek utfidéné posloupnosti se posune
o jednu pozici doprava). Neni tézké si rozmyslet, ze kazdy krok lze provést v case
O(N). Protoze pocet krokt algoritmu je N, celkovd ¢asova slozitost pravé popsaného
algoritmu je opét O(N?).

procedure InsertSort(var A: Pole);

var i, j, X: integer;

begin
for i:=2 to N do begin
x:=A[i];
ji=i-1;

while (j>0) and (x<A[j]) do begin
A[j+1]1:=A[5];

=31
end;
A[j+1] :=x;
end;
end;

V uvedeném programu je vyuzito zkrdceného vyhodnocovani v podmince cyklu whi-
le. To znamen3, zZe testovani podminky je ukonceno, jakmile j < 0, a nikdy nemuze
dojit k situaci, ze by program zjistoval prvek na pozici 0 nebo mensi v poli A.

Bublinkové tridéni (BubbleSort) pracuje jinak neZ dva diive popsané algoritmy. Al-
goritmu se fika ,,bublinkovy*, protoze podobné jako bublinky v limonadé ,stoupaji“
vysoka ¢isla v poli vzhiiru. Postupné se porovnévaji dvojice sousednich prvki, rek-
néme zleva doprava, a pokud v porovnavané dvojici nésleduje mensi ¢islo po vétsim,
tak se tato dvé cisla prohodi. Cely postup opakujeme, dokud probihaji néjaké vy-
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mény. Protoze algoritmus skonci, kdyz nedojde k zadné vymeéné, je pole na konci
algoritmu settidéné.

procedure BubbleSort(var A: Pole);
var i, x: integer;
zmena: boolean;
begin
repeat
zmena:=false;
for i:=1 to N-1 do
if A[i] > A[i+1] then begin
x:=A[i]; A[i]:=A[i+1]; A[i+1]:=x;
zmena:=true;
end;
until not zmena;
end;

Spravnost algoritmu nahlédneme tak, Ze si uvédomime, Ze po i prichodech cyk-
lem repeat bude poslednich ¢ prvki obsahovat nejvétsich ¢ prvka setfidénych od
nejmensiho po nejvétsi (rozmyslete si, pro¢ tomu tak je). Popsany algoritmus se
tedy zastavi po nejvyse N prichodech a jeho celkova ¢asova slozitost v nejhorsim
piipadé je O(N?), nebot na kazdy priichod spotiebuje ¢as O(NN). Vyhodou tohoto
algoritmu oproti predchozim dvéma je, ze je tim rychlejsi, ¢im blize bylo zadané pole
k setfidénému stavu — pokud bylo tplné setfidéné, tehdy algoritmus spotfebuje jen
linedrni ¢as O(N).

Rychlé metody

Sofistikovanéjsi tfidici algoritmy pracuji v éase O(N log N). Jednim z nich je #-
dént slévanim (MergeSort), zaloZzené na principu slévani (spojovéni) jiz setfidénych
posloupnosti dohromady. Predstavme si, Ze jiz mame dvé setfidéné posloupnosti
a chceme je spojit dohromady. Jednoduse stac¢i porovnévat nejmensi prvky obou po-
sloupnosti a mensi z téchto prvkt vzdy odstranit a pfesunout do nové posloupnosti.
Je zfejmé, ze ke sliti dvou posloupnosti potfebujeme ¢as imérny souctu jejich délek.

My si zde popiSeme a predvedeme modifikaci algoritmu MergeSort, kterd pouziva
pomocné pole. Algoritmus lze implementovat pii zachovani ¢asové slozitosti i bez
pomocného pole, ale je to o dost pracnéjsi. Existuje téz modifikace algoritmu, ktera
ma pocet fazi (viz dale) v nejhorsim piipadé O(log N), ale pokud je jiz pole na
zacatku setfidéné, probéhne pouze jedind a v takovém piipadé mé algoritmus ¢asovou
slozitost O(N). My si vSak zatajime i tuto variantu.

Algoritmus pracuje v nékolika fazich. Na zac¢atku prvni faze tvoii kazdy prvek jedno-
prvkovou setiidénou posloupnost a obecné na zacatku i-té faze budou mit setridéné
posloupnosti délky 2¢~1. V i-té fazi tedy vidy ze dvou sousednich 2¢~!-prvkovych
posloupnosti vytvofime jedinou délky 2¢. Pokud N neni nasobkem 2¢, bude délka
posledni posloupnosti zbytek po déleni N é&islem 2°. Zastavime se, pokud 2! > N, tj.
po [log, N fézich.
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Protoze v i-té fazi slijeme (N /2f| dvojic nejvyse 2 l-prvkovjch posloupnosti, je
Casové slozitost jedné faze O(N). Celkova Casovda slozitost popsaného algoritmu je
pak O(Nlog N).

procedure MergeSort(var A: Pole);

var P: Pole; { pomocné pole }
delka: integer; { délka set¥idénjch posl. }
i: integer; { index do vytvafené posl. }

i1, i2: integer; { index do slévanjch posl. }
k1, k2: integer; { konce slévanjch posl. }
begin
delka:=1;
while delka<N do begin
il:=1; i2:=delka+1; i:=1;
k1:=delka; k2:=2*delka;
while i12<=N do begin
{ slévame A[il1..k1] s A[i2..k2] }
if k2>N then k2:=N;
while (il<=k1) or (i2<=k2) do
if (i2>k2) or ((il<=k1) and (A[i1]<=A[i2])) then begin
P[i]:=A[i1]; i:=i+1; il:=il1+1;
end
else begin
P[i]:=A[i2]; i:=i+1; i2:=i2+1;

end;

il:=k2+1; i2:=il+delka;
k1:=k2+delka; k2:=k2+2*delka;

end;

A:=P;

delka:=2*delka;

end;
end;

V ¢ase O(N log N) pracuje také algoritmus jménem QuickSort. Tento algoritmus je
zalozen na metodé Rozdél a panuj. Nejprve si zvolime néjaké ¢islo, kterému budeme
tikat pivot. Vice si o jeho volbé povime pozdéji. Poté pole preusporadame a rozdélime
je na dvé casti tak, ze zddny prvek v prvni ¢asti nebude vétsi nez pivot a zadny
prvek v druhé ¢asti naopak mensi. Prvky v obou ¢astech pak setfidime rekurzivnim
zavolanim téhoz algoritmu. Je zfejmé, Zze po skonceni algoritmu bude pole setfidéné.

Mala zrada spociva ve volbé pivota. Pro nase ucely by se hodilo, aby leva i prava
¢ast pole byly po prehéazeni pfiblizné stejné velké. Nejlepsi volbou pivota by tedy
byl medidn tfidéného tseku, tj. prvek takovy, jenz by byl v setfidéném poli pfesné
uprostied. Preuspotradani jisté zvladneme v linedrnim case, a pokud by pivoty na
vSech trovnich byly medidny, pak by pocet trovni rekurze byl O(log N). Protoze je
navic na kazdé drovni rekurze soucet délek tiidénych posloupnosti nejvyse N, bude
celkova Casova slozitost O(N log V).
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Ackoli existuje algoritmus, ktery medidn pole nalezne v éase O(N), v QuickSortu se
obvykle nepouziva, jelikoz konstanta u ¢lenu N je piilis velkd v porovnani s prav-
dépodobnosti, Ze ndhodna volba pivota algoritmus pfili§ zpomali. Vétsinou se pivot
voli ndhodné z dosud nesetfidéného tseku. D& se ukazat, ze takovyto algoritmus
s velmi vysokou pravdépodobnosti pobézi v éase O(N log N).

Dtikaz tohoto tvrzeni je trosicku trikovy a lze jej nalézt napr. v knize Kapitoly z dis-
krétni matematiky od pant Matouska a Nesettila. Je vSak tfeba si pamatovat, zZe
pokud se pivot voli ndhodné, mize rekurze dosdhnout hloubky N a ¢asova slozitost
algoritmu az O(N?) — piedstavme si, Ze se pivot v kazdém rekurzivnim voléni ne-
gtastné zvoli jako nejvétsi prvek z t¥idéného tseku. V nasi implementaci QuickSortu
pro nazornost nebudeme pivot volit ndhodné, ale vzdy jako pivot vybereme pro-
stfedni prvek tfidéného useku.

procedure QuickSort(var A: Pole; 1, r: integer);
var i, j, k, x: integer;

begin
i:=1; j:=r;
k:=A[(i+j) div 2]; { volba pivota }
repeat

while A[il<k do i:=i+1;
while A[jI>k do j:=j-1;
if i<=j then begin
x:=A[i]; A[i]l:=A[j]; A[j]:=x;

i:=i+1;
jr=j-1;
end;

until i >= j;

if j>1 then QuickSort(A, 1, j);

if i<r then QuickSort(A, i, r);
end;

Metody pro specificka data

Jesté si predvedeme dva ttidici algoritmy, které jsou vhodné, pokud t¥idéné objekty
maji nékteré dalsi specidlni vlastnosti. Prvnim z nich je ¢7idéni pocitdnim (Count-
Sort). To lze pouzit, pokud t¥idéné objekty obsahuji pouze kli¢e a moZnych hodnot
kli¢d je malo. Tehdy si staci spocitat, kolikrat se ktery kli¢ vyskytuje, a misto t¥idéni
vytvorit celé pole znovu na zakladé toho, kolik jednotlivych objektt obsahovalo pole
puvodni. My si tento algoritmus predvedeme na pfikladu t¥idéni pole celjch cisel
z intervalu (D, H):

const D = 1;
H = 10;
procedure CountSort(var A: Pole);
var C: array[D..H] of integer;
i, j, k: integer;
begin

16



for i:=D to H do C[i]:=0;
for i:=1 to N do C[A[i]]:=C[A[i]l] + 1;
k:=1;
for i:=D to H do
for j:=1 to C[i] do begin

Alk] :=1i;
k:=k+1;
end;

end;

Casova slozitost takovéhoto algoritmu je linearni v N, ale nesmime zapomenout
pricist jesté velikost intervalu, ve kterém se prvky nachéazeji (K = H—D+1), protoZe
néjaky Cas spotfebujeme i na inicializaci pole pocitadel. Celkem tedy O(N + K).
Pokud by tfidéné objekty obsahovaly vedle kli¢t i néjakd data, mizeme je misto
pouhého pocitani rozdélovat do prihradek podle hodnoty klice a pak je z prihradek
vysbirat v rostoucim poradi kli¢t. Tomuto algoritmu se tikd prihrddkove tridént
(BucketSort) a my si popiSeme jeho viceprichodovou variantu (RadizSort), ktera je
vhodnéjsi pro vétsi hodnoty K.

V prvni fazi si ¢isla rozdélime do pfihradek (skupin) podle nejméné vyznamné cifry
a spojime do jedné posloupnosti, v druhé fazi ¢isla roztfidime podle druhé nejmé-
né vyznamné cifry a opét spojime do jedné posloupnosti atd. Je dulezité, aby se
uvnitt kazdé prihradky zachovalo poradi ¢isel v posloupnosti na zacatku faze, tj.
posloupnost ulozena v kazdé prihradce je vybranou podposloupnosti posloupnosti
ze zatatku faze.

Tvrdime, ze na konci i-té faze obsahuje vysledna posloupnost ¢isla utridéna podle
1 nejméné vyznamnych cifer. Ziejmeé ¢-té nejméné vyznamné cifry tvori neklesajici
posloupnost, nebot podle nich jsme pravé v této fazi rozdélovali ¢isla do prihradek,
a pokud dvé ¢isla maji tuto cifru stejnou, jsou ulozena v poradi dle jejich i—1 nejméné
vyznamnych cifer, nebot v kazdé pfihradce jsme zachovali poradi ¢isel z konce minulé
faze.

Na zévér poznamenejme, ze misto ¢isel podle cifer lze do ptrihradek rozdélovat téz
textové fetézce podle jejich znakt, atp.
Jak je to s ¢asovou slozitosti této varianty RadixSortu? Pokud tfidime cela ¢isla od 1
do K a v kazdém kroku je rozd€lujeme do ¢ prihradek, potfebujeme log, K prichod
(tolik je cifer v zapisu ¢&isla K v ¢-kové soustavé). Kazdy priichod spotiebuje cas
O(N + ¢), takze cely algoritmus bézi v ¢ase O((N + £)log, K). To je O(N), pokud
K a / jsou konstanty. My si pfedvedeme implementaci algoritmu pro K = 255 a
¢ = 2 (¢isla budeme rozhazovat do prihradek podle bitd v jejich bindrnim zépisu).
const K=255;
procedure RadixSort(var A: Pole);
var PO, P1: Pole;

k1, k2: integer;

i: integer;

bit: integer;
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begin
bit:=1;
while bit<=K do begin
k1:=0; k2:=0;
for i:=1 to N do
if (A[i] and bit)=0 then begin
k1:=k1+1; PO[k1]:=A[i];
end
else begin
k2:=k2+1; P1[k2]:=A[i];
end;
for i:=1 to k1 do A[i]:=PO[i];
for i:=1 to k2 do A[k1+i]:=P1[i];
bit:=bit * 2; { bitovy posun o jedna vlevo }
end;
end;

Dolni mez na rychlost t¥idéni

Na zavér naseho povidani o t¥idicich algoritmech si ukazeme, zZe t¥idit obecné idaje,
se kterymi neumime provadét nic jiného nez je navzajem porovnavat, rychleji nez
O(Nlog N) nejen nikdo neumi, ale také ani umét nemuze. Libovolny t¥idici algo-
ritmus zalozeny na porovnavani a prohazovani prvka totiz musi na nékteré vstupy
vynalozit fadové alespoii N log N krokii. (RadixSort na prvni pohled tento vysledek
porusuje, na druhy vsak uz ne, kdyz si uvédomime, o jak specidlni druh t¥idénych
dat se jedna.)

Tridici algoritmus v pribéhu své ¢innosti néjak porovnava prvky a néjak je
@ prehazuje. Provedeme myslenkovy experiment. Pozménime algoritmus tak, ze
nejdiive bude pouze porovnévat, podle toho zjisti, jak jsou prvky v poli usporadany,
a kdyz uz si je jisty spravnym poradim, prvky najednou piehézi. Tim se algoritmus
zpomali nejvyse konstanta-krat. Také pro jednoduchost predpokladejme, Ze vSechny
tridéné tdaje jsou navzajem rtzné. Porovnavaci ¢innost algoritmu si pak mizeme
popsat tzv. rozhodovacim stromem. Zde je priklad rozhodovaciho stromu pro tii-
prvkové pole:

‘ T1T3T2 ‘ ‘ T3T1T2 ‘ ‘ ToX3T1 ‘ ‘ Tol1X3 ‘
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Kazdy vrchol obsahuje porovnani dvou prvk x a y, v levém podstromu daného
vrcholu je ¢innost algoritmu pokud z < y, v pravém podstromu ¢innost pii x > y.
V listech je uz jisté spravné poradi prvka.

Kazdému algoritmu odpovida néjaky rozhodovaci strom a kazdy prubéh ¢innosti
algoritmu odpovida prichodu rozhodovacim stromem od kofene do néjakého listu.
Nasim cilem bude ukézat, ze v libovolném rozhodovacim stromu (a tedy i libovolném
odpovidajicim algoritmu) bude existovat cesta z kofene do néjakého listu (neboli
vypocet algoritmu) délky N log N.

Kolik maximalné hladin h, a tedy i jaka nejdelsi cesta se v takovém stromu mtize
vyskytnout? Nas strom mé tolik list®, kolik je moznych poradi tfidénych prvkd,
tedy pravé N!. Riznym potfadim totiz musi odpovidat rtzné listy, jinak by algo-
ritmus net¥{dil (pfedpoklddame pfeci, Ze to, jak méd prvky prohazovat, miZe zjistit
jenom jejich porovnavanim), a naopak kazdé potradi prvki jednoznaéné uréuje cestu
do pfislusného listu. Na nulté hladiné je jediny vrchol, na kazdé dalsi hladiné se
oproti predchozi pocet vrcholi nejvyse zdvojnasobi, takze na i-té hladiné se nachazi
nejvyse 2¢ vrcholi. Proto je listd stromu nejvyse 2" (nékteré listy mohou byt i vyse,
ale za kazdy takovy uréité chybi jeden vrchol na h-té hlading). Z toho vime, Ze plati:
2" > pocet listi > NV,
a proto:
h > log,(N).

Logaritmus faktoridlu se tézko pocita presné, ale mtuzeme si ho zdola odhadnout
pomoci nasledujiciho pozorovani:

nl=n-(n—1)-...-(n/2) -...>
n/2 ¢lent, kazdy > n/2
> (n/g)(n/2).

Dosazenim ziskdme:

= T logy(N/2) = 5 - Nlogy N 1) >

Vidime tedy, ze pro kazdy tfidici algoritmus existuje vstup, na kterém se bude muset
provést alespoil ¢ - Nlog N krokd, kde ¢ > 0 je né€jakéd konstanta.

Poznamky

e Zkuste si téZ rozmyslet (drobnou modifikaci pfedchoziho dikazu), Ze ani prameér-
nd Casova slozitost t¥idéni nemutze byt lepsi nez N log V.

e Odvodit primérnou slozitost QuickSortu vlastné neni zase tak tézké. Zkusme
nasledujici avahu: Pokud by pivot nebyl presné median, ale alespon se na- @
chézel v prostfedni tietiné setfidéného useku, byla by slozitost stile O(N log N),
jen by se zvysila konstanta v O-¢ku. Kdybychom pivota volili ndhodné, ale po
rozdéleni prvku si zkontrolovali, jestli pivot padl do prostfedni tfetiny, a pokud
ne (jeden z tisekl by byl moc velky a druhy moc maly), volbu bychom opakovali,
v priaméru by nés to stalo konstantni pocet pokusii (pokud ¢ekdme na udélost,
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kterd nastava ndhodné s pravdépodobnosti p, stoji nas to v priméru 1/p pokusiy;
zde je p = 1/3), takze celkova slozitost by v priméru vzrostla jen konstantné.

Puvodni QuickSort sice zadné takové opakovani volby neprovadi a rovnou se
zavola rekurzivné na velky i maly tsek, ale opét se po v priméru konstantné
mnoha iteracich velky tsek zredukuje na nejvyse 2/3 ptivodni velikosti a t¥idéni
malych tsekt jednotlivé nezabere vic ¢asu, nez kdyby se t¥idily dohromady.

e Kdybychom u QuickSortu pouzili rekurzivni volani jen na mensi interval, zatim-
co ten vétsi bychom obslouzili pfenastavenim proménnych a skokem na zacatek
pravé provadéné procedury, zredukovali bychom pamétovou slozitost na O(log N)
(nepocitaje samotné pole ¢isel), jelikoz kazdé dalsi rekurzivni volani zpracovava
alespoil dvakrat mensi Gsek neZ to predchozi. Casové slozitosti tim viak nepomifi-
zeme.

® Pocet prihradek u RadixSortu vitbec nemusi byt konstanta — pokud napf. chcete
tiidit N ¢isel v rozsahu 1... N*, staéi si zvolit £ = N a fazi bude jenom k. Pro
pevné k tak dosdhneme linearni ¢asové slozitosti.

Tomds Valla, Martin Mare§ a Dan Krdl

Uloha 18-2-4: Stavbyvedouci

Stavbyvedoucim krokobéhu se stal Potrhlik a vSichni ostatni zvifeci stavitelé si u néj
mohli objednévat material. Kdyz si konecné vsichni nadiktovali, co chtéli, mél uz
Potrhlik pékné dlouhy seznam. U kazdého pfedmétu ze seznamu si Potrhlik pamatuje
N udaju a kazdy predmét mé zapsany v seznamu na jedné rfadce. Cely seznam je
tedy tabulka, kterda ma N sloupci a tolik radek, kolik je predmétu.

Vsichni stavitelé si ovSem (stejné jako ucitelé) mysli, Ze jejich pfedméty jsou ty
jejich pozadavku. Kazdy pozadavek je ¢islo udaje (sloupce), podle kterého by se
mély vSechny Fadky setfidit. (Neboli je to ¢islo sloupce, podle kterého bychom méli
setfidit celou tabulku.)

Chudak Potrhlik nakonec obdrzel M pozadavki, tedy M zadosti o setfidéni dle
urcitého sloupce. Rozhodl se, ze fadky setfidi nejprve podle 1. pozadavku, potom
podle 2., ..., az M-tého pozadavku. Navic kdyz budou v néjakém kroku dveé radky
podle zpracovavaného pozadavku stejné, jejich vzajemné poradi zlistane stejné jako
pred timto tridénim.

Pocet ttidicich pozadavki je ale opravdu velky a ¢asto se v ném opakuji ¢isla sloupci,
takze Potrhlika napadlo, Ze byste mu mohli pomoci jeho kol zjednodusit. Zajima-
lo by ho, jestli by nemohl provést setfidéni fadkt podle mensiho poctu tfidicich
pozadavku. Tato kratsi posloupnost t¥idicich pozadavka by méla byt s ptivodni po-
sloupnosti ekvivalentnd, ¢ili af je seznam predmétii na zac¢atku uspofddan libovolné,
setfidéni podle ptivodni posloupnosti pozadavkd a podle kratsi posloupnosti poza-
davkt musi dat vzdy stejné vysledky (stejné setfidény seznam).

Zkuste napsat program, ktery dostane N (podcet sloupcti seznamu), M (podet tii-
dicich pozadavkl) a jednotlivé tiidici pozadavky a najde nejkratsi posloupnost tii-
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dicich pozadavki, kterad je zadané posloupnosti ekvivalentni. Pokud je minimalnich
posloupnosti vice, sta¢i vypsat libovolnou z nich.

Priklad: Pro N = 3 a M = 7 pozadavkua 3, 3, 1, 1, 2, 3, 3 je hledanad nejkratsi
posloupnost pozadavku tfeba 1, 2, 3.

Uloha 23-3-5: Rozhézené EWD

Chudak pan Richards ma jen svou zapomnétlivou hlavu a par papird, tak budete
muset vymyslet, jak setfidit EWD (¢&islované zéznamy Edsgera Dijkstry) v konstant-
ni paméti. To jest, Ze si mize udélat tfeba 1000 zdznamt, ale ne pro kazdou z N
EWD jeden. Vami spotfebovand pamét prosté na N vibec nesmi zviset (a N muze
byt libovolné velké — argument, ze EWD je kone¢né mnoho, vdm neprojde). Dévejte
si pozor na rekurzi, spotfebovava tolik paméti, jak hluboko je zanorena.

Prehédzend EWD budeme reprezentovat jako spojovy seznam. V programu dostanete
ukazatel na prvni prvek spojového seznamu, kde je ¢islo EWD a ukazatel na dalsi.
Vasim tikolem je ho set¥idit a vratit ukazatel na prvni prvek (nejstarsi EWD).

Spojovy seznam uZ mate v paméti, vasim tikolem je prepojit jej do setfidéného stavu.

~ M

Priklad pred setfidénim:

A po setfidéni:

| 3 2 4 |1 -
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Binarni vyhledavani

Predstavte si, Ze jste k narozenindm dostali obrovské pole setfidénych zdznami (to je,
pravda, trochu netradiéni darek, ale pro¢ ne — muZe to byt tfeba telefonni seznam).
Zaznamy mohou vypadat libovolné a to, Ze jsou setfidéné, znamena jen a pouze,
ze 1 < T2 < ... < zp, kde < je néjaka relace, kterd ndm fekne, ktery ze dvou
zdznami je mensi (pro jednoduchost predpoklddame, Ze zadné dva zdznamy nejsou
stejné).

Co si ale s takovym polem po¢neme? Zkusime si v ném najit néjaky konkrétni za-
znam z. To mizeme udélat tieba tak, Ze si nalistujeme prostfedni zdznam (oznac¢ime
si ho z,,,) a porovndme s nim nase z. Pokud z < x,,, vime, Ze se z nemuze vyskytovat
yhapravo® od x,,, protoze tam jsou vSechny zaznamy vétsi nez x,, a tim spise nez z.
Analogicky pokud z > x,,, nemuZe se z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou
ptripadech ndm zbude jedna polovina a v ni budeme pokracovat stejnym zptisobem.
Tak budeme postupné zmensSovat interval, ve kterém se z muZze nachdzet, az budto
z najdeme nebo vylou¢ime vSechny prvky, kde by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fika bindrni vyhleddvdni nebo také hledani piulenim
intervalu a snadno ho naprogramujeme budto rekurzivné nebo pomoci cyklu, v némz
si budeme udrzovat interval (I, r), ve kterém se hledany prvek muZe nachézet:

function BinSearch(z : integer): integer;
var 1, r, m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N;
while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2; { stfed intervalu }
if z < x[m] then
r :=m1 { je vlevo }
else if z > x[m] then
1 := m+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m; exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }
end;

Vsimnéte si, Ze prichodi cyklem while muze byt nejvyse [logy N, protoZe interval
(I,7) na poc¢atku obsahuje N prvki a v kazdém pruchodu jej zmensime na polovinu
(ve skutecnosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro nas). Proto po k priichodech bude
interval obsahovat nejvyse N/2* prvki a jelikoz pro N/2* < 1 se algoritmus zastavi,
miZe byt k nejvyse log, N. Proto je éasova slozitost binarniho vyhledévani O(log V).
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Poznamky

e Algoritmus je nejjednodussim piikladem navrhového postupu zvaného Rozdél
a panug, kterému je v dalsim textu vénovana celd kapitola.

® Pokud zaznamy mtzeme jenom porovnavat, je binarni vyhledavani nejlepsi moz-
né. Libovolné hledani zalozené na porovnavani lze totiz popsat bindrnim stromem
a bindrni strom s N vrcholy musi mit vzdy hloubku alespoii |log, N |. Pokud mii-
Zeme pouzit hesovdni (viz dalsi kapitoly), dostaneme se na priimérné konstantni
slozitost (ale v nejhor§im p¥ipadé linedrni). Jeho nevyhodou ovsem je, Ze udrzu-
je jenom mnozinu prvki, nikoliv uspofadani na ni, takze napiiklad nelze najit
k zadanému prvku nejblizsi vyssi.

® Kdyz hledame v telefonnim seznamu, nepilime intervaly, ale hadame, kam pfi-
blizné by ze zkoumaného intervalu hledana hodnota mohla pfijit — pokud hledame
Zemana, otevieme seznam nékde u konce. Na tom je zalozené interpolacni hle-
dant, které v primérném pripadé rovnomérné rozlozenych dat najde vysledek
v O(loglog N).
Od vyse uvedeného kédu se lisi pravé jenom urcovanim ,stfredu*:
m:= 1+ (z-x[1]) * (r-1) div (x[r]-x[1]1); { st¥ed intervalu }

Na nepravidelnych datech takové hledani ale mutize trvat az linedrné dlouho. Muze-
me to oSetfit tim, ze budeme kroky binarniho a interpola¢niho hledani stridat. Na
$patnych datech tak bude doba béhu omezena dvojnisobkem doby béhu hledani
binarniho a na dobrych dvojnasobkem casové slozitosti interpola¢niho hledéni.
Stoji ndm to vsak za tu ndmahu? Asi jen v pfipadé, kdy nés stoji ¢teni prvkia
pole nemaly cas, tedy pokud je ulozeno na pevném disku, popi. aspon vypadlo-li
pro svou velikost z procesorovych kesi.

e Co kdyz potiebujeme seznam rychle upravovat? Do pole novou hodnotu rychle
vlozit nejde. Norméalné bychom pouzili spojovy seznam, ale tim bychom zhorsili
slozitost binarniho vyhledavani k nepouzitelnosti, protoze je v ném nalezeni pro-
sttedni{ hodnoty v O(N). ReSenim jsou wyhleddvaci stromy, o kterych mluvime
v jedné z nésledujicich kucharek.

Martin Mares, Tomdas$ Valla o Lukd$ Ldansky

Uloha 22-5-2: Straze tdoli

Udoli drakt hlidaji havrani rozmisténi na piimce. Jenze néktefi jsou moc blizko
u sebe a maji tendenci se misto hlidani vybavovat, takze jsme se rozhodli pocet
strazi zredukovat. Nevime vsak, které propustit.

Znédme polohu vSech N havranti na pfimce, zadanou celo¢iselnymi mezerami mezi
nimi, a chceme jich vyradit K, aby byli dva nejblizsi havrani od sebe co nejdale.
Potiebujeme tedy maximalizovat minimalni vzdalenost mezi nimi. Dokazete pro nas
rychle najit K havrant, jez posleme do vysluzby?

Napriklad pro N = 6, K = 3 a mezery mezi havrany 4, 6, 2, 5, 7 je spravhym
feSeni propustit 2., 3. a 5. havrana (brano zleva), takze ztistanou mezery 12, 12. Pro

23



7, mezery 5, 12, 6, 3, 8, 1, 4, 1, 1, 9, 15, 1, 16 vyhodime

N=14 K =
2.,4.,6.,7.,8.,9. a12. (moznosti je tentokrat vice).
Uloha 23-1-3: Jedna maticova

Na vstupu dostaneme matici, tj. dvojrozmérné pole celych cisel, ktera ma navic tu
zv14stni vlastnost, Ze jsou ¢isla v kazdém jejim ¥adku a sloupci ostie rostouci (lisi se
alespoii o 1). Pot¥ebovali bychom rychle zjistit, zdali v ni neexistuje n&jaké policko
v i-tém fadku a j-tém sloupci, které by mélo hodnotu presné i + j.

Pokud hledanych policek existuje vic, mizete vypsat libovolné z nich. Pokuste se
také vymyslet, jak rychle spocitat, kolik takovych policek je.

Pri zvazovani c¢asové slozitosti nepocitejte dobu nacitani: predstavujte si, ze uz mate
matici v paméti. Zkuste zdtivodnit, pro¢ nelze dosdhnout rychlejsiho feseni.

Priklad vstupu:

w

~N oD
© O~
= oD

1

Odpovidajict vjstup: 1. ¥adek, 3. sloupec
Priklad vstupu:

o W
o O
~N O ;o

Odpovidajici vystup: zaddné takové policko neni
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Halda

Halda je datova struktura pro uchovavani mnoziny ¢isel (61 jakychkoliv jingch prvkd,
na kterych mame definovano usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvku fici,
ktery z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle podporuje nasledujici operace:
ptidani nového prvku, nalezeni nejmensiho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My
si ukdzeme jednoduchou implementaci haldy, ktera bude pfi ulozeni N prvka potie-
bovat ¢as O(log N) na pfidani ¢ odebrani jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na
zjisténi hodnoty nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda obsahuje N prvki, ulozi-
me jeji prvky do pole na pozice 1 az N. Prvek na pozici k£ bude mit dva ndsledniky,
a to prvky na pozicich 2k a 2k + 1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy napf.
2k +1 > N, ma takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce zadného naslednika. Naopak
prvek na pozici |k/2| nazveme piedchidcem prvku na pozici k. Ti z vés, ktef{ znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptisob, jak v poli uchovavat tiplné binarni
stromy (néslednici jsou synové a predchtidci otcové v obvyklé stromové terminologii,
prvek ¢. 1 je kofen stromu). O stromech se vice dozvite v nésledujicich kucharkach.

Prvky haldy vsak v poli neuchovavame v tplné libovolném poradi. Chceme, aby
platilo, ze kazdy prvek je mensi nebo roven vSem svym néaslednikiim. NaSe halda
(ulozena v poli h) tedy mize vypadat nap¥. takto:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h[il| & 6 20 | 25 7 21 | 22 | 26 | 27

Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek je uloZen na pozici
s indexem 1, a tedy muzeme snadno v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté
prozradime, jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme mu tfeba x, pfiddme na
konec pole, tj. na pozici s indexem N + 1. Nyni x porovname s jeho predchidcem.
Pokud je jeho predchidce mensi, je vse v poradku a jsme hotovi. V opac¢ném piipadé
z s jeho predchiidcem prohodime.

Tim jsme problém napravili, ale nyni mtze byt x mensi nez jeho novy predchiidce.
To lze napravit dalsim prohozenim a tak budeme pokracovat déle, nez se budto do-
staneme do situace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému predchtdci, nebo ,,vybubla®
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az do kotene haldy, kde uz zadného predchiidce nema. Protoze se v kazdém kroku
pozice, na niz se prvek z pravé nachdzi, zmensi alespon na polovinu, provedeme
dohromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme ¢as O(log N).

Odebirdni nejmensiho prvku probihd podobné: Prvek z posledni pozice (tj. z po-
zice N) pfesuneme na pozici 1, tedy misto minima. Misto s pfedchudci jej vsak
porovnédme s jeho nasledniky a v ptipadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho nasledni-
ki, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba naslednici, prohodime ho s mensim
z nich). A protoZe se ndm v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku v poli alespoii
zdvojnasobi, opét spotfebujeme cas O(log N).

Poznamky

e V ¢ase O(log N) lze z haldy smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ov§em
pamatujeme, kde se v haldé nachazi. Také muzeme prvek ponechat a jen zménit
jeho hodnotu.

Zdrojovy kod
var halda: array[1..MAX] of integer;

N: integer; { polet prvkd v haldé }
function nejmensi: integer;
begin
nejmensi:=halda[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
i:=N; N:=N+1;
haldal[i] :=prvek;
while (i>1) and (haldal[i div 2]>haldali]) do begin
x:=haldal[i div 2];
haldal[i div 2] :=haldal[i];
halda[i] :=x;
i:=i div 2
end
end;

procedure smaz_nejmensi;
var i, j, x: integer;

begin
halda[1] :=haldal[N];
N:=N-1;
i:=1;
while 2%i<=N do begin
ji=i;

if halda[j]>halda[2*i] then j:=2%i;
if (2#i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2%i+1;
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if i=j then break;
x:=halda[i]; haldali] :=haldal[j]; haldal[j]:=x;

i:=j
end
end;
HeapSort

Kdyz uz méme k dispozici haldu, mfizeme pomoci ni naptiklad snadno t¥idit ¢isla.
Mame-li N ¢isel, ktera chceme setfidit, vytvorime si z nich nejprve haldu o N prvcich
(napiiklad postupnym vkliddanim do prézdné haldy), nacez z ni budeme postupné
N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim ziskdme prvky ptivodniho pole v rostoucim
poradi. Celkové provedeme N vlozeni, N nalezeni minima a N smazani. To vSe
dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukazeme program, pridame jesté dva triky, které nam implementaci zna¢né
usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jednoho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat
na svém zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pritom zbytek pole se bude
postupné zmensovat a uvolniovat tak misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu
budeme zmensovat haldu a do volného prostoru ukladat setfidéné prvky. K tomu se
nam bude hodit ziskdvat prvky v opa¢ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby
udrzovala nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spoc¢iva v tom, Ze nebudeme haldu vytvaret postupnym vkladanim, nybrz
naopak zabublavanim prvkd (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi prvky a jejich nasledniky,
a dokonce tak zvlddneme celou haldu vytvofit v linedrnim ¢ase — proc¢ to tak je, si
zkuste dokdzat sami (sta¢i si uvédomit, kolikrat zabublédvame které prvky). Zbytek
tFidéni bohuzel nadale ztistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni haldou) a je jednim z maéla
zndmych rychlych t¥idicich algoritmi, které nepotiebuji pomocnou pamét.

type Pole = array[1..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i, x: integer;
procedure bublej(m, i: integer); { "zabubléni" prvku }
{ m je velikost haldy, i je index zabublavaného prvku }
var j, x: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
Ji=2%1i;
if (j<m) and (A[j+1]1>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[il:=A[j]; A[j]:=x;
i:=];
end;
end;
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begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i); { bublej }
for i:=N downto 2 do begin { vybirej maximum }
x:=A[1]; A[1]:=A[i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end;
end;

Dan Krdl, Martin Mare$ a Petr Skoda
Uloha 19-2-3: Moneymaker

Na vstupu dostane vas program ¢islo IV, coz je pocet tkoli ke zpracovani. Zpracovani
kazdé ulohy zabere jednotkovy cas. Dale pak N radku, kazdy se dvéma ¢isly. Prvni
¢islo znamenéd, do kdy je tfeba tkol vykonat, a druhé ¢islo je odména, kterou za
splnény tkol dostaneme. V jednom c¢ase mohu pracovat pravé na jednom tukolu.
Vystupem programu by pak mélo byt takové poradi tkolu, aby zisk byl maximaélni.
Pokud je takovych poradi vice, staci libovolné z nich.

Priklad: Pro N = 4 a zadznamy

3 1
1 3
2 5
2 4

je optimalni poradi 3, 4 a 1.

Uloha 20-4-4: Skupinky pro chytré

Budeme pracovat se zdznamy lidi. Kazdy ¢lovék ma jméno a IQ (pficemz 1Q je celé
kladné ¢islo). Z lidi budeme vytvéaret skupinky. Kazd4 skupinka ma unikatni ID
(identifika¢ni ¢islo), které je opét celé a kladné. Na pocatku méme pouze jedinou
prézdnou skupinku s ID=1.

Nad skupinkami chceme provozovat operace:

® INSERT — Vlozi nového c¢lovéka.

e FIND_BEST — Nalezne ¢lovéka s nejvyssim 1Q.

e DELETE_BEST — Clovék s nejvyssim IQ odchézi za kariérou do zahraniéi (odstra-

nime jej).

Vyse uvedené operace dostanou vzdy ID skupinky, nad kterou maji byt provedeny.
Z4dna z operaci nemodifikuje skupinku, ale misto toho vytvoii skupinku novou,
ve které budou uloZeny vysledky operace. ID nové skupinky bude nejmensi dosud
nepouzité cislo. Pochopitelné operace FIND_BEST pouze vraci nalezeného clovéka,
takze nevytvofi novou skupinku. Skupinky nikdy nezanikaji, takze je potfeba si je
néjakym zptsobem udrzovat vSechny.

Vysledek kazdé operace musite oznadmit jesté pred tim, nez zacnete zpracovavat
operaci dalsi — tj. nesmite si operace bufferovat a pak jich provést vic najednou.
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Vasim tkolem je navrhnout a popsat vhodnou datovou reprezentaci a jak na ni
budou probihat pozadované operace.

Priklad: Jak bylo feceno, na zac¢atku mame jen jednu prazdnou t¥idu s ID=1. Budeme
provadét operace:

® INSERT("Ales", IQ=130) do ID=1 vytvori skupinku ID=2.

® INSERT("Petr", IQ=110) do ID=2 vytvori skupinku ID=3.

® INSERT("Jana", IQ=140) do ID=1 vytvori skupinku ID=4.

e FIND_BEST v ID=2 vrati "Ales".

e FIND_BEST v ID=3 vrati také "Ales".

® FIND_BEST v ID=4 vrati ovSsem "Jana".

e DELETE_BEST z ID=3 vytvofi skupinku ID=5.

e FIND_BEST v ID=5 vrati "Petr", protoze AleSe odstranila pfedchozi operace.

29



Grafy

./ o . o 0
Co maji spole¢ného nasledujici tlohy? Obycejng graf

e Na filmovém festivalu se seSlo Sest tisic lidi, nékteré
dvojice se znaji, nékteré ne. Jak najit nejvétsi skupi-
nu lidi, ve které se vSichni znaji?

Vasek Pepa
Kamil

® Podnikatel sepisuje procesy, které se pravidelné opa-
kuji pfi tvorbé jeho produktu. Nékteré tikony zavisi Lukas Ondra
na dokonceni jinych, a tak by rad védél, jak je uspo-
radat a jaké moznosti ma pfi jejich paralelizovani.

e Jak najit nejkratsi cestu z Prahy do Brna, mame-li Orientovany graf
zadanu silni¢ni sit Ceské republiky jako trojice (més-
to, mésto, délka)?

natézit  pribarvit  'SUSt
Vsechny problémy maji spolecné, ze jejich vstup mu- *

~ « v . zacl T
zeme redukovat na dvé mnoziny: objekty a vztahy me- poschat okostovat semlit
zi dvojicemi téchto objekti. Objekty jsou po fadé lidé,

tkony a mésta; vztahy jsou

® Aseznas B. Ohodnoceny graf
e A zavisi na dokonceni B. Pardubice
e Mezi A a B existuje cesta dlouhd z. Olomouc
Praha mou
Takovym zadanim k4 moderni matematika grafy. Ten 123 86
pojem nijak nesouvisi s grafy jakozto obrazky vyvoje Brno

funkci nebo vizualizacemi statistickych dat. Graf je v jadru skutecné jen dvojice
mnozin, které budeme v pocitaci ¢asto reprezentovat seznamy.

Na rozdil od jinych ¢asti nové matematiky jsou grafy nazorné — krasné se kresli.
Ackoliv se ¢ast teorie zabyva vlastnostmi takového kresleni a jedna z dalsich kuchaiek
se vénuje graftim, které se daji dobfe kreslit do roviny, nesmime se nechat touto
néazornosti zmast. Jako informatici si je kreslime jen proto, Ze se nam o seznamech
Cisel Spatné premysli. To, jak jsme si je nakreslili, na seznamech ¢isel pranic nezméni.

Definovani
Nasge tfi priklady zachycuji t¥i obvyklé situace vztahti mezi objekty:

e Nejjednodusi pfipad nastavéa na filmovém festivalu. Jediné, co si o vztahu pama-
tujeme, je, zda-li existuje. Mezi dvéma lidmi navic nemiize existovat vic vztaht.
Graftim, které modeluji takové situace, fikdme obycejné a kreslime je tak, ze
oznacené vrcholy spojujeme bezejmennymi carami.

e Situace podnikatele je sloZitéjsi, protoZe vztahy maji smér. Ackoliv v uvedené tlo-
ze existence dvou protismérnych vztaht mezi dvojici vrcholi znamené neexistenci
feSeni, v obecnosti nam takové situace nevadi. Grafy tohoto typu oznacujeme jako
orientované a misto ¢ar kreslime Sipky.

e Ptipad hleddni nejkratsi cesty pracuje na nejobecnéjsim grafu (v jistém smyslu),
grafu ohodnoceném. Ten si u kazdého vztahu pamatuje, zdali existuje a pokud
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ano, jaké mé ohodnoceni, coz muze byt libovolny idaj, zpravidla ¢islo. Pti kresleni
si toto ohodnoceni ptipisujeme k ¢aram.

Nema cenu déale zastirat obvyklou terminologii: objekttim se ¥ika wvrcholy a vztahim
hrany. Pocatky teorie graft se totiz vazou ke zkouméani pravidelnych mnohostént.

Matematika definuje obycejny graf jako uspotradanou dvojici (V, E), kde V' je obecné
(nosnd) mnozina vrcholii (vertices) a F mnoZina neusporadanych dvojic {u, v} hran
(edges). V pfipadé grafu orientovaného jsou dvojice z E uspofadané, (u,v). Zanést
ohodnoceni do definice miizeme prosté tim, ze k (V, F) pfidame funkci h : E — M,
kde M je mnozina, ze které ohodnoceni vybirame. Ale jde to samoziejmeé i jinak.
Definice slouzi jen jako kontrola, Ze nam intuice slouzila vSem stejné.

Cviceni a poznamky

® Reseni vSech tiech Givodnich tloh zde neuvadime explicitné, ale v knize piitomna
jsou. Zkuste je objevit.

e Muzeme ohodnotit graf orientovany? MuZeme ohodnocovat vrcholy, ne hrany?
MizZeme vést mezi dvéma vrcholy nékolik hran? MuZeme vSechno! Existuji do-
konce i takova zobecnéni, ktera jako hranu chdpou mnozinu ne dvou, ale k vrchola.

Programova reprezentace

Programator si definuje obycejny graf predevsim podle moZnosti svého programo-
vaciho jazyka. Zatimco soucasti pythonistovy jazykové kultury jsou seznamy, diky
kterym se nemusi starat o dynamické alokace paméti a mize tak graf psat prosté
jako seznam vrcholi, kde je vrchol seznamem sousednich vrcholti, pascalista takové
feSeni zpravidla nezvoli. Nechce totiz plytvat paméti statickou alokaci, u niz musi
predpokladat, ze vrchol mtze mit tolik sousedu, kolik je v grafu vrcholt, ale ani se
nechce parat se spojovymi seznamy.

Pro mluvdi starsich jazykt existuje standardni trik, jak neplytvat paméti a nemuset
dynamicky alokovat. Udélame si dvé pole, jedno bude velikosti N (timto pismenkem
se obvykle zna¢i pocdet vrcholi), druhé velikosti M (pocet hran). Do hranového
pole budeme ukladat cile hran, ve vrcholovém bude ke kazdému vrcholu uvedeno,
kde v poli hran zac¢inaji hrany z néj vychdzejici — konec tohoto tiseku je implicitné
urcen pocatkem nasledujicitho vrcholu. Pokud zrovna ukladame graf neorientovany,
budeme kazdou hranu chapat jako dvojici hran orientovanych, protismérnych, coz
ostatné plati u kazdého zpiisobu uloZeni grafu seznamem sousedi, jak se probirané
metodé Fika.

V pripadé slozitych grafovych algoritmt, které za svého béhu graf extenzivné mo-
difikuji, se kvili ¢asové slozitosti nevyhneme nutnosti pouzit spojovy seznam pro
seznamy hran vedoucich z jednotlivych vrcholi. Pokud si ke kazdé hrané zapama-
tujeme nejen, kam vede, ale i kde se nachazi jeji druhy konec ve spojovém seznamu
protéjsiho vrcholu, mtizeme v konstantnim ¢ase hranu odebrat, coz se ndm v jedno-
dussich reprezentacich bude dafit jen tézko.

V pokrodilejsich partiich teorie grafii se pouzivaji rozlicné maticové reprezentace
a mate-li radi algebru, je doporucenihodné se s nimi seznamit.
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V nésledujicich receptech budeme, vzhledem k pouzitému programovacimu jazyku,
vzdy pouzivat seznamy sousedt ulozené vyse popsanym, trikovym zpiisobem. Hra-
novému poli budeme fikat Sousedi, poli vrcholovému Zacatky a nadeklarujeme si
je takto:

var N, M: integer; { po&et vrchold a hran }
Zacatky: array[l..MaxN+1] of integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of integer;

Souvislost

Grafova terminologie je bohatd a vtipnd. Tteba cesta (délky k—1) je takova posloup-
nost riznych vrchold uy,us, ..., ux, kde jsou vSechny tésné po sobé jdouci vrcholy
u;, Uj+1 spojeny hranou. Tedy vskutku cesta v netechnickém vyznamu toho slova,
pokud graf chdpeme jako mapu, po které se mizeme prochézet.

Nabizi se pfemyslet nad tim, kam aZ v takovém grafu/mapé muzZeme z nékterého
vrcholu po v8ech moznych cestach dojit. Z Prahy se pésky (suchou nohou) do Sydney
nedostaneme, do Bratislavy ano.

Mnoziné vrchola grafu, pro které plati, Ze se z libovolného jejiho vrcholu dostaneme
po néjaké cesté do libovolného jiného vrcholu mnoziny, a kterd je maximalni v tom
smyslu, ze uz do ni nemizeme pridat zadny jiny vrchol grafu, fikdAme komponenta
souvislosti grafu. Vrcholy kazdého grafu mizeme na komponenty beze zbytku rozdé-
lit. Pokud m4 graf komponentu pouze jednu (z odkudkoliv se dostaneme kamkoliv),
budeme jej oznacovat za graf souwvisly.

Nesouvisly graf Souvisly graf
; (| } %

1 /

T¥i komponenty Jedina komponenta

Uvédomte si, ze fakt, ze lze z kazdého vrcholu dojit do kazdého jiného po cesté,
neznamend, %e mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje hrana (cesty délky jedna).
Kdyby mezi kazdymi dvéma vrcholy vedla hrana, prohlésili bychom graf za pinyg
a znacili ho K,,.

Jak najit komponenty souvislosti programoveé? Tézko vymyslet snazsi ikol! Oznagci-
me si vrcholy priznakem nenavstiveno a pro libovolny nenavstiveny vrchol spustime
rekurzivni funkci prohledavani, ktera nedéla nic jiného, nez zZe odejme priznak ne-
navstivenosti vrcholu v argumentu a zavold sama sebe na vSechny sousedy, ktefi
priznak jesté maji.

Takovy postup v ¢ase linedrnim vii¢i po¢tu hran komponenty objevi komponentu,
ve které se nachéazel vybrany vrchol, a mizeme ho poustét znovu a znovu, dokud
do komponent nerozbijeme cely graf. Systematicky se timto prohleddnim budeme
zabyvat v ¢asti Prohleddvdni do hloubky.
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Souvislost orientovaného grafu je o dost slozitéjsi vlastnost. Existuje ve dvou vari-
antach: definici slab€ souvislosti ziskame tak, Ze ze zkoumaného grafu ,,odmazeme
Sipky* a na vysledném neorientovaném grafu identifikujeme komponenty souvislosti.
Silnd souvislost se definuje takika stejné jako souvislost na obyc¢ejném grafu, avsak
vyuziva misto obycejné cesty definici cesty orientované — je to to samé, akorat poradi
vrcholtt musi respektovat orientaci Sipek.

Silné souvisly graf je tedy i slabé souvisly, protoze 1ze-li
se z vrcholu do vrcholu dostat respektujice sméry Sipek,
jde to jisté, i kdyZz na né zapomeneme. Naopak to ale
neplati, jak ukazuje zobrazeny slabé souvisly graf s vy-
znacenymi komponentami silné souvislosti.

Poznamky
Slabé souvisly graf
se tfemi komponentami
silné souvislosti.

e Vedle cesty existuji jesté dva podobné pojmy souvise-
jici s prochazkami — jde o tah a sled. Zatimco v cesté
se nemohou opakovat vrcholy, a tedy ani hrany (to
si rozmyslete), v tahu se nesmi opakovat pouze hrany a sled je obecné prochazka
po grafu, ktera se miize sestavat z poskakovani mezi dvéma vrcholy.

® Vypada to, jako by pojem ,cesta“ mél dva vyznamy: je to jednak jev, ktery
nastava v obecném grafu (tak jsme si jej definovali), druhak je cesta délky k graf
sdm o sobé oznacovany jako Py (z anglického path).

Cesta
... jako jev v G ... jako graf Pk Pk je pak podgrafem G

(P4)

RVA
U

Souvislost obou pouziti je v tom, Ze mizeme Py, prohlasit za podgraf libovolného
grafu, v némz nastava v ivodu kapitoly popisovand situace (existuje v ném cesta
délky k). Graf G je pfitom podgrafem grafu Go tehdy, existuje-li v G mnoZina
vrchold V takova, ze mizeme sestrojit vzajemné jednoznacné prifazeni mezi vr-
choly V' a vSemi vrcholy G; takové, ze kdykoliv mezi dvéma vrcholy v G; vede
hrana, existuje hrana i mezi pfislusSnymi vrcholy v Gs.

Totozna situace nastava u kruznic, o kterych mluvi dalsi ¢ast. Obecné ale tim-
to zpusobem zaménovat vyskyt v grafu a graf sim nezni dostatecné odborné —
vyskytne-li se kupfikladu uplny graf K, v grafu H, za¢ne se mu fikat klika.

KruZnice a stromy

Kruznice je, podobné jako cesta, posloupnost rtiznych vrchold wui,us,...,ur, kde
plati, Zze mezi u; a u;41 vede hrana. Navic ale musi vést hrana i mezi uy a u;.
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Jsou-li dva vrcholy v obycejném grafu na kruznici, zna-
mena to, ze mezi nimi existuji alespon dvé cesty — jedna
po prvnim oblouku kruznice, druha po druhém. Povazu-
jeme-li hrany za spojeni (dopravni, komunikaéni), je to
dobra zprava, protoze vypadek jedné z hran kruznice
nezpisobi nedostupnost (graf ziistane souvisly — viz ka-

pitolu o hranové 2-souvislosti). )
koren

Neexistence kruznice mé pro strukturu grafu silné du-

sledky. Plati, ze pravé pokud v souvislém grafu neni

kruznice, pak

® mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta,
® odebrani libovolné hrany zpusobi ztratu souvislosti,
e pridani libovolné hrany vytvoii kruznici, ;%\

Stromy

® vrcholt je v takovém grafu pravé o jeden vic nez hran.

Témto souvislym grafim bez kruznic se fiké stromy a je
zédbavnym cvicenim si dokazat ekvivalenci mezi ¢tyimi

- .. maji opravdu
uvedenymi body.

Jjednoduchou strukturu.
Stromy jsou velmi oblibené datové struktury — jen mezi

kuchatkami najdete dvé ne ndhodou pojmenované ,,vyhledédvaci stromy“ a ,jinterva-
lové stromy“. Protoze je uzite¢né mit ve stromu zvlastni vrchol, ze kterého budeme
strom prohledévat a skrze ktery na néj budeme v programu odkazovat, dostalo se
mu zvlastniho pojmenovani — koten.

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma zakladnimi zptisoby proché-
zeni grafem. K tomu budeme potfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury:
Fronta je konecna posloupnost prvki, kterda mé oznaceny zacatek a konec. Kdyz
do ni priddavame novy prvek, pfiddme ho na konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek
odebirame, odebereme ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva first
in, first out, zkracené FIFO.

Zasobnik je také konecnd posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco
prvky priddvame také na konec, odebirame je z téhoz konce. Anglicky nazev je
(prekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

Algoritmus prohleddvani grafu do hloubky:
1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu v

pamatujeme znacku z,, kterd riké, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol
je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho u.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z wu, pfiddme do zasobniku
a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.
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Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu w, tedy
v pfipadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahujici w.

To mtZzeme snadno dokazat sporem: Pfredpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery neni
oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholi vice, vezmeme
si ten nejblizsi k w. Oznacme si y predchidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w;
y je urcité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny). Vrchol y se tedy musel
nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také museli ze zasobniku odebrat
a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus nékdy skonci, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik pfi-
davame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se
kazdy vrchol miize na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz ve 2. kroku pokaz-
dé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse
N opakovéanich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu nejvyse
dvakrét (v kazdém sméru jednou).

Casova slozitost celého algoritmu je tedy linearni v poétu vrcholét N a poétu hran M,
¢ili O(N + M). Pamétova slozitost je stejnd, protoze si tak jako tak musime hrany
a vrcholy pamatovat a zasobnik neni vét$i nez pamét na vrcholy.

Prohledévani do hloubky implementujeme nejsnaze rekurzivni funkci. Jako zasobnik
v tom pripadé pouzivame primo zasobnik programu, kde si program uklada navra-
tové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

var Oznacen: array[1l..MaxN] of boolean;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednoduché. Pro-
jdeme postupné vSechny vrcholy grafu, a pokud nejsou v Zadné z dosud oznacenych
komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto vrcholu prohle-
dame do hloubky. Vrcholy zna¢ime pfimo ¢islem komponenty, do které patii. Pro-
toze prohledavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran komponenty, vyjde dohromady
sloZitost O(N + M). Nic nového si ukladat nemusime, a proto je pamétova slozitost
stale O(N + M).
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var Komponenta: array[1l..MaxN] of integer;
NovaKomponenta: integer;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
end;

var I: integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then begin
Projdi(I);
NovaKomponenta := NovaKomponenta + 1;
end;
end.

Pribéh prohledavéani grafu do hloubky miiZzeme znézornit stromem (podle anglického
nézvu pro prohledévani do hloubky ,Depth-First Search® se mu ¥ikd DFS strom).
7 pocatecniho vrcholu w ucinime kotfen. Pak budeme graf prochézet do hloubky
a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze kterych jsme pfisli. Syny kazdého vrcholu
si usporadame v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi budeme tikat zleva
doprava a také ho tak budeme kreslit.

Hrandm mezi otci a syny budeme tikat stromové hrany. Protoze jsme do zadné-
ho vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které vedou do jiz
navs§tivenych vrcholi na cesté, kterou jsme pfisli z kofene, nazveme zpétné hrany.
Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu dale
od kotene. A konecné pricné hrany vedou mezi dvéma riznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, Ze pii prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou hranu dva-
krat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, anebo jednou jako
zpétnou a podruhé jako dopfednou. P¥iéné hrany se objevit nemohou — pokud by
pri¢néd hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného vrcholu, takze by se
prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemuze: predstavme si stav prohledavani v okamziku, kdy jsme opoustéli levy
vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té
uz vime, zZe neexistuje.
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jsou orientované vzdy ve stromé shora dolid, zpétné zdola nahoru a pri¢né hrany
mohou existovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, Cili pouze do podstromu, které
jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

Prohledavani do $ifky

Prohleddvdni do s$irky je zalozené na podobné myslence jako prohledavani do hloub-
ky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w. Dale si
u kazdého vrcholu z pamatujeme ¢islo H[z]. VSechny vrcholy budou mit na za-
¢atku H[z] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, oznacme ho .

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme do fronty
a nastavime jeho H[v] na Hu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch vrcholti, do
kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému
vrcholu pfifazeno nezdporné ¢islo maximalné jednou. To vse se dokazuje podobné,
jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym cislem tvori ve fronté jeden souvisly celek, protoze nejprve ode-
bereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, nez zacneme odebirat vrcholy s ¢islem
n + 1. Navic plati, ze H[v] udavéa délku nejkratsi cesty z vrcholu w do v.

Neexistenci kratsi cesty dokadzeme sporem: Pokud existuje néjaky vrchol v, pro ktery
H{[v] neodpovida délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzadalenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz Dv] je nejmensi. Pak nalezneme nejkratsi cestu z w do v
a jeji predposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v, takze pro néj uz musi byt
D[z] = H[z]. OvSem kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit
i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme mu museli pridélit
Hv] = H[z] + 1 = DJv] a to je spor.
Prohledévani do sitky méa casovou slozitost taktéz linearni s poc¢tem hran a vrchold.
Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta ma linedrni velikost k poctu vrchol,
takZe jsme si oproti prohleddvédni do hloubky nepohor$ili a i pamé&tova sloZitost
je O(N 4+ M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyklem, ktery bude pracovat
s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.
var Fronta, H: array[l..MaxN] of integer;

I, V, Prvni, Posledni: integer;

PocatecniVrchol: integer;

begin
for I :=1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;

Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
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H[PocatecniVrchol] := 0;

repeat
V := Fronta[Prvni];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;

Posledni := Posledni + 1;
Fronta[Posledni] := SousedilI];
end;
Prvni := Prvni + 1;

until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledavani do Sirky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti a hledani
kostry grafu (viz speciélni kuchaika).

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame orientovany graf G
s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy Cisly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly
z vrcholu s mensim ¢islem do vrcholu s vétsim ¢islem, tedy aby pro kazdou hranu
e = (v;,v;) bylo i < j. Piedstavme si to jako srovnani vrcholll grafu na pfimku tak,
aby ,.Sipky“ vedly pouze zleva doprava.

Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus, nelze

takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., v tak, ze
hrana vede z vrcholu v;_; do vrcholu v;, resp. z v do vy. Pak vrchol v9 musi dostat
vy$8i ¢islo nez vrchol vy, v3 nez va, ..., v, nez vi_1. Ale vrchol v; musi mit zaroven

vyssi Cislo nez vy, coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického uspoiradani zabranit.
Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat nasledujicim algoritmem:

1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou p = N.

[\

. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadné hrana (budeme mu fikat stok).
Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.
. Pritadime vrcholu v ¢éislo p.

. Proménnou p snizime o 1.

S O oW

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mtzeme mu urcité
prifadit ¢islo vétsi nez vSem ostatnim vrcholim, protoze prekdzet by nam v tom
mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok odislujeme,
muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich vrcholid. Tento po-
stup musi nékdy skoncit, jelikoz v grafu je pouze kone¢né mnoho vrchold.
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Zbyva si uvédomit, Ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy existuje
alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede néjaka hrana,
pokracujme po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do v3 atd. Co se pfi tom muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadné hrana. Vyhrali jsme, mame
stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo, Ze graf
obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

® Budeme objevovat stale a nové a nové vrcholy. V konecném grafu nemozno.

Algoritmus miZeme navic snadno upravit tak, aby netratil pfilis ¢asu hleddnim vr-
chold, z nichz nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté, a kdykoliv
néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému jinému vr-
cholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano, pfidat takovy vrchol
na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvlddneme v ¢ase O(N + M).

Jind mozZnost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, Ze pofadi, ve kterém jsme se
z vrcholu vraceli, je pravé topologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dalsim ¢islem v pofadi, rozmysleme si, jaké druhy hran z néj mohou
vést: stromova nebo dopfednad hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz prifadili

vvvvv

pouze zprava doleva, takze také do jiz o¢islovanych vrcholi. Casova slozitost je opét
O(N + M).
var Ocislovani: array[1..MaxN] of integer;

Posledni: integer;

I: integer;

procedure Projdi(V: integer);
var I: integer;
begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Ocislovani[V] := Posledni;
Posledni := Posledni - 1;
end;

begin
for I :=1 to N do
Ocislovani[I] := -1;
Posledni := N;

for I :=1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.
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Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanégjsi formu souvislosti. Rikame, Ze neorien-
tovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, Ze:

® ma alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
e zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zpusobilo zvyseni poc¢tu komponent souvislosti grafu, na-
zyvame most.

Na hledani mostti nam poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a DFS strom.
Vsimnéme si, ze mostem muze byt jediné stromova hrana — kazda jina hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne na ¢ast obsahujici kofen
DFS stromu a podstrom ,visici“ pod touto hranou. Jediné, co tomu muze zabranit,
je existence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti, coz musi byt zpétna
hrana, navic takova, kterd neni jenom stromovou hranou vidénou z druhé strany.
Takovym hranam budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitdme hladinu, ve které se nachézi (kofen je na hla-
diné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v
spocitame, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim éislem) vedou ryzi zpétné hra-
ny z podstromu s kofenem v. To mtizeme udélat pfimo pfi prochézeni do hloubky,
protoze nez se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v.

Pokud v8echny zpétné hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je v,
pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty souvislosti,
¢ili tato hrana je mostem. V opa¢ném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato
hrana lezi, takze to most byt nemize. Vyjimku tvoii kofen, ktery zadného otce
nema a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochézeni do hloubky a ma i stejnou ¢asovou
a pamétovou slozitost O(N + M). Zde jsou dilezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: integer);
var I, W: integer;

begin
Hladina[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := HladinalV];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do begin
W := SousedilI];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
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Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladina[V] then
DvojSouvisle := False; { m&me most }
end else { zpétnd nebo dopfedna hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin

for I := 1 to N do
Hladinal[I] := -1;

DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vrcholové 2-souvisly, pravé
kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se po¢et komponent sou-
vislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algoritmu na
zjistovani hranové 2-souvislosti, jen si musime uvédomit, Ze odebirdme cely vrchol.
Ze stromu prochazeni do hloubky miize odebranim vrcholu vzniknout az nékolik
podstromi, které vSechny musi byt spojeny zpétnou hranou s hlavnim stromem.
Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen ndm vychazi, ze mize mit pouze jednoho syna, jinak bychom
ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se
od hledéani hranové 2-souvislosti 1isi jedinou zménou ostré nerovnosti na neostrou,
sami zkuste najit, které nerovnosti.

Martin Mares, David Matousek, Petr Skoda a Lukds Ldnskij
Uloha 20-3-4: Orientace na mapé

Na vstupu vas program dostane popis orientovaného grafu znéazornujictho mapu.
Vite, ze tento graf neobsahuje zadny orientovany cyklus, ¢ili Ze neexistuje zadna
orientovana cesta délky alespon 1, ktera by zacinala a koncila ve stejném vrcholu.
Ukolem programu je vypsat dvojici vrcholtl, mezi kterymi vede nejvice riizngch cest
v celém grafu. Za ruzné jsou povazovany libovolné dveé cesty, které se lisi alespon
jednou hranou. Pokud je takovych dvojic vrchola vice, staci libovolna z nich.
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Priklad: Pro tento graf je feSenim dvojice vrcholi A a D:

B

Uloha 18-2-5: Krokobé&h

Krokobéh se sklada z nékolika jezirek, ve kterych mohou krokodyli odpocivat, a ka-
nali mezi nimi. Kanaly jsou obousmérné, vedou vzdy mezi dvéma jezirky a zadné
dva kanaly se mimo jezirka neprotinaji (mimouroviiové ale mohou).

Néjaka jezirka a kandly jsou jiz postaveny. Pokud se ovSem stane, ze se krokodyl ne-
miZe dostat do néjakého jezirka (nevede k nému zadna cesta), je velmi nerudny a Zere
vSe kolem. (Kvdk!) Protoze Potrhlik nechce dopadnout stejné jako Skrblikvak, chtél
by dostavét potrebné kandly tak, aby byli krokodyli spokojeni. Ti budou spokojeni,
pokud i kdyz jeden libovolny kanal vyschne, pofad se budou moci dostat z kazdého
jezirka do kteréhokoliv jiného. A protoZe stavba krokobéhu Potrhlika finanéné velmi
vycerpala, chtél by postavit novych kanald co nejméné.

Vas program dostane na vstupu popis existujiciho krokobéhu. Ten se sklada z N > 2
jezirek a M kanalu, kazdy kanal spojuje dvojici jezirek. Vasim cilem je zjistit, kolik
nejméné kanald je tfeba pridat, aby i kdyz libovolny jeden kandl vyschne, bylo porad
mozné dostat se z kazdého jezirka do kazdého.

Priklad: Pro N = 6 jezirek a M = 4 kandly vedouci mezi jezirky (1,2), (2,3), (3,1)
a (4,5) je tieba postavit alespon dalsi 3 kandly. (Jsou to naptiklad (1,4), (5,6),

(6,2).)
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Dijkstrav algoritmus

Tento algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnocenymi nezapornymi
Cisly a nalezne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy. Ve skutecnosti
déla o malinko vice: najde totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vSech
ostatnich.

Necht vq je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nejkratsich cest. Budeme si
udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchold
grafu. Navic u nékterych vrchold budeme mit poznamenano, ze cesta nalezena do
nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholtim budeme fikat definitivni.

Na zacatku inicializujeme v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovidajici
vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi cesty z v do v je 0). V kazdém
kroku algoritmu pak provedeme nésledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim nalezené cesty do néj
nejkrat$i mozna (v prvni kroku tedy vg). Vrchol w prohldsime za definitivni. Déle
otestujeme, zda pro néjaky sousedni vrchol v vrcholu w cesta z vrcholu vy do w
a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta z vy do v, a je-li tomu
tak, upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme pro vSechny takové
vrcholy v.

Cely algoritmus skon¢i, pokud jsou uz vsechny vrcholy definitivni nebo vSechny
vrcholy, co nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou co (v takovém piipadé se graf
sklad4a z vice nesouvislych ¢asti).

Predtim nez dokazeme, Ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne délky nej-
kratsich cest z vrcholu vg, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholad si délku dosud nalezené cesty uchovame v poli. Cely algo-
ritmus ma nejvyse N krokt, protoze v kazdém kroku nam pribude jeden definitivni
vrchol. Ten vybirdme jako minimum z délky aktualni cesty pfes vSechny dosud ne-
definitivni vrcholy, kterych je O(N).

V kazdému kroku musime zkontrolovat tolik vrcholi v, kolik hran vede z vrcholu w.
Pocet takovych zmén pro vechny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je
pocet hran vstupniho grafu. Z toho vyjde ¢asova slozitost O(N? + M), &ili O(N?),
jelikoz M je nejvyse N2. Tuto implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci
nasi kucharky.
K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest miizeme ovSem pouzit haldu.
Ta bude na zacatku obsahovat N prvkid a v kazdém kroku se pocet jejich prvki
snizi o jeden: nalezneme a smaZzeme nejmensi prvek, to zvladneme v ¢ase O(log N),
a pripadné upravime délky nejkratsich cest do sousedu pravé zpracovavaného vr-
cholu. To pro kazdou hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(M log N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algoritmu O((N + M) log N), a to
je pro ,¥idké“ grafy (tedy grafy s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k ditkazu spravnosti Dijkstrova algoritmu. UkaZeme, Ze po kaz-

dém kroku algoritmu plati nasledujici tvrzeni: necht A je mnozina definitivnich
vrcholt, pak délka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol grafu) je
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délka nejkratsi cesty vovs . . . viv takové, ze vSechny vrcholy vg, vy, . . ., v jsou v mno-
ziné A.

Tvrzeni dokazeme indukci dle poctu kroka algoritmu, které jiz probéhly. Ziejmé to
plati pfed a po prvnim kroku algoritmu (A je prazdna, potom obsahuje jen wp),
takze je tfeba ukézat platnost tvrzeni pro k-ty krok za predpokladu, Ze plati pro
krok k£ — 1 a vSechny pfedchozi.

Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohléSen za definitivni. Uvazme
nejprve néjaky vrchol v, ktery je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trivialni.
V opac¢ném pripadé ukazeme, Ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A,
kterd nepouziva vrchol w.

Ozna¢me D délku cesty z vy do v pies vrcholy A bez vrcholu w. Protoze v kazdém
kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrchola
v jednotlivych krocich tvoii neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezaporné!),
tak délka cesty z vy do w ptes vrcholy z A je alespont D. Ale potom délka libovolné
cesty z vg do v pfes w pouzivajici vrcholy z A je alesponi D. Z volby D pak vime, Ze
existuje nejkratsi cesta z vy do v pfes vrcholy z A, kterd nepouZiva vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht vgv; ... vgv je nejkratsi
cesta z vg do v takova, ze vSechny vrcholy vg, v1,..., v jsou v mnoziné A.

Pokud v = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé probéhlém
kroku. Pokud vy # w, pak vgvi,...,v; je nejkratsi cesta z vy do vy pres vrcholy
z mnoziny A a tedy muzeme predpokladat, Ze Zadny z vrcholl vq,...,vr neni w
(podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce). Potom se ale délka
cesty do v rovnala spravné hodnoté uz pted pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnozZina A obsahuje prévé ty vrcholy, do
kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Poznamky

® Dijkstruv algoritmus je mozné snadno upravit tak, aby nam kromé délky nejkrat-
81 cesty i takovou cestu nasel: u kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime
ohodnoceni, poznamename, ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu
do néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, ze u posledniho vrcholu této cesty
zjistime, ktery vrchol je predposledni, u predposledniho, ktery je predpiedposled-
ni, atd.

® Existuji i jiné nez binarni haldy, napfiklad k-regularni haldy, v nichz ma kazdy
prvek k néslednikt (rozmyslete si, jaka je v takové haldé ¢asova sloZitost operaci
a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl Dijkstrtv algoritmus co nejrych-
lejsi), nebo tzv. Fibonacciho halda, ktera dokdze upravit hodnotu prvku v kon-
stantnim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v ¢ase O(M + N log N).

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda
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Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: integer; { pocet vrchold }
vahy: array[1l..MAX, 1..MAX] of integer;
{ vahy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1l..MAX] of integer;
{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekone&no }
def: array[1..MAX] of boolean;
{ definitivni? }

procedure Dijkstra(odkud: integer);
var i, w, v: integer;
begin
for i:=1 to N do begin
def[i] :=false; delkyl[i]:=-1;
end;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not def[i] and ((w=0) or (delky[il<delky[w])) then w:=i;
if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahyl[w] [i]<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]l<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;

Uloha 18-3-4: Pochoutka pro prasatko

V lese sousedicim s poklidnym rybnic¢kem nasich hrosiki se objevilo hladem silhajici
prasatko. Zaslechlo totiz zvésti o Velké Bukvici, ktera si tou dobou lebedila v podzemi
lesiku. Zacalo tedy bez rozmyslu rejdit mezi stromy, le¢ brzy mu dosly sily — byl to
uz pieci jenom néjaky ¢as od posledni mnamky. Budete umét prasatku poradit?

Les si predstavme jako ¢tvercovou sif, v jednom policku prasatko, v jiném bukvice.
Aby to nebylo tak jednoduché, prasatko se v lese miiZe pohybovat jen podle urcitych
pravidel a kazdé z nich stoji néjaké kladné mnozstvi namahy.

Konkrétné — na vstupu dostanete rozmeéry lesa a pozici prasatka a bukvice spolu
s pravidly, podle kterych se prasidtko muze pohybovat. Kazdé pravidlo obsahuje
trojici ¢isel x y z, kde « a y je povoleny posun v miiZce (o kolik se zméni pozice
prasatka ve ¢tvercové siti), zatimco z je asili, které prasatko musi vynalozit pro dany
pfesun. Vasim tkolem je najit a vypsat cestu od prasatka k bukvici. Na své cesté
nesmi prasatko opustit lesik. A aby mily ¢unik hlady neposel, musi byt vynaloZené
Gsili nejmensi mozné.
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Priklad: Les ma rozméry 6 x 6, poloha prasatka je [3,3] a poloha bukvice [1,5].
Pohyb prasatka se 1idi tfemi pravidly 22 3,111 a —4 0 5. Potom je pro prasatko
nejvyhodnéjsi pouzit dvakrat pravidlo 2 (— [5, 5]) a pak jednou pravidlo 3 (— [1, 5]).
Vynalozena namaha je pak 2-145=7.

Uloha 22-1-1: Al¢ina interpretace

Mame velky diim se spoustou pokoji, mezi nékterymi z nich vedou schodisté: z jed-
noho pokoje do druhého se bud stoupé, nebo klesa. Jen tak z legrace hledame cestu

z jednoho pokoje do druhého tak, abychom co nejméné krat musili prestat vychéazet
schody a zacit schazet, nebo naopak prestat schazet a zacit vychazet.
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Minimalni kostra

Pfedstavme si nasledujici problém: Chceme urcit silnice, které se budou v zimé
udrzovat sjizdné, a to tak, abychom celkové udrzovali co nejméné kilometra silnic,
a presto zadné mésto od ostatnich neodrizli.

Mésta a silnice si miizeme predstavit jako nam uz dobfe znamy graf, o kterém ny-
ni budeme predpokladat, ze je souvisly. Kdyby nebyl, nid$ problém nijak vyftesit
nelze. Vysledny podgraf/seznam silnic, ktery ¥esi nas$ problém se snéhem, nazyvaji
matematici minimdlni kostra grafu.

Co se v souvislém grafu presné mysli pod pojmem kostra? Nazveme ji libovolny pod-
graf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a zaroven je stromem. Strom jsme si definovali
v kapitole o grafech; jsou to pfesné ty grafy, které jsou souvislé (z kazdého vrcholu
ydojedeme* do kazdého jiného) a bez kruznice (takze nemame v silni¢ni siti zaddné
prebytecné cesty).

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz v nasem pripadé bude
vzdy kladné c¢islo, dostaneme ohodnoceny graf. V takovych grafech pak obvykle
hledame mezi vSemi kostrami kostru minimdlni, coz je takova, pro kterou je soucet
vah jejich hran nejmensi mozny. Graf mtize mit vice minimélnich koster — naptiklad
jestlize jsou vSechny vahy hran jednicky, vSechny kostry maji stejnou véhu n — 1
(kde n je pocet vrcholu grafu), a tedy jsou vSechny minim&lni.

Pro vyfeseni problému hledédni minimalni kostry se ndm bude hodit datova struktura
Disjoint-Find-Union (DFU). Ta umi pro dané disjunktni mnoziny (disjunktni zna-
mend, Ze kazdé 2 mnoziny maji prazdny prinik neboli Zadné spolecné prvky) rychle
rozhodnout, jestli dva prvky patfi do stejné mnoziny, a provadét operaci sjednoceni
dvou mnozin.

Algoritmus

Algoritmus na hledani minimélni kostry, ktery si pfedvedeme, je typickou ukazkou
tzv. hladového algoritmu. Nejprve setiidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kost-
ru budeme postupné vytvaret pfiddvanim hran od té s nejmensi vahou tak, Ze hranu
do kostry pfidame prévé tehdy, pokud spojuje dvé (prozatim) rtzné komponenty
souvislosti vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené kostry pridame,
pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy, které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklicky podgraf grafu, ktery je
souvisly (pokud vstupni graf je souvisly, coz mléky pfedpoklddame). Nez si uké-
zeme, ze nalezend kostra je opravdu minimélni, podivejme se na ¢asovou slozitost
naseho algoritmu: Pokud vstupni graf ma N vrcholt a M hran, tak ivodni setfidéni
hran vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych tfidicich algoritmu
popsanych v jednom z minulych dilti kuchatky) a poté se pokusime pfidat kazdou
z M hran.

V druhé ¢asti kucharky si ukdazeme datovou strukturu, s jejiz pomoci bude M testt
toho, zda mezi dvéma vrcholy vede hrana, trvat nejvyse O(M log N). Celkova ¢asova
slozitost naseho algoritmu je tedy O(M log N) (vsimnéte si, ze log M < log N? =
2log N). Pamétova slozitost je linedrni vzhledem k poc¢tu hran, tj. O(M).
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Dukaz spravnosti

Zbyva dokazat, Ze nalezena kostra vstupniho grafu je minimélni. Bez Gjmy na obec-
nosti muzeme predpokladat, ze vahy vSech hran grafu jsou navzajem rtzné: Pokud
tomu tak neni jiz na zacatku, pri¢teme k nékterym z hran, jejichz vahy jsou du-
plicitni, velmi malé kladné cela ¢isla tak, aby poradi hran nalezené nasim tfidicim
algoritmem zustalo zachovano. Tim se kostra nalezena hladovym algoritmem nezmé-
ni a pokud bude tato kostra minimalni s modifikovanymi vdhami, bude minimé&lni
i pro ptvodni zadani.

Ozna¢me si nyni T,j; kostru nalezenou hladovym algoritmem a Ty,;, néjakou mi-
nimalni kostru. Co by se stalo, kdyby byly rtzné? Vime, Ze vSechny kostry maji
stejny pocet hran, takze musi existovat alespon jedna hrana e, kterd je v T.jq, ale
neni v Tii,. Ze vSech takovych hran si vyberme tu, kterd mé nejmensi vahu, tedy
kterou algoritmus pfidal jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu tésné pred
pridanim e, vidime, ze sestrojil néjakou ¢aste¢nou kostru F', kterd je jesté soucasti
jak Tmina tak Talg-

Pridejme nyni hranu e ke kostfe Ty,;,. Tim vznikl podgraf vstupniho grafu, ktery
zjevné obsahuje néjakou kruznici C' — uz pfed pridinim hrany e totiz T, byla
souvisla. Protoze kostra 1%, neobsahuje zddnou kruznici, na kruznici C' musi byt
alespon jedna hrana €', kterd neni v Tyi.

Vsimnéme si, Ze hranu ¢’ nemohl algoritmus zpracovat pied hranou e: hrana ¢’ nelezi
V Thin na zadném cyklu, takze tim spis netvoii cyklus v F' a kdyby ji algoritmus
zpracoval, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil. Z toho plyne, ze vaha
hrany e’ je v&tsi nez vdha hrany e. KdyZ nyni z kostry Ty, odebereme hranu e’
a pfiddme misto ni hranu e, musime opét dostat souvisly podgraf (e a e’ pfeci lezely
na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho grafu. Jenze tato kostra mé celkové
mensi vahu nez miniméalni kostra Ty,i,, coZ neni mozné. Tim jsme dosli ke sporu,
a proto Tiin a Thie nemohou byt riizné.
Cviceni
e V ditkazu jsme ptredpokladali, Ze vdhy hran jsou rizné (resp. jsme je riznymi
udélali). Neni potfeba i v samotném algoritmu priéitat velmi malé ¢isla k hrandm
se stejnou vahou?

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik disjunktnich
podmnozin (¢ili takovych, Ze zaddné dvé nemaji spoleény prvek). To znamend, Ze
pomoci této struktury mizeme pro kazdé dva z uloZenych prvki Fici, zda patii ¢i
nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU vrcholy zadaného grafu
a budou nalezet do stejné podmnoziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvofe-
né casti kostry existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou odpovidat
komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura DFU provadét nasledujici
dvé operace:
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e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Tato operace bu-
de v pripadé naseho algoritmu odpovidat testu, zda dva vrcholy lezi ve stejné
komponenté souvislosti.

® union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci v nasem algoritmu na
hledéni kostry provedeme vzdy, kdyz do vytvérené kostry piidame hranu (tehdy
spojime dvé rtizné komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny reprezentovat. Prvky ob-
sazené v jedné podmnoziné budou tvorit zakorenény strom. V tomto stromé vsak
povedou ukazatele (trochu nezvykle) od listti ke kofeni. Operaci find lze pak jedno-
duse implementovat tak, ze pro oba zadané prvky nejprve nalezneme kofeny jejich
stromi. Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i ve stejné
podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rtizné, jsou zadané prvky v riznych stromech,
a tedy jsou i v riznych podmnozinéch reprezentovaného rozkladu. Operaci union pro-
vedeme tak, ze mezi kofeny stromi reprezentujicich slu¢ované podmnoziny pridame
ukazatel a tim tyto dva stromy spojime dohromady.

Implementace dvou vysSe popsanych operaci, jak jsme se ji pravé popsali, nasleduje.
Pro jednoduchost mnozina, jejiz rozklad reprezentujeme, bude mnozina ¢isel od 1
do N. Rodice jednotlivych vrcholi stromu si pak pamatujeme v poli parent, kde
0 znamend, Ze prvek rodi¢e nema4, tj. Ze je kofenem svého stromu. Funkce root(v)
vrati kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

var parent: array[l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v, w: integer):boolean;
begin

find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root(v); w:=root(w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;
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S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by se ale mohlo stat, ze
stromy odpovidajici podmnozinam budou vypadat jako ,hadi“ a pokud budou ob-
sahovat N prvki, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoduché vylepSeni:

e union by rank: Kazdy prvek mé ptirazen rank. Na zac¢atku jsou ranky vSech prvk
rovny nule. P¥i provadéni operace union pripojime strom s kofenem mensiho
ranku ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofend stromu se v tomto pripadé
neméni. Pokud kofeny obou stromi maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale
rank kofenu vysledného stromu zvétsime o jedna.

e path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny prvky na cesté od prvku
v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zménime jejich rodice na koren daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni implementace funkci
root a union:
var parent: array[l..N] of integer;

rank: array[1..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;

begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zména path compression}
function root(v: integer): integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]);
root:=parent [v] ;
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v, w: integer):boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zména kvili union by rank}
procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root (v);
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w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank([w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;
end
else if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve ucinime nasledujici pozo-
rovani: Pokud je prvek v s rankem r kofenem stromu v datové strukture DFU, pak
tento strom obsahuje alespon 2" prvki. Nase pozorovani dokazeme indukci podle r.
Pro r = 0 tvrzeni zfejmé plati. Nechf tedy r > 0. V okamziku, kdy se rank prvku v
meéni z r—1 na r, sluéujeme dva stromy, jejichz kofeny maji rank r — 1. Kazdy z téch-
to dvou stromt m4 dle indukéniho predpokladu alespoti 2"~ prvki, a tedy vysledny
strom ma alespon 2" prvkd, jak jsme pozadovali. Z naseho pozorovani ihned plyne,
Ze rank kazdého prvku je nejvyse logy, N a prvkil s rankem r je nejvyse N/2" (vSim-
néme si, ze rank prvku v DFU se neméni po okamziku, kdy dany prvek piestane byt
koten néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého stromu v DFU rov-
na ranku jeho kofene, protoze rank kofene se méni pravé tehdy, kdyz zvétSujeme
hloubku stromu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, N, hloubka
kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N. Potom ale procedura root spotfebuje
¢as nejvyse O(log N), a tedy operace find a union stihneme v éase O(log N).

Amortizovana ¢asova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je amortizovand ¢asova
slozitost. Rekneme, Ze néjakd operace pracuje v amortizovaném case O(t), paklize
provedeni libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). Ptitom provedeni kte-
rékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat cas vétsi. Tento vétsi ¢as je pak v souctu
kompenzovan kratsim ¢asem, ktery spotifebovaly nékteré predchozi operace.
Nejdiive si pfedvedme tento pojem na jednoduchém piikladé. Reknéme, ze mame
¢islo zapsané ve dvojkové soustavé. Pricist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva kon-
stantni ¢as, nebot zilezi na tom, kolik jednicek se vyskytuje na konci zadaného &isla.
Pokud se nam ale povede ukézat, ze N pricteni jednicky k ¢islu, které je na pocatku
nula, zabere ¢as O(N), pak mizeme Fici, ze kazdé takové pfic¢teni trvalo amortizo-
vané O(1).

Jak tedy ukazeme, Ze N pFic¢teni jednicky k ¢islu zabere ¢as O(N)? PouzZijeme k tomu
,penizkovou metodu“. Kazda operace nas bude stat jeden penizek, a pokud jich na
N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokazano.
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Kazdé jednicce, kterou chceme pric¢ist, dame dva penizky. V pribéhu celého pri¢itani
bude platit, ze kazda jednicka ve dvojkovém zdpisu Cisla mé jeden penizek (kdyz
zacneme jednicky pficitat k nule, tuto podminku splnime). Pfi¢itani bude probihat
tak, Zze pricitand jednicka se ,podivad® na nejnizsi bit (tj. ve dvojkovém zépise na
posledni cifru) zadaného éisla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula, zméni ji na
jednicku a da ji sviij zbyly penizek. Pokud to je jednicka, vezme si pfi¢itana jednicka
jeji penizek (Cili uz mé zase dva), zméni zkoumanou jedni¢ku na nulu a pokracuje
u dalsiho bitu, atd.

Takto splnime podminku, ze kazda jednicka v dvojkovém zéapisu ¢isla méa jeden pe-
nizek. Tedy N pri¢itani nas stoji 2N penizkd. Protoze pocet penizk utracenych
béhem jedné operace je tmérny spotiebovanému Casu, vidime, Ze vSech N pfic¢teni
probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédomit, Ze pfiéteni nékterych jedniek mu-
ze trvat az O(log N), ale amortizovand ¢asové slozitost pfi¢teni jedné jednicky je
konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a nikoliv union by rank, dalo by
se dokazat, ze kazda z operaci find a union vyZaduje amortizované éas O(log V),
kde N je pocet prvki. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze tim bychom si ni-
jak oproti samotnému union by rank nepomohli. Pro¢ tedy vlastné hovoiime o obou
vylepSenich? Inu proto, Ze pri pouziti obou metod soucasné dosdhneme mnohem
lepsiho amortizovaného ¢asu O(«(N)) na jednu operaci find nebo union, kde a(N)
je inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici mtuzete nalézt na konci kucharky, zde
jen poznamenejme, %e hodnota inverzni Ackermannovy funkce a(N) je pro vSechny
praktické hodnoty N nejvyse étyfi. Cili dosdhneme v podstaté amortizované kon-
stantni ¢asovou slozitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.

Dokézat vySe zminény odhad ¢asové slozitosti funkei a(IV) je docela té7ké, my si
@ zde predvedeme ponékud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ¢asovy odhad
O((N + L)log" N), kde L je pocet provedenych operaci find nebo union a log* N
je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ definice nasleduje. Nejprve si definujeme funkci
2 1 k rekurzivnim predpisem:

210=1, 21k=22Tk"1),

Méme tedy 2 11 =2,212=2%2=4,213=2%=16,2 14 = 26 = 65536,
21 5 = 205536 atd. A kone¢né, iterovany logaritmus log* N ¢isla N je nejmensi
prirozené ¢islo k takové, ze N < 2 1 k. Jiné (ale ekvivalentni) definice iterovaného
logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet, kolikrat musime &islo N opakované
zlogaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyvé provést slibenou analyzu struktury DFU pii soucasném pouziti obou metod
union by rank a path compression. Prvky si rozdélime do skupin podle jejich ranku:
k-t4 skupina prvki bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi (21 (k—1)) +1
a 2 T k. Napf. treti skupina obsahuje ty prvky, jejichz rank je mezi 5 a 16. Prvky
jsou tedy rozdéleny do 1+ log™ log N = O(log™ N) skupin. Odhadnéme shora pocet
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prvkd v k-té skupiné:

21k—21(k—1)

N N N 1 <
221 (k—1)+1 +eeet 221k~ 927(k—1) Zl 9t | =
< N 1= N
= 92t(k—1) 21k

Ted miizeme provést asovou analyzu funkce root(v). Cas, ktery spotfebuje funkce
root(v), je piimo tmérny délce cesty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta je
pak nasledné rozpojena a vsechny prvky na ni jsou pfepojeny primo na kofen stro-
mu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, které ,naictujeme® tomuto volani
funkce root(v), a ty, které zahrneme do faktoru O(N log* N) v dokazovaném ¢aso-
vém odhadu. Do volani funkce root(v) zapoc¢itdme ty hrany cesty, které spojuji dva
prvky, které jsou v riznych skupinich. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log* N)
(vSimnéte si, Ze ranky prvkd na cesté z listu do kofene tvoii rostouci posloupnost).
Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Pti kazdém piepojeni
rank rodi¢e prvku v vzroste. Tedy po 2 1 k pfepojenich je rodi¢ prvku v v (k + 1)-ni
nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hrana z néj na cesté
do kofene nebude tétovana volani funkce root(v) nejvyse (2 1 k)-krat. Protoze k-t&
skupina obsahuje nejvyse N/(2 1 k) prvki, je pocet takovych hran pro vSechny prvky
této skupiny nejvyse N. A protoze pocet skupin je nejvyse O(log" N), je celkovy
pocet hran, které nejsou zapocitany volanim funkce root(v), nejvyse O(N log™ N).
Protoze funkce root(v) je volana 2L-krat, plyne ¢asovy odhad O((N + L)log" N)
z praveé dokazanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce o(N)
Ackermannovu funkci Ize definovat nésledujici konstrukei:

Ao(i) =i +1, Apy1(i) = AL(i) pro k >0,
kde vyraz A} zastupuje sloZeni i funkci Ay, napi. A1(3) = Ag(Ao(Ao(3))). Plati tedy
nasledujici rovnosti:

Ao(i) =i +1, A1(i) =2i, Ay(i)=2"-i.
Ackermannova funkce s jednim parametrem A(k) je pak rovna hodnoté A (2), éili
A(2) = Ay(2) = 8, A(3) = A3(2) = 21, A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd... Hodnota

inverzni Ackermannovy funkce «a(N) je tedy nejmensi pfirozené ¢islo k takové, Ze
N < A(k) = Ag(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich plati, ze (N) < 4.

Dan Krdl, Martin Mare§ a Milan Straka
Uloha 20-1-4: Kormidlo
Spravné namotnické kormidlo s N loukotémi je v podstaté pravidelny N-tthelnik,
jehoz stied je spojen s kazdym z N bodu na obvodu. Sklada se tedy z 2N rovnych

dild. Kormidlo s tfemi a sedmi loukotémi si muzete prohlédnout na néasledujicim
obrazku.
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Vilda chce ale kormidlo opravit co nejdfive, a tak se rozhodl, Ze ho sestavi netiplné
— pouze z N rovnych dilt. Pfitom chce, aby z kazdého z N + 1 vrcholi kormidla
vedl alesponl jeden dil a v8ech N rovnych dilii bylo navzajem spojeno (tj. kormidlo
se nerozpada na dva ¢i vice dili).

Napiste program, ktery dostane na vstupu N > 3. Vystupem vaSeho programu by
mél byt pocet zptisobt, kterymi miize sestavit Vilda kormidlo s N loukotémi z NV dild
tak, aby z kazdého vrcholu netplného kormidla vedl alespon jeden dil a kormidlo se
nerozpadalo na vice ¢asti.

Priklad: Pro N = 3 lze kormidlo sestavit 16-ti zptisoby. Jsou to

poslednich 5 ve 3 otocenich.

Uloha 20-5-4: Draéi chodbicky

Splet dracich chodeb a jeskyni si pfedstavime jako graf,
kde vrcholy jsou jeskyné nebo kfizovatky a hrany jsou
tunely.

Drak by rad co nejvic chodeb zasypal, ale zaroven chce,
aby se dostal do vSech jeskyni (vrcholil). Také vAm dava
seznam mist, ve kterych ma ¢ast pokladu. K takovym
misttim by chtél nechat pouze jednu pristupovou chodbu
(tj. z téchto vrchold maji byt listy).

Navrhnéte, které chodby by mél drak zachovat, aby sou-
cet délek zasypanych chodeb byl nejvétsi mozny. Muzete
predpokladat, ze zadany problém ma feSeni (tzn. z vr-
choli s pokladem lze udélat listy, aniz by se graf rozpadl
na vice komponent).

Priklad: Vpravo nahofe je obrazek soucasného stavu tu-
neld v Ohnivé hotfe (mista s pokladem jsou vyznacéena
¢erné). Dole pak vidite vysledek (zasypané chodby jsou
¢arkované).
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Rozdé€l a panuj

Casto se setkdme s tlohami, které lze snadno rozdélit na néjaké mensi alohy a z je-
jich vysledkt zase snadno slozit vysledek ptivodni velké tlohy. Pfitom mensi Glohy
milzeme Fesit opét tymz algoritmem (zavoldme si ho rekurzivng), leda by jiz byly
tak malické, ze dokdzeme odpovédét trividlné bez jakéhokoliv pocitani. Zkratka jak
fikali stafi ¥imsti cisafi: Divide et impera. Uvedme si pro zacatek jeden staronovy
priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro t¥idéni posloupnosti prvki. Uz o ném byla
jednou te¢ v t¥idici kuchatce“. Tentokrat se na néj podivdme trochu podrobnéji
a navic nam poslouzi jako ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli né&jaky prvek (budeme mu ¥ikat pivot) a pferovnd
prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota byly pouze prvky vétsi nez pivot
a nalevo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu, mizeme si dle libosti
vybrat jak levou, tak pravou stranu posloupnosti, funkénost algoritmu to nijak ne-
ovlivni. Tento postup pak rekurzivné zopakujeme zvlast pro prvky nalevo a zv1ast
pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptsobem volby pivota. My si predve-
deme jinou, nez jsme ukazovali v t¥idici kuchafce (hlavné proto, Ze se ndm z ni pak
budou snadno odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednoduchost budeme jako pivota
volit posledni prvek zkoumaného tseku:

{ budeme t¥idit takovato pole }
type Pole=array[1..MaxN] of Integer;

{ pferovnavaci procedura pro usek a[l..r] }
function prerovnej(a: Pole; 1, r: integer): integer;
var i, j, X, q: integer;

begin
{ pivotem se stane posledni prvek useku }
x:=alr]; { hodnota pivota }
i:=1-1; { a[i] bude vzdy posledni <= pivotovi }

{ samotné pferovnavani }
for j:=1 to r-1 do

if a[jl<=x then { pravé probirany prvek }
begin { mensi/rovny hodnoté& pivota }
ir=i+1; { pak zvys ukazatel }
q:=aljl; { a proved pferovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;
end;

{ nakonec presuneme pivota za posledni <= }
q:=alr];
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alr]:=al[i+1];

ali+1]:=q;
prerovnej:=i+1; { vratime novou pozici pivota }
end;

{ hlavni t#¥idici procedura, t¥idi a[l..r] }
procedure QuickSort(a: Pole; 1, r: integer);
var m: integer;

begin
if 1<r then begin { méme jesté co dé&lat? }
m:=prerovnej(l,r); { m pozice pivota }
QuickSort(1,m-1); { set#id prvky napravo }
QuickSort (m+1,r); { set#id prvky nalevo }
end;
end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela neSikovné, protoze se ndm snadno mize
stat, ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmyslete si, jak by
vypadala posloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze dostaneme-li posloupnost
délky N, rozdélime ji na tseky délek N—2 a 1 (pivot se nepo¢ita), naceZ pokracujeme
s tsekem délky N —2, ten rozdélime na N —4 a 1, atd. Pfitom pokazdé na prerovnani
spotfebujeme Cas linedrni s velikosti useku, celkem tedy O(N + (N —2) + (N —4) +
..+ 1) = O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy medidn z pravé probira-
nych prvka (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloupnosti nachézel uprostied; pro
sudy pocet prvki zvolime libovolny z obou prostfednich prvkil), dosdhneme daleko
lepsi slozitosti O(N log N). To dokéZeme snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v Case linedrnim vacéi poctu prvkd, které mame
pferovnat. V prvnim kroku QS pracujeme s celou posloupnosti, ¢ili pferovname
celkem N prvki. Nésleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast posloupnosti
(obé& dlouhé (N —1)/241); pferovnavani v obou ¢astech dohromady trvé opét O(N)
a vzniknou tim ¢4sti dlouhé nejvyse N/4. Zanoiime-li se v rekurzi do hloubky &, pra-
cujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2*, které dohromady daji nejvyse N (viechny
¢asti dohromady daji prvky vstupni posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili
jako pivoty).

V hloubce [log, N uZ jsou vSechny ¢asti nejvySe jednoprvkové, takze se rekurze
zastavi. Celkem tedy mame [log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich trdvime
linedrni ¢as, dohromady O(N log N).

V tomto diukazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: Zapomnéli jsme na to, Ze
také musime medidn umét najit. Jak z této neprijemné situace ven?

® Naucdit se pocitat medidn. Ale jak?

e Spokojit se se ,lZimedidanem*: Kdybychom si misto medidnu vybrali libovolny
prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti ,v prostifedni poloving“ (¢ili alespoii
¢tvrtina prvkid bude vétsi a alesponi ¢tvrtina mensi nez on), ziskdme také slozitost
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O(N log N), nebot tisek délky N rozlozime na tseky, které budou mit délky nej-
vyse (1—1/4)- N, takze na k-té hlading budou tiseky délek nejvyse (3/4)F- N, ¢ili
hladin bude maximalné logg , N = O(log N). Misto 1/4 by fungovala i libovolna
jiné konstanta mezi nulou a jednickou, ale ani to ndm nepomuze k tomu, abychom
umeéli 1zimedian najit.

® Recyklovat pravidlo typu ,vezmi posledni prvek“ a jen ho trochu vylepsit. To
bohuZel nebude fungovat, protoZze pokud budeme pii vybéru pivota hledét jenom
na konstantni pocet prvki, bude pomérné snadné ptijit na vstup, pro ktery toto
pravidlo bude déavat kvadratickou slozitost, i kdyz obvykle ptjde dokazat, zZe
takovych vstupt je ,malo“. (Také se tak ¢asto QS implementuje.)

e Volit pivota nahodné ze vSech prvki zkoumaného tseku. K ndhodné volbé samo-
zfejmé potiebujeme nahodny generator a s témi je to svizelné, ale zkusme na chvili
vérit, Ze jeden takovy mame nebo alespon ze mame néco s podobnymi vlastnost-
mi. Jak ndm to pomuze? Nahodné zvoleny pivot nebude sice presné uprostied,
ale s pravdépodobnosti 1/2 to bude 1zimedian, takZe po priimérné dvou hladinach
se ke 1Zimedidnu dopracujeme (rozmyslete si, pro¢, nebo nahlédnéte do seridlu
o pravdépodobnostnich algoritmech v 16. roéniku KSP). Proto ¢asova slozitost
takovéhoto randomizovaného QS bude v priméru 2-krat vétsi, nez 1zimedidnové-
ho QS, ¢ili v priméru také O(N log N). Jednoduse Fedeno, zatimco fixni pravidlo
nam dalo dobry ¢as pro priumérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych bylo
pomalé, randomizovani ndm dava dobry primeérny ¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme pii tom zjistili, Ze neumime rychle
najit medidn. To tak nemutizeme nechat, a proto rovnou zkusime vyftesit obecnéjsi
problém: najit k-t§ nejmensi prvek (median dostdvame pro k = | N/2]).

Prvni resSeni této tlohy se nabizi samo. Nacteme posloupnost do pole, prvky pole
setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyZeny k-ty nejmensi prvek nalezneme
na k-té pozici v nyni jiz setfidéném poli. Ma to vSak jeden hacek. Pokud prvky, které
mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak nedosdhneme lepsi casové slozitosti
(a to ani v primérném ptipadé) nez O(N log N) — rychleji prosté t¥idit nelze, dikaz
mizete najit napriklad v t¥idici kucharce.

O néco rychlejsi feSeni je zaloZeno na vySe zminéném algoritmu QuickSort (Casto
se mu proto Tikd QuickSelect). Opét si vybereme pivota a posloupnost rozdélime
na prvky mensi nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro jednoduchost bude-
me predpokladat, Ze zadné dva prvky posloupnosti nejsou stejné). Pokud se pivot
naléza na k-té pozici, je to hledany k-ty nejmensi prvek posloupnosti, protoze pravé
k — 1 prvki je mensich.

Zbyvaji dva piipady, kdy tomu tak neni. Paklize je pozice pivota v posloupnosti
veétsi nez k, pak se hledany prvek naléza nalevo od pivota a postaci rekurzivné najit
k-ty nejmensi prvek mezi prvky nalevo. V opa¢ném pripadé, kdy je pozice pivota
mensi nez k, je hledany prvek v posloupnosti napravo od pivota. Mezi témito prvky
v8ak nebudeme hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-t§ nejmensi prvek, kde p je
pozice pivota v posloupnosti.
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Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna volba pivota
dava opét v nejhorsim pripadé kvadratickou slozitost. Pokud bychom naopak volili
za pivota medidn, budeme nejprve pierovnévat N prvkd, pak jich zbude nejvyse N/2,
pak nejvySe N/4 atd., coz dohromady dévé slozitost O(N + N/2+ N/4+...+1) =
O(N). Pro 1zimedidn dostaneme rovnéz linearni slozitost a opét stejné jako u QS
mizeme nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota dostaneme v primeéru stejny cas
jako se lzimedidnem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci proceduru od QS:

function kty(var a: Pole; 1, r, k: integer): integer;
var x, z: integer;

begin
x:=prerovnej(a,l,r); { x je pozice pivota }
z:=x-1+1; { pozice pivota vzhledem k [1..r] }
if k=z then
kty:=alx] { k-ty nejmensi je pivot }

else if k<z then
kty:=kty(a,1l,x-1,k) { k-tj nejmensi je nalevo }
else
kty:=kty(a,x+1,r,k-z); { napravo }
end;

k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vsak algoritmus, ktery fesi nasi tlohu linearné, a to i v nejhorsim p¥ipadé.
Je zaloZeny na dabelském triku: zvolit vhodného pivota (jak ukdzeme, bude to jeden
ze 1Zimediadnt) rekurzivnim voldnim téhoz algoritmu. Zafidime to takto:

e Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky trivialni algoritmus,
napiiklad si posloupnost setfidime a vratime k-ty prvek setiidéné posloupnosti.
® Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvkt délitelny péti,
posledni pétici nechdme nekompletni.

® Spocitame median kazdé pétice. To muzeme provést napiiklad rekurzivnim zavo-
lanim celého naseho algoritmu, ¢ili v dasledku t¥idénim. (Také bychom si mohli
pro 5 prvku zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moznym poctem po-
rovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze konstanta-krat, jednak je to daleko
pracnéjsi.)

e Méme tedy N/5 medidnd. V nich rekurzivné najdeme medidn m (oznacime me-
didny pétic za novou posloupnost a na ni za¢neme opét od prvniho bodu).

® Pierovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a jako pivota pouzijeme pr-
vek m. Po pferovnéni je pivot, podobné jako v pfedchozim algoritmu, na (z+1)-ni
pozici v posloupnosti, kde z je pocet prvki s mensi hodnotou, nez méa pivot.

® Podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je k = z+ 1, pak je pivot m k-tym
nejmensim prvkem posloupnosti. Neni-li tomu tak a k¥ < z + 1, budeme hledat
k-ty nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny, v opacném piipadé, kdy k& > z + 1,
vyhleddme (k — z + 1)-tého nejmensiho mezi poslednimi n — z — 1 prvky.
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Receno s panem Pascalem:

{ pottebujeme pferovnavaci funkci, ktera
dostane hodnotu pivota jako parametr }
function prerovnejp(var a: Pole; 1, r, m: integer): integer;
var q, p: integer;
begin
{ nalezneme pozici pivota }
p:=1;
while a[p]l<>m do
p:=p+l;
{ pivota prohodime s poslednim prvkem }
q:=alp]; alpl:=alrl; alr]:=q;
{ a zavoléame ptvodni pf¥erovnavaci fci }
prerovnejp := prerovnej(a,l,r);
end;

{ hledani k-tého nejmendiho prvku z a[l..r] }
function kth(var a: Pole; 1, r, k: integer): integer;

var medp:Pole; { pole pro mediany pétic }
i, j, q, x, pocet, m, z: integer;
begin
pocet:=r-1+1; { s kolika prvky pracujeme }
if pocet<=1 then { pouze jeden prvek? }
kth:=a[l] { vysledek nemtZe byt jiny }

else if pocet<6 then begin { méné nez 6 prvkd }
QuickSort(a,l,r);
kth:=a[l+k-1];

end

else begin { mnoho prvkd, jde to tuhého }
{ rozdélime prvky do pétic }
q:=1; { zatim méme jednu pétici }
i:=1; { levy okraj prvni pé&tice }
ji=i+4; { pravy okraj prvni pé&tice }
while j<=r do begin { prochazime celé pé&tice }

QuickSort(a,i,j);
medp[q] :=a[i+2]; { median pétice }
q:=q+1; { zvy8 pocet pétic }
{
{

i:=1+5; nastav levy okraj pé&tice }
j:=j+5; nastav pravy okraj pétice }
end;

{ pfipadnou netdplnou pé&tici miZeme ignorovat }
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2); { najdeme median mediénd pé&tic }
x:=prerovnejp(a,l,r,m); { pferovnej a zjisti, kde skon&il pivot }

z:=x-1+1; { pozice vzhledem k [1..r] }
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if k=z then
kth:=m { k-t nejmen8i je pivot }
else if k<z then
kth:=kth(a,1l,x-1,k) { k-ty nejmenSi nalevo }
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-z); { napravo }
end;
end;

Zbyva dokazat, ze tato dvojitd rekurze ma slibenou linedrni slozitost. Zkusme se
proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po prerovnani je vétsich nez prvek m. Vsech
pétic je N/5 a alespoi polovina z nich (tedy N/10) ma medidn mensi nez m. V kazdé
takové pétici pak navic najdeme dva prvky mensi nez median pétice, takze celkem
existuje alespont 3/10 - N prvkt mensich nez m. Vétsich tedy muize byt maximalné
7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich prvkt miize byt nejvyse 7/10 - N.
Rozdéleni na pétice, hledani medidnti pétic a pferovnavani trva linearné, tedy nejvyse
cN kroku pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze dvakrat rekurzivné
volé sdm sebe: nejprve pro N/5 medidnt pétic, pak pro < 7/10 - N prvka pred/za
pivotem. Pro celkovou ¢asovou slozitost ¢(N) naseho algoritmu tedy plati:
t(N) <cN +t(N/5) +t(7/10- N).
Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyfesit, coz provedeme drobnym tskokem:
uhodneme, Ze vysledkem bude linedrni funkcee, tedy Ze ¢(N) = dN pro néjaké d > 0.
Dostaneme:
dN < (¢+1/5-d+7/10-d) - N.
To plati napt. pro d = 10¢, takze opravdu t(N) = O(N). (Lépe uz to neptjde, jelikoz
na kazdé ¢islo se musime podivat alesponl jednou.)
Cviceni
® Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, Ze vSechny prvky jsou
razné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si, ze budou fungovat i bez
toho. Opravdu?
® Proc¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak pro sedmice?
Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linearni?
® Ve vypoctu t(N) jsme si nedali pozor na neuplné pétice a také jsme predpokladali,
Ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemuze stat. Jak se to snadno
nahlédne? Pro¢ nestaci na zacatku doplnit vstup ,nekoneény“ na délku, ktera je
mocninou deseti?
¢ Kdybychom neuhodli, Ze t(N) je linearni, jak by se na to dalo pfijit?

Nasobeni dlouhych cisel

Dalsim péknym piikladem na rozdélovani a panovani je nasobeni dlouhych cisel
— tak dlouhych, Ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi musime pocitat po
islicich (at uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, Casto se hodi t¥eba
256-kovd). Klasickym ,8kolnim“ algoritmem pro nédsobeni na papife to zvlddneme
na kvadraticky pocet operaci, zde si predvedeme efektivnéjsi zptisob.

60



Libovolné 2N-ciferné &islo miizeme zapsat jako 10N A+ B, kde A a B jsou N-ciferné.
Souc¢in dvou takovych ¢isel pak bude (10YA + B) - (10NC + D) = (102N AC +
10N (AD + BC) + BD). Séitat dokdZeme v linedrnim ¢ase, nésobit mocninou deseti
také (dopiSeme pfislusny pocet nul na konec éisla), N-ciferna ¢isla budeme naso-
bit rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude platit
t(N) = ¢N + 4t(N/2). Nyni tuto rovnici mizeme snadno vyfesit, ale ani to délat
nebudeme, nebot nadm vyjde, Ze t(IN) ~ N2, ¢ili jsme si oproti piivodnimu algoritmu
viibec nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel poloviéni délky nam budou stacit jen tii: spocte-
me AC, BD a (A+B)-(C+D) = AC+AD+ BC+ BD, pfi¢emz pokud od posledniho
soucinu odecteme AC a BD, dostaneme presné AD+ BC, které jsme predtim pocitali
dvéma nasobenimi. Casova slozitost nyni bude ¢(N) = ¢’ N + 3t(N/2). (Konstanta ¢/
je o néco vétsi nez ¢, protoze pribylo séitani a odd¢itani, ale stale je to konstanta.
My si ovSem zvolime jednotku ¢asu tak, aby bylo ¢/ = 1, a uSetiime si tak spoustu
psani.)

Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozorovat, co se bude
dit:

t(N) = N + 3(N/2 + 3t(N/4))
=N +3/2-N +9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8) =... =
=N+3/2-N+... 43121 N 4 3Fe(N/2%).

&(
Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2¥ = 1, ¢ili t(N/2%) = ¢(1) = d, kde d je n&jaka
konstanta. To znamena, Ze:

t(N)=N-(1+3/24+9/4+ ...+ (3/2) 1) + 3"d.

Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢lentt geometrické fady s kvocientem 3/2, ¢ili
((3/2)k —1)/(3/2 — 1) = O((3/2)*). Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len
3%d, takze ji klidné mfizeme zanedbat a zabjvat se pouze onim poslednim ¢lenem:
3k — 2klog23 — 210g2 N-log,3 _ (210g2N)10g23 — Nlog23 ~ N1'58. Konstanta d se
nam ,schovd do O-¢ka“, takze algoritmus ma ¢asovou sloZitost ptiblizné O(N1-58).
Existuji i rychlejsi algoritmy se slozitosti az O(N), ale ty jsou mnohem dabelstéjsi
a pro malad N se to sotva vyplati.

Program si pro dnesek odpustime, Setfime naSe lesy (tedy alespoii trogku).

David Matousek a Martin Mares
Uloha 19-2-5: Hluboky les
Pomozte nam v hledani nejhlubsiho lesa. Ten se nachéazi na misté, kde jsou dva
stromy, které jsou u sebe nejblize ze vSech v lese. Vas program dostane na vstupu

¢islo N a dale N radku s readlnymi soufadnicemi jednotlivych stromi. V piipadé€, ze
je dvojic nejblizsich stromu vic, stac¢i vypsat libovolnou z nich.
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Priklad: Pro N = 4 a stromy

1 3
2 1
3 1
4 3

by mél program vypsat: Stromy 2 a 3 jsou si k sobé nejblize.
Uloha 19-5-5: Poéet inverzi

Je dana posloupnost celych ¢isel Py, Ps,..., Py. Cisla P; a P; jsou v inverzi, po-
kud ¢ < j a zaroven P; > P;. Inverze je tedy porucha ve vzestupném uspoiadani
posloupnosti. Vasim tkolem je zjistit, kolik inverzi posloupnost obsahuje.

Na prvnim fadku vstupu je ¢islo NV, na druhém radku nasleduje N celych ¢isel v de-
sitkovém zapisu oddélenych mezerami. Pocet inverzi vypiste na standardni vystup.
Cisel v posloupnosti je maximalné 100 000.

Priklad: Pro vstup:

5
45312

vypiste na standardni vystup 8.
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Dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, ktera pii svém béhu vola sama sebe, ¢asto i vice
nez jednou, coz v disledku mize vést na exponencialni algoritmus. Dynamické pro-
gramovani je technika, kterou jde z pomalého rekurzivniho algoritmu vyrobit pékny
polynomiélni (az na vyjimecéné pfipady). Ale nepfedbihejme, nejdiive se podivame
na jednoduchy ptiklad rekurze:

Fibonacciho €isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, jejiz prvni

dva ¢leny jsou jednicky a kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou predchozich. Zacina takto:
11 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F),) si napiSeme rekurzivni funkci
Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice: zeptd se sama sebe
rekurzivné, jaka jsou dvé predchozi Cisla, a pak je secte. Mozna vice fekne program:

function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;

To, jak funkce vola sama sebe, si miizeme snadno nakreslit tfeba pro vypocet ¢isla Fj:

Vidime, ze program se rozvétvuje a tvofi strom volani. Vsimnéme si také, ze nékteré
podstromy jsou shodné. Ziejmeé to budou ty ¢asti, které reprezentuji vypocet stejného
Fibonacciho ¢isla — v nasem piikladé tfeba tfetiho.

Pokusme se odhadnout ¢asovou slozZitost T, nasi funkce. Pro n = 1 a n = 2 funkce
skon¢{ hned, tedy v konstantnim (feknéme jednotkovém) case. Pro vyssi n zavold
sama sebe pro dva predchozi ¢leny plus jesté spotifebuje konstantni ¢as na séitani:

T, >T, 1+ T,_o+ const, aproto T, > F,.

Tedy na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotiebujeme cas alespon takovy, kolik
je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F,, vlastné je? Muzeme tfeba vyuZit toho, Ze:

Fn:Fn—1+Fn—222'Fn—2a
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z ¢ehoz plyne:
F, >2m/2

Funkce Fibonacci ma tedy exponencidlni ¢asovou slozitost, coz neni nic vitaného
(ukdzali jsme sice jen dolni odhad, neni v8ak tézké pfijit na to, Ze i v nejhorsim
pfipadé pobézi exponencidlné pomalu). OvSem jak jsme uz Fekli, nékteré vypocty
opakujeme stale dokola. Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si tyto mezivysledky
ulozit a pak je vytahnout jako povéstného kralika z klobouku s minimem namahy.

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku inicializované
nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery ¢len, nejdiive se podivame do pole,
zda jsme ho jiz jednou nespodcetli. A naopak jakmile hodnotu spoéitame, hned si ji
do pole poznamename:

var P: array[1..MaxN] of integer;
function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if P[n] = O then
begin
if n <= 2 then
P[n] := 1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximalné dvakrat — k vypoctu ho
potfebuji dva nasledujici ¢leny. To ale znamenad, ze funkci Fibonacci zavoldme ma-
ximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tipravou zlepsili exponencialni slozitost
na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat pamétf, ale to neni tak
tplné pravda. V prvnim piikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pfi volani funkce
si musime zapamatovat nékteré tudaje, jako je tfeba navratova adresa, parametry
funkce a jeji lokdlni proménné, a na to samotné potfebujeme uréité pamét linedrni
s hloubkou vnofeni, v nasem pripadé tedy linearni s n.
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Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho c¢islo se d4 snadno spocitat i bez
rekurze. Staél prvky naseho pole P plnit od zac¢atku — kdykoliv zndme P[1] =
Fi1,...,F, = P[k], dokdzeme snadno spoc¢itat i Plk + 1] = Fj11:
function Fibonacci(n: integer): integer;
var

P: array[1..MaxN] of integer;

i: integer;

begin
P[1] := 1;
P[2] := 1;
for i := 3 to n do
P[i] := P[i-1] + P[i-2];
Fibonacci := P[n]
end;

Zopakujme si, co jsme postupné udélali: nejprve jsme vymysleli pomalou rekurzivni
funkci, tu jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledkti a nakonec jsme celou
rekurzi ,obratili naruby* a mezivysledky pocitali od nejmensiho k nejvétsimu, aniz
bychom se starali o to, jak se na né piivodni rekurze ptala.

V piipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit rovnou na nerekurzivni rese-
ni (a dokonce si v§imnout, Ze si sta¢i pamatovat jen posledni dvé hodnoty a paméto-
vou slozitost tak zredukovat na konstantni), ale zminény obecny postup zrychlovani
rekurze nebo rovnou feSeni ilohy od nejmensich podproblémi k tém nejvétsim —
Tteba na tuto:

Problém batohu

Je ddno N pfedméti o hmotnostech my, ..., my (celoéiselnych) a také ¢islo M (nos-
nost batohu). Ukolem je vybrat nékteré z predmétii tak, aby soucet jejich hmotnosti
byl co nejvétsi, a pritom nepiekrocil M. Predvedeme si algoritmus, ktery tento pro-
blém Yesi v ¢ase O(MN).

NA4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A0 ... M] a jeho ¢innost bude rozdélena
do N krokt. Na konci k-tého kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé tehdy, jestlize
z prvnich k predméti lze vybrat predméty, jejichz soucet hmotnosti je presné i. Pied
prvnim krokem (po nultém kroku), jsou vSechny hodnoty A[i] pro ¢ > 0 nulové a A[0]
ma néjakou nenulovou hodnotu, feknéme —1. VSimnéme si, jak kroky algoritmu
odpovidaji podaloham, které fesime: v prvnim kroku vyfeSime podulohu tvofenou
jen prvnim predmétem, ve druhém kroku prvnimi dvéma pfedméty, pak prvnimi
tfemi predméty, atd.

Popisme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od konce, tj. od
i = M. Pokud je hodnota A[i] stéle nulovd, ale hodnota A[i — my] je nenulov,
zménime hodnotu uloZenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, proé zrovna na k).

Nyni si rozmyslime, ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hodnoty v po-
li A hmotnostem podmnozin z prvnich k pfedméti (podmnoZina je v podstaté jen
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vybér néjaké ¢asti predmétir). Pokud je hodnota A[i] nenulova, pak bud byla nenu-
lova pfed k-tym krokem (a v tom piipadé odpovidd hmotnosti néjaké podmnoziny
prvnich k£ —1 pfedmétit) anebo se stala nenulovou v k-tém kroku. Potom ale hodnota
Ali—my] byla pied k-tym krokem nenulova, a tedy existuje podmnozina prvnich k—1
predméti, jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k této podmnoziné
vytvofime podmnozinu predmétti hmotnosti presné i.

Naopak, pokud lze vytvorit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k£ predmétt, pak
takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich k—1 pfedméti, a tedy hodnota
Ali] je nenulovd jiz pfed k-tym krokem, anebo k-t pfedmét je obsazen v takové
mnoziné X. Potom ale hodnota A[i —my] je nenulova pied k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i—my,) a hodnota A[i] se stane nenulovou v k-tém
kroku.

Po provedeni v8ech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty Afi] pfesné hmotnostem
podmnozin ze vSech predmétti, co mame k dispozici. Specialné nejvétsi index ig tako-
vy, Ze hodnota Alig] je nenulova, odpovidd hmotnosti nejtézsi podmnoziny pfedméti,
ktera neprekroc¢i hmotnost M. Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni ob-
tizné: protoze v k-tém kroku jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k&, tak
v Alio] je ulozeno ¢islo jednoho z pfedmétti néjaké takové mnoziny, v Afig — m a[;y]
¢islo dalsiho pfedmétu, atd. Zdrojovy kdd tohoto algoritmu lze nalézt nize.

Casové slozitost algoritmu je O(N M), nebot se sklada z N krokti, z nichz kazdy
vyzaduje ¢as O(M). Pamétova slozitost ¢ini O(N + M), coz pfedstavuje pamét
potfebnou pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych predmeétu.

var N: integer; { pocet pfedmétd }
M: integer; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[l..N] of integer; { hmotnosti danjch pfedmétd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: integer;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]1<>0) and (A[i]=0) then
A[i] :=k;
i:=M; while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximdlni hmotnost: ’,i);
write(’Pfedméty v mnoziné:’);
while A[i]<>-1 do begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost[A[i]];
end;
writeln;
end.
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Cviceni a poznamky

® Pro¢ pole A prochdzime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypadéa jako polynomidlni, coz ve skute¢nosti neni iplné prav-
da. Zavisi totiz na hodnoté M, kterd mé na vstupu délku log M. Algoritmtm,
jez jsou polynomidlni vii¢i hodnotdm na vstupu (a tedy exponencidlni viéi dél-
ce vstupu), se fikd pseudopolynomidlni. Podrobnosti jsou v kuchafce o tézkjch
tlohéch.

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshalluv algoritmus

Nas dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritm, ale zkusime si ho nejdfive fici
bez grafi:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou (obousmeérné) silnice,
jejichz (nezdporné) délky jsou dany na vstupu. Predpokladame, Ze silnice se jinde
neZ ve méstech nepotkavaji (pokud se kifzi, tak mimotiroviiové). Ukolem je spocitat
nejkratsi vzdalenosti mezi vSsemi dvojicemi mést, tj. délky nejkratsich cest mezi vSemi
dvojicemi mést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé po sobé nésledujici mésta
jsou spojené silnici, a délka cesty je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.
(V grafové terminologii tedy mame dany ohodnoceny neorientovany graf a chceme
zjistit délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi jeho vrchold.)

Pijdeme na to nésledovné: Vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku algoritmu ulo-
Zeny ve dvourozmérném poli D, tj. D[i][j] je vadélenost z mésta i do mésta j. Pokud
mezi mésty ¢ a j nevede zadné silnice, bude DJi][j] = oo (v programu bude tato
hodnota rovna néjakému dostateéné velkému ¢islu). V pribéhu vipoctu si budeme
na pozici D[i][j] udrzovat délku nejkratsi dosud nalezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v DIi][j] uloZena délka
nejkratsi cesty mezi mésty ¢ a j, kterd miaze prochéazet skrz libovolnd z mést 1,... k.
V priubéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty ¢ a j kratsi stavajici
cesta pfes mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulozena v D[i][j], anebo nova cesta pies
mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochazi pres mésto k, mizeme si ji rozdélit na nejkratsi cestu
z i do k a nejkratsi cestu z k do j. Délka takové cesty je tedy rovna DI[i|[k] +
D[k][j]. Takze pokud je soucet D[i][k] + D[k][j] mensi nez stavajici hodnota D][i][;],
nahradime hodnotu na pozici D[é][j] timto souc¢tem, jinak ji ponechédme.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] uloZena délka
nejkratsi cesty z mésta i do mésta j. Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime
vyzkouset viechny dvojice i a j, vyzaduje kazda faze ¢as O(N?). Celkova ¢asova
slozitost naseho algoritmu tedy je O(N?3). Co se paméti tyce, vystacime si s polem D
a to ma velikost O(N?). Program bude vypadat nasledovné:
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var N: integer; { podet mést }
D: array[1l..N] of array[l..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty,
D[i] [i]1=0, misto neexistujicich je "nekoneéno" }
i, j, k: integer;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[i]1[k]1+D[k][j1 < D[il[j] then
D[i][j]:=D[il [k] + D[k]I[jl;
end.

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdéalenosti mezi mésty
chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi. To Ize jednoduse vyfesit napriklad tak, ze
si navic budeme udrzovat pomocné pole E[i][j] a do néj pfi zméné& hodnoty D][é][;]
to ¢islo k). Mdme-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nejprve cestu z i
do ETi][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim)
postupem.

Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, Ze spojenim dvou cest,
které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni nemohou né&jaké vrcholy opa-
kovat)? To samoziejmé nevime, ale vSimnéte si, Ze kdykoliv by to cesta nebyla,
tak si ji nevybereme, protoze ptivodni cesta bez vrcholu k& bude vzdy kratsi nebo
alespon stejné dlouhd ... tedy alespon pokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus
zaporné délky. (Coz, pokud bychom chtéli byt pfesni, musime pfidat do pfedpo-
kladt naseho algoritmu.)

® Pozor na poradi cyklti — program vyslovené svadi k tomu, abychom psali cyklus
pro k jako vnitfni ... jenze pak samoziejmé nebude fungovat.

Cviceni
e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?
e Na prvni pohled nejprirozenéjsi hodnota, kterou bychom mohli pouzit pro oo, je
maxint. To ovSem nebude fungovat, protoze co+ oo pretece. Sta¢i maxint div 27
® Hodnoty v poli si sice prepisujeme pod rukama, takze by se ndAm mohly poplést
hodnoty z piedchozi faze s témi z faze soucasné. Ale zachréni nas to, ze Cisla,
o ktera jde, vyjdou v obou fazich stejné. Proc¢?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni piiklad dynamického programovani, ktery si predvedeme, se bude tykat
posloupnosti. Méjme dvé posloupnosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich nejdelsi
spole¢nou podposloupnost, tedy takovou posloupnost, kterou mizeme ziskat z A i B
odstranénim nékterych prvkia. Napfiklad pro posloupnosti

68



A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spole¢nych podposloupnosti tato posloupnost:

C=23122312.

Jakym zpusobem miiZzeme takovou podposloupnost najit? Nejdfive nas asi napadne
vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat. Jakmile si ale spocitame,
7e vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je 2™ (kazdy prvek nezavisle na
ostatnich bud pouZijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyresime tento problém pouze pro prvni prvek
posloupnosti A. Pak najdeme feSeni pro prvni dva prvky A, pfiemz vyuZijeme
predchozich vysledkt. Takto pokracujeme pro prvni tfi, ¢tyfi, ...az n prvka.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat, abychom
z toho dokézali spodist krok nésledujici. Ur¢ité nam nebude stacit pamatovat si
pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spole¢nych podposloupnosti je
uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zmeéni tato mnozina pfi pfidani dalsiho prvku
k A: VSechny podposloupnosti, které v mnoziné byly, tam zistanou a navic pfibude
nékolik novych, konéicich pravé pridanym prvkem. OvSem my si podposloupnosti
pamatujeme proto, abychom je casem rozsirili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost,
takze pokud zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloupnosti P a ) koncici nové
pfidanym prvkem v A a vime, ze P kon¢i v B dfive neZ @, stadi si z nich pamatovat
pouze P, jelikoz v libovolném rozsiteni ()-¢ka mizeme () vyménit za P a ziskat tim

stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si staci pro jiz zpracovanych a prvka posloupnosti A pamatovat pro kazdou
délku [ tu ze spoleénych podposloupnosti A[l...a] a B délky [, kterd v B konéi
na nejlevéjsim mozném misté, a dokonce nam bude stacit si misto celé podposloup-
nosti ulozit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme dvojrozmérné pole Dla,].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D se zvétsuji
s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili D[a,l] < Dla,l 4 1], protoZe posloupnosti
délky [ 4+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [ o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny: Pokud uz zndme cely a-ty fadek pole D, miZeme z ndj
ziskat (a + 1)-ni Ffddek. Projdeme postupné posloupnost B. Kdyz najdeme v B pr-
vek Ala + 1] (ten prévé pfiddvany do A), mizeme rozsifit vSechny podposloupnosti
kon¢ici pfed aktudlni pozici v B. Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, proto-
ze rozsirenim vSech kratSich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozice je vétsi nez
koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou jiz zndme. Rozsifime tedy tu nejdelsi
podposloupnost a ulozime ji misto ptivodni podposloupnosti. Toto provedeme pro
kazdy vyskyt nového prvku v posloupnosti B. Vsimnéte si, Zze nemusime procha-
zet pole s podposloupnostmi stale od zacatku, ale mizeme se v ném posouvat od
nejmensi délky k nejvetsi.
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Ukéazeme si, jak vypadé zaplnéné pole hodnotami pii feseni problému s posloupnost-
mi z nadeho piikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 — — — — — - - - - - -
2 1 5 — — — — — — — — - -
315 9 — — — — — — — — -
41 4 6 11 - — — — — — — -
5 1.2 5 7 12 — — — — — — -
6 12 3 7 9 14 — — — — — -
7 1 2 3 7 8 12 — — — — — -
8 1 2 3 7 8 12 13 — — — — -
9 1 2 3 5 8 9 13 14 — — — -
101 2 3 4 6 9 11 14 — — — -
111 2 3 4 6 9 11 14 — — — -
12 1 2 3 4 6 7 11 12 — — — -

Zbyvé popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi spole¢nou
podposloupnost (NSP). UkaZzeme si to na nasem piikladu: jelikoz posledni nenulové
¢islo na poslednim Fadku je v 8. sloupci, mé hledand NSP délku 8. D[12, 8] = 12 Fik4,
ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v posloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti
A ur¢uje nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota také vyskytuje, v nasem piipadé
je to fadek 12. Druhé pismeno tedy budeme urcovat z D[11,7], t¥eti z D[9, 6], atd.
Jednou z hledanych podposloupnosti je:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jesté trochu konkrétnéji:

program Podposloupnost;
var
A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;
LA, LB, LC: Integer; { Délky posloupnosti }
D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, MaxL, T: Integer;
begin

if LA > LB then begin { A bude krat3i z obou }

C := A;
A := B;
B := C;
T := LA;
LA := LB;
LB := T;
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end;

for I := 1 to LA do
D[0, I] := LB;

L := 0;
MaxL := O;
for I := 1 to LA do begin
for J := 1 to LA do
D[I, J] :=DI[I - 1, JI;

L := 0;
for J := 0 to LB - 1 do
if B[J] = A[I - 1] then

begin
while (L = 0) or (D[I - 1, L] < J) do
L :=L+ 1;
if D[I, L] >= J then
D[I, L] := J;
end;
if L > MaxL then MaxL := L;
end;
LC := MaxL;
J := LA;
for I := LC downto 1 do
begin
while D[J - 1, I] = D[J, I] do
J:=7J-1;
CII - 1] := A[J - 1];
J:=7J-1;
end;

end.

v

pocet hodnot v poli, ktery se skldda ze dvou hlavnich cykld o délce |A| a |B|, coZ
jsou délky posloupnosti A a B. Vnotfeny cyklus while probéhne celkem maximéalné
|Al-krat a ¢asovou slozitost ndm nezhorsi. Mizeme tedy Fict, Ze ¢asova slozitost je
O(|A]-|B]). Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi, protoze pak
je maximalni délka spoleéné podposloupnosti i pocet krokt algoritmu roven délce
krats$i posloupnosti a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky. Pamétovou
slozitost odhadneme O(N? + M), kde N je délka kratsi posloupnosti a M té delsi.

Cviéeni
® Proc jsme si z vice posloupnosti zapamatovali zrovna tu, kterd v B kon¢i nejle-

véjSim moZnym prvkem?

Martin Mares a Petr Skoda
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Uloha 22-1-3: Sazba

Na vstupu dostanete text a ¢islo N. Vasim tkolem je zarovnat ho do bloku tak,
aby byl co nejhezéi. Protoze krasa je véc nazoru, zadefinujeme si pro nase ucely
vhodné objektivni méfitko: pro kazdou posloupnost mezer délky k (oddélujici slova)
vezmeme &islo (k — 1)2 a tato ¢isla sefteme ptes vSechny posloupnosti mezer ve
vysazeném textu. No a sazba je nejhezci, pokud je tento soucet nejmensi.

Slova nelze délit mezi Fadky a mate zaruceno, ze se v textu neobjevi slovo delsi nez V.
Na vystup od vas nechceme vypisovat vytvorené zarovnani, ale pouze miniméalni vyse
popsany soucet pro dany text, tedy ¢islo.

Napriklad pro text ,This is the example you are actually considering.“ a N = 28
ma program vypsat 12, protoze optimalni zarovnani je

This 1is the example you
are actually considering.

aohodnocenil+1+1+4+1+4=12.

Uloha 23-2-1: Balicky balicka

Chcete poslat postou petici za lehéi tlohy v KSP organizatorim a co nevidite. Vy-
hodné nabidky balicka! Muzete poslat jeden o vaze N kg, dva o vaze N — 1 kg, t¥i
ovaze N —2 kg, ..., N o vaze 1 kg, kde N zavisi na ro¢nim obdobi, denni hodiné
a sjizdnosti silnic. To vas nemusi trapit, N dostane va$ program na vstupu.

Dale dostanete vahu H petice v celych kilogramech. Vasim tkolem bude vymyslet,
které nabidky bali¢k?l je tfeba vybrat, aby se do nich dohromady veslo H kg petice,
ale zaroven aby jejich kapacita byla co nejblize tomuto H.

Je tfeba zduraznit, ze ,,3 balicky, kazdy o vaze N — 2 kg“ je jedna nabidka, kterou

jako celek bud pfijmete, nebo neptijmete. Chcete-li poslat 3N — 6 kg, je to ideédlni
volba.

Chcete-li poslat N — 2 kg a N neni Gplné malé (tfeba N = 100), je lepsi zvolit
nabidku ,,1 balicek o vaze N kg“, piestoze dva kilogramy nevyuzijete. Stejné dobré
feSeni by pak bylo vybrat ,, /N balickid o vaze 1 kg“ a nam je jedno, které z takovych
dvou stejné dobrych feseni vypisete.

Chcete-li poslat 100 kg a N = 12, mizZete vybrat tfeba kombinaci

3. (N=2)43-(N—-2)4+5-(N—-4)=3-10+3-10+5-8 = 100
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Vyhledavaci stromy

Hledani pilenim intervalu, které jsme si predstavili v tfeti kuchafce, je velmi rychlé,
pokud méme moznost si data predem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridédvat a odebirat zaznamy, se zlou se potdzeme. Budto budeme mit
zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva nez pii zatfidovani nového prvku ostatni
y,rozhrnout®, coz muize trvat az N krokiu, anebo si je budeme udrzovat v néjakém
seznamu, do kterého dokézeme pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu
nebudeme pti vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vS§emi moZnymi cestami se mize v nasem poli binarni vyhle-
davani ubirat. Na zacatku porovnavame s prostfednim prvkem a podle vysledku se
vydame jednou ze dvou moznych cest (nebo rovnou zjistime, Ze se jedna o hledany
prvek, ale to neni moc zajimavy piipad). Na kazdé cesté nés zase ¢ekd porovnani se
stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle jednou ze dvou dalsich cest atd.
To si mtizeme prehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude odpovidat celému poli (a jeho
prostfednimu prvku). K nému budou p¥ipojené vrcholy obou polovin pole (opét ob-
sahujici pFislusné prostfedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zndme tento strom,
miZeme nas pllici algoritmus provadét pfimo podle stromu (ani k tomu nepottebu-
jeme vidét ptivodni pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, porovna-
me a podle vysledku se budto pfesuneme do levého nebo pravého podstromu, a tak
dale. Kazdy pribéh algoritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z korene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom viibec
nemusel vzniknout pilenim intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze
vsechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak hodno-
ty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by také popisovaly nasledujici

stromy (napft.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromid samoziejmé uz nemusi mit pé€knou loga-
ritmickou slozitost (kdybychom hledali podle ,degenerovaného“ stromu z pravého
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obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Dulezité ale je, Ze takovéto stromy se daji
pomérné snadno modifikovat a Ze je pri troSe Sikovnosti mtuzeme udrzet dostatec-
né podobné idedlnimu pileni intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log N),
tim padem i Casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i mnohych dalsich
operaci.

Definice
Zkusme si tedy pofadné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Binarni vyhleddvact strom (podoméacku BVS) je budto prazdnd mnozina nebo koren
obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz jsou opét
BVS, ovSem takové, Zze vSechny hodnoty uloZené v levém podstromu jsou mensi nez
hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty ulozené v pravém
podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak kofentim
téchto podstromti (pokud nejsou prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu x
a naopak vrcholu z budeme fikat otec téchto synt. Pokud je néktery z podstromt
prazdny, pak vrchol z pfislusného syna nemé. Vrcholu, ktery nema zadné syny,
budeme fikat list vyhledavaciho stromu. Vsimnéte si, ze pokud x ma jen jediného
syna, musime stéale rozliSovat, je-li to syn levy nebo pravy, protoze potfebujeme
udrzet spravné usporadani hodnot. Také si vSimnéte, ze pokud zname syny kazdého
vrcholu, mizeme jiz rekonstruovat vsechny podstromy.

Kazdy BVS také muzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record
1, r : pvrchol; { levj a pravy syn }
X : integer; { hodnota }
end;

Pokud néktery ze syni neexistuje, zapiSeme do prislusné polozky hodnotu nil.
Find
V fe¢i BVS muzeme pieformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:

function TreeFind(v :pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1li. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v := v~ .1
else
v :=vo.r
end;
TreeFind := v;

end;
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Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu, protoZe
zaciné v koreni a v kazdém priichodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Insert

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom se ted stara-
li 0 to, zda tim strom nemtze degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu najit a pokud
tam jeSté nebyla, uréité pfi hledani narazime na odbocku, kterd je nil. A pfesné
na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné usporadan vzhle-
dem k ostatnim vrcholim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi hledani jsme postupné
vylouéili vSechna ostatni mista, kde novd hodnota byt nemohla). Naprogramujeme
opét snadno, tentokrate si ukdzeme rekurzivni zachazeni se stromy:

function Treelns(v: pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Dostane kof¥en stromu a hodnotu ke vloZeni, vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }

new(v);
v©.1l := nil;
vi.r := nil;
vi.X = X;
end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }
v~.1l := Treelns(v~.1l, x)
else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v™.r := Treelns(v".r, x);
Treelns := v;
end;
Delete

Mazani bude o kousicek pracnéjsi, musime totiz rozlisit t¥i pripady: Pokud je mazany
vrchol list, staci ho vyménit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna, stac¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna prepojit k otci v. A pokud ma syny dva, najdeme nejvétsi
hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, ze ptijdeme jednou doleva a pak porad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcholu a v levém podstromu ji
pak smaZeme (coZ uz umime, protoze mé 1 nebo 0 syni). Program nésleduje:

function TreeDel(v: pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Parametry stejné jako TreeIns }
var w:pvrchol;

begin
TreeDel := v;
if v=nil then exit { prazdny strom }

else if x<v~.x then

v~.1 := TreeDel(v~.1l, x) { jeSté& hledame x }
else if x>v~.x then

v™.r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { nasli jsme }
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if (v~.1=nil) and (v~.r=nil) then begin

TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);

end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~.r; { jen pravy syn }
dispose(v);

end else if v~ .r=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
dispose(v);

end else begin { ma oba syny }
w o= vo.1; { hledéme max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
vT.x 1= w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme ptGvodni max(L) }
v~.1 := TreeDel(v~.1l, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptidavat nebo z néj odebirat
prvky, dopadne to takto:

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h), kde h je hloubka stromu. Ale
pozor, jejich pouzivanim miZze h nekontrolovatelné rist (v zavislosti na poétu prvku
ve stromé).

Cviceni
e Zkuste najit néjaky piiklad, kdy h dosdhne az N — pfi postupném budovani
stromu operacemi vklddani i pfi mazéani ze stromu hloubky O(log N).
Prochéazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSsechny hodnoty ve stromu vypsat, stac¢i strom rekurzivné
projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu nam zajisti, Ze hodnoty vypiSeme
ve vzestupném potradi: nejdfive levy podstrom, pak kofen a pak podstrom pravy.
Casové slozitost je, jak se snadno nahlédne, linedrni, protoZe stravime konstantni
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Cas vypisovanim kazdého prvku a prvki je pravé N. Program bude opét pfimocary:

procedure TreeShow(v: pvrchol);
begin
if v=nil then exit; { neni co d&lat }
TreeShow(v~.1);
writeln(v™.x);
TreeShow(v~.r);
end;

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaka kouzla a prakticky vSechny stromové algoritmy
maji spolecné to, Ze jejich ¢asové slozitost je linedrni v hloubce stromu. (Pravda,
pravé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez linedrné s N opravdu
nevypiseme.)

Jenze jak jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim prvkd mohou snadno
vznikat vSelijaké degenerované stromy, které maji lineadrni hloubku. Abychom tomu
zabranili, musime stromy vyvazovat. To znamena definovat si néjaké sikovné omezeni
na tvar stromu, aby hloubka byla vidy O(log N). MoZnosti je mnoho, my uvedeme

vvvvvv

Dokonale vyvdZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy vrchol
plati, ze pocet vrchola v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku.
Takové stromy kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledévéani, a proto (jak
jsme jiz dokézali) maji vZdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se lisi, je, Ze mohou
zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas pulici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy dolti, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci pilictho algoritmu dé dokonale vyvazeny
BVS v linearnim ¢ase vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a Deletu
neda v logaritmickém ¢ase strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyzadovat, aby se u kazdého
vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromii, nybrz pouze jejich hloubky.
Takovym stromim se ¥ikd AVL stromy a mohou vypadat tieba takto:

Ao

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét na pfedchozim
obrazku, opac¢né to platit nemusi. To, Ze hloubka AVL stromi je také logaritmicka,
proto neni tplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech méa hloubku O(log V).
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Dikaz: Ozna¢me A, nejmensi mozny pocet vrchold, jaky muze byt v AVL
@ stromu hloubky d. Snadno zjistime, ze A; = 1, Ay = 2, A3 = 4 a Ay =
7 (pfislusné minimalni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, ze
Ag =14 A4_1+ Ay, protoze kazdy minimélni strom hloubky d musi mit kofen
a 2 podstromy, které budou opét miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit
za minimalni a tim snizit pocet vrchold celého stromu. Navic alespon jeden z pod-
strom® musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka celého stromu nebyla d)
a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu mize mit d — 1 nebo d — 2, ale
s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrchold).

Spocitat, kolik pfesné je Ay, neni Gplné snadné. Nam vSak postaéi dokazat, ze
Ay > 242, To provedeme indukci: Pro d < 4 to plyne z ruéné spoéitangch hodnot.
Prod>4je Ag = 1+Aq 1+ A4 o > 20d71/2 4 9(d=2)/2 — 9d/2.(9=1/2 4 9=1) > 2d/2
(soucet ¢isel v zévorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, %e Ay roste s d alespoii exponencialné, tedy ze Jc : Ag > ¢, ditkaz
je u konce: Mame-li AVL strom 7" na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7" mtze byt maximéalné d, protoZe jinak by 7" musel mit
alespont Ag41 vrcholi, ale to je vice nez N. A jelikoz A, rostou exponencidlng, je
d <log, N, ¢ilid =0O(logN). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak provadét Insert a Delete
tak, strom zustal vyvazeny. Nemuzeme si totiz dovolit strukturu stromu ménit libo-
volné — stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K tomu se ndm bude
hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych dokdzeme, Ze jsou korektni, a pak
strukturu stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to:

Rotace

Rotaci binarniho stromu (respektive néjakého podstromu) nazveme jeho ,pfekore-
néni“ za nékterého ze synu korene. Misto forméalni definice ukazme radéji obréazek:

® ®
& A—AK R
/a\ /B\ /B\ /o\

Strom jsme pfekofenili za vrchol y a prepojili jednotlivé podstromy tak, aby byly
vzhledem k x a y opét usporddané spravné (vsimnéte si, Ze je jen jediny zptisob, jak
to udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otoéilo“ po sméru hodinovych ruciéek,
fikd se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (tj. prekofenéni za pravého
syna kofene) se fikd rotace doleva a na nasem obrazku odpovida pfechodu zprava
doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace nad sebou lisici
se smérem (tj. jednu levou a jednu pravou nebo opacéné). Tomu se ¥ikd dvojrotace
a jejim vysledkem je piekofenéni podstromu za vnuka kofene pfipojeného ,cikcak®.
Radéji opét predvedeme na obrazku:
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® @

& A—c ®
/A (2 /a\ /BN O\ /o\
/B\ /o\

Znaménka

P1i vyvazovani se nam bude hodit pamatovat si u kazdého vrcholu, v jakém vztahu
jsou hloubky jeho podstromti. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu a bude budto 0,
jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu
budeme znaménka, respektive vrcholy se znaménky znacit ©, © a &.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu), znaménka
se zméni na opafnd (P a © se prohodi, ® zlstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat
a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim, ze druha se
v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potfebovat nalézt otce néjakého vrcholu. To miliZeme zafidit
budto tak, Ze si do zdznamt popisujicich vrcholy stromu pfiddme jesté ukazatele
na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo vyuzijeme toho,
ze jsme do daného vrcholu museli nékudy ptijit z kotene, a celou cestu z kofene si
zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz s chuti do toho:
VyvazZovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich strom,
pribude nam ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvéazenost neporusila, stac¢i pouze
opravit znaménka na cesté z nového listu do kotene (vSude jinde zlistala zachovana).
Paklize porusila, musime s tim néco provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rota-
cemi opravit. Popiseme algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke kofeni a vse
potfebné zaridi.

Nejprve pridani listu samotné:

T B

Pokud jsme pfidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, jinak vyfesime zrcadlové) vr-
cholu se znaménkem ©®, zménime znaménko na & a posleme o patro vy$ informaci
o tom, ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou). Pfidali-li jsme
list k &, zméni se na ® a hloubka podstromu se neméni, takze muzZeme skoncit.
Nyni rozebereme piipady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz nam z né-
jakého podstromu pfijde Sipka. Opét budeme predpokladat, ze piisla zleva; pokud
zprava, vytesime zrcadlové. Pokud prisla do & nebo ®, oSetiime to stejné jako pii
pridani listu:
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ke feh

Pokud ale vrchol x mé znaménko &, nastanou potize: levy podstrom m4 ted hloubku
0 2 vyssi nez pravy, takze musime rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je
znaménko vrcholu y pod sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést. Jedna moznost
je tato (y je ©):

h—1 h-—1

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami jsme pfi-
kreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit
hloubku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout, ze v = jsme jesté
© neprepocitali (vede tam preci Sipka), takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom
o 2 hladiny hlubsi nez pravy (ptvodni hloubky jsme na obrazku naznaéili [v zévor-
kach]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a celkova hloubka se nezméni, takze
jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivdme jesté o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (NemiZe se ndm
stat, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete
na obrazku. Jelikoz z mize mit libovolné znaménko, jsou hloubky podstroma B a C'
budto h nebo h — 1, coz znac¢ime h~. Podle toho pak vyjdou znaménka vrcholt z a y
po rotaci. Kazdopadné vrchol z vidy obdrzi ® a celkova hloubka se neméni, takze
koncime.

Posledni moznost je, zZe by y byl ®, ale tu vyfesime velmi snadno: v§imneme si, ze
nemiize nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni
otazka: jak to, Ze & mize nastat?)
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Vyvazovani po Deletu

Iv o vevs

Vyvazovani po Deletu je trochu obtiznéjsi, ale také se da popsat par obrazky. Nejdii-
ve opét rozebereme zékladni situace: odebirame list (bez Gjmy na obecnosti (BUNO)
levy) nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny syn listem, jinak
by to nebyl AVL strom):

FCFC

Sipkou dolii znaéime, Ze o patro vys posilime informaci o tom, Ze se hloubka pod-
stromu snizila o 1. Pokud Sipku dostane vrchol typu © nebo ©®, vyfesime to snadno:

& fred

Problematické jsou tentokrate ty ptripady, kdy Sipku dostane &. Tehdy se musime
podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, ze
opacny syn ma @:

Tehdy provedeme rotaci vlevo, = i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu se snizi
o hladinu, takze nezbyva, nez poslat Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ®:

h+1 h+1 h h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se nezménila.
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Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl ©:

V tomto ptipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoz y je typu ©), vrcholy
z a y obdrzi znaménka v zavislosti na ptivodnim znaménku vrcholu z a cely strom
se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pfi Insertu, tak pii Deletu se ndm podarilo strom upravit tak, aby byl opét
AVL stromem, a trvalo ndm to linearné s hloubkou stromu (kondme konstantni
praci na kazdé hlading), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze o AVL
stromech jsme jiz dokazali, Ze maji hloubku vzdy logaritmickou, takze jak hledani,
tak Insert a Delete zvlddneme v logaritmickém case (vzhledem k aktudlnimu poétu
prvki ve stromu).

Dalsi typy stromu

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak zavést stromovou datovou struk-
turu s logaritmicky rychlymi operacemi. Jaké jsou dalsi?

2-3-stromy nemaji v jednom vrcholu uloZzenu jednu hodnotu, nybrz jednu nebo dvé
(a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nézev.) Pfiddme navic pravidlo, ze vSechny
listy jsou na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmické, vyvazovani fesime pomoci
spojovani a rozdélovani vrcholu.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi. Kazdy je budto ¢erveny nebo
cerny a plati, ze nikdy nejsou dva Cervené vrcholy pod sebou a Ze na kazdé cesté
z korene do listu je stejny pocet ¢ernych vrcholu. Hloubka je pak znovu logaritmicka.

Po Insertu a Deletu barvy opravujeme prebarvovanim na cesté do kofene a rotova-
nim, jen je potieba rozebrat podstatné vice pfipadi nez u AVL stromi. (Za to jsme
ale odmeénéni tim, Ze nikdy nedéldme vice nez 2 rotace.) Pocet pfipada k rozebréni
lze omezit zpfisnénim podminek na umisténi cervenych vrchold — dvéma rtznym
takovym zpfisnénim se ¥ika AA-stromy a left-leaning cerveno-cerné stromy.

Interpretujeme-li ¢ervené vrcholy jako rozsiteni otcovského vrcholu o dalsi hodnoty,
pochopime, Ze jsou Cerveno-cerné stromy jen jinym zpusobem zdznamu 2-4-stromi.
Proc se takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a dvéma hodnotami
se pracuje neSikovneé.

V piipadé splay stromi nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz definujeme,
7e kdykoliv pracujeme s né€jakym vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do korene a pokud
to jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fikd Splay a daji se pomoci ni
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definovat operace ostatni: Find hodnotu najde a poté na ni zavola Splay. Insert
si neché vysplayovat pfedchtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi predchidce
a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak uvnitf pravého podstromu
vysplayuje minimum, takze bude mit jen jednoho syna a mtuzeme jim tedy nahradit
mazany prvek v kofeni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné dlouho, ale d4 se o nich
dokézat, ze jejich amortizovand slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme Fici, Ze
provést ¢ po sobé& jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem trva O(t - log N)
(nekteré operace mohou byt pomalejsi, ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staci — datovou strukturu obvykle pouzivate uvnitf néjakého
algoritmu a zajimé vas, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady — a navic je
Splay stromy daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stromy. Mimo to
maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfizpusobuji svij tvar Cetnostem hle-
déani, takze ¢asto hledané prvky jsou pak bliz ke koreni, snadno se daji rozdélovat
a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem (tree) a haldou
(heap). Kazdému prvku pfifadime vdhu, coz je ndhodné €islo z intervalu (0, 1). Strom
pak udrzujeme uspotfddany stromové podle hodnot a haldové podle vah (vSimnéte si,
Ze tim je jeho tvar uréen jednoznac¢né, pokud tedy jsou vSechny vahy navzajem rtzné,
coz skoro jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové usporadani velmi jednoduse
pomoci rotaci. Casové slozitost v priimérném piipadé je O(log V).

BB-a stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym smérem: zvolime si vhod-
né ¢islo a a vyzadujeme, aby se velikost podstromt kazdého vrcholu lisila maximalné
a-krat (prazdné podstromy néjak oSetiime, abychom nedélili nulou; dokonald vyva-
zenost odpovidd @ = 1 (aZ na zaokrouhlovani)). V kazdém vrcholu si budeme pa-
matovat, kolik vrcholt obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a Deletu
prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene a zkontrolujeme, jestli je strom
jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikosti podstromt prilis lisi, a vSe
od tohoto mista doli znovu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale vyvazenych
stromui. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi podstrom prebudovavame,
tim to délame méné Casto, takze vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.

Cviceni
e Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

® Jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy?

e Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledavacim stromu najde jeho
naslednika, coz je prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde predpokladejte, ze ke kaz-
dému prvku mate uloZeny ukazatel na jeho otce).

e Jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a budete postupné hledat né-
sledniky? (I kdyz nalezeni néslednika mtize trvat az O(h), vSimnéte si, Zze projiti
celého stromu pies nésledniky bude linerni.)
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e Jak do vrcholu stromu ukladat rizné pomocné informace, jako tfeba pocet vrchola
v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace p¥i operacich se stromem (pfi
Insertu, Deletu, rotaci) udrzovat?

e Ukazte, ze lze libovolny interval (a,b) rozloZit na logaritmicky mnoho intervalii
odpovidajicich podstromim vyvazeného stromu.

e Ukazte, Ze zkombinovanim predchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otazky
typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu® v logaritmickém
case ...

Poznamky

e Predstavte si, ze budujete bindrni vyhledavaci strom vklddanim prvka v ndhod-
ném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v praméru v ném pijde vyhledavat
v ¢ase O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou, odpovidaji pfesné moz-
nym pribéhtim QuickSortu, ktery ma primérnou ¢asovou slozitost O(N log N).

® Pokud bychom pripustili, Ze se mohou vyskytnout dva stejné zaznamy, budou
stromy stale fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pfi
operacich se stromem miiZe nastat.

e Jakpak pfisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adelsona-Velského a Landise,
ktefi je objevili.

® Rekurenci Ag = 1+ Ag_1 + Aq_2, A1 = 1, As = 2 pro velikosti miniméalnich
AVL stromf je samoziejmé mozné vytesit i pfesné. Zadné piekvapeni se nekond,
objevi se totiz stard znama Fibonacciho ¢isla: A,, = F, 1o — 1.

Martin Mares a Tomas Valla

Uloha 16-4-5: Obchodnici s destém

Testujete generator pseudondhodnych ¢isel a to takovy, ktery bude generovat nelo-
kalni posloupnosti ndhodnych ¢isel. To jsou takové posloupnosti, jejichz ¢leny jsou
rozptylené na celém pouzivaném intervalu. Jinak feceno, nejmensi vzdalenost mezi
dvéma libovolnymi prvky je pokud mozno co nejvétsi.

Na vstupu dostanete N a K. Pak budete postupné nacitat N rtznych nahodnych
¢isel. Hned po nacteni jednoho nahodného ¢isla (kromé prvniho) vypiSete, jaky je
nejmensi rozdil mezi libovolnymi riiznymi dvéma z poslednich K nactenych nédhod-
nych cisel.

Priklad: Pro N = 6, K = 3 ma vypadat vstup a vystup programu nasledovneé:

ndahodné c¢islo  aktudlni nejmensi rozdil
5
7
4
15
6
20

TN W N
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Uloha 20-5-5: RoztrZity matematik

Jisty roztrzity matematik potiebuje udélat poradek ve svych papirech, které ma
v fadé a jez jsou oc¢islované od 1 do N. Pri své praci vzdy néjaky vezme, podiva se
na néj a poté ho zaradi na zacétek fady (ostatni papiry se posunou). Na zacatku
matematikovy prace to Slo pékné, nebof vSechny papiry byly sefazeny podle éisel
(1,2,...N). Ted uz jsou ale hodné piehizené a matematik nemuize najit ani svoji
tramvajenku. Nastésti si jesté pamatuje, kolikaty od zacatku fady byl kazdy papir,
se kterym pracoval. A v tomto okamziku nastupujete do vzniklého chaosu vy, abyste
matematika zachranili pfed jistou smrti vycerpanim.

Na vstupu jsou na prvnim fadku dvé ¢isla N a K, kde N (1 < N < 500000)
predstavuje pocet papirt a K (1 < K < 500000) pocet operaci, které matematik
udélal. Na druhém fadku je posloupnost K C¢isel, kde kazdé ¢islo x; pfedstavuje i-tou
operaci, pri které matematik vzal x;-ty papir od zac¢atku fady a posunul ho na prvni
misto. Pfed zapocetim vSech operaci byly papiry sefazeny vzestupné od 1 do IN.

Na prvnim fadku vystupu bude N ¢isel predstavujicich permutaci dokumentii po pro-
vedeni vSech K operaci.

Priklad: Vstup:

8 3

514

Vystup:
35124678
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HesSovani

(V literatufe se také Gasto setkdme s jinymi prepisy tohoto anglicko-ceského patvaru
(hashovdni), ¢i vice ¢i méné zdafilymi pokusy se tomuto slovu zcela vyhnout a misto
»hes* pouzivat naptiklad termin asociativni pole.)

Na hes se muzeme divat jako na pole, které ale neindexujeme po sobé nasledujicimi
prirozenymi ¢isly, ale hodnotami néjakého jiného typu (Fetézci, velkymi ¢isly, apod.).
Hodnoté, kterou hes indexujeme, budeme fikat kli¢. K ¢emu nam takové pole mize
byt dobré?

e Aplikace typu slovnik — méme zadan seznam slov a jejich vyznamt a chceme
k zadanému slovu rychle najit jeho vyznam. Vytvorime si hes, kde klice budou
slova a hodnoty jim pfifazené budou preklady.

® Rozpoznéavani klicovych slov (napfiklad v piekladac¢ich programovacich jazyki)
— kli¢e budou kli¢ova slova, hodnoty jim pfifazené v tomto prikladé moc vyznam
nemaji, sta¢i ndm védét, zda dané slovo v hesi je.

® V néjaké malé casti programu si u objektti, se kterymi pracujeme, potiebujeme
pamatovat néjakou informaci navic a nechceme kvili tomu do objektu pridavat
nové datové polozky (tfeba proto, aby ndm zbyteéné nezabiraly pamét v ostatnich
¢astech programu). Klicem hese budou pfislusné objekty.

e Potfebujeme najit v seznamu objekty, které jsou ,stejné“ podle néjakého krité-
ria (naptiklad v seznamu osob ty, co se stejné jmenuji). Klicem heSe je jméno.
Postupné prochazime seznam a pro kazdou polozku zjistujeme, zda uz je v hesi
uloZena néjaka osoba se stejnym jménem. Pokud neni, aktudlni polozku pridame
do hese.

Pottebovali bychom tedy umét do hese pridavat nové hodnoty, najit hodnotu pro
zadany kli¢ a pfipadné také umeét z hese néjakou hodnotu smazat.

Samoziejmé pouZivat jako kli¢ libovolny typ, o kterém nic nevime (speciélné ani to,
co znamend, Ze dva objekty toho typu jsou stejné), dost dobie nejde. Proto potte-
bujeme jesté hesovaci funkci — funkci, kterd objektu prifadi néjaké malé prirozené
¢islo 0 < & < K, kde K je velikost heSe (ta by méla odpovidat poctu objektt NV,
které v ni chceme uchovavat; v praxi byva rozumné udélat si hes o velikosti zhruba
K = 2N). Déle popsany postup funguje pro libovolnou takovou funkci, nicméné aby
také fungoval rychle, je potieba, aby heSovaci funkce byla dobfe zvolena. K tomu,
co to znamend, si néco Ffekneme nize, prozatim nam bude stacit predstava, ze tato
funkce by méla rozdélovat klice zhruba rovnomérné, tedy zZe pravdépodobnost, zZe
dvéma kli¢tm pfifad{ stejnou hodnotu, by méla byt zhruba 1/K.

Idealni ptipad by nastal, kdyby se ndm podatilo nalézt funkci, ktera by kazdym dvé-
ma kli¢tum pfifazovala rtiznou hodnotu (i to se muze podafit, pokud mnozinu k1i¢t,
které v hesi budou, zname dopfedu — viz tfeba priklad s rozpoznavanim klicovych
slov v pfekladacich). Pak ndm staci pouzit jednoduché pole velikosti K, jehoZ prvky
budou obsahovat jednak hodnotu klice, jednak jemu ptirazena data:
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struct polozka_hese {
int obsazeno;
typ_klice k1li¢;
typ_hodnoty hodnota;
} hes[K];

A operace naprogramujeme ziejmym zpusobem:

void p¥idej (typ_klige k1i&, typ_hodnoty hodnota) {
unsigned index = heSovaci_funkce (k1ig);
// Kolize nejsou, €ili he&[index].obsazeno=0.
he&[index] .obsazeno = 1;
hes[index] .k1i& = k1ig;
o

he3[index] .hodnota = hodnota;

}

int najdi (typ_klice k1i&, typ_hodnoty *hodnota) {

unsigned index = heSovaci_funkce (k1lig);

// Nic tu neni nebo je tu né&co jiného.

if ('hes[index].obsazeno || !stejnj(kli¢, he&[index] .hodnota))
return O;

// NaSel jsem.

xhodnota = he3[index] .hodnota;

return 1;

}

Normalné samoziejmé takové stésti mit nebudeme a vyskytnou se klice, jimz hesovaci
funkce pfifadi stejnou hodnotu (¥ika se, ze nastala kolize). Co potom?

Jedno z fesSeni je zalozit si pro kazdou hodnotu heSovaci funkce seznam, do kte-
rého si ulozime vSechny prvky s touto hodnotou. Funkce pro vklddani pak bude
v pripadé kolize pfidavat do seznamu, vyhledavaci funkce si vzdy spocitd hodnotu
hesovaci funkce a projde cely seznam pro tuto hodnotu. Tomu se fikd hesovdni se
separovanymi tetézci.

Jind moznost je v pfipadé kolize ulozit kolidujici hodnotu na prvni nasledujici volné
misto v poli (cyklicky, tj. dojdeme-li ke konci pole, pokrac¢ujeme na zac¢atku). Samo-
zfejmé pak musime i prislusné upravit hledani — snadno si rozmyslime, Zze musime
projit vsechny polozky od pozice, kterou nam poradi hesovaci funkce, az po prvni
nepouzitou polozku (protoze seznamy hodnot odpovidajici riznym hodnotdm he-
Sovaci funkce se nAm mohou spojit). Tento pfistup se obvykle nazyva heSovdni se
srustajicimi Tetézci. Implementace pak vypada takto:

void p¥idej (typ_klice k1li&,typ_hodnoty hodnota) {
unsigned index = heSovaci_funkce (k1lig);
while (he3[index].obsazeno) {
index++;
if (index == K) index = 0;

3
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hes[index] .obsazeno = 1;
he&[index] .k1i¢ = klig&;
he&[index] .hodnota = hodnota;

3

int najdi (typ_klice k1li&, typ_hodnoty *hodnota) {
unsigned index = heSovaci_funkce (k1ig);
while (he3Z[index].obsazeno) {
if (stejny (kli&, hes[index] .k1i&)) {
xhodnota = he3[index] .hodnota;
return 1;
}
// Néco tu je,ale ne to, co hledam.
index++;
if (index == K)
index = 0;
}
// Nic tu neni.
return 0;

3

Jaka je Casova slozitost tohoto postupu? V nejhor$im piipadé bude mit vSech N
objektt stejnou hodnotu hesovaci funkce. Hledani muze v nejhorsim preskakovat
postupné vSechny, ¢ili slozitost v nejhorsim piipadé miize byt az O(NT + H), kde
T je Cas pro porovnani dvou klict a H je ¢as na spocteni heSovaci funkce. Laicky
Fedeno, pro nalezeni jednoho prvku budeme muset projit celou he$ (v linedrnim ¢ase).

Nicméné tohle se ndm obvykle nestane — pokud velikost pole bude dost velkd (alespoii
dvojnésobek prvkl hese) a zvolili jsme dobrou heSovaci funkci, pak v primérném
pripadé bude potieba udélat pouze konstantné mnoho porovnani, tj. casova slozitost
hledéni i pfidévani bude jen O(T + H). A budeme-li schopni prvky heSovat i porov-
navat v konstantnim ¢ase (coz naptiklad pro ¢isla neni problém), ziskdme konstantni
¢asovou slozitost obou operaci.

Mazdni prvkid mize pusobit mensi problémy (rozmyslete si, pro¢ nelze prosté nasta-
vit u mazaného prvku ,obsazeno“ na 0). Pokud to potfebujeme délat, bud musime
pouzit separované fetézce (coz se mize hodit i z jinych divoda, ale je o trosku prac-
néjsi), nebo pouzijeme ndsledujici figl: kdyz budeme néjaky prvek mazat, najdeme
ho a oznacime jako smazany. Nicméné pfi hledani néjakého jiného prvku se nemize-
me zastavit na tomto smazaném prvku, ale musime hledat i za nim. OvSem pokud
néjaky prvek pridévame, miizeme jim smazany prvek prepsat.

A jakou heSovact funkci tedy pouzit? To je tak trochu magie a dobré heSovaci funkce
maji mimo jiné hlubokou souvislost s kryptografii a s generatory pseudonahodnych
¢isel. Obvykle se délé to, ze se heSovany objekt rozlozi na posloupnost ¢isel (tfeba
ASCII kédt pismen v fetézci), tato éisla se néjakou operaci ,sleji* dohromady a vy-
sledek se vezme modulo K. Operace na slévani se pouzivaji ruzné, od jednoduchého
xoru az tfeba po komplikované vzorce typu
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#define mix(a,b,c) { \
a-=b; a-=c; a"=(c>>13); \
b-=c; b-=a; b =(a<< 8); \
c-=a; c—=b; c =((b&Oxffffffff)>>13); \

“=((c&OXLEfFFFFL)>>12); \

\
\
\
\
\

a-=b; a-=c; a
b-=c; b-=a; b =(b ~ (a<<16)) & Oxffffffff;
c-=a; c-=b; ¢ =(c =~ (b>> 5)) & Oxffffffff;
a-=b; a-=c; a =(a ~ (c>> 3)) & Oxffffffff;
b-=c; b-=a; b =(b ~ (a<<10)) & Oxffffffff;
c-=a; c-=b; ¢ =(c ~ (b>>15)) & Oxffffffff;

}

My se ale spokojime s malem a ukazeme si jednoduchy zptisob, jak heSovat ¢isla
a Tetézce. Pro Cisla staci zvolit za velikost tabulky vhodné prvocéislo a kli¢ vymodu-
lit timto prvocislem. (S hleddnim prvocisel si samozfejmé nemusime délat starosti,
v praxi dobfe poslouzi tabulka né&kolika prvocisel pfimo uvedend v programu.)

Rozumna funkce pro hesovani fetézct je tfeba:

unsigned hash_string (unsigned char #*str)
{

unsigned r = 0;

unsigned char c;

while ((c = *str++) != 0)
r=r *x 67 + ¢ - 113;

return r;

3

Zde muzeme pouzit vcelku libovolnou velikost tabulky, kterd nebude délitelna ¢isly
67 a 113. Sikovné je vybrat si napiiklad mocninu dvojky (coz v pFi§tim odstavci
ocenime), ta bude s prvoéisly 67 a 113 zarucené nesoudélné. Jen si musime dévat
pozor, abychom nepouzili tak velkou heSovaci tabulku, ze by 67 umocnéno na ob-
vyklou délku fetézce bylo mensi nez velikost tabulky (¢ili by heSovaci funkce ¢asteji
volila zacatek heSe nez konec). Tehdy ale sta¢i misto naSich éisel pouzit jind, véts
prvocisla.

A co kdyz nestaci pevnd velikost hese? Pouzijeme ,nafukovaci“ hes. Na zacatku si
zvolime néjakou pevnou velikost, sledujeme pocet vlozenych prvka a kdyz se jich
zaplni vic neZ polovina (nebo t¥eba tfetina; mensi ¢islo znamend méné kolizi a tedy
vétsi rychlost, ale také vétsi paméfové plytvani), vytvofime novy hes dvojndsobné
velikosti (pfipadné zaokrouhlené na vyssi prvoéislo, pokud to nase heSovaci funkce
vyzaduje) a stary he§ do néj prvek po prvku vlozime.

To na prvni pohled vypada velice neefektivné, ale protoze se po kazdém nafouknuti
hes zvétsi na dvojnasobek, musi mezi pfeheSovanim na N prvkt a na 2N pribyt
alesponi NV prvkd, ¢ili primérné stravime piehesovdvanim konstantni cas na kazdy
vloZeny prvek.
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Pokud navic pouzivdme mazéni prvk popsané vysSe (u prvku si pamatujeme, Ze
je smazany, ale stéle zabird misto v hesi), nemizeme pii mazani takového prvku
snizit pocet prvkia v hesi, ale na druhou stranu pfi nafukovani miazeme takové prvky
opravdu smazat (a konecné je odedist z po¢tu obsazenych prvki).

Poznamky

® S heSovanim se separovanymi fetézci se zachézi podobné, nafukovani také funguje
a navic je snadno vidét, ze po vlozeni N ndhodnych prvkt bude v kazdé ptihrad-
ce (pfihradky odpovidaji hodnotdm heSovaci funkce) préimérné N/K prvkd, ¢li
pro K velké radové jako N konstantné mnoho. Pro sristajici fetézce to pravda
byt nemusi (protoze jakmile jednou vznikne dlouhy Fetézec, nové vlozené prvky
maji sklony ,nalepovat se“ za néj), ale plati, Ze bude-li he§ naplnéna nejvyse
na polovinu, primérné délka kolizniho fetizku bude omezena néjakou konstantou
nezavislou na poc¢tu prvki a velikosti hese. Dtikaz si ovSsem radéji odpustime, neni
Uplné snadny.

® Bystry Ctenar si jisté vSiml, ze v pfipadé prvociselnych velikosti hese jsme v du-
kazu Casové slozitosti nafukovani trochu podvadéli — z heSe velikosti N pieci
prehesovavame do hese velikosti vétsi nez 2IN. Zachrani nas ale véta z teorie Cisel,
obvykle zvana Bertrandv postulat, ktera rika, ze mezi Cisly ¢ a 2t se vzdy nachéazi
alespon jedno prvocislo. Takze nova hes bude maximalné 4x vétsi, a tedy pocet
prehesovani na jedno vlozeni bude nadale omezen konstantou.

Zdenéek Dvordk
Uloha 17-2-1: Prasatko programatorem

Programy pasika Kvasika byvaji idésné pomalé a pottebuji zrychlit. Lze si je pred-
stavit jako posloupnosti pritazeni do proménnych, coz jsou fetézce znaktl slozené
z malych pismen, velkych pismen a podtrzitek. Na pravé strané pritazeni muze byt
bud proménnd nebo operace ,+* nebo ,*“ aplikovana na dvé proménné. Tyto ope-
race jsou komutativni, nebolia+b=b+a aa*xb=">bx*a.

Vasim tkolem je napsat program, ktery dostane Kvasikiv program skladajici se
z N prifazeni a ma Fici, jak moc ho lze zrychlit, ¢ili Fici, kolik nejméné operaci ,,+*
a ,x“ stac¢i k tomu, aby novy program piifadil do vSech proménnych stejnou hodnotu
jako Kvasiktv. Formalné pro kazdych ¢ prvnich fadkt Kvasikova programu musi
v novém programu existovat misto, kdy jsou hodnoty vSech proménnych z Kvasikova
programu v obou programech shodné. Muzete vyuzivat toho, Ze operace ,,+“ a ,x“
jsou komutativni, ale jejich asociativita a distributivita se neberou v tvahu, ¢ili
a+(b+c)#(a+b)+cataké (a+b)xc#axc+bxc

Priklad: Vlevo je Kvasikiv program, vpravo nas.

t =Db + c;
a=b+ c; a=t;
d =a+ b; d =a + b;
e =c + b; e = t;

s = a * e;
f =a * e; f = s;
a = d; a =d;
g =e *x e; g = s;
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Zatimco Kvasikiv program potfeboval operaci pét, nas si vystaci se tfemi, takze
vystup programu by mél byt ,3¢.

Uloha 19-4-3: Naskakovani na vlak

Naskakovani na vlak neni véc jednoduchd, pfi niz se mulze hodit védét, jestli se
podobny vagdén (resp. posloupnost vagéni) vyskytuje ve vlaku vickrat. A tady je
prilezitost pro vas, abyste se zkouméanim vlaku pomohli.

Vlak si predstavte jako fetézec délky N, kde kazdé pismeno predstavuje jeden vagon
(napt. U je uhelny vagdn, P je postovni viz atp.). Déle méte dano ¢islo k (k < N)
a mate zjistit, kolik navzdjem riznych podietézctt délky k se v Fetézci (tedy ve vlaku)
vyskytuje. Zaroven tyto podfetézce a pocty jejich vyskytd vypiste. Pozor, vlak uz
se blizi, takze byste to méli spocitat pekelné rychle.

Priklad: Pro fetézec (vlak) UPDUPDUDUP a k = 3 jsou nalezené podietézce

UPD 2x
PDU 2x
DUP 2x
DUD 1x
UDU 1x
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Retézce a vyhledavani v textu

Retézec je v podstaté jakakoli posloupnost symbolii zapsané za sebou a s nimi bude-
me v této kapitole pracovat. Kazdého napadne ,,vyhledavani v textu“ nebo ,hledani
jmen v telefonnim seznamu“, ale fetézce najdeme i na nizsich trovnich informati-
ky. Napriklad celé ¢islo zakédované v binarni soustavé, které dostaneme na vstupu
programu, je také jen fetézec nul a jednicek.

Jiny piiklad pouziti Fetézcl (a jejich algoritmi) najdeme v biologii. DNA neni o mno-
ho vice, nez posloupnost ¢tyt znakt/nukleovych bazi — a chceme-li hledat vzory ane-
bo konkrétni podposloupnosti, bude se ndm hodit znalost zédkladnich algoritmia pro
préaci s Fetézci.

Nemame bohuzel sanci vysvétlit vsechny algoritmy s Tetézci, protoze je prilis§ mnoho
moznych véci, co s Fetézci délat. Pfevadénim Fetézci na éisla (heSovdnim) jsme se
vénovali v jiné kuchafce, v této se budeme sousttedit na algoritmy, které se objevuji
spiSe v praci s textem.

Kromé tvodu popiseme dva stavebni kameny textovych algoritmd, coz bude jedna
datova struktura pro adreséfe (trie) a jedno vyhledani v textu s pfedzpracovanim
realnéjsich problémt.

Jak Tetézce chapat

Kdyz programator déla prvni krucky, ¢asto moc netusi, co s témi fetézci vlastné
muze a nesmi délat. V programovacim jazyce to je jasné — néco mu jazyk dovoli a na
néco nejsou prostiedky. Ale jak to je na Grovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zacatku, fetézec bude posloupnost néjakych symbold, kterym
fikdme znaky. Tyto znaky jsou z néjaké mnoziny, které fikame abeceda. Abeceda
mize byt jen 01 pro ¢isla v binarnim zapisu, klasické A-Za-z pro malou anglickou
abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové sady Unicode, kterd m4 az 23! znaki.
Nezapominejme, 7Ze i mezery a interpunkce jsou znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pfi odhadu slozitosti by bylo pfili§ troufalé,
a tak budeme velikost abecedy oznacovat |X|. Abeceda samotné se v textech o Fe-
tézcich casto znaci feckym X.

O znacich samotnych predpokladame, ze jsou dostatecné malé, abychom s nimi mohli
pracovat v konstantnim case, podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich kapitolach.

Nyni hlavni otazka — mame chéapat fetézec jako pole znaki, nebo jako spojovy se-
znam? Salamounska odpovéd: miizeme s nim pracovat tak i tak. Kdyz budeme po-
tfebovat prevést fetézec na spojovy seznam (protoZe se ndm hodi rychlé pfepojovani
Fetézcll), tak si jej pfevedeme. Tento pfevod nés samoziejmé bude stat ¢as linedrné
zavisly na délce fetézce. Budeme-li ji znacit dale n, tak ¢asova slozitost bude O(n).

Standardné se ale po¢itd s tim, ze Fetézec je uloZen v poli nékde v paméti (jiz od
zacatku algoritmu), takZe ke kazdému znaku miiZzeme pfistupovat v konstantnim
Case.
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Jelikoz jsme fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime zapominat ani na prdzdny
Tetézec €. A kdyz uz mame fetézec, urc¢ité mame i podretézec — souvislou podposloup-
nost znaki jiného fetézce. Naptiklad ret, € i kabaret jsou podietézce slova (Fetézce)
kabaret.

Casto néas budou zajimat dva zvlastni druhy podfetézcii. Pokud ze slova usekneme
néjaky souvisly usek na konci, vznikne podietézec, které fikame prefix (Gesky pfed-
pona), a pokud usekneme néjaky souvisly usek ze zacatku, dostaneme suffiz neboli
pfiponu. ret je suffix slova kabaret, kaba je zase jeho prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu nebo zezadu useknout i prazdny fetézec — to znamena,
ze slovo je samo sobé prefixem i suffixem. Pokud chceme mluvit o prefixech, suffixech
nebo podslovech, kde jsme museli alespon jeden znak odtrhnout, oznacime takova
podslova jako vlastni.

Pro nékterd pouziti fetézct je dilezité, abychom je mohli porovnavat — kdyz mame
fetézce A a B, tak rozhodnout, ktery je mensi, a ktery je vétsi. Jaké presné toto
usporadani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva tzv. lezikograficke
usporddani. Pro lexikografické uspofadani potfebujeme nejprve zadané (linedrni)
uspofadani na znacich (kromé bindrniho 0 < 1 se ¢asto pouziva ,telefonni* A = a <
B=b < ... <Z=z, které je oviem linedrni az na velikost znaki).

vz ,

Kdyz mame zadané usporadani na znacich, na vSechny fetézce jej rozsifime nasle-
dovné: nejkratsi je prazdny fetézec a ostatni fetézce tiidime podle znaka od zacatku
do konce. Zvlastnost je v tom, ze fetézec je vétsi nez jeho kazda vlastni predpona
(neboli prefir). Retézec a tedy bude mensi nez auto, které samo bude mensi nez
autobus.

Adresaf pomoci trie

Typicky problém v oblasti textu je, Ze mame seznam néjakych Fetézct (Casto tieba
jmenny adresar), miZeme si jej néjak pfedzpracovat, a pak bychom radi efektivné
odpovidali na otazku: ,,Je fetézec S obsazen v adresafri?* Miuzeme také po predzpra-
covani chtit pridavat nové polozky i odebirat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat jména, mizeme pouzit heSovani, které je rychlé
a ucinné. Vice o ném najdete v kuchatrce o hesovani. Ma vsak tu nevyhodu, Ze pfi
velkém zaplnéni se zacne chovat pomaleji a mirné nepredvidatelné.

Ukéazeme si jiné feSeni, které je také asymptoticky rychlé a neni ani pfili§ naro¢né
na paméf. Vyuziva stromové struktury a ¥ika se mu trie (vyslovujeme éesky ,tryje*
a anglicky jako ¢4st slova ,retrieval®, z néhoz slovo trie vzniklo). V ¢estiné se obdas
pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom*.

Trie bude zakofenény strom, budeme jej stavét pro néjaky adresar A. Kofen bude
odpovidat prazdnému slovu €. Kazda hrana, ktera z néj povede, odpovida jednomu
ze znakil, kterym slovo z adresédfe A za¢ind, a to bez opakovani (tedy jsou-li v A
Gtyfi slova za¢inajici na a, hranu vedeme jen jednu).

Na koncich téchto hran z kofene nam vznikly vrcholy, které odpovidaji vSsem jedno-
znakovym prefixtim slov z A, a uz je celkem jasné, jak struktura dale pokracuje —
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z kazdého vrcholu odpovidajicimu prefixu P vede hrana se znakem c pravé tehdy,
kdyz slovo P + c (za P pfilepime znak c) je také prefixem nékterého slova z A.

Obrazek vyda za tisic definic, zde je postavena trie pro slova ahoj, at, ksp, trie,
troud, tyc, tycka:

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak jsme ji definovali: kazdé
slovo z adresdfe budeme prochazet znak po znaku a bude-li néjakd hrana chybét,
tak ji vytvorime a pokracujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde kon¢i slovo z adresare a kde kon¢i jen
jeho prefix. Standardni zpiisoby, jak to vyfesit, jsou dva: bud si do kazdého vrcholu
pridame informaci o tom, je-li koncem celého slova nebo ne, anebo si rozsifime
abecedu o specidlni znak (tfeba $), ktery se v ni pfedtim nevyskytoval, a pak vSem
sloviim z A prilepime tento $ na konec.

Budeme-li se pozdé&ji ptat, bylo-li slovo v adresafi, po prichodu trii zkontrolujeme
jeste, jestli z koneéného vrcholu vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcholech trie reprezentovat
hrany do delSich prefixi. Abychom mohli vyhledavat skutecéné linedrné, potiebovali
bychom umét v konstantnim ¢ase odpovédét na otazku ,,ma vrchol v potomka pres
hranu s pismenkem c?7.

Abychom zajistili konstantni ¢éas odpovédi, museli bychom mit v kazdém vrcholu
pole indexované znaky abecedy. To ovSem znamend, ze takové pole budeme muset
vytvofit, a tedy alokovat |X| poli¢ek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou nérocnost trie (a ¢asovou naro¢nost) na O(|X|- D), kde D znaci
velikost vstupu, ¢ili soucet délek vSech slov v adresari. To je naprosto prijatelné pro
malé abecedy, ale uz pro A-Za-z je tento faktor roven 52 a pro Unicode je uz takova
alokace nemyslitelna.

Pokud tedy pracujeme s velkou abecedou, mtze se nam vyplatit ozelet konstantni
rychlost dotazu a pouzit v kazdém vrcholu vlastni binarni vyhledavaci strom pro
znaky, kterymi aktualni prefix miZe pokracovat. To zmirni ¢asovou sloZitost kon-
strukce na O((log |X|) - D) a zhorsi ¢asovou slozitost dotazu na slovo délky [ na
O(l -1og |X]).
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A jsme hotovi! S trii miZeme v linedrnim ¢ase odpovidat na dotazy ,Vyskytuje se
dané slovo v adresafi?“, pridavat a odebirat dalsi polozky za béhu a nejen to — vic
0 tom ve cvicenich.

Poznamky

® Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pascalu, podivejte se do
knihy [Tépfer].

e Triim se také ik prefizove stromy, coz popisuje, ze kazdy vrchol odpovida pre-
fixu nékterého slova v adreséfi. (Slovo prefizové je vSak v matematice hodné
naduZivané (prefixovéa notace, prefixové kédy), a tak to mize vést ke zmateni).

e Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat v ¢eském textu v line-
arnim case. Muzeme pfeci postavit adresat ze vSech slov v daném textu, a pak
prochézet tu trii. M4 to ale par hackt: jednak je ¢asto hledany fetézec kratky, ale
text se nevejde do paméti. Druhak, pokud bychom pouzili jako oddélovac¢ mezery,
bychom mohli hledat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi kusy
vety.

® Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjaké modifikace trie, kterd umi
hledat libovolnou ¢ast textu? Ano, jmenuje se suffizovy strom a jdou s ni délat
spousty krasnych kouskt. Rika se, ze kazdou Fetézcovou tilohu lze fesit v linedrnim
¢ase pomoci suffixovych stromi. Vic se o nich doétete t¥eba v [GrafAlg].

Cviceni

e Reknéme, Ze chceme adresai na vstupu setifdit v lexikografickém potadi (defi-
novaném v sekci ,Jak Fetézce chapat®). Mzeme pouzit néjaky klasicky t¥idici
algoritmus, ale bohuzel musime pocitat s tim, Ze porovnani dvou Fetézct neni
konstantné rychlé. Vymyslete zptisob, jak setfidit takovy adresaf pomoci trie.

e Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytecné vrcholy trie, tedy ty,
v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete si, jestli by néemu vadilo misto takovychto
cest mit jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhledavani? Mimo-
chodem, je celkem jasné, ze takovato komprimovand trie pfinese jen konstantni
zrychleni dotazt i prostoru, a tak na soutézich apod. sta¢i pouzit zakladni vari-
antu.

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlouhy text a kratké slovo.
Chceme si slovo zpracovat, nacez projdeme co nejrychleji text a zahlasime jeden
nebo viechny jeho vyskyty. Casto se hovoii o ,hledani jehly v kupce sena“, a tedy
se textu prezdiva seno a hledanému slovu jehla. Délku jehly oznac¢ime proménnou j
a délku textu n.

Predstavme si nejdfive hledané slovo jako spojovy seznam, tieba slovo instinkt:

(&) (o)

Mohli bychom text zacit prochazet pismenko po pismenku a kontrolovat, zda se
text shoduje s nasim slovem/spojovym seznamem. Pokud by si znaky odpovidaly,
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sko¢ime na dalsi pismenko z textu a i na dalsi pismenko v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemizZeme jen sko€it na dalsi pismeno textu — co kdybychom v textu
narazili na slovo instinstinkt?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového seznamu, ale i zpatky v textu
na druhy znak, ktery jsme oznacili jako odpovidajici, a zkouset porovnavat s jehlou
znovu od zacatku. To uz naznacuje, Ze takto ziskany algoritmus nebude linearni,
protoZe se musi vracet zpét v textu o délku jehly.

Sice je predchozi popis skuteéné v nejhor$im pfipadé slozity O(nj), avSak staci mala
uprava a slozitost pfejde na linedrni O(n + j). Ve skute¢nosti nebylo vraceni se to,
co algoritmus zpomalovalo, za $patnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se vraceli prilis
zpdtky.

Tieba v nasem piikladu s textem instinstinkt se nemusime vracet ve spojovém
seznamu nha zacatek, jakmile nacteme instins. Mohli jsme se vratit jen na druhy
znak, tedy do prvniho n, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje dal. Kdyz nasleduje
s jako v nasem pripadé, mizeme pokracovat dale v ¢teni a nevracime se v textu.
Kdyby text byl jiny, tfeba instinb, vratili bychom se po nacteni b na zacatek
spojového seznamu a v textu bychom pokracovali déle bez zastaveni.

Pro kazdé pismenko ve spojovém seznamu si tedy uréime policko spojového sezna-
mu, na které skoc¢ime, pokud se nasledujici znak v textu lisi od toho ocekavaného.
Poradové ¢islo tohoto policka ndm poradi tzv. zpéind funkce F, coz bude funkce
definovand pomoci pole, kde F[i] bude pofadové ¢islo policka, na které se ma sko-
¢it z policka i. Porovnavat pak budeme s nésledujicim znakem. Pokud F[i] = 0,
znamena to, ze mame zacit porovnavat uplné od prvniho znaku jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, mtizete se na nas spojovy seznam divat jako
na graf a hovorit o zpétnich hrandch.

Zatim jsme ale presné nepopsali, na které policko presné bude zpétna funkce ukazo-
vat. Necht chceme urcit zpétné policko pro druhé n ve slové instinkt. Pracujeme
ted s prefixem instin. Selsky fedeno, chceme najit ,konec slova instin takovy, Ze
je stejny, jako zacatek slova instin®.

Abychom na$ pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpétnym polickem pro jiné
slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo abababc a my urcovali zpétné policko pro ababab?
Kdybychom ukézali na prvni pismenko b, nebylo by to spravné, protoze pak bychom
pro text ababababc nezahlasili vyskyt jehly, coz je jasna chyba. Musime se vratit uz
na abab!

Zajiméa nas tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako zacatek, ale nejdelsi takovy
konec/suffix. A jesté navic ne jen ten nejdelsi, ale nejdelsi netrividlni — slovo instin
je samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro n by se neméla cyklit, méla
by vést zpatky.

Reknéme to tedy jesté jednou, zcela formalné: pokud bychom pravé uréovali hodnotu
zpétné funkce pro znak i, kterému odpovida prefix P, pak jeji hodnota bude délka
nejdelstho vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdroven prefixem P.
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Pro slovo instinkt vypada spojovy seznam obohaceny o zpétnou funkci (zakresle-
nou pomoci ukazateld) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slozitost? Jak spocitat zpétnou
funkci? Poperme se nejdfive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho textu mohou
nastat dva pfipady: Bud znak rozsifuje aktudlni prefix, nebo musime pouzit zpétnou
funkci. Prvni pfipad mé jasné konstantni sloZzitost, druhy je horsi, nebot zpétna
funkce miize byt pro jeden znak volana az j-krat.

Pii kazdém volani vSak klesne porfadové ¢islo aktualniho stavu (policka) alespori
o jedna, zatimco kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech
zkraceni dohromady miize byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouzeni, ¢ili kolik
jsme precetli znakl textu. Celkem je tedy pocet kroku linedrni v délce textu.

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. VSimnéme si, Ze F[i] je pfes-
né ¢islo stavu, do néjz se dostaneme pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu
na Fetézec, ktery tvori prvnich ¢ znaki jehly bez prvniho pismenka.

Proc¢ to tak je? Zpétna funkce tiké, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného stavu, ktery
je také stavem, zatimco policko, ve kterém po i krocich skoné¢ime, oznacuje nejdelsi
suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom, Ze ta druhd
pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu zabranime odstranénim prvniho znaku.

Takze F' ziskdme tak, ze spustime vyhleddvani na ¢ast samotného slova j. Jenze
k vyhledavani zase potfebujeme funkci F'. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci
vytvafet postupné od nejkratsich prefixi. Zfejmé F[1] = 0. Pokud jiz mame Fi],
pak vypocet F'[i+ 1] odpovidd spusténi automatu na slovo délky ¢ a pii tom budeme

hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od zacatku
— (i + 1)-ni prefix je pfeci prodlouzenim i-tého prefixu o jeden znak. Stac¢i tedy
spustit algoritmus na celou jehlu bez prvniho pismena a sledovat, jakymi stavy bude
prochézet, a to budou presné hodnoty zpétné funkce.

Vytvofeni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo na jediné vyhledavani
v textu o délce j — 1, a proto pobézi v ¢ase O(j). Casova slozitost celého algoritmu
tedy bude O(n + j). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé popsali panové
Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se mu fikda KMP. Naprogramovany bude
vypadat nésledovné (¢teni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[l..P] of char; { jehla }
Text: array[1..N] of char; { seno }

97



F: array[1..MaxS] of integer; { zpé&tna fce }

function Krok(I: integer; C: char): integer;
begin
if (I < P) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok I+1
else if > 0 then
Krok := Krok(F[I], C)
else
Krok :
end;

=

0;

var
I, R: integer; { pomocné proménné }
begin
{ konstrukce zpé&tné funkce }
F[1]:= 0;
for I:= 2 to P do
F[I]:= Krok(F[I-1], Slovo[Il]);

{ prochéazeni textu }

R:= 0;

for I:= 1 to N do begin
R:= Krok(R, Text[I]);
if R = P then

writeln(I);
end;
end.

Poznamky

® Pro anglicky nebo cesky text je pouziti takto sofistikovaného algoritmu skoro
skoda, protoze v obou jazycich se stava jen malokdy, ze bychom méli nékolik
slov spojenych dohromady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény naivni
algoritmus. Na soutézich a olympiadach ale piste radéji algoritmus KMP.

® Hesovani lze pouzit i na vyhledavani fetézce v textu. Obzvlasté vhodné jsou na
to rolling hash functions (,,okénkové heSovaci funkce“), které umi v konstantnim
Case prepocitat hes, ubereme-li néjaké pismeno na zacatku a pridame-li ho na
konci.

¢ Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale cely jehelnicek, ¢ili se-
znam hledanych slov? I to lze feSit podobnou metodou, jako jsme fesili jedno
slovo. Tento algoritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd a spo-
¢iva v tom, ze jednoduchy spojovy seznam nahradime trii a do trie opét pridame
zpétné hrany. Neni to tak tézké vymyslet, pokud rozumite tomu zakladnimu al-
goritmu.

e Algoritmus KMP je ¢asto zmirniovan v souvislosti s konecnymi automaty, protoze
nas postup skdkani po spojovém seznamu se zpétnymi hranami je vlastné jen
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prichod koneénym automatem. KSP ve 23. sérii vytvorilo seridl o regularnich
vyrazech, ktery teorii kone¢nych automatti popisuje.
Cviceni
® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jedno, a algoritmus musi
vypsat vSechny vyskyty na vystup, muzeme se dobrat vyssi nez linearni slozitosti
v zavislosti na vstupu. Na ¢em potom takova ¢asova slozitost také zalezi?
® Vymyslete né€jakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci pro vyhledavani jedné
jehly.
Martin Bshm, Martin Mare§ a Petr Skoda
Uloha 18-5-4: Detektjv

Slavny detektiv Sérlok Houmles je na stopé vazného zlo¢inu. A to doslova a do
pismene. S lupou aZ u zemé pravé prohlizi stopy, které by ho mély dovést k pachateli.
Pomuzete detektivovi s jeho pripadem?

Stopy jsou usporddany do fady. Navic kazdou stopu lze oznacit néjakym pismenem,
nebo jinym znakem a téchto ,typu“ stop neni mnoho (desitky aZ stovky). Déle
mé Sérlok k dispozici Knihu Stopovani Pachatelfi, ve které jsou popsény vsechny
podezielé vyskyty stop.

Na vstupu dostanete vSechny podezielé sekvence stop a dale Tetézec stop, které de-
tektiv sleduje. Tento Fetézec je velice dlouhy a nevejde se do operacni paméti. Pro
jednoduchost predpokliadejte, ze existuje funkce GetFootprint, kterd vraci pravé
pfectenou stopu (napf. jako znak) a procedura RewindFootprint, kterd vrati de-
tektiva na zacatek stop. Vas program by mél zjistit ke kazdé sekvenci podezielych
stop, kolikrat se vyskytla béhem stopovani.

Zaroven si uvédomte, ze casu je malo, a tak by va$ program mél pracovat idealné
v ¢ase O(N 4 P) (N je délka stopovaného fetézce a P je soucet délek vSech podezie-
Iych stop), bez ohledu na pocet vyskytt podezielych sekvenci, pfestoze jejich pocet
miZe byt az O(Nk), kde k je pocet podeztelych sekvenci. Detektiv také nemuze
stale béhat sem a tam, takze vas program by mél funkci RewindFootprint volat co
nejméné (idedlné viibec).
Nicméné i feSeni v ¢ase O(Nk + P) je daleko hodnotnéjsi nez feSeni se slozitosti
O(NP).
Priklad: Podeztelé sekvence stop jsou LPBBLP, BBBBO, 0SSO.
Prohledévané stopy budtez 0SSOSSOLPBBLPBBLPBBBBO.
Vystup programu by mél byt

podezrely vzorek pocet jeho vyskytu

LPBBLP 2
BBBBO 1
0SS0 2

Uloha 22-4-4: Ofez stromu

V sadé jabloni se jako kazdé jaro ofezavaji vétve. Abychom si ovérili, Ze nam stromy
nikdo neukradl a nevyménil za néjaké atrapy, potfebujeme umét zjistit, jestli je-
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den strom mohl vzniknout z druhého operaci ofezavani, pfiCemz se nam pomichaly
informace a nevime, ktery strom by mél vzniknout ofezanim z druhého.

V této uloze budeme za strom povazovat souvisly graf bez kruznic s pevné danym
kofenem. Navic kazdy uzel mé jasné usporadani synt, takze podivame-li se na né-
ktery vrchol, tak umime vzdy jasné Fici, ktery syn je prvni, ktery je druhy, a tak

dale.

Jak probihd takové ofezavani? Ze stromu se nejprve vybere vrchol (napiiklad prvni
syn kofene z pfikladu) a v tomto misté se jesté zvoli souvisly interval synt (napf.
druhy az tfeti syn). Ptivodné vybrané rozboceni se prohlasi za kofen, synové kofene
budou jen ty vrcholy, které byly jeho syny ve vybraném intervalu, a usporadani se
zachovéa (druhy syn bude prvnim synem nového kofene).

Spolu s timto intervalem patii do ofezaného stromu také celé podstromy pod témito
syny. Vrcholy, které nelezely v prislusném intervalu nebo byly jinde v ptavodnim
stromé, v novém stromé prosté nebudou.

Na vstupu dostanete dva zakofenéné stromy a mate zjistit, jestli jeden mohl vznik-
nout ofezem druhého. Stromy mohou byt zadany napriklad takto: vrcholy si ocis-
lujeme od 1 do N, kofenem bude vrchol s ¢islem 1 a na vstupu dostaneme pole
spojovych seznamu. i-ty prvek pole je spojovy seznam, ktery obsahuje ¢iselna ozna-
¢eni syni i-tého vrcholu, uspofadana zleva doprava. V této reprezentaci mizeme
zadat ,osekany strom* z obrazku nize naptiklad takto:

osekany strom

tento ale

e e nemohl vzniknout

aos wWwN R
RN
o w
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Rovinné grafy

Na uvod polozme otazku: ,Staci ¢tyfi barvy na obarveni libovolné politické ma-
py, aby zddné dva sousedici staty nemély stejnou barvu?“ (Za sousedici staty se
nepovazuji ty, které sousedi jen v jediném bodé, ani v koneéné mnoha.)

Na prvni pohled jednoduché otazka, ze? Matematici se s ni vSak trapili vice jak
stolet! (od prvni formulace v roce 1852 do vyfeSeni v roce 1976) a nikdo nebyl
schopen prijit s dikazem ani s protipfikladem, tedy mapou, na niz je potieba pét
barev. I tfeba na tuto mapu jsou potieba jen ¢tyti barvy:

Nebudeme dlouho tajit odpovéd: &tyfi barvy stac¢i. Dtkaz se spoléhéd na strojové
probirani stovek piipada (fragment® rovinnych graf) a ve své dobé pro svou do-
mnélou nematemati¢nost vzbudil velké pozdvizeni. Dodnes se snazi mnoho védci

vz

najit jednodussi diikaz, podobné jako u Velké fermatovy véty.

My si ukazeme, jak kazdou politickou mapu obarvit Sesti barvami, a od toho pre-
jdeme k péti barvam. Nejdrive si vSak prevedeme politické mapy na rovinné grafy
a predvedeme si nékolik jejich uzitecnych vlastnosti.

Cviéeni

e U statu se v tvodni otazce tise predpokladé, ze je souvisly, tedy mezi kazdymi
dvéma misty v ném lze prejit bez prechodu do jiného statu. Rozmyslete si, jak
by vypadala mapa s nesouvislymi staty, na niz je potieba pét barev.

Rovinné grafy

Rovinng graf (nékdy téz nazyvany planédrni) je graf, ktery muzeme nakreslit do ro-
viny bez kiiZzeni hran. To znamend, Ze vrcholiim pfifadime vhodné body a hrany
nakreslime jako kfivky spojujici pfislusné body tak, Ze se zddné dvé kiivky neproti-
naji mimo své krajni body.

Ne kazdy graf lze takto nakreslit — sami si rozmyslete, Ze napiiklad graf K5, coz
je 5 vrcholti spojenych kazdy s kazdym, zadné rovinné nakresleni nemé. Na druhou
stranu napiiklad kazdy strom urcité rovinny je.
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Vezméme si tedy néjaky graf a jeho rovinné nakresleni, naptiklad tento:

Hrany nakresleni déli rovinu na nékolik oblasti, tém budeme fikat stény. N&s graf
m4 6 stén: jednu étvercovou, ¢ty ,trojuhelnikové” (tedy ohranifené tfemi hranami,
byt to nejsou vizdy usecky) a jednu 6-tthelnikovou (to je cely zbytek roviny okolo
grafu, tzv. vnéjsi sténa).

Napftiklad libovolné rovinné nakresleni stromu by mélo pouze jednu sténu, a to tu
vnéjsi. Vsimnéte si, ze pokud v grafu nejsou mosty ani artikulace, je kazda sténa
ohrani¢ena néjakou kruznici. (Pozor, to, jak vypadaji stény, zavisi na konkrétnim
nakresleni do roviny!)

Barveni grafu

Jisté byste dokazali vymyslet pfevod politické mapy se staty na graf. Jen pro upl-
nost: samotné staty budou vrcholy a hrana povede mezi vrcholy pravé tehdy, kdyz
odpovidajici staty sousedi.

Podobné jako se barvi politické mapy, lze barvit i grafy. Samoziejmé ne doslova,
barvenim se zpravila mysli pfifazovani pfirozenych ¢isel jednotlivym vrcholim pod
podminkou, Ze sousedni vrcholy nesmi mit stejnou barvu. Dilezitou vlastnosti grafu
je pak jeho barevnost, neboli nejmensi pocet barev, kterymi se da obarvit. Uvodni
problém tedy vlastné fikd, Zze barevnost kazdého rovinného grafu je nejvyse ¢tyfi.
V praxi ma barveni grafi (nejen rovinnych) velké vyuziti: pfedstavte si napiiklad,
7e chovate spoustu psti, pricemz kazdy pes nesnasi nékolik jinych a nesmi s nimi byt
ve vybéhu. Otazkou je, kolik nejméné vybéhu je potfeba.

Cviceni

® Rozmyslete si, ze graf vytvofeny z politické mapy je skutecné rovinny, tzn. Ze

® Predstavte si, ze mate algoritmus, ktery obarvi vstupni graf danym poc¢tem barev,
pokud to jde. Jak pomoci néj vytesit sudoku?

e U graft se studuje i barveni hran (hrany nesmi mit stejnou barvu, pokud sdileji
vrchol). Zkuste si rozmyslet, jak vrcholové i hranova barevnost souvisi s maxi-
malnim stupném grafu (napf. najit horni omezeni v zavislosti na maximalnim
stupni, u hranové i dolni).

Vlastnosti rovinnych grafa

O rovinnych grafech plati nékolik dilezitych vét, které se ¢asto hodi pri vytvareni
grafovych algoritmu.

Je zfejmé, ze kazdy strom je rovinny. Navic pro kazdy strom plati, Ze ma o jedna
méné hran nez vrcholt (tedy e = v — 1, kde v je pocet vrcholii a e podet hran). Proé¢
tomu tak je? Abychom tvrzeni dokézali, pouzijeme indukci podle poctu vrcholu.
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(Dikaz indukeci funguje tak, ze ukdzeme platnost tvrzeni pro strom s jednim vrcholem
a potom pro stromy s v vrcholy, pokud tvrzeni plati pro vSechny stromy s méné jak
v vrcholy — tomu se ¥ké indukénd predpoklad).

Pro strom s jednim vrcholem formulka uréité plati. Strom s v > 1 vrcholy ma jisté
list, tak jej odtrhneme (ponékud vandalské, nicméné G¢inné), ¢imz ziskdme strom
s mensim poctem vrcholl, pro ktery podle indukéniho predpokladu formulka plati,
a opétovnym pridanim listu platit nepfestane, protoze k obéma stranam pricteme
jednicku.

Vztah poétu vrcholu, hran a stén

Pocet stén souvislého rovinného grafu je pevné uréen poc¢tem vrcholi a hran, aniz
by zalezelo na konkrétnim nakresleni do roviny nebo dokonce na tom, mezi kterymi
vrcholy hrany vedou. Pro kaZzdy souvisly rovinny graf nakresleny do roviny totiz
plati tzv. Eulerova formule: v+ f = e + 2, kde v je pocet vrchold, e pocet hran
a f pocet stén.

Diikaz: Opét indukci, tentokrate podle poctu hran. Kazdy souvisly graf ma alespon
v — 1 hran a pokud jich mé pravé tolik, je to strom. (Kdyby ne, staci se podivat
na kostru grafu, coz musi byt strom a ty, jak uz vime, maji pravé tolik hran a nas
graf mél hran vice.) Jenze kazdé rovinné nakresleni stromu mé pravé jednu sténu,
takze Eulerova formule plati.

Pokud méame nakresleni grafu, ktery je souvisly a neni to strom, znamena to, Ze
obsahuje alesponl jednu kruznici. A kazdad hrana na kruZnici jisté oddéluje néjaké
dvé stény. Zvolme si tedy néjakou takovou hranu h a z grafu ji odeberme. Tim
ziskdme graf s mensim poctem hran (opét nakresleny do roviny), pouzijeme indukéni
predpoklad, Eulerova formule pro néj tedy jiz plati, a vratime hranu zpét. Leva
strana rovnosti se tim zvétsi o 1 (pfidali jsme sténu), prava také (pfidali jsme hranu),
tedy rovnost stale plati.

Cvicéeni

® Dokazte, ze Eulerova formule pro grafy s vice komponentami je v+ f = e+ k+1,
kde k je pocet komponent.

Omezeni poétu hran

Intuici snadno odhalite, Ze velké rovinné grafy nemohou mit spoustu hran, protoze
by nesly nakreslit bez kiizeni. Hran je dokonce linedrné, protoze plati nasledujici
nerovnost (pro grafy s alespoii tfemi vrcholy): e < 3v — 6.

Nejprve jednoducha aplikace: vySe jsme zminili, Ze K5 (aplny graf na 5 vrcholech)
neni rovinny. M4 totiz 10 hran, ale nasSe formulka mu dovoluje jen 9. Takto se da
o spousté ,hustych“ grafi dokazat, ze nejsou rovinné, bohuzel vSak tvrzeni neplati
obracené a existuji grafy s 3v — 6 vrcholy (nebo méné), které nejsou rovinné.

Jak tedy nerovnost dokazat? Zvolme si libovolné nakresleni grafu do roviny. Nejprve
predpokladejme, zZe je to triangulace, ¢ili Ze kazda sténa je trojuhelnik. V takovém
grafu patii kazda hrana k pravé dvéma trojihelnikovym sténam, takze e = f - 3/2,
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éli f = e-2/3. Dosazenim do Eulerovy formule ziskdme v + (2/3)e = e + 2, tedy
e=3v—6.

Neni-li nas graf triangulace, mtize to mit nékolik diivodi. Budto neni souvisly (pak
ale sta¢i vétu dokazat pro jednotlivé komponenty a nerovnosti seéist), nebo je moc
maly (mé nejvySe dva vrcholy, ale tak malé grafy neuvazujeme) anebo obsahuje
néjakou sténu ohranicenou vice nez tfemi hranami. Dovniti takové stény ovsem
mizeme dokreslit dalsi hrany a tim ji rozdélit na trojthelnicky. Tim tedy dokazeme
graf doplnit hranami na triangulaci, pro tu, jak uz vime, plati dokonce rovnost,
a kdyz pridané hrany opét odebereme, snizime pouze pocet hran a udélame tak
z rovnosti nerovnost.

Cviéeni
e Rovinné grafy bez trojihelnikové stény (tedy ty, co neobsahuji K3 jako podgraf)
maji dokonce maximéalné 2v — 4 hran. Dtikaz tentokrat ponechame na vés.
® Lze pro kazdé v najit rovinny graf s v vrcholy a 3v — 6 hranami?
e Naopak zkuste prijit na graf, ktery ma 3v — 6 nebo méné hran a neni rovinny.

Vrchol nizkého stupné

V kazdém rovinném grafu existuje vrchol stupné maximalng 5. (Stupeii vrcholu
je poCet hran, které s vrcholem sousedi.) Pro¢ tomu tak musi byt? Kdyby vSechny
vrcholy mély stupen alespon 6, byl by soucet stupna alespon 6v. Jenze soucet stupnt
je presné dvojnésobek poctu hran (kazd4 hrana méa dva konce), takze e > 3v, coz je
spor s predchozi vétou.

Cviceni
® Najdéte nejmensi rovinny graf, ktery ma vSechny stupné 5.
® Tvrzeni o vrcholu nizkého stupné plati jen pro konecné grafy. Najdéte nekonecny

rovinnych graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupné 6. Dokazete totéz i pro stupen
427

Natirame 6 barvami

Kone¢né mame vSechny potiebné ingredience (i se zdiivodnénim, abyste ndm véfili)
a muzeme se pustit do barveni. Jelikoz mame zaruceny vrchol stupné maximélné 5,
vezmeme ho, odebereme z grafu a zafadime na zasobnik. Odebranim se urcité ne-
porusila rovinnost grafu, takze vezmeme dalsi vrchol stupné maximalné 5. Takto
pokracujeme rekurzivné, dokud nerozebereme cely graf a nenaskldddme vSechny vr-
choly na zasobnik.

JelikoZz jsme odebirali vrcholy stupné maximélné 5, méa kazdy vrchol na zasobni-
ku nad sebou nejvyse 5 sousedi v puvodnim grafu. Z toho uz je patrny barvici
algoritmus: budeme postupné odebirat z vrchu zasobniku a u kazdého vrcholu méa-
me jistotu, Ze mezi jeho sousedy chybi jedna barva (nékteré sousedni vrcholy jsou
samoziejmé jeSté neobarvené, ale obarvenych je maximélné 5).

Co se ty¢e implementace, jedinym problémem je hledani vrchold stupné 5 a méné.
Reseni viak neni t87ké na vymysleni, ani na programovani: staéi na zacatku naskla-
dat vSechny vrcholy stupné maximélné 5 do n&jaké datové struktury (hodi se t¥eba
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fronta) a potom si uvédomit, Ze p¥i odebirani vrcholu z grafu je potfeba se podivat
jen na jeho sousedy, jestli jim neklesl stupen na 5.

Cviéeni

v/

e S jakou nejlepsi ¢asovou a pamétovou slozitosti 1ze nas algoritmus implementovat?

TrFes$nicka na dortu: 5 barev

Algoritmus na obarveni rovinného grafu 5 barvami ma stejny prubéh jako pred-
@ chozi predstaveny, tedy se postupné rozebird graf (mimo jiné se odebiraji vr-
choly) a potom se barvi vrcholy v obrdceném pofadi, nez se zpracovavaly. Jenze
tentokréit nelze pfimocare obarvit vrcholy stupné 5 (s vrcholy s mensimi stupni ma-
Zeme zachdzet stejné).

K vyfeseni problému se ndm bude hodit operace kontrakce hrany, kterd jednu danou
hranu odstrani a spoji jeji dva koncové vrcholy u,v do nového vrcholu w. Hrany
vedouci z u a v do jinych vrcholt nyni povedou z w, ndsobné hrany se smazou (tzn.
pokud u a v mély spoleéného souseda, z w do néj povede jen jedna hrana).

C 3

d d

Prvné je dtlezité pozorovani, ze mezi sousedy vrcholu v stupné 5 v rovinném grafu,
existuje alespoii jedna dvojice vrcholli, mezi kterymi nevede hrana. (Kdyby tomu
tak nebylo, obsahuje tento graf K5 jako podgraf, a tudiz nemiZe byt rovinny.) Na-
jdeme tedy dvojici x,y sousedd v, kterd neni spojena hranou, a misto odstranéni
v provedeme kontrakci hran xv a yv do vrcholu w. Vrchol v pfiddme na zasobnik
(pfi implementaci se hodi také ulozit, jaké hrany se zkontrahovaly) a pokracujeme
rekurzivné s kontrahovanym grafem.

Pri samotném obarvovani, narazime-li na zkontrahovany vrchol v, médme uz obarveny
vrchol w vznikly kontrakei (necht mé napiiklad barvu 1). Jelikoz sousedi w zahrnuji
sousedy vrcholi = a y, ddme témto dvou vrcholim barvu 1 a zadny jejich soused
urcité uz nedostal stejnou barvu. Vrcholu v pak pfidélime jinou barvu, kterou nemaji
jeho 3 zbyvajici sousedi, ani x (tedy ani y). Barev je 5, takze to akorat vyjde.

Tim jsme zakoncili povidani o barvicich algoritmech, samotnou implementaci pone-
chame ctenéfi jako cviceni.
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Poznamky

¢ Kdybychom definici rovinného nakresleni zménili a dovolili hrany kreslit pouze
jako tsecky misto libovolnych krivek, prekvapivé se nic nezméni: kazdy rovinny
graf mé rovinné nakresleni, v némz jsou vSechny hrany tsecky. Ale neni to zrovna
jednoduché dokazat.

® Stejné jako do roviny bychom mohli grafy kreslit tfeba na povrch koule. Tim
se také nic nezméni, zkuste sami vymyslet, jak z rovinného nakresleni udélat
ykulové“ a naopak. Ale tfeba anuloid (povrch pneumatiky) se uz chova jinak,
napfiklad zminény nerovinny graf K5 se na anuloid da nakreslit bez kiizeni hran.

e Jak poznat, jestli je dany graf rovinny nebo ne? Tak, Ze nalezneme jeho nakresleni
v rovine, ale rychly algoritmus neni viibec jednoduchy. Vice o tomto problému
se doctete napiiklad na anglické Wikipedii pod heslem Planarity testing nebo
v [GrafAlg].

® Pfi pohledu na mapu statt lze vidét také jiny rovinny graf. Ten ma jako vrcholy
body, kde se stfetavaji hranice tii nebo vice statli, a hrany v rovinném nakres-
leni tohoto grafu vedou po hranicich. Vztah druhého rovinného grafu na mapé
k prvnimu ma svou abstrakci v teorii grafi: dudini graf rovinného grafu ma vr-
choly odpovidajici sténam puvodniho grafu a hrana mezi nimi vede prave, kdyz
v pavodnim rovinném grafu spolu stény sousedi. Sami si ovéfte, ze oba grafy jsou
vici sobé navzajem dualni. Malé cviceni: jak vypadd duélni graf dudlniho grafu
néjakého rovinného grafu? (Tedy dvakrat udéldme z grafu duélni graf.)

® Vice informaci o teorii (nejen rovinnych) grafi najdete napiiklad v [Kapitoly]
¢ [Demel].

Pavel Vesely, Martin Mares a Petr Skoda
Uloha 18-5-5: Do vysokyjch kruhi

Napiste program, ktery dostane na vstupu N kruznic zadanych soufadnicemi stredu
a polomérem (soufadnice a poloméry jsou redlna ¢isla), a na vystup vypise, na kolik
Casti déli tyto kruznice rovinu. Muzete predpokladat, Ze se zadné t¥i kruznice nepro-
tinaji v jednom bodé. Rovina bez kruznic se povazuje za jeden dil, jedna kruznice
rozdéli rovinu na dva dily (vnitfek a vnéjsek kruznice) atd.

Priklad:

Na vstupu jsou 3 kruznice: y
x Yy T
1 1 09
2 08 04
1,9 15 06

Rovina je pak rozdélena na 8 ¢asti.
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Eulerovské tahy

Historicky problém

V roce 1735 se svycarskému matematikovi Leonhardu Eulerovi na sttl dostal na prv-
ni pohled jednoduchy problém, ktery mu predlozil starosta mésta Kralovec (dnesni
Kaliningrad). Kralovcem tece feka Pregola, na ni je nékolik ostrovii a ostrovy jsou
spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobov4 ilustrace situaci vystihla takto (schéma-
tickd kresba):

Pan starosta se pana matematika v dopise tézal, jestli je mozné zacit na nékterém
z biehtt (nebo ostrovil) a udélat si vychdzku po mésté tak, ze se kazdym mostem
projde pravé jednou. Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché zemé, ze kterého
vysel.

Profesor Euler jej nejprve chtél poslat k sipku — problém jde snadno vyftesit rozbo-
rem piipadi, coz by zvladli i tehdejsi studenti stfedni $koly (natoz pak ti dnesni).
Zachoval se ovsem jako pravy matematik — ptiSel na to, jak problém zobecnit, a mis-
trné vytesil hadanku i pro vSechna mozna mésta, ktera kdy budou chtit poradat
podobné prochazky.

Eulerovsky tah

Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si pfipomenout grafovou termi-
nologii. Vrcholy naseho grafu jsou kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta nebo
ostrovy. Mezi dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem, a onen most
odpovidé hrané.

V tomto zadani ma smysl uvazit, ze mezi dvéma kusy pevniny povede mostt vice —
napiiklad v Praze jich vede tolik, Ze se na to ptaji v leckteré zemépisné olympiadé.
Graf, kde mezi vrcholy vede vice hran, nazyvame multigraf, a pokud dvé hrany vedou
mezi stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako o paralelnich hranach.

Obecné prochézka v grafu z vrcholu A do vrcholu B (po-
sloupnost hran takova, ze cilovy vrchol predchozi hrany
je pocatecni vrchol hrany nésledujici) se nazyva sled z A
do B. Ve sledu se mohou opakovat jak hrany, tak vrcho-
ly; sled tedy neni feSenim naSeho problému (ve sledu je
mozné se vratit po hrané, ze které jsme pravé prisli).

Pro nasi ulohu se hodi posloupnost hran takovéa, ze vrcho-
ly se opakovat mohou, ale hrany nikoli. Této posloupnosti
se ika tah z A do B. Kdyby se neopakovaly ani vrcholy,
pak posloupnost oznacujeme jako cestu. Tah (respektive
sled) je uzavieny, pokud zacind v A a kondi také v A.
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Podivame-li se tedy na mapu Kréalovce jako na multigraf, ptame se, zdali existuje
uzavieny tah takovy, ze kazdou hranu navstivi pravé jednou. Takovému tahu pak
fikdme uzavreny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,tah“ nefika jen tak nahodou. Déti se Casto ve Skolce preko-
navaji v uméni nakreslit obrazek jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo vracet po
uz nakreslené ¢are. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢4ry jsou hrany, mista
jejich setkani vrcholy), pak eulerovsky tah nalezneme jen v tom obrazku, ktery lze
nakreslit jednim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se pak vratime i do mista,
kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na ¢ase poodhalit feseni naseho problému s eulerovskym tahem. Pidjdeme na to
jako matematici — nejprve ukdzeme nutnou a hned nato postacujici podminku. Nutna
vlastnost grafu je takova, Ze bez ni eulerovsky tah neni mozné najit; postacujici
vlastnost je ta, se kterou vzdy eulerovsky tah najit umime. Jsou-li obé podminky
stejné, pak se jedna o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Predstavme si, Ze jsme kouzlem né&jaky uzavieny eulerovsky tah nasli, at uz je ja-
kykoli. Vzdy, kdyz se dostaneme do jednoho vrcholu (a neni dtlezité, jestli uz jsme
v ném byli, nebo ne), tak z néj musime hned také odejit, abychom tah uzavfeli.
A protoze tah je eulerovsky, kazdou hranou projdeme jen jednou, takze tyto dvé
hrany (tu pfichozi a odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo vjchozi te-
dy plati, ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnitf, a jedna, kterd z néj vedla
ven.

Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj nevstoupime poprvé pomoci
hrany, takze pocet navstivenych hran u néj bude stale lichy — ale jen do chvile, nez
se do néj naposledy vratime a skoncime, protoze skoncenim jsme pouzili posledni
hranu, ktera bude tvorit dvojici s hranou prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, Ze graf ma sudy pocet hran (protoze
trojuhelnik jednim tahem nakreslime a pfesto mé 3 hrany), ale plati, ze do kazdého
vrcholu vede sudy pocet hran, tedy Ze graf ma vsechny stupné sudé. Nezapomenme
také na to, Ze graf musi byt souvisly — dva oddélené obrazky jednim tahem bez
zvednuti tuzky nenakreslime. Mame nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovérit, ze podminky jsou i postacujici. Méjme souvisly graf, ktery méa
vsechny stupné sudé. Umime v ném vzdy najit uzavieny eulerovsky tah? Ovéfme
to, jak se na informatiky patii — algoritmem.

Predlozeny algoritmus je zaloZeny na vylepSeném prohledévani do hloubky, tedy
DFS, o kterém jste si mohli precist v prvni grafové kucharce.

Vyberme si vrchol, v ném zacneme. N4as algoritmus musi umét oznacovat hrany jako
,probrané“, jako to déld DFS. Vyberme si tedy jednu hranu a pokracujme déle,
zatim bez vypisovani.

Po néjakém tom prochézeni se jisté stane, Ze jsme se zastavili — vrchol uz nema zadné
nepouzité hrany. Nutné to znamend, Ze to je ten vrchol, ve kterém jsme zacinali.
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V prochéazeni do hloubky se vracime zpét, ale my k tomu pfiddme vypisovani cesty
— postupné pozpatku vypisujeme hrany, kterymi se vracime zpét v prohledévani.

A

Na obrazku vyse je priklad pravé probihajicitho algoritmu. Zacal ve zvyraznéném
vrcholu vlevo, prochéazel po Sipkdch az do bodu A, kde volil hrany tak, Ze hned
skoncil na zacatku. Dale pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel zase do
bodu A. Zde si vybral jednu jeSté nepouzitou hranu a po ni prosel celou druhou
kruznici — zbytek hran — zpét do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme az na zacatek, nebo se dostaneme do vrcholu, ktery ma
jeste néjaké nepouzité hrany (situace miize vypadat t¥eba jako na obrazku). Potom
vypisovani zastavime a pokracujeme v prohleddvani DFS pres nepouZitou hranu.
I tam se to mize zastavit (a zastavi), i tam za¢neme vypisovat pozpatku. Nakonec
dojdeme do ptvodniho mista rozboceni, a budeme opét pozpatku vypisovat hrany,
které nas nakonec dostanou az na pocatek, kde skonc¢ime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerovsky tah? Graf byl souvisly
a o algoritmu DF'S se vi, ze v takovém pfipadé€ navstivi kazdou hranu pravé jednou.
Algoritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni zptsob, jak ho
vypisuje. Kdyz dojde na kfiZzovatku s jesté nepouzitymi hranami, tak vypis zastavi,
tiSe po nich kradi, oznacuje si je a vypisuje, az kdyz se po nich vraci. Ovéime si, ze
hrany opravdu navazuji.

V duchu argumentti z pfedchazejici ¢asti vime, Ze jediny vrchol grafu s lichym poctem
nepouzitych hran je praveé ona kiizovatka — a algoritmus DF'S prochézi graf podobné,
jako jsme ho prochazeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto vrcholu algoritmus
dojde, az se pruchod touto ¢asti grafu zastavi.

Jakmile sem program dojde (a nezbudou mu volné hrany), za¢ne cestovat zpét a hra-
ny vypisovat — a opravdu, pokracuje se tedy z mista, kde naposledy prestal, a pro-
gram vskutku vypiSe tah pfes vSechny hrany v grafu — uzavieny eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni: (Multi)graf obsahuje uzaviensy
eulerovsky tah prdvé tehdy, kdyz md vsechny stupné sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, Ze slozitost naseho algoritmu na bazi DFS je linearni vudi veli-
kosti grafu (po¢tu vrcholt a hran). Existuji i jiné algoritmy pro hledani eulerovského
tahu, jedna varianta naptiklad prochazi grafem a vybira si na kiizovatkach takové
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hrany, které souvislost grafu pokud mozno neposkodi. Tyto algoritmy uz nemusi mit
nutné linearni casovou slozitost.

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obrazkt ze stejného bodu ziv je ¢loveék. Co kdybychom mohli zacit
a skoncit v jiném misté, tedy ptali se po neuzavienych eulerovskych tazich, zménilo
by se néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky si vyzadaji, aby
vSechny vrcholy mély sudy stupen az na pravé dva vrcholy, které maji lichy stupen.
Pokud nam to nevérite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou cestu — uzavienou cestu
pres vSechny vrcholy, ktera navstivi kazdy vrchol préavé jednou (¥ikéa se ji ,Hamil-
tonovska cesta“). Bohuzel, ackoli jsou problémy p¥ibuzné, musime vas zklamat —
nen{ zndm 7adny efektivni (polynomidlni) algoritmus na tento problém, a kdyby jej
nékdo z vas nalezl, vytesil by otazku ,P vs. NP“ o niz se vice doc¢tete v kucharce
o tézkych problémech.

V matematice se také nékdy zminuji ,ndhodné prochazky“ po grafech — muzete si
je predstavit tak, Ze se po mostech mésta Kralovce moté opilec, ktery si hazi (opilou
nebo spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pfes ktery most jit dal. Pouziti
maji tyto modely hlavné v matematické teorii graft a teorii pravdépodobnosti. O tom
si mizeme povédét zase nékdy jindy.

Martin Bohm
Uloha 23-2-3: Projizdka

Turing pred projizdkou na kole peclivé prozkoumal terén, ktery si reprezentoval
jako seznam rozcesti a cest mezi nimi. Silnice jsou vSak nevyrovnané — nékteré jsou
kratké a klidné, dokonce vedou z kopce; jiné jsou dlouhé, klikaté a strmé, takze velmi
unavuji. Proto kazdé z nich pridélil celé ¢islo vyjadiujici tuhle subjektivni obtiznost
— na kladné ohodnocenych cestach si bude odpocivat a na zaporné ohodnocenych
tuhle nashromézdénou energii vyda.

Ted by od vés chtél, abyste napsali program, ktery mu najde takovou cestu (vetné
zadatku — a miize za¢inat na libovolném rozcesti), po které jednak projede vSechny
silnice prdvé jednou, druhak bude na kazdém rozcesti soucet vSsech Turingem do
té chvile projetych silnic nezdporny a navic se vrati na rozcesti, na kterém zacal.
Chcete-li a myslite-li si, ze vam to pomiZe, pfedpokladejte klidné, Ze z kazdého
rozcesti vychazi sudy pocet silnic.

Uloha 23-3-4: Psani pismen

Kazdé pismeno se skldda z bodi a linii, které je spojuji. V jednom bodé miize zacinat
i koncit vice linii. P¥i psani perem lze psat vic navazujicich linii jednim tahem, nejde-li
to, musi se pero zvednout a zacit jinde. Kolikrat nejméné je potieba pero zvednout?
Na vstupu dostanete neorientovany graf o N vrcholech a M hranach a vypiste, kolika
nejméné tahy lze nakreslit.

Samoziejmé Setiime, takze je zakazano jakoukoli hranu nakreslit vice nez jednou.
Jinak feceno, nesmite se vracet po jiz nakreslenych liniich.
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Toky v sitich

Rusky petrobaron vlastni ropné nalezisté na Sibifi a trub-

{
ky vedouci do Evropy. Trubky vedou mezi nalezisti, uzlo- / °
vymi body a koncovymi body, kde ropu prebiraji odbéra- o 5 o /3
2 6
\.L.

telé. Kazd4 trubka miZe a nemusi mit definovano, kterym /

smérem ji mé téci ropa. Pro kazdou trubku zvlast vime, -

kolik nejvyse ji za hodinu protlacime. ! '//
Nalezi$té jsou bezedna a mohou posilat neomezens mnoz-  ° J s
stvi ropy. Odbératelé také dokazi neomezend mnozstvi / \4\0
ropy z koncovych bodl odebirat. Petrobaron celi problé- o 2 /

mu, jak protlacit danou distribuéni siti co nejvice ropy za
hodinu ze zdroju k odbérateltim.

2
o

Zapeklité je to hlavné proto, ze v uzlovych bodech nelze ropu hromadit, ani palit
— rozhodné tedy nejde bez rozmyslu piikazat, at kazdou trubkou tede maximum,
protoze bychom poskodili cenna zafizeni a v hnusu labuté zahubili.

Zmatematizovani

V zadani vidime graf, ktery obsahuje orientované i neorientované hrany, kde je néjaka
podmnozina vrcholt oznacend jako zdroje a jind jako ... fikejme tomu tfeba stoky.

Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se hned na tvod mnohocetnosti zdroja
a stokti. Prikreslime si dva nové vrcholy — z nadzdroje budeme posilat ropu do vSech
zdroji, do nadstoku budeme posilat ropu ze vSech stoku. Kapacitu pfikreslenych
hran pak nastavime na nekonecno.

Ted ndm staéi vymyslet algoritmus, ktery fesi problém o ©
s pravé jednim zdrojem a pravé jednim stokem. Kazdy / * e
vstup totiz popsanym zptisobem prevedeme, posleme ho o 2 ° /3
algoritmu a z vystupu prosté jen odstranime dva piidané / X /
vrcholy a pfipojené hrany. A ) *

1

v 7z 3 I v ]'
Podobné se zbavime neorientovanych hran. Kazdou ta- s / 2
kovou hranu v kazdém zadani zménime na dvojici proti- —
smérnych orientovanych hran se stejnou kapacitou. V al- / )
goritmu pak uz miZzeme pocitat jen s hranami orientova- 2

o0

nymi. \

hledany tok.

Na vstupu dostavame ohodnoceni hran nezapornymi ¢isly a nasim tikolem je sestavit
jiné ohodnoceni téch samych (vSech) hran. Je dtlezité, aby se ndm to nepletlo —
ohodnoceni ze vstupu se k4 kapacita a znadi se c(e), konstruované ohodnoceni se
jmenuje tok a fikdme mu f(e).

Konstruované ohodnoceni maximalizujeme, ale omezuje nas kapacita a Kirchhoffiv
zakon. Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet toku na hranéch, které do vrcholu
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vstupuji, musi byt stejny jako soucet toku na hranach, které z vrcholu vystupuji.
Mate-li radi fyziku nebo, divod k takovému pojmenovani jisté chapete.

Formalné ony dvé podminky vypadaji takto:
Vee E: f(e) < cle)

weV\{zs}: Y f@)= > f(@0)
ek VlieE

Kirchhoffova podminka se samoziejmé netyka ani zdroje, ani stoku — tam nam nao-
pak jde o to ji co nejvice porusit. Velikost toku je nejsnazsi mérit na nich. Budeme
ji definovat jako rozdil mezi souctem odtokl a souctem pritokt ve zdroji.

Cviceni
® Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi podrobnéjsi rozbor,
nez jaky jsme jim vénovali v textu. Jak spolehlivé pirevedeme feseni algoritmu do
puvodni sité?
® Vymysleli jsme, jak vyfesit vice zdroju a stoku a jak oSetfit obousmeérné trubky.
Co kdyby bylo v zadani omezeni na pratok vrcholy?

e Umite dokézat, ze je absolutni hodnota rozdilu pritokd a odtokt stejné na zdroji
i na stoku? Tedy ze bychom mohli velikost toku stejné tak dobfe mérit i na stoku?

Reseni

Problém je velmi studovany a k jeho FeSeni existuji dva velké pfistupy, které jsou
humorné protikladné. Ten prvni vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje. Druhy si
napiska veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho opravuje.

Predvedeme si onen prvni zpusob a algoritmus, ktery se podle svych autort jmenuje
Forduv-Fulkersontiv. Bude se ndm odted hodit tvafit se, ze hrany mezi dvéma vrcholy
bud vedou obéma sméry, anebo zadnym (tj. tam, kde hrana vedla jen jednim smérem,
doplnime hranu druhym smérem). Pfidanym hrandm déame nulovou kapacitu.

Predstavme si graf, na kterém pocitame tok a dejme to-

®
/.‘/l \. mu, Ze uz néjaky tok mame — tieba prazdny. Pfedstavme

. / si, Ze jsme ropny magnat a kazdy rozdil mezi kapacitou

potrubi a jejim vyuZitim (tokem) nas stoji miliony do-

\ / larti. Uz jsme se smifili s tim, ze kazdé trubka nemtze

— 7 byt vyuzita na maximum, ale ... zkusme si vyznacit ty
/ hrany, kde c(e) # f(e).

Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do nadstoku, kterd

\
/ \ / vede pouze po takovych hranidch? Muzeme vzit mini-

mum z rozdilt na kazdé hrané a o toto ¢islo zvysit tok
o na kazdé z nich! Ani kapacitni, ani Kirchhoffovu pod-
minku to jisté neposkodi.

Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, ze tok vylepsit nejde? Ne tplné.
Predstavte si nasledujici situaci:
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Copak nejde zlepsit? Jde! Neni na to prvni pohled uplné jasné, ale mizeme zlepso-
vat vysledny tok i tim, Ze ho na protismérné ¢asti cesty sniZime. Samoziejmé vSak
nesmime nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, Ze si ted trochu kazime grafovou terminologii — co je to za cestu v ori-
entovaném grafu, kterd nemusi respektovat orientaci hran?)

Takze jak4 je presné podminka pro ,vyznaceni“ hrany wo? Nastava f(ut) < c(ud)
nebo f(0%) > 0. Potom ji lze zlepsit o c(wd) — f(ud) + f(v%).

Hledani vsech vhodnych (,zlepsujicich“) cest tedy miZzeme délat prostym prohleda-
vanim do §itky pres vyznacené hrany. Budeme to délat opakované znovu a znovu,
az zadnou takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysledek.

Analyza algoritmu
Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do situace, ve které neexistuje
zlepsujici cesta.

Znamena tato neexistence, ze je vysledny tok maximélni? Opacné implikace je jasna
— maximalni tok zlepsit zddnym zplisobem neptijde, takze ani pres zlepsujici cesty.

Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadné takova cesta neni, mizeme si
poznamenat vSechny vrcholy, kam jsme se pomoci prohledévani zlepsitelnych hran
jesté dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam jsme zacali) a jisté
nebude obsahovat stok (to by existovala zlepsujici cesta).

Na hranach mezi touto mnozinou a jejim dopliikem nemutzeme zlepsSovat, jinak by
se po nich na$§ program pustil ddl a mnozinu vrcholt, kam se dostal, by rozsiril.
Vsechny hrany sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro vSechny hrany smétujici
dovnitf plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvof{ 7ez nasim grafem. Dovolam se v tuto chvili na va$i intuici (pro
korektni dukaz viz [Skripticka]) — tok nemuze byt vétsi nez libovolny fez. Z toho
uz dostavame, ze nas algoritmus nasel tok maximéalni, protoze nasel také fez, ktery
zarucuje, ze nemuze existovat tok veétsi.

Casova sloZitost

Je mozné dobu béhu omezit po¢tem vrchold a hran? Vyse uvedenym postupem
na grafu s celociselnymi kapacitami kazdou nalezenou cestou zvysime tok alespon
o jednotku, takZe program nebude béZet déle, nez je soucet vSech kapacit. Ale to

neni moc uspokojivy odhad, protoze zalezi na ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skutecné prohledavanim do Sitky, bude pocet kroki
v O(nm?), protoze se d4 ukézat, 7ze se hrany, které p¥i zlepSovani cesty tvoif mini-
mum, postupné vzdaluji od zdroje. Pak mame O(m) ¢asu k nalezeni cesty a m hran,
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které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak skutedné je, je lehce zdlouhavé
intelektudlni cviceni (viz [IntroAlg]).

O vylepseni daného postupu a rozbor jednoho alternativniho si miuzete precist
v [ADS2].

Cvicéeni

® Dulezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celociselné kapacity, vrati ce-
lo¢iselny tok. Bude se ndm to hodit v aplikacich. Umite to dokazat?

® Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hleda cesty obecnym zptisobem, a ta-
kovym, ktery to déla prohleddavanim do sitky, je ze slozitostniho hlediska docela
velky, a proto se tomu druhému obcas iikda Edmondsiv-Karpiv. Najdéte maly
graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpusobi, ze F-F pobézi skutecné v za-
vislosti na velikosti kapacit.

e Muzete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni grafu s redlnymi kapacitami,
na kterém F-F pro danou (nesikovnou) posloupnost cest nikdy neskondi.

e Skonci algoritmus v konecném ¢Case, jsou-li kapacity ¢isla racionalni?
Uziti
Parovani v bipartitnich grafech

Mame-li za kol najit na plese co nejvice tanecnicim tane¢nika, kterého znaji, stojime
pred zasadnim a nelehkym tkolem.

K tomu se ndm bude hodit znat bipartitni graf, v némz jsou vrcholy rozdéleny na
dvé skupiny (mohou byt i prézdné) a hrany vedou jen mezi témito skupinami. Pokud
jsou tedy vrcholy u, v ve stejné skupiné, nikdy mezi nimi nevede hrana, jinak tam
byt mize, ale nemusi. Skupinam vrcholt se n€kdy rika partity.

Na zakladé znamosti postavime bipartitni graf mezi partitou tanecnika a partitou
tanecnic, pfidame zdroj za kluky a stok za holky. Oba nové vrcholy k nim pfipoji-
me hranami s jednotkovou kapacitou, hrandm v bipartitnim grafu také nastavime
jednotkové kapacity a nakonec vSechno zorientujeme smérem do stoku.

Maximalni celo¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme, ndm hrany bipartitniho
grafu rozdéli na nevybrané s tokem 0 a vybrané s tokem 1. Miazou vybrané hra-
ny sdilet tane¢nika? Tézko, kdyz do néj tece nejvyse jednotkovy tok a musi platit
Kirchhoffav zakon. Podobné s tanecnicemi.
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Vybrané hrany nam proto vytvofi parovani. A protoze jsme nasli maximalni tok,
jde o parovani nejvetsi. Kdyby existovalo parovani vétsi, dokazali bychom podle néj
zZvetsit tok.

Hledani hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu v do vrcholu v, mtize néas zajimat (tfeba
kvtli spolehlivosti, s jakou se umime dopravit do cile), kolik mezi nimi existuje cest,
které nesdili hrany, nebo nesdili vrcholy. (Druhd podminka je silnéjsi. Kdyz dvé cesty
nesdili vrcholy, nesdili hrany.)

Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximalniho toku. V obou pripadech na-
stavime u jako zdroj a v jako stok. V prvnim pfipadé€ nastavime jednotkové kapacity
vSem hrandm, v druhém navic vSem vrcholiim (kapacitu vrcholu a pfidélime tak, Ze
ho rozdélime na dva vrcholy b a ¢, do b povedou vSechny hrany vedouci do a, z ¢
budou vychéazet vSechny hrany ptvodné vychéazejici z a a z b do ¢ pridame hranu
o kapacité vrcholu).

Ford-Fulkerson nastavi nékterym hranadm jednotkovy tok, nékterym nulovy. Nulové
nyni z grafu vyhodime. Pokud jsme hledali hranové disjunktni cesty, mizeme nyni
ziskat tfeba takovyto graf:

zdroj
) stok

Jak z néj vykfesat kyzeny vysledek? Zacneme prochazet ze zdroje zbylé hrany. Vzdy,
kdyz se dostaneme do vrcholu, ve kterém uz jsme v tom samém prichodu byli,
vyhodime z grafu v8echny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili. (Hodnota toku se
tim nezméni.)

Prichodem grafu se vzdy mtzeme dostat az do stoku (vSude jinde budeme moci
podle Kirchhoffova zdkona jit dal — dost to pfipominé Gvahu o eulerovskych tazich)
a protoze jsme mezitim horlivé odstranovali cykly, dostali jsme cestu. Vratime ji jako
jeden vysledek, smazeme jeji hrany a pokud jesté tok neni nulovy, pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty je navic minimum po-
¢tu hranové/vrcholové disjunktnich cest pro v8echny dvojice vrchold roven stupni
hranové/vrcholové souvislosti grafu — pokud méme dost ¢asu zavolat tokovy algo-
ritmus pro kazdou dvojici vrcholt naseho grafu, ziskdvame tak pouzitelny (polyno-
miélni) postup, jak vypocitat souvislost grafu (graf je hranové/vrcholové k-souvisly,
kdyz ztistane souvisly po odebréni libovolnych k — 1 hran/vrcholl).
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Cviceni

e Uvaha nebyla naprosto piimocara kvili cyklim v nalezeném toku. Rik4 se jim
cirkulace. Je jasné, ze v pripadé hledani hranové disjunktnich cest vzniknout
mohou. Co v pfipadé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme omezili tok
vrcholy?

e Nepracuje ndhodou Edmondstv-Karpuv algoritmus rychleji, pokud je graf, jak
jsme ted opakované vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jednickami?

Lukas Lansky
Uloha 23-4-1: Studenti a profesofi

Studenti na Stanfordové univerzité se chtéji prosadit a napsat co nejvice ¢lank,
pri¢emz kazdy z nich ma vytipovano nékolik profesori, pod jejichz vedenim by chtél
¢lanek psat. S jinymi profesory spolupracovat nechce a nebude.

Studenti jsou schopni psat maximalné K ¢lankt najednou. Leé ¢as profesort je ome-
zeny, kazdy z nich je totiz ochoten spolupracovat maximalné s K studenty, pricemz
je jim jedno, kteri to budou.

Vasim tkolem je najit algoritmus, ktery zjisti, jestli je mozné, aby kazdy student
psal pravé K ¢lanku a kazdy profesor spolupracoval pravé s K studenty, a pokud
ano, tak vypsat, ktery student bude spolupracovat s kterym profesorem.

Muzete predpokladat, Ze profesori i studenti je stejné, totiz N, a nemusite uvazovat
situaci, ze by student chtél psat u jednoho profesora vice ¢lanki.

Priklady: pro vstup N = 4, K = 2, student S1 chce psat ¢lanek s profesory P1 a P2,
student S2 s P1, P2, P3, P4, student S3 s P2, P3, P4 a student S4 s profesory P3,
P4, jsou feSenim tyto pary student—profesor: S1-P1, S1-P2, S2-P1, S2-P3, S3-P2,
S3-P4, S4-P3, S4-P4.

Pro vstup N = 5, K = 2, studenti S1 a S2 chtéji psat u profesort P1, P2, P3,
student S3 u P3, P4, P5 a studenti S4, S5 u P4, P5, feSeni neexistuje. Existovalo by,
kdyby bylo K = 1, ale to uz je zase jiny vstup.

Uloha 23-5-6: Limity a grafy

Dostanete na vstupu orientovany graf s kladné celo¢iselné ohodnocenymi hranami.
Dale tam bude pro kazdy vrchol dvojice kyzenych limitd — minimalni soucet vstup-
nich hran a maximéalni soucet vystupnich hran.

Vasim tkolem je najit nové nezaporné celociselné ohodnoceni kazdé hrany, které
nebude vétsi nez to ptivodni a které bude dohromady se vSemi ostatnimi novymi
ohodnocenimi respektovat dané limity.
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Intervalové stromy

Predstavme si, ze mame posloupnost celych ¢isel pg, p1,...pn—1, se kterou budeme
prubézné provadét tyto dvé operace:

1. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.

2. Zjisténi souctu ¢isel na néjakém intervalu [a, b], tedy ps + pat+1 + - - - + Pb-

Nejdiive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdybychom méli jen druhou
operaci, tj. dotazy na soucty na konkrétnich intervalech. K feseni vyuzijeme pole
prefixovych soucti.

Pole prefixovych souctt je pole délky N + 1, ve kterém na indexu ¢ lezi soucet prvki
posloupnosti od indexu 0 az do indexu ¢ — 1. Tedy

prefli] = p[0] + ... + p[i — 1], pref[0] = 0
Neni t&zké si rozmyslet, Ze toto pole dokdzeme jednoduSe spocitat v ¢ase O(N).

Nyni, kdyz uz znadme vSechny prefixové soucty posloupnosti, umime snadno spocitat
soucet na libovolném intervalu [a, b]:

sla,b] = pref[b+ 1] — pref|a)

Kazdy dotaz dokadzeme zodpovédét v konstantnim case. Cely algoritmus méa tedy
slozitost O(N + D), kde N je délka posloupnosti a D je pocet dotazt.

Kdyz si do ulohy pfiddme i operaci ¢. 1 (zména ¢isla v posloupnosti), tak se ndm
pokazi Casova slozitost. S prefixovymi soucty stile dokdzeme dotaz ¢. 2 provadét
v konstantnim case, ale pfi operaci ¢. 1 se ndm miize stat, ze musime zménit az
v8echny prefixové soucty, takze slozitost této operace je O(N) a celkova slozitost pro
Z zmén a D dotazt je v nejhor§im piipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme se snazit, abychom vysledné
intervaly uméli co nejrychleji sklddat z predpocitanych hodnot a abychom pti zméné
posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu se nam bude hodit datova
struktura jménem intervalovy strom.

Zavedeni intervalového stromu 4

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny bi-

narni strom, jehoz kazdy list predstavuje

néjaky interval a vSechny ostatni vrcholy (1, 2] 3. 4]
reprezentuji interval, ktery vznikne sloze-
nim intervald jejich synd. Zaroven interva-
ly vrchold jedné hladiny na sebe navazuji
(vzdy smérem zleva doprava). Z toho vy-
plyva, Ze slozenim intervali z vrcholt jedné
hladiny dostaneme interval, ktery si pamatujeme v kofeni.

1 2 3 4

Intervalovych stromi existuje vice druhti. Obvykle je rozlisSujeme podle toho, jaké
informace si v nich pamatujeme. Napfiklad ve stromé pro soucty si kazdy vrchol
pamatuje soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pamatuje maximum
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na intervalu, apod. Mtizeme ale klidné mit strom, ktery si pamatuje, jestli cely jeho
interval obsahuje jen jednu hodnotu a pokud ano, tak jakou.

My se ted zaméfime na intervalovy
strom pro soucty a pomoci néj vyte-
§ime Givodni tlohu.

[1,4] s[1,4]=7

Na zac¢atku budeme chtit, aby v lis- (L2 s[L.21=9 3. 4] s[3, 4] = -2
tech intervalového stromu byly hod-
noty puvodni posloupnosti, pfi¢emz
prvni a posledni list stromu nechame
volné, pozdéji uvidime, proc. Zaro-
ven ale chceme, aby tento strom byl
dokonale vyvazeny.

Souctovy strom

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla mocnina dvojky minus dva
(na jeji konec pfidame néjaké prvky). Vsimnéte si, Ze tim jsme strom nezvétsili vice
nez dvakrat a ze nam nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stromu ptidali, protoze
s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni k jednotlivym operacim.

Zménu cisla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime, o kolik se hodnota prvku
posloupnosti zméni, najdeme odpovidajici list a k tomuto listu a ke v§em jeho pted-
kiim pficteme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly, do kterych tento
prvek patii.

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soudet na néjakém intervalu [a, b]. Jinymi
slovy: potfebujeme ze stromu vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich intervali
byl nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vrchold bylo co nejméné.

Soucet intervalu [a,b] zjistime tak,
Ze si ve stromé najdeme listy repre-
zentujici pozice a—1 a b+1 posloup-
nosti a jejich nejblizs§iho spole¢ného
pfedka p. Nyni budeme postupovat
z listu od @ — 1 az do p a vzdy kdyz
do néjakého vrcholu pfijdeme z le-
vého syna, tak do vysledku pridame
interval pravého syna. Stejné tak po-
stupujeme od b+ 1 k p a pokud do
vrcholu prijdeme z pravého syna, tak pfidame jeho levého syna.

Vybér intervalu |2, 6]

Vsimnéte si, ze pri takovémto prichodu slozime cely interval. Ve je vidét na obrazku
vpravo.

Zpusob1, jak pracovat z intervalovym stromem a zjistovani informaci z néj, je vice.
Toto byl jeden z nich.

Zména prvku posloupnosti mé ¢asovou slozitost O(log V), protoze jsme na kazdé
hladiné zménili pouze jeden interval a strom ma O(log N) hladin. Zjisténi souétu
na intervalu mé také slozitost O(log N), jelikoz jsme do vysledku pfidali maximélné
2log N interval: nejvyse log N pfi cesté z listu a — 1 a log IV pfi cesté z b+ 1.
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Implementace intervalového stromu

Pri implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho dokonalé vyvazenosti a bude-
me jej implementovat v poli (stejné jako jsme do pole uklddali haldu). Kofen stromu
bude v poli na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné indexy 2, 3,
..., az listy budou mit indexy N, ..., 2N — 1. V této reprezentaci plati pro vrchol
s indexem ¢ néasledujici pravidla:

1. 27 a 2¢ + 1 jsou jeho synové.

2. |i/2] je jeho piedek (pro i > 1).

3. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.

4. Pro sudé 7 je ¢ + 1 pravy bratr, pro liché ¢ je ¢ — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou implementaci v jazyce C:

int N = 100; // velikost posloupnosti
int posl[100]; // posloupnost
int *strom; // intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);

/* Inicializace intervalového stromu

* Pozor: prvky posloupnosti indexujeme 1, ..., N

*/
void inic(int N) {

// Najdeme nejblizsi vy83i mocninu dvojky

int listy = 1;

while (listy<N+2) listy = listy*2;

// Pro strom pot¥ebujeme 2x*(polet listd) vrchold

// (nepouzivame strom[0])

strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2x1listy);

N = listy;

for (int i=0; i<2xlisty; i++) strom[i] = 0;

// Na pfislusnad mista pricteme hodnoty posloupnosti

for (int i=0; i<N; i++)

pricti(i, posl[il);

}

// Pti&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while (k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}
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// Zjisténi sou&tu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b=N+ B + 1;
while (a!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak p¥i¢ti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravy syn, tak p¥iéti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
// P¥esun na otce
a =a/2; b =b/2;

}
// Navic jsme pfiletli syny spolelného predka.
souc = souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];

return souc;

}

V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem nahoru. Existuje jesté
rekurzivni implementace, kde se strom upravuje od kofene smérem dold, ale tu si
zde ukazovat nebudeme.

Cviéeni
e Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se prochdzi shora dolit).

e Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro maxima?

PouZiti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny néstroj, kterym se da vyfesSit spousta tloh. Ale neZz ho
zacnete pouzivat, tak si vidy rozmyslete, zda tiloha nelze Tesit elegantnéji bez inter-
valového stromu. Ne vSechny druhy intervalovych stromt se dobfe implementuji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potiebujme pribézné zjistovat infor-
mace o intervalech a zaroven je i ménit. Pokud pouzivame jen jednu z téchto operaci
(a tu druhou jen zfidka), existuje ¢asto lepsi fesSeni nez intervalovy strom — viz vodni
priklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také nazyvany jako finsky strom, je v podstaté jen strom
reprezentovany v poli. Jeho pouzivani je podobné jako pouzivani intervalového stro-
mu pro soucty. Rozdil je jen v implementaci danych funkci. My si Fenwickav strom
opét ukazeme na uvodnim prikladu. Zase tedy budeme potfebovat funkci pro zménu
hodnoty v posloupnosti a funkci pro zjisténi sou¢tu na intervalu. (Ve skuteénosti
zjistime dva prefixové soucty a z nich pak spoéitdme vysledny interval.)

Fenwickiv strom je trochu magicka datova struktura. Abychom si tuto magii mohli
uzit, zvolime trochu netradi¢ni zptsob vysvétlovani a nejdfive si ukdzeme, jak se
Fenwickiv strom implementuje a teprve pak si vysvétlime, jak to vSechno funguje.
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Fenwickiv strom bude pole velikosti N+1, kde index 0 nebudeme pouzivat. Pouzivat
budeme pouze prvky 1,..., N, které vSechny na zac¢atku nastavime na 0. Pokud
v posloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového stromu, ve Fenwickové
stromé na néktera mista pricteme rozdil oproti predchozi hodnoté.

void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index); // bitovy and
}
}

A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:

int prefSoucet(unsigned int index) {
int soucet = O;
while (index>0) {
soucet = soucet + strom[index];
index = index & (index-1);
}
return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypada na prvni pohled magicky? Pokud chcete védét,
jak tohle celé funguje, tak ctéte dal.

Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek, na indexu 2 soucet prvniho
a druhého, na indexu 3 treti prvek na indexu 4 soucet prvnich ¢tyft, ...na indexu
N je ulozen soucet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice prvniho jednickového
bitu v binarnim zapise ¢isla N. Ve stromé mame tedy ulozenou takovou pravidelnou
strukturu intervalu.

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na posouvani ve stromé a pak na-
jednou bude v8echno jasné. Ve vyrazu index & (index-1) z funkce prefSoucet()
se nedéje nic jiného nez, ze se vynuluje nejpravéjsi jednickovy bit v indexu. Tim se
dostaneme na prvni interval, ktery jsme jesté nepficetli. V momenté, kdy se dosta-
neme na index 0, tak uz méme dotazovany interval kompletni a vypocet mizeme
ukoncit.

Vyraz index + (index & -index) déla to, Zze se v pomyslném stromé interval
posune o uroven vys. Pokud jsme tedy v intervalu o velikosti 2, tak se dostaneme do
intervalu velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval je jednoznac¢ny).
Samotny vypocet déla to, Ze v ¢isle index vezme nejpravéjsi jednicku a znova ji
pricte.

Fenwicktiv strom se pouziva hlavné kvili jednoduchosti jeho naprogramovani a také
kvili efektivité samotného vypoctu a nevelké narocnosti na pamét. Pfi jeho imple-
mentaci doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.
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Cviceni
® Rozmyslete si, ze oba magické vypocty opravdu délaji to, co maji, a také, proc¢
vse vlastné funguje.

Karel Tesar
Uloha 16-3-1: Fyzikova blecha

Newtoon trénuje svoji blechu na blesi turnaj. Ten probiha na svislé stén€, na které
jsou vodorovné plosinky. Cilem blechy je slézt ze startovaci polohy co nejdfive na
podlahu. Pohyb blechy zavisi na tom, zda je blecha na néjaké plosince, ¢i pada. Pokud
pada, klesne za jednu blechovtefinu o jeden blechometr. Pokud je na ploSince, posune
se za jednu blechovtefinu o jeden blechometr vlevo ¢i vpravo.

Zéavod tedy probiha tak, ze blecha pada, pada, az dopadne na ploSinku. Pak se
rozhodne (nebo ji jeji majitel ptikaze), zda pijde doleva nebo doprava, a jde, dokud
nedojde na konec plosinky. Z ni pak seskoci a zase pada, dokud se nedostane na
podlahu. Vitézi blecha, kterd pfistane na podlaze jako prvni. Ovsem je nutné, aby
zadna blecha nespadla z vétsi vysky nez v blechometri, jinak se totiz po dopadu
urazi a odmitne pokracovat v zavodé.

Newtoon jiz vytrénoval svou blechu tak, Ze ho poslouché na slovo. Problém je ten, Ze
sam nevi, jak blechu navigovat, aby prosla bludistém nejkratsi moznou cestou. Pro-
toze Vas ale zajima, jak vypadé blecha, ktera poslouchd, rozhodli jste se Newtoonovi
pomoci.

Na vstupu dostanete jednak poéatecéni soufadnice blechy (v celych blechometrech),
v, coz je nejvétsi vyska, ze které mize blecha spadnout, aby se neurazila, a N,
coz je pocet plosinek na sténé. Déale dostanete popis N plosinek, u kazdé plosinky
soutadnice jejiho horniho dolniho rohu a jeji $itku (vSe opét v celych blechometrech).
Vsechny plosinky jsou vysoké jeden blechometr a zadné dvé se nedotykaji. Blecha je
na podlaze, pokud se nachézi na soufadnicich [x;0], kde z je libovolné celé &islo.

Vystupem vaseho programu je nejmensi pocet blechovtefin, které bude blecha po-
tfebovat, aby se dostala na podlahu. Kromé tohoto poctu vypiste i pocet plosinek,
na které blecha dopadne, a u kazdé ploSinky (v pofadi, jak na né blecha dopad4)
rozhodnéte, zda mé blecha jit vlevo ¢éi vpravo. Pokud tloha neméd feSeni (moc malé
v), vypiSte odpovidajici zpravu.

Priklad: Blecha se nachézi na soufadnicich [5;12], v = 4, N = 3. Plosinky jsou
[3;8];5, [3;4];5 a [7;6]; 3 ([soufadnice levého horniho rohul; délka). Nejkratsi cesta
trva 17 blechovtefin, blecha navstivi vSechny t¥i plosinky a ptjde vpravo na prvni,
vlevo na druhé a vpravo na tieti navstivené ploSince.
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Tezké problémy

Piedstavme si, Ze jsme v bludisti a hleddme (nas algoritmus hledd) nejkratsi cestu
ven. Rychle nas napadne, Ze bychom mohli pouzit prohledavani do Sifky a cestu
najit v case linearnim ku velikosti bludisté. To je asymptoticky nejlepsi mozné feseni,
v nejhorsim pripadé bude totiz bludisté jedna dlouha nudle a i nejkratsi cesta bude
dlouha linearné vici velikosti bludisteé.

Ve skuteéném zivoté vSak ,kuliSaci“ znaji lep$i feSeni — podvadét! Prosté si od
kamarada ptajc¢ime mapu bludisté s vyznacenou nejkratsi cestou a pak pobézime
hned tou nejkratsi cestou, aniz bychom kdekoli ztraceli cas.

V nudlovém bludisti (nejkratsi cesta ma zhruba stejné vrcholil jako cely graf) jsme
si viitbec nepomohli (takze je Feseni asymptoticky stejné dobré). V alesponi trochu
spletitém bludisti uz budeme v cili d¥ive nez nds kamarad, ktery bloudi (prohledéva)
do sitky.

Existuji tedy problémy, kde by se i v nejhor§im mozném ptipadé vyplatilo podvadét
pomoci tahdku? Ano, zde je piiklad — opét jsme v labyrintu, ale tentokrat jsou na
vSech stanovistich umistény kolacky. Labyrint je to zvlastni, cesty se v ném nekiizi,
ale je tam plno nadchodt a podchodd.

Nasim cilem je najit okruzni cestu ze startovniho mista zpatky na start, abychom
kazdé stanovisté s kolackem prosli pravé jednou (protoZe vic nez jeden koldcek ndm
nedaji).

Kdybychom tady chtéli pouzit prochazeni do sifky, bylo by to opét mozné — ale ten-
tokrat bychom se museli mnohokrat vracet, protoze posloupnost stanovist (zac¢atek,
prvni, druhé) mize byt Spatné, zatimco posloupnost (zac¢étek, druhé, prvni) uz muze
byt dobra.

Presnéji feCeno, uz by neplatilo, Ze pfi prohledavani do Sitky kazdé stanovisté navsti-
vime nejvyse jednou, ale kazdou posloupnost stanovist navstivime nejvyse jednou.
Projit vSechny nam potrva, matematicky feceno, exponencidlné mnoho ¢asu vici
velikosti bludiste.

Kamarad s tahdkem je na tom pofad dobie — prosté si

poridi jiny plan, na kterém bude mit vyznacenou cestu,

po které ma jit, aby vyhral.

Ta cesta mé stejné kiizovatek jako bludisté samo, a tak

bude jeho nadpovéda linedrné velké viici velikosti bludisté

a pruchod napovézenou cestou bude trvat také linearné.

Podvodnik tedy vyhrava i asymptoticky. Bidak!

Vsechny by nas zajimalo, jestli by bylo mozné najit tu nejlepsi cestu bez podvadé-
ni v rozumné kratkém (feknéme polynomidlnim) ¢ase. Tato otdzka je ekvivalentni
zndmé otdzce P vs. NP. Pojdme ta tajemnd pismena presné definovat.

Podvadime s certifikaty

V teorii slozitosti se ¢asto omezujeme jen na jeden typ problému, takzvany rozho-
dovaci problém. To je vlastné otazka, na kterou existuji dvé mozné odpovédi: ANO
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a NE. Napfiklad , Existuje cesta z bludisté délky k7“ nebo ,Je soucet Cisel 8 + 3
roven 57¢

Ve zbytku kucharky uz budeme pracovat jen s nimi — skoro vzdy se rychlé rese-
ni rozhodovaciho problému dé pfevést na rychlé feseni pfislusného vyhledavaciho
problému, jako Naleznéte nejkratsi cestu z bludisté.

Rozhodovaci problém (déle uz jen problém) bude nélezet do t7idy problémd P (tfida
je zde jen pomocné oznacéeni pro nekoneénou mnozinu), pokud existuje polynomialni
algoritmus, ktery pro zadany vstup odpovi korektné ANO nebo NE.

Tahaku z predchozi kapitolky se v literature ¥ika certifikdt. Formalné to je jen jakasi
polynomiélné velkd informace. Muzeme si jej predstavit jako data, ktera nas program
nalezne v ,naSeptévajicim“ vstupnim souboru, ke kterému program z t¥idy P nemé
pristup.

Problém bude nalezet do t7idy problémd NP (nepoctivci), pokud existuje algoritmus
a ke kazdé odpovédi ANO vhodny certifikat tak, Ze algoritmus je schopen pomoci
certifikdtu ovéfit, Ze odpovéd je skuteénd ANO. Cili m4-li ten program spravny tahak,
musi byt schopen bludistém projit rychle.

Zde si dejme pozor na to, Ze definice nedovoluje ,,podvadét na druhou® — nemuzeme
si do pomocného souboru prosté ulozit ANO a pak jej vypsat. Tak by se pak dal fesit
libovolné slozity problém, i problémy mimo tfidu NP! Jen na okraj — takové opravdu
existuji.

Onen algoritmus musi byt schopen feSeni ovérit, tedy odpovédét ANO tehdy a jen
tehdy, pokud mu to napovédél certifikat a odpoveéd je spravné. Kdyby byla skutecéna
odpovéd NE a certifikit chybné tvrdil, ze ANO, algoritmus musi byt napsan tak, aby
oznamil NE.

Co presné bude certifikat, zalezi na zadané tloze — ¢asto to byva pravé ono nejlepsi
mozné TeSeni, kterého se sta¢i drzet a najdeme hledanou odpovéd (nebo zjistime, Ze
tloha nema4 feSeni).

Asi vdm bylo hned jasné, ze kazdy program z P patii také do NP — jakmile zname
polynomiélni feSeni bez napovédy, certifikitem muZe byt i tfeba prazdny soubor!
Horsi je to s problémy, pro které potfebujeme pro polynomidlni vyreseni néjaky
certifikdt a zatim to lépe neumime.

Pfikladem bud problém z povidani o bludisti. Rika se mu Hamiltonovska kruZnice.
Ndzev problému: Hamiltonovskd kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochazejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Certifikat: Posloupnost vrcholti hamiltonovské kruznice.

Ovérent v polynomidlnim case s certifikdtem: Projdeme postupné vrcholy a ovéfime,
Ze jsou opravdu zapojeny do kruznice a kruznice je spravné délky. Vratime NE, pokud
tomu tak neni.
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Zatim nikdo nepfiSel s feSenim, které by nepouzivalo viibec zadny certifikat. Dokonce
zatim nikdo nenalezl problém, ktery by byl v NP, ale bez certifikitu uz jej nelze fesit
v polynomialnim case. Kdyby takovy neexistoval, tfidy P a NP by se rovnaly. To je
jadro otevieného problému P vs. NP.

Prevoditelnost a NP-uiplnost

Kdyz fesime néjakou algoritmickou tilohu, obvykle pfijdeme na néjaké p¥imé fese-
ni vyuzivajici zdkladnich technik (prohledavéni do $ifky, dynamické programovani,
zametani pfimkou). Vzdcné se miZe i stét, Ze v problému rozpozndme problém jiny
— obcas lze geometricky problém pfevést na tfidéni ¢isel nebo umime popsat situaci
néjakym vhodnym grafem.

Ukazuje se, ze se ve t¥idé NP céasto vyplati problémy ptrevadét, nebot pifimé Feseni
neznédme. Dokonce tak mizeme i zjistit, do které z probiranych t¥id problém patii.

Prevodem budeme rozumét polynomidlni algoritmus, ktery upravi vstup jednoho
problému na vstup jiného problému. Musi navic problémy prevést tak, aby spravna
odpovéd (ANO nebo NE) na vstup prvniho problému byla tataz, jako spravna odpovéd
na vstup druhého problému.

Jednoduchym prevodem je uprava problému Existuje cesta z bludisté ze zadaného
policka délky d? na Existuje cesta v grafu délky c zacinajici v zadaném vrcholu?.

Do vystupniho grafu za kazdou kfizovatku dame vrchol, za kazdou cestu mezi kfizo-
vatkami hranu a ke hrané si poznamename, jak dlouh4a byla. Hodnotu ¢ pak mizeme
nechat stejné velkou, jako d.

Pokud najdu spravnou cestu v tomto grafu, pak nutné podobna cesta je i v bludisti,
a pokud cesta v grafu neni, pak neni ani v bludisti. Pfevod je tedy korektni.

Nadefinujme si nyni pojem, ktery nam bude slouzit jako zkratka za to, Ze problém je
ve tfidé NP a je alespon tak tézky jako ostatni problémy v NP. Nemtzeme jen tak
ledabyle fici ,,je v NP a neni v P“, protoze to nevime. To je pravé ta slavna otéazka.

Udélame tedy krok stranou — budeme fikat, Zze problém je NP-uping, pokud onen
problém je v NP a zaroven jdou vSechny ostatni problémy v NP prevést na tento
problém.

Vs8echny problémy v NP na néj jdou prevést? Pokud tuto definici vidite poprvé, asi
to pusobi dost zvlastné — je tézké si predstavit, ze vSechny grafové, geometrické,
pocitaci problémy, o kterych vite, Ze jsou v P (a tedy i v NP) jdou pfevést na n&jaky
NP-tplny superproblém.

Ale je to spravné, ba co vic, Cookova véta ika, ze existuje alespon jeden takovy

problém. (Samotnd definice NP-tiplného problému nezaruéuje, ze takovy problém
viibec existuje.)

Ukazuje se vSak, ze neni sam, jsou jich stovky. Dokazovat existenci dalSich NP-

uplnych problémi je vSak o dost leh¢i, nez dokadzat Cookovu vétu! Staci totiz jen

najit nasledujici dva kroky:

® Dokéazat, ze problém je v NP — najit certifikdt a polynomialni algoritmus, co jej
Vyuziva.
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® Prevést zadani libovolného NP-tplného problému na zadani naseho problému tak,
ze nas algoritmus vlastné vyresi onen NP-tiplny problém.

To postaci, protoze pak libovolny jiny problém v NP nejprve prevedeme na zvoleny
NP-tplny problém a pak pustime nami vymysleny ptrevod. Zietézeni dvou poly-
nomidlnich algoritmt (pfevodil) je opét polynomidlni algoritmus, takze podminka
prevoditelnosti je splnéna.

Ukézeme si diikaz NP-tiplnosti jednoho problému na prikladu, pokud nam uvérite,
Ze jiz probirany problém Hamiltonovska kruznice je NP-uplny. Nejprve zadefinujme
jiny problém:

Ndzev problému: Hamiltonovska cesta.

Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z x do y (posloupnost vrcholt, ve které se zadné dva neo-
pakuji), kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou?

Certifikat: Posloupnost vrcholu tvorici spravnou cestu.

Reseni{ v NP: Projdéme cestu z certifikdtu a ovéime, Ze vrcholy jdou za sebou, je
jich spravny pocet a zadny jsme nevynechali.

Diikaz NP-iplnosti: Pfevedeme piedchozi problém (ha-

miltonovskou kruznici) na hledani hamiltonovské cesty.

Uvazme graf G, ve kterém chceme najit hamiltonovskou

kruznici.

Vyberme si libovolny vrchol v a vytvoifme vrchol v’ kte-
, ry bude kopii vrcholu v — do grafu pfiddme hranu mezi

u a v', pokud uZ v ném je hrana mezi v a v.

Na upraveny graf zavolame TeSeni problému Hamilto-

l novska cesta mezi vrcholy v a v’. Pokud takova cesta
existuje, tak nutné v puvodnim grafu G existuje hamil-
tonovska kruznice.

Cesta z vrcholu v’ piesné odpovida pokracovani kruznice
poté, co ptijde do vrcholu v.

Pseudopolynomialni algoritmy

Znate problém batohu? Jeho varianty jsou oblibené na

programovacich soutézich. Zadat se muze treba takto:
méjme na vstupu seznam n dvojic kladnych ptirozenych ¢isel, kde kazda dvojice
oznacuje vahu a cenu néjakého predmétu. Nakonec dostaneme na vstupu jesté ¢islo
b, které udava nosnost naseho batohu.

Otéazka zni: Jaky je nejcennéjsi mozny naklad, ktery presto nepresahuje vahovy limit
batohu?

Mozna vite, ze tloha jde Tesit dynamickym programovanim — vytvofim si pole pod-
batoh[] od 1 do b, kde podbatoh[i] je maximalni hodnota, kterou bych si odnesl
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v batohu o nosnosti i. Postupné od prvni véci do posledni pak projdu celé pole pod-
batoh[] ,zprava doleva“ od b do 1 a zkusim, jestli je vyhodnéjsi do batohu vlozit
novou véc a volné misto doplnit starymi (optimalni volné misto pro pfedchozi véci
mame napodcitané), nebo si nechat jen ty staré. Tuto hodnotu pak zapiSeme jako
aktudlni pro vdhu ¢ na misto podbatoh[:].

Po n prichodech tohoto pole dostaneme feSeni pro vsechny véci dohromady na
policku podbatoh[b]. Celkova slozitost je O(nb), to je polynom, algoritmus je tedy
polynomiélni.

Svéte div se, toto TeSeni je ve skuteCnosti exponencidlni. Kde jsme v feseni udélali
chybu? Nikde — nase slozitost zavisela na b, ovsem kdyz se podivame do vstupnich
dat, tak pokud jsou zapsdna v bindrnim (nebo terndrnim a vy$sim) tvaru, tak zapis
&isla b byl veliky O(log, b), ale nase slozitost zavisela na b = 2!°82° tedy exponenci-
alné vici velikosti vstupu.

Problém batohu, respektive jeho rozhodovaci verze, je dokonce NP-tuplny problém.

Algoritmtm, které fesi néjakou tlohu a jsou polynomiélni oproti hodnoté ¢isel na
vstupu, ale exponencidlni ve wvelikosti zdpisu téchto Cisel, fikdme pseudopolynomi-
alni algoritmy. Neékteré dalsi NP-tplné problémy maji pseudopolynomidlni feSeni
(jako naptiklad Dva loupeznici nize), ale d4 se dokdzat, Ze na nékteré jiné problémy
pseudopolynomiélni algoritmus neexistuje (pokud P # NP).

Mimochodem: pokud bychom na vstupu zapisovali ¢isla v unadrnim zéapisu, kazdy
pseudopolynomidlni problém by lezel v P.

Poznamky na zavér

Otazku ,Je tfida P rovna NP?“ se jiz snazilo rozlousknout mnoho matematika
a informatikt. Tato teorie pfinesla spoustu zajimavych vysledkt, naptiklad uz se
podatilo dokézat, ze nékterymi technikami tuto domnénku nelze nikdy dokazat, ani
vyvratit.

Kdyby platilo P = NP, pak by mnoho lidi zajasalo — mnoho pfirozenych problémi,
které nastavajiiv redlném zivoté, by najednou byla feSitelna rychle. Navic by krachlo
dosavadni Sifrovani a bylo by moZné najit rychle dikaz ke kazdému pravdivému
tvrzeni vyrokové logiky.

Tato rovnost by se dala hypoteticky ukazat velice snadno — stacilo by najit jeden
polynomiélni algoritmus pro libovolny NP-tplny problém! Vétsina informatiki stu-
dujicich slozitost se vSak domniva, ze se t¥idy nerovnaji.

To ale neznamenad, Ze si to nemate zkusit dokdzat! Naopak, bojovat s NP-tplnymi
problémy je uzite¢né i v redlném svété — napiiklad jde mnohdy vymyslet dobra
aproximace NP-tplného problému.

Napftiklad nenajdeme hamiltonovskou kruznici v polynomialnim c¢ase, ale nalezneme

néjakou relativné dlouhou kruznici, kterd ndm v praxi muze stacit, pokud podle ni
tfeba chceme vést naroény cyklisticky zavod.

O aproximacich uz toho bylo napsdno mnoho, viz naptiklad [ADS2]. O NP-slozitosti
muiiZzete néco najit tamtéz, nebo zkuste [Algol.
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Existuji i problémy, které jsou mimo P i NP, a dokonce existuje spousta rtiznych
dalsich trid problémt. Je jich cela zoologické zahrada — muiZete ji najit na internetu.

Seznam NP-tiplnych problému

Sedite-li nad zatim nevyfeSenou tlohou, kterou jste nalezli jinde nez v KSP, pak
se klidné mize stat, ze bude NP-uplna. Abyste mohli mezi NP-tiplnymi dlohami
prevadét, tak je dobré znat jich aspon hrstku, podle toho, je-li problém grafovy,
rovnicovy a tak dale.

V nésledujicim seznamu najdete né€kolik tloh, které jsou zarucené NP-tplné. Prevody

se ndm sem sice nevesly, ale mnoho z nich (ne-li v8echny) zvladdnete vymyslet sami
— zkuste si to!

Ndzev problému: Hamiltonovska kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochéazejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Ndzev problému: Hamiltonovska cesta.
Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z z do y (posloupnost vrcholt, ve které se zadné dva neo-
pakuji), kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou?

Ndzev problému: Splnitelnost

Vstup: Logickéa formule. Tu tvofi proménné a logické spojky negace —, konjunkce A
a disjunkce V. Naptiklad
(A (—y)) V2.

Problém: Mizeme proménnym piifadit hodnoty 0 nebo 1 tak, ze vysledna vyhodno-
cend formule ma hodnotu 17

Ndzev problému: Soucet podmnoziny
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel, specialni ¢islo k.

Problém: Existuje podmnozina ¢isel, jejiz soucet je presné k?

Nazev problému: Batoh

Vstup: Seznam dvojic nezadpornych ¢isel, kde dvojice oznacuje hodnotu a vahu pred-
métu. Pfirozené ¢islo b — nosnost batohu, prirozené cislo k.

Problém: Umime vlozit do batohu pfedméty o hodnoté alespon k, aniz bychom pte-
krocili limit vahy b?

Nazev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych cisel.

Problém: Existuje rozd€leni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé ¢islo bude
v pravé jedné hroméadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet cisel?
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Nazev problému: Klika
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu uplny podgraf o velikosti k, tedy k vrchola takovych, ze
mezi kazdymi dvéma z nich vede hrana?

Nazev problému: Nezavisla mnozina
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu prazdny podgraf o velikosti k, tedy k vrcholi takovych,
ze zadné dva z nich nejsou spojeny hranou?

Ndzev problému: Trojbarevnost grafu
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Lze vrcholy tohoto grafu obarvit tfemi barvami tak, ze kazda hrana sousedi
s vrcholy dvou riaznych barev?

Ndzev problému: Rozparcelovani roviny
Vstup: Seznam bodu v roviné, kde kazdy mé navic pfifazenu jednu z b barev, ¢islo k.

Problém: Umime rozdélit rovinu pomoci k prfimek tak, ze v kazdé oblasti jsou jen
body stejné barvy?

Ndzev problému: 3D parovani

Vstup: Seznam muzi, Zen a zviratek, nasledovany seznamem kompatibilnich trojic
tvaru {muz, zena, zvifatko}. Tyto trojice fikaji, kterd trojice muz, Zena a zvifatko
by se dohromady snesla.

Problém: Mutzeme vSechny muze, zeny a zvifatka z prvniho seznamu rozdélit do
trojic tak, ze kazda trojice je kompatibilni a kazda bytost je pravé v jedné trojici?

Martin Bohm
Uloha 23-5-5: NP-tiplny metr
Nasledujici problém si pojmenujeme Metr a vasim tikolem je dokazat, ze je NP-uplny.
Jist€ znate skladaci metry. Maji typicky pét clankt po dvaceti centimetrech. Méjme
metr nepravidelny, jehoz jednotlivé ¢lanky jsou ruzné dlouhé. Tyto délky dostaneme
v poradi na vstupu, stejné tak délku pouzdra, do kterého bychom chtéli metr ulozit.
Podaii se ndm to? Pro ¢lanky délek 6, 3, 3 a pouzdro délky 6 odpovéd jisté zni ANO,
pro vstup 6, 3, 4 a stejné dlouhé pouzdro to uz ale NEptjde.
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Reseni tloh

18-2-4: Stavbyvedouci

Ah, bezdivodné éekas, ¢tenari drahy, dabelské figle, i kdyZz na obyéejny pocétek
prachobycejného feseni stavbyvedouciho strasti tato véta vyzniva znacéné zvlastné.
Demonstruje totiz jeden velice dulezity fakt: setfidit slova podle tfetiho pismenka,
pak podle druhého (stabilng, tj. se zachovanim puvodniho pofadi, pokud jsou druha
pismenka néjakych dvou slov stejnd) a nakonec podle prvniho, dopadne stejné jako
nejdiive je set¥idit podle prvniho, pak zvlast kazdou skupinu zacdinajici stejnym
pismenem setiidit podle druhého a skupinky majici stejné i druhé pismeno jesté
podle tretiho.

TotéZ samoziejmé plati i pro t¥idéni tabulek podle sloupeckt podle Potrhlikovych
pozadavku: ponejprv fadky tfidime podle sloupecku daného poslednim pozadavkem,
skupiny se stejnou hodnotou tohoto sloupecku pak podle predchoziho pozadavku
a tak dale, az se propracujeme k zacatku seznamu pozadavk® nebo skoncime se
skupinkami o jednom fadku.

Z toho ovsem ihned plyne, Ze zabyvat se timtéz sloupeckem vicekrat je zhola zbytec-
né: pokud po prvnim porovnani podle né€jakého sloupecku zistaly néjaké dva radky
v téze skupiné, mély v pfislusném sloupecku stejnou hodnotu, a proto ndm je dalsi
porovnani musi ponechat ve stejném poradi.

Pokud se tedy néjaky sloupecek v posloupnosti pozadavki vyskytuje vicekrat, staci
ponechat jen jeho posledni vyskyt. Tim ur¢ité dostaneme posloupnost ekvivalentni
se zadanou (takové budeme fikat 7esent). Zbyva nam jesté dokazat, ze zadné kratsi
FeSeni nemuze existovat.

Kdyby existovalo, vezmeme si nejkratsi takové. Urcité se v ném nebudou opakovat
sloupecky (jinak by se nasim algoritmem dalo jesté zkratit) a ani v ném nebude
zadny sloupeéek navic (to by byl sloupecek, podle kterého se netfidilo ani v zadané
posloupnosti, takze bychom ho mohli §krtnout). TudiZz v ni musi néjaky sloupecek
z naSeho Feseni chybét.

Pak stac¢i vytvorit dva radky, které se budou lisit pouze v chybéjicim sloupecku,
a takové musi obé feseni setfidit rtizné, coz je evidentni podvod, totiz spor. Podobné
mizeme dokazat i to, Ze nase FeSeni je nejen nejkratsi, ale také jediné s touto délkou:
jiné by se nutné lisilo poradim néjakych dvou sloupeck 4, j a mohli bychom sestrojit
dva radky podle ¢ usporadané opac¢né nez podle j a jinak stejné a opét dojit ke sporu.

Zbyvéa si rozmyslet, jak nase feseni naprogramovat. Znalci Unixového shellu mohou
navrhnout tfeba toto:

nl -s:|tacl|sort -t: -suk2|sort -nlcut -d: -f2

My si pfedvedeme jednoduchy (a pfiznejme, Ze daleko efektivnéjsi) program v Pas-
calu. Bude ¢ist vstupni posloupnost po jednotlivych prvcich a ve fronté si udrzovat
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feSeni pro zatim preCtenou ¢ast vstupu. Prijde-li pozadavek na t¥idéni podle néja-
kého sloupecku, pridame tento sloupecek na konec fronty a pokud se jiz ve fronté
vyskytoval, pfedchozi vyskyt odstranime.

Abychom to zvladli rychle, budeme si frontu pamatovat jako obousmérny spojovy se-
znam, tj. pro kazdy sloupecek si ulozime jeho predchidce a naslednika. Tak nam celd
fronta zabere pamét linearni s poétem sloupeckt a na kazdou operaci si vystacime
s konstantnim ¢asem, celkové tedy s ¢asem O(M + N) (pozadavki + sloupecki).

Tomas Gavenciak a Martin Mares

23-3-5: Rozhazené EWD

Ukolem bylo set¥idit zadany jednosmérny spojovy seznam co nejrychleji, ale v kon-
stantni paméti, coz znamena jen s predem danym poctem proménnych, bez rekurze
a dalsich pomocnych poli, tedy pouze prepojovanim puavodniho spojového seznamu.

Uréité bylo dobrym napadem podivat se do nasi (tradiéni ¢eské) kuchaiky o t¥idéni.
A co s tak malou paméti? Bublinkové t¥idéni (BubbleSort) bude zcela jisté fungovat,
protoze v pribéhu algoritmu prohazujeme jen dva sousedni prvky, coz lze udélat
jednoduse.

Bublinkové t¥idéni mé navic péknou vlastnost, ze tfidéni jiz setFidénych dat trva pou-
ze O(N). Jenze nejhtife a dokonce i primérné vyjde asymptoticka slozitost O(N?).
Je to nejrychlejsi mozny vysledek za danych podminek, nebo ne?

Nez si fekneme FeSeni, uvedme si dolni odhad slozitosti. JelikoZ stafi zdznamt EWD
miizeme akorat tak porovndvat (nic o nich nevime), plati diikaz uvedeny na konci
kucharky o tfidéni, a tedy urcité nevymyslime algoritmus s primérnou slozitosti
lepsi nez O(N log N).

Takovy algoritmus skutecné existuje. My si ukazeme, jak modifikovat tfidéni sléva-
nim (MergeSort) se zachovanim sloZitosti v nejhor$im piipadé i v praméru
O(Nlog N), na coz pfislo i nékolik fesiteld. Nevyluéuji vsak, Ze neptjde upravit
jiny algoritmus, i kdyz tfidéni haldou ani QuickSort nejspi$ pievést na feseni tlohy
nelze.

Jak funguje takovy bézny MergeSort na tiidéni pole? Ten si nejprve rozdéli pole na
dvé piilky, ty setfidi stejnym algoritmem (zavold se na kazdou rekurzivng) a pak je
yslije“: odebira vzdy mensi z prvki na zacatku obou setfidénych pulek pole a vklada
je do nového pole. Podrobnéjsi popis opét v kucharce.

Nyni upravime MergeSort pro potieby nasi ulohy. Jelikoz nesmime pouzit rekurzi,
nebudeme postupovat ,odshora doli“ (postupné ptlime data na co nejmensi ¢asti),
ale ,odspoda nahoru® (spoustu malych sett¥idénych ¢asti slévame postupné do jedné).

V prvnim kroku se podivame na vSechny dvojice sousednich prvku (kazdy prvek
je nejvyse v jedné dvojici), porovndme prvky dvojice a pfipadné je prohodime, coz
v pfipadé spojového seznamu znamenda prepojeni odkazi. V druhém kroku slévame
vzdy dvé sousedni dvojice prvkid do setfidéné cétverice, v tfetim dveé Ctvefice do
osmice . ..
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Obecné v k-tém kroku slijeme dvé sousedni ¢asti o 2% prvcich. Az slijeme vSechny
prvky do jedné setiidéné posloupnosti, mame vyhrano.

Casto se muiZe stat, ze posledni slévany tsek v k-tém kroku nemusi mit 2F prvk,
ale to viibec nevadi (jeden slévany tsek bude mensi). Podobné lichy pocet slévanych
tsekll (nemiZeme je sparovat do dvojic) oSetfime prostym ignorovanim posledniho
tseku. V néjakém pozdéjsim kroku musi byt tento tsek slit se zbytkem, tfeba pro
2™ 4+ 1 prvki se bude posledni prvek slévat az v poslednim kroku.

Nyni pojdme na implementaci slévani dvou setfidénych tisekl ve spojovém seznamu
(ne nutné stejné délky) s konstantni pomocnou paméti. Budeme si pamatovat odkaz
na prvek pied prvnim tsekem (tedy posledni prvek jiz slité ¢asti) v proménné prvekl
a odkaz na prvek pred druhym tsekem v proménné prvek2.

Na zacatku slévani dvou usektt nejprve posuneme odkaz prvek2 o délku prvniho
useku za odkaz prvekl. Abychom mohli kontrolovat, jestli v néjakém tseku nedosly
prvky, vytvorime si dvé proménné delkal a delka2, v nichz budou pocty zbyvajicich
prvki v tisecich.

Pak postupné bereme prvky ze zac¢atku obou tseku (nédsledniky prvku prvekl a pr-
vek2) a mensi z nich pfepojime za prvek prvekl. Je-li to prvek z prvniho seznamu,
sta¢i posunout odkaz prvekl o jeden prvek dopfedu, jinak je to naslednik prvek2
(ozna¢me ho p), ktery pfepojime za prvek1 takto: néslednikem p bude néslednik pr-
vek1, naslednikem prvekl bude p, naslednikem prvek2 bude ptivodni naslednik p.

Jestli vas predchozi odstavec zmaétl, vitbec se nedivim a radéji pfedkladam obrazek
(tec¢kované sipky ukazuji pfepojeni prvku p):

Je vidét, Ze potfebujeme jen konstantné mnoho pomocné paméti. Co se tyce Casové
slozitosti, bude pro jakdkoliv data O(nlogn), kde n je pocet prvki. V k-tém kroku
totiz slévame tiseky o 2% prvcich, a bude-li 2% > n/2, ziskdme po tomto kroku cely
setfidény spojovy seznam. Odtud zlogaritmovanim dostaneme, Ze staci logy n kroki,
pri¢em? v kazdém provedeme O(n) operaci .

Pavel Vesely
Binarni vyhledavani
23-1-3: Jedna maticova

Prvni feseni spociva v prohledani celé matice fadek po Ffadku a kontrole kazdého
prvku. Takové FfeSeni samoziejmé funguje, dokonce funguje i pro obecné matice.
A to je pravé kdmen urazu.

Protoze toto feSeni nevyuziva vlastnosti matice, musi se podivat na kazdy prvek.
Jeho slozitost je tedy O(n - m) pro matici velikosti n x m. To ani zdaleka neni to,
co bychom chtéli.
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Neékteri si uvédomili, Ze kdyz je posloupnost ¢isel v fadku ostie rostouci, dalo by se
vyuzit bindrni vyhleddvani. A tak jde zlepsit slozitost z O(n - m) na O(nlogm). Ale
véfte tomu nebo ne, ani to nam nestaci.

Kdyz nestaci pouzit na kazdém fadku binarni vyhledavani, co jesté provést? Spravné
FeSeni pouzivé bindrni vyhled4dvéni na hlavni diagondle matice (tak se ¥{k4 ihlopFicce
vedouci doprava dolt). Pfed uvedenim algoritmu si musime uvédomit, Ze plati dvé
dilezité véci:

e Pokud je v matici A na indexech i,j (ozna¢ime jako A; ;) prvek, jehoz hodnota
je mensi nez i + j (A;; <1+ j), vime z uspofadani prvkt v fadcich a sloupcich,
ze jsou mensi i vSechny prvky v matici, jejichZ soufadnice jsou mensi nez ¢ a j
(ngi,lgj:Ak’l < k+l)

A; ; je alespoil o jedna mensi nez i 4 j, tedy i napi. A;_;; musi byt alespon
o jedna mensi nez A; ;, coz znamend, Ze je alespoil o jedna mensi nez ¢ — 1 + j.
A takto tranzitivné dale.

® Pokud plati A; ; > ¢+ j, pak Vk > 4,1 > j : Ay, > k + 1. Opét plati obdobné,
A; ; je alespon o jedna vétsi nez i + j, takZze i vSechny nasledujici prvky musi byt
alespon o jedna vychyleny.

7 téchto dvou pozorovani plyne, ze pokud se podivame na prvek uprostied matice,
tak mohou nastat tfi moznosti. Mohli jsme narazit na spravny prvek. To znamena, ze
mizeme skoncit. Nebo je nalezeny prvek vétsi nez soucet jeho soutadnic, pak mizeme
zapomenout pravou dolni ¢tvrtinu matice, pfipadné je prvek mensi a zapomeneme
levou horni ¢tvrtinu matice.

TakZe budeme provadét bindrni vyhledavani na hlavni diagonédle, bud najdeme
spravné feSeni, nebo nam nakonec zistane jen pravd horni a levad dolni ¢tvrtina
matice. Na ty zavolame rekurzivné stejny algoritmus. Pravé tento zptisob je pouzit
ve vzorovém kédu.

Toto feseni nam prislo nékolikrat, ovsem pouze jednou u néj byla uvedena sprav-
né asova slozitost. Pojdme si ji tedy rozebrat detailné. Cas potfebny pro nalezeni
feSeni je definovan rekurzivné: T'(n?) = 2T (n?/4) + log, n (pro jednoduchost pied-
pokladdme ¢tvercovou matici).

Kazdy spravny programator je hlavné hrozny lenoch, vyuzijeme tedy kuchaikovou
metodu pro pocitani slozitosti rekurzivnich algoritmii. Ta se jmenuje Master Theo-
rem a Fesi rekurzivni vztahy ve tvaru T'(N) = aT'(N/b)+ f(N),kdea > 1,b > 1. Déle
tvrdi, Ze pokud f(N) = O(N'"&:()=¢) pro ngjaké e > 0, tak T(N) = O(N'o&s 9).
Pro nasi rekurenci tohle vSechno plati:

a=2,b=4,logyn = O(n?'°e127¢),
takze vyslednd slozitost je ©(n). Prostorova slozitost je logaritmické, protoze pou-
zivame zasobnik.
Existuje i jednodussi feseni, které také vede k cili. Pro néj si sta¢i uvédomit, ze pokud
se podivdme na prvek v levém dolnim rohu, tak bud jsme nagli spravné reseni, nebo
je vétsi nez soucet soutfadnic, pak muzeme zahodit cely posledni fadek, nebo je mensi
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nez soucet souradnic a mizeme zahodit cely prvni sloupec. Nakonec se posuneme
bud nahoru nebo doprava, podle toho, ¢eho jsme se zbavili, a pokrac¢ujeme stejné.

Takto se v kazdém kroku zbavime bud celého sloupce, nebo fadku. V nejhorsim
pifipadé tedy provedeme O(n + m) operaci. Prostorova slozitost je zde konstantni.

Pokud bychom chtéli najit vSechny prvky matice, které odpovidaji zadani, tak je
snadné uvedené dva algoritmy upravit, vime totiz, Ze pokud najdeme jedno feSeni,
budou s nim dalsi sousedit, nebo budou v zatim neprozkoumané ¢asti matice.

David Marek a Karel Tesar
22-5-2: Straze udoli

V tejto tlohe sme mali zadané body na priamke, vedeli sme medzeru medzi kazdymi
dvoma susednymi a chceli sme odstranif maximdalne K z nich, aby sme maximalizo-
vali najkratsiu medzeru medzi tymi bodmi, ktoré zostanii.

Tato tloha rovnako ako mnoho inych tloh ma jednoduché, rychle, ale pritom ne-
spravne greedy rieSenie, ktoré je zaloZené na postupnom odstrariovani bodov suse-
diacich s najkratSou medzerou (skuste si najst protipriklad).

Jednoduché korektné riesenie vieme naprogramovat pomocou dynamického progra-
movania, kde stav vypocétu je dvojica (n,k) a pre kazda dvojicu chceme spoécitat
optimalne riesenie, ak sme spracovali prvych n bodov a vyhodili sme prave k z nich.
Takito ivaha vedie na riesenie so zlozitostou O(N?K), ale stéle m4 daleko od vzo-
rového rieSenia.

NasSe vzorové rieSenie vyuziva myslienku, ktord sa pouziva vo vela problémoch, kde
spocitat samotné riesenie problému je pomerne zloZité, zato vsak overit, ¢i existuje
rieSenie s pozadovanou vlastnostou, je pomerne jednoduché.

V nasom priklade vieme Tahko overit, ¢i existuje riesenie, ktoré odstrani maximal-
ne K bodov z danych a ma minimdalnu vzdialenost aspori takti ako pevne dané M.
Zodpovedanie tejto otazky vieme previest na iny zndmy problém ,pldnovania inter-
valov“: Mame zadanych N intervalov v Case, pricom kazdy zaCina v Case a; a mé
dizku b;. Pri¢om z tjchto intervalov chceme vybraf maximalny pocet tak, ze ziadne
dva vybraté intervaly sa neprekryvaja.

Prevod je nasledovny: vSetky ¢isla a; st rovné poziciam bodov na priamke a vset-
ky b; st rovné M. Ak ndjdeme rieSenie tohto problému, potom sme nasli maximalnu
mnozinu bodov (pociatky intervalov), ktoré st od seba vzdialené aspoit M. Pri¢om
ked sme nasli takéto riesenie, ktoré maximalizovalo pocet vybratych intervalov (bo-
dov), potom st¢asne toto rieSenie minimalizuje podet intervalov (bodov), ktoré sme
nevybrali. Teda po néajdeni rieSenia, vieme zodpovedat otdzku, ¢i existuje riesenie,
ktoré ma najmensiu vzdialenost aspoii M, podla toho, ¢i nase rieSenie ,planovania
intervalov* nevybralo maximalne K intervalov.

Treba vSak vedief riesit samotny problém planovania intervalov. Na tento problém
je v8ak zndmy jednoduchy greedy algoritmus: Na zaciatku si utriedime body podrla
¢asu konca intervalu, nésledne za¢neme tieto intervaly prechadzat v tomto poradi
a sucasne si budujeme riesenie (mnozinu vybratych intervalov) pouzitim jednoduché-
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ho pravidla: pri prechddzani, vzdy ked moZeme prave spracovavany interval pridat
k budovanému rieseniu, tak ho tam pridame.

Toto sa d4 po usporiadani intervalov vykonat v linedrnom ¢ase od poc¢tu intervalov,
staci si vzdy len pamiitat ¢as konca posledného intervalu v naSom budovanom rieSeni.
Naviac v nagom $pecialnom pripade maji vietky intervaly rovnaka dizku, takze staci
usporiadat intervaly podla zaciatku (na vstupe vSak uz mdme pozicie utriedené
a v nasej ulohe nemusime triedenie vobec riesit).

Teraz uz vieme zodpovedat otdzku, ¢ existuje rieSenie s danou minimalnou vzdiale-
nostou. K ¢omu ndm to posliuzi? Treba si vsimnut, Ze ak existuje rieSenie, ktoré ma
miniméalnu vzdialenost asponi M, potom existuje rieSenie, ktoré m4 minimélnu vz-
dialenost M’ pre kazdé M’ < M (jednoducho ponechdme rovnakti mnoZinu bodov).
Inak povedané, existuje ¢islo M* také, ze pre vsetky M < M* rieSenie existuje a pre
vSetky M > M* rieSenie neexistuje.

A préave ¢islo M* hladame. Teda rieSenie by sme mohli najst tak, ze ak mame rozsah
sturadnic bodov z nejakého intervalu R, potom vieme postupnym sktsanim existencie
rieSenia, ktoré ma miniméalnu vzdialenost R,R — 1,R — 2,..., najst ¢islo R* v Case
O(RM). Avsak z vlastnosti hfadaného ¢isla M* mozeme pouzit bindrne vyhladévanie
na intervale R. Ked si pre median prehladédvaného intervalu rieSeni zistime, ¢i existuje
rieSenie, pak sa na zdklade toho vieme rozhodnuft, v ktorej polovici prehladévaného
intervalu lezi ¢islo M*.

Takto vieme najst maximalnu minimalnu vzdialenost medzi dvojicou bodov a body,
ktoré mame odstranit, st pociatky nevybratjch intervalov pri rieSeni prislusného
podproblému planovania intervalov.

Celkova casova zlozitost je O(N log R), kde pri bindrnom vyhladdvani na intervale
dizky R vieme v linedrnom ¢ase overif existenciu rieSenia. Pamiifova zlozitost je
O(N).

Peter Ondriska
Halda

19-2-3: Moneymaker

vvs v

Asi nejjednodussi feSeni této tlohy by se dalo popsat slovy kdyz metoda hrr na
né nezabere, tak se stdhneme a zkusime to zezadu. AZ na jedno FeSeni vyuzivajici
intervalové stromy skoncili vsichni FeSitelé zacinajici od pocatku kvadratickou, popf.
jesté horsi casovou slozitosti. Nyni ale zpét k tomu, jak se tloha méla fesit.

Oznac¢me T termin nejméné spéchajici zakizky. Budeme postupné, pro jednotlivé
¢asy t < T, generovat pofadi plnéni zakézek (oznacme je A}, Al ,..., AL), kterym
maximalizujeme zisk v ¢asovém tseku (t; T'). Pokud zjistime jak toto poradi vypadé
pro t = 1, tak mame hotovo.

Pro t = T je to jednoduché. Mezi vSemi zakizkami s terminem T vybereme tu,
ktera je nejlépe placena. Nyni pfedpokladejme, ze zname optimalni poradi zakazek
od ¢asu t + 1 (tj. zndme Aiﬂ,Aiié, .., ALY, Pak tvrdim, Ze jedna z moznych

sekvenci zakazek s maximalnim ziskem je:
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° Aﬁ:AEH proi>t+1
e A! nalezneme jako zakdzku s maximalni odménou, kterd m4 termin ¢, nebo poz-
d&jsi, a kterou jsme jesté nepouzili (tj. neni mezi {ALT'}).

Dokéze se to snadno. Pro spor piedpokladejme, Ze zndme néjaké poradi Bf, B 1, . . .,
Bl které nam zajisti lepsi zisk.

Zéroveil ale vime, Ze odména za tkoly Al ,, Al ,, ..., AL je alespon stejné velka
jako za zakézky Bi, |, Bi.o,..., B (z toho, Ze jsme piedpokladali, ze { A"} maxi-
malizuje zisk na ¢asovém intervalu < ¢t + 1; T >). Z toho plyne, Ze odména za B je
vétsi nez odména za Al. JelikoZ ale AL ma maximéalni odménu ze vSech zakéazek, které
nebyly obsazeny v {A{™'}, musi tedy existovat j > ¢ takové, ze A"" (= A}) = B,
nebo jsme dostali spor. Prohodime tedy v posloupnosti {B}} pozice tkolt Bf a B}
(to si mizeme dovolit, jelikoz pak kol B} splnime dfiv a zakdzku B} miizeme spl-
nit az v ¢ase j, protoZze se az tak pozdé€ vyskytovala v posloupnosti {Aﬁ“}, ktera
terminy respektuje). Tim jsme zfejmé nezménime celkovou odménu za tkoly v { B!}
a tedy cely tento odstavec miizeme pouzit na novou posloupnost { B!} uplné stejné.

To jsme ale jesté nic dokazali, jak si jisté Ctenar vSiml. Spor dostaneme, az kdyz si
uvédomime, ze vyse uvedené nemizeme opakovat donekonec¢na. Pokud budeme uva-
zovat pocet tikold, které jsou v {A'} a { B!} na stejném misté (tj. pocet takovych k,
ze Al = B}), tak v kazdém cyklu stoupne o 1 (tikol B} se dostane na stejné misto
jako je v posloupnosti {Af}), tedy po nékolika opakovanich vyse uvedeného musime
nékdy dostat spor.

A jak toto nejlépe implementovat? Nejdiiv setfidime tkoly dle terminu. Pak budeme
odzadu generovat jednotlivé tkoly, které je tfeba v dany cas t udélat. K tomu pou-
zijeme haldu. Budeme si v ni udrzovat tkoly, které maji termin ¢ ¢i pozdéjsi a které
jsme zatim jeSté nezatradili mezi zakazky, které splnime. Na zacatku bude prazdna
a v kazdém kroku do haldy pfiddme vSechny tkoly, které maji termin ¢ (pozdéjsi
tam jiz mame z predchozich krokt) a odebereme maximum. Tim jsme skoro hotovi.

Kdybychom implementovali vySe uvedené doslovné, tak ¢as béhu programu bude
kromé velikosti vstupu zaviset i na nejpozdéjsim terminu tkolu. Toho se ale je moz-
no jednoduse zbavit. Pokud bude halda prazdna, mtZzeme rovnou posunout ¢as na
nejblizsi diivéjsi termin zakazky, ¢imz si uSetiime Cas.
Setfidéni pomoci rychlého t¥idiciho algoritmu trvd O(N log N). Pfidédni do haldy
zabere O(log N) a provadime ho N-krat, tedy opét O(N log N). Jesté z haldy ode-
birdme koten, coz udéldme také maximéalné N-krat a trva to O(log N). Dohromady
tedy O(N log N).
V paméti mame vstup a haldu. Jejich velikost je pfimo timérné velikosti vstupu,
tedy pamétova slozitost je O(N).

Pavel Cizek
20-4-4: Skupinky pro chytré

Operace nad skupinkami pfesné odpovidaji operacim nad haldou a nase feSeni bude
opravdu vychédzet z haldy. ProtoZe nechceme hledat jedince s minimalnim IQ (téch
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je dost :-) ), ale s maximdlnim, bude zapotfebi otoéit porovnavani. Vétsi rozdil
spoc¢iva v tom, zZe operace potfebujeme provadét ,nedestruktivné“ — nesmime meénit
jiz existujici skupinky.

Na principu fungovéani haldy se nic neméni, ale data nebudeme moci ukladat do pole
jako v kuchaice. Strom ulozime jako sadu prvki pospojovanych pointery na levého
a pravého syna. Operace nad haldou tak bude jednoduché délat nedestruktivné:
misto modifikace prvku naalokujeme novy prvek, zkopirujeme hodnoty ze starého
prvku, a upravime co je potreba upravit. Pfi modifikaci syna budeme muset vzdy
vyrobit i nového otce a dal az ke kofeni.

Pro haldové operace potiebujeme efektivné umét pracovat s nejpravéjsim prvkem
ve spodni hladin€, a potfebujeme umét urcit otce daného prvku. V poli je situace
jednoducha, pozadovany prvek je v poli tolikaty, kolik je prvki v haldé, a otec je na
pozici i/2 (kde 4 je pozice syna).

Jednoduché feseni by bylo pfidat do kazdého prvku ukazatel na jeho otce, a drzet
si ukazatel na nejpravéjsi prvek ve spodni hlading; ale toto feSeni pouzit nemizeme,
protoze ukazatel na otce by ndm neumoznil pracovat ,nedestruktivné®.

Nastésti je mozné i-ty prvek najit pomoci bitového zapisu i, sta¢i postupovat od kote-
ne a dle hodnoty bitu jit do levého nebo pravého podstromu. Pokud si do pomocného
pole schovame prvky, které jsme prosli, odpadne téz problém s hledanim pfedchudcu.

Casové slozitost operaci insert a delete_best je O(log N), slozitost £ind_best je
O(1). Operace find_best nepotiebuje zddnou dodateénou pamét, insert i dele-
te_best naalokuji O(log N).

(S diky Peteru Ondruskovi.)
Pavel Machek
Grafy

20-3-4: Orientace na mapé

Nejprve si nejspis uvédomime, Ze v acyklickém orientovaném grafu musi byt alespori
jeden vrchol, do kterého nevede zadnad hrana — zdroj. Z kazdého vrcholu (které
nen{ zdroj) muZzeme cestou proti sméru hran dojit do néjakého zdroje. Proto pii
hledani vrcholl, mezi nimiz vede nejvice cest, mizeme predpokladat, ze pocatecni
vrchol je zdroj — kdyby cesty vychéazely z jiného vrcholu, mizeme vSechny prodlouzit
aZ do néjakého zdroje. Tim se jejich pocet ur¢ité nezmensi. (Z podobného diivodu
bychom také mohli hledat koncové vrcholy pouze ve stocich — vrcholech z nichz
nevede z4dn4 hrana.)

Vzépéti si uvédomime, ze zdrojua v grafu mize byt mnoho, takze ndm tohle pozoro-
vani praci neusetii a algoritmus nezlepsi, ale vyuzit ho mizeme. .. Z kazdého zdroje
tedy spocitdme cesty do jednotlivych vrcholi.

Méme-li pro néjaky vrchol v spocist pocet cest z urcitého zdroje, lze to udélat tak,
7e seCteme pocty cest do vSech vrcholtl, ze kterych vede hrana do v. K tomu ovsem
musime tyto poCty cest znat. Proto je nutné pocitat cesty do vrchol ve spravném
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poradi — v topologickém poradi. Kdyz mame spocitané cesty do vSech vrchold, za-
pamatujeme si maximalni pocet cest (a kam vedly) a prozkoumédme cesty z dalsiho
zdroje. Pak uz staci jenom vybrat zdroj, z néhoz vede nejvice cest.

A jak to vSechno bude slozité? Na jednotlivé prichody do hloubky potiFebujeme
O(N + M) ¢asu. Pocet potfebnych priichodt zavisi na poétu zdroji v grafu, muze
byt az O(N). Celkem se dostavdme na ¢asovou slozitost O(N - (N + M)). Program
lze implementovat s pamétovou slozitosti O(N + M).

Tereza Klimosovd

18-2-5: Krokobéh

O co tedy slo. Zjistit, kolik nejméné hran je tfeba pridat do grafu, aby se stal
2-souvislym. Hned na zacatku si vSimneme, ze pokud najdeme v grafu komponentu,
ktera je 2-souvisla, tak ji mizeme zkontrahovat (scvrknout) do jednoho vrcholu, aniz
by se zménil pocet potfebnych hran. Takhle mtizeme pokracovat tak dlouho, dokud
se v grafu budou vyskytovat kruznice. Snadno se da nahlédnout, Ze hrany tohoto
zkontrahovaného grafu budou mosty v pivodnim grafu (most neni soucéasti zad-
né kruznice, proto nebude v zaddném kroku zkontrahovan, na druhou stranu pokud
hrana neni most, pak je soucasti néjaké kruznice a proto bude dfive ¢i pozdéji zkon-
trahovana). Je také vidét, Ze takto zkontrahovany graf bude les, jelikoz neobsahuje
kruznice. Dale budeme uvazovat tento les.

Nyni mohou nastat dveé situace. Prvni, kterou dost fesitelti zapomnélo ve svych feSeni
osetrit, je ta, ze graf byl na pocatku 2-souvisly, tj. ze se zkontrahoval do bodu. Pak
neni tfeba nic pridavat.

Druhd je zbytek. Kolik bude tfeba hran dodat? Jelikoz v 2-souvislém grafu ma kazdy
vrchol stupen alesponl 2 a hrana spojuje pravé 2 vrcholy, musime ptidat alespon
A+ [B/2] (x) hran, kde A je poéet vrcholl stupné 0, B poéet vrcholt stupné 1 (tj.
list) a zaokrouhluje se nahoru, jelikoz v ptipadé lichého B musime tento lichy list
také zapojit do néjaké kruznice, tedy tento lichy list zapojime na libovolny vrchol.

Nyni indukei podle poctu vrcholtt dokazeme, ze tolik i staci. Pro 2 vrcholy mtize
les vypadat bud jako 2 vrcholy a pak je tfeba pridat jesté 2 hrany (coZ spliiuje
vzorec (x)), nebo jsou tyto 2 vrcholy spojené hranou, a pak staci pfidat jednu (opét
v souladu s (x)). VSimnéme si také, Ze jsme v obou pFipadech alespoii jednu hranu
pridali.

Ted si uvédomime, Ze libovolny les jde vyrobit z jednoho vrcholu pomoci operaci:
1) ptidej vrchol (a s ni¢im ho nespojuj)

2) pridej vrchol a spoj ho hranou s néjakym vrcholem, ktery uz v lese je.

Nyni uvazujme, ze pro N vrcholt mame jiz 2-souvisly les pomoci

a) A+ B/2 hran (pro sudé B)
b) A+ (B —1)/2 hran (pro liché B; 1 cesta nezesouvislena)

Pridejme vrchol X pomoci pravidla:
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1) Vezmeme néjakou pfidanou hranu (vedouci I <+ J), tu odstranime a pfidame
misto ni hrany I <+ X a X < J. Tim nam stoupl pocet pfidanych hran do grafu
o 1. Také A se zvétsilo o jedna, takze a), resp. b) stale plati.

2) Pii pfipojovani X mohou nastat tfi situace:

«) Pfipojujeme ho hranou pod vrchol Y stupné 0. Pak ale od tohoto vrcholu
vedou 2 pfidané hrany. Vezmeme libovolnou z nich (necht vede z I) a zrusime
ji. Misto ni zavedeme novou hranu I <+ X. Touto operaci se nam snizil pocet
vrchold stupné 0 v grafu o 1, nicméné z X i Y se staly listy a proto je B o 2
vetsi. Tedy a) p¥ip. b) je stale splnéno.

B) Piipojujeme ho hranou za list L. Pokud je B liché a list L je konec nasi volné
cesty, neni tfeba nic délat a indukéni predpoklady méme splnény. Jinak do
tohoto listu vede néjaké pfidand hrana (z néjakého vrcholu I). Pak ale staci
zru$it hranu I <> L a zavést novou hranu I <+ X. Tim ztstane pocet prida-
nych hran zachovan. L ptestal byt po tomto kroku listem, nicméné objevil se
novy list X, tudiz A i B ziistalo a tedy a), resp. b) stéle plati.

~) Pfipojujeme-li ho hranou za vrchol stupné alespon 2, pak se ndm zvysi B
o 1, A zistane stejné. Pokud B bylo sudé, neni tfeba nic délat. Po tomto
pridani bude B liché a vrchol X bude konec nezesouvislnéné cesty. Vzorec
b) bude zfejmé platit. Nyni pokud je B liché, oznacime si list na konci cesty
Y. Pokud vrchol X napojujeme za vrchol, ktery nebyl soucasti cesty, pak
sta¢i pfidat hranu X <« Y. Pokud napojujeme X na cestu, pak vezmeme
libovolnou pfidanou hranu I < J, tu z grafu odstranime a pridame 2 nové
I - X aJ — Y.V obou pfipadech stoupne pocet pfidanych hran v do lesa
0 1, coz je v souladu s a).

A je to. Pro sudé B jsme dostali rovnou 2-souvisly graf, pro liché musime jesté
konec cesty napojit na libovolny vrchol, ktery do téhle cesty nepatii, abychom dostali
2-souvisly graf. Tim se ale dostaneme na A+ (B —1)/2+ 1= A+ [B/2] hran.

V zadaném grafu tedy najdeme mosty a pak v kazdé komponenté 2-souvislosti spoci-
tame, kolik most z ni vede. Nakonec spoc¢teme hrany, které je tieba pfidat, pomoci
(x). Casova i pamétova ndro¢nost algoritmu je O(M + N) (pii kazdém priichodu do
hloubky se algoritmus zfejmé na kazdou hranu podiva dvakrat).

Pavel Cizek

Dijkstriv algoritmus
18-3-4: Pochoutka pro prasatko

Méme Sachovnici o rozmérech X x Y a sadu K pravidel, podle nichz se prasatko
umi pohybovat s urc¢itou ndmahou. Kratké pozorovani odhali, ze kazdé policko Sa-
chovnice je jeden vrchol grafu a Ze mezi vrcholy vede hrana pravé tehdy, pokud
existuje pravidlo prevadéjici prasatko z jednoho vrcholu na druhy. Pak je hrana sa-
moziejmé ohodnocena piisluSnym mnoZzstvim namahy. A jelikoZ jsou hrany kladné
ohodnocené a my hledame nejkratsi cestu ze startovni pozice hladovéjiciho pasika na
nalezisté Velké Bukvice, mame tlohu jako délanou (ve skute¢nosti opravdu délanou)
pro pouziti kucharkového Dijkstrova algoritmu s haldou.
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Ukéazalo se ale, ze naprogramovat takovy algoritmus nemusi byt az tak jednoduché.
Neékteti tézce valcili s haldou, jini v boji podlehli a zaslali jen slovni popis algoritmu.

Prvni otdzka je, jak si vyrobit onen graf zobrazujici prostor lesa. Odpovéd je jed-
noduchd. Zadny graf neni tfeba vyrabét, budeme pracovat piimo nad policky lesa
a hledané hrany si budeme konstruovat pfimo v okamziku, kdybychom se v Dijkstro-
vé algoritmu divali na sousedy aktualné zkoumaného vrcholu. Postupné pouzijeme
vSechna mozné pravidla pro pohyb z daného policka a podivame se, jestli jsme se
nedostali mimo les.

Druhy, horsi problém, vznikd u haldy. V okamziku, kdy v Dijkstrové algoritmu na-
jdeme lepsi cestu a prepocitavame vzdalenost néjakému vrcholu, méni se samoziejmé
jeho pozice v haldé vrcholi a haldu musime preskladat. Jak na to?

Mizeme si nékde bokem pamatovat, kde presné se kazdy vrchol v haldé nachazi,
a pustit na néj bublani. Pak ale musime pi#i jakékoli operaci s haldou kazdému
vrcholu prepocitavat tento jeho index v hald€ a to je trosku zmatek.

Jiné, jednodussi feseni je haldu nijak neptedélavat, a kdyz né€jakému vrcholu pte-
pocitame vzdalenost, prosté jej do haldy stréit znovu. Tak se nam nékteré vrcholy
mohou v haldé opakovat, ale my dokadzeme v Dijkstrové algoritmu pii vytahovani
miniméalniho prvku z haldy snadno rozeznat, jestli jej mame zpracovavat, nebo jestli
je to jen zopakovany prvek. Pozname to podle toho, jestli uz ma trvalou hodnotu.

Za jednodussi TeSeni ale zaplatime. Zatimco v tézsim, ,pfepocitavacim® FeSeni se
kazdy prvek dostane do haldy nejvys jednou, takze halda miize zabirat jen tolik
mista, jaky je pocet vrcholi grafu, u druhého Feseni se prvky mohou dostat do
haldy vickrat, konkrétné halda muze byt velikd jako pocet hran grafu.

Dijkstrav algoritmus z kuchaiky trvd O((N + M) -log N), kde N je pocet vrcholt,
unas X x Y, a M pocet hran, u ndas XYK. Za kazdou operaci s haldou néso-
bime logaritmem velikosti haldy. Pokud tedy pouzijeme haldu s prepocitavanim,
dostaneme ¢asovou slozitost O(XYK - log(XY)). Jednodussi halda da ¢asovou slo-
zitost O(N + M) -logM) < O((N + M) -log N?) = O((N + M) - 2log N) =
O((N 4+ M) -log N), takze vlastné tutéz.

Pamétova slozitost je u haldy s pfepoéitavanim O(XY'), protozZe si potfebujeme
pamatovat jen les a haldu na vrcholy, ale u vétsi haldy az O(XYK).

Jak si v§iml Pepa Pihera, nas algoritmus jde jesté vylepsit. Malou Gpravou do-
@ sahneme toho, ze v haldé bude vzdy nejvys K prvka, ¢imz stlacime sloZitost na
O(XYK -log K). (Plati K < XY, protoze pokud by pravidel bylo vice, na nékteré
policko by se dalo dostat pomoci vice pravidel a my si mtizeme nechat jenom to lepsi
z nich.)

V jednom kroku se Dijkstriv algoritmus pokousi najit vrchol s nejmensim docas-
nym ohodnocenim. Jinak feceno, hleda takovy nezpracovany vrchol spojeny s uz
zpracovanym vrcholem, Ze soucet ohodnoceni zpracovaného vrcholu a hrany z néj
vedouci je co nejmensi. Navic vrcholy zpracovdvame (trvale ohodnocujeme) podle
jejich vzdalenosti od vychoziho mista, tedy v neklesajicim poradi.
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Zvolme si pro tento odstavec jediné pravidlo. Kromé krajnich p¥ipadti ho mizeme
pouzit z kazdého vrcholu. Sledujme vrcholy, které pomoci tohoto pravidla dostanou
trvalé ohodnoceni. V prubéhu algoritmu je ohodnoceni téchto zpracovavanych vr-
chold neklesajici. Protoze jsme ho ziskali pri¢tenim hodnoty pravidla k ohodnoceni
vychozimu vrcholu, je i ohodnoceni vrcholti, ze kterych toto pravidlo pouzivame,
neklesajici. Toto jediné pravidlo tedy pouzivime na vrcholy v tom poradi, v jakém
je trvale ohodnocujeme.

Kdyz vime, ze kazdé pravidlo pouzivame na vrcholy v tom poradi, v jakém je trva-
le ohodnocujeme, zapamatujeme si u kazdého pravidla, ze kterého vrcholu jsme ho
naposledy pouzili. Kdyz potom hledame vrchol s nejnizsim doc¢asnym ohodnocenim,
kazdé pravidlo uz ma uréeny vrchol, ze kterého ho pouzijeme. Vybereme si tedy tu
nejlepsi kombinaci vrchol-pravidlo, tim jsme nasli dalsi vrchol s trvaljym ohodnoce-
nim, a pouzité pravidlo ,posuneme® k dalsimu vrcholu. Tim myslime, Ze pristé ho
budeme pouzivat z vrcholu, ktery jsme v Dijkstrovi trvale ohodnotili hned po tom
vrcholu, ze kterého jsme ted pravidlo pouzivali.

V kazdém kroku tedy potfebujeme najit minimum z K hodnot, toto minimum od-
stranit a pridat misto néj jinou hodnotu. K tomu je halda jako stvorena, vSechny
tyto operace zvladne v ¢ase O(log K). Navic kazdou hranu zpracujeme pravé jednou,
¢imz se dostavame na slibovanou slozitost O(XYKlog K).

Jana Kravalova

22-1-1: Al¢ina interpretace

Ulohou bylo najit cestu P = (s = wg,v1,...,v, = c), na které se nejméné méni
znacky +, — na hranach.

Pro Teseni je tfeba modifikace algoritmu pro hledani nejkratsi cesty. Chtéli bychom,
aby se algoritmus ve fazi ¢ rozlil do vsech vrcholti, které jsou od pocatecniho vrcholu
vzdaleny pfesné ¢ zmén. To ndm samotny algoritmus prochézeni do Sifky nezarudci.
Pokud ale v kazdé fazi provedeme prochéazeni do hloubky po hranach se stejnou
znackou, projdeme graf presné tak, jak chceme.

Udélame mensi trik a rozdélime si kazdy vrchol na dva, podle toho, kterou hranou
jsme do néj pfisli. U kazdého vrcholu si budeme pamatovat znacku hrany, ktera do
néj vedla, a jeho pfedka. Jako datova struktura pro naSe prohledavani ndm bude
slouZit obousmérny seznam. Pokud budeme pfidavat na hlavu seznamu, tak bude
slouzit jako zasobnik, pokud pfidame vrchol na konec seznamu, tak budeme mit
frontu. Diky tomu nejprve projdeme vSechny hrany se stejnou znackou a az pak
teprve ty s jinou. Na zacatku pridame do fronty oba pocateéni vrcholy +s i —s.
Nyni odebirdme vrcholy z hlavy seznamu, dokud neni prazdny. Pro kazdy vrchol v se
podivame na vSechny jeho sousedy, pokud jsme v nich jesté nebyli, tak jim nastavime
v jako predka, oznacime je jako proslé a zaradime do seznamu podle toho, jestli jsme
se do nich dostali po hrané stejné nebo rtizné znacky jako do v. Ve chvili, kdy ze
seznamu vytahneme cilovy vrchol, zname nejkratsi cestu k nému.

Nakonec uz zbyva jen zrekonstruovat cestu. Tady ndm hodné pomiize, Ze jsme si
vrcholy rozdélili, protoze tak jsou jejich predci jednoznacné urceni. Staci jen postu-
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povat od cilového vrcholu rekurzi po predcich, dokud nedorazime do pocatecniho.

Vrcholti méame kvuli rozdéleni dvakrat vice, ale to nam sloZitost nepokazi. Kazdy
z nich pfiddme do seznamu jen jednou. Casova slozitost naseho prohledavani bude
tedy O(n + m). V grafovych tlohach se Casto pouzivd n pro podet vrchold a m
pro pocet hran; tak je tomu i tentokrat. Paméfova slozitost bude linedrni. Kromé
zadaného grafu potiebujeme v paméti jen frontu na uklddéni vrchold.

Bylo by mozné pouzit i jiné algoritmy, napf. Dijkstriv algoritmus. Ten jsme ovSem
v podstaté pouzili, jen nepotfebujeme prioritni frontu, protoze si dovedeme vrcholy
usporadat sami.

David Marek
Minimaélni kostra

20-1-4: Kormidlo

Zda se, 7ze tato uloha byla tézsi, nez se z pocatku zdélo. Spravnych Feseni pfislo
pomalu, ty rychlé v podstaté zadné, takze Vildovi nezbylo nez pfibit misto kormidla
jeden obdélnikovy kus dfeva, ktery mu zbyl z opravy.

Ukolem je vlastné spocitat pocet koster daného grafu. Vzorec na vypocet poctu
koster uplného grafu ndm nepomiize, protoze kormidlo neni tplny graf. Stejné tak
postupy pro obecné grafy jsou trochu jako nukledrni bomba na vrabce. Jde to jed-
noduseji.

Tedy, nasi tilohou je najit pocet koster uréeného grafu. Ulohu si mirné zobecnime.
V grafu je obvykle zakdzané mit ndsobné hrany (vice hran spojujici stejnou dvojici
vrchold). My toto zakazovat nebudeme, ¢imz dostaneme multigraf. K ¢emu ndm to
bude dobré, si povime pozdéji.

Mame tedy multigraf M. Vyberme si jednu multihranu (multihrana jsou vSechny
ynormalni“ hrany, které spojuji stejné 2 vrcholy). Rozdélime si mnoZinu koster gra-
fu M podle této multihrany na dvé (disjunktni) podmnoziny.

Prvni podmnozina bude obsahovat vSechny kostry, které neobsahuji zadnou hranu
z této multihrany. Velikost takové mnoziny je zjevné stejna, jako velikost mnoziny
vSech koster grafu M, ktery vznikne z M odebranim celé této multihrany.

Druha podmnozina je ten zbytek, tedy vSechny kostry, kde pouzijeme pravé jednu
hranu z této multihrany (vice jich vést nemtze, to by nebyla kostra). Kdyby nase
multihrana nebyla ndsobné (byla by to jen oby¢ejna hrana), velikost této podmnozi-
ny by byla stejna jako pocet koster na grafu M =<, ktery z M vznikne odstranénim
této multihrany a slou¢enim vrcholt touto multihranou spojenych do jednoho (toto
je pro¢ celou dobu pracujeme s multigrafy — tady mohou vznikat multihrany).
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Jak to ale bude vypadat, kdyZ nami vybrana hrana bude h-nasobna? Uplné stejné,
jako s jednoduchou, jen pouzitou hranu mizeme vybrat h zpisoby, tedy vysledkem
bude h - M=,

Protoze jsou tyto dvé podmnoziny disjunktni a dohromady dévaji celou mnozinu
koster (nic jiného, neZ Ze tam hrana je a Ze tam neni, se stdt nemuZe), miZeme
velikosti téchto dvou podmnozin jednoduse secist.

Timto prevedeme problém poctu koster na multigrafu na dva stejné problémy, ale na
mensich multigrafech (¢imz jsme mimochodem dokézali, Ze algoritmus je koneény,
nebot pocet koster jednovrcholového grafu je roven jedné a pocet koster nesouvislého
grafu je nula). Nyni sta¢i uz jen vyuzit toho, Ze vstupni graf neni jen tak ledajaky,
ale Ze je to naSe pékné kormidlo.

Podivejme se, na co se rozlozi kormidlo velikosti N. Vybereme si jednu hranu na
jeho obvodu. Kdyz hranu vynechame, vznikne néco, co by se dalo nazvat véjifem
(viz obrazek). KdyZ hranu pouZijeme, vznikne skoro totéz, jako kormidlo velikosti
N — 1, jen s tim rozdilem, ze jedna hrana do stfedu je dvojita.

Kormidlo velikosti N s jednou k-nasobnou hranou se rozlozi na véjit velikosti N
s jednou (k + 1)-nésobnou hranou na kraji (vybereme si opét hranu sousedici s onou
k-nasobnou hranou) a jedno kormidlo velikosti N — 1 s jednou (k 4 1)-nésobnou
hranou.

Co udélame s véjifem velikosti N a k-nasobnou krajni hranou? Vybereme si vnéjsi
hranu, ktera sousedi s tou k-nasobnou. Kdyz ji pouzijeme, dostaneme véjir velikosti
N —1 s jednou k+1-nasobnou hranou. Kdyz ji nepouzijeme, dostaneme véjir velikosti
N — 1 na nasobné stopce. Protoze do toho vrcholu na konci stopky vede uz jen tato
multihrana, musime ji pouzit a pocet koster takové kostry bude stejny jako pocet
koster véjite velikosti N vyndsobenym k (méme k zpiisobi, jak pfipojit stopkovy
vrchol).

Nyni, kdy toho nechame? Véjite se jednou stdhnou az do jedné k-nasobné hrany
(kterd ma k riznych koster). Kdyz ndm nebude vadit myslenka existence kormidla
velikosti 1 s jednou k-nasobnou hranou, vS§imneme si, ze je to opét hrana samotné
(spojujici krajni“ se ,stfedovym* vrcholem).

Nyni trocha poc¢ti. Oznac¢me u’fv pocet koster korudla o velikosti N s jednou

k-nésobnou hranou. Stejné tak V{ budiz pocet koster véjite velikosti N s jednou k-
nasobnou hranou. Pomoci naseho rozkladaciho pravidla si vyjadiime, ze
VE = VEYL 4 k- Vi | Stejné tak pk = VE + phtl. Toto je jen piepis vyse
zminénych rozkladd na mensi podproblémy.

Kdybychom nyni iterovali pfes vSechna potfebnd N a k (v§imnéme si, Ze k bude
nejvyse N — az na néjaké malé konstanty okolo), tak se zajisté dobereme k vysledku.
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KdyZ si budeme mezivysledky ukladat (nékteré budeme potfebovat vicekrat), tak
se dostaneme na ¢asovou slozitost O(N?).

Mohlo by se stat, ze se nam takova ¢asova slozitost nelibi. V takovém pripadé se po-
kusime zbavit poc¢itani multigrafi s nasobnymi hranami tim, Ze prepiSeme vzorecky,
aby pouzivaly pouze Vi a uk;. Postupné budeme rozkladat vse, co m4 horni index
rizny od 1. Tedy, VE =k - Vi | + VA =k VI 4 (k+1)- VL, + VA2 =
Zastavime se, az budeme mit Vlk"’N ~1, coz je, jak jsme si rozmysleli vyse, k+ N — 1.
Obdobné to udéldme pro 1% . Doporucuji si to napied rozepsat tieba pro N = 4, je
z toho hezky vidét, co vyjde.

ProtoZe jiz k nepotfebujeme, pro zkraceni si ozna¢me Vi jako ekvivalent Vy. Ob-
dobné pro uy a pk;. Az praci s tuzkou a papirem dokonéime, vyjde ndm, ze Vy =
1- Vo1 +2- Vot ...+ (N =1)- Vi + N. Pro celd kormidla to vyjde uy =
12 Vy_1+22 - Vng+ ...+ (N =1)2-V; + N2

Kdybychom nam nékdo dal vsechna Vi,...,Vy_1, neni problém v linearnim case
spocitat uy seCtenim vsech scitanci.

Zbyva tedy spocitat vSechny véjife, pokud mozno také v linedrnim ¢ase. Kdybychom
méli &sla S == 1+ Y0 Via V=141 —1i)-V;, jejich sectenim ziskdme
Vit1 (Ctendr si mize ovéfit seGtenim). S;1 ziskdme tak, ze k S; pficteme V41 (které
jiz nyni méme také). Sta¢i doplnit startovni hodnoty. V; je jedna (vé&jifek s jednim
krajnim bodem je jen hrana), S; spocteme na 2. VSechny tedy zvlddneme spocitat
v O(N).
Nyni si uz staci jen vS§imnout, ze kazdé V; potfebujeme jen k pri¢teni k celkovému
vysledku (samoziejmé vynasobené spravnym ¢islem). Toto pfi¢teni miZeme udélat
okamzité, tudiz ho jiz ptisté nepotiebujeme a neni tfeba uchovavat pole se vSemi.
Tim k linedrni ¢asové sloZitosti ziskdme jako bonus konstantni pamétovou.
Program si mtizeme zjednodusit dopoéitanim Vg a Sy (na 0 a 1), ¢imZ zjednodusime
chovani cyklu a celkovy soucet miizeme piepocitat uz po spocteni V.
Michal ,Vorner“ Vaner

Kazdy pravovérny matematik samoziejmé véri, Ze na libovolny ,pocitaci“ pro-

blém existuje chytry vzorecek. Nékdy je i hezky :) Pokud na formulky pro py
z naseho vzorového feSeni pouzijete techniku zvanou metoda vytvorujicich funkci
(ta je moc pé&kné popsand ve starych dobrych Kapitolach z diskrétni matematiky),

dostanete nasledujici pékny vztah (éasem — ono d4 docela dost prace se tim vSim
propoditat, takze detaily si pro tentokrat odpustime):

UN = OéN + ﬁN - 2;
kde o a (8 jsou konstanty definované takto:

3+V5 3-5
a= 5 b= 5

Pro pocitani v programu to zadné velka vyhra neni, protoze stézi dovedeme iracio-
nalni odmocniny z péti reprezentovat dost presné. Mizeme si ale pomoci drobnym
tiskokem: Podobné jako se pocita s komplexnimi ¢isly jako s vyrazy typu a + by/—1,
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my budeme poéitat s dvouslozkovymi ¢isly ve tvaru a+ bv/5, kde a a b jsou racional-
ni. Jelikoz soucet, rozdil i soucin takovych cisel je opét ¢islo v tomto tvaru, mizeme
v8e pocitat v nich a na konci pouze vypsat prvni slozku. (Vime totiz, ze vysledek je
prirozené ¢islo, a tak musi byt druhé slozka nulova. Navic diky symetrii bude prvni
slozka u o stejné jako u BV, takze sta¢i pocitat jen jednu z nich). Je$té si vzpo-
meneme na trik na rychlé umoctiovani (viz tfeba feSeni tlohy 18-4-1) a vyloupne se
nésledujici program, ktery uy spocita v ¢ase O(log N).

/* Dvojslozkova ¢isla a jejich nasobeni */

typedef struct { int i, j; } num;

num mul(num x, num y)

{ return (num){ x.ixy.i + B*x.j*y.j, x.ixy.j + x.j*y.i }; }

int M(int n)
{
num x={3,1}, y={1,0}; // x=2*alfa
for (int i=n; i; i/=2) // politéme y=x"n
{
if (i%2)
y = mul(y,x);
x = mul(x,x);
}
return ((2%y.i) >> n) - 2;
}

Martin Mares
20-5-4: Draci chodbicky

Napred jak bude algoritmus fungovat. Nejdfive bude ignorovat veskeré jeskyné s po-
kladem a na tom zbytku spocitd minimélni kostru, naptiklad algoritmem popsanym
v kuchafce. Poté vezme kazdou jeskyni s pokladem a piipoji ji k nejblizsi jesky-
ni bez pokladu. Jediné, na co si je tieba dat pozor, je specialni piipad, pouze dvé
jeskyné, obé s pokladem.

Pro¢ to funguje? Kdyby byly dvé jeskyné s pokladem spojeny piimo a zadna dalsi
cesta z nich nevedla, pak utvori zcela samostatnou komponentu. Tedy kazda takova
musi byt pfipojenéd k nékteré bez pokladu. Je jedno, ke které, nebot zbylé jeskyné
musi byt navzdjem propojené (a lze nahlédnout, Ze pies jeskyné s pokladem to nelze).
Tedy vybereme si tu, ke které vede nejkratsi chodba.

Zbyly kus musi byt navzajem propojeny a mit minimalni mozny soucet hran. Toto
presné pocita algoritmus minimalni kostry a jeho zdivodnéni spravnosti lze nalézt
ve zminéné kuchaice.

Zbyva jesté casova a pamétova slozitost. Paméfova je jednoduchd, pamatujeme si
kazdy vrchol (jeskyni) a hranu (chodbu), tedy O(N + M). V casové bude jednak
figurovat tvorba miniméalni kostry, ktery je O(N+M log M). Pfi pfipojovéni pokladi
projdeme kazdy vrchol a kazdou hranu nejvyse jednou, takze zde mame slozitost
O(N + M). Celkova tedy bude O(N + M log M).

146



A jedna implementa¢ni poznamka na zavér. Obé faze jsou na sobé zcela nezavislé.
Proto je mozné tyto dvé faze prolnout a udélat je obé na jeden prichod sefazenymi
hranami, jen si u hran dame pozor, aby maximalné jeden z konct byl s pokladem
a nebyl jiz pfipojen jinam.

Michal ,Vorner“ Vaner

Rozdél a panuj
19-2-5: Hluboky les

Je zajisté trivialni nalézt nejhlubsi les zkouméanim vzdalenosti vSech dvojic stromii,
ale tak ulohu s tak lehkym fesenim bychom sem nedali, protoze je to cca desetirad-
kovy program s osklivou kvadratickou slozitosti. Zkratka to, cemu se fikava dfevo-
rubecké feSeni. Pojdme se radé&ji zakoukat do hladiny kfistdlové studanky, jestli ndm
neporadi, jak na to jit 1épe (tfeba od lesa):

Stromy si predstavme jako body v roviné, z-ova soufadnice bude odpovidat sméru
zleva doprava, y-ovéa shora dolti. Vzdélenost stromt S; = (z1,y1) a S = (x2,y2)
bude ¢init:

d(S1,52) = /(w1 — 72)% + (11 — ).

Kdo jste tento vzorecek jesté nepotkali, vzpomente si na pana Pythagora a jeho
vétu — chceme zméfit preponu pravouhlého trojuhelnika S17'Ss s pravym thlem
u vrcholu T = (z2, y1). Misto vzdéalenosti budeme ale radéji porovnéavat jejich druhé
mocniny, coz jsou pro celo¢iselné soufadnice bodt také celd c¢isla. Tak si usetfime
starosti se zaokrouhlovacimi chybami a program bude nadéle fungovat, jelikoz = < y
plati pravé tehdy, kdyz z? < y?2, tedy aspon pro nezidporni &isla, coz vyraz pod
odmocninou bezpochyby je.

Jesté si vSimnéme jednoho zajimavého faktu: pokud chceme do ¢étverce velikosti
d x d umistovat body tak, aby vzdélenost kazdych dvou byla alesponi d, vejdou se
tam maximalné éty¥i (tfeba do vrchold ¢tverce). Dokdzat to mizeme napfiklad tak,
7e Gtverec rozfezeme na ¢tyfi mensi Gtverce velikosti d/2 x d/2, které budou mit
spole¢né hrany, a nahlédneme, ze do kazdého z nich mtzeme umistit nejvyse jeden
bod. Nejvzdalenéjsi body v malém ¢tverci jsou totiz jeho protilehlé vrcholy a ty maji
vzdélenost dv/2 /2 < d.

Jak onehdy naznacili jisti programéatorsti kuchaii, hodit by se mohla metoda Rozdél
a panuj. Ta by se pro hledani nejblizsi dvojice bodti dala pouzit zhruba nasledovné:

® Rozdél vSechny body vodorovnou piimkou do dvou stejné velkych mnozin X3
a XQ.

® Rekurzivnim zavoldnim algoritmu najdi minimalni vzdalenost d; dvojic bodu
A\ X1 a dg A\ Xz.

® Dopln dvojice sahajici pfes hrani¢ni pfimku: zajimaji nas jen takové dvojice,
které mohou zménit vysledek, ¢ili jejichz vzdalenost je mensi nez d = min(dy, dz).
Proto sta¢i uvazit body vzdalené od hrani¢ni pfimky méné nez d (ostatni body
maji moc daleko k hrani¢ni pfimce, natoz k bodtim v druhé mnozing). Projdeme
vSechny dvojice takovych bodl a oznac¢ime d3z minimum z jejich vzdalenosti.
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e Vraf jako vysledek min(d;,ds, d3).

Pokud by prvni a tfeti krok algoritmu bézely v linedrnim case, choval by se cely
algoritmus podobné jako QuickSort s rovnomérnym délenim, ktery jsme ukazovali
v kuchafce, a tedy by jeho Gasova slozitost byla O(Nlog N) a pamétova O(N).
Struéné: Na vstup délky N spotfebujeme ¢as O(N) plus ho rozlozime na dva vstupy
délky N/2. Pro ty potfebujeme dohromady také ¢as O(N) plus je rozdélime na ¢tyti
vstupy délky N/4, a tak déle, aZ se po logy N krocich dostaneme ke vstuptim délky 1
a celkem tedy spotiebujeme ¢as O(N log N). To je velmi lakavé predstava, jen zatim
ponékud efemérni, jelikoz neni vibec jasné, jak prvni a tfeti krok provést.

Rozdélovdng bodii: Nabizi se vybrat soutadnici rozdélovaci pfimky ndhodné (podobné
jako u QuickSortu bychom se tak dostali na primérné rovnomérné rozdéleni) nebo si
vzpomenout na linearni algoritmus pro vypocet medianu uvedeny v kuchafce. Oba
pristupy ale maji spoleény hacek: pokud vétSina stromil lezi na jedné vodorovné
pfimce, vybereme nejspis tuto piimku a body rozdélime nerovnomérné. Tomu by se
dalo odpomoci délenim na t¥i ¢asti — body lezici na délici pfimce bychom zpracovali
aplné zvl4st, beztak padnou do pasu, ve kterém dvojice kontrolujeme explicitné.

Mnohem jednodussi je na zacatku algoritmu setiidit vSechny body podle svislé sou-
fadnice a rozdélit je prosté na prvnich [N/2] a zbylych [N/2]. Rizné body na délici
pfimce sice mohou padnout do riznych polovin, ale to neni nikterak na skodu, stejné
je nasledné vSechny probereme. TFidéni ndm ¢asovou slozitost nepokazi a rozdélovani
pak dokonce zvladneme v konstantnim case.

Porovndvdni hraniénich dvojic: Dvojic miZe byt az kvadraticky mnoho (pfedstavte
si vSechny body lezici na dvou vodorovnych piimkéch), takZe je musime probirat
Sikovné. Kdybychom je méli setfidéné zleva doprava, stacilo by pro kazdy bod B
prozkoumat jen nékolik bodt od néj doprava — jakmile z-ova vzdalenost prekro-
¢i d, nema smysl dal hledat. Zajimaji nas tedy body z X lezici ve ¢tverecku d x d
bezprosttedné nad piimkou a body z X» ve stejné velkém c¢tverecku pod pfimkou.
A my uz vime, ze v kazdém z téchto dvou ¢tvereckit mohou lezet nejvyse 4 zajimavé
body (kazdé dva body lezici v téZze mnoziné jsou pieci vzdélené aspoii d a pouzijeme
pozorovani o umistovani do ¢tvereckit). To je celkem 8 bodi, navic jednim z nich
je nas bod B, ¢ili pro kazdy bod B zbyva prozkoumat jen 7 néaslednikt. To snadno
stihneme v linedrnim case.

Predpokladali jsme ale, ze prvky mame setfidéné. To skutecné mame, jenze podle
druhé souradnice, nez potfebujeme. Jak z toho ven? Jisté mizeme body na pocatku
setfidit podle kazdé soufadnice zvlast a pfi rozdélovani udrzovat obé poloviny také
setfidéné obéma zplisoby, ale opét bychom se dostali do potizi s mnoha body na jedné
primce. Proto se uchylime k drobnému tskoku: zabudujeme do nasi funkce tfidéni
slévanim: funkce na vstupu dostane body setfidéné podle y a vrati je setfidéné
podle x. To pijde snadno, jelikoz z rekurzivnich volani dostane kazdou polovinu
spravné setfidénou, a tak je jen v linedrnim case slije.

Par poznamek na zavér:

® Sedmicka je trochu premrstény odhad: zajimaji nas pouze ty dvojice, jejichz vzda-
lenost je ostre mensi nez d, takze Ctverce, ve kterych body mohou lezet, jsou
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o malicko mensi nez d x d a do takovych se uz vejdou jen t¥i body (zkuste si
dokézat). Spravna konstanta je tedy 5.

e Také bychom mohli zkoumat na $vu body z X; a hledat k nim do paru body
z Xo. Pro kazdy bod z X; lezi kandidati z Xs v obdélniku 2d x d a do néj se
vejde nejvyse 6 bodu, coz Marek Necada pékné dokazal rozfezanim na 6 kouskt
velikosti 2d/3 x d/2 s thlopfickou délky 5d/6.

e Algoritmus, ktery jsme pouZili pro zkouméni dvojic lezicich na $vu, by bylo mozné
pouzit i na celou tlohu: body setfidime podle jedné ze soutradnic a pro kazdy bod
zkousime do dvojice jen ty, které jsou v této souradnici vzdalené maximalné tolik,
kolik ¢ini zatim nejmensi nalezena vzdalenost. To mtze byt v nejhorsim pripadé
také kvadratické, ale v praméru se dostaneme na O(N -/N). Idea ditkazu (podle
Zbytika Konefného): lezi-li viechny body v obdélniku a x b a minimélni vzdalenost
¢ini d, nesmi se kruhy o poloméru d/2 se stfedy v zadanych bodech protnout, takze
soucet jejich obsahtt N7d?/4 smi byt maximalné (a + 2d)(b + 2d) (kruhy mohou
na krajich z obdélnikt pfec¢uhovat az o d). Dostaneme kvadratickou nerovnici
pro d a z ni po péar tpravach d = O(min(a,b)/vN).

Martin Mares
19-5-5: Poéet inverzi

Jak uz to tak v zivoté byva, zptsobu Feseni této ulohy je vice. Zde si popiseme jeden
velice jednoduchy a naznaéime nékteré dalsi mozné. Posadte se, prosim, na sva mista,
pripoutejte se a béhem startu nekuite.

N4&s postup je zalozen na znamém tfidicim algoritmu MergeSort, neboli tFidéni po-
moci slévani. Tento algoritmus pracuje na principu Rozdél a panuj. Tfidénou po-
sloupnost rozdéli na dvé poloviny (tedy podilohy mensiho rozsahu), které setfidi
rekurzivnim pouZitim stejného algoritmu. Setfidéné poloviny nasledné slije do jedné
posloupnosti.

Pro lepsi pochopeni naseho algoritmu si jesté radéji zopakujeme priibéh slévani.
Reknéme, ze mame dvé vzestupné setiidéné posloupnosti (ulozené jako pole) A a B
a chceme je slit do jedné opét vzestupné setfidéné posloupnosti C. Vytvorfime si
indexy a, b a ¢, které inicializujeme tak, aby ukazovaly na prvni prvky jednotli-
vych posloupnosti (tj. a ukazuje na prvni prvek A atd.). Dokud se index a, nebo b
nedostane mimo rozsah jeho posloupnosti, budeme provadét nasledujici krok: Porov-
name prvky Ala] a B[b], mensi z nich zkopirujeme do Clc] a posuneme index v poli
s mensim prvkem na dalsi prvek v posloupnosti. Rovnéz posuneme ¢ na dalsi volné
misto ve vysledné posloupnosti. KdyZ néktery z indext (a, nebo b) dojede za konec
své posloupnosti, algoritmus konci, avsak jesté je tfeba dokopirovat zbyvajici prv-
ky z druhé posloupnosti (z té, ktera jesté nebyla zpracovana celd). Napf. pokud a
dojede za konec A, musi se jesté zpracovat zbytek posloupnosti B.

Nyni zbyva rozmyslet, jak ndm tento algoritmus pomize pii pocitani inverzi. Celkovy
pocet inverzi v posloupnosti lze spocitat jako soucet poc¢tu inverzi v obou polovinach
(tj. v obou mensich podproblémech) plus pocet inverzi, které objevime pti slévani
téchto polovin. Z principu fungovani algoritmu je jasné, Ze nam staci pocitat pouze
inverze objevené slévanim (o ostatni se postard rekurze).
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Mame tedy algoritmus na slévani dvou posloupnosti popsany vyse. Jako A si ozna-
¢ime prvni polovinu t¥idéné posloupnosti a jako B polovinu druhou. Pokud by bylo
uspofadani spravné (tj. neobsahovalo by Zadné inverze), budou v8echny prvky z A
mensi nez prvky B. V kazdém kroku algoritmu nastava pravé jedna z moznosti:

e Ala] < B[b] — prvek v prvni posloupnosti je mensi nebo roven prvku ve druhé
posloupnosti, takze je vse v porfadku a zadnou inverzi jsme neobjevili.

e Ala] > BIb] — prvek v prvni posloupnosti je vétsi nez prvek ve druhé posloupnosti.
To znamend, %e B[b] bude ve vysledku zatfazen pied vSechny zbyvajici prvky v A,
coz je rozhodné porucha v usporadani. Kazdy zbyvajici prvek v A je tim padem
v inverzi s prvkem BIb], takZze ndm staci pficist k celkovému poctu inverzi pocet
zbyvajicich prvka v A.

Casové slozitost tohoto algoritmu je stejna jako ¢asové slozitost MergeSortu, tzn.
O(N log N). Pamétova slozitost je pfi vhodné implementaci pouze O(N), nebot ndm
stacl jedno pole na nactené prvky a jedno pomocné pole na slévani.

Zévérem bych jesté zminil dalsi mozné zptsoby feSeni. Prvnim zpiisobem je pouzit
jiné tridici algoritmy misto MergeSortu. Problém je v tom, Ze ne kazdy algoritmus
nam bude vyhovovat. Napr. QuickSort pouzit nemtizeme, nebot prehazuje prvky
mezi obéma polovinami t¥idénych dat, a tak nam muze béhem tridéni vytvaret
inverze, které v ptivodni posloupnosti nebyly. Druhou moznosti je pouzit vhodné
upravené binarni vyhledavaci stromy, avSak detailnéjsi popis by si vyzadal pomérné
velké mnozstvi dalsiho textu, a tak si jej dovolim vynechat.

Martin ,Bobrik” Krulis

Dynamické programovani
22-1-3: Sazba

Rozlozeni slov do bloku je velice pravidelné, diky tomu umime v konstantnim case
spocitat krasu jednoho fadku, méame-li nactené délky slov. Pak uz si stacilo jen
rozmyslet, jak poéitat minimalni krasu (logicky sprévné spiSe minimalni ogklivost)
pro K + 1 slov, pokud uz zndme vSechna minima pro K slov a méné.

Postupné budeme zkouset, kolik se nam s aktualnim slovem vejde pfedchazejicich
slov na ten samy radek. Pro kazdy takovy pocet slov P spocitime krasu radku
a tu se¢teme s minimalni krasou pro K — P + 1 slov, kterou jiz zname. Najdeme-li
minimum ze vSech téchto souc¢ti, ziskdme minimalni krasu pro K + 1 slov.

vvvvv A

Typi¢téjsi tlohu na dynamické programovani aby ¢lovék pohledal! Casové slozitost
pro N slov bude O(N?) (pro K slov po¢itdme K minim, a Z%zl K = (N-(N+1))/2)
a paméfova O(N).

Martin Bohm a Martin ,,Bobrik“ Krulis
23-2-1: Balicky bali¢ku

Nase tiloha se docela podoba problému batohu, takze by nads mohlo napadnout pouzit
modifikovanou verzi algoritmu, kterym se resi.
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Postupné prochézime cela ¢isla od nuly vzhiiru a pokud jsme pravé na hodnoté, kam
se umime dostat, tak projdeme vSechny nabidky a pro kazdou z nich si poznacime,
7e se umime dostat na hodnotu, kterad je souctem této nabidky a hodnoty, na které
pravé jsme. Na zacatku vime jenom to, ze se umime dostat do ¢isla nula. Takhle
postupujeme, dokud se nedostaneme do ¢isla, které je vétsi nebo rovno H, a mame
feseni.

Tenhle postup sice funguje, ale dosti pomalu. K rychlejsimu algoritmu dojdeme, kdyz
si uvédomime, co to znamend, ze kazdou nabidku mtzeme pouzit, kolikrat chceme
— to, ze kdykoliv umime poslat x kg, tak umime poslat i = + kN kg pro jakékoliv
nezdporné celé ¢islo k (N kg je totiz hmotnost nejmensi nabidky).

Diky tomu si mizeme pole hmotnosti preusporadat do tabulky o N sloupcich. Policko
na i-tém fadku j-tého sloupce pak predstavuje (i - N + j) kg.

K vypliovani této tabulky bychom mohli pouzit stejny postup jako pied chvili,
ale my si ho upravime tak, Ze kdyz jsme na néjakém policku a umime se dostat
do né&jakého policka nad nim (éislo sloupce je stejné, ¢&islo fadku mensi), tak si
poznacime, Ze se umime dostat i do aktuéalniho policka, ale uz nemusime zjistovat,
kam se odsud mtzeme dostat s pouzitim riznych nabidek.

To proto, Ze pokud se na néjaké policko umime dostat z aktualniho pouzitim nabidky
x kg, tak se tam umime dostat i ze zminéného poli¢ka nad nim. A to nejdiive pouzitim
nabidky x kg a nasledné nékolikanasobnym pouzitim nabidky N kg.

Tuto tabulku si ale nemusime pamatovat celou. Staci si pro kazdy sloupec pamatovat,
ktery je prvni fadek v tomto sloupci, na ktery se umime dostat.

Tento seznam sloupct pak prochazime dokola podobné, jako jsme pfedtim procha-
zeli celou tabulku — jeden priichod seznamem odpovida prichodu jednim fadkem
v tabulce.

Navic ani nemusime prochéazet seznamem sloupci tolikrat, kolik fadki bychom prosli
v tabulce. Jakmile se jednou umime dostat do sloupce, ktery obsahuje cilové policko,
tak vime, Ze se umime dostat az tam.

Pro urceni vysledné kombinace balicki si musime pro kazdy sloupec zapamatovat,
s pouzitim jakého balicku jsme se tam dostali.

Samotnou vyslednou kombinaci ur¢ime tak, ze nejdiive zapocitdme nabidku N kg
tolikrat, kolik fadkt by €inil rozdil v tabulce mezi cilovym polickem a polickem, kam
se umime dostat. Nasledné prochézime sloupce podle toho, pomoci kterého balicku
jsme se do néj dostali, dokud se nedostaneme do nultého sloupce. VSechny balicky,
které jsme na této cesté pouzili, zapocitame také a mame kjzeny vysledek.

Jakou mé tento algoritmus slozitost? Pamétova je O(IN) — nejvice zabird seznam
sloupcti a téch je N.

pro kazdy sloupec, coz nam dava O(N?). Protoze se ale miize stit, ze budeme proché-
zet seznamem opakované, dokud se neumime dostat do vSech sloupci, potfebujeme
zjistit, kolikrat nejvyse to udélame.
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Staci se podivat na jedinou nabidku: 2- (N — 1). Pokud budeme pouzivat jenom tuto
nabidku, tak se v pripadé lichého N po N krocich dostaneme do kazdého sloupce.
Dosli jsme tedy az do ¢&isla N -2 - (N — 1), a pocet prichodi seznamem je tedy
2-(N —-1)=0O(N).

V ptipadé sudého N se do lichych sloupcti neda dostat zadnym zptisobem a pouzitim
stejné nabidky jako v pfedchozim pfipadé se po N/2 krocich dostaneme do vsech
dostupnych sloupcti. Progli jsme tedy seznamem opét O(N)-krat.

V obou piipadech tedy musime projit v nejhorsim piipadé O(N?) policek. Zpétny
prichod pro zjisténi vysledku projde kazdym sloupcem nejvysSe jednou a slozitost
nam tedy nezhorsi. Celkova ¢asovd slozitost tedy je O(N2 + N%2 + N) = O(N?).

Petr Onderka
Vyhledavaci stromy

16-4-5: Obchodnici s deStém

Prvni véci, které si vSimneme, je to, Ze ¢as potfebny na jednu odpovéd (vypsani
aktudlniho rozdilu po pfecteni jednoho ¢isla) by nemél byt zavisly na N, ale jenom
na K.

Nejjednodussi feseni je po nacteni dalsi hodnoty spocitat vSechny vzdalenosti dvojic
poslednich K vrcholti a z nich si vybrat tu nejmensi. To uréité zvladneme v O(N-K?).

Vylepsit to muzeme napiiklad tak, Ze si vSimneme, ze pokud bychom méli posled-
nich K hodnot seti{dénych, nemusime zkoumat O(K?) vzdélenosti, sta¢i ndm spo-
¢itat vzdélenosti mezi dvéma sousednimi prvky (sousedi v setFidéném poli). Téch
uz je jenom K — 1, nicméné tiidéni nés stoji zase O(K log K). Celkem vylepSeni na
O(NKlog K).

Dalsi pozorovani je, Ze po nacteni jednoho ¢isla se pole poslednich K ¢isel moc nezmé-
ni — ur¢ité neméa cenu ho t¥idit vzdy znova. Pokud méame setfidéné pole poslednich
K d&isel a nacitdme dalsi, staci to nejstarsi z pole vyhodit (O(K)) a nové pridat
(O(K)) tak, aby pole zistalo uspofddané. Pak sta¢i v jednom prichodu nad polem
spoéitat vzdalenosti sousednich prvki a vypsat nejmensi. Tim jsme na O(NK).

VylepSovat ale jde dale. Uk4Zeme si dvé mozné Feseni se slozitosti O(N log K). Prvni
z nich je zaloZeno na tomto pozorovani: pokud uvazujeme o postupu s linearnim ca-
sem, tak pocet dvojic, jejichz vzdéalenost pocitame, se pfi nacteni jednoho ¢isla méni
velmi méalo. Mlzeme tedy mit vSechny vzdalenosti sousednich prvki (sousednich
v set¥idéném poli) v haldé.

Pii nacteni nového éisla ho zatifidime do néjaké struktury (pouZijeme napi. AVL
stromy), kterd ndm fekne jeho sousedy (vétsiho a mensiho) v set¥idéném poli. Pokud
uz je mame, z haldy odebereme vzdalenost téchto dvou sousedii a naopak do ni
vlozime vzdalenost aktualniho prvku od mensiho a vzdalenost aktudlniho prvku
od vétsiho souseda. P¥i mazani ¢isla udélame podobnou tpravu — zase si najdeme
sousedy mazaného prvku, z haldy odebereme dvé hodnoty a ddme tam misto nich
jednu (vzdalenost sousedd mazaného prvku).
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Pokud pouzijeme ke zjisfovani sousedi néjaky druh vyvazenych stromu (tfeba AVL
i) ), mizeme hledani sousedd, vkladani a mazéni provddét v ¢ase O(log K). Stejnou
sloZitost maji i operace s haldou — a protoze vseho tohoto déldme konstantni pocet,
méme FeSeni se slozitosti O(N log K).

To bylo jedno feSeni, slibili jsme jesté druhé: opét pouzijeme néjaky vyvazeny binarni
strom. Kazdy jeho vrchol bude odpovidat jednomu z poslednich K ¢isel, nicméné
ve vrcholu si kromé hodnoty budeme pamatovat jesté tyto udaje:

® min — minimum hodnot v tomto podstromé.
® mazr — maximum hodnot v tomto podstromsé.

® delta — nejmensi vzdalenost hodnot v tomto podstromé.

Pokud mame vrchol a zndme tyto hodnoty u obou jeho synti, miizeme si spocitat
i jeho hodnoty v konstantnim case:

® min — vezmeme minimum od levého syna.
® max — vezmeme maximum od pravého syna.

® delta — vezmeme minimum z delt levého a pravého syna, dale ze vzdalenosti hod-
noty aktualniho vrcholu od maxima levého syna a jesté rozdil hodnoty aktualniho
vrcholu a minima pravého syna.

Mizeme tedy nactené hodnoty vlozit do stromu, pfepocitat popsané hodnoty a vy-
psat deltu kofene. Pfepocitani hodnot miizeme provadét tak, Ze po vlozeni/smazani
prvku budeme stromem prochézet od vlozeného/smazaného prvku smérem ke kofeni
a po cesté upravovat popsané hodnoty. Pokud bude strom opravdu vyvazeny, bude
mit logaritmickou hloubku a tedy popsané operace budou mit sloZitost O(log K)
a celé feseni tedy O(N log K).

Ve vzorovém FeSeni jsme schvalné nepouzili AVL stromy, ty uz znéate. Pouzili jsme
tzv. BB-a stromy, které maji logaritmickou slozitost pouze amortizované. To nam
ale viibec nevadi, protoze nas zajima slozitost N operaci a ne jedné.

BB-a strom je normalni binarni vyhledavaci strom takovy, ze v kazdém vrcholu
@ plati podminka, Ze pocet vrchol v levém a pravém podstromé se lisi nanejvic
a-krat. Takovy strom ma vzdy logaritmickou hloubku, protoze podstrom néjaké-
ho stromu mé nanejvys a/(« + 1) vrcholt — pocet vrcholi v podstromu tak klesa
geometrickou fadou a maximalni mozna vyska stromu je tak log,1)/o V.

A jak takovou podminku dodrzet? U kazdého vrcholu si budeme udrzovat pocet
vrcholt v levém a pravém podstromu. Pokud kdykoliv zjistime, Ze se lisi vice nez
a-krat, cely podstrom odpojime, vytvofime z néj vyvazeny strom a vratime zpatky.
Takové ,vybalancovani“ urcité trva linedrné vzhledem k poctu vrchold ve vybalan-
covavaném stromecku.

Predpokladejme nyni, ze a = 2. Kolik stoji jedno vkladani ¢i mazani? Na to, aby
se néjaké vybalancovani spustilo, se musi lisit hodnoty v levém a pravém podstro-
mu dvakrat, ¢ili od minulého rebalancovani muselo dojit k fadové tolika vkladanim
a mazanim, kolik je vrcholl ve zkoumaném stromeéku. Cili stacilo, aby kazdé vkla-
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déni a mazani pfispélo aktudlnimu vrcholu konstantnim ¢asem (jednim penizkem),
ze kterého se pak vybalancovani ,uplati®.

Kazdé vkladani a mazani musi pfispét na rebalancovani vSem vrcholim, pres které
projde. Téch je ale nanejvic tolik, jaké je vyska stromu — a ta je logaritmicka. Cili
amortizovand slozitost vkladani nebo mazani prvku je O(log K) (amortizovana zna-
mena, ze i kdyz nevime, jak dlouho bude jedna operace doopravdy trvat, N operaci
bude trvat nejvys O(N - K)).

Milan Straka
20-5-5: Roztrzity matematik

Mili fesitelé a fesitelky, pripravil jsem si tu pro vas nastin feSeni, abyste si udélali
alespon hrubou pfedstavu o tom, jak to u nas chodi a na co si davat pozor. Na tivod
bych rad zdiraznil, Ze s papiry se to nema tak jednoduse, jak by se mohlo na prvni
pohled zdat. Jakmile na papir cokoli napisSete, zacne zit vlastnim Zivotem a sam
od sebe se presunuje. Ma tendenci se schovavat pod jiné papiry, kdyz ho pravé
potfebujete, a naopak lezet na vrchu a prekazet, pokud zrovna hledate néco jiného.

Ale to jsem trochu odbodil ... ach ano — to feSeni. Nékde jsem ho tu mél pfipravené.
Kam se asi mohlo schovat? V zdsadé ted muze byt kdekoli. V&fili byste, Ze jsem
jednou nasel sviyj ¢lanek dokonce aZ pod automatem na kavu? Opravdu netusim, jak
se tam dostal, protoze automat je na chodbé pomérné daleko od mého kabinetu ...

Ale abych se vratil — problém, se kterym se kazdy den potykam, se nazyva move-to-
front transformace. Mj kolega z informatiky tvrdi, Ze se pouziva také pii kompresi,
ale to mi pfiliS nepomtiize. Jadro problému spocivd v rychlém nalezeni a odebrani
i-tého papiru v poradi a jeho vloZeni na zacatek tak, aby se spravné posunuly ostatni
papiry.

Pdjdeme-li na to pfimo, nenarazime na zadné potize. VSechny papiry si ulozime
do pole tak, Ze i-ty papir se nachazi na indexu i. Nalezeni papiru mame zadarmo
v konstantnim ¢ase. Papir odebereme a vSechny papiry, které jsou pfed nim, posune-
me o jednu pozici. Tim se ndm vznikla dira zaplni a naopak vytvorime diru na prvni
pozici. Nyni na zacatek vlozime odebrany papir a mame hotovo.

Tohle FeSeni ma linearni ¢asovou slozitost na kazdou operaci (tzn. celkem O(N - k),
kde N je poCet papirt a k pocet operaci), takze se hodi k pferovnavani nékolika pa-
pirkid na stole mého poradkumilovného kolegy, ale prohledani celého mého kabinetu
by zabralo vécnost ...

Dlouho jsem si s tim ldmal hlavu, az mi kolega informatik poradil lepsi feseni. Jak
jsem se dozvédél, klicem jsou stromy — tim nemyslim to, co mi roste pod okny,
ale bindrn{ stromy. Je vhodné pouzit néjakou variantu vyvazenych stromi (AVL,
Gerveno-Cerné, ... ), protoze jinak vase FeSeni rychle zdegeneruje na linedrni spojovy
seznam. Sam se ve stromech prilis nevyznam, takze pokud vas zajimaji detaily,
nahlédnéte do kucharky.

V kazdém vrcholu u bude ulozen pocet prvki (oznacme jej c(u)) v podstromé, ktery
ma u jako kofen, a také Cislo papiru, ktery je v tomto vrcholu ulozen.
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Takovy strom postavime jednoduse. Na zacatku vime, Ze papiry jsou serazeny od 1
do N. Kofen naseho stromu bude reprezentovat prostfedni papir z daného interva-
lu. Levy a pravy podstrom pak vygenerujeme rekurzivné. Pocet prvku v kazdém
podstromé spocitame také snadno: staci v kazdém vrcholu seéist:

c(levého podstromu) + ¢(pravého podstromu) + 1.

Nyni se podivejme, jak rychle nalézt, co hleddme. Reknéme, 7e jsme ve vrcholu u
a patrame po i-tém papiru (oproti zadéni je budeme ¢islovat od nuly, to vyjde
elegantnégji). Podivame se na pocet prvk v levém podstromé ¢ = c(levy syn u).
Pokud je ¢ < ¢, vime, Ze se hledany prvek nachazi v levém podstromu, je-li ¢ = /¢,
hledanym prvkem je u sdm, a konefné v poslednim piipadé (i > ¢) se hledany
papir nachéazi v pravém stromu. Samoziejmé si musime dat pozor, kdyz prechazime
do pravého podstromu. Tam uZ nehledadme i-ty papir, ale papir s indexem i — £ — 1.

Odebrani samotného papiru pak probiha podle pravidel mazani z binarniho vyhleda-
vaciho stromu (viz kuchaika). Stejné tak musime po mazani provést vyvazeni stromu,
které zavisi na tom, jaky typ stromu jsme pouzili (opét viz kuchaika). Po mazani
je nezbytné jesté opravit véechny hodnoty c(u) ve vrcholech, které lezely po cesté
k hledanému papiru.

Odebrany papir vlozime do stromu na nejlevéjsi pozici (tedy na prvni misto). Opét
dodrzime pravidla pro vkladani do stromu, opravime vSechny hodnoty c(u) po cesté
a provedeme vyvazeni.

Nakonec potifebujeme jesté vypsat konecnou permutaci dokumenti. Staci pouze pro-
jit a vypsat nas strom v potadi in-order (tzn. kdyz dojde algoritmus vypisu do néja-
kého vrcholu, nejprve se pusti rekurzivné na levy podstrom, potom vypiSe hodnotu
vrcholu a pak vypiSe pravy podstrom).

Casova slozitost uvedeného algoritmu je O(log V) na jednu operaci, protoze hledani,
mazani i vkladdani trva u vyvazeného binarniho stromu logaritmicky dlouho. Pamé-
tova slozitost se ndm pritom nezhorsila. Sice spotfebujeme nékolikrat vic paméti, ale
asymptoticky zlstdvame stile na pfijemné slozitosti O(N).

Jeden student mi jesté tvrdil, Ze zné TeSeni v ¢ase O(kVN), ale viibec si nejsem
jisty, jak by takové feSeni mélo fungovat, takZe si muzete zkusit takové feSeni napsat
za domaci cviceni.

Nas cas na konzultaci bohuzel vyprsel a ja se s vami musim rozloucit. Nékde jsem
tu mél papir se seznamem dalsich schiizek — ale kam jsem si ho sakra zalozil ...?7

Martin ,Bobrik“ Krulis
Hesovani
17-2-1: Prasatko programatorem
Nejprve si povsimnéme, ze se po nas chce pouze spocitat pocet vyrazi v programu,
jejichz hodnota je rtiznd — vyrazy se stejnou hodnotou bychom nevyhodnocovali

dvakrat, ale poprvé ulozili do pomocné proménné a podruhé pouzili tuto ulozenou
hodnotu. Upfesnéme si jesté, co to znamend ,mit stejnou hodnotu“. Predstavme si,
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ze bychom za proménné ve vyrazech postupné dosazovali jejich definice tak dlouho,
dokud by alespon jedna proménnda neméla svou pocatecni hodnotu. Pak dva vyrazy
FE; a Fs jsou si rovny, pokud

e 1 = E5 = v, kde v je néjakd proménna, nebo

e By =FE{op EY, E5 = E, op EY, kde op je bud + nebo * a bud
e F1 jerovno F) a E{ je rovno EY, nebo
e E} jerovno EY a E{ je rovno Ej.

Samozfejmé ovéfovat rovnost piimo podle této definice je nevhodné (uz proto, Ze
takto rozexpandované vyrazy mohou mit i exponencilni velikost). Misto toho kaz-
dému vyrazu prifadime ¢islo, které bude reprezentovat jeho hodnotu — tj. dva vyrazy
dostanou stejné ¢islo pravé tehdy, pokud jsou si rovny, jinak dostanou rtizna d¢isla.

Prvni heSovaci tabulka A bude jménu proménné piifazovat ¢islo hodnoty, ktera je
aktualné v této proménné ulozena. Ve druhé hesovaci tabulce B si pak budeme
pamatovat ¢isla hodnot vyrazt, které se v programu vyskytuji — klicem této tabul-
ky budou trojice (operator, ¢islo hodnoty levého operandu, éislo hodnoty pravého
operandu), a jim bude pfifazeno ¢islo hodnoty tohoto vyrazu. Na konci staci vypsat
pocet raznych ¢isel hodnot v tabulce B, protoze to bude pravé pocet riznych hodnot
vyrazl v programu.

Cisla hodnot vyraz uréujeme takto:

e Kdyz zpracovavame néjakou proménnou poprvé, prifadime ji nové ¢islo hodnoty.

e Kdyz zpracovavame prirazeni var, = vars, pak proménné var, pritadime stejné
¢islo hodnoty, jaké ma proménna vars.

e Kdyz zpracovavame prifazeni var; = vars op vars, pak si nejprve zjistime cisla
hodnot v proménnych vary a vars — necht to jsou ny a n3. Pak se podivame do
heSovaci tabulky B, zda v ni je ulozen vyraz (op, na, ng). Je-li tomu tak, pak jeho
¢islo hodnoty pfifadime proménné wvar;. Jinak tento vyraz pfidame do tabulky
B s novym ¢islem hodnoty, a toto ¢islo pfifadime proménné var.

Zbyvéa si rozmyslet, jak osetfit komutativitu operaci. To je ale snadné — pfed praci
s tabulkou B staci ¢isla hodnot v trojici sefadit tak, aby druhé z nich bylo mensi
nebo rovno tretimu.

Casové slozitost na operaci s tabulkou A je v priimérném ptipadé O(k), kde k je
délka nazvu proménné. Protoze pro kazdy vyskyt proménné v programu provedeme
pravé jednu operaci s touto tabulkou, dohromady bude casova slozitost pro praci
s ni O(n), kde n je délka vstupu. Casova slozitost pro praci s tabulkou B je O(1) na
operaci, a pocet operaci s ni je roven poctu prifazeni ve vstupu, tj. celkova Casova
slozitost je O(n) — toto je slozitost v pramérném piipads, v nejhorsim piipadé, kdy
by dochézelo ke vSem moznym kolizim, by ¢asova sloZitost byla O(n?). Paméfova
slozitost je ziejmé O(n).

Poznamka na zavér — zde popsand metoda identifikace redundantnich vypoctiu se
s mirnymi vylepsenimi skutecné pouziva v kompilatorech. Anglicky nézev je Value
Numbering.
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Zdenék Dvordk
19-4-3: Naskakovani na vlak

Hned na zacatek si neodpustim jednu poznamku: ve vSech algoritmech budeme zkou-
mat pouze slozitost, se kterou algoritmus feSeni nalezne. Casovou slozitost na jeho
vypséani v odhadech pocitat nebudeme. Vyniknou tak lépe rozdily mezi jednotlivymi
algoritmy. Pokud by to nékomu pfipadalo nefér, tak si mize ke vSem slozitostem
priéist O(v - k), kde v je pocet navzdjem riiznych podietézct délky k.

Nyni jiz k samotné tloze. Mnoho fFeSitelid vyuzilo ndpovédu v zadani tlohy, a tak
drtiva vétSina FeSeni vyuZivala heSovani. Ale uZ jenom drobna hrstka objevila, Ze
aplné pfimocaré pouziti kuchaiky k rychlému feseni nepovede.

Zakladni algoritmus, ktery se na prvni pohled nabizel, byl ten, ze jsme postupné brali
jednotlivé podietézce délky k, ty jsme zaheSovali, a pak jsme si v néjaké tabulce (po
oSetfeni kolizi) ukladali pocet vyskytt jednotlivych podfetézcii. Takové FeSeni mé
v primérném piipadé ¢asovou slozitost O(n - k)

Predchozi metoda méla tu nevyhodu, Ze jsme pro kazdy podretézec museli spocitat
znovu celou heSovaci funkci a to zabere ¢as O(k). Co kdybychom ale nasli tako-
vou funkci, ktera by dokézala vyuzit toho, Ze jeji hodnotu zname jiz pro predchozi
podietézec? Zde je:

k-1
h(i) = Alj]- PFIL
j=0
Zapis A;[j] je totéz co A[i+ j], tedy j-ty znak od i-tého znaku v fetézci a P je néjaké
¢islo, které je radové tak velké, jako velikost abecedy.
Pokud chceme prejit na nasledujici podietézec provedeme tyto operace: celou sumu

vynasobime P, Skrtneme prvni pismeno z predchoziho slova a pri¢teme posledni
pismeno z nésledujiciho. Matematicky zapséno:

k—1
P> (Aglf]- PPN — A4[0] - PR+ Ailk] =
(Alj] - PF77) — A[0] - P* + Aylk] =
k = _ k—1 .
ZAi[j] P = ZAi-i-l[j] PRI = (i 4 1).
j=1 =0

Takze jsme pouZili konstantné mnoha krokd (nezévisle na k) a ziskali jsme hodnotu
hesovaci funkce pro fetézec, ktery zacina na pozici ¢ + 1, a to je presné to, co jsme
chteéli.

Zbyva doresit nékolik technickych detaild. V béznych programovacich jazycich mame
proménné omezeného rozsahu, takze pro velké k nemiizeme spocitat celou sumu. Ale
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muzeme si pomoci. Staci vSechny operace provadét modulo néjaké prvocislo. A jako
ono prvocislo mizeme pouzit tieba rovnou velikost hesovaci tabulky.

Za poznamku stoji, ze ono prvocislo musi byt opravdu prvocislo, jinak bychom se
dostali do problému. Odpovéd na otédzku ,,Pro¢?“ by asi nebyla nejstruénéjsi, zajemci
si ale mohou precist néjaké povidani o kone¢nych télesech.

Jak ale takové prvocislo najit? Dle teorie ¢isel je pravdépodobnost toho, Ze libovolné
pfirozené ¢islo n je prvoéislem, je zhruba 1/1Inn, a ovéfeni toho, Ze n je prvodislo lze
zékladnim algoritmem provést v ¢ase O(+/n). Takze prvocislo vétsi nez néjaké n lze
najit v éase O(y/n-Inn), coz je méné nez O(n). Takze problémy s hledanim prvodéisla
mit nebudeme.

A jak to bude s pamétovou slozitosti? Mnoho Fesitelt si pro kazdou polozku v heSo-
vaci tabulce pamatovalo cely podfetézec. To je ale zbytecné a pamétova slozitost se
tim zhorsi. Staci si pfeci pamatovat pouze index, kde dany podfetézec ve vstupnim
Fetézci zacind, coz zlepsi asovou slozitost na O(n).

Takze jsme nalezli algoritmus, ktery v primérném piipadé pobézi v éase O(n+v-k),
kde v je opét pocet riiznych podietézcii. V nejhorsim piipadé pak v ¢ase O(n? - k).

Poznamka na tplny zavér: Pokud bychom chtéli dosdhnout ¢asu O(n+wv-k) i v nejhor-
§im piipadé, mohli bychom pouzit sufixové stromy. Povidani o této datové struktuie
a i ndvod, jak pomoci ni vyfesit tuto tlohu, lze nalézt v [GrafAlg].

Zbynek Falt
Vyhledavani v textu

18-5-4: Detektyv

S dukladnosti takika Serlokovskou prozkoumame nékolik moznych feseni, az usvéd-
¢ime to nejrychlejsi. Oznacme si (vérni pismenktim ze zadani) N délku stopované-
ho fetézce, k pocet podeztelych sekvenci, pq,...,pr délky téchto sekvenci a P =
p1+ ...+ px jejich celkovou délku.

0. pokus (jak by ho vymyslel straznik Vopicka): Budeme hledat kazdou sekvenci
zvlast, a to tak, Ze si po vstupu ,,pojedeme okénkem* délky p; a vzdy porovname,
jestli se okénko rovna i-té sekvenci. Kdybychom si okénko ukladali jako cyklické pole,
zvladli bychom ho posunout v konstantnim case, ale stejné nas nemine ¢as O(p;)
na porovnéani. Celkové trvd O(Np; + ... + Npg) = O(NP) a navic potfebujeme
k-krat volat rewind.

1. pokus (inspektor Neverley): Damned, na hledani vyskytt jednoho Fetézce preci
miuzeme pouzit algoritmus KMP z té vasi cookbook, takze jeden pruchod zvladneme
v timu O(N + p;), celkové tedy O(Nk + P) s k rewindy. That’s it.

2. pokus (policejni rada Zak): V kuchaice je pieci i algoritmus A-McC na hledéni
vyskytl vice slov najednou. Staci, kdyz hlaseni vyskytu nahradime pfipoctenim
jednicky k pocitadlu. (Na to praktikant Hlavacek:) Dobry plan, pane rado, ale ma
jedno hacisko jak na sumece: jelikoz se sekvence mohou prekryvat, mtze jich v jednom
misté konéit az k, takZe jsme opét na O(Nk + P), i kdyZ tentokrat bez rewindi.
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3. pokus (Sérlok osobné): Postavime si vyhleddvaci automat jako v minulém pokusu,
ale misto abychom pocitali rovnou vyskyty, budeme si pamatovat jen to, kolikrat
jsme prosli kterym stavem, a pak z toho vyskyty dopocitame. Well, ale jak?

Pokud méme né&jaky stav « (o kterém vime, Ze je prefixem nékterého z vyhledavanych
slov, takZe mimo jiné mezi stavy najdeme vSechny sekvence stop, které pocitdme)
a chceme zjistit, kolikrat se slovo a v textu vyskytlo, staci secist pocet prichoda
timto stavem a vSemi dal$imi stavy, které konc¢i na «, coz jsou presné ty, ze kterych
se do « lze dostat pomoci zpétné funkce (pfipadné zavolané vicekrét).

Staci tedy projit automat v opa¢ném potadi, nez ve kterém jsme vytvareli zpétnou
funkei (nejlepsi bude si béhem konstrukce automatu toto poradi zapamatovat, tfeba
v poli, v némz jsme méli ulozenu frontu). Pro kazdy stav « pak pri¢teme pocitadlo
odpovidajici tomuto stavu k poéitadlu stavu, do néjz vede z « zpétna funkce. (To
se pak pricte podle dalsi zpétné funkce atd., takze pocitadlo stavu a se opravdu
postupné popfi¢ita ke vSem rozsifenim stavu «.)

To v8e zvlddneme v ¢ase O(P + N + P) (konstrukce automatu + priichod textem +
dopo¢itani), ¢ili O(P + N), a v paméti O(P 4+ N), bez jediného zavolani rewindu.

It’s a lemon tree, my dear Watson!
Martin Mares

22-4-4: Ofez stromu

Oznacme si matefsky strom A, odvozeny B. Za¢neme drobnym pozorovanim: Pokud
ve stromé A najdeme posloupnost bratrskych podstromi, ktera odpovida podstro-
mum syni kofene B, potvrdili jsme odvozeni B od A. Je-li  kofenem stromu X,
jeho bratrskym podstromem prirozené rozumime podstrom s kofenem y, kde y je
bratrem x. Jaky strom zvolit jako matersky? Ziejmeé ten, ktery obsahuje vice vr-
cholu. Kazdé ,,0sekani“ pouze vrcholy odebira. Pokud jich maji po ,,osekani“ stejné,
musi byt stromy identické a uvedené pozorovani nadale plati.

Jak efektivné hledat posloupnost podstromi syna kofene B v A? Udélame cimr-
manovsky krok stranou, vyhneme se znovuobjevovani kola a pfevedeme problém na
hledani podfetézce v fetézci. Ano, kuchaiku jste si méli precist ...

Zbyvéa najit vhodnou reprezentaci stromu pomoci fetézce. Odpovéd je trividlni —
pouzijeme uzavorkované vyrazy. List je reprezentovany pomoci (). Kazdy jiny vrchol
(véetné kotfene) pak jako ( reprezentace 1. syna, 2. syna, . .. reprezentace posledniho
syna ). Dva malé stromecky ze zadani této tlohy jsou pak reprezentovany napiiklad

takto: (COOINO) a (OO O).

Ziejmé kazdy strom mé néjakou reprezentaci. Plati také, Ze je reprezentaci strom
jednozna¢né urcen? To snadno dokazete pomoci indukce. Pro list to plati a dale
postupné podle slozitosti vrcholu ... Zkuste si to rozmyslet. Také plati, ze kazdy
spravné uzdvorkovany vyraz (v bé&Zzném slova smyslu) reprezentuje néjaky strom.
Pokud tedy vezmeme nékolik spravné uzavorkovanych vyrazl a ,slepime“ je za se-
be do fetézce ¢, reprezentuji posloupnost néjakych stromt Y, Ys,...,Y,. Pokud se
navic q vyskytuje v reprezentaci néjakého stromu X, nasli jsme uvnit¥ X interval
sousedicich bratrskych podstromu Yi,...,Y,.
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Af to tedy uzavieme: Vezméme reprezentaci B a odStipnéme vnégjsi zévorky (tj.
ziskdme ,slepenec* reprezentaci podstromt jeho synt), oznac¢me jako ¢. Pokud na-
lezneme ¢ v reprezentaci stromu A, plati, Ze B je odvozeny od A, v opa¢ném piipadé
nemuze byt B od A odvozen.

Coze? Jesté jste si tu kucharku nepfecetli a nevite jak najit ¢ v reprezentaci A?
Pfece pomoci vynélezu pant Knutha, Morrise a Pratta ... algoritmem KMP.

Cas, pamét? Trvani viroby fetézcové reprezentace stromu a jeji velikost jsou linearni
vzhledem k poctu vrcholi stromu. KMP bézi v linedrnim case se souctem délek
fetézctl (jehly i kupky sena :0) ). Casova i prostorova slozitost algoritmu je tedy
O(N), kde N budiz souc¢tem poétu vrcholi obou stromi.

Pepa Pihera
Rovinné grafy

18-5-5: Do vysokych kruhu

Nejprve bylo potieba oblasti pfevést na objekty, se kterymi umime manipulovat
rozumnéji nez s obecnymi mnozinami bodi v roviné. Velmi uzite¢né je predstavit si
protinajici se kruznice jako graf s priseciky a dotyky kruznic jako vrcholy. Hrany
budou oblouky mezi sousednimi vrcholy. Tento graf je vlastné multigraf, coz je graf,
ve kterém muize mezi dvéma vrcholy vést vice nez jedna hrana a z jednoho vrcholu
do toho samého miiZe vést vice nez jedna smycka. Takovy graf je urcité jednoznacéné
zadén polohami a poloméry kruznic a je rovinny (ptivodni rozmisténi kruznic je jeho
rovinné nakreslen{). Bohuzel se ndm do néj nijak nepromitnou izolované kruznice,
ty je tfeba oSetfit jinak.

Nyni se ndm z na prvni pohled neuchopitelného problému stal problém mnohem
jednodussi — spocitat stény rovinného grafu. K tomu se idealné hodi Eulerova véta
z kucharky:

V+F=K+FE+1

Toto je vztah mezi po¢tem vrcholi (V), stén (vetné té vné&jsi) (F), komponent
souvislosti (K') a hran (F). Tato véta plati pro rovinné grafy a plati i pro multigrafy,
pokud si zvolim, ze mezi ,rovnobéznymi“ nasobnymi hranami jsou také stény a zZe
smycka pridava jednu sténu. Toto rozsifeni presné odpovida nasi predstave toho, jak
kruznice déli rovinu na oblasti.

Stacilo by tedy spocitat poCet komponent, hran a pruseciki. Vime, Ze na kazdé
kruznici je stejné vrcholid a hran. Vrchol je ale sdilen mezi dvéma kruznicemi, zatimco
hrana patfi pravé jedné. Jinak feceno je stupen kazdého vrcholu 4. Z toho plyne, zZe
E =2V. Tedy:

F=K+2V+4+1-V=K+4+V+1.

Tento vzorec nam navic zahrne i izolované kruznice, po¢itame-li je jako jednu kom-
ponentu bez prisecikti. To nam trochu zjednodusi algoritmus.

Staci tedy spocitat pocet komponent a priise¢iki, oboji zvladneme v case O(N?)
prichodem do hloubky (s hleddnim soused vyzkouSenim vSech) a vyzkouSenim
vSech dvojic. Zkouseni dvojic navic zahrneme do toho pruchodu.
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Toto feseni mé ¢asovou slozitost O(NN?), pamétovou O(N). Existuje jesté jiné o dost
slozit&jsi Feseni pouzivajici zametaci pfimku k dosaZeni sloZitosti O((N + V') log N),
coz je lepsi nez nase O(N?), pokud je pocet priiseciktt V < N?2/log N, tedy pro
dost ,fidké“ konfigurace kruznic. Pro V. = O(N?) m4 ale ¢asovou slozitost az
O(N?log N). Pamétova slozitost tohoto algoritmu je O(N). Jeho popis by ale byl
dost komplikovany, a proto ho neuvadim.

Tomas Gavenciak

Eulerovské tahy
23-2-3: Projizdka

Mily ¢tenar mi jisté pro jednou odpusti, pokud si zahraji na kouzelnika a vytahnu
jednoho kralika z klobouku.

Napred, zadani slo chapat riiznymi zptsoby, avsak ptili§ neménilo podstatu feseni.
Predpokladejme tedy napriklad, ze vSechny cesty jsou jednosmérky a zZe ,,z rozcesti
vychazi sudy pocet cest“ znamend, ze pravé polovina tohoto sudého poctu je v pfi-
chozim a pravé polovina v odchozim sméru.

Opravdu nam staci takova podminka pro orientovany graf. V neorientovaném
@ jsme potiebovali sudy pocet, protoze kdykoliv jsme vesli do vrcholu, také z néj
nékudy musime odejit. Stejné to funguje pro orientovany, jen musime p¥ijit po vstup-
ni hrané a odejit po vystupni. Ze jde o podminku postacujici, lze nahlédnout také
zcela stejné jako v neorientovaném grafu. Jediné, na co si musime dat pozor, je, Ze
pri vypisovani dostavame hrany pozpatku.

Na grafu na vstupu (rozcesti jsou vrcholy a cesty jsou hrany) si najdeme uzavieny
eulerovsky tah (to jiz za nas vyfesila kuchaika). Nyni jej projdeme a budeme si udr-
Zovat pribézny soucet proslych hran (¥fikejme tomu souétu odpocatost). Rozeberme
dva pripady.

Jako prvni pripad vezmeme situaci, kdy po projiti celého tahu dostaneme zaporné
éislo. Potom je soudet vSech hran zaporny a takovy zlstane, af je vezmeme v libo-
volném potadi. Proto tiloha nema feSeni.

Pokud prtsvih popsany v minulém piipadu nenastane, vezmeme misto v tahu, kde
se nachéz{ minimum ze vSech odpocatost{ (mistem v tahu neni myslen jen vrchol,
ale 1 ktery prichod timto vrcholem méme na mysli, nebot pfi riznych prichodech
miZeme mit rizné hodnoty odpocatosti). V tomto misté v tahu zacneme (jakoby jej
pootocime).

Mame tedy hezké linedrni feseni (jak paméti, tak ¢asem), nebot jiz kuchaika ndm
ukazala, ze eulerovsky tah v dané slozitosti zvladneme najit, a pfidali jsme jen dva
prichody vzniklym cyklem (jeden na pritbézné poc¢itani, druhy na vypis ,, pootocené®
verze).

Nyni uz jen zbyva zdtvodnit, pro¢ tento algoritmus vlastné pocita, co mé. Prvni
pfipad je nezajimavy (nebot jsme jej jiz zdtvodnili vyse). Dale tedy pfedpokladejme,
7ze nam nastal druhy pfipad. ProtoZze méame uzavieny eulerovsky tah, projedeme
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kazdou cestou pravé jednou. Zbyva dokazat, ze odpocatost v pooto¢eném tahu nikde
neklesne do zapornych ¢isel.

Predpoklddejme tedy, Ze v misté § na tahu mame zapornou odpocatost. Minimum
mame v misté m. Pokud by v ptuvodnim neotoceném tahu bylo § az za m, pak by
muselo byt také s mensim ¢islem nez m a m by tedy nebylo minimum. Tento pfipad
tedy nenastal.

Takze $ je pred m. Predstavme si, ze jsme prosli tahem dvakrat misto jednou, tedy
pfi druhém prichodu § jsme na niz$im ¢isle, nez pfi prvnim prichodu m (proto
nam po pootoceni v § vyslo néco zédporného). Ale protoze druhy prichod nezaéina
od nuly, ale od néceho nezaporného, odpocatost druhého prichodu § je alespon tak
velka, jako prvni. Tedy i pfi prvnim prichodu § jsme méli nizsi ¢islo nez u m, coz
je opét ve sporu s vybérem minima.

Jak na to piijit? Muzeme si predstavit, Ze jsme TeSeni jiz nasli a koukat na jeho
vlastnosti. To, Zze je to uzavieny eulerovsky tah, je vidét celkem jednoduse. Déle si
v§imneme, Ze vybranim jiného zacatku se nam vSechna ¢isla posouvaji jen nahoru
a doli, rozdily zistdvaji stejné (s vyjimkou rozpojeného konce — za¢atku). No a déle
vime, ze nejmensi ¢islo je 0 a to je na pocatku.

Michal ,Vorner“ Vaner

23-3-4: Psani pismen

To, Ze jde obrazek nakreslit jednim tahem, znamend, Ze obsahuje uzavieny ¢i otevie-
ny eulerovsky tah, o némz se doctete v kuchafce. Z ni se ndm bude hodit nasledujici
véta: Pokud souvisly graf obsahuje pouze vrcholy sudého stupné, je v ném mozno
nalézt uzavieny eulerovsky tah.

Co se stane, pokud neobsahuje pouze vrcholy sudého stupné? Mezi dvojici lichych
vrchold pfiddme hranu (opakujeme, dokud méme vrcholy lichého stupné), takto po-
stupné dostaneme graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého stupné, tedy obsahuje
uzavieny eulerovsky tah.

Nyni odebereme hrany, které jsme pridali, a tento eulerovsky tah se nam rozpadne
na nékolik hranové disjunktnich tahd, které vzdy zacinaji a kon¢i v néjakém vrcholu
lichého stupné (jeden pocatecni lichy vrchol a jeden koncovy lichy vrchol pro kazdy
tah), tudiz celkovy pocet téchto tahi je pocet lichych vrcholi déleno dvéma.
Z4dny vrchol lichého stupné nemtize byt uprostfed tahu, tudiz tahfi nemtze byt
méné, nez jsme nasli. Sta¢i nam védét, kolik takovych tahi potifebujeme, neni tedy
potieba je konstruovat, sta¢i ndm uréit pocet lichych vrchold (a dét si pozor na grafy
bez lichych vrchold).

Samotné Teseni ulohy provedeme pro kazdou komponentu souvislosti samostatné:
Potfebujeme pole délky n (pocet vrcholt), pfi nacitani si v ném udrzujeme stupné
jednotlivych vrcholi. Po nac¢teni projdeme toto pole a uré¢ime pocet lichych vrcholi,
ktery vydélime 2. Dostaneme, kolikrat musime zvednout pero pii kresleni grafu.
Pamétova slozitost je O(n), asovd O(m + n), kde m je pocet hran grafu.

Martin Bohm, Lucie Mohelnikova
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Toky v sitich
23-4-1: Studenti a profesori

Je docela jasné, ze si budeme uzptisobovat prvni ze dvou aplikaci hleddni maximal-
niho toku, o nichz se piSe v kucharce. Tato aplikace tiké, jak pomoci toku najit
maximalni parovani. Postavime si ze zadani bipartitni graf, zorientujeme v ném hra-
ny k profesortim, vrcholy studentti a profesorti pak napojime na studentsky zdroj
a profesorsky stok.

Protoze chceme, aby mél student pravé K profesori, nastavime vahu kazdé z hran
ze studentského zdroje na K — to samé udélame hrandm do profesorského stoku, to
aby mél kazdy profesor pravé K studentt. Hranam uvnitt nékdejsiho bipartitniho
grafu nastavime jednicky.

Povsimnéme si tu, ze kdyby zadani nezakazovalo, aby si néktery student vybral
profesora pro nékolik svych praci, vyrovnali bychom se s tim jednoduse — hrané,
ktera by mezi pfislusnymi vrcholy vedla, bychom nastavili kapacitu na povolenou
maximalni nasobnost.

Samoziejmé by ani nebyl problém mit rozdilny pocet profesort a studentt, ¢ do-
konce zavést individualni pozadavky na pocet vedenych praci. Zadani bylo tak jed-
noduché predné proto, aby nedésilo.

Vratme se k piivodni tloze. Na popsany graf pustime tokovy algoritmus zachovévajici
celodiselnost a ziskdme z néj vysledek. Pokud neni nalezeny tok velky pravé NK,
fesSeni, které by kazdého plné uspokojilo, neni. Pokud ano, vypiSeme pary profesor-
student, jejichz hrana ma jednotkovy tok.

Duivod, Ze postup funguje, mizeme nacrtnout tfeba skrze fakt, ze tok vétsi nez N K
v grafu existovat nemuze. Svéd¢i o tom Fez na hrandch mezi studentskym zdrojem
a studentskymi vrcholy, kde je IV hran, kazda o kapacité K.

Z toho vidime, ze pokud nam algoritmus vrati takto velky tok, musi vést z kazdé-
ho studentského vrcholu k profesorim K jednotkovych hran (a podobné ze strany
profesortl), tedy jde o skutecné feSeni naseho pivodniho problému.

Zaroven se nemize stat, aby postup feSeni (maximélni tok) nenaSel a ono by exis-
tovalo — vzdyt z kazdého Feseni sestavime tok o maximélni velikosti.

Co ¢asova slozitost? Smifit se s tim, Ze ma Edmondstv-Karpuv algoritmus slozitost
O(M?N), je pifstup lenivy. Nicméné si mizeme vSimnout, ze zlepsi-li kazda cesta
vysledek alespon o jednotku, nenajdeme takovych cest vic nez K N.

Z toho plyne slozitost O(KMN), coz je lepsi, protoZze pro K > N tloha zfejmé neni
zajimava.

Vyslovené akéni piistup je zacit se poohlizet po nekuchaikovém algoritmu. (To ale
k ziskdni maximalniho po¢tu bodt potfeba nebylo.) Mizeme bud pfemyslet o tom,
jestli neni mozné vzit Dinice ¢i Goldberga a vzhledem k jisté specialnosti naseho
grafu vylepsit odhady ¢asové slozitosti, nebo zkusit najit specializovany postup.

Vtip tkvi v tom, Ze pfi zkoumani druhé moznosti nejspise narazime na Hopcroftiv-
Karpuv algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani v bipartitnim grafu bézici
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v Case O(M+V/N), ktery je vSak jen dobfe odhadnuty a pfefikany Dinic.

My tu sice nechceme bipartitni parovani, le¢ kazdé naSe TeSeni (K -reguldrni bi-
partitni podgraf) se skladd z K takovych disjunktnich mnozin hran (1-regularnich
bipartitnich podgrafii). To neni tplné vidét, ale je to hezké a uziteéna pravda.
MuzZeme tedy K-krat spustit Hopcrofta-Karpa a pokud néjaké feSeni existuje, zis-
kame ho v ¢ase O(K M+ N). Pofad tak netrumfneme $kélu rozliénych modernich

algoritmi pro hledani maximélniho toku na obecném grafu, jde vSak o celkem sro-
zumitelné a snadno naprogramovatelné reseni.

Lukads Lansky
23-5-6: Limity a grafy
Nejvétsi problém celé tlohy je poznat, Ze se jedna o toky v sitich. My si nyni tipneme,
Ze se jedné o néjaky tok, a budeme se jej tam snazit najit. Jak na to?

Vstupni hrany a vystupni hrany jsou na sobé nezavislé
v ramci vrcholu. Tak si kazdy vrchol rozdélime na 2 nové
vrcholy, levy a pravy.

6/2 4 4/65  3/6

4 3

2 13 4 Levy ndm bude reprezentovat vystupni ¢ast (z této ¢as-

3 v ti povedou v8echny hrany) a pravy bude reprezentovat

4/2 3 1/4 6 1/5 vstupni ¢ast (do tohoto vrcholu naopak povedou vsech-
ny hrany).

Neni tézké nahlédnout, Ze jsme takto vytvorili orientovany bipartitni graf, kde vSech-
ny hrany vedou z levé partity do pravé.

Nyni jesté potfebujeme zohlednit maximalni vstupni soucet a minimalni vystupni
soucet. To udélame tak, ze do grafu pridame dalsi 2 vrcholy.

Jeden pojmenujeme zdroj a povede z néj
hrana do kazdého vrcholu levé partity. Ty-
to hrany budou ohodnoceny maximéalnim
vystupnim souctem prislusnych vrchola.

Druhy pojmenujeme stok a z kazdého vr-
cholu pravé partity do néj povede hrana.
Tyto hrany budou ohodnoceny minimal-
nim vstupnim souc¢tem prislusnych vrcho-
la.

Nyni méame ohodnoceny orientovany graf
se zdrojem, stokem a celociselnymi kapaci-
tami hran. Zavolame tedy néktery z algo-
ritmid na hleddni maximélniho (celoéiselného) toku, napiiklad Fordiv-Fulkersontv
algoritmus s hleddnim zlep$ujicich cest pomoci prohledévani do §ifky (viz kuchaika).

Pokud se velikost maximalniho toku bude rovnat sumé minimalnich vystupnich souc-
tl, tak jsme nasli pfislusné ohodnoceni. Pokud ne, tak neexistuje zadné reseni.
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Pro¢ to funguje? Hrany ze zdroje do levé partity nam zajistuji, Ze se do grafu nikdy
nedostanou takové hrany, které by porusovaly podminku maximélniho vystupniho
souctu. Hrany mezi partitami jsou presné ty samé hrany jako hrany v puvodnim
grafu.

Hrany vedouci z pravé partity do stoku ndm obstarivaji minimalni vstupni soucty
a jejich kapacity jsou pravé tyto hodnoty. Kdybychom totiz méli feseni, ve kterém by
néktery vstupni soucet byl vétsi nez dany miniméalni, pak mtizeme tok hran vedoucich
dovniti libovolné snizit tak, aby jejich soucet byl roven minimélnimu vstupnimu
souctu a vSechny podminky zistanou zachovany.

Hrany z pravé partity do stoku tvori v grafu fez. Problém ma feSeni, pravé kdyz tyto
hrany jsou naplnény na maximum. Hrany mezi partitami nam také tvori fez, takze
vSe, co proteCe ze zdroje do stoku, protece i hranami mezi partitami. A hrany mezi
partitami reprezentuji hrany pivodniho grafu, takze tok na nich je nasim feSenim.

Nyni k ¢asové slozitosti. Casové slozitost prevodu na novy graf je O(n + m), kde n
je pocet vrchold v ptvodnim grafu a m je pocet hran.

Kazdy vrchol zdvojime, na kazdou hranu se podivame jen jednou a pridavame jen
2 nové vrcholy a s nimi dohromady 2n hran. Zbytek ¢asové slozitosti zavisi na pou-
zitém algoritmu pro zjisténi maximéalniho toku. V nasem pripadé, kdy jsme pouzili
Forda-Fulkersona s prochazenim do &iiky, je to O(nm?).

Karel Tesar

Intervalové stromy
16-3-1: Fyzikova blecha

Jak tento blesi problém vyfeSime? ZacCneme tim, ze si ploSinky utfidime podle

y-ové souradnice. Predpokladejme, Ze u konct kazdé plosinky vime, na jakou jinou
plosinku z tohoto konce blecha spadne. Budeme probirat ploSinky podle stoupajici
y-ové souradnice a u kazdé plosinky si budeme u obou koncii pocitat nejkratsi cestu
na podlahu. To provedeme tak, ze zkusime ze zpracovavaného konce plosinky spad-
nout na nizsi plosinku (vime, na kterou). ProtoZe ploSinka, na kterou dopadneme,
je niz nez zpracovavana, uz u ni zname nejkratsi cestu z obou koncti — vybereme si,
zda jit doleva nebo doprava, aby byla cesta co nejkratsi.

Cely tento postup zvlddneme v ¢ase O(N), protoze u kazdé plosinky udélame jen
konstantné mnoho operaci (zjistime, na kterou ploSinku spadneme, jak bude dlouhd
cesta, kdyz po dopadu zahneme nalevo, jak bude dlouhd cesta, kdyz po dopadu
zahneme napravo, vybereme minimum).

Jak tedy budeme u plosinky urcovat, na jakou nizs$i blecha z jejiho konce spad-
ne? Pouzijeme k tomu intervalovy strom. To je struktura, ktera si pro kazdy prvek
s indexem 1 az P pamatuje néjaké ¢islo, pricemz P musi byt pevné po celou dobu
béhu programu. Intervalovy strom umi dvé operace: zjisti hodnotu prvku i a nastav
hodnotu prvki v intervalu i...j na co, obé v ¢ase O(log N).

Predpokladejme, ze uz takovou strukturu zname. Pouzijeme ji timto zptisobem: Jed-
notlivé prvky intervalového stromu budou pouZzité z-ové souradnice plosinek (je jich

165



nanejvys 2N) a hodnota prvku ¢ (i-t4 nejmensi z-ova soutadnice) je ¢islo nejvyse
umisténé plosinky, ktera se na této z-ové souradnici vyskytuje. Abychom mohli z-ové
soufadnice ocislovat, musime si je za zacatku opét setfidit.

Na zacatku dame do intervalového stromu jen podlahu. Probereme si ploSinky opét
podle vzrtstajici y-ové soufadnice a u kazdého konce (soutadnice left,, right,; pred-
poklddejme, Ze po ocislovani maji indexy left;, right;) se intervalového stromu zepté-
me, jakd je hodnota prvku left; a right; (0 znamend podlaha, jiné ¢islo je pofadové
¢islo plosinky). Tim jsme zjistili, na kterou ploginku spadune blecha z levého a pravé-
ho konce plosinky. Poté zpracovavanou plosinku ,,pridame* do intervalového stromu,
¢ili (pokud zpracovavame i-ou odspoda) do intervalového stromu zapiSeme hodnotu
i do prvka v intervalu left; . .. right;.

Pokud tedy zvlddneme implementovat popsany intervalovy strom, mame feseni s ¢a-
sovou slozitosti O(N log N), protoze t¥idéni nés stoji O(N log N) a dale zpracovava-
me N plosinek a kazdou v ¢ase O(log V). Pamétova slozitost je jako obvykle O(N).

Intervalovy strom (pozor, malinko jiny nez v kuchafce) si miZzeme pfedstavit ja-

ko dokonale vyvéazeny binarni strom. Jednotlivé vrcholy odpovidaji intervalim
z rozmezi 1 az P tak, Ze listy tohoto stromu jsou jednotlivé prvky (odpovidaji in-
tervaltim .. .4) a kazdy vnitini vrchol odpovidé intervalu, ktery je roven sjednoceni
intervaltl synii tohoto vrcholu. Cili vrchol celého stromu odpovida intervalu 1... P,
jeho levy syn intervalu 1...|P/2| a pravy syn intervalu (| P/2] +1)...P.

U kazdého vrcholu si budeme pamatovat jednak hodnotu h; a jednak informaci p;,
zda hodnota h; odpovida vSsem prvkum na intervalu, ktery tento vrchol reprezen-
tuje (u listd je to vzdy true). Zjisténi hodnoty néjakého prvku potom provedeme
nasledovné: zacneme ve vrcholu. Pokud je p,, true, vratime hodnotu h,. Jinak si vy-
bereme levého nebo pravého syna (podle indexu prvku, jehoz hodnotu zjistujeme),
a rekurzime (urcité se zastavime, listy maji p; na true).

Jak dopadne nastaveni hodnoty prvka na intervalu <. .. j7 Opét za¢neme ve vrcholu.
Pokud interval, ktery zkoumany vrchol v pokryva, je podinterval i. .. j, nastavime
Py na true a h, na nastavovanou hodnotu. Jinak se spustime na toho syna (pfipadné
na oba), jehoZ interval mé neprazdny prinik s intervalem i...j. (Pozor: Bylo-li p,
true, je tfeba nejprve rozdélit vrcholem reprezentovany interval synim.)

Protoze strom je dokonale vyvazeny, ma logaritmickou vysku. Obé operace zavisi
na vySce stromu (u nastavovéani intervalu je si to tfeba rozmyslet — nékdy se sice
spustime na pravého i levého syna, ale kdyz to nastane, jednoho syna pokryjeme
celého — nebudeme se z néj spoustét nize), maji tedy logaritmickou slozitost.

Tomas Vyskocil a Milan Straka
Tézké problémy
23-5-5: NP-uplny metr

Nasim ukolem je dokézat, ze tloha Metr je NP-tplné. Jak nam kuchatrka radila,
je prilis pracné dokazovat tplnost tak, zZe pfevedeme na Metr vSechny tlohy z NP.
Radéji tedy dokazeme, Ze lze jednu NP-tplnou tlohu vyfesit pomoci Metru.
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vadét nejsnaze.

Na Metru stoji za vS§imnuti, ze prekladani samotného metru do pouzdra nam v jistém
smyslu rozdéluje tseky na dva typy — pokud jde metr ulozit, tak jeden typ tiseku
je pfeloZen na jednu stranu (feknéme zprava doleva) a druhy je pielozeny nazpatek
(zleva doprava). Navic je metr zadan jako posloupnost ¢&isel.

Kdyz se podivame do seznamu NP-tplnych tloh, najdeme tam tilohu Dva loupez-
nici, kterd také rozdéluje cisla na dvé hromadky. Zkusme tedy pomoci Metru fesit
Loupezniky.

Ptipomenme si zadani Dvou loupeznikti z kuchatky:
Ndzev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel.

Problém: Existuje rozdéleni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé ¢islo bude
v pravé jedné hroméadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet Cisel?

Zacénéme tedy prevadét vstup Dvou loupeznikd na vstup Metru. Vstup Loupeznika
nam nijak neurcuje, jak velké ma byt pouzdro metru — to si tedy mizeme zvolit
sami, aby se ndm snéaz prevadélo.

Dopredu neni Gplné jasné, jaka velikost by se nam hodila. Bude nam stacit soucet
vSech pfedméti (oznac¢ujme ho o), nebo velikost jednoho lupu, /2?7 Méné nez o/2
nedava prilis smysl, ale vice by mohlo ...

Jak jsme diskutovali vyse, mohlo by nam stacit oznacit ty casti metru
(tedy tu ¢ast kotisti), které jdou zleva doprava, jako lup pro loupez-
nika A a ty, které jdou zprava doleva, prifadime loupezniku B.

Nyni se zamysleme nad vstupy, které by nam mohly délat neplechu.
Naprtiklad seznam prfedmétii 1 1 1 by se do pouzdra velikosti alespon
1.5 snadno vesel, ale my musime odpovédét NE, protoze jej rozdélit
pro dva loupezniky nelze.

i
i
i
i
i
I
I
. Mohli bychom tedy zkusit nastavit, aby zacatek i konec lupu kon¢il
! ve stejném bodé metru — napiiklad tak, Ze na zacatek i konec pfidame
I tsek dlouhy jako celé pouzdro.

Tim by urcité odpadl pfipad 1 1 1. Jak by takova uprava vstupu
vypadala, vidite na obrazku. Bohuzel ndm po chvili tivah dojde, ze
by ndm také odpadl piipad 1 3 1 1, ktery ovSem rozdélit jde.

Podivejme se na vstup 1 3 1 1 a zamysleme se, jak nasi
tvahu vylepsit. Na dal$im obrazku jsme jej zakreslili
tak, aby se uloZzeni metru podobalo grafu funkce, ktery
zacind a konci v nule.

Kazdé rozdélitelné zadani Dvou loupezniki jde takto na-
kreslit — prosté jednu ¢ast kresleme jako rostouci tsecky
a druhou jako klesajici.
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Mizeme tedy vhodnou tpravou naseho vstupu pro Loupezniky zajistit, aby feSeni
Metru presné odpovidalo grafu takovéto funkce?

Ano, stadi jen trochu upravit napad, ktery jsme méli pied par odstavci. Potfebujeme
totiz v Metru povolit, abychom mohli vstoupit na grafu i do ,zdpornych hodnot®.

Na zacatek metru tedy vlozme tusek o velikosti k, coz bude také velikost pouzdra.
Ten se da do pouzdra vlozit jen tak, Zze jeho konec bude na okraji pouzdra. Dalsi
usek si tedy také zvolme — tentokrat jako k/2. Z okraje pouzdra jsme se tedy dostali
presné doprostied. To bude nas pocatek grafu.

Dale uz pokladejme tseky o velikosti stejné, jako byly hodnoty na vstupu Dvou
loupezniki, a ve stejném potradi. Abychom se ujistili, Ze na konci opravdu nase
funkce skonéi v nule, pridejme jesté jeden tsek délky k/2 a za néj tsek délky k.

Nyni uz vime, co od k chceme — abychom nefekli zbytecné NE, pokud bychom
nemeéli dostateény rozsah na jejich poskladani. Bude nam stacit nastavit
k = o, ale klidné bychom mohli mit pouzdro i vétsi.

Prevod je dokonén, pojdme si tedy ukazat, Ze je korektni.

Uz béhem rozboru jsme si rozmysleli, ze feSeni Dvou loupeznikti existuje
pravé tehdy, kdyz existuje nakresleni lupu jako grafu funkce tak, Ze graf
zacind i konc¢i v nule.

V nasi konstrukeci plati, ze metr lze vlozit prave tehdy, kdyz ¢ast odpovidajici
lupu loupeznikti zac¢iné a konéi uprostied pouzdra — a to plati pravé tehdy,
kdyz existuje onen graf funkce zac¢inajici a koncici v pocatku.

Slozenim téchto ekvivalenci dostaneme, Ze nas prevod odpovi ANO na Metr pravé
tehdy, kdyz problém Dva loupeznici Sel vyfesit, a tedy je vSe v poradku — Metr je
NP-tézky.
Pro formdlni spravnost si jesté povézme, Ze rozdéleni metru (informace o tom, kde
metr zacind a v jakém sméru jej zlomit) je polynomidlné velkym certifikdtem k na-
Semu problému, a Metr je tedy v NP. Obé tvrzeni spojime dohromady a dostavame,
ze Metr je NP-tplny.

Martin Bohm
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