Zadani prvni série Sestnactého ro¢niku KSP

16-1-1 Telefonni seznam 10 bodu

Vytrvalejsim feSitelim nasSeho seminéfre jiz dobie znamé
spole¢nost Shumm & Brumm rozsifuje své podnikéani v ob-
lasti telekomunikaci a jejim nejnovéj$im pocinem mé byt
veobsahujici telefonni seznam. Oddéleni pro shromazdové-
ni udaju jiz ziskalo vSechna jména a telefonni ¢isla a preda-
lo je Oddéleni pro tiidéni Gdaji, které zacalo jména t¥idit.
Ttidéni je nicméné prace znacné vycerpavajici a pracovni-
ci oddéleni si to postupné srovnavali v hlavé a odchézeli
za lepsim vydélkem. A tak se jednoho dne stalo, Ze nezbyl
nikdo, kdo by tridil. Vedeni spole¢nosti se v zoufalstvi ob-
ratilo na vas, abyste pomohli dotfidit onen seznam.

Vasim tikolem je navrhnout algoritmus a napsat program,
ktery dostane na vstupu pocet jmen v seznamu N a da-
le pfedtfidény seznam jmen (hacky a ¢arky ve jménech ¢i
¢eskou specialitu s tfidénim ,,ch“ nebudeme uvazovat). Se-
znam je predttidény tak, ze libovolné jméno se v ném nacha-
zi nejvyse ve vzdalenosti k od mista, kde bude v setfidéném
seznamu. Toto c¢islo k£ téz dostane vas program na vstupu.
Na vystup mé vas program vypsat setfidény seznam jmen.

Priklad: Pro seznam sedmi jmen Pycha, Kopyto, Pytel, Ne-
topyr, Pysk, Spytihnev, Slepys je setfidény seznam Kopyto,
Netopyr, Pycha, Pysk, Pytel, Slepys, Spytihnev. Jako k by
mohl vas program dostat 2, protoze nejvzdalenéjsi od svych
spravnych pozic byla slova Netopyr, Pycha a Pytel a ta se
posunula o dvé mista.

16-1-2 Lokalni minimum 10 bodu

Méjme pole A s N celymi &sly. Rekneme, Ze na pozici 4
je lokdlni minimum pokud Ali — 1] > Ali] < Ali + 1] (pro
jednoduchost pfedpokladame, ze A[0] = A[N + 1] = o).
Vasim tkolem v této tloze nebude nic tézsiho, nez nalézt
v daném poli pozici libovolného lokalniho minima. Problém
ale spociva v tom, ze byste to meéli ud€lat skutecéné rychle
— asymptotickd ¢asova slozitost vaseho algoritmu (nepodi-
tdme nacitani pole) by méla byt mensi nez O(N).

Priklad: V poli 1,3,2,1,4,2,5 se lokalni minima nachazi na
pozicich 1, 4 a 6 a vas program tedy mize vratit libovolnou
z téchto pozic.

16-1-3 Dul 11 bodu

Tézaiska spolecnost Coppermine ziskala povoleni k tézbé
médi v Kaputéanii. Patfi¢ny geologicky priizkum jiz byl pro-
veden, stroje nakoupeny, jediny problém, ktery jesté zbyva
vytesit, je doprava vytézené médéné rudy ke zpracovani.
Spolecnost sice disponuje velkymi nadkladnimi auty, nicmé-
né silnice v Kaputanii jsou pomérné nizké kvality a plné
nalozené nakladni auto by nemusely unést. Planovace spo-
le¢nosti Coppermine by prirozené zajimalo, jaké nejtézsi
auto muze projet z dolu do tovarny na zpracovani rudy, a
proto se obratili na vas.

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus a napsat program,
ktery dostane na vstupu pocet mést v Kaputanii N, po-
Cet silnic M a dale popis onéch silnic. Kazdé silnice vede
mezi dvéma mésty a predpokladame, ze mimo mésta se sil-
nice nekfizi. Silnici proto popisuji jednoznac¢né ¢isla dvou
mést (mésta si ocislujeme od jedné do N), mezi kterymi
vede. Déle je u kazdé silnice udana jeji nosnost. Na vystup
mé va§ program vypsat cestu z dolu do tovarny (dil je ve

mésté s ¢islem 1 a tovdrna ve mésté s ¢islem N), po které
muze projet co nejtézsi auto — mezi vSemi cestami z dolu
do tovarny to je takovéa cesta, na které je minimum z nos-
nosti jednotlivych tsekil co nejvétsi. Mizete predpokladat,
7e mezi dolem a tovarnou vzdy vede néjaké cesta. Pokud
je cest se stejnou nosnosti vice, mtizete vratit libovolnou

z nich.

Priklad: Pro situaci jako na obrazku by mél vas program
nalézt cestu 1,2, 3,5, po které muze projet auto s vahou 4.
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16-1-4 Nerus mé trojuhelniky!

10 bodu

V prubéhu vékt lidé vymysleli mnoho rtznych vice ¢i méné
silenych sifrovacich metod. Jednu z nich vymysleli krypto-
grafi¢ti odbornici z Artustanu. Zasifrovana zprava vypada-
la jako nékolik nevinné vyhlizejicich kruznic s vyznacenymi
nékterymi body na obvodu. Vyzvédna sluzba ze sousedni-
ho Bosstanu dlouho nemohla Sifru rozlustit, az se jednomu
z jejich $pidénu podartilo vypatrat, ze pro sifru je podstatny
pocet trojuhelnikt s vrcholy ve vyznacenych bodech, kte-
ré obsahuji stfed kruznice. Zjistit toto ¢islo rucné je ovSem
pracné, a tak jste byli pozaddani o pomoc.

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus a napsat program,
ktery dostane na vstupu pocet vyznacenych bodi na ob-
vodu kruznice N a dale N realnych cisel udavajicich thly,
pod kterymi jednotlivé body lezi (0° je bod ,na sever* od
stfedu, thel roste proti sméru hodinovych ruciéek). Na vy-
stup pak vypise pocet trojihelniki s vrcholy v zadanych
bodech, které obsahuji stfed kruznice.

*915

Priklad: Pro kruznici s péti vyznacenymi body na pozicich
0°,45°,135°,215°,270° (viz obréazek) existuje pét trojihel-
nikd obsahujicich stred.

16-1-5 Pravdépodobnostni algoritmy 10 bodu

V leto$nim roc¢niku jsme se rozhodli, ze v ramci obvyklého
serialu uvedeme nékolik tloh zaméfenych na pravdépodob-
nostni algoritmy. Co to takovy pravdépodobnostni algorit-
mus je? Inu je to vlastné obycejny algoritmus, ktery ale
navic pfi svém béhu vyuzivd ndhodna ¢isla. Asi si feknete:



,K ¢emu nam jsou ndhodnéa ¢isla dobra?“ A¢ to je mozna
na prvni pohled pfekvapivé, nadhodnd ¢isla mohou pomoci
vyrazné urychlit béh naseho algoritmu.

Protoze nédhodna ¢isla se budou tdhnout celym nasim se-
ridlem, méli bychom si nejdfive ujasnit, co si pod timto
pojmem predstavujeme. Obvykle budeme potfebovat gene-
rovat ndhodné cela ¢isla z néjakého intervalu 0... N — 1
tak, aby vSechna ¢isla méla stejnou pravdépodobnost (te-
dy abychom kazdé ¢islo vygenerovali s pravdépodobnosti
1/N). Ziskat takové ndhodné ¢islo ale neni tak jednoduché,
jak by se mohlo zdat a my toho vyuzijeme v nasi prvni
aloze.

Predstavte si, ze mate k dispozici generator ndhodnych bi-
ti — tedy néjakou funkci randbit, kterd vam s pravdépo-
dobnosti 1/2 vrati 0 a s pravdépodobnosti 1/2 vrati 1 — a
chcete s jeji pomoci vytvorit funkci random(N), kterd vra-
cf ndhodné ¢islo z intervalu 0... N — 1 (takové, jaké jsme
popsali v pfedchozim odstavci). Navic bychom chtéli, aby
vaSe funkce random potfebovala na vygenerovani jednoho
nahodného ¢isla co nejméné volani funkce randbit. Soucas-
ti vaseho Teseni by meélo byt jednak zdivodnéni, pro¢ vas
generator vygeneruje kazdé ¢islo z daného intervalu se stej-
nou pravdépodobnosti a jednak odhad poc¢tu volani funkce
randbit.

Recepty z programatorské kucharky

Nase povidani o algoritmech a datovych strukturach zacne-
me u jednoho z nejznaméjsich algoritmi, Dijkstrova algo-
ritmu pro hledani nejkratsich cest v grafech. A protozZe se
nam k tomu bude hodit sikovna datova strukturka zvana
halda, tak si popiSeme nejdiive ji.

Halda je datové struktura pro uchovavani mnoZiny éisel (¢i
jakychkoliv jinych objektl, na kterych mame definovano
uspofadani, tj. umime je porovnévat). Tato datové struk-
tura obvykle podporuje nasledujici operace: Pridani nové-
ho prvku do haldy, odebrani nejmensiho prvku a dotaz na
nejmensi prvek. My si ukazeme takovou implementaci hal-
dy, ze pokud halda obsahuje N ¢isel (prvki), tak na ptidani
¢ odebréani jednoho prvku potfebujeme ¢as O(log N) a na
zjisténi hodnoty nejmensiho prvku v haldé ndm staci kon-
stantni ¢as, tj. O(1).

Jedna takova implementace haldy je nésledujici: Pokud hal-
da obsahuje N prvki, pak jeji prvky mame ulozeny v poli
na pozicich 0 az N — 1. Prvek na pozici s indexem k£ mé dva
ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k+1 a 2k + 2; samoziej-
mé, pokud je k velké, a tedy napt. 2k+2 > N — 1, pak mé
takovy prvek jednoho ¢i dokonce zadného naslednika. Prvek
na pozici [(k —1)/2] pak nazyvame predchidcem prvku na
pozici k. Ti z vés, ktefi znaji binarni stromy, jisté rozpoznali
ve vySe uvedeném moznost, jak v poli uchovavat vyvazené
binarni stromy (néslednici jsou synové a pfedchtdci otcové
v obvyklé stromové terminologii).

My vsak v poli neuchovavame prvky haldy tplné v libovol-
ném poradi. Chceme, aby platilo, ze kazdy prvek je mensi
nez kterykoliv z jeho néslednikti. Takze nase halda mtze
vypadat napf. nasledovneé:
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7 toho, co jsme si pravé popsali je jasné, ze nejmensi prvek
je ulozen na pozici s indexem 0 a tedy mizeme snadno
v konstantnim c¢ase zjistit jeho hodnotu. V nésledujicim

odstavci prozradime, jak 1ze prvky do haldy rychle ptidavat
a odebirat.

Popisme si nejprve, jak lze prvek do haldy pridat. Jestlize
halda obsahuje NV prvku, pak novy prvek, fikejme mu tieba
X, nejprve umistime na konec pole, tj. na pozici s indexem
N. Nyni X porovname s jeho pfedchidcem. Pokud je je-
ho pfedchiiddce mensi, pak je vSe v poradku a jsme hotovi.
V opa¢ném pripadé X prohodime s jeho pfedchidcem. Ziej-
mé je X nyni mensi nez kterykoliv z jeho naslednikti, ale
stale by mohl byt mensi nez jeho novy predchidce. Takze
X porovname s jeho soucasnym predchtidcem a pokud je
X mensi, tak tyto dva prvky opét prohodime. A takto po-
kracujeme, dokud soucasny predchtidce X neni mensi nez
X nebo X nema4 zadného ptredchtidce (tj. X je na pozici 0).
Protoze se v kazdém kroku index pozice, kde se prvek X
prévé nachazi, zmensi zhruba na polovinu, tak celkové pro-
vedeme nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme cas
O(log N). Odebirdni prvka probihd podobné: Prvek z po-
sledni pozice (tj. z pozice N — 1) pfesuneme na pozici 0.
Misto s predchidci jej vSak porovname s jeho nasledniky a
v pripadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho nasledniki, tak je
prohodime (pokud je vé&tsi nez oba jeho néslednici, pak ho
prohodime s mensim z nich). A protoze se ndm v kazdém
kroku index ,,bublajiciho“ prvku v poli zhruba zdvojnasobi,
opét spotiebujeme ¢as O(log N).

Jako cviceni si rozmyslete, Ze kdyz si pamatujeme pro kazdy
prvek, kde se v haldé nachazi, pak lze z haldy libovolny pr-
vek odstranit (nebo zménit jeho hodnotu) v éase O(log V).

Ukézkovou implementaci haldy si miizete prohlédnout na
konci nasi kucharky.

Dijkstriv algoritmus se pouziva pro hledani nejkratsich cest
v grafu. Graf si mizeme predstavovat jako néjaké body, kte-
rym fikame wvrcholy, spojené navzdjem carami, kterym pro
zménu fikdme hrany. V nasem piipadé budou mit hrany
pfifazeny vdhy, tedy néco jako délku cary. Cestou pak na-
zveme posloupnost vrcholt vy vs . . . vg takovou, ze kazdé dva
po sobé jdouci vrcholy jsou spojeny hranou, a délkou cesty
soucet vah hran spojujicich takové dvojice vrcholu. Graf si
miZzeme predstavit jako napf. mésta spojend silnicemi, kde
vaha je délka silnice a délka cesty je pak vzdalenost, kterou
ujedeme mezi mésty. Nekdy se také setkame s orientova-
nymi grafy, ve kterych maji hrany prifazenu orientaci, tj.
smér z jednoho z krajnich vrcholtt do druhého, a je po nich
mozné cestovat pouze v tomto daném sméru.

Dijkstrtv algoritmus nalezne v grafu nejkratsi cestu me-
zi dvéma zadanymi vrcholy za predpokladu, ze vahy vSech
hran jsou nezéporné. Ve skutecnosti tento algoritmus déla
o malinko vice: Najde totiz nejkratsi cesty z jednoho zada-
ného vrcholu do vsech ostatnich.

Necht vg je vrchol grafu, ze kterého chceme uréit délky nej-
kratsich cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nale-
zenych cest z vrcholu vg do vSech ostatnich vrchola grafu.
Navic u nékterych vrchold budeme mit poznamenano, ze
cesta nalezena do nich je uz ta nejkratsi mozné. Takovym
vrcholim budeme fikat trvale ohodnocené. Na zacatku ini-
cializujeme v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty
odpovidajici vrcholu vg, kterou inicializujeme na 0 (délka
nejkratsi cesty z vo do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu
pak provedeme nasledujici: Vybereme vrchol w, ktery neni
trvale ohodnoceny, a mezi vSemi takovymi vrcholy je dél-
ka zatim nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w
prohlasime za trvale ohodnoceny. Déle otestujeme, zda pro
néjaky vrchol v cesta z vrcholu vg do w a pak po hrané z w



do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta z vg do v a je-li
tomu tak, pak zménime délku zatim nalezené cesty do wv.
Toto provedeme pro vSechny takové vrcholy v.

Cely algoritmus skon¢i, pokud jsou uz vSechny vrcholy trva-
le ohodnocené nebo vSechny vrcholy, co nejsou trvale ohod-
nocené, maji délku cesty do nich rovnou oo (v takovém pii-
padé se graf skldda z vice nesouvislych éasti). Pfed tim, nez
dokéazeme, ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalez-
ne délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se zamysleme nad
jeho casovou slozitosti: K uchovavani délek dosud naleze-
nych cest pouzijeme haldu. Zifejmé halda bude obsahovat
na zacatku N prvki a v kazdém kroku se pocet jejich prvka
snizi o jeden. Cely algoritmus ma nejvyse N kroki, kde N
je pocet vrcholi vstupniho grafu. V kazdému kroku musime
zkontrolovat tolik vrcholi v, kolik hran vede z vrcholu w.
Kazda takova kontrola mize vyustit ve vyjmuti a pfidani
prvku v haldég, tj. miiZeme na ni potfebovat ¢as O(log N).
Pocet takovych zmén pro vSechny kroky dohromady je pak
nejvyse O(M), kde M je pocet hran vstupniho grafu. Celko-
va Casova sloZitost naseho algoritmu je O((N + M)log N).

Mize se samoziejmé stat, ze nas graf ma hodné hran, az
kvadraticky mnoho v poctu vrchold N. V takovém ptipa-
dé je lepsi haldu viibec nepouzit a v kazdém kroku urcit
w v ¢ase O(N) prostym vybérem nejmensi hodnoty z tr-
vale neohodnocenych vrcholi (a tyto hodnoty si uchova-
vat v norméalnim poli). Casova slozitost této implementace
Dijkstrova algoritmu, jejiz kod lze najit na konci nasi ku-
chatky, je O(N?).

Poznamka pro zvidavé: pouzitim jiného druhu haldy, tzv.
Fibonacciho haldy, lze zlepsit ¢asovou slozitost Dijkstrova
algoritmu az na O(M + Nlog N).

Vratme se nyni k diikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.
Ukéazeme, ze po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici
tvrzeni: Necht A je mnozina trvale ohodnocenych vrchol.
Pak délka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny
vrchol grafu) je délka nejkratsi cesty wvovs...vgv takové,
ze vSechny vrcholy vg,v1,...,v% jsou v mnoziné A. Tvr-
zeni dokézeme indukci, dle poc¢tu krokt algoritmu, které
jiz probéhly. Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kro-

ku algoritmu. Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim
kroku prohlasen za trvale ohodnoceny. Uvazme nejprve né-
jaky vrchol v, ktery je trvale ohodnoceny. Pokud v = w,
tvrzeni je trividlni. V opa¢ném pripadé ukazeme, Ze exis-
tuje nejkratsi cesta z v9 do v pres vrcholy z A, kterad ne-
pouziva vrchol w. Ozna¢me D délku cesty z vy do v pres
vrcholy A\ {w}. Protoze v kazdém kroku vybirdme vrchol
s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrcholi
v jednotlivych krocich tvofi neklesajici posloupnost (vahy
hran jsou nezaporné!), tak délka cesty z vg do w ptes vrcho-
ly z A je alesponi D. Ale potom délka libovolné cesty z v
do v pres w pouzivajici vrcholy z A je alespon D. Z volby D
pak vime, Ze existuje nejkratsi cesta z vg do v pfes vrcholy
z A, ktera nepouzivéa vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni trvale ohodnoce-
ny. Necht vgv; ... vxv je nejkratsi cesta z vg do v takova,
7e vSechny vrcholy vg, v1, ..., v, jsou v mnoziné A. Pokud
v = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty

v pravé probéhlém kroku. Pokud vy # w, pak vouy, ..., v
je nejkratsi cesta z vy do vi pres vrcholy z mnozZiny A, a
tedy miizeme predpokladdat, ze zadny z vrcholt vy, ..., v

nen{ w (podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého
odstavce). Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné
hodnoté uz pfed pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnozina A ob-
sahuje pravé ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu
vg, dokazali jsme, ze nas algoritmus funguje spravneé.

Na zévér jesté poznamenejme, Ze Dijkstruv algoritmus fun-
guje i pro orientované grafy a Ze jej lze snadno upravit tak,
aby nam kromé délky nejkratsi cesty i takovou cestu nasel:
U kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime ohodno-
ceni, poznamename, ze kterého vrcholu do néj prichézime.
Nejkratsi cestu do néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme
tak, ze u posledniho vrcholu této cesty zjistime, ktery vr-
chol je predposledni, u predposledniho, ktery je predpred-
posledni, atd.

Sva feseni prvni série ndm zasilejte do 20. fijna 2003 na
vySe uvedenou adresu.

Ukazkova implementace haldy

var halda:array[0..MAX] of integer;
N: word; { pocet prvkd v haldé }

procedure chyba; { néco je Spatné }

function nejmensi:integer;
begin
if N=0 then chyba;
nejmensi:=haldal[0]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i:word;
X:integer;

begin
if N=MAX then chyba;
i:=N; N:=N+1;

haldal[i] :=prvek;
while (i>0) and (halda[(i-1) div 2]>haldal[i]) do
begin

x:=halda[(i-1) div 2]; halda[(i-1) div 2]:=haldal[i]; haldal[i] :=x;

i:=(i-1) div 2
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end
end;

procedure zrus_nejmensi;
var i,j:word;
X:integer;
begin
if N=0 then chyba;
halda[0] :=halda[N-1];

N:=N-1; i:=0;
while 2*i+1<=N-1 do
begin
ji=1;

if (2%i+1<=N-1) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2*i+1;
if (2%i+2<=N-1) and (halda[j]l>halda[2%i+2]) then j:=2*i+2;
if i=j then break;
x:=haldal[i]; halda[i]:=haldal[j]; haldalj]:=x;
i:=j
end
end;

Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word; { po&et vrchold }
vahy: array[1..MAX,1..MAX] of integer;
{ vadhy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1..MAX] of integer;
{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekoneéno }
trvaly: array[1..MAX] of boolean;
{ trvale ohodnocen? }

procedure Dijkstra(odkud: word) ;
var i: word;
w,V: word;

begin
for i:=1 to N do
begin
trvaly[i] :=false;
delky[i]:=-1;
end;

trvaly [odkud] :=true;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not(trvaly[i]) then
if w=0 then
w:=i
else
if delky[il<delky[w] then
w:=1i;
if w<>0 then
begin
trvaly[w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahy[w] [i]<>-1) and not(trvaly[i]) and
{ podminku "not(trvaly[i])" lze vypustit }
(delky [w]l+vahy [w] [i]<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;

Tips & Tricks: Z letaku KSP si muZete sloZit kniZzecku




