Vysledkova listina Sestnactého roéniku KSP po druhé sérii
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Marek Jancuska
Peter Peresini
Miroslav Cicko
Jan Bulanek
Petr Skoda
Krystof Hoder
Pavel Motloch
Michal Repovsky
Jana Kravalova
Miroslav Klimos
Ondrej Bilka
Zbynék Falt

Jan Hrncir
David Matousek
Peter Cerno
Martin Podloucky
Jana Fabrikova
Ondrej Garncarz
Tomas Gavenciak
Michal Becka
Daniel Marek
Martin Konicek
Martin Kfivanek
Martin Cech
Peter Sufliarsky
Jan Zahornadsky
Pavel Klavik
Petr Sobéslavsky
Petr Svec

Marek Blahus
Filip Sauer
Jindfich Flidr
Stanislav Haviar
Jaroslav Havlin
Martina Tomisova
Petr Kortanek
Marek Ludha
Adam Pfenosil

Stanislav Basovnik

Jan Kretinsky
Eva Schlosarikova
Benjamin Vejnar
Milan Dvotak
Cyril Hrubis

Petr Kratochvil
Jifi Bélohradsky
Jan Richter
Kristyna Knapova
Petr Musil
Martin Kupec
Michal Potfaj
Martin Schmid
David Irschik
Petr Pascenko
Jaromir Vojir
Radoslav Sopoliga
Tomas Herceg
Jindfich Pergler
Ales Razym

skola roénik 1621 1622 1623 1624 1625
G Nitra 4 10 11 10 8
GJGTajov 2 6 10 10 10 0
GJGTajov 3 6 5 10 10 2
G Klatovy 3 9 5 10 6
GUstavni 4 5 9 6 10 3
GKptJaros 4 6 8 10 10
GPBezruce 1 5 3 2 7 1
4 10 5 10 1
G VKlobou 4 3 6 10
G Langkr 0 3 5 7 10
G Zlin 2 2 3 9 8
GNeumannov 3 2 3 6
GFXSaldy 2 2 3 10 6
GZborov 4 2 9 8
GILStura 3 6 6
G Stréaznic 3 2 1 10 3
GKptJaros 4 2 5 6 10 2
G Ptibor 3 3 3 6 5 1
G Bilovec 4
G MTfebova 4 3 4 8
GZborov 1 10 10
G UBrod 3 3 6 7
GKptJaros 2
G UBrod 3 2 6
G NZamky 4 3 10
GZborov 3 2 2 5 5
G Chrudim 1 2 1 5 9 1
GJHeyrovs 3 0 3 6 7 1
G Beroun 4 2 3 10
G UHradi 3 3 3 10 8
G Klatovy 3 2 6
G Langkr 4
G Klatovy 3 3 7
G Sedlca 4 3 3
GZborov 4 3 2 2 4
G Sedlca 2 2
GJGTajov 4
GSladkNam 2 2 5 8
G Kroméfiz 3
GMLercha 4
G Piestany 3 2 2 6 5
G Nymburk 4
G NMnMor 1
G Bilovec 2
1 3 9
2
G Ptibor 3 2
G Ji¢in 4 2 10
G MBudgj 2 1 5
GMendel 2
G NMnVah 4
G CTiebova 0
G Ledec 3
GDasickd 4
G Ledeé 3
G Svidnik 4 2 0
1
G Klatovy 3 3
3
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suma
39
36
33
30
33
34
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celkem
88
86
81
80
79
65

Mili tesitelé!

Do ruky se Vam dostava jiz tieti letosni zadani naseho seminafe. S touto sérii pfichazi také nékolik zmén. Jednak jsme se
rozhodli, Ze letosni ro¢nik bude mit pouze Ctyfi série, a proto jsme zvedli pocet tloh v sérii na Sest.

Dalsi zména se tyka toho, ze jsme se rozhodli pfijimat Vami vypracovand FeSeni i elektronickou cestou. V zadném piipadé
se ovSem nejednd o nahrazeni stavajiciho zpisobu odesilani Vasich feseni! Spise jde o jakysi zkusebni provoz a podle toho,

jak dopadne, se zaridime v ¢asech budoucich.

Pokud se rozhodnete vyuzit tohoto zplisobu odevzdavani feseni, pak vézte, ze tlohy se budou odevzdavat pfes webové
rozhrani na http://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Zde se také dozvite o konkrétnich pravidlech pro odevzdévéni Vasich FeSeni.
Doporucujeme Vam si tato pravidla pfecist, pokud hodlate odevzdat sva FeSeni pies webové rozhrani, abyste nebyli na

posledni chvili zaskoceni.

Af uz poslete feseni jakkoliv, zpét Vam piijdou normalni postou. Reseni, ktera pfijdou elektronickou cestou, si totiz vytiskne-
me a opravime tradi¢nim zptsobem. Ale jesté jednou bychom radi zopakovali, Ze vypracovana feSeni miZete i nadéle posilat
normalni poStou na nasi nezménénou adresu (najdete ji na konci zadani této série).

Aktuélni informace o KSP miZete nalézt na Internetu na hitp://ksp.mff.cuni.cz/, dotazy organizatoriim je mozno posilat

E-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Zadani tFeti série Sestnictého roéniku KSP

16-3-1 Fyzikova blecha 10 bodu

16-3-2 Historikova past 10 bodu

Newtoon trénuje svoji blechu na blesi turnaj. Ten probi-
ha na svislé sténé, na které jsou vodorovné plosinky. Cilem
blechy je slézt ze startovaci polohy co nejdfive na podla-
hu. Pohyb blechy zavisi na tom, zda je blecha na néjaké
plosince, ¢i pada. Pokud pada, klesne za jednu blechovte-
finu o jeden blechometr. Pokud je na plosince, posune se
za jednu blechovtefinu o jeden blechometr vlevo ¢i vpravo.

Zévod tedy probiha tak, Ze blecha pada, padé, az dopadne
na plosinku. Pak se rozhodne (nebo ji jeji majitel pfika-
7e), zda ptijde doleva nebo doprava, a jde, dokud nedojde
na konec plosinky. Z ni pak seskodi a zase pada, dokud se
nedostane na podlahu. Vitézi blecha, ktera piistane na pod-
laze jako prvni. OvSem je nutné, aby zadna blecha nespadla
z vétsi vysky nez v blechometri, jinak se totiz po dopadu
urazi a odmitne pokracovat v zavodeé.

Newtoon jiz vytrénoval svou blechu tak, ze ho posloucha
na slovo. Problém je ten, Ze sam nevi, jak blechu navigovat,
aby prosla bludistém nejkratsi moznou cestou. Protoze Vas
ale zajima, jak vypadd blecha, kterda poslouchd, rozhodli
jste se Newtoonovi pomoci.

Na vstupu dostanete jednak pocéate¢ni soutadnice blechy
(v celych blechometrech), v, coZ je nejvétsi vyska, ze které
muze blecha spadnout, aby se neurazila, a N, coz je pocet
plosinek na sténé. Dale dostanete popis N plosinek, u kazdé
plosinky soutadnice jejiho horniho dolniho rohu a jeji sitku
(vSe opét v celych blechometrech). Vsechny plosinky jsou
vysoké jeden blechometr a zadné dvé se nedotykaji. Blecha
je na podlaze, pokud se nachézi na soufadnicich [z; 0], kde
x je libovolné celé ¢islo.

Vystupem Vaseho programu je nejmensi pocet blechovte-
fin, které bude blecha potfebovat, aby se dostala na podla-
hu. Kromé tohoto poctu vypiste i pocet plosinek, na které
blecha dopadne, a u kazdé plosinky (v pofadi, jak na né ble-
cha dopadd) rozhodnéte, zda m4 blecha jit vlevo ¢i vpravo.
Pokud tloha nemé feSeni (moc malé v), vypiste odpovida-
jici zpravu.

Priklad: Blecha se nachézi na soufadnicich [5;12], v = 4,
N = 3. Plosinky jsou [3;8];5, [3;4];5 a [7;6]; 3 ([soufadnice
levého horniho rohu]; délka). Nejkratsi cesta trva 17 ble-
chovtefin, blecha navstivi vSechny t¥i plosinky a ptjde vpra-
vo na prvni, vlevo na druhé a vpravo na tieti navstivené
plosince.
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Vas pritel historik Vykopavka si na Vas pfichystal, aby vy-
lepsil Vase (podle ngj ponékud zanedbané) historické vzdé-
lani, nasledujici hru. Hraje se ve dvourozmérném bludisti
N x M poli. V bludisti se (samoziejmé kromé zdi, ty se
vyskytuji v kazdém poradném bludisti) nachdzi Theseus
a Minotaurus. Abyste uspokojili svého pritele Vykopavku,
musite si tato jména nejprve zapamatovat. Theseus a Mi-
notaurus. Theseus a Minotaurus. ..

Vy budete ovladat Thesea a budete se snazit dostat z blu-
disté ven, Cili dostat se na hranici bludisté a nésleduji-
cim krokem z bludisté utéct. OvSem nikdy nesmite narazit
na Minotaura, sic bidné zhynete. Na Minotaura narazite,
pokud s nim sdilite policko.

Jeden tah probihé nasledovné: nejprve se hybe Minotaurus
a tahne k-krat nasledujicim zptsobem. Pokud nejsou po-
stavy Minotaura a Thesea ve stejném sloupci, chce se Mi-
notaurus pohnout o jedno policko vlevo nebo vpravo, aby
se Theseovi piiblizil. Pokud neni na policku, kam se Mino-
taurus chce posunout, zed, skutecné se tam posune. Pokud
nejsou obé postavy na stejném radku bludisté, chce se Mi-
notaurus pohnout nahoru ¢i doli opét smérem k Theseovi.
Opét se na zvolené policko Minotaurus pfesune jen tehdy,
neni-li tam zed. V jednom kroku provadi Minotaurus tyto
pohyby v zadaném poradi a mize provést oba dva, ¢ili se
muze dostat na jedno z okolnich osmi policek.

Po k takovychto krocich Minotaura se hybe Theseus, a to
na jedno ze ¢ty¥ okolnich volnych poli. Takto se oba st¥idaji
na tahu, dokud bud Theseus neutede z bludisté, nebo dokud
Minotaurus nedohoni Thesea.

Vasim tkolem bude najit pro Thesea nejkratsi posloupnost
pohybii vlevo, vpravo, nahoru, doli, aby se dostal bezpecné
z bludisté, pfipadné Fici, Ze to neni mozné.

Priklad: Pro k = 2 a bludisté o rozmeérech 8 x 10

XXXXXXXXXX

X.M...... X

Xooooon, X

Xoooooon, X

X...X....X . — volné policko
X.XXX. X X - zed

X T M - Minotaurus

XXXXXXXXXX T - Theseus

je nejkratsi cesta z bludi§té «—————————.



16-3-3 Genetikova evoluce 10 bodu

Kdyz si Blatoslap bral ponozky ze svého pradelniku, zjistil,
ze se mu v ném vyvinula celd kolonie neznamych zivocichti.
Protoze to byl genetik, jal se hned tyto zivo¢ichy zkoumat
a zjistil, Ze i kdyz se jedna o jediny druh, jeho zastupci jsou
velmi rozmaniti. Kazdy jedinec mé totiz 30 znak, které ho
charakterizuji a které se mohou ménit pouze mutaci. Dalsim
vyzkumem zjistil, Ze v pradelniku ma N rtznych poddruht
(poddruhy se navzajem lisi alespoti v jednom znaku), i kdyz
jeden z nich prevazuje.

Thned se dovtipil, ze v jeho pradelniku doslo k evoluci.
A protoze ho zajima jeji prubéh, byli jste pozadani o vyte-
Seni tohoto problému.

Blatoslap Vam zada N a dale popis jednotlivych poddruhti.
Kazdy poddruh je charakterizovany &islem 0..230 — 1, pfi-
¢emz i-ty bit tohoto ¢isla vyjadiuje, zda je i-ty z 30 znaku,
které poddruh charakterizuji, pfitomen. Pokud bychom si
¢islo poddruhu napsali ve dvojkové soustavé, i-ty bit tohoto
disla je i-t4 cifra (poéitédno zprava od nuly) v tomto zapisu.
Jinak feceno, pokud ¢islo i-krat vydélime dvéma a spocte-
me zbytek po déleni tohoto ¢isla dvéma, vysledek je i-ty bit
ptvodniho ¢isla.

Vasim tkolem je zjistit, jaky poddruh se vyvinul z jakého,
a pocdet mutaci, ke kterym muselo pfi tomto vyvoji dojit.
Predpokladejte, ze vyvoj probihal tak, ze kazdy poddruh
kromé toho, ktery Vam Blatoslap zadal jako prvni (to je ten
nejpocetnéjsi), se vyvinul pravé z jednoho jiného poddru-
hu. Navic prvni zadany poddruh je pivodnim prapredkem
vSech poddruhti v pradelniku. Dale pfedpokladejte, Ze evo-
luce probihala nejjednodussi moznou cestou, a tedy pocet
mutaci v evoluci je nejmensi mozny. Pocet mutaci je soucet
vSech rozdilngch znakd mezi kazdym poddruhem (kromé
prvniho zadaného) a jeho predkem.

Navic zadny poddruh v Blatoslapové pradelniku nevymfel,
vSechny evoluci vzniklé poddruhy pfezily az do dnesni doby.
Priklad: Pro N = 4 a poddruhy 0,3,7,12 je hledana evoluce
tato: poddruhy 3 a 12 se vyvinuly z poddruhu 0, poddruh 7
se vyvinul z poddruhu 3. Pocet mutaci, ke kterym muselo
v evoluci dojit, je roven 5.

16-3-4 Ekonomova odména 10 bodu

Dlouhoprst byl velmi bohaty ekonom. Jednoho dne si umi-
nil, Ze by zase mohl zvysit své jméni. Ale jak? Vzdyt vSich-
ni lidé uz zjistili, Ze jeho finanéni poradenstvi je spiSe fi-
nan¢nim proradenstvim. A tak se rozhodl dojit za ddblem
a upsat mu svou dusi za par st¥ibrinaku.

Po cesté do pekla potkal skupinku pirati, ktefi se handrko-
vali nad truhlou plnou stiibriidki. Dlouhoprstovi to nedalo,
dal se s nimi do Teci a zjistil, Ze se pirati domlouvaji, jak si
poklad rozdéli. Jiz se shodli na nasledujicim zptsobu déleni.

Reknéme, 7e v truhle je S st¥ibriiaki a piratt je P. Pirati se
ocisluji, ¢ili kazdy dostane pravé jedno ¢islo od 1 do P. Pi-
rat s poradovym ¢islem P navrhne zpusob rozdéleni vsech
sti{briidkt mezi piraty (kazdému pirdtovi véetné sebe pii-
dsli nezédporny pocet st¥ibriaki). Ostatni o tomto rozdéleni
hlasuji a pokud je jich alespon polovina pro, navrh je pfi-
jat. V opa¢ném piipadé je pirat P zabit a navrhuje pirat
s Cislem P — 1.

Pii hlasovani se pirati fidi témito pravidly: nejdtlezitéjsi je
prezit. Pokud pirat vi, Ze v budoucnu urcité zemre, hlasuje
vzdy pro, nezavisle na vysi svého podilu. Druhé pravidlo

je zisk. Pokud méa pirat v budoucnu Sanci, ze ziskd vic,
nez kolik je mu prévé nabidnuto, hlasuje proti (ovem jen
pokud vi, ze piezije). Treti pravidlo je touha popravit co
nejvic piratu, ¢ili pokud pirat vi, Ze v budoucnu bude mo-
ci urcité ziskat stejny obnos, jaky je mu nabidnut, hlasuje
proti. Dulezité je, ze se vSichni pirati idi stejnymi pravidly
a navzajem to o sobé védi.

Dlouhoprst vycitil piilezitost, a protoze pirati se doted ne-
dohodli na tom, jak se o¢isluji, nabidl jim své finanéni pro-
radenstvi. O¢isluje je, ale za odménu se bude moci do roz-
délovani zapojit, a to s pofadovym ¢islem P + 1. A pirati
souhlasili. Dlouhoprst ovSem zjistil, Ze je to i nad jeho sily,
a poprosil Vas o pomoc.

VA4S program dostane na vstupu &isla S (pocet st¥ibriaka
v pokladu) a P (pocet pirdtii). Musite zjistit, zda muze
Dlouhoprst viibec piezit a pokud ano, poradte mu navrh
rozdéleni stfibriidkt mezi P pirata takovy, aby byl jeho
zisk (pocet st¥ibriidki, které nemusi mezi pirdty rozdélit)
co nejvetsi.

Priklad: Pro S = 100 a P = 2 Dlouhoprst pfezit mize
a jeho zisk je 100 stiibrnaki. Jeho navrh je dat obéma pi-
rattim nula st¥ibrnaku. Pirat ¢islo 2 pro jeho navrh hlasuje,
protoze jinak (kdyby byl Dlouhoprst popraven) by pirat 1
hlasoval proti libovolnému jeho névrhu a on sam by byl
popraven.

16-3-5 Botanikova setba 10 bodu

Znamy botanik Konopnik se rozhodl, samoziejmé z Cisté
védeckych dtvodi, zasit svoji nejoblibenéjsi rostlinu. Bo-
huzel je pronésledovan davy laiki, ktefi by se radi podileli
na sklizni, a tak je nucen zasit na poli, kde uz je zaseta
kukufice, aby jeho troda nebyla lidem na ocich.

Protoze ale Konopnik chce, aby tiroda byla co nejvétsi, roz-
délil kukufi¢né pole na pravidelnou sit oblasti a u kazdé
oblasti zjistil jeji predpokladanou trodnost. Ta muze byt
i zadporna, pokud dana oblast brani v péstovani na okolnich
oblastech. Konopnik by chtél osit jediné pravotihlé tzemi
takové, aby soucet trodnosti na tomto tzemi byl nejvétsi
mozny. OvSem protoze je biolog, obratil se s timto problé-
mem na Vas.

Na vstupu dostanete NV a M, ¢ili siftku a délku kukufiéného
pole. Déle dostanete matici N x M, jejiz hodnoty jsou trod-
nosti jednotlivych oblasti kukufi¢ného pole. Vasim tkolem
je najit podmatici (souvislou pravouhlou oblast) takovou,
ze soucet jejich prvki je nejvétsi mozny. Pokud je takovych
podmatic vic, najdéte takovou, kterd méa nejmensi obsah.
Priklad: Pro pole o rozmérech 4 x 5 a urodnostech

1-1 4 5 3

-2 3 -2 -5 8

2 -4 2 1-7

4-3 2 1 1
ma hledand podmatice levy roh v prvnim fadku a druhém
sloupci, pravy dolni roh v druhém fadku a patém sloupci.

16-3-6 Matematikova sonda 10 bodu

Matematici jsou zvlastni lidé a jako takovym se jim obcas
v hlavé zhmotni zvlastni napady. Jako tfeba vyslat sondu
na Mars.

K tomuto problému je samoziejmé potfeba pristupovat sys-
tematicky. Nas matematik si nejprve studiem odborné lite-
ratury a predchozich publikovanych praci v tomto oboru
zjistil, Ze existuji dva postupy.

guess = 0;

for (bit=1; bit<nrest; bit += bit) {

}

guess =

}

glen = 0;
for (c=0; c<nrest; c++)
if (c & bit)
query[qlen++] = rest|c];
if (ask dragon ())
guess |= bit;

rest[guess|; /* Jdeme na jisto */

printf (“Ha, Tve cislo je %d\n”, guess+1);

return 0;

—15 —

/* Pileni intervalt pro zbylé moznosti */



function Delka(Obal:PSloup):real;
var Vystup:real;
begin
Vystup:=0;
while Obal”.Dalsi<>nil do begin
Vystup:=Vystup+sqrt(sqr(Obal~.X—Obal~.Dalsi~.X)+sqr(Obal .Y —Obal".Dalsi".Y));
Obal:=0Obal".Dalsi;

end;
Delka:=Vystup;
end;
begin
Sloupy:=Nacti;
MergeSort(Sloupy);
PridejKopii(Sloupy);

Sloupy:=KonvexniObal(Sloupy);
writeln('Delka plotu je:’,Delka(Sloupy):10:3);
end.

Uloha 16-2-4 — K¥iZovy kral — program

#include <stdio.h>
#define MAX 1048576
int query[MAX];

int glen;

/* Do kolika umi draci pocitat s/
/* Na co se ptdme (my poéitame od 0, drak od 1) =/

int ask dragon (void) /* Zeptame se draka, copak nam fekne? x/

{
int 4;
for (i=0; i<glen; i++)
printf (“%dy”, query[i]+1);
printf (“4?”);
scanf (“%d”, &i);
return i;
}
int main (void)

{

int N; /* Hledané ¢islo je mezi 0 az N-1 */
int guess; /* Jaké jsme zatim uhadli =/

int bit; /* Ktery bit zkouméme x/

int ¢; / Cislo, které zrovna zkouméme x/

printf (“Velevazeny draku, rci N!,”);
scanf (“%d”, &N);

guess = 0; /* 1. faze: Plleni intervali na 0..N-1 x/
for (bit=1; bit<N; bit += bit) {

glen = 0;

for (¢=0; c<N; c++)

if (c & bit)
query[glen++] = ¢;
if (ask.dragon ())
guess |= bit;

}

query(0] = guess; /* Kontrola (pro N=1 ji nemusime délat) s/

glen = 1;

if (N !=1 && lask dragon ()) {
int rest[8xsizeof (int)+1];

int nrest;

/* Nékdy lhal, takze ve 2. fizi najdeme, kdy =/
/* Jaké jsou moznosti? */

nrest = 0; /+ Spatné byla kontrola */
rest[nrest++] = guess;
for (bit=1; bit<N; bit += bit)

rest[nrest++] = guess ~ bit;

/* Nebo jednotlivé bity x/
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® MiZe si za v zdsad& nepatrnou ¢dstku (kterou si oznac¢ime
jako jednu jednotku) nechat sondu vyrobit a vyslat. Je
ovSem mozné, Ze se néco nezdaii a pokus bude potieba
opakovat.

e Miuze si ji vlastnoru¢né sestrojit za k > 1 jednotek. Sa-
moziejme si je naprosto jisty, ze v nécem tak trividlnim
by prece on nemohl udélat chybu.

Chtél by samoziejmeé zvolit levnéjsi variantu, nicméné ktera
to je, zélezi na tom, kolik koupenych sond se rozbije. Proto
vymyslel nasledujici algoritmus:

Prvnich k£ — 1 sond si koupi. Pokud zadnd z nich neuspéje,
sondu si sdm vyrobi.

Tento algoritmus mu zajistuje, ze nikdy nezaplati vic nez
(2 — 1/k) krat tolik, kolik by musel: Necht usp&je n-t son-
da. Pak bud n < k — 1, pak zaplati n jednotek, coz je op-
timalni. Nebo n > k, pak zaplati 2k — 1 jednotek, zatimco
optimalni feSeni by bylo vyrobit si sondu rovnou a zaplatit
pouze k jednotek.

A také si okamzité dokazal, ze tento postup je nejlepsi moz-
ny. Zjevné jedind moznost, jak si volit strategii, je néjakym
zpusobem urcit pocet sond d, po jejichz zniceni si sondu
vyrobi. Necht uspéje (d + 1)-ni sonda, pak zaplati k + d
jednotek. Pokud by d bylo vétsi nebo rovno k, optimum
je k, tedy by zaplatil alespon dvakrat tolik, kolik musel.
Naopak kdyby d bylo mensi nez k — 1, optimum je d + 1

ktd ~ (d+2)+d
T2 22

Po chvili si vSak uvédomil, Ze by mozna mohl uset¥it alespon
v primérném piipadé, kdyby jednu z minci naSetfenych
na potizeni sondy pouzil jako generator nahodnych cisel.
Nicméné protoze je to stary zkuSeny profesor, pfenechal
vam vyfeSeni této tlozky jako jednoduché doméci cviceni.

a

Vasim tkolem je tedy nalézt pravdépodobnostni strategii,
pro kterou by existovala néjaka konstanta ¢ (pokud mozno
co nejmensi) takovd, ze af uz se poroucha libovolny pocet
sond, profesor zaplati v priuméru nanejvys c-krat tolik, nez
kolik musi.

Recepty z programatorské kucharky

V dnesnim, v pofadi jiz tfetim, dilu kuchaiky popiSeme
problém minimalni kostry a ukazeme si, jak ho Fesit. Také
popiSeme datovou strukturu Disjoint-Find-Union (jeji na-
zev je Casto zkracovan na DFU), kterou Sikovné pouzijeme
pravé na hledani minimalni kostry grafu.

Co je to graf jsme si vysvétlili jiz diive. Podgraf néjaké-
ho grafu vznikne z ptivodniho grafu odebranim libovolnych
vrcholt a libovolnych hran. Cesta v grafu je posloupnost
vrcholi takovd, ze kazdy vrchol je s nasledujicim spojen
hranou a vrcholy se na cesté neopakuji (¢asto za cestu po-
vazujeme i tyto hrany). Krusnice v grafu je podobné po-
sloupnost vrcholti, pouze prvni vrchol je shodny s posled-
nim a nikde jinde se opét vrcholy neopakuji. (Pro aplnost:
tah bychom tomu ¥ikali tehdy, kdyby se vrcholy mohly opa-
kovat, ale hrany nikoliv, a sled tehdy, pokud by se mohlo
opakovat cokoliv.)

Pokud v grafu mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta
(coz je totéz, jako kdyZ mezi nimi existuje sled, rozmys-
lete si, pro¢), Fikdme takovému grafu souvisly. Pokud graf
souvisly neni, miZzeme ho rozdélit na podgrafy, které jiz
souvislé jsou a nevedou mezi nimi zadné hrany. Takovym
podgrafim se pak fikd komponenty souvislosti. U souvislé-
ho grafu za komponentu souvislosti povazujeme cely graf.
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Strom je graf, ktery je souvisly a zdroven acyklicky (¢ili
neexistuje v ném zadnd kruznice). List stromu je takovy
vrchol, ze kterého vede jen jedna hrana. Kazdy koneény
strom o dvou ¢i vice vrcholech méa vzdy alespoil dva listy.
Mizeme je nalézt tieba tak, ze sestrojime ve stromé nejdelsi
cestu (rozmyslete si, pro¢ bude mit tato cesta kone¢nou
délku) a vSimneme si, Ze koncové vrcholy této cesty jsou
hledané listy (kdyby z koncovych vrcholi cesty vedla vice
nez jedna hrana, pak bychom ji budto o ni budto mohli
cestu prodlouzit nebo by tato hrana vedla do vrcholu, ktery
na cesté jiz lezi, jenze tim by tvofila kruznici).

Zajimavé je to, ze strom s N vrcholy ma pravé N — 1 hran.
To miizeme dokazat indukei podle pocétu vrcholi stromu:
Strom s jednim vrcholem neobsahuje hranu zadnou. Pokud
mame strom s N > 1 vrcholy, vime, Ze ma alespoii dva listy.
Vezmeme tedy libovolny list a ze stromu ho odebereme.
Tim ziskdme opét strom (souvislost jsme porusit nemohli
a kruZnici jsme také nevytvofili) a jeho podet vrcholi je
o 1 mensi, ¢ili podle indukéniho predpokladu ma o 1 méné
hran nez vrcholt. Nyni list ,,pfilepime® zpét, ¢imz zvysime
pocet vrchol i hran o 1 a tvrzeni stale plati.

A nyni k slibovanym kostram. Kostra grafu budeme Fikat
podgrafu, ktery obsahuje vSechny vrcholy a nejmensi po-
Cet hran takovy, aby cesta mezi dvéma rtznymi vrcholy
existovala v kostfe grafu pravé tehdy, existuje-li v grafu
ptvodnim. Vsimnéte si, Ze kostra souvislého grafu je sama
souvisld a navic neobsahuje zddnou kruznici (jinak bychom
mohli libovolnou hranu lezici na kruznici z kostry beze sko-
dy odebrat, ¢imz bychom ziskali mensi kostru, a to nam de-
finice zakazuje.) Cili kazda kostra souvislého grafu je strom
a jelikoz vSechny stromy na N vrcholech maji N — 1 hran,
vSechny kostry také. Pokud je graf nesouvisly, staci tuto
Gvahu provést pro kazdou komponentu zv1ast a zjistime, ze
kostra je les (to je graf, jehoz kazd4 komponenta je strom)
s N — k hranami, kde k je pocet komponent souvislosti.

Pokud kazdé hrané grafu pfifadime néjaké ohodnocend, coz
bude néjaké ¢islo (pro nase potieby vzdy kladné), dostane-
me ohodnoceny graf. V takovych grafech pak obvykle hle-
dame mezi vSemi kostrami kostru minimdlni, a to je takova,
pro kterou je soucet ohodnoceni jejich hran nejmensi moz-
ny.

Algoritmus hledani minimalni kostry

N4&§ algoritmus na hledani minimélni kostry (tzv. hladovy
algoritmus) bude velmi jednoduchy. Nejprve setfidime hra-
ny vzestupné podle jejich vdhy. Kostru budeme postupné
vytvafet pfidavanim hran od té s nejmensi vahou tak, Ze
hranu do kostry pfidame pravé tehdy, pokud spojuje dvé
(prozatim) rzné komponenty souvislosti vytvofeného pod-
grafu. Jinak feceno, hranu do vytvafené kostry pfidame,
pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy, které zkou-
mand hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskdme kostru, tj. acyklic-
ky podgraf grafu, ktery je souvisly (pokud vstupni graf je
souvisly, ale toto mlcky predpokldddme). To, Ze nalezend
kostra je minimélni, si ukdzeme pozdéji. Nyni se podivej-
me na Casovou slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni
graf m& N vrcholti a M hran, pak tvodni setfidéni hran
vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychljch
tf¥idicich algoritmi popsanych v minulém dile) a poté se
pokusime pfidat kazdou z M hran. V druhé ¢asti kucharky
si ukdzeme datovou strukturu, s jejiz pomoci bude M tes-
ti toho, zda mezi dvéma vrcholy vede hrana, trvat méné
nez O(M log M). Celkové ¢asové slozitost naseho algorit-



mu je tedy O(M log N) (viimnéte si, ze log M < log N? =
2log N). Pamétova sloZitost je linearni vzhledem k poctu
hran, tj. O(M).

Diikaz spravnosti hladového algoritmu

Zbyva dokazat, Ze nalezend kostra vstupniho grafu je mini-
malni. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze va-
hy vSech hran grafu jsou vesmés rizné: Pokud tomu tak ne-
ni jiz na zac¢atku, pfi¢teme k nékterym z hran, jejichz vahy
jsou duplicitni, velmi mala kladna cela ¢isla tak, aby poradi
hran nalezené nasim tfidicim algoritmem zustalo zachova-
no. Tim se kostra nalezena nasim algoritmem nezméni a
pokud bude tato kostra minimalni s modifikovanymi véha-
mi, bude minimalni i pro ptvodni zadéani.

Oznacme Ty); kostru nalezenou nasim algoritmem a Tinin
minimalni kostru. Nechf ey, ..., ex_1 jsou hrany kostry Tyig
v poradi, v jakém byly pfidany nasim algoritmem do kostry.
Pokud jsou kostry Thig a Tinin rtizné, pak existuje hrana e;,
ktera neni obsazena v kostfe Ty Zvolme nejmensi takové i,
tzn., ze kostra Ty, obsahuje vSechny hrany ey, ..
Véha kazdé hrany kostry Tini, kromé i —1 hran ey, ..., e;—1
je ostfe vétsi nez vaha hrany e;: Kdyby tomu tak nebylo,
pak by kostra T},;, obsahovala hranu f s mensi vahou nez
e; anas algoritmus by hranu f pfidal k hrandm ey, ..., e;_1
pii vytvafeni kostry Thy,. Hrana f pak by musela byt mezi
hranami ey, ..., e;—1, protoze jeji vaha je mensi nez vaha
hrany e;, ale tomu tak neni. Tedy takova hrana f neexistuje.

S i1

Pridejme nyni hranu e; ke kostfe Ti,i,. Takto vznikly pod-
graf vstupniho grafu zjevné obsahuje kruznici (uz pfed pii-
danim hrany e; existovala v kostfe Ty, cesta mezi kon-
covymi vrcholy hrany e;, protoze kostra T, je souvis-
14). Tuto kruznici si oznaéme C'. Protoze Ty, neobsahuje
zadnou kruznici, kruznice C' obsahuje alespoi jednu hranu
€/, kterd neni v kostfe Ths. Protoze hrana e’ neni zZadnou
z hran ej,...,e;—1, je jeji vaha ostie vétsi nez vaha hrany
¢;. Odstraiime nyni hranu ¢’. Ozna¢me 7" vysledny pod-
graf vstupniho grafu, tj. graf ziskany z kostry Ty, zamé-
nou hrany ¢’ za hranu e;. ProtoZe €’ a e; leZely ve spole¢né
kruznici C, je T” souvisly podgraf, a tedy kostra vstupniho
grafu. Soucet vah hran kostry 7" je vSak ostfe mensi nez
soucet vah hran kostry Tiin, coZ neni mozné, nebot Tini,
je minimélni kostra vstupniho grafu. Tedy neexistuje zadné
i takové, Ze hrana e; neni obsazena v kostie Tini, a kostry
Tatg & Tnin jsou shodné.

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny
na nékolik disjunktnich podmnozin (¢ili takovych, Ze zadné
dvé nemaji spole¢ny prvek). To znamend, Ze pomoci této
struktury mizeme pro kazdé dva z ulozenych prvku Fici,
zda patii ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU
vrcholy zadaného grafu a budou nélezet do jedné podmno-
ziny rozkladu, pokud mezi nimi jiz ve vytvarené kostie exis-
tuje cesta, ¢ili podmnoziny v DFU budou odpovidat kom-
ponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoziuje datova struktura
DFU provadét nasledujici dvé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné roz-
kladu. Tato operace bude v naSem ptipadé odpovidat tes-
tu, zda dva vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti.
Tato operace byva ¢asto implementovana tak, Ze vraci né-
jakého pevné zvoleného reprezentanta podmnoziny. Test,
zda jsou dva prvky ve stejné podmnoziné se pak provede

porovnanim prislusnych reprezentantt. V této podobé by
tato operace odpovidala niZe popsané funkci root.

e union: Slou¢eni dvou podmnozin do jedné. Tato operace
bude v nasi aplikaci odpovidat pfidani hrany mezi dvé
rizné komponenty grafu.

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny re-
prezentovat. Prvky obsazené v jedné podmnoziné budou
tvofit zakorenény strom. V tomto stromé vsak povedou uka-
zatele, trochu nezvykle, od listii ke kofenu. Operaci find lze
pak jednoduse implementovat tak, ze pro oba zadané prvky
nejprve nalezneme kofeny jejich stromii. Jsou-li tyto kofeny
stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i stejné pod-
mnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rizné, jsou zadané prvky
v ruznych stromech, a tedy jsou i v riznych podmnozinach
reprezentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak,
ze mezi kofeny stromu reprezentujicich slu¢ované podmno-
ziny pridame ukazatel a tim tyto dva stromy spojime do-
hromady.

Implementace dvou vyse popsanych operaci, jak jsme si ji
pravé popsali, nasleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz
rozklad reprezentujeme, bude mnozina cisel od 1 do N.
Ukazatele ve stromé si pak pamatujeme v poli parent, kde
0 znamena, ze prvek nema rodice, tj. je kofenem svého stro-
mu. Funkce root(v) vraci kofen stromu, ktery obsahuje
prvek v.

var parent:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);

end;
function find(v,w:integer):boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v,w:integer);
begin
v:=root (v);
w:=root (w);
if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union
by se nam mohlo stat, Zze stromy odpovidajici podmnozi-
nam budou vypadat jako ,hadi“ a pokud budou obsahovat
N prvki, nalezeni kofene zabere ¢as O(N). Tedy operace
find a union vyzaduji ¢as az O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoducha vy-
lepSeni:

® union by rank: Kazdy prvek méa pfifazen rank. Na za-
¢atku jsou ranky vSech prvka rovny nule. P¥i provadé-
ni operace union, p¥ipojime strom s kofenem mensiho
ranku ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofenti
stromii se v tomto pripadé neméni. Pokud kofeny obou
stromi maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale rank
kofenu vysledného stromu zvétsime o jedna.

KterySeznam:=not(KterySeznam);
Co:=DalsiPrvek;
end;
MergeSort(Seznam|false]);
MergeSort(Seznam|[truel);
PosledniPrvek:=nil;

while (Seznam(false]<>nil) and (Seznam[true]<>nil) do begin

KterySeznam:=Seznam[true|~. X <Seznam|false]".X

if abs(Seznam[true]”.X—Seznam|false]~.X)<Presnost then

KterySeznam:=Seznam[true]".Y>Seznam|[false]".Y;

DalsiPrvek:=Seznam[KterySeznam]|;

{X stejné, rozhoduje Y}

Seznam|[KterySeznam|:=Seznam[KterySeznam|".Dalsi;

if PosledniPrvek=nil then
Co:=DalsiPrvek
else
PosledniPrvek ~.Dalsi:=DalsiPrvek;
DalsiPrvek ~.Dalsi:=nil;
PosledniPrvek:=DalsiPrvek;

end;

PosledniPrvek ~.Dalsi:=Seznam[Seznam false|=nil;
end;
procedure PridejKopii(Sloupy:PSloup);
var Kopie,Nova:PSloup;
begin

Kopie:=nil;

while Sloupy ~.Dalsi<>nil do begin

new(Nova);
Nova”:=Sloupy";
Nova~.Dalsi:=Kopie;
Kopie:=Nova;
Sloupy:=Sloupy ~.Dalsi;

end;

Sloupy "~ .Dalsi:=Kopie;
end;

function KonvexniObal(ZCeho:PSloup):PSloup;
var Obal,DalsiSloup:PSloup;
Vektorl,Vektor2:record X,Y:real; end;
begin
DalsiSloup:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho".Dalsi;
DalsiSloup ~.Dalsi:=nil,
Obal:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho".Dalsi;
Obal”.Dalsi:=DalsiSloup;
while ZCeho<>nil do begin
DalsiSloup:=ZCeho;
ZCeho:=ZCeho".Dalsi;
DalsiSloup *.Dalsi:=Obal;
Obal:=DalsiSloup;
while Obal”.Dalsi”.Dalsi<>nil do begin

{Vystup je zatim prazdny}

{Pfiddme na konec}
{Opravime konec}

{...a je to set¥idéné}

{...a pfidame kopii na konec}

{Vlozime prvni 2 body do posloupnosti}

{Mame alesporni 3 body?}

Vektorl.X:=0bal".Dalsi”.X—Obal".Dalsi".Dalsi".X;
Vektorl.Y:=0Obal".Dalsi”.Y—Obal".Dalsi".Dalsi".Y;

Vektor2.X:=0Obal".X—Obal".Dalsi".X;
Vektor2.Y:=Obal".Y—Obal".Dalsi".Y;

{Vektor2 uréuje smér predposl. a posl. sloupu}
{Vektorl je totéz vzhledem k pfedchozim dvéma}

if (Vektorl.X*Vektor2.Y — Vektorl.Y*Vektor2.X)>Presnost then break;

DalsiSloup:=Obal " .Dalsi;
Obal”.Dalsi:=0Obal".Dalsi".Dalsi;

dispose(DalsiSloup);
end;
end;
KonvexniObal:=Obal,
end;

3

{Bod je tieba odebrat}
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nejmensi := 0;
while ]l > 0 do begin
P := (P—C+C*k div 1) div 2;
Write("Hod vejce z patra ’nejmensi+P—1,". Rozbilo se?’);
Read(rozbilo);
if rozbilo = 1 then begin
C:= C*k div |
Dec(k);
end
else begin
nejmensi := nejmensi + P;
C := C*(1-k) div [
P:=P+C;
end;
Dec(l);
end;
if nejmensi = n then
WriteLn("Vejce se nerozbije z zadneho patra.”)
else
WriteLn("Vejce se rozbije z patra ’nejmensi,’.’);
end.

{Jdeme zkouset hody}

{Prepocteme P(k,]) na P(k—1,1-1)}

{Prepoc¢teme (1 nad k) na (1-1 nad k—1)}
{P uz je spravné pfepocteno...}

{Pfepocteme (1 nad k) na (1-1 nad k)}
{Ptepoc¢teme P(k—1,1—1) na P(k,1-1)}

Uloha 16-2-3 — Kral Potvornik — program

program KralPotvornik;

const Presnost = 1E—10;

type PSloup = “TSloup;

TSloup = record

X,Y:real;
Dalsi:PSloup;
end;

var Sloupy:PSloup;

function Nacti:PSloup;

var NovySloup:PSloup;
Vystup:PSloup;
PocetSloupu:longint;

begin
Vystup:=nil;
Readln(PocetSloupu);

if PocetSloupu<3 then begin
writeln(’A z tohohle chces vytvorit konvexni obal?!’);
halt;

end;

while PocetSloupu>0 do begin
new(NovySloup);
readIn(NovySloup~.X,NovySloup~.Y);
NovySloup *.Dalsi:=Vystup;
Vystup:=NovySloup;

dec(PocetSloupu);
end;
Nacti:=Vystup;

end;

procedure MergeSort(var Co:PSloup);
var Seznam:array|boolean] of PSloup;
DalsiPrvek,PosledniPrvek:PSloup;
KterySeznam:boolean;
begin
if Co”.Dalsi=nil then exit;
KterySeznam:=false;
Seznam|false]:=nil;Seznam[true]:=nil;
while Co<>nil do begin
DalsiPrvek:=Co".Dalsi;
Co".Dalsi:=Seznam|KterySeznam];
Seznam[KterySeznam]:=Co;
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{U realnych ¢isel musime poéitat s chybou}

{Pfiddme do seznamu sloupii}

{Neni co Fesit}

e path compression: Ve funkci root (v) pfepojime vSech-
ny prvky na cesté od prvku v ke kofeni, rovnou na koren,
tj. zménime jejich rodice na kofen daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se
zméni funkce root a union:

var parent:array[1..N] of integer;
rank:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i]:=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zmena kvuli path compression}
function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v]=root (parent [v]);
root:=parent [v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zmena kvuli union by rank}
procedure union(v,w:integer);
begin
v:=root(v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank([w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank [w]+1;
end
else
if rank[v]<rank([w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zamérfme se nyni blize na metodu ,union by rank“. Nejpr-
ve u¢inime nésledujici pozorovani: Pokud je prvek v s ran-
kem r kofenem stromu v datové strukture DFU, pak tento
strom obsahuje alespon 2" prvki. NaSe pozorovani dokaze-
me indukei podle r. Pro r = 0 tvrzeni ziejmé plati. Necht
tedy » > 0. V okamziku, kdy se rank prvku v méni z r — 1
na r, sluéujeme dva stromy, jejichz koreny maji rank r — 1.
Kazdy z téchto dvou stromi ma dle indukéniho pfedpokla-
du alespoii 2"~ prvki a tedy vysledny strom ma alespoi
2" prvku, jak jsme pozadovali. Z naseho pozorovani ihned
plyne, ze rank kazdého prvku je nejvyse log, N a prvku
s rankem 7 je nejvyse N/2" (vSimnéme si, Ze rank prvku
v DFU se neméni po okamziku, kdy dany prvek prestane
byt kofen néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen ,union by rank“, je hloubka kaz-

dého stromu v DFU rovna ranku jeho kofene, protoze rank
korene se méni pravé tehdy, kdyz zvétsujeme hloubku stro-
mu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys
log, N, hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys
log, N. Tim pédem ale nalezeni reprezentanta (&ili kore-
ne) libovolné skupiny trva O(log N) a tedy operace find
a union budou vyzadovat ¢as O(log V).

Amortizovana €asova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co
znamena amortizovand ¢asova slozitost. Pokud fekneme, Ze
néjaké operace vyzaduje amortizované ¢as O(t), pak pro-
vedeni k takovych operaci vyzaduje ¢as nejvyse O(kt), ale
provedeni jedné konkrétni z nich mize vyzadovat ¢as vétsi.
Tento vétsi cas je pak ve vysledném odhadu kompenzovan
krat$im casem, ktery spotfebovaly nékteré predchozi ope-
race.

Predvedme si to na ptikladé. Reknéme, 7e méme éislo za-
psané ve dvojkové soustavé. Pricist k tomuto ¢islu jednicku
jisté netrva konstantni cas, zalezi na tom, kolik jednicek se
vyskytuje na konci zadaného ¢isla. Pokud se ndm ale povede
ukézat, ze pfi¢ist jednicku k tomuto ¢islu N-krat nam za-
bere ¢as O(N), pak mtZeme Fici, Ze pFi¢ist k ¢islu jednicku
trva amortizované O(1).

Jak tedy ukazeme, Ze N pficteni jednicky k cislu zabere
¢as O(N)? Pouzijeme k tomu ,penizkovou metodu“. Kaz-
da operace nas bude stat jeden penizek a pokud jich na
N operaci pouzijeme jen O(N), usp&jeme. Pfedpokladejme
tedy, ze kazd4 jednicka v dvojkovém zapisu daného ¢isla uz
ma jeden sviij penizek (kdyZz zacneme jednicky pfi¢itat k nu-
le, tuto podminku splnime). Kazdé jednicce, kterou chceme
pficist, dame ze zac¢atku dva penizky. Pri¢itani bude probi-
hat tak, ze pfi¢itand jednicka se ,podiva“ na posledni bit
(tj. ve dvojkovém zéapise na posledni cifru) zadaného ¢&isla
(to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula, zméni ji na jed-
nicku a da ji svij zbyly penizek. Pokud to je jednicka, vez-
me si pfic¢itand jednicka jeji penizek (¢ili uz mé zase dva),
zméni zkoumanou jednicku na nulu a pokracuje u dalsiho
bitu... dokud nenajde nulu. Takto zachova podminku, ze
kazda jednicka v dvojkovém zapisu ¢isla ma jeden penizek.

Tedy N pficitani jednotky nas stoji 2N penizki a tim pa-
dem ¢as O(N). Ackoli jedno konkrétni pficteni jednicky
k danému ¢islu miize trvat déle nez konstantni ¢as, amor-
tizovana slozitost pricteni jednicky k ¢islu je konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze ,,path compression a niko-
liv ,,union by rank“, dalo by se dokazat, ze kazd4a z operaci
find a union vyZzaduje amortizované ¢as O(log N). To ale
nebudeme dokazovat, protoze tim bychom si nijak oproti
samotnému ,union by rank“ nepomohli. Pro¢ tedy vlastné
hovorime o obou vylepsenich? Inu proto, Ze pfi pouziti obou
soucasné dosdhneme mnohem lepsiho amortizovaného ¢asu
O(«(N)) na jednu operaci £ind nebo union, kde a(N) je
inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici mizete nalézt
na konci kucharky, zde jen poznamenejme, ze hodnota in-
verzn{ Ackermannovy funkce a(N) je pro vSechny praktické
hodnoty N nejvyse étyti. Cili dosahneme v podstaté amor-
tizované konstantni ¢asovou slozitost na jednu (libovolnou)
operaci DFU.

My si zde predvedeme ponékud horsi, ale technicky jedno-
dussi éasovy odhad O((N+L)log™ N), kde L je podet prove-
denych operaci £ind nebo union a log* N je tzv. iterovany
logaritmus, jehoz definice néasleduje. Nejprve si definujeme



funkci 2 T k rekurzivnim pfedpisem:
210=1, 27k=240"D

Msme tedy 211 =2,212=22=4,213=2=16,
2174 =210 =65536, 2 15 =206 atd. A konecné, itero-
vany logaritmus log* N ¢isla N je nejmensi piirozené &islo
k takové, ze N < 2 1 k. Jina (ale ekvivalentni) definice
iterovaného logaritmu je ta, ze log” N je nejmensi podet,
kolikrat musime ¢islo N opakované logaritmovat, nez do-
staneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyva provést slibenou analyzu struktury DFU s metodami
wunion by rank® a ,path compression®. Prvky si rozdélime
do skupin podle jejich ranku: K-td4 skupina prvka bude
tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi (2 7 (K — 1)) +1
a 27 K. Napf. tfeti skupina obsahuje ty prvky, jejichz rank
je mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéleny do 1+log* log N =
O(log" N) skupin. Odhadnéme shora pocet prvki v K-té
skupiné:

AK-20(K-1)

N N N -
9@T(K—1)+1 Jr"'Jrme = 2f(E-1) < 2 | =
i
< N4 N
— 9221(K-1) 21K

Ted miizeme provést ¢asovou analyzu funkce root (v). Cas,
ktery spotiebuje funkce root(v), je tmérny délce cesty
od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta je pak nasledné roz-
pojena a vSechny prvky na ni jsou pfepojeny pfimo na kofen
stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, kte-
ré ,natctujeme” tomuto volani funkce root (v), a ty, které
zahrneme do faktoru O(N log" N) v dokazovaném ¢asovém
odhadu. Do volani funkce root(v) zapo¢itdme ty hrany
cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v ruznych skupi-
néch. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log" n) (vSimnéte
si, ze ranky prvku na cesté z listu do kofene tvofi rostouci
posloupnost).

Uvazme prvek v v K-té skupiné, ktery jiz neni kofenem
stromu. Pii kazdém prepojeni rank rodice prvku v vzroste.
Tedy po 2 1 K piepojenich je rodi¢ prvku v v (K + 1)-ni
nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v K-té skupiné, pak
hrana z néj na cesté do kofene nebude uctovana volani
funkce root(v) nejvyse (2 1 K)-krat. Protoze K-t4 sku-
pina obsahuje nejvyse N/(2 T K) prvki, je poCet takovych
hran pro vSechny prvky této skupiny nejvyse N. A protoze
pocet skupin je nejvyse O(log" N), je celkovy pocet hran,
které nejsou zapoéitany voldnim funkce root (v), nejvyse
O(Nlog" N). Protoze funkce root(v) je volana 2L-krét,
plyne ¢asovy odhad O((N + L) log™ N) z pravé dokazanych
tvrzeni.
Inverzni Ackermannova funkce o (V)
Ackermannovu funkei lze definovat nésledujici konstrukei:
Ao(i) =i+1,  Apya(i) = 44(0) pro k >0,
kde vyraz A zastupuje slozeni i funkei Ay, napt. 4;(3) =
Ap(Aop(Ao(3))). Plati tedy nésledujici rovnosti:
Ao(i)=i+1, A1(i)=2i, As(i)=2"i.
Ackermannova funkce A(k) je pak rovna hodnoté A (2), ¢ili
A(2) = Ax(2) = 8, A(3) = A3(2) = 211, A(4) = Ay(2) =
2 1 2048 atd... Hodnota inverzni Ackermannovy funkce
a(N) je pak nejmensi pfirozené é&islo k takové, ze N <
A(k) = Ag(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich
plati, Ze a(N) < 4.
Dnesni menu vam servirovali
Dan Krdl, Martin Mares a Milan Straka

Své FeSeni nam zasilejte do 15. bfezna 2004 na adresu:
Korespondenéni semina¥ z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25
118 00 Prahal

Vzorova FeSeni druhé série Sestnactého roéniku KSP

16-2-1 Kral Eeek

Jednociferny zéklad vyfesime zvlast: jestlize vSechny cifry
jsou mensi nez zaklad, mame jednu jedinou moznost, jinak
neméame zadnou.

Necht n je podet cifer na vstupu, s[i] jsou vstupni cifry.
Reseni v ¢ase O(n®) je jednoduché: V poli pli] si bude-
me udrzovat pocet moznosti, které by existovaly, kdyby
na vstupu chybélo prvnich ¢ ¢isel. Pro vSechny délky zé-
kladu z provedeme nésledujici vypocet:

® pln—z— 1] = 1, protoze jednociferné &islo je urcité men-
51 nez alesponl 2-ciferny zdklad (tohle plati samoziejmé
pouze tehdy, neza¢ina-li zéklad cifrou nula).

Necht méame vSechna p[i + 1], p[i + 2], ... a chceme spo-
¢itat pli]. Zjistime, kolikaciferné ¢islo miize byt na této
pozici (dle konkrétnich cifer to miZe byt z nebo z — 1,
nebo pouze 1-ciferné, pokud ta cifra je 0; toto Fesi funkce
kolik_cifer), a podet moZnosti pro p[i] bude p[i + 1]
(pouzijeme jednociferné éislo) + p[i + 2] (nebo dvouci-
ferné) + pli + 3] (nebo trojciferné) +...+ p[i + z — 1]
(a moznd + pli + z|).

Pokud zaklad nezac¢inal nulou (viz. difve), mizeme k celko-
vému Feseni pFicist p[0]. Na kazdé ciffe provedeme z kroki,
cifer je n — z, vSech zakladu je n, ¢ili algoritmus pracuje
v &ase O(n?).

Casovou slozitost lze vylepsit:

a) potfebujeme rychle zjistovat, jestli na daném misté
smi byt z nebo z — 1 cifer

b) potfebujeme pocitat soucet p[i + 1] + p[i +2] + ... +
pli + z — 1] néjak inteligentné (tj. v konstantnim Gase)

a) jde vyfesit vyhledavacim automatem, ale to je tak tro-
chu kanén na vrabce. Lepsi je jit s délkou zakladu po-
stupné od dvojky nahoru a pamatovat si, jestli ¢islo bylo
v minulém kroku dlouhé z nebo z — 1. Jestlize nejlevéj-
§i cifra zkoumaného ¢isla je mensi nez nejlevéjsi éislice
zakladu, neni co feSit a zkoumané ¢islo urcité muze byt
plné délky. Jestlize nejlevéjsi cifra je vétsi, také neni co
Fesit — ¢islo musi byt kratsi. Jestlize se nejlevéjsi cifry sho-
duji, staci se podivat, jak to dopadlo v minulém kroku;
v tomto kroce dopadne porovnani stejné.
b) zavedeme pomocné pole c[i], pfi¢emz bude platit, ze
cli] = Z;.I;.Z*l plj]. KdyZz budeme potiebovat zjistit sou-
et pla] + ... + pb], spocitame ho jako c[a] — ¢[b + 1].
Timto algoritmus urychlime na O(n?), pamé&fova slozitost
ziistane O(n).

Pavel Sanda

16-2-2 Kral Ovopole

Vétsina Fesiteli této tlohy nevyslovné zkousela kralovu tr-

int main (void)
{
int ¢[MAXN]|, p[MAXN];
int i, z, result;
gets (s);
n = strlen (s);
for (i=0; i<n—1;i++) {
mensi[i] = 0;

result = 1;
for (i=0; i<n—1;i++) {
if (s[i] >= s[n—1])
result = 0;
if (s[i] < s[n—1])
mensili] = 1;
}
for (2=2; 2<n; 2++) {
c[n—z] = 1; ¢[n—2z+1]

=0 pln—z] =1

for (i=n—z—1; i>=0; i——) {
int h = kolik_cifer (¢, z);

pli] = c[i+1]
cli] = cli+1]

}
if (s[n—z2] 1= 40")

— cli+h+1];
+ plil;

result += p[0];

for (i=0; i<n; i++)

mensi(i] = nove_mensili];

printf (“%d\n”, result);
return 0;

/* Vyfesime jednociferny zéklad =/

/* A jesté viceciferné zéklady x/

/* Pokud zdklad neza¢ina nulou, bereme ho #/

Uloha 16-2-2 — Kral Ovopole — program

program KingsField;

var
n, k, 1 : Integer;
P, C : Integer;

nejmensi : Integer;

rozbilo : Integer;
begin

Write("Pocet pater:’);

Read(n);

Write("Pocet vajec:’);

Read(k);

1:=0;

P =1

C;: 1;

while P < n+1 do begin
if | < k then
P :=2*P
else begin
P:=2*P - G
C := C*(1+1) div (14+1-k);
end;
Inc(1);
end;

—11 —

{Pocet pater; pocet vajec; pocet pokusii}

{Spo¢itany max. pocet pater; Predpoéitané komb. ¢islo}
{Nejnizsi patro, ze kterého se vejce miiZe rozbit}
{Rozbilo se hodem vejce?}

{v C bude uloZeno (1 nad k), pokud I>=k}

{Najdeme minimélni nutny pocet pokust}
{Dokud je dost vajec, pilime}

{Prepocteme (I nad k) na (141 nad k)}



y vyskytuje jako pozadavek, nebo s pravdépodobnosti 3/4,
pokud se tak nevyskytuje ani jedno z nich (3/4 je zfejmé
vétsi nez 1 —p/2). Snadno si rozmyslime, Ze ve vech ostat-
nich pifipadech bude pravdépodobnost splnéni pozadavku
také alespori 1 — p/2. Dohromady tedy v priméru splnime
alesponi min (p,1 — p/2) z pozadavki. Toto ¢&slo bude nej-
vétsl, pokud p = 1—p/2, ¢ili kdyz p = 2/3. V tomto piipadé
jsme schopni splnit pramérné alespoil 2/3 pozadavkii.
Navic se krali doneslo, Ze v sousednim kralovstvi, kde méli
podobny problém, si kralovsti synové dokazali naklast ta-
kové pozadavky, Ze z nich opravdu vice nez 2/3 splnit nesly.
Tajna sluzba uvedla, Ze tyto pozadavky byly natolik slozité
formulované, Ze je neni vhodné krali detailné prezentovat,
a on se s tim spokojil — tedy i vy budete muset.

Zbyva vytesit to, Ze ani k tomuto FeSeni kral nehodla pro-
pujéit svou korunu. Chtéli bychom se tedy obejit bez gene-
ratoru ndhodnych ¢isel.

Nejprve si rozmysleme, jak presné spocitame, kolik poza-
davkt v priméru splnime: Oznaéme si p,, pravdépodobnost,
ze x bude true. Pak pravdépodobnost, ze splnime pozada-
vek

* (2) je pa-

o (z or y)je 1 — papy.

® (z or not y) je 1 —py(1—py).

® (not z or y)jel— (1—py)py.

® (not z or mot y)jel—(1—p,)(1—py).

Kdyz vSechny tyto pravdépodobnosti seéteme, dostaneme
hledany primérny pocet splnénych pozadavki, ozna¢me si
ho P.

Nyni feknéme, Ze bychom si napevno zvolili = jako true
(tedy polozili p, = 1) a ostatni proménné volili stale na-
hodné se stejnymi pravdépodobnostmi. Stejnym postupem
si spocitdme primérny pocet splnénych pozadavki v tom-
to pfipadé a ozna¢ime si ho Pgyye. Analogicky, pokud si
napevno zvolime z jako false, v priméru splnime Pgzqge-
Nyni nahlédneme, ze P = p; - Pyrue + (1 — p2) - Pralse-
Reknéme, Ze volbu, které provincie dostane ktery syn, pro-
vadime postupné poéinajice provincii z. S pravdépodobnos-
ti p, se rozhodneme dat provincii  Petrovi, v tom piipa-

dé splnime primérné Pgrye pozadavki. S pravdépodob-
nosti (1 — p,) ji naopak dame Pavlovi a splnime préimér-
né Pga)ge Pozadavki. Dohromady tedy primérné splnime
Pz - Porue + (1 — pe) - Pralse pozadavki, coz musi byt
rovno P.

P je tedy vazeny pramér Pgrye a Pfalge, jedno z Prrye
a Pra1ge tedy musi byt alespon tak velké jako P, proto-
ze kdyby byly obé mensi nez P, i jejich primér by musel
byt mensi nez P. To nam ¥ikd, komu pfidélit provincii « —
pokud je Pryye > P, dame ji Petrovi, jinak Pavlovi. Ny-
ni si za  do vsech pozadavkti dosadime zvolenou hodnotu
a tento postup opakujeme s takto modifikovanymi poza-
davky pro dalsi proménnou.

Algoritmus bude tedy pracovat takto: Na zac¢atku nasta-
vime p, pro vSechny proménné podle popsaného postupu
(bud'1/2 nebo 2/3). Poté spocteme P (soucet pravdépodob-
nosti splnéni viech pozadavki). Nyni vybereme jednu pro-
ménnou z, které jsme jesté nedali zadnou hodnotu, a spoc-
teme Ptruye @ Prai1ge- Tyto hodnoty se pocitaji jako P,
jen jednou pouzijeme p, = true a jednou p, = false. Vi-
me, ze bud Pgrye nebo Praqge je VEtsi nez P. Pokud tedy
Ptyye > P, dame proménné z hodnotu true a p, = 1.
Jinak polozme x = false a p, = 0. Se zménénou hodnotou
pa prepocitame P, vybereme jinou proménnou, které jsme
jesté nedali hodnotu, a tu zpracujeme stejnym zptsobem.
Algoritmus skon¢i, pokud jsme jiz viem proménnym pridé-
lili néjaké hodnoty, ¢ili jsme rozdélili vSechny provincie.

V celém tomto postupu si nikde nepotfebujeme volit zadnéa
nahodné ¢isla (pouze provadime vypoéty s pravdépodob-
nostmi), ¢imz jsme se vyhnuli nutnosti otloukat kralovskou
korunu.

Casova slozitost pfimocaré implementace tohoto algorit-
mu je O(N?), kde N je pocet pozadavkii, protoze spoéteni
P nédm trva O(N) a poéitdme ho tiikrat pro kazdou pro-
ménnou (kterych je nanejvys dvakrat tolik, co pozadavki).
Ovsem pokud si v§imneme toho, Ze pfi zméné pouze jedné
pe se P moc“ nezméni, a trochu se zamyslime, mizeme
Gasovou slozitost snizit na O(NN). Paméfovou slozitost do-
kazeme také, pii troSe snahy, udrzet na O(N).

Zdenéek Dvordk a Krdl Dan

Uloha 16-2-1 — Kral Eeek — program

#include <stdio.h>

#define MAXN 10240

#define min (a, b) (((a) < (b)) ? (a): (b))
char s[]MAXN];

int mensi[MAXN]|, nove_mensi|MAXN], n;

int kolik cifer (int ¢, int z)
{
int m = —1, res;
if (s[i] < s[n—2])
m =1;
else if (s[i] == s[n—2z]) m = mensi[i+1];
else m = 0;

nove_mensi[i] = m;
if (s[i] ==0)
return 1;
res = min (z—14+m, n—z—1);
return res;

~10 -

/* piipada v tivahu jedind cifra - nula =/

/* jinak méme nanejvys res cifer x/

pélivost, kdyz jejich FeSeni vyzadovala vice pokust, nez bylo
nezbytné nutné. Své pocatecni rozhodnuti, Ze vsichni $vind-
lifi budou setnuti nebo p¥inejmensim vsazeni do véZe musel
Ovopole brzy ponékud pozménit pro nedostatek popravcich
mistr a vézi. I bombardovani pukavci krale brzy prestalo
bavit, a tak vétsina Spatnych TesSiteli byla potrestana jen
nizkym bodovym ohodnocenim. Abychom ale nebyli jedno-
stranni, je tfeba uvést, ze se naslo i nékolik péknych Fese-
ni, z nichz jedno dokonce ptedéilo ocekavani organizatori.
Na snad vSechna $patna FeSeni fungoval nasledujici proti-
priklad (proto ho uvadim zde a neopisoval jsem ho do kaz-
dého spatného FeSeni): Méjme dvé vejce a 28 pater. Pro tuto
konfiguraci je spravné (viz algoritmus niZe) hodit nejdiive
vejce ze Sestého patra (patra ¢islujeme od nuly), pokud se
nerozbije, tak ze dvanactého, pokud se nerozbije, tak ze se-
dmnaéctého, pak z dvacatého prvniho, dvacatého étvrtého,
dvacéatého Sestého a nakonec z dvacdtého sedmého patra
(predpokladame, ze v néjakém patie se vejce rozbit musi —
diskuse tohoto pfedpokladu je téz uvedena nize). Pokud se
vejce pii nékterém pokusu rozbije, tak prosté budeme pro-
chazet patra od posledniho, kde se vejce nerozbilo, smérem
vzhiru, az najdeme hledané patro. V nejhorsich pfipadech
potfebuje tento algoritmus pouze 7 pokusii na nalezeni hle-
daného patra.

A nyni jiz jak ma vypadat spravné feSeni: Protoze v zadani
nebylo zcela jasné feceno, jestli se vejce musi rozbit pii padu
z nejvyssiho patra a jestli se nerozbije pti padu z nejnizsiho
patra, budeme predpokladat, ze oba tyto pfipady mohou
nastat. Abychom je nemuseli specidlné oSetfovat, pridame
si nad posledni patro jesté jedno s tim, Ze pfi padu z tohoto
patra se vejce zarucené rozbije. Nyni uz mtizeme zacit hle-
dat nejnizsi patro, pii padu z néjz se vejce rozbije, protoze
vime, Ze takové patro zarucené existuje.

Budeme zkoumat, mezi kolika nejvyse patry je mozné roze-
znat naSe hledané patro, kdyz mame k dispozici k vajec a
I pokusii — tento podet pater si oznac¢ime P(k,1). Je zfejmé,
ze P(0,]) = 1 — vime Ze z néjakého patra se vejce roz-
bije, nemame zadny pokus, takZe naSe patro lze rozeznat
pouze pokud neni na vybér. Dale vime, ze P(k,k) = 2F,
protoze muzeme pouzit pileni intervalu a lépe to nejde.
Interval pater, ve kterém hleddme, si vzdy udrzujeme tak,
aby zarucené obsahoval nase hledané patro. Tedy pokud se
vejce nerozbije z patra i, tak pocatek intervalu nastavime
na i + 1, pokud se vejce rozbije, tak konec nastavime na i.
Pro k > [ je ztejmé P(k,l) = P(l,1). Dalsim dilezitym po-
zorovéanim je, ze P(k,l) = P(k—1,1—1)+ P(k,l —1). Tato
rovnost plyne z toho, ze pokud vejce pustime z néjakého
patra a ono se rozbije, tak lze nase hledané patro nalézt
mezi P(k—1,1—1) patry (rozbili jsme jedno vejce a udélali
jeden pokus), pokud se vejce nerozbije, tak lze nase patro
nalézt mezi P(k,l— 1) patry. A nyni pfijde kouzlo (pro ma-
tematiky znalejsi to asi nebude az takové kouzlo, ale dluzno
poznamenat, ze mé téz nenapadlo, ale uvidél jsem ho v jed-
nom Fefeni): Tvrdime, ze P(k,l) = ZLO (i) Ovéfeni této
rovnosti je snadné aplikace matematické indukee (vyuZije
se, Ze (f) + (lfrl) = (fﬁ)), a proto ho vynechame. Pro ty,
kdo nevi, co znamené, (}): je to tzv. kombinacni ¢islo a ¥ika,
kolik rtznych k-prvkovych podmnozin lze vybrat z mnoziny
velikosti n. Je urc¢eno nasledujicim vzoreckem:

(7)

kden!=n-(n-1)-(n—-2)- -+ 2.1

Déle se ndm bude hodit, Ze z P(k, 1) umime rychle spocitat:
l
P(k—1,1) = P(k,1) — (k>

P(k,1+1) = P(k, 1) + Pk — 1,1) = 2- P(k,1) — (i)

Pk—1,1-1)= (P(k71,1)+ (é:i)) /2 =

= (ron- () +(,21)) 2

Pozn.: Jak zajistime, Ze mame vzdy po ruce spocitané po-
tfebné kombinacni ¢islo, si muzete nalézt v programu.
Matematickou pfipravu jiz mame za sebou a nyni je ¢as uké-
zat, jak to vSe vyuzijeme v naSem algoritmu. Nejdfive mu-
sime nalézt nejmensi [ takové, ze P(k,l) > n+1 (n je pocet
pater, mame jedno patro pfidané nahofe). To snadno udéla-
me tak, Ze budeme zkouset / od 0 a priabézné pocitat P(k, 1)
— vyuzivame, Ze umime spoéitat P(k,l+1) z P(k,1). Kdyz
toto nejmensi [ nalezneme, za¢nou skute¢né pokusy. V pro-
ménné nejmensi si budeme uchovavat nejnizsi ¢islo patra,
ze kterého se vejce mize rozbit (na poc¢atku nejmensi= 0).
Vejce vzdy pustime z patra nejmensi+P(k — 1,1 — 1) — 1.
Pokud se vejce rozbilo, tak snizime %k i [ o jedna, pfepo-
¢itame P a pokrac¢ujeme dalsim pokusem. Pokud se vejce
nerozbilo, zvysime nejmensi o P(k—1,l—1), snizime [ o jed-
na, piepocitdme P (na piepoéitavani P pouzivdme rovnosti
uvedené vyse) a opét pokrac¢ujeme dalsim pokusem. Z de-
finice P takto zjevné po [ krocich nalezneme hledané patro
a pocet krokl byl nejmensi mozny.

Pamétova slozitost algoritmu je O(1), ¢asovd O(1), kde [ je
nejmensi mozny pocet pokusi potiebny k nalezeni patra.

Honza Kdra

Pro zdjemce: pro¢ je P(k,k) = 2F? Tento zapis zna-
g% mena, Ze na k pokust umime najit hledané patro, jen
pokud ho hleddme nanejvys mezi 2% patry (vime, Ze jedno
z nich je ono hledané). Pokud pouZijeme pileni intervalu,
opravdu tohoto vysledku dosdhneme (pfi kazdém pokusu
se mizeme zbavit poloviny pater). Ale nejde to lépe?

Jeden pokus skonéi jednou ze dvou riiznych moznosti (vajic-
ko se rozbije/nerozbije). Dva pokusy skonéi jednou ze ¢ty
riiznych moznosti (prvni vaji¢ko se rozbije/nerozbije a dru-
hé se rozbije/nerozbije). Obecné k pokust skonéi jednou
z 2F moznosti. Hledané patro uréime podle toho, jakou moz-
nosti nasich k provedenych pokusi skoncilo. Jedné takové
moznosti (posloupnosti vysledkil) miize odpovidat nanejvys
jedno patro, protoze jinak bychom po provedeni k pokust
stéle nebyli rozhodnuti, které patro je to hledané. Protoze
ale moznosti je 2¥, neni mozno najit hledané patro mezi
vice nez 2F patry.

Milan Straka

16-2-3 Kral Potvornik

Idea algoritmu je jednoducha. Vezmeme body, set¥idime je
dle X, vezmeme provazek, pfivazeme ho k nejlevéjsimu bo-
du a budeme jim nasi mnozinu sloupt obtahovat po sméru
hodinovych rucicek. Konvexni obal tedy bude po celou do-
bu ,zatacet* doprava. Nyni nechf mame zpracované body
1..N zleva a zname jejich konvexni obal. Chceme pfidat
dalsi bod. Pfipojime ho tedy k seznamu konvexniho obalu
a ,zatdhneme“ za provazek. Ten se vzdali ode vSech sloupt
u nichz ,zatécel vlevo“. Za povsimnuti stoji, ze tyto slou-
py tvoii v konvexnim obalu souvisly tsek, ktery konéi pred
prévé piidanym bodem (Gisek mize byt i prazdny). Takze



v programu se staci kouknout na 3 posledni body nynéjsiho
obalu a dokud tam obal ,zat4ac¢i“ vlevo (¢ili je nekonvexni),
predposledni bod vyhazovat. Protoze kazdy bod mtzeme
vlozit, resp. vyhodit nejvyse jednou, N kroka trvd O(N).
Pokud zapocitame i tfidéni, slozitost celého algoritmu je
O(Nlog N). Ale mé to drobny hécek. Takhle bychom do-
padli jako v jistém vecernic¢ku, protoze bychom vytvorili
jen horni ¢ast konvexniho obalu. Nicméné neni tézké si roz-
myslet, Ze stejné lze zkonstruovat i dolni polovinu (nebo
k ,vstupni“ posloupnosti bodu pfipojit na konec posloup-
nost stejnych bodi, které budou set¥idéné obracené, a pus-
tit vySe popsany algoritmus na tuto prodlouzenou posloup-
nost. Zfejmé pak bude provazek stale ,zatacet doprava“,
ale jelikoz jsme se ,otocili“ o 180 stupnt, vytvori i dolni
¢4st obalu).

Program je jen implementaci vySe uvedeného, ¢asova na-
ro¢nost je O(N log N) a pamétovd O(N).

Na zavér bych pfidal jednu poznamku k doslym FeSenim.
Relativné hodné jich béhalo v ase O(N log N), ale pouzi-
valo pfi tom funkce typu ArcTan apod. .. Proé? Tyto funk-
ce nepatii, pfiznejme si, zrovna k nejrychlejsim a program
1ze napsat bez nich stejné jednoduse. Idealni je pouzit vek-
torovy soudin.

Vektorovy souéin t¥islozkovych vektorti A a B je takovy
t¥islozkovy vektor C, pro ktery plati:

1) Velikost C' je rovna plose rovnobézniku definovaného
vektory A a B. Matematicky: |C| = |A|-|B|- sin(yp), kde
@ je uhel, ktery sviraji vektory A a B.

2) Vektor C je kolmy na vektory A a B (zfejmé je-li B
nasobkem vektoru A, vektor C' nemiize byt uréen jedno-
znaéné (vektor kolmych na A a B je mnoho). V tomto
pfipadé je nastésti — dle bodu 1 — vektor C nulovy).

3) Vektor C mé (neni-li nulovy) smér, ktery odpovida
sméru palce pravé ruky,pokud ji pfilozime k vektoru A
a prsty ,sto¢ime“ po mensim thlu k vektoru B. Tato
podminka vlastné pouze uréuje znaménko vektoru C.

Tohle staci k tomu, abychom vysledny vektor jednoznac-
né definovali. Jak se tedy vektorovy soucin tfislozkovych
vektori A a B po¢ita?

AxB= (A, B.—A.-By, A, By—A; B;,A;-By—A,-By)

My pouzijeme vektorovy soucin takto: pro t¥i body A,B,C,
které lezi v tomto pofadi na obvodu zahrady, nam vektoro-
vy soulet Fekne, zda |ZABC| < 180°, méfeno od polopiim-
ky BA po sméru hodinovych ruéicek. Vlastné ndm povi, zda
bude provazek v bodé B ,zatécet” doleva (|LABC| > 180°)
& doprava (|ZABC| < 180°), tedy zda bod B patfi nebo
nepatii do konvexniho obalu.

Vypocet provedeme takto: vektor U bude vektor od bodu
B k bodu A, vektor V' bude vektor od bodu B k bodu C.
Spocteme z-ovou soufadnici sou¢inu U x V' (vSimnéte si, ze
pii tomto vypoctu nepotiebujeme z-ové slozky vektorta U
a V, takze tyto vektory mohou byt pouze dvouslozkové —
to ale chceme, nebot zadané body lezi v roviné a tedy maji
pouze dvé soufadnice). Bude-li z-ov4 soufadnice soucinu
kladna, |ZABC| < 180°, bude-li zaporné, |ZABC| > 180°
(rozmyslete si, jak to plyne z bodu 3).

Pavel Cizek

16-2-4 Kfizovy kral

Hojnost neoptimalnich FeSeni, ktera jsme dostali, zd4 se na-
svédcovat tomu, ze drak je v poslednich letech vyjime¢né

syty a dobfe naladény, ¢i Zze mu mozné poslednich par set
let nejde pocitani pokust tak bystie, jako ve starych dob-
rych Casech udatnych a hlavné kiupavych téch, no, rytifu.
Zde budeme cténému publiku demonstrovati zaru¢ené spo-
lehlivy navod, kterak draka dtmyslem svym prechytraciti
(¢ili tzv. ndvod na draka).

Abychom si zjednodusili praci, pfedpokladejme bez Gjmy
na obecnosti, Ze nehadame ¢isla od 1 do NN, nybrz od 0
do N —1aze N je mocnina dvojky (kdyby nebylo, sta¢i N
zvysit, ¢imz si, jak uvidime, pohor§ime jen nepatrné).

Kdyby drak nelhal (coZ je podobné pravdépodobné, jako
kdyby peklo zamrzlo a turecky med byl zadarmo. .. ale po-
té3me se tou predstavou aspon chvilicku), bylo by vSechno
jednodussi: stacilo by se postupné vyptat na hodnoty jed-
notlivych bitt ¢isla, tj. v i-tém kroku hry nabidnout drakovi
ta Cisla, jejichz i-ty bit je jednickovy. Takto bychom ¢islo
uhodli po log N krocich (log bude vzdy znacit dvojkovy lo-
garitmus). Podobnost s piilenim intervalii neni nikterak né-
hodné. Také si vSimnéte, ze nase strategie nijak nespoléha
na to, ze hadame ¢islo z intervalu — kdybychom volili me-
zi néjakymi obecnymi moznostmi ag,...,ay, postupovali
bychom uplné stejné, az na to, ze bychom se nerozhodovali
podle bitt ¢isel a;, nybrz podle biti jejich indexi 7.

Jenze drak samoziejmé lze (a peklo neni studené a turecky
med je nekfestansky drahy. .. ), takze kdyZ se zeptédme stej-
né jako predtim, nedostaneme jednoznacény vysledek, ny-
ze drak nelhal, a dale log N dalsich, odpovidajicich vSem
moznym otazkam, na které drak mohl odpovédét 1zive. Ale
jaképak s tim ciraty, pouzijeme jesté jednou stejnou strate-
gii, tentokrate ovsem pouze na zbylych log N + 1 moznosti
(zde pouzijeme trik s indexy). Na to budeme potfebovat
[log(1 +log N)| otézek.

Leé¢ drak ndm také mohl lhat béhem této druhé faze, proto
mezi prvni a druhou fazi pfidame jesté jeden dotaz, kterym
si ovéfime, zda vysledek prvni faze byl spravny a pokud byl,
druhou fézi ani nespustime.

Nyni si rozmysleme, jak by nam drak mohl lhat: Pokud lze
v prvni fazi, ovéfeni neprojde a druhd faze (urc¢ité bez 1zi)
najde spravny vysledek. Pokud 1ze v ovéfeni, jsou vSechny
ostatni odpovédi spravné a druhd faze opét vydéa spravny
vysledek. Kdyby se vyskytovala lez v druhé fazi, znamenalo
by to, Ze odpovédi jak v prvni fazi, tak béhem ovéfeni byly
pravdivé, coZ by ovSem znamenalo, Ze jsme se do druhé féze
ani nedostali.

Celkem jsme potiebovali (véetné zaokrouhleni na mocninu
dvojky) [log N| + [log(1 + [log N1)] + 1 otézek, coz pro
N = 1000000 opravdu da kyzenych 26. Otazky a odpovédi
zvladneme zpracovat jednoduchym programem s ¢asovou
slozitosti O(NN - log N) a pamé&tovou O(N).

Pozor, matematika! Pro odolnéjsi povahy pfipojime na-
@ vic dikaz (skoro)optimality naSeho feSeni. PFedstav-
me si, Ze mame program hédajici ¢islo pomoci binarnich
otazek, pricemz kazda otézka je jednozna¢né uréena odpo-
védmi na predchazejici otézky. Predpokladejme navic, Ze
program pokazdé pouzije stejny pocet r otézek (pokud ne-
pouzije, mizeme vzdy na konec doplnit zbyteéné otazky,
které nijak neovlivni vysledek). Pfifadme kazdému ¢&islu @
posloupnost pi(z),...,p,(z) odpovédi (kédovanych O=ne,
1=ano), které vedou k tomuto ¢islu bez lhani, a déle po-
sloupnosti pi (2), ..., pi(x) proi = 1,...,r popisujici odpo-
védi v pripadé, ze drak zalhal pfi i-té otazce.

Snadno nahlédneme, Ze vSech r + 1 posloupnosti odpovi-
dajicich témuz ¢&islu musi byt navzajem rtznych (dvéma
riznymi lZemi neni mozné dojit k témuz vysledku) a ze li-
bovolna posloupnost pro ¢islo z musi byt rizné od libovolné
posloupnosti pro kazdé jiné ¢islo y (protoze jinak bychom
nebyli schopni z posloupnosti odpovédi jednoznacné zrekon-
struovat drakovo éislo).

Existuje tedy N - (r 4+ 1) raznych posloupnosti odpovédi,
ty se ovSem musi vejit do mnoziny vsech moznych binér-
nich posloupnosti délky r, kterych je 2", a proto musi platit
N.-(r+1) <2, ¢li N <27/(r+ 1), coz ndm pro kazdy
pocet dotazu r Fika, kolik nejvyse ¢isel jsme schopni rozli-
§it. Pokud zkusime nerovnost ,,obratit“, vyjde nam opravdu
priblizné r > log N + loglog N, ¢ili nas algoritmus je velice
blizko k optimu.

Pro ty, jimz by nedalo spat, Ze jsme jim nabidli feSeni
g% jenom skoro optiméalni, pfiddvame konstrukei fungujici
pro libovolné r = 2% — 1, ktera opravdu dosdhne maximal-
niho mozného N, které nam z nasi nerovnosti vyslo, tedy
N =2"/(r+1) = 2"~ *. Nejd¥ive si sestrojime bindrni kod se
vzdalenosti 3, ¢ili mnozinu N dvojkovych posloupnosti dél-
ky r (tém budeme Fikat slova) takovych, Ze kazdé dvé slova
se lisi v alespon tfech prvcich. K tomu staci vzit vsechny
mozné (r — z)-bitové posloupnosti (téch je N) a za kazdou
z nich ptidat z kontrolnich biti, abychom dosahli pozado-
vané vzdalenosti. Pivodnim bitim budeme fikat datové a
oindexujeme si je z-cifernymi dvojkovymi éisly, pficemz vy-
nechdme nulu a vSechna ¢isla obsahujici pravé jednu jednic-
ku (takZe ndm zbude 2* — z — 1 = r — z index, jak potie-
bujeme). Kontrolni bity pak spoé¢itame takto: i-ty kontrolni
bit bude urcovat paritu datovych bit1, jejichz index ma i-ty
bit jednickovy (parita je 0, pokud je mezi vybranymi da-
tovymi bity sudy pocet jednicek, jinak je 1). Pfiklad pro
N =11 a z = 4 nasleduje:

[do[d1]d2]ds]ds]ds]ds]dr[ds]do]dro[ co[erea]es]
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Kazdé dvé sestrojena slova se budou lisit alespon jednim
bitem v datové ¢asti. Pokud se lisi pravé jednim, budou
se lisit i alespoii dvéma kontrolnimi bity (protoze v indexu
zménéného datového bitu jsou alesponi dvé jednicky). Kdy-
by se datové ¢asti lisily dvéma bity, musi mit jejich indexy
alespon jeden bit rozdilny, takze alespon jeden kontrolni
bit se také lisi. Cili kazd4 dvé slova se lisi v alespoii tfech
bitech, jak jsme slibili.

Nasi mnozinu slov 1ze pouzit jako samoopravny kéd na op-
ravu jedné chyby: pokud nam nékdo posle libovolné ze slov
a pii pfenosu nastane nejvySe jedna chyba, jsme schopni
jednoznaéné uréit, které slovo bylo vysldno. (Pokud by se
slovo & zménéné v jednom bitu shodovalo se slovem y zmé-
nénym rovnéz nejvyse v jednom bitu, znamenalo by to, ze
slova x a y se lisi v max. dvou bitech, coz vime, Ze neni
mozné.)

Stejnym zpusobem ovSem muzeme komunikovat s drakem:
¢islim 0 az N — 1 prifadime nasich N slov a v i-tém kole se
draka zeptdme na i-ty bit slova (vyjmenujeme ¢isla, jejichz
slova maji tento bit jednickovy), ¢imZ dostaneme hledané
slovo s maximalné jednim bitem zménénym a ten je mozno
opravit. Mame tedy strategii, ktera je optimalni pro vybra-
na r (zkuste nahlédnout, ze funguje a je optimalni i pro
ostatni ), je ji mozno naprogramovat v ¢ase O(N-log N) a

paméti O(N) a dokonce nam i spolehlivé odhali, zda drak
zalhal. N&s program se nicméné bude drzet mnohem jed-
nodussiho prvniho feseni, které je vzdy o nejvyse 2 dotazy
horsi nez optimélni.

Martin Mares

16-2-5 Kral Popleta

Nejprve si tlohu prevedeme do feéi logickych vyrazu, ¢ili
vyrazi nad proménnymi, které mohou nabyvat pouze hod-
not true a false. S témito proménnymi mizeme prova-
dét ruzné logické operace. Pro nas priklad budou dulezi-
té pouze dvé — negace, definovana vztahy not false =
true a not true = false, a disjunkce, definovana vzta-
hy false or false = false, false or true = true,
true or false = true a true or true = true.

Pro kazdou provincii si zavedeme jednu proménnou. Ta
bude nabyvat hodnoty true, pokud provincii ziska Petr,
a false, pokud ji ziska Pavel.

Jak snadno nahlédneme, pozadavky druhého a tietiho typu

jsou ve skutecnosti stejné — oba jsou splnény, pokud Petr

(resp. Pavel) dostane alespori jednu ze zmifiovanych provin-

cil. VSechny pozadavky tedy jdou vyjadrit jednim z téchto

zpusobt:

® Jestlize Petr pozaduje provincii , odpovida tomu vyraz

® Jestlize Pavel pozaduje provincii , odpovida tomu vyraz
(not x).

e Jestlize Petr pozaduje provincii  nebo provincii y, od-
povidd tomu vyraz (z or y).

e Jestlize Pavel pozaduje provincii « nebo provincii y, od-
povida tomu vyraz (not z or not y).

Ukolem této tlohy je nalézt takové pfitazeni hodnot true
a false proménnym, aby co nejvice z téchto vyrazii mélo
hodnotu true.

Protoze kazdé tii pozadavky lze splnit, plati:

® Pro zadnou proménnou z se mezi pozadavky nevyskytuje
jak (z), tak (not ). MiZeme tedy bez (ijmy na obecnosti
predpokladat, ze vSechny pozadavky, které obsahuji pou-
ze jednu proménnou, jsou ve tvaru (z) — pokud je poZza-
davek ve tvaru (not ), ve vSech pozadavcich prohodime
z zanot x anaopak. Tim zjevné nezménime pocet splni-
telnych pozadavkt — pokud by FesSeni nové vzniklé tlohy
dévalo x hodnotu false, ddme mu v feSeni puvodni ulo-
hy hodnotu true a naopak.

Nemiize se stat, ze by (not z or not y), (z) a (y) by-
ly pozadavky. Tedy plati, ze pro kazdy pozadavek tvaru
(not z or mnot y) se bud () nebo (y) nevyskytuji jako
pozadavek.

Nyni se vratme k feseni tilohy. Reseni, které se krali nelibi-
lo, bylo dat kazdé proménné hodnotu true s pravdépodob-
nosti 1/2. Tim by splnil pozadavky zmifujici dvé provin-
cie s pravdépodobnosti 3/4, nicméné kazi mu to pozadav-
ky na jednotlivé provincie, které splni s pravdépodobnosti
pouze 1/2. Zkusme tedy pomoci témto pozadavkim — dej-
me proménné z, kterd se vyskytuje sama jako pozadavek,
hodnotu true s pravdépodobnosti p > 1/2. Ostatni pro-
ménné, které se nevyskytuji jako samostatné pozadavky,
déle volme s pravdépodobnosti 1/2.

Pozadavky typu (z) na jednotlivé provincie splnime s prav-
dépodobnosti p. Pozadavky typu (not x or not y) splni-
me s pravdépodobnosti 1 — p/2 pokud se pravé jedno z z,



