Mili resitele!

Touto opravenou patou sérii jsme zakoncili sedmnacty ro¢nik naseho seminafe. Ale pfeci ne Uplné, na podzim bude jesté
soustfedéni pro naSe nejlepsi fesitele. Soustifedeni se letos bude konat nejspi§ v terminu 16. az 22. fijna a pozveme na néj

priblizné tficet fesiteltl z prvni ¢tyticitky.

Jesté bychom Vas chtéli poprosit: myslime si, Ze je Skoda, Ze se naSeho seminafe ticastni tak malo FeSiteld. Byli bychom
radi, pokud byste ndm na zac¢atku ptistiho roku pomohli s ,reklamou“ — naptiklad povésenim zadani prvni série na skolni

nasténku, ...

Aktudlni informace o KSP naleznete na strankach http://ksp.mff.cuni.cz/, dotazy organizatortim mutiZzete posilat e-mailem

na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Vzorova feSeni paté série sedmnactého ro¢éniku KSP aneb Tractatus brevis De hippopotamis

17-5-1 Velkovezir

Dosla feseni se dala rozdélit na tfi skupiny, a to na jed-
nak na trivialn{ kvadratickd (k nim neni co dodat, pomoci
¢astecnych souctt fady se zkusily vSechny mozné tseky a
vybral se ten s nejlepSim priimérem), na feseni se slozitosti
O(KN) (také se zkousi vSechny moznosti, ale uvédomime
si, ze mezi vSemi posloupnostmi s maximalnim primeérem
existuje alespon jedna, kterd ma délku mensi nez 2K, viz
druhé pozorovani) a na linedrni. Jak na to?

Zacnéme pozorovdnim: Pokud mame néjakou posloupnost
s primérem d a rozdélime ji na dvé Casti, alespon jedna
z téchto ¢asti musi mit stejny nebo vétsi primeér nez pu-
vodni posloupnost. Nechf m4 jedna ¢ast délku l; a druhéa
l3. Kdyby toto tvrzeni neplatilo (¢ili priumér prvni ¢ésti
dy < d a taktéz ds < d), byl by primér celé posloupnosti:
li-di+la-dy li-d+ls-d
lh+ 1 li+ 1

ostfe mensi nez d, coz neni mozné, protoze d je jeji pramer.
Navic stejné pozorovani se da provést i pro opac¢nou ne-
rovnost, ze tedy primér jedné z ¢asti musi byt mensi nebo
roven prumeéru celé posloupnosti.

Piimichejme jesté toto pozorovani: Oznacme @, ;, prumeér
Cisel s indexy a az b & Ymax nejveétsi prameér néjaké posloup-
nosti. Pfedpoklddejme, Ze posloupnost s maximalnim pri-
meérem konci prvkem s indexem L > i+ K a Ze pramér vsech
posloupnosti, které koné¢i prvkem ¢, neni maximdlni (mate-
matik by fekl, Ze pro kazdé 1 < j < i plati ¢;. ; < @max)-
Potom posloupnost s maximalnim primérem zac¢iné na ¢isle
s indexem vétsim nez <.

4

Rozepisme, jak dopadne priimér posloupnosti za¢inajici

prvkem j < i:
P (gt 4o L0
L—-j+1
< ‘Pj...i'(Z_.]‘F]-)""‘pmax'(L_Z) -
- L—-j+1
max * i — ] 1 max ° L_’
< Pma (2 J+ ).+(P 2 ( Z) = ©max-
L—-j5+1

Tedy zadné z cCisel s indexem 1...: nemize byt obsazeno
v posloupnosti s maximalnim primérem.

Dost uz bylo pfihazovani pozorovani, pojdme z nich nyni
vafit algoritmus. Na zacatku vezmeme prvnich K prvki,
které budou tvotit zpracovavanou podposloupnost. V kaz-
dém kroku algoritmu posuneme pravy konec zpracovavané
posloupnosti o jeden prvek doprava. Jeji levy konec uz ne-
musime posouvat zpatky doleva, mizeme ho nechat tam,
kde je (a druhé pozorovani ndm k4, Ze nepfijdeme o z4d-
nou posloupnost s maximalnim prameérem). Levy konec te-
dy nemusime posouvat doleva, ale miize se ndm stat, ze

ho budeme muset posouvat doprava, abychom zvétsili pri-
mér zpracovavané posloupnosti. Jak, to vyfesime za chvil-
ku. Takto v tomto kroku najdeme posloupnost s nejvétsim
primérem, kterd mé pevny pravy konec a vznikla zkraco-
vanim posloupnosti z minulého kroku. (Netvrdime, Ze tato
posloupnost ma nejvétsi prameér ze vsech, které konci timto
pravym okrajem, ale z druhého pozorovani vime, ze jsme
nezapomnéli na posloupnost s maximalnim primeérem, a to
nam stac¢i.) Kdyz si z téchto posloupnosti (pro kazdy pra-
vy okraj mame jednu) vybereme tu s nejvétsim primérem,
najdeme urcité posloupnost s maximalnim primérem.
Jak tedy presné vypada krok algoritmu? Na zac¢atku L := 1
a P := K, zpracovavana posloupnost je prvnich K prvka.
V kazdém dalsim kroku udélame
e P:=P+1
e dokud existuje L' > L, ze P — L' +1 > K (nezkritime
moc) a ¢r..p > ¢r.. p (zlepsime pramér), pokladdme
L := L'. Navic pokud pouZijeme naSe prvni pozorovani
a trochu se zamyslime, zjistime, ze podminka pr/ p >
.. p (Cast posloupnosti ma vétsi primér) je stejna jako
podminka ¢y /-1 < . p (druhd ¢ast posloupnosti
mé mens{ pramér). Pro nas bude druhd varianta lepsi.

Zbyva tedy vyfesit, jak zjistit, kdyz mame L a P, jestli exis-
tuje prvek L', aby priimér posloupnosti prvkt L... L' —1
byl mensi nez primér prvkia L...P (¢r..r/-1 < ¢L..P)-
Pouzijeme k tomu datovou strukturu, kterd bude kombi-
naci fronty a zdsobniku (bude umét data p¥idévat na je-
den konec a odebirat je z koncl obou), fikejme ji frob-
nik. Ve frobniku budeme mit uloZenou informaci o tom,
jak vypadaji priméry posloupnosti mezi prvky L a P — K.
Presnéji fe¢eno v ném budou uloZeny priméry posloupnosti
Xo...Xl—l,Xl...XQ — 1,...,XS,1...X5— 1s tim, ze
Xo = L (za¢indme vzdy v L) a Xg = P — K + 1 (kon¢ime
vzdy v P— K). Navic bude vzdy platit, ze primér jedné po-
sloupnosti je mensi nez priimeéry vSech posloupnosti, které
se nachézeji ve frobniku (a tedy i v ptivodni posloupnosti)
za ni, matematicky feceno vx, ,..x;—1 < ©x;..Xi41-1-

Data budeme ve frobniku udrzovat nasledujicim zptsobem.
Na zacatku v ném neni nic, protoze P — K = 0. Pak vzdy,
kdyz zvétsujeme P, pfiddme na konec frobniku prameér jed-
noprvkové posloupnosti s prvkem na indexu P — K (kdyz
pridavame prvek do zkoumané posloupnosti, pfidame do
frobniku prvek, ktery jesté muze byt v posloupnosti kon-
¢ci prvkem P). To ndm ale mohlo pokazit vlastnost zvét-
Sujicich se primérd. Pokud se tak stalo (¢xg_;..xs—1 >
vp-k..p—k = P — K), budeme slu¢ovat dvé posledni po-
sloupnosti ve frobniku do jedné, dokud nebude platit, ze
prumeér posledni posloupnosti ve frobniku je vétsi nez pri-
meér posloupnosti predposledni, pfipadné dokud neslouc¢ime
vSechny posloupnosti do jedné.



Kdyz jsme tedy takto upravili frobnik, muzeme zkusit na-
jit hledané L', aby priimér prvka L ... L' — 1 byl mensi nez
pramér prvka L...P = . p. Vezmeme prvni posloup-
nost z frobniku (je to posloupnost L ... L' — 1) a pokud mé
pramér mensi nez ¢y p, je to nase hledand posloupnost
s mensim primérem, tedy poloZzime L = L’, a tuto posloup-
nost z frobniku odebereme. Takto pokracujeme, dokud je
prumeér prvni posloupnost ve frobniku mensi nez ¢y, p ne-
bo dokud frobnik nevyprazdnime.

Nyni uz vime, jak algoritmus pracuje, zbyva zjistit slozi-
tost. Program se sklddd z N krokt, v kazdém zvétsuje-
me P, upravujeme L (frobnik) a testujeme, zda je nale-
zend posloupnost lepsi nez dosud nalezena. Kromé tprav
frobniku jsou vsechny tyto operace konstantni, tedy caso-
va slozitost algoritmu bez tUprav frobniku je linearni. Do
frobniku vloZime nanejvys N posloupnosti, kazdd se mii-
7e nanejvys jednou sloucdit a jednou vyndat, takze vSechny
operace s frobnikem trvaji dohromady také jenom linedrné
dlouho. (V jednom kroku algoritmu sice miizeme ve frob-
niku najednou sloucit az O(N) posloupnosti, ale uvédomte
si, Ze slou¢it mohu jenom to, co jsem do frobniku dal, takze
slucovani je celkem nanejvys N — K.) Tedy ¢asova slozitost
celého algoritmu je linedrni, pamétova taktéz.

Pavel Cizek a Milan Straka

17-5-2 Ranni hrose

Pfi fesSeni kazdé tlohy je nejprve nutno pochopit zadani. To
se mnohym fFesitelim této lozky nepovedlo i pfesto, ze 1lo-
ha byla zadéna pomérné srozumitelné. Ukolem bylo zjistit,
zda existuje néjaky interval h z mnoziny H av z V, ze h
za¢iné i kondi diive nez v. Tedy jedn4 se o tlohu zjistovaci,
na kterou stacilo odpovédét ano nebo ne. Vypsani hledané
dvojice interval navic samozfejmeé neni nijak na skodu, ale
nebylo potieba. Co vsak jiz vadi, je situace, ve které fesi-
tel vypisuje vSechny vyhovujici dvojice intervali, to vede
na trividlni kvadraticky algoritmus. Takovato FeSeni necht
do budoucna odradi ne vic nez dva body za funk¢nost.

Tato tloha se d& optimalné pofesit rozlicnymi pfistupy.
Zkusme nejprve settidit obé mnoziny dohromady podle po-
¢atkl intervalt. Nyni prochézejme po setfidéné posloup-
nosti. Budeme si pfitom pamatovat jeden interval z mnozi-
ny H, fikejme mu kandidat, ktery ma takovou vlastnost, ze
pokud existuje néjakd dvojice vyhovujicich intervalti, pak
existuje i vyhovujici dvojice, ve které se nachézi nas kandi-
dat. Na pocatku si poznacme, ze kandidata jesté nemame.
Pokud tedy pfi prichodu narazime na interval z mnozi-
ny H, pak ho porovname s kandidatem. V pripadé, ze nové
nalezeny interval je ,lepsi“, oznacime ho za nového kan-
didata. Nové nalezeny interval A je ,lepsi“ nez interval B
pravé, kdyz jeho konec je mensi.

Nyni rozeberme ptipad, kdy narazime na interval z mnozi-
ny V. Pokud jesté nemame kandidata, znamena to, Ze nee-
xistuje zadny interval z mnoziny H takovy, ktery ma mensi
zacatek, tehdy jdeme v posloupnosti dale. Pokud vsak jiz
mame néjakého kandidata, pak jeho zacatek je diky setii-
dénosti mensi nez zacatek nové nalezeného intervalu. Staci
tedy porovnat konec kandidata s koncem nového intervalu a
v pripadé, ze kandidat mé konec intervalu mensi, skon¢ime,
protoze jsme pravé nalezli vyhovujici dvojici.

Linearita prichodu po setfidéni i jeho konec¢nost je zfejma.
Celkova casova slozitost algoritmu je tedy ovlivnéna t¥idé-
nim, které pro necelociselné intervaly umime pfi nejlepsim
v ¢ase O(N log N), kde N budiz soucet velikosti mnozin H
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a V. Paméfovi slozitost je viéi stejnému N linearni.
Zbyva ukazat, ze pokud feseni existuje, nas algoritmus ho
najde. At tedy dvojice intervald splitujici zadani existuje,
oznacme ji h a v, kde h je z H, v z V, pak pri pricho-
du posloupnosti narazime na h diive nez na v. Tedy jisté
dojde k porovnani h s kandidatem, v ptfipadé, ze je kandi-
dat ,lepsi“, pak dvojice kandidat a v také splnuje zadané
podminky. V pfipadé, ze kandidat neni ,lepsi“, pak dojde
k nahrazeni kandidata intervalem h. Tedy po prichodu pfes
h splituje kandidat podminky pro hledané intervaly. Ziejmé
pokud v budoucnu se kandidat zlepsi, stale bude kandidat
spliiovat podminky. A kone¢né az narazime pfi prichodu
na v, porovname jej s kandidatem a program skonci.

Na zavér zminim, ze feSeni, kterd méla po setfidéni jiz jen
linearni priichody, tedy takova, ktera by se v pripadé celo-
¢iselnych intervalti dala napsat i se setfidénim v linedrnim
Case, byla o malicko lépe ohodnocena nez ostatni FeSeni.

David Matousek

17-5-3 Nouze V-dali-hrocha

Poslyste pribéh kratochvilny o tom, jak hrosik v nouzi po-
prosil o pomoc kmot¥icku Rekurzi (fuky fuk!) a jak to do-
padlo.

Malicky hrosik to asi jesté nevi, ale to, co potiebuje, je vy-
psat vSechny permutace mnoziny {1,..., N} (¢ili vSechna
moznd usporadéani téchto ¢isel) tak, aby se sousedni permu-
tace liSily prohozenim pravé jedné dvojice prvka (méte-li
radi cizi slovicka, tak jednou transpozici). A my vyfesime
rovnou téz§i variantu tlohy, kterd po nas zada, aby se jedi-
nou transpozici lisila i prvni a posledni permutace.

Jak na to? Vsimnéme si, ze vSechny permutace N prvka
ziskdme z permutaci NV — 1 prvki tak, ze do kazdé ptivodni
permutace vlozime prvek N postupné na vSechna mozné
mista. Cili pokud uz vime, Ze pro N = 2 existuji permutace
12 a 21, pak pro N = 3 mtzeme z 12 ziskat 312, 132 a 123,
zatimco z 21 ziskame 321, 231 a 213. Kdyz si uvédomime,
ze mist, kam vlozit novy prvek, je vzdy N, dostaneme ihned
vzoredek, ktery ndm fekne, ze permutaci N prvki je p(N)
N-p(N-=-1),¢lip(N)=N-(N-1)-(N—-2)-...-2-1
(obvykle znacime N, tedy faktoridl z N).

Vyzbrojeni timto pozorovanim ziskdme ihned jednoduchy
algoritmus, ktery nam vsechny permutace vygeneruje. Po-
kud je N = 1, vratime ihned jedinou permutaci, a to jednic-
ku samu. Pokud je N > 1, rekurzivnim zavoldnim naseho
algoritmu vyfesime tlohu pro N — 1, ¢imz ziskdme néja-
ké permutace p1 az p(y_1). Nyni do nich budeme vklddat
N-ty prvek, pficemz do p; ho vlozime nejdfive na posledni
pozici, pak na predposledni, atd. az na prvni, zatimco u ps
budeme postupovat popfedu, u p3 opét pozpatku atd.

Nejlépe to asi bude vidét na ptikladu:

ProN=1:1
Pro N =2:12 21
Pro N = 3: 123 132 312 321 231 213

Tak dosdhneme, ze se sousedni permutace lisi jen jednou
transpozici: mezi dvéma sousednimi permutacemi vznikly-
mi z jedné p; se presunulo pouze N na sousedni pozici,
zatimco mezi posledni vzniklou z p; a prvni z p;4; zistalo
N na misté a zménily se pouze ostatni prvky, ovSem podle
stejného algoritmu, takze také s jedinou transpozici [ejhle,
dukaz indukci].

Prvni vygenerovand permutace bude uréité 12... N (kazdy
prvek startuje vpravo). Jak ale bude vypadat ta posledni?



JelikoZ pro N > 2 je (N — 1)! sudé ¢islo, budeme v P(N—1)!
posouvat N-kem zleva doprava, takze N skon¢i na posled-
ni pozici. Indukci nahlédneme, ze tak dopadnou i vSechny
ostatni prvky az na jednicku a dvojku, které ztistanou pro-
hozené. Proto posledni permutace bude 2134 ... N, pfesné,
jak potrebujeme.

Nas algoritmus ma ale jeden velky hacek: potfebuje z rekur-
ze vracet cely vygenerovany seznam permutaci, takze ma
pamétovou slozitost O(N - N!). To véru neni dobré, ovSem
miZzeme to snadno napravit: pfipravime si uz na zacatku
celou pocateéni permutaci 12... N a pouzijeme rekurziv-
ni proceduru, ktera pro dané ¢ proskace aktualni permutaci
prvkem ¢ a mezi kazdymi dvéma skoky zavola sama sebe pro
i+ 1. Jen si pro kazdy prvek potfebujeme pamatovat, jestli
jsme jim naposledy skékali doleva nebo doprava, abychom
spravné stiidali sméry, a také se nam bude hodit udrzovat
si inverzi permutace, ¢ili pole, které ndm pro kazdy prvek
fekne, kde se zrovna v permutaci nachazi.

Vsimnéte si, ze pii proskakovani i-ckem nas prvky veétsi
nez ¢ nebudou rusit, protoze jsou bezpeéné uklizeny na jed-
nom ¢i druhém kraji permutace, takze opravdu staci i-ckem
posouvat na sousedni pozici ve spravném sméru. Tim jsme
vlastné mimodék splnili mnohem vic, nez po nas zadani
chtélo: pouzivame jen transpozice sousednich prvka.

Zbyvé rozebrat slozitost: Nase rekurzivni procedura potie-
buje jen konstantni ¢as na vymysleni jedné permutace, le¢
na jeji vypsani je potfeba cas linedrni. Proto pokud chceme
vypisovat celé permutace, ¢asova slozitost nutné dosahne
O(N - N!) a lépe to ani nejde, protoze je to ¢as linedrni
ve velikosti vystupu; kdyby nédm stacilo vypsat posloup-
nost prohazovéni, zvladli bychom to v éase O(N!) a opét
to 1épe nemiuze jit. Paméti spotiebovavame linedrni mnoz-
stvi (linedrné velkd globalni pole a konstantné na kazdou

z N trovni rekurze).

Pozorny ¢tenar si asi povsimne, ze argument s velikosti
@ vystupu na jednu nohu pokulhava, protoze vystupem
je preci desitkovy zapis permutace, ve kterém na kazdy pr-
vek spotfebujeme fadove log IV cislic, takze cely zapis musi
méfit O(N log N) namisto O(N). To je i neni pravda, tato
potiz je totiz disledkem toho, Ze jsme si nikdy pamétovou
sloZitost (ani velikost vstupu a vystupu) nezavedli precizné.
Da se zavést dvéma zptisoby: budto miizeme poditat slozi-
tosti na chlup presné a mérit velikost vstupu a vystupu
i zabranou pamét v bitech (coz ,opravdovad® teorie slozi-
tosti skuteéné déld a zde ji vyjde N -log N), nebo si zvo-
lime jako zékladni jednotku jeden integer (rozumné veli-
kosti, feknéme polynomialni v NV, abychom predesli triktim
& la naskladani celého vstupu do jediného integeru) a vse
méfime v integerech. V. KSP obvykle pouzivame ten dru-
hy, vyrazné jednodussi (i kdyz nékdy zbyteéné hrubozrnny)
pristup, a ten ndm v tomto pfipadé rika, ze vystup je velky
jenom O(N). Podobné je to s ¢asovou slozitosti: v druhém
pfipadé povazujeme kazdou aritmetickou operaci za kon-
stantné rychlou, v prvnim jeji slozitost zavisi na poctu bit
Cisel, se kterymi operace pocita. Toto téma jesté nakousne-
me v uvodu k dalsimu roéniku KSP.

Martin Mares

17-5-4 Kudy tudy cesticka

Zacneme tim, ze si urc¢ime, v jakém poradi po sobé nasledu-
ji zadané body na obvodu mnohothelnika (feknéme proti
sméru hodinovych rucicek). Jeden ze zptsobti jak to udélat
je vybrat si nejlevéjsi bod bod A a ostatni body setfidit

sestupné podle thlu, ktery svira jejich spojnice s bodem A
s osou z. Mozné o néco jednodussi nez si pro kazdy takovy
vektor pocitat tento thel, je pouze umét pro libovolné dva
takové vektory rozhodnout, ktery z nich je ma tento tthel
vétsi. To pozname podle znaménka jejich vektorového sou-
¢inu: Pokud je tento soucin kladny, lezi druhy vektor v levé
poloroviné uréené prvnim vektorem, a tedy je tthel druhého
vektoru vétsi. Pov§imnéte si, Zze pokud vektory porovnavéa-
me timto zpusobem, muzeme si bod A vybrat libovolné,
tj. nemusime ani hledat nejlevéjsi zadany bod.

/v

ty P, ktera projde v8echny vrcholy. Vrcholy navstivené P’
tvofi souvisly interval I na obvodu mnohothelnika (brano
cyklicky, tedy za N-tym vrcholem néasleduje prvni). Kdyby
tomu tak nebylo a P’ by néjaky vrchol w pfeskodil, cesta P
by se bez kiizeni nemohla dostat zaroven do w a do ostat-
nich vrcholti. Z toho plyne, Ze posledni vrchol u tseku P’
musi byt jeden z krajnich bodu intervalu I, a nasledujici
vrchol v cesty P je jeden z maximalné dvou vrcholt, které
sousedi s krajnimi body I na obvodu mnohothelnika (sa-
moziejmé u a v musi byt také spojeny pésinkou).

Nabizi se feSeni zvolit si néjaky vrchol a poté prochézet
vSechny cesty, které v ném zacinaji. Nicméné podle pozo-
rovani z predchoziho odstavce mize byt mozné kazdy po-
CateCni usek rozsifit dvéma zpusoby, tedy vsech takovych
cest mize byt fadové az 2V. To je p¥ili§ mnoho a piimo-
Cary program zaloZeny na této myslence by byl netinosné
pomaly.

Oznaéme si {(y, z) délku péSinky mezi dvéma vrcholy y a z
(tato hodnota je oo, pokud mezi vrcholy y a z péSinka ne-
ni). Prochazet vSechny cesty je beznadéjné, ale vSimli jsme
néjakému intervalu. Intervali neni mnoho (jen fadové N?),
zkusme toho vyuzit. Je pro nas celkem nepodstatné, jak
presné cesta vypada uvnitf intervalu, zajimé nas pouze je-
ji délka. Budeme si tedy pro kazdy interval mezi vrcholy
s Cisly u a v pocitat délku nejkratsi cesty, ktera pokryje in-
terval u a v a navic skonéi v pfedepsaném vrcholu z (kde
je bud u nebo v). Ozna¢me si délku nejkratsi takové cesty
L(u,v,z). Necht bez Gijmy na obecnosti = v. Pfedposled-
ni vrchol této cesty potom je bud u nebo v — 1, a z téchto
moznosti si chceme vybrat tu lepsi. Takto dostavame, ze

L(u,v,v) = min(L(u,v — 1,u) + £(u,v),
L(u,v— 1,0 — 1)+ 4(v—1,v)).

Z tohoto vztahu jiz snadno vSechny hodnoty L(u, v, x) spo-
¢itame — k jejich vypoctu potiebujeme znat hodnoty L pro
kratsi intervaly, udélame si tedy tabulku, do niz budeme
pocitat tyto hodnoty postupné podle rostouci délky inter-
valu. Jesté zmifime, Ze pro intervaly délky 0 (tj. jednotlivé
vrcholy) si nastavime L(v,v,v) = 0. Tato tabulka bude
mit velikost 2N2 a kazdé jeji poli¢ko spoéitame z pFedcho-
zich hodnot v konstantnim ¢ase. Délku nejkratsi cesty, kte-
rd projde vSechny vrcholy, pak dostaneme jako minimum
z hodnot L(v,v — 1,v) pro vSechny vrcholy v.

Zbyva prijit na to, jak najit tuto cestu, ne jen jeji délku. Pii
vypoctu hodnoty L(u,v,x) si mizeme zapamatovat, ktery
vrchol ma byt pfedposledni. Pak snadno cestu zkonstruu-
jeme odzadu — za¢neme poslednim vrcholem vy, k nému si
najdeme pfedposledni vy _1, k tomu pak vy_o, atd., az do-
kud nedojdeme k prvnimu vrcholu.

Tridéni vrchold na obvodu mnohouhelnika nam zabere ¢as
O(N log N), délku cesty si ur¢ime vyplnénim tabulky v ¢ase



O(N?) a cestu samotnou nalezneme v ¢ase O(N), vysledna
¢asova slozitost je tedy O(N?). Paméfova slozitost je dé-
na velikosti tabulek L a /¢ a je tedy O(N?). Povsimnéte si,
ze pokud bychom chtéli znat pouze délku nejkratsi cesty P
a nepotrebovali bychom P vypsat, stacilo by nam pole L ve-
likosti O(N) — po¢itali bychom si hodnoty L(u,v,z) podle
vzrustajici délky k intervalu mezi vrcholy u a v a pamato-
vali bychom si pouze dva ¥adky tabulky — (k —1)-ni a k-ty.

Zdenéek Dvordak

17-5-5 Jazykozpytec se loudi

Nebude zfejmé na skodu, kdyz si jesté jednou poradné roz-
myslime, co jsou to vlastné gramatiky. Gramatika je na-
stroj, ktery se pouziva pro presny forméalni popis jistého
jazyka. Abychom mohli o urcité gramatice diskutovat, jaky
jazyk vlastné popisuje, hodi se na chvili na ni pohlizet jako
na stroj, ktery postupné generuje slova podle piepisovacich
pravidel. Takovy vypocet je v principu nedeterministicky,
typicky totiz byva na vybér nékolik pravidel, které se v da-
ném okamziku mohou pouzit. Nékteré vétve vypoctu jsou
slepé — pokud se v nich expandované slovo ocitne, nikdy
z néj jiz nevymizi neterminalni symboly a vypocet se neza-
stavi. VSechny mozné vétve vypoctu, které naopak tspésné
skonci odstranénim vsech netermindld, potom svym vysled-
nym slovem tvoii jazyk gramatiky. Chceme-li sestrojit gra-
matiku popisujici néjaky jazyk L, musime jednak zajistit,
aby se sadou prepisovacich pravidel bylo mozno vytvorit
vSechna slova jazyka L, ale hlavné ukazat, ze vSechny ostat-
ni vétve vypoctu jsou slepé a gramatika tak netvoii slova
nepatftici do L.

Uloha 1: Prvni tloha je snadné, gramatiku pro jazyk
{a'b’c¥; 1 < i < j <k} vytvoiime tpravou piikladu ze za-
déani. Nosnd myslenka bude nasledujici: kromé ptivodnich
pravidel z piikladu, které zajisfovaly namnoZeni stejného
poctu symboli a, b a ¢, doddme jesté pravidlo na pfimno-
zeni libovolného mnozstvi symboli b a ¢, od obou ovSem
stejny pocet, a konecné jesté jedno pravidlo pro pfimnozeni
libovolného poc¢tu samotnych symbolt c. Zjevné tak bude
v kazdém okamziku platit 1 < ¢ < j < k, a kazda platna
kombinace po¢ti i, j, k bude nasi gramatikou pokryta.
Tedy presné, sestrojime gramatiku G = (Vi, Vi, S, P), kde
mnozina neterminalii bude Vpr = {a,b, ¢}, mnozina neter-
mindlt Viy = {S, B,C, X}, startovn{ symbol S a sada pre-
pisovacich pravidel tato:
S — aSBC | abC

CB— BC (CB— XB,XB— XC, XC— BC)

bB — bb

bC — be | BCC | bCC

cC — cc

... mnozime bc a ¢

Abychom byli poctivi, bylo by jesté tieba si presné zduvod-
nit, Ze gramatika nevyda nepatii¢na slova a nechténé vétve
vypoctu tedy skonci jako slepé. Véfime vsak, ze mate jiz
dostatek zkusenosti a znalosti, abyste si to po chvili divani
na sadu pravidel bez problémi uvédomili sami.

Uloha 2: Druhé tloha se ukazala byt pro nékteré fesite-
le oriskem, a obcas tvrdili, ze gramatiku popisujici jazyk
{a®"; n € N} nelze sestrojit, kupodivu i s ,,diikazem“. To
samoziejmé neni pravda, prislusna gramatika existuje a my
si jednu takovou ukazeme.

V prvni fazi nejdfive vytvorime jeden symbol A. V kazdé
dalsi fazi potom rozmnozime vSechny symboly a na dvoj-
nasobny pocet. Problém ovsem je, jak toho v ramci jedné
faze dosahnout. Jediné pravidlo typu A — AA by zjevné
nasobnym pouzitim produkovalo i jiné pocty, nez 2.

PomiiZzeme si specidlnim neterminalnim symbolem K, , kur-
zorem“, ktery bude béhat po slovu, vzdy zleva doprava,
preskoéi kazdé A a zdvoji ho pfi tom. Budeme p#i tom po-
tfebovat poznacit si, kde aktualni slovo za¢ina a konci, oba-
lime si ho tedy na zacatku symboly L a R, které se mohou
zménit na A. Zbyva chytfe navrhnout sadu prepisovacich
pravidel P tak, aby gramatika nevydavala Spatna slova.

S — a ...o8etfi jednopismenné slovo

S — LR ...obal slovo mezemi

L — A ...meze jsou v podstaté skryté A

R— A

L — LAK ...vytvof vlevo novy kurzor
KA — AAK ...pfeskoC A a zdvoj ho; podvadime
KR — AR ...kurzor dorazil na konec, zru$ ho

A — a ...anahrad neterminaly terminaly

Vsimnéme si, ze kurzori mtize byt v jednom okamziku
ve slové i vice, ale protoze zanikaji az na konci slova, ni¢emu
to neprekazi a spravné zdvojnasobi vsechna A. Zdvojova-
ci pravidlo neni kontextové, ve skutecnosti tedy pouzijeme
znamy trik:

KA— XA

XA — XK

XK — AAK

Formélné bude nase gramatika G ¢&tverice (Vy, Vip, S, P),
kde VN = {SaAvaRaKvX} a VT = {a}

Protoze kurzor mtize zaniknout pouze az kdyz dorazi apl-
né napravo, dojde tak ke spravnému poctu zdvojnasobeni
vSech symbola A, gramatika tedy negeneruje nezddouci slo-
va. Naopak, pro slovo délky 2" stac¢i gramatice vytvorit n—1
kurzorti, které uz se postaraji o umocnéni.

Tomas Valla

Uloha 17-5-1 — Velkovezir — program

#include <stdio.h>
#define MazN 1000

struct PolozkaFrobniku {
int Delka;
int Soucet;
h
int N, K, Cisla|[MaxzN];
int AktualniDelka, AktualniSoucet;
int Levy, Pravy;

/* aktudlné zpracovavané fady */



struct PolozkaFrobniku Frobnik[MazN]; /* je vysvétlen v popisu Fesen{ */

int Vrchol, Dno; /* vrchol a dno zasobniku x/
double NejPrumer;
int NejLevy, NejPravy; /* nejlepsi tsek - levy, pravy konec a pramér */

int main (void) {
int indez;
printf (“Zadej pocet ¢&isel:”); scanf (“%d”, &N);
printf (“Zadej K:”); scanf (“%d:”, &K);
printf (“Zadej éisla:”);
for (index = 0; index < N; index++) scanf (“%d”, & Cisla[indez]); /* naéteno */

Vrchol = 0; Dno = 0; /* inicializace frobniku */

AktualniDelka = K;

AktualniSoucet = 0;

for (index = 0; index < K; index++) AktualniSoucet += Cisla[index];

/* Aktudlni kus fady je prvnich K ¢isel x/

Levy = 0; Pravy = K—1; /* konce zkoumané posloupnosti */

NejLevy = 0; NejPravy = K—1; NejPrumer = AktualniSoucet / (double) K; /* a je to zatim nejlepsi tsek */

for (Pravy = K; Pravy < N; Pravy++) { /* ted projdeme vSechny mozné pravé konce x/
AktualniSoucet += Cisla]Pravy];
AktualniDelka++; /+ pfidame ¢islo na konec posloupnosti */
Frobnik[Vrchol].Delka = 1,
Frobnik[ Vrchol].Soucet = Cisla]Pravy — K]; /* pfiddme ¢islo na frobnik */
Vrchol++;

/* a ted frobnik opravime */

while ( (Vrchol — Dno > 1) && /* dokud tam jsou alespon 2 prvky */
(Frobnik| Vrchol—1].Soucet x Frobnik[Vrchol—2].Delka <
Frobnik[ Vrchol—2].Soucet x Frobnik|Vrchol—1].Delka)) /* a ve frobniku je chyba x/

{

Vrchol——;
Frobnik[Vrchol—1].Soucet += Frobnik[ Vrchol].Soucet;
Frobnik[Vrchol—1].Delka += Frobnik[Vrchol].Delka; /* slucujeme */

}

/+ nyni jdeme opravit kandiddta na maximum x/

while ( (Vichol '= Dno) && /+ dokud je néco ve frobniku */
(Frobnik|[Dnol.Soucet x AktualniDelka < /* a dokud vylepSujeme primér */
AktualniSoucet * Frobnik[Dno|.Delka))

{

AktualniDelka —= Frobnik|[Dnol.Delka;
Levy += Frobnik|[Dno].Delka;
AktualniSoucet —= Frobnik[Dno].Soucet;
Dno++;

}

if (AktualniSoucet / (double) AktualniDelka > NejPrumer) {
/+ nasli jsme néco lepsiho =/
NejLevy = Levy;
NejPravy = Pravy;
NejPrumer = (double) AktualniSoucet / AktualniDelka;
}

printf (“Nejvyssi pramér %g mé usek od %d do %d.”, NejPrumer, NejLevy+1, NejPravy+1);
return 0;

Uloha 17-5-2 — Ranni hroe — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef enum /* vlastnik intervalu */
{

HARE, /* zajic x/

HIPPI, /* hroch x/

NOBODY /* neplatny interval */
} OWNER;



typedef struct /* struktura intervalu x/

{

OWNER owner; /* vlastnik intevalu x/
int start, end; /x zacatek, konec intervalu */
} INTERVAL;
int compare (const void *a, const void *b) /* porovnavaci procedura pro intervaly do gsortu */

return ( ( (INTERVAL x)a)—>start — ( (INTERVAL x)b)—>start);
}

int main (void)

{

int h_count, v_count, hu_count; /* poCet intervalt hrosikovych, zajicovych a obou */
scanf (“%d%d”, &h_count, &v_count); /* na¢teme vstup do pole hv za sebe, potom setfidime */
huv_count=h_count+uv_count;

INTERVAL hv[hv_count]; /* mnoziny H a V dohromady */

for (int ¢=0; i<h_count; i++) /* hrosikovy intervaly */

scanf (“%d%d”, &hv[i].start, &hv[i].end);
hvli].owner=HIPPI;

}

for (int i=0; i<v.count; i++) /* zajicovy intervaly */

scanf (“%d%d”, &hv[h count+i].start, &hv[h_count+i].end);
hv[h_count+i].owner=HARE;

}

gsort (hv, hv_count, sizeof (INTERVAL), compare); /* setfidime */

/* projdeme a hleddme vhodné intervaly s/
INTERVAL hippi min={.owner=NOBODY };
for (int ¢=0; i<hv_count; i++)
{

/* pokud je$té nemame kandidata, pak kadidujeme prvni hrosikiv interval =/

/* nebo pokud jsme nasli lepsi interval, zménime kandidata */

if ( (hv[i].owner==HIPPI) &&

( (hippimin.owner==NOBODY) || (hippimin.end>hv[i].end)))
{

hrosiktv kandidat, zpoéatku zadny */

~
*

hippi min.owner=hv[i].owner; /* nastavime hodnoty nového kandidata */
hippi_min.start=hvl[i].start;

hippi min.end=hv[i].end;

continue;

}

/x v piipadé zajicova intervalu porovndme s kandidétem, pokud mame */
if ( (hv[i].owuner==HARFE) && (hippimin.owner!=NOBODY) &&

( (hippimin.start<hv[i].start) && (hippimin.end<hv[i].end)))
{

printf (“Hledané intervaly existuji:\n");
printf (“Zajicek: [%d,%d]\n”, hv[i].start, hv[i].end);
printf (“Hrosik: [%d,%d]\n", hippi min.start, hippi min.end);
return 0;
¥
}

printf (“Zadané podminky nespliiuji Zddné dva intervaly.\n”);
return 0;

}

Uloha 17-5-3 — Nouze V-dali-hrocha — program

program NouzeJezNaucilaVDaliHrochaRekurzi;

type index=1..16; { Rozsah ¢&isel prvki }

var N:index; { Podet prvkid }
a:array [index] of index; { Pravé zpracovavana permutace }
b:array [index] of index; { Jeji inverze (al[b[i]ll=i) }
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dir:array [index] of -1..1; { Kterjm smérem putuje ktery prvek }
i:index; { Pomocna proménnéd prchavého vyznamu }

procedure show; { Vypise aktudlni potadi }
var k:index;
begin
for k:=1 to N do write(alkl, ’ ’);
writeln;
end;

procedure swap(i,j:index); { Prohodi dva prvky a vypiSe nové potradi }
var k:index;
begin
k:=ali]; alil:=aljl; aljl:=k;
blaljl]l:=j; blalill:=i;
show;
end;

procedure Vdalihroch(i:index); { The core of the poodle: posouva i-tj prvek }
var j:index;
begin

if i>N then exit; { Ale vzdyt tolik jich neméme! }
for j:=1 to i-1 do begin { Posouvat ho budeme celkem (i-1)-krat }
Vdalihroch(i+1); { Mezitim vzdy prostrkame prvky s vétsimi &isly }
swap(b[i], b[i]l+dir[i]); { A posuneme ve spravném sméru }
end;
Vdalihroch(i+1); { Jesté& jednou pro posledni pozici }
dir[i] := -dir[i]; { Pamatuj, p¥isté pijdeme opalné& }
end;
begin
read(N) ; { Velikost mé&stecka }
for i:=1 to N do begin { Prostoducha inicializace }
ali] := i;
bli] := i;
dir[i] := -1;
end;
show; { UkaZeme, kde jsme zacali }
Vdalihroch(1); { Go! Go! Go! }
end.

Uloha 17-5-4 — Kudy tudy cesticka — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 100
#define NEKONECNO 100000

struct bod

{

int z, y; /* Soufadnice bodu. */
int cislo; /* Cislo bodu v potradi podél obvodu mnohotihelnika. */

b
static int N;

static struct bod body[MAXN];
static int vzdalenost[ MAXN|[MAXN];

static int LIMAXN|[MAXN][2]; /* Pole L(u,v,z): Lu][v][0] pokud = = u, L[u][v][1] pokud
x=wv. */

static int predposledni| MAXN|[MAXN][2]; /+ Predposledni vrchol cesty, indexovéno jako L. =/

static int porovnej smery (const void *a, const void *b) /* Porovné sméry vektoru od bodu a k body[0] */

{ /* a od bodu b k body[0]. */

const struct bod xba = a;
const struct bod xbb = b;
int dzxa, dya, dzb, dyb



.T;
Y
T

dza = ba—>z — body[0]
dya = ba—>y — body[0]
dzb = bb—>z — body[0].x;
dyb = bb—>y — body[0].y;

return — (dza * dyb — dya * dzb);

}

static void nacti (void) /* Nacte body a vzdélenosti a set¥idi body podle x/
{ /* pofadi podél obvodu mnohotihelnika. */
int u, v, I;

scanf (“%d”, &N);
for (v=0;v < N; v++)

{
scanf (“%d%d”, &body[v].z, &body[v].y);
body[v].cislo = v;

}

gsort (body + 1, N — 1, sizeof (struct bod), porovnejsmery);
for (u=0;u < N; ut++)
for (v=0;v < N;v++)
vzdalenost|u|[v] = NEKONECNO;
while (scanf (“%d%d%d”, &u, &v, &l) == 3)
vzdalenost[u — 1][v — 1] = vzdalenost[v — 1][u — 1] = I;

}

static void rozsir_usek (int w, int v, int dalsi, int xdelka, int xpredp) /* Rozsit{ nejlepsim zptisobem interval */
{ /* {u,v) pfiddnim dal§iho vrcholu cesty dalsi. */
int cislo_u = body|u].cislo; /* Délku rozsifené cesty ulozi do delka */
int cislo.v = bodylv].cislo; /* a index pfedposledniho vrcholu do predp. =/
int cislo_dalsi = body[dalsi].cislo;
int lu, lv;

if (L[u][v][0] == NEKONECNO || vzdalenost|cislo_u][cislo_dalsi] == NEKONECNO)
lu = NEKONECNO,

else
lu = L[u][v][0] + vzdalenost|cislo_u][cislo_dalsil;

if (L[u][v][l]] == NEKONECNO || vzdalenost|cislo_v][cislo_dalsi) == NEKONECNO)
lv = NEKONECNO;

else
v = L[u][v][1] + vzdalenost|cislo_v][cislo_dalsil;
if (lu < W)
{
xdelka = lu;
*predp = u;
}
else
{
xdelka = lv;
*predp = v;

}
}

static void vypln polozku (int w, int v, int z) /* Vyplni L{u][v][z]. */

{

int wl, vl;

ul = (u+1) % N;
vl = (v+ N —-1)% N;

if (z)

rozsir usek (u, v1, v, &L[u][v][z], &predposledni[u][v][z]); /* Ur¢ujeme L(u,v,v). */
else

rozsir_usek (ul, v, u, &L[u][v][z], &predposledni|u][v][z]); /* Uréujeme L(u,v,u). */
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static void vypln L (void)

{

int u, v, I, z;

for (v =0;v < N;v++)
L{v][v][0] = L[v][v][1] = 0;

}
for (I=1;1< N;I++)
for (u=0; u < N; ut+)
{
v= (u+1)%N;
for (z=0;2 <2; z++)
vypln_polozku (u, v, z);

]
predposledni[v][v][0] = predposledni[v][v][1]

static void vypis cestu (int u, int v, int z)

{

int z, predp;

int ul, vil;

ul = (u+1) % N;
vi= (v+N—-1)%N;

z = (v==u2z);
predp = predposlednifu][v][z];
if (predp == -1)
printf (“%d”, body[z].cislo + 1);
return;
}
if (z)
vypis_cestu (u, vl, predp);
else

vypis_cestu (ul, v, predp);
printf (“u%d”, body[z].cislo + 1);

}

int main (void)

{

int v, minv, min;

nacti ();

vypln L ();

min = L[0][N — 1][0];
minv = 0;

for (v=1;v < N; v++)

if (L[v][v — 1][0] < min)

min = L[v][v — 1][0];
minv = v;
}
if (min == NEKONECNO)
printf (“Cesta neexistuje.\n");
else

printf (“Cesta majici délku %d:\n”, min);
vypis cestu (minv, (minv + N — 1) % N, minv);

printf (“\n”);

return 0;

/* Vyplni tabulku L. =/

/* VypiSe cestu pokryvajici interval (u,v) */
/* a konéici vrcholem z (z je bud u nebo v). */

/+ Hlavni program. =/
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G Straznic
GsvCyrMet
GUBalvanJN
G Tyn nV
GZborov

G Cadca
GJNerudy
G Turnov
G Roznov
G Holesov
GJHeyrovs
SPSE Hav
G Klatovy
G Domazl
SPSE Pres
G Holesov
G MBudg;j
GKptJaros
G Turnov
SPSEtech
G Bilovec
GBiling

G UBrod
GJatecéni

G Svidnik
SPS Karvina

rocnik 1751 1752 1753 1754 1755
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32
29
23
18
0
28
0
0
8
20
17
7
12
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suma celkem

234
212
185
164
154
149
149
148
130
123
107
102
100
93
89
81
(i
60
99
52
47
43
42
34
33
32
31
28
25
24
18
16
15
15
15
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11
11
11
11
10
10
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