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Uvod Roénik osmnacty, 2005/2006

Uvod

Korespondenéni seminédf z programovani (déle jen KSP), jehoZ osmnacty
ro¢nik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitam pofadanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovéani z fad studentt stfednich skol.
Resenim tloh naseho seminafe ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdoldvani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémt, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky. Proto nékteré tlohy KSP svou obtiznosti vysoko presahuji ramec
bézného stredoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim Fizeni
na vysoké skoly, MFF z toho nevyjimaje. To ovSsem viibec neznamend, ze nema
smysl takové problémy fesit — pfi troSe premysleni neni ptili§ obtizné néjaké
(i kdyz nékdy ne to nejlepsi) feseni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probiha tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane postou zadani
obvykle Sesti dloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vSechny, poéitaji se nej-
lepsi ¢tyti) vytesi, sva FeSeni v pfiméfené vzhledné podobé sepise a do uréeného
terminu zasle na nasi adresu (at uz fyzickou ¢ elektronickou). My je poté opra-
vime a spolu se vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pii vhodné
prilezitosti zpét na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhnou Ctyfi série, v letech hojnéjsich pak
pét. Zavéreénym bonbdnkem je pak pravidelné soustredéni nejlepSich fesitelt
seminafe, konané obvykle na zacatku ro¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty pro-
gram ¢itajici jak aktivity ryze odborné (pfedndsky na riznd zajimava témata
apod.), tak aktivity ryze neodborné (kupfikladu hry a soutéze v p¥irodg).

N4&s korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu — exis-
tuji korespondencni seminare z fyziky a matematiky p¥i MFF, jakoz i jiné pro-
gramatorské semindfe (kupiikladu bratislavsky). Rozhodné si vSak nekonku-
rujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi néco trochu jiného, reSitelé
si mohou vybrat z bohaté nabidky tuloh a najdou se i takovi nadSenci, kteri
Uspésné fesi nékolik seminaid najednou.

Velice radi vam odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nasi fakulté, tak i stran jakychkoliv informatickych ¢i programéatorskych
problémt. Jakykoliv problém, jakdkoliv iniciativa ¢i nabidka ke spolupraci je
vitana na adrese:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/
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Zadani uloh 18-1-1

Zadani uloh

18-1-1 Dimenze X 5 body

Védci z ustavu teoretické fyziky MFF UK si
usmysleli, Zze zachrani svét a jednou provzdy zato-
¢i s tajemnou a nebezpecnou Dimenzi X. Sestro-
jili pristupovy portal a vyslali do néj dva roboty,
z nichz kazdy nese slusny naklad plutonia. Jisté si
sami dovedete predstavit za jakym tcelem a sami
tusite, Ze oba kusy plutonia je potfeba dat na misté
k sobé.

Jaké vsak bylo prekvapeni védct, kdyz po odeslani robotu zjistili, ze Di-
menze X je pouze jednorozmérnd, tedy obycCejnd primka, navic tdhnouci se
prokazatelné od severu k jihu. Do vypoctl se navic vloudila chybicka a roboti
dopadli na naprosto neznadmé misto na primce, kazdy nékam jinam. Na obou
mistech pfistani zustala po robotech hromada Srotu, ktera z nich narazem od-
padla, mimo jiné komunikac¢ni a senzorova jednotka. Pamétovy obvod se také
castecné poskodil, kompas nastésti vydrzel. To znamena, Ze roboti se spolu
nemuzou nijak na dalku domluvit a jejich setkani se tak znac¢né komplikuje.
Ale Vy to preci tak nenechate!

V kazdém kroku se robot mtize posunout budto o 1 metr
na sever nebo o 1 metr na jih. Robot nastésti pozna, Ze pra-
vé& prechdzi pfes hromadu Srotu (ale uz nepoznd, jestli pfes
svou, nebo druhého robota). Kromé nakladu plutonia (kte-
ry pochopitelné nesmi zahodit) uz neunese viibec nic dalsiho.
Pamétovy obvod je poskozeny, takze ¢im méné si toho bude
robot muset pamatovat, tim lépe. Navrhnéte nouzovou po-
sloupnost poveli — tedy vlastné algoritmus (programovat ho ale nemusite) —
pro roboty takovou, aby do sebe roboti na pfimce zarucené po néjaké dobé
narazili. Ale pozor, oba dva roboti dostanou jednu a tutéz posloupnost poveli.

18-1-2 Uf¥ad 6 bodn

Bylo nebylo, na jistém nejmenovaném ufadé jistého nejmenovaného mésta
v jisté nejmenované republice byli velmi lini afednici. Lidé pfichazeli se svymi
zadostmi, pfiznanimi, potvrzenimi, stiznostmi a dal§imi pisemnostmi za ufed-
niky, kteri s otravenym vyrazem vyslechli, co od nich kdo chce. Potom se slovy
,Nas urad to prezkoumd“ spis zalozili do Sanonu, aby ho z néj uz nevytahli
az do skonani svéta. Ale to jim nestacilo a po Case zacali zafazovat i samotné
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Sanony a poradace do jinych Sanoni, pofadacu, fascikli, s deskami rdznych
barev, a takové objemné svazky potom ukladali do police.

Jednou ptisel do tfadu kontrolor. Ne ovSem proto, aby zjistil, jestli Gfednici
dobfte vyfizuji zadosti, nybrz jestli spravné archivuji spisy. Stoupnul si k polici
se spisy a ze zadnli strany postavil nervézniho feditele, aby zleva doprava ¢etl
barvy desek a jestli je to oteviraci deska nebo uzaviraci. Ukolem kontrolora je
zjistit, jestli jsou Sanony do sebe dobte zabalené. Ocislujme si jednotlivé barvy
a pokud je pred ¢islem minus, je to deska uzaviraci, jinak otviraci. Napriklad
tohle zjevné nejsou dobfe zabalené desky: 4, 5, —4. Stejné tak tyto: 7, 8, —7,
8. Nicméné proti témto nelze nic namitat: 1, 5, 6, —6, —5, —1, 6, —6.

é—?\m —

—=\ " e

Pomozte kontrolorovi zdeptat pana feditele! Napiste program, ktery odpo-
vi, jestli desky jsou ¢i nejsou dobre zabalené. Program dostane na vstupu pfiro-
zené Cislo K, coz je maximalni pocet barev Sanont, a poc¢et nahlasenych desek NV
(oteviracich i uzaviracich dohromady). Poté nasleduje N éisel ¢, 1 < |¢|] < K
udavajicich barvy Sanonové desky, kladné ¢islo ¢ znaci oteviraci desku barvy
¢, Cislo —c uzaviraci desku barvy c. Program by mél vypsat ano nebo ne pod-
le toho, jestli jsou desky spravné zabalené. Jinymi slovy, pokud si rizné typy
Sanond predstavime jako rizné typy zavorek, pak je Vasim tkolem otestovat,
zda je zadané posloupnost zavorek spravné uzavorkovana.

Priklad: Pro K = 3, N = 8 a desky 2,1,2, -2, —1,—2,3, —3 by mél V4s
program vypsat odpovéd ano, zatimco pro desky 1,2,3,1,—1,—2,—3,—1 je
spravna odpovéd ne.

18-1-3 Kerik 10 bodu

Housenka bélaska je neuvéritelné zravy tvor. Kdyz se jednou tak potulovala
po zahradce plné salatu, kedluben, fepy a spousty dalSich laskomin, narazila
na velmi chutné vypadajici ker.

Kef sestdva z vyznacnych bodi, na kterjch rostou stavnaté listky, a vétvi
mezi nimi, kde neroste nic. U kazdého bodu je zadano, kolik listki na ném
roste, a seznam jinych vyznacnych bodu, do kterych z néj vede vétev. Dale
vite, ze kef je zkratka strom, a tedy mezi kazdymi dvéma vyznacnymi body
vede pravé jedna cesta.

Housenka by rada zacala svou hostinu v néjakém vyznac¢ném bodu kefe
a postupné se po vétvich presouvala na jiné body, nikdy vSak do mista, kde uz
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jednou byla. A chtéla by se co nejvice najist. Pomozte ji a napiSte program,
ktery k zadanému kefi najde nejvyzivnéjsi cestu v ném, tedy cestu mezi néja-
kymi dvéma body, na které se neopakuje zadny vyznacny bod a ktera obsahuje
nejvétsi mozny pocet listki.

Program dostane na vstupu ¢islo N, coz je pocet vyzna¢nych bodua, a N
fadkd popisujicich jednotlivé vrcholy (o¢islujeme si je 1 az N). Prvni &islo
na i-tém Ffadku udéava pocet listki, druhé ¢islo pocet vétvi v vedoucich z i-tého
bodu, nacez nasleduje v ¢isel udavajicich, kam ty vétve vedou. Program by
mél vypsat na vystup nejvyzivnéjsi cestu, pokud je takovych cest vice, tak
libovolnou z nich.

Priklad: Pro ¢tyfi vyznacné body, které obsahuji po fadé 1, 2, 3 a 4 listecky,
a pro vétvicky 1 < 2,2 < 3,2 < 4 je nejvyzivnéjsi cesta 3 — 2 — 4 s 9 listecky.

18-1-4 Dortik 11 bodu

Klub Sbératelt Pamétin praveé slavi své K-té narozeniny. Proto jeho ¢leno-
vé vytéhli ze svych nekoneénych sbirek narozeninovy dort s N svickami (jiny
zrovna nedokézali najit). Radi by na ném zapalili pravé K svicek a jelikoz
sbératelé pamétin maji velmi vyttibené estetické citéni, musi tyto svicky lezet
ve vrcholech pravidelného K-thelniku.

Napiste pro né program, ktery na vstupu dostane ¢isla N a K a dale polohy
vSech N svicek v libovolném uspoiadani. VSechny svicky lezi na kruznici, takze
jejich polohu miZeme jednoznac¢né popsat thlem, ktery svira spojnice stredu
kruznice a svicky s osou x. Vysledkem programu by mél byt nalezeny pravidelny
svickovy K-uhelnik, pfipadné zprava, ze zadny takovy neexistuje.

1200 90

240 270°

Priklad: 5 svicek na pozicich 0°, 240°, 270°, 120° a 90° obsahuje pravidelny
svickovy trojuhelnik, ale neobsahuje pravidelny svickovy ¢tytihelnik.

18-1-5 Matlalové 15 bodu

A nyni zpravy ze Zemé: ,Institut SETI konecné poturdil existenci mi-
mozemského Zivota! Frakce Martani a létajicich talivi (MALTAL) ozndmi-
la zachyceni vysildni potvrzujici existenci skutecnych Martani, kteri pouZivaji
opravdové létajici talite!“ Ty Matlalové jsou ale natvrdli, jaké 1étajici talife?

Budeme tam muset zaletét a objasnit to!“
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Na Zemi pfistali mimozemstani pfimo na zahradé pred frakci MALTAL.
»Martanové!“ , Matlalové! My viibec nepouzivame létajici talife! Diive jsme
létali na létajicich kobercich, ale protoZze se na nich neni jak drzet, casto jsme
z nich ve vesmiru padali, a tak nyni pouzivame létajici stoly!*

Na zahradé opravdu staly létajici stoly, nékteré dokonce staly na ostatnich
(pfi pohledu shora se pfekryvaly). OvSem diky martanskému zpiisobu navigace
byly hrany vSech stoli rovnobézné se svétovymi stranami. Protoze se uz ale
seb&hl dav, ktery si chtél Martany a jejich dopravni prostfedky prohlédnout,
rozhodli se Matlalové postavit kolem létajicich stolti plot. ProtozZe se ale nékteré
ze stolu prekryvaji, neni vibec jasné, jak by mél byt dlouhy. A protoze Vas
Matlalové uz znaji (védi, jak jste zato€ili s Dimenzi X), pozadali Vs o pomoc.

Program dostane na vstupu N, pocet martanskych létajicich stoll, a je-
jich jednotlivé polohy. Kazdy martansky stil je zaddan pomoci svého ,levého
horniho“ rohu (pii pohledu shora) a svou délkou a sitkou v metrech, pficemz
jednotlivé stoly se mohou prekryvat. Vasim ukolem je fici, kolik metra plotu
bude t¥eba k oploceni izemi, na kterém martanské stoly pristaly. Plot musi
oplotit vsechny zadané stoly, musi vést vzdy po jejich hranici, ale nikdy nesmi
vést uvniti néjakého létajiciho stolu (matematicky Fe¢eno chcete zjistit obvod
sjednoceni vSech létajicich stolit). Pocitejte s tim, Ze jak soufadnice, tak délky
a $ifky martanskych stolti mohou byt realna ¢isla.

Priklad: Pro N = 4 a létajici stoly

e levy horni roh (0,0), délka 20 m a $ifka 10 m,

e levy horni roh (10,10), délka 10 m a $ifka 30 m,

e levy horni roh (20,10), délka 20 m a $ifka 20 m,

e levy horni roh (22.5,—12.5), délka 15m a $itka 5m,

(0,0)

je hledana délka plotu 180 m.



Zadani uloh 18-1-6

18-1-6 Kompilované komplikatory 11 bodu

V letosnim ro¢niku serialu si budeme povidat o kompilatorech. Samoziejmé
toho nestihneme pfili§ mnoho (o kompilatorech existuje nékolik tlustych knih
a stovky ¢lanki), ale méli bychom ziskat alespon obecnou pfedstavu o tom, jak
kompildtory funguji.

Zacnéme trochou historie. Pfed davnymi ¢asy se pocitace programovaly pri-
mo ve strojovém kédu — tj. programator psal (nebo déroval) fady ¢éisel. Napsat
takto jakykoliv rozsahlejsi program bylo samozfejmé velmi obtizné, o hleda-
ni a opravovani chyb ani nemluvé. Proto se brzy objevily néastroje, které tuto
¢innost usnadniovaly — assembler, ktery alesponn umoznoval zapisovat instrukce
v Citelnéjsi formé a pojmenovat si proménné, a pozdé&ji i vyssi programovaci
jazyky.

Jednim ze zasadnich problému pieklada¢ti programovacich jazykt byla
rychlost (tedy spiSe pomalost) jimi produkovaného kédu. Néjakou dobu trvalo,
nez optimalizace, které prekladace provadi, dosdhly takové tirovné, aby vysled-
ny kdéd byl srovnatelny s tim, co napise programator v assembleru. Po docela
dlouhou dobu strasily v programéatorskych uéebnicich poucky typu ,misto 3 *x
piste x4+ x4z, které mély kompilatoru zabranit, aby pouzil ,,drahou® instruk-
ci na nasobeni. Dnes jiz nastésti takovéto obludnosti nejsou potieba (a pouze
udini program téz$im ke ¢teni) — dost ¢asto jsou pfimo v assembleru napsané
programy pomalejsi nez zkompilované.

Vétsina serialu bude vénovéana tomu, jakymi optimalizacemi se tohoto vy-
sledku dosahne. Nicméné nejprve bychom si méli popsat, jak kompilator vy-
pada a s ¢im vlastné pracuje. Nize popsané schéma kompilatoru bylo obecné
pfijato a v néjaké podobé ho pouzivaji zfejmé vSechny v soucasnosti existujici
kompilatory.

Prvnim krokem pii kompilaci je lexikalni analyza. Jejim ukolem je vstup
(coZ je n&jakd posloupnost znaki) prevést na posloupnost objekt, které nesou
néjaky smysl. Napriklad, pokud je na vstupu fetézec ,bla = bla + 42“ pro
prekladac je nezajimavé, ze je to znak ’b’, nasledovany znakem 'I’; atd. Vysle-
dek lexikalni analyzy by nam v tomto ptipadé fekl, Ze na vstupu je identifika-
tor proménné (bla), nisledovany operatorem pfifazeni, dalsim identifikdtorem,
operatorem séitani, a Cislem (42). Vystupem tedy je posloupnost tzv. tokent.
Kazdy z nich ma typ udavajici, o jaky objekt se jedné (zda to je identifikdtor,
¢islo, atd.), a pfipadné néjaké dalsi informace (napf. u identifikdtort Fetézec,
udévajici jeho jméno, u éisel jejich hodnotu, apod.).

Druhym krokem je syntakticka analyza. Jejim tkolem je rozebrat struktu-
ru programu. Vysledkem syntaktickd analyzy vyrazu ,bla = bla + 42“ je to,
ze se jedna o pfifazeni, na jehoz levé strané je proménna a na pravé strané
je operator s¢itani aplikovany na proménnou a ¢islo. Povsimnéte si, ze v syn-
taktické analyze zpravidla zalezi pouze na typech tokeni, nikoliv na dalsi in-
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formacich u nich uloZenych — nezalezi na tom, jak se proménné jmenuje, nebo
jaka je hodnota ¢isla (i kdyZz samoziejmé tyto informace nesmime ztratit). Vy-
sledek se obvykle reprezentuje jako syntakticky strom. Vrcholy tohoto stromu
odpovidaji tokenim, synové vrcholu pak operandtm pfislusného vyrazu nebo
prikazu. Napfiklad vrchol obsahujici plus bude mit jako syny scitané vyrazy,
vrchol obsahujici pfikaz if bude mit jako syny podminku, then vétev a else
vétev. Syntakticky strom vyrazu ,bla = bla + 42“ vypada takto:

’=>
bla 4
bla 42

Syntakticka analyza se samoziejmé provadi podle syntaxe daného progra-
movaciho jazyka. Syntaxe byva nejCastéji zadana pomoci bezkontextové gra-
matiky. Co to pfesné znamend, se muzete docist v loniském seridlu, my si pouze
ukaZeme piiklad syntaxe jednoduchého aritmetického vyrazu (obsahujiciho sé¢i-
tani, odé¢itani, ndsobeni, déleni a zavorky), ze které bychom maéli ziskat hrubou
predstavu:

vyraz — vyraz ’+’ vyraz_nas
| vjraz ’-’ vjraz_nas
| vyraz_nas

vyraz_nads — vyraz_nads ’*’ operand
| vyraz_nas ’/’ operand
| operand

operand — ¢&islo
| proménna
| > vyraz ’)’

Zde vyraz nés je vyraz, jehoz operator ma alespon tak vysokou prioritu,
jako nasobeni. Tedy podle této gramatiky napiiklad operand vyrazu je bud
¢islo, nebo proménné, nebo uzavorkovany vyraz.

Existuji nastroje, kterym se zada takovato bezkontextova gramatika a au-
tomaticky vytvori kéd, ktery provadi syntaktickou analyzu popsaného jazyka.
Druhou variantou je napsat si syntaktickou analyzu ,ru¢né“, coz je o néco
pracnéjsi, ale snaze se popisuje oSetfovani chyb a jinych specidlnich pripada.

Dalsim krokem byvaji jednoduché optimalizace (napfiklad zjednodusSové-
ni vyrazi), které se snadno provadi na syntaktickych stromech. Pro vét$inu
optimalizaci je vSak reprezentace pomoci syntaktickych strom pomérné ne-
vhodna. Napriklad operandy vyrazu mohou byt libovolné slozité a mohou mit
rizné vedlejsi efekty (zmény hodnot proménnych, volani libovolnych funkei,
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apod.), které ¢ini praci s nimi dost nepohodlnou. Proto se program déle pie-
vadi do tzv. mezikodu, coz byva jazyk podstatné jednodussi, c¢asto podobny
assembleru. To, jak pfesné mezikéd vypada, se preklada¢ od prekladace dost
lisi, ¢asto se v jednom piekladaci pouziva i vice mezijazyku, které se typicky
¢im dal tim vic blizi vyslednému assembleru. Jednoduchy mezijazyk by mohl
vypadat napriklad takto:

Program je posloupnost piikazt. Piikazy jsou nasledujici:

® assign proménnd vyraz — pritadi do proménné hodnotu vyrazu. Vy-
raz musi byt jednoduchy, tedy musi to byt proménna, ¢islo, nebo
né&jaké aritmetickéd operace, jejiz operandy jsou bud proménné nebo
c¢isla. Takze vyraz muze byt tieba x, 42, x +y, ale uz z + y + 1 je
prilis slozité.

® label jméno — oznacuje label, na ktery se da skakat.

® goto jméno — skodi na label se jménem jmeéno.

e if podminka jméno, jménoy — pokud je podminka pravdiva, sko¢i na
label se jménem jmeéno,, jinak na label se jménem jméno,. Podminka
musi byt jednoducha, tj. pouze porovnani dvou proménnych nebo
Cisel.

Naprtiklad kousek programu v Pascalu

sum := 0;
for i := 1 to 10 do
sum := sum + 2 * i;

se do mezikédu pfelozi jako
assign sum O

assign i 1

label loopbeg

assign tmp (2 * i)

assign sum (sum + tmp)
assign i (i + 1)

if (i <= 10) loopbeg loopend
label loopend

Nad takovymto mezikédem se provadi vétsina optimalizaci. PovSimnéte si,
ze v mezikédu nezalezi na tom, jaky jazyk vlastné prekladame — stejny mezikod
bychom dostali pfi prekladu nasledujiciho programu v C:

sum = 0;

for (i = 1; i <= 10; i++)

sum += 2 * i;

Vsechny optimalizace nad mezikédem tedy mutzeme sdilet mezi preklada-
¢ riiznych programovacich jazykt. Céast prekladace, ktera zavisi na pouzitém
programovacim jazyce a kterad kon¢i typicky prekladem do mezikddu, se nazyva
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front-end. Céast, v niz se provadi optimalizace viceméné nezavislé jak na pie-
kladaném jazyce, tak na assembleru, do néjz program prekladame, se nazyva
middle-end.

Posledni ¢asti prekladace je back-end. Tato ¢ast prepisuje program z mezi-
kédu do assembleru, a je tedy zavisla na architektufe, pro kterou je vysledny
kéd uréen (jing back-end se pouzivéa pro poéitace zalozené na procesorech typu
x86, které asi v8ichni znate, jiny pro dalsi, ,exoti¢t&jsi“ procesory). V back-endu
se Casto provadi optimalizace specifické pro danou architekturu, naptiklad sche-
duling (pferovnavani instrukei tak, aby se daly provadét paralelné), pfifazovani
proménnych do registrii a dalsi.

Piekladac se tedy sklddé z jednoho ¢i vice front-endd pro rtzné programo-
vaci jazyky, middle-endu, a jednoho ¢i vice back-end pro rtizné architektury.
Samoziejmé ve skutecnosti rozdéleni nebyva takto jasné. I v middle-endu mu-
sime napriklad znat ¢asy provadéni instrukci, abychom mohli dobfe optimali-
zovat, a tedy middle-end musi néco védét o cilovych architekturach. Pokud je
dobte navrzen popis architektury, 1ze také casto sdilet nékteré ¢asti back-endi,
a nékteré optimalizace se tak presouvaji spise do middle endu.

Uloha:

Abychom si pouze nepovidali, zkusime si v této sérii prakticky napsat jed-
noduchy front-end k ptrekladaci. Abychom se vyhnuli komplikacim, mél by umét
pouze prekladat vyrazy popsané gramatikou uvedenou v textu seridlu, do po-
psaného mezikédu. Vysledek vyrazu by mél byt pfifazen do proménné result.
Naprtiklad vyraz

x* (x+y) -z /bla/neco*5

by mél byt prelozen jako

assign tmpl (x + y)

assign tmp2 (x * tmpl)
assign tmp3 (z / bla)
assign tmp4 (tmp3 / neco)
assign tmp5 (tmp4 * 5)
assign result (tmp2 - tmp5)

18-2-1 Potrhly syslik 6 bodu

Syslik Potrhlik dostal jednoho dne podle svého soudu pfimo Gzasny napad,
jak zbohatnout — bude chovat krokodyly a vSechna ostatni zviratka se na né
budou chodit divat. A protoze to byl velky Potrhlik, hned bézel za Zabdkem
Skrblikvakem, ktery vlastnil nedalekou bazinu, a kdyz dobéhl, udychané volal:
»Krokobéh! Pij¢ mi bazinu, postavime krokobeh a budeme bohati!®

,Coze, jaky kroko-béh? Ty chce$ béhat nebo krokovat? Co to blabolis
za nesmysly? Ty uZ ses musel uplné zblaznit!“ | Ale nezblaznil, ja ti to vysvét-
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lim.“ ,Kdepak, s takovym potrhlym syslem se nebudu bavit.“ , Tak se na néco
zeptej, at vis, Ze jsem se nezbldznil, a ja ti to pak vysvétlim.“

Skrblikvak se tedy zahloubal a vymyslel pro Potrhlika nasledujici zkousku:
Vzal Potrhlika do zatemnéné mistnosti, ve které je na podlaze 50 minci, z toho
18 lezi nahoru licem a zbytek rubem. Potrhlik je ma za kol rozdélit na dvé
(ne nutné stejné velké) Gasti tak, aby pocet minci lezicich nahoru licem byl
v obou téchto ¢astech stejny.

Potrhlik mtze kterékoliv mince libovolné otacet, ale protoze je tma a mince
staré, nijak nemiize zjistit, které mince lezi nahoru licem a které rubem. Kdyz
tedy néjakou minci otaci, sam nevi, jestli bude rubem nebo licem, vi jenom,
Ze ji otocil. Sam si ale moc nevi rady — pomuzete mu?

Vasim tkolem je vymyslet pro Potrhlika postup, ktery vzdy dokéaze mince

rozdélit na dvé ¢asti tak, aby pocet minci lezici licem vzhuru byl v obou ¢astech
stejny. (Pro pocet minci lezicich nahoru rubem to uz platit nemusi.)

18-2-2 Kvakulator 5 bodu

»,No, kdy?z jsi ty mince tak pékné rozdélil, nebudes uplné blazen, Potrhliku.
Co to tedy je ten kroko-béh?“ | Krokobéh je prece krokodyli vybéh! Postavime
ho v baziné a vsichni se na néj budou chodit divat.“ ,, Hm, Spatny napad to neni.
Ale budeme na to potiebovat urcité hodné penéz. Musime koupit krokodyly
a krokodyli zradlo, musime vybéh postavit, uplatit stavebni komisi Bazinové
Unie, koupit stanek se zmrzlinou, ...“

Kdyz si Skrblikvak sepsal, co vSechno budou muset s Potrhlikem zapla-
tit, zajimala ho celkova vySe jejich vydaju. Protoze ale nemél pii ruce svij
kvakulator, poprosil Vas o néj.

Skrblikvak se snazi zapsat hodnotu zlomku a/b jako desetinné éislo. Zjistil,
7e nékdy mtize byt tento desetinny zépis nekoneény (1/3 = 0.3333...), ale vidy,
kdyZ se to stane, n&jaka ¢ast ¢isla se pak musi opakovat (1/3 = 0.3). Tato
opakujici ¢ast Cisla se nazyva perioda.

Skrblikvak by po vas chtél program, ktery mu pro zadané celo¢iselnd a a b
fekne, jak je dlouhd perioda desetinného zépisu ¢isla a/b. Pokud zapis ¢isla a/b
periodicky neni, je délka periody evidentné nula. MizZete pocitat s tim, ze ¢isla
a a b se vejdou do longintu.
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Priklad: Délka periody ¢isla 1/3 je jedna, u ¢isla 1/8 je nula a perioda ¢isla
123/456 m4 délku 18.

Bonus: Pokud vas program bude potrebovat jenom konstantné mnoho po-
mocnych proménnych (Zz4dné pole délky zavislé na a a b) a nezhorsi-li se tim
jeho casova slozitost, dostanete bonus az +3 body.

18-2-3 Jerabnik EvZen 15 bodu

Poté, co se Skrblikviak a Potrhlik dohodli, zac¢ali hned stavét. ,Budeme
potiebovat jefabnika. Nevédél bys o nékom?“ A co Evzen, ten pelikan? Casto
stoji v baziné na svych vysokych nohach. Ovladat vysoky jefab pro néj bude
hracka.“

Brzy se ale ukazalo, ze demoli¢ni jerab je i na vysokého pelikdna trochu
moc komplikovany (moZné proto, ze ovladat paky zobdkem nebo volant kiidly
moc dobfe nejde). ProtoZe uréité nechcete, aby Evzen zdemoloval celou bazinu
(nebo sebe v kabiné), méli byste mu pomoci.

Jetab si predstavte jako IV segmenti, kazdy je libovolné délky. Prvni seg-
ment je zapustény v zemi a stoji stale vzhiru a mezi kazdymi dvéma sousednimi
segmenty je ohebny kloub. Na konci posledniho segmentu je tézka ocelova koule
(je to demolicni jetab). Na zaldtku je jefab cely vzpfimeny. V kazdém kroku
si Evzen vybere néjaky kloub 1 az N — 1 a ten oto¢i o zadany pocet stupnd.
Zajima ho, kam presné se po kazdém kroku ocelova koule dostane.

NapiSte program, ktery dostane N (pocet segmentti jetdbu), dale l1,...,Ix
(délky segmentii 1 az N) a M (pocet otoceni, které EvZen s jefdbem udéla).
Naésleduje M dvojic (k;, u;), kazd4 z nich znamend oto¢it kloub ¢islo k; (je mezi
segmenty k; a k; + 1) o u; stupiit ve sméru hodinovych ruci¢ek. Navic ihned
po nacteni kazdé dvojice (k;, u;) musi va$ program s pfesnosti na dvé desetinna
vypsat, kam se ocelové koule (konec jerabu) pfesune. Na zacdatku je cely jerdb
vzpiimeny a bod (0,0) je spodek jefdbu.

Priklad: Jerab ma 4 segmenty délky 5, 10, 2 a 8, M = 3.
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10 T '\

5 | |
Po provedeni operace (3, —90°) se dostane koule na soufadnice [—8.00; 17.00],
po (1,90°) na [12.00; 13.00] a po provedeni (2, —45°) na [5.76;12.07].

18-2-4 Stavbyvedouci 9 bodu

Hned, jak byla piislusné ¢dst baziny Evzenem zdemolovana (af uz podle
planu nebo ne), mohla zagit stavba krokobéhu. Stavbyvedoucim se stal Potrhlik
a vS8ichni ostatni zvifeci stavitelé si u néj mohli objednavat material.

Kdyz si kone¢né vsichni nadiktovali, co chtéli, mél uz Potrhlik pékné dlouhy
seznam. U kazdého pfedmétu ze seznamu si Potrhlik pamatuje N udajt a kazdy
pfedmét mé zapsany v seznamu na jedné fadce. Cely seznam je tedy tabulka,
ktera ma N sloupctu a tolik fadek, kolik je predmétii.

Vsichni stavitelé si ovSem (stejné jako ucitelé) mysli, Ze jejich predméty
dény podle jejich pozadavku. Kazdy pozadavek je ¢islo udaje (sloupce), podle
kterého by se mély vSechny fadky setfidit. (Neboli je to ¢islo sloupce, podle
kterého bychom méli set¥idit celou tabulku.)

Chudék Potrhlik nakonec obdrzel M pozadavku, tedy M zadosti o setFidéni
dle urcitého sloupce. Rozhodl se, ze radky setridi nejprve podle 1. pozadavku,
potom podle 2., ..., az M-tého pozadavku. Navic kdyz budou v néjakém kro-
ku dvé radky podle zpracovavaného pozadavku stejné, jejich vzajemné poradi
zistane stejné jako pred timto tiidénim.

Pocet tridicich pozadavku je ale opravdu velky a ¢asto se v ném opakuji
¢isla sloupct, takze Potrhlika napadlo, Ze byste mu mohli pomoci jeho tkol
zjednodusit. Zajimalo by ho, jestli by nemohl provést setiidéni radkt podle
mensiho poctu tFidicich pozadavkt. Tato kratsi posloupnost t¥idicich pozadav-
kti by méla byt s piivodni posloupnosti ekvivalentn?, ¢ili af je seznam predméta
na zacatku usporadéan libovolné, setfidéni podle ptivodni posloupnosti pozadav-
ki a podle krat$i posloupnosti pozadavkt musi dat vzdy stejné vysledky (stejné
setfidény seznam).

Zkuste napsat program, ktery dostane na vstupu N (pocet sloupcii se-
znamu), M (pocet t¥idicich pozadavkl) a jednotlivé tfidici pozadavky a najde
nejkratsi posloupnost t¥idicich pozadavkt, ktera je zadané posloupnosti ekviva-
lentni. Pokud je miniméalnich posloupnosti vice, stac¢i vypsat libovolnou z nich.

Priklad: Pro N = 3 a M = 7 pozadavkua 3, 3, 1, 1, 2, 3, 3 je hledana
nejkratsi posloupnost pozadavku t¥eba 1, 2, 3.
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18-2-5 Krokobéh 11 bodu

Jakmile byl potfebny materidl nakoupen a staviteli rozebran (takzvané
rozkraden), mohlo se zaéit se stavbou krokobéhu. Krokobéh se sklada z nékolika
jezirek, ve kterych mohou krokodyli odpocivat, a kanali mezi nimi. Kanaly
jsou obousmérné, vedou vzdy mezi dvéma jezirky a zadné dva kandly se mimo
jezirka neprotinaji (mimouroviiové ale mohou).

N¢jaka jezirka a kanaly jsou jiz postaveny. Pokud se ovSem stane, ze se kro-
kodyl nemuize dostat do néjakého jezirka (nevede k nému zadné cesta), je velmi
nerudny a zere vse kolem. (Kwvdk!) Protoze Potrhlik nechce dopadnout stej-
né jako Skrblikvak, chtél by dostavét potfebné kanaly tak, aby byli krokodyli
spokojeni. Ti budou spokojeni, pokud i kdyz jeden libovolny kanal vyschne, po-
fad se budou moci dostat z kazdého jezirka do kteréhokoliv jiného. A protoze
stavba krokobéhu Potrhlika finan¢né velmi vycerpala, chtél by postavit novych
kanald co nejméné.

Vas program dostane na vstupu popis uz existujictho krokobéhu. Ten se
sklada z N > 2 jezirek a M kanalt, kazdy kanal spojuje dvojici jezirek. Vasim
cilem je zjistit, kolik nejméné kanald je tfeba pridat, aby i kdyz libovolny jeden
kanal vyschne, bylo porfad mozné dostat se z kazdého jezirka do kazdého.

Priklad: Pro N = 6 jezirek a M = 4 kandly vedouci mezi jezirky (1,2),
(2,3), (3,1) a (4,5) je tfeba postavit alespon dalsi 3 kanaly. (Jsou to napiiklad

4

(1,4), (5,6), (6,2).)

18-2-6 Dominujici komplikatory 10 bodu

V prvnim dile seridlu jsme si popsali a vyzkouseli, jak funguje front-end
prekladace. Ve zbytku seridlu si budeme povidat o optimalizacich kédu v pfe-
kladacich a o tom, jak se tyto optimalizace implementuji.

Prvni prekladace zpracovavaly programy po jednotlivych pfikazech. V ram-
ci jednoho prikazu se daji provést pouze jednoduché optimalizace — lze napfi-
klad vyhodnotit aritmetické vyrazy s konstantnimi operandy a zjednodusit je
pouzitim algebraickych identit. Produkovany kéd vsak nebude pfilis dobry, mi-
mo jiné proto, Ze nékteré hodnoty (tfeba adresy proménnych) budeme zbytecéné
pocitat opakované v kazdém prikazu.

Aby se vytesil tento problém, zacaly se optimalizace provadét nad vétSimi
kusy programu. Nékteré optimalizace lze provadét nad basic blocky. Basic block
je tsek programu, ktery se vzdy vykonava sekvencéné, tj. neobsahuje skoky, a ne-
da se skocit do jeho vnitiku, tj. neobsahuje labely. Nad basic blocky se provadi
napiiklad propagace konstant a kopii a nahrazovani spole¢nych podvyrazi.

Vétsina modernich piekladac¢t pracuje pfevazné nad jednotlivymi funkce-
mi. Na této trovni lze provadét navic optimalizace typu mazani vypoctt, je-
jichz hodnota neni pouzita, odstranovani invariantt ze smyc¢ek a mnoho dalsich.
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V poslednich 5-10 letech se zacaly prakticky pouzivat optimalizace pracujici
nad celymi programy, naptiklad zmény v rozlozeni dat v paméti ¢i interpro-
ceduralni propagace konstant.

Jednou ze zakladnich datovych struktur pro praci s celou funkci je Control
Flow Graph (CFG). CFG je orientovany graf, jehoZ vrcholy jsou basic blocky
a hrany odpovidaji skoktiim. Z vrcholu tedy vétsinou vedou jedna nebo dvé
hrany (podle toho, zda p¥islusny basic block konéi nepodminénym nebo pod-
minénym skokem). Obcas se vyskytnou vrcholy s vétsim poctem vystupnich
hran, napriklad pokud basic block koné¢i pfikazem case v Pascalu ¢i switch
v C. Jeden z vrcholi CFG je pocatecni, v jemu odpovidajicim basic blocku
za¢ind vykonavani funkce.

Nékteré optimalizace jsou pfimo manipulace s hranami a vrcholy CFG,
napiiklad odstrafiovani nedosazitelného kédu spocivé v odstranéni vrcholi, do
nichz nevede cesta z pocatku. Mnohé dalsi optimalizace pouzivaji CFG pri
analyzach nutnych pro jejich provedeni.

Uloha

Jednou z vlastnosti vrcholi CFG, kterou mnohé optimalizace potfebuji
znat, je dominance. Rikdme, Ze basic block A dominuje basic block B, jestlize
kazda cesta z pocatecniho vrcholu do B prochéazi pres A. Specidlné pocatecni
vrchol dominuje vSechny vrcholy CFG. Podivejme se na nasledujici pfiklad:

(BBO)
b := 0;

if y = 5 then
begin (BB1)

a :=1;
end
else
begin (BB2)
a := 2;
b := 6;
end;
(BB3)
test (b);
b :=8;

if y > 5 then
begin (BB4)

a := 3;
end
else
begin (BB5)
a := 4;
end;
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(BB6)
test (a);
test (b);

Zde basic block BB0 dominuje vSechny blocky a BB3 dominuje BB4, BB5
a BBG6. Ostatni blocky dominuji pouze sebe sama. Jedno z pouziti dominance
je toto: Kdyz mame v programu pouziti proménné v basic blocku B, je casto
potieba zjistit, kde byla do této proménné prifazena hodnota. Nejjednodus-
§i pfipad nastavd, kdyz je jen jedno takové pfifazeni (v néjakém blocku A) —
napiiklad pro pouziti b v BB6 je toto pfifazeni v BB3; v§imnéte si, ze pfi-
fazeni do b v BB0 a BB2 nés nezajimaji, jelikoz jejich hodnoty se do BB6
nikdy nedostanou. Aby toto mohlo nastat, block A musi dominovat block B.
Tato podminka je nutnd, ale ne postacujici, naptiklad pouziti b v . BB8 ma dvé
definice (v BB0 a BB2), ptestoze definice v. BB0 dominuje BB3.

Efektivni algoritmy pro uréeni dominance jsou ovSem velmi komplikované,
proto se jimi nebudeme podrobnéji zabyvat. Pfedpokladejte, ze uz méate néjak
relaci dominance pro vSechny dvojice vrcholu spoc¢tenu. Vasim tkolem v této
tloze je navrhnout datovou strukturu, v niz lze tento vysledek reprezentovat.
Chceme, aby tato datova struktura zabirala co nejméné mista, a pritom umoz-
nila rychle pro libovolné dva basic blocky A a B rozhodnout, zda A dominuje
B.

18-3-1 Travnik 4 body

Hrosik Seéek si na své zahradce péstuje travnik. Cas od ¢asu travnik pose-
¢e a z vytézku usporada hostinu pro své pratele. Predtim, nez travnik poseka,
ho musi samoziejmé nechat pékné narast. A tak Secek potfebuje napsat pro-
gram, ktery mu navrhne idealni den pro posekani travniku.

Travnik se d&4 popsat matici M x N, kde kazdy prvek matice je celé ¢islo
udévajici velikost stébla v travniku v centimetrech. Toto ¢islo také udava rych-
lost rastu stébla v centimetrech za den. Rychlost ristu se neméni. Aby Secek
mohl pratele pohostit, potfebuje alespon K centimetru stébel travy.

Napiste tedy program, ktery na vstupu dostane ¢isla M, N a K a dale
matici M x N nezapornych celych ¢isel, kde kazdy prvek odpovida délce stébla
travniku v daném misté prvni den od posledniho posekéani. Tato matice udava
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zaroven rychlost ristu jednotlivych stébel. V43 program by mél vypsat, kolik

dni mé Secek jesté pockat s posekdnim travniku.
Priklad: Pro M =2, N =3, K =79 a matici

109
8 9 3

Secek pocka jesté 2 dny. Matice travniku pak bude:
3 0 27
24 27 9

Z tohoto travniku lze ziskat 90 centimetrt travy.

18-3-2 Duel 5 bodu

Hrosik a prasatko jsou soutéziva zviratka. Kde mohou, tam se snazi navza-
jem trumfovat. Jednou objevili zajimavou hru: Na sttl se na papircich umisti
¢isla od 1 do 9. Oba hraci se potom stridaji v odebirani jednotlivych cisel
na svou hroméadku. Vyhraje ten hrac, v jehoz hroméadce se jako prvnimu na-
chazi trojice ¢isel davajici soucet 15.

Hrosik zacina jako prvni a chce vyhrat. Jenze viibec nevi jak na to... Po-
radte hrosikovi, jak to zaridit, aby kdyz za¢iné jako prvni, vzdy nad prasitkem
vyhral.

18-3-3 Vrah 10 bodi

Hugo se pravé vratil ze soustfedéni KSP, kam byl pozvan jako ucastnik,
a protoze se nyni ve $kole nudil, rozhodl se naucit své spoluzaky zabavnou hru
,na vraha“.

Do pytliku se vhodi N papirki se jmény a kazdy si potom vylosuje jméno
své obéti. Cilem hry je nikym jinym nevidén sdhnout zezadu své obéti na krk
a sdm se nestat obéti. Po tispésném ,,zabiti“ obét predava vrahovi svilj papirek
se jménem a vrah ma novy cil. Hra¢ kon¢i, kdyz dostane do ruky svidj vlastni
papirek.

Jenze hraci za chvili zjistili, ze pro jista rozlosovani nékteré dvojice viibec
nedostanou $anci se spolu utkat (napfiklad kdyz si hrac jiz na zac¢étku vylosuje
sam sebe, ale i jindy). Nastésti méli osvicenou pani uéitelku, ktera podporovala
kulturni vyziti svych zaki a ktera se zeptala, kdo s kym chce mit Sanci se ve hie
potkat. Pak se podivala na jinak tajné rozlosovani a nékterym dvojicim hraciu
oznamila, aby si mezi sebou vyménili své papirky, navic tak, ze pocet prohozeni
byl nejmensi mozny.

Vymyslete algoritmus a napiste program, ktery to bude délat za pani uci-
telku. Na vstupu dostanete pocet hraci N, které si misto jmen ocislujeme ¢isly
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1 az N. Néasleduje N cisel, kde i-té udava cislo hrace, jehoz méa zabit hrac ¢islo
i. Poté ¢islo K a za nim K dvojic ¢isel urcujicich, ktefi hraci se spolu chtéji
potkat. Zduraznéme, Ze jeden hrac¢ se miize chtit potkat i s vice nez jednim
jinym hracem. Program by mél odpovédét nejmensim moznym poctem pokyni
k prohozeni papirkt, aby vsech K dvojic zarucené mélo Sanci se ve hie potkat
(nemusi se potkat v jedné hie, ale pro kazdou dvojici musi existovat priibéh
hry, pfi kterém se potkaji).

Priklad: Pro N = 6 hracu, rozlosovani 6,2,4,3,1,5 a K = 3 dvojice
(1,6),(1,3),(4,5), které se chté&ji potkat, staci jediné prohozeni papirki, a to
mezi lidmi 4 a 6.

18-3-4 Pochoutka pro prasatko 10 bodu

V lese sousedicim s poklidnym rybnickem nasich hrosikt se objevilo hladem
Silhajici prasatko. Zaslechlo totiz zvésti o Velké Bukvici, kterd si tou dobou
lebedila v podzemi lesiku. Zacalo tedy bez rozmyslu rejdit mezi stromy, le¢ brzy
mu dosly sily — byl to uz pfeci jenom néjaky ¢as od posledni mnamky. Budete
umét prasatku poradit ?

Les si predstavme jako ¢tvercovou sit, v jednom policku prasatko, v jiném
bukvice. Aby to nebylo tak jednoduché, prasatko se v lese mize pohybovat jen
podle urcitych pravidel a kazdé z nich stoji néjaké kladné mnozstvi namahy.

Konkrétné — na vstupu dostanete rozméry lesa a pozici prasatka a bukvice
spolu s pravidly, podle kterych se prasatko mtze pohybovat. Kazdé pravidlo
obsahuje trojici ¢isel  y z, kde z a y je povoleny posun v miiZce (o kolik
se zméni pozice prasatka ve ¢tvercové siti), zatimco z je Usili, které prasitko
musi vynalozit pro dany presun. Vasim tkolem je najit a vypsat cestu od pra-
satka k bukvici. Na své cesté nesmi prasatko opustit lesik. A aby mily ¢unik
hlady neposel, musi byt vynalozené tsili nejmensi mozné.

Priklad: Les mé rozméry 6 x 6, poloha prasatka je [3, 3] a poloha bukvice
[1,5]. Pohyb praséatka se fidi tfemi pravidly 22 3,111 a —4 0 5. Potom je
pro prasatko nejvyhodnéjsi pouzit dvakrat pravidlo 2 (— [5,5]) a pak jednou
pravidlo 3 (— [1,5]). VynaloZend ndmaha je pak 2-14+5=17.

18-3-5 Hrosi lov 13 bodu

Do hrosiho kralovstvi vtrhlo silenstvi — divoké prase zacalo zbésile rozryvat
rozsahlé ¢asti lesa. Marné bylo domlouvani ostatnich obyvatel polesi, kvic¢ici
stiela zvolna proménovala hluboké hvozdy v dilni centrum pro tézbu bukvic.

Hrochtim nakonec dosla trpélivost a rozhodli se, Ze nezbedné prase polapi,
upecou a sni. Teprve nyni prasatko dostalo strach — ale ouha, bylo pfilis pozdé.
Stado nasupenych hrocht procesdvalo les a dalo se zastavit leda az vecerni
tmou. Pomuzete prasatku uniknout jesté dfive, nez nastane vecer?

20



Zadani tloh 18-3-6

Podobné jako v predeslém pfipadé je mozné les popsat jako ¢tvercovou
sit, po které je pohyb vSech zvifat mozny pouze podle predepsanych pravidel
a nijak jinak.

Na vstupu tedy dostanete rozméry lesa a pozici prasatka a hrochid spo-
le¢né s neohodnocenymi pravidly pohybu pro kazdého z nich (i pro prasitko).
Dale dostanete Cas t, ktery zbyva do setméni. Vasim tkolem je najit a vypsat
tanikovou cestu pro prasatko. Ta se vyznacuje tim, Ze se prasatko celou dobu
pohybuje po bezpeénygch polich, a bud uteée z lesa ven (dosdhne hranice lesa),
nebo uplyne doba ¢ (pak jej totiz hrosi pfestanou hledat). Bezpecné pole je
takové, na které v ¢ase pobytu prasitka nemuze dostat zadny hroch. Jesté do-
davame, Ze vice hrocht smi v jeden moment stoupnout na jedno policko a cas
chiapeme jako diskrétni kroky, v nichz kazdé zvife musi udélat pohyb podle
néjakého svého pravidla (¢ili nemize ztstat stat na misté).

Priklad: Les mé rozméry 3 x 3 a do setméni zbyva cas t = 5. Prasatko je
na soufadnicich [2,2] a smi se pohybovat podle jediného pravidla —1 0. Hrosi
jsou dva — prvni je na [3, 2] a pohybuje se podle jednoho pravidla —1 0, druhy
je na [2, 3] a pohybuje se podle dvou pravidel 0 —1 a —1 0.

Hledan4 cesta pro prasatko je dvakrat pouzit pravidlo jedna (¢ili —1 0),
¢imz se dostane na [0, 2], coz jest ven z lesa.

18-3-6 Komplikovanéjsi komplikatory 10 bodu

Jednim z problémi, které je ¢asto nutné pii optimalizacich v kompilatorech
fesit, je analyza toku dat (dataflow). Zékladni optimalizaci, kterd se pomoci
dataflow provadi, je globalni propagace konstant. Jeji tlohou je rozhodnout,
které proménné maji vzdy konstantni hodnotu, a nahradit jejich pouziti touto
hodnotou. Napftiklad nésledujici kéd (v mezijazyce popsaném v prvni sérii):

assign a 0

assign b 1
if (c=0) 12

label 1

assign ¢ (a + b)
goto 3

label 2

assign c 1
assign a 2

label 3
assign x (c + a)
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bude po propagaci konstant vypadat takto:

assign a 0
assign b 1
if (¢ =0) 12

label 1
assign c 1
goto 3

label 2
assign c 1
assign a 2

label 3

assign x (1 + a)

Povsimnéme si, ze nestaci jen urcit, kterd proménna je konstanta, protoze
to se mlze v pribéhu programu zménit. Napiiklad a je v prvnich tfech basic
blocich konstanta 0, ale v poslednim miZe mit hodnotu 0 nebo 2. Budeme si
proto chtit uréit, zda je proménné konstantni, zvlast na zacatku a na konci kaz-
dého basic bloku — lokalni propagace uvnitt kazdého basic bloku je jednoducha,
prosté projdeme postupné vSechny prikazy a odsimulujeme si je. Pro kazdou
proménnou x a kazdy basic blok b budeme mit proménné x;r a x; , které urcuji
stav x na zacatku a na konci bloku b. Ohodnoceni proménnych bude nabyvat
jedné z nasledujicich hodnot:

® Top — tato hodnota znamena, Ze x muze byt konstantni, ale jesté
nevime, jakou by ta konstanta méla mit hodnotu.

e N¢jaké ¢islo ¢ — to znamend, Ze x je bud vzdy rovno ¢, nebo neni
konstantni.

® Bottom — tato hodnota znamena, Ze x neni konstantni.

Tyto hodnoty si uspofadejme tak, ze Bottom < ¢ < Top pro libovolnou
konstantu ¢ (konstanty jsou navzéjem neporovnatelné). Toto usporadani je da-
lezité pro diukaz konecnosti algoritmu dataflow.

Jestlize néjak urcime hodnoty téchto proménnych na konci vsech basic
blokt, urcit je na zac¢atku libovolného bloku b je snadné, prosté je potieba slit
hodnoty pfislusnych proménnych na konci predchtidca b. Pravidla pro slévani
jsou tato:

® Bottom slité s libovolnou hodnotou je Bottom — pokud se hodnota
mize v nékterém z predchozich blokti ménit, na zacatku b nemtize
byt konstantni.

® Top slité s libovolnou hodnotou v je v — Top ndm fika, ze o hodnoté
proménné nic nevime, takze pokud je na konci nékterého z predcho-
zich blokt rovna konstanté ¢, miize to byt pravda i na zac¢atku b (ale
nemtze byt vZdy rovna libovolné jiné konstanté).
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e Sliti dvou rtaznych konstant je Bottom — takovad proménna nabyva
alespon dvou riznych hodnot.

e Sliti dvou stejnych konstant ¢ je zase ¢ — vysledek porad mize byt
tato konstanta.

Naopak, pokud bychom znali hodnoty proménnych na zacatku basic bloku,
hodnoty na konci uré¢ime odsimulovanim prikaz® v basic bloku s tim, Ze operace
s konstantami vyhodnocujeme. Vysledky operaci s Top jsou skoro vzdy Top
a operaci s Bottom zase Bottom, az na drobné vyjimky — napiiklad 0 krat
cokoliv je vzdy 0, bez ohledu na hodnotu vyrazu, ktery poc¢itame. Je potieba si
davat malicko pozor, aby toto vyhodnocovani operaci bylo monoténni, tj. pokud
2 op a vyhodnotime jako a’, x op b vyhodnotime jako b’ a a < b, pakia’ <V’
Tedy napriklad pokud chceme, aby Bottomx 0 = 0, pak Bottom x Top muze byt
Top nebo 0, ale nic jiného. Tato podminka je nutna pro zajisténi konec¢nosti nize
popsaného algoritmu. Také je vhodné, abychom nevraceli Top, pokud alespon
jeden z operandi nebude Top. To uz neni nutné pro konec¢nost, jen to vétsinou
nedava moc smysl — takova operace by tvrdila, Ze jeji vysledek je nezavisle na
vstupech néjaka neznama konstanta.

Algoritmus dataflow funguje takto: Na zacatku algoritmu nastavime vSech-
ny proménné na Top, kromé téch na zacatku prvniho bloku, které nastavime
na Bottom. Poté budeme opakovat operace popsané v minulych odstavcich tak
dlouho, dokud se néco méni. Operace lze provadét v libovolném poradi, praktic-
ky se to déla tak, Ze si udrzujeme seznam bloku, pro které se zménily hodnoty
proménnych na konci nékterého z jejich predchudct. Z néj si odebereme libo-
volny blok b, slijeme hodnoty z jeho pfedchtidcii, vyhodnotime si vyrazy uvnity
b a v pripadé, Ze se ohodnoceni proménnych na konci b zmeénilo, pridame do
seznamu vSechny nasledniky b.

Stav proménnych poté, co dosdhneme ustaleného stavu, je feSenim problé-
mu. K tomu je potfeba dokazat, ze se algoritmus vzdy zastavi a Ze je korektni,
tj. ze pokud proménnéa neni konstantni, pak jeji hodnota na konci bude Bottom.
Pro dukaz konec¢nosti si pov§imneme, Ze ohodnoceni libovolné proménné se mui-
ze zménit nejvyse tiikrat — na zacatku je Top, pak se mlzeme néjakou dobu
domnivat, ze by jeji hodnota mohla byt konstantni, a nakonec se jeji hodnota
mize stat Bottom, pokud dokazeme, ze konstantni neni. Protoze proménnych,
jejichZ ohodnoceni uréujeme, je nejvyse N2, kde N je délka programu, algorit-
mus se Casem jisté zastavi.

Zajimaveéjsi je korektnost. Nejprve si ukdzeme, Ze na konci zddna proménné
nebude mit hodnotu Top. Pfedpokladejme, ze tomu tak neni a ze napiiklad xg'
je Top. Vezméme si libovolnou cestu p z pocatku do bloku b a vracejme se
z p po b. V kazdém okamziku musime mit alespon jednu proménnou ve stavu
Top — kdyz prechazime pfes hranu CFG, Top na jejim konci mohl vzniknout
jediné z Topu na jejim zacatku, pfipadné slitim Topu z ostatnich predchtdci.
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Vyhodnocenim prikazu také Top mohl vzniknout, jen pokud néktery z operandi
byl Top. Tedy Top by musel existovat i na zacatku aplné prvniho bloku, coz
ale neni mozné — ohodnoceni vSech proménnych na zacatku jsme nastavili na
Bottom.

Predpokladejme nyni, Ze algoritmus je chybny a néjaké proménné x;r prira-
di ohodnoceni ¢, i kdyZ x na zacatku basic bloku b mize nabyvat i jiné hodnoty
d. Bud p cesta z podatku do b, kterd odpovida vypoctu, jenz zptisobi, Ze x
je na konci rovno d. Nékde na této cesté je prvni misto, kde se ndmi nalezené
ohodnoceni rozchézi s timto vypocétem. NemitzZe to byt iplné na zac¢itku, nebot
tam je ohodnoceni vSech proménnych Bottom, ¢ili o hodnotach proménnych nic
netvrdime. Nemtze to také byt na zacatku jiného basic bloku, protoze pokud
o néjaké proménné tvrdime, Ze ma hodnotu ¢, museli jsme to tvrdit i na konci
predchoziho basic bloku a na hrané CFG se hodnota proménné nemohla zménit.
Cili bychom museli nékde mit vyraz, jehoz operandy maji spravné ohodnoceni,
ale jeho vysledek chybné. To ale nemtize nastat, protoze jsme pouzivali pouze
korektni pravidla pro vyhodnocovani vyrazt. Cili vechny proménné na konci
budou ohodnoceny korektné.

S nékolika drobnymi triky se tento algoritmus se d4 implementovat s ¢aso-
vou slozitosti O(N - E), kde E je pocet hran CFG. NaSe implementace je pro
lepsi citelnost o néco hloupéjsi a nesnazili jsme se ji prilis optimalizovat, takze
jeji casovd slozitost je o néco horsi, O(N? - E). Mizete ji najit za kuchaikou,
pred fesenim ptiklad® prvni série.

Uloha

Jednim z problému, které se daji pomoci dataflow analyze feSit, je mazani
mrtvého kédu, tedy vyrazi, jejichz hodnota neni k ni¢emu pouzita. Vyraz je
7ivy, pokud mé néjaké efekty, které nejdou smazat (napiiklad voldni funkce,
skok, pfifazeni do globalni proménné), nebo pokud je jeho hodnota pouZita
v zivém vyrazu. Napriklad v nasledujicim piikladé jsou ziva jen prifazeni do @
(protoze hodnota ¢ je pouzitd v podmince skoku) a druhé pfitazeni do k (které
je pouzito v névratové hodnoté funkce):

assign i 0

assign j O

assign k™10

assign k715

label 1

assign i (i + 1)

assign j (j + 1)

if (1 < 100) 1 2

label 2

assign result k

Vasim tkolem je navrhnout algoritmus pro nalezeni mrtvych vyrazt zalo-

zeny na dataflow analyze.
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Ukazkova implementace algoritmu propagace konstant z 18-3-6

#include <stdio.h>
#define MAX BLOKU 100
#define MAX PROM 100

/* Typy pro reprezentaci programu. x/

unsigned n_prom; /* Proménné oéisl. od 0 do N PROM - 1. %/

/* Operand vyrazu. Pokud je PROM, %/
/#* je hodnota ¢islo proménné, */
/* jinak to je hodnota ¢isla. */

struct operand {
enum typop {PROM, CISLO} typ;
unsigned hodnota; };

struct vyraz{
char operator;
struct operand operandy(2]; };

/* Pro ASSIGN je v data[0] proménné, kam se pfifazuje, ve vyraz pfifazovany vyraz. */
/* Pro LABEL je v data[0] ¢islo labelu. %/
/* Pro IF je ve vyraz podminka, v data[0]/data[l] label, kam se skace pfi true/false. */

/* Pro GOTO je v data[0] label, na ktery skace. =/

struct prikaz {

enum prikazy {ASSIGN, LABEL, IF, GOTO} prikaz;

struct vyraz vyraz;
unsigned data[2];
struct prikaz xdalsi, *predchozi;

struct hrana {
struct basic_block *z, xk;
struct hrana *nasldalsi, *pred dalsi; };

struct basic_block {
unsigned indez;
struct hrana *pred, *nasl;
struct prikaz *pruni, xposledni; };

unsigned n_bloku;

struct basic_block cfg[MAX BLOKU];
struct hodnota {

/* Piikazy jsou uloZeny v seznamu. x/

/* CFG. x/
/+ Hrana z bloku Z do bloku K. =/
/* Pfedchtdci a néslednici bloku. =/

/* Cislo bloku, od 0 do N.BLOKU. x/
/* Seznam predchidcti a naslednikd. =/
/* Prikazy v bloku. */

/* CFG se skladd z N.BLOKU blokd.
Pocétecni blok ma &islo 0. %/

/* Hodnoty pro propagaci konstant. =/

enum hod { TOP, KONST, BOTTOM } hod;

unsigned konstanta; };

/* Ohodnoceni proménnych na za¢atku a na konci bloku. =/
struct hodnota ohodn.zac[MAX_BLOKU]|[MAX_PROM];
struct hodnota ohodn.kon|[MAX BLOKU]|[MAX_PROM];

void slij-hodnoty (struct hodnota xh, struct hodnota hi) {

/* Slije H a H1 do H. =/

if (h—>hod == BOTTOM || h1.hod == TOP) return;
if (h—>hod == TOP || h1.hod == BOTTOM) { *h = hl; return; }
if (h—>konstanta != h1.konstanta) h—>hod = BOTTOM;,

}

void slij (struct basic_block xbb) {
struct hrana *p;
struct basic_block xpred;
unsigned i;

/# Sliti hodnot na zac¢atku basic bloku */
/#* z hodnot na koncich pfedch. blokt. x*/
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for (: = 0; ¢ < n_prom; i++) ohodn_zac[bb—>indez][t].hod = TOP;
for (p = bb—>pred; p; p = p—>pred_dalsi) {
pred = p—>z;
for (: = 0; ¢ < nprom; i++) slijhodnoty (&ohodn zac[bb—>indez][i],
ohodn_kon[pred—>indez][1]);

/* Odsimuluje pfifazeni PRIK. */
void vyhodnot_vyraz (struct basic_block *bb, struct prikaz *prik) {
unsigned vysl = prik—> data[0];
struct hodnota hod[2], wys;
unsigned i;
struct operand xop;

for (1 =0;¢<2; i++) {
op = &prik—>vyraz.operandy|i];
if (op—>typ == PROM) hod[i] = ohodn_kon[bb—>indez][op—>hodnotal;
else { hod|i].hod = KONST; hod[i].konstanta = op—>hodnota; }

/* Pokud je alespon jeden z operandi TOP, je bezpetné vratit TOP (byt v praxi je
vyhodnéjsi konvergovat k BOTTOMu rychleji). =/
if (hod[0].hod == TOP || hod[l].hod == TOP) vys.hod = TOP;
else {
vys.hod = KONST;
switch (prik—>vyraz.operator) {
case ‘+’: if (hod[0].hod==BOTTOM/||hod[1].hod==BOTTOM )vys.hod=BOTTOM;
else vys.konstanta = hod[0].konstanta + hod[1].konstanta; break;
case ‘—’: if (hod[0].hod==BOTTOM||hod[1].hod==BOTTOM )vys.hod=BOTTOM;
else vys.konstanta = hod[0].konstanta — hod[1].konstanta; break;
case ‘«’: if ( (hod[0].hod == KONST && hod|0].konstanta == 0)
|| (hod[1l].hod==KONST && hod[1].konstanta==0)) vys.konstanta=0;
else if (hod[0].hod == BOTTOM || hod[l].hod == BOTTOM)
vys.hod = BOTTOM,
else vys.konstanta = hod[0].konstanta * hod[l].konstanta; break;
case ‘/’: if (hod[0].hod == KONST && hod[0].konstanta == 0) vys.konstanta = 0;
else if (hod[0].hod == BOTTOM || hod[l].hod == BOTTOM)
vys.hod = BOTTOM;
else vys.konstanta = hod[0].konstanta / hod[l].konstanta; break;
default: vys.hod = BOTTOM;

}
}
ohodn_kon[bb—>1indez][vysl] = vys;
}
int vyhodnot (struct basic_block *bb) { /* Vyhodnoti vyrazy v bloku BB, vrati x/
struct prikaz xprik; /# 1 zménilo-li se ohodn. na jeho konci. x*/
unsigned i;
struct hodnota ohodn_stare[ MAX_PROM];
for (i = 0;¢ < n.prom; i++) { /#* Ulozime staré ohodnoceni, */
ohodn_stare[i] = ohodn_kon[bb—>indez][i]; /* nové budou hodnoty ze zacatku. */
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}

ohodn_kon[bb—>indez][i] = ohodn_zac[bb—>indez][];

}
for (prik = bb—>prvni; prik; prik = prik—>dalsi) if (prik—>prikaz == ASSIGN)
vyhodnot_vyraz (bb, prik);
for (i = 0; i < n_prom; i++) /* Porovname se starym ohodnocenim. x/
if (ohodn_stare[i].hod != ohodn_kon[bb—>indez][i|.hod) return 1;

return 0;

void cprop_dataflow (void) { /* Vyplni ohodnoceni pro prop. konst. x*/

unsigned 7, b;
/* Zmenene je seznam blokd, jejichZ ohodn. se zménilo a je tfeba ho pfepocitat. Chovame
se k nému pro jednoduchost jako k zasobniku, but byva lepsi pouZzivat jiné poradi. */
struct basic_block xzmenene[ MAX_BLOKU], xbb;
unsigned pocet_zmenenych,;
char je_zmeneny[MAX BLOKU];
struct hrana *n;

for (b =0; b < n_bloku; b++)
for (i =0; ¢ < n_prom; i++)
ohodn_zac[b][i].hod = ohodn_kon[b][i].hod = TOP;
for (i = 0; ¢ < n_prom; i++) ohodn_zac|0][i].hod = BOTTOM;
for (b = 0; b < nbloku; b++) jezmeneny[b] = 0; /+ Na zacatku je zménény jen
pocétecni blok. x/
je_zmeneny[0] = 1;
zmenenel0] = &cfqg[0];
pocet_zmenenych = 1;

while (pocet zmenenych > 0) {
bb = zmenene[——pocet_zmenenychl;
je_zmeneny[bb—>index] = 0;
slij (bb);
if (lvyhodnot (bb)) continue;
/+ Hodnoty na konci se zménily, vlozime nasledniky BB do seznamu, pokud uz v ném
nejsou. */
for (n = bb—>nasl; n; n = n—>nasldalsi) if (Ije_zmeneny[n—>k—>indez]) {

je_zmeneny[n—>k—>indez] = 1;
zmenene[pocet_zmenenych++] = n—>k;
}
}
}
18-4-1 HP 5 bodu

Vypocetni centrum HP (Hippo Programmers) se obratilo vzhiiru nohama.

Zmateni hrosici pobihaji sem a tam a kazdou chvili se néktery z nich zastavi
a usne. Neni také divu. Hrosi nejsou zvykli pracovat, natoz resit slozité vypo-
éetni tlohy. Jedna takovéa tloha ted suzuje celou spoleénost HP, a protoze si
s tim hrosici sami neporadi, budete jim muset poradit vy. Vypocetni centrum
dostalo nasledujici tkol.
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Na vstupu mate libovolné dlouhé ¢islo ve dvojkovém zapisu a mate za kol
zjistit, kolik nul bude mit takové ¢islo na konci, kdyz ho prepiseme do desitkové-
ho zapisu. A protoZe hrosi chtéji mit na vSechno dost ¢asu (zejména na spanek
a jidlo), mél by vas algoritmus pracovat co nejrychleji. MuZete pfedpokladat,
ze se dané cislo vejde do integeru.

Vasim cilem je vyprodukovat algoritmus, ne program, staci tedy, kdyz vas
postup dostatecné podrobné popisete. Na druhou stranu, za pékny program by
véas mohla neminout i néjakd prémie :—)

Priklad: Cislo 11111010 konéi v desitkovém zépisu na 1 nulu. Jesté slozit&jsi
priklad — ¢islo 1010010000010000 kon¢i na 3 nuly.

18-4-2 Elektronické hratky 10 bodu

Maly Martinek se jednoho dne velmi nudil. Nudil se tak moc, Ze uz se vic
ani nudit nemohl. Bloumal po byté a hledal, ¢im by se zabavil. Televize byla
rozbité, hracky ho jiz omrzely a vSechny knizky o diferencidlnim poc¢tu Martinek
davno precetl. P¥i svém bloumani narazil na tatinkovu krabici plnou zvlastnich
brouckt a pfi bliz§im prozkoumani zjistil, Ze se jedna o integrované elektronické
obvody. Martinek si tedy vzal tatinkovo kontaktni pole a zacal si hrat. Kdyz uz
se mu na kontaktni pole nic neveslo, rozhodl se, Ze vyzkousi, co vlastné postavil.
Ale ouha. V té obrovské zméti dratti a obvodu se skoro nevyznal, natoz aby
zjistil, jak vlastné jeho sif funguje. Uz zac¢inal natahovat moldénky, ale pak
si vzpomnél, ze ma spoustu pratel, kteri fesi KSP, a ti mu jisté pomohou.
Aby vam s tim Martinek alespoti trochu pomohl, pfepsal schéma své sité na
papir a pritom si v8iml, Ze mezi obvody neni zadny cyklus. Vsechny pouzité
obvody jsou dvouvstupova logickd hradla NAND. Hradlo NAND (negované
AND) je hradlo s dvéma vstupy a jednim vystupem, které se chova dle tabulky.
Sif m4 jesté nékolik nezapojenych dratki, na které se zapoji vstup sité, a nékolik
dratku, které predstavuji vystup sité.

Hradlo NAND: wstup 0 wstup 1 vgstup

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Napiste program, ktery dostane na vstupu schéma sité a pak bude schopen
odpovidat na dotazy typu: ,,Kdyz bude tohle na vstupu sité, co bude na jejim
vystupu?“ Svoji sit vam Martinek popsal takto:

Mate celkem N hradel, k; bitt na vstupu a k, bitd na vystupu. Hradla jsou
¢islovana od 1 do N. U kazdého hradla mate napsano, kam jsou zapojeny jeho
dva vstupy. Kazdy vstup miize byt zapojen bud na vystup jiného hradla, nebo
na néktery vstupni bit celé sité. Dale mate seznam k, hradel, jejichz vystupy
jsou zapojeny na vystupni bity celé sité.
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Priklad: Mame hradlovou sif se 4 hradly, 2 bity vstupu a 1 bitem vystupu.

Popis hradel: hradlo wvstup 1 wvstup 2
1. bit 0 bit 1
2. bit 0 hradlo 1
3. hradlo 1 bit 1
4. hradlo 2 hradlo 3

Popis vystupu: wvystup pripojen na
bit 0 hradlo 4

Pro ptrehlednost jesté obrazek této sité:

bit 0 &

I
L | =& &
— 1 4

= |

bit 1 3

p——s bit O

Program nyni spocita ze zadaného vstupu vystup celé sité:

vstup  vystup

00 0
01 1
10 1
11 0

Pozn: Poradi bitd vstupu a vystupu je stejné jako u klasického binarniho
zapisu. Tedy 0. bit predstavuje jednotky, 1. bit dvojky, 2. bit ¢tyrky atd.

18-4-3 Bé&h méstem 9 bodu

V Kocourkové se rozhodli usporadat velkou oslavu na pocest vyroci meésta.
Méstské pokladna vSak zeje prazdnotou, a tak museli radni vymyslet finanéné
nenaro¢ny zplsob oslavy. Radni si dlouho ldmali hlavu, az je napadlo uspora-
dat pro obyvatele mésta zavod. Zprava se rychle roznesla do Sirokého i dalekého
okoli a na oslavy se zacali sjizdét zvédavci i z jinych mést. Jak uz to ale v Ko-
courkové byva, radni zapomnéli domyslet trat zavodu. Ulice mésta jsou velice
zamotané, takze i mistni obyvatelé maji problémy trefit tam, kam zrovna chté&ji.
Tajemnik méstské rady si je tohoto problému védom, ale mé na praci spoustu
jingch véci (koneckonct déld vétsinu prace za celou méstskou radu), a tak se
obratil s prosbou o pomoc na vas.
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Mate danou mapu mésta jako neorientovany graf, kde kazd4 hrana pied-
stavuje ulici a kazdy vrchol je kiizovatka, do které usti alespon 3 ulice. Je-
den z vrcholi je oznacen jako cil celého zavodu. Tajemnik vas pozadal, abyste
z kazdé ulice udélali jednosmeérku, a to tak, aby kazdy zavodnik, ktery bude
dodrzovat pravidla jednosmérek, dobéhl po koneéném poctu kroku do cile. Za-
vodnici mohou vybihat z libovolného mista a na kazdé kfizovatce se libovolné
rozhodnout, kam pobéZzi (samoziejmé jen pokud vede z dané kiizovatky vice
ulic; pokud z kfizovatky nevede ulice zadna, zadvodnik zde musi ¢ekat do sko-
nan{ vékl). Zaroven by bylo rozumné, aby zévod nékdy skonéil, takze kazdy
zdvodnik se musi dostat do cile v koneéném poctu krokii, at se na kiizovatkach
rozhodne pro libovolnou jednosmeérku. Pokud existuje vic moznych feSeni, pro-
gram vypisSe libovolné z nich.

Priklad: Na obrazku vidite mapu mésta s vyznacenym cilem a jednu z moz-
nych spravnych orientaci:

18-4-4 Metro pro krtky 10 bodu

Baron von Maulwurfshaufen mél okolo svého sidla prekrdasnou zahradu
v rané euklidovském slohu, které vévodil obrovsky kruhovy zahon plny ma-
cesek a okrasnych okurek. Le¢ staleté prokleti rodu von Maulwurfshaufent
na sebe nedalo dlouho c¢ekat. Na okraji zahonu se zacaly objevovat zlovést-
né krtiny: prvni, druhé, tfeti, ¢tvrta, ... az N-td. Nedosti na tom, krtci ve-
dou velice bohaty spolecensky zZivot a chtéji své pribuzné na druhém kon-
ci zahonu navstévovat, a tak se rozhodli, Zze si mezi krtinami vyvrtaji met-
ro.
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Vsechny tunely metra vedou po tseckéach a v téze hloubce, proto se nejspis
mnohé z nich budou protinat a v mistech prisecikii bude zapotiebi postavit
vyhybky a zaméstnat zizaly, které je budou obsluhovat. Krtci se ovsem obéavaji,
ze v okoli nebude dostatek zizal. Jelikoz krtci jsou na rozdil od cholerického
pana barona mild a pfatelskd zvifatka (Cerny sametovy kozisek, drapy jako
vyvrtky atd., vSak to zndte), jisté jim radi pomizete zjistit, kolik Zizal budou
potfebovat najmout.

NapisSte program, ktery dostane zadané polohy krtin (mé¥ené ve stupnich,
podobné jako jsme popisovali svicky v iloze 18-1-4) a dvojice krtin, mezi ktery-
mi povedou trasy metra, a odpovi poctem priisecikti tras. Mtizete predpokladat,

ze v kazdé krtiné konci pravé jedna trasa. 90°
120° 60°

Napiste program, ktery dostane zadané polohy krtin
(ve stupnich, viz obrazek) a seznam dvojic krtin, mezi %% 30°
nimiz povedou trasy metra. Program pak odpovi po-
¢tem prusecikt tras (pro nas obrazek je to 8). Navic
muzete predpokladat, ze v kazdé krtiné konéi praveé
jedna trasa a Ze se v zadném bod€é neprotnou vice nez
dvé trasy. 270°

210° 330°

18-4-5 Datokopci 15 bodu

Moderni obor nazyvany Data Mining alias Datokopectvi pokracuje ve svém
vitézném tazeni svétem. Pronikd uz i do vydavatelského primyslu. Znama tis-
karska firma U-tisk se rozhodla jit s dobou a misto zaméstndvani spousty re-
daktoru shanéjicich v terénu potifebné informace se jala zpravy radéji dolovat.

Za timto tucelem zakoupili dvojrozmérné pole, rozdélili jej na jednotkova
policka a prozkoumali, kolik 1ze na kterém z nich vytézit dobrych a Spatnych
zprav (oboji je ddno néjakym pfirozenym ¢islem). VytéZené zpravy chtéji do-
pravovat do redakci, kde se budou zpracovavat: dobré zpravy do redakce poha-
dek lezici podél celého zapadniho okraje pole, Spatné do redakce zpravodajstvi
lezici podél celého severniho okraje.

Zpravy se maji dopravovat pomoci pasovych dopravnikt. Na kazdém polic-
ku muiZe stat budto péds bézici z jihu na sever, nebo z vychodu na zapad a nalozi
na ndj vse, co je z prislusného policka vytéZzeno. Kazdy pds musi vést budto
piimo do redakce (je-li policko u okraje) nebo pokradovat pasem na soused-
nim policku, ktery vede ve stejném sméru, ¢imz se zpravy pridaji ke zpravam
ze sousedniho policka.

Vasim cilem je napsat program, ktery po zadani vytéznosti jednotlivych
poli¢ek navrhne rozmisténi dopravniki, aby se do redakci dostalo co nejvice
zprav spravného druhu (dobré zpréavy se ve zpravodajstvi nehodi, podobné
jako jsou nezddouci Spatné v pohddkach). Oba druhy zprév jsou cenény stejné.

31



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2005/2006
Priklad: Pro pole 4 x 4 s dobrymi zpravami rozmisténymi podle prvniho

obrazku a Spatnymi podle druhého je jedno ze spravnych feseni na obrazku
tfetim (vydoluje se 98 zprav).

0 010 9 10 0 0 O — — — 7
1 310 0 1 1 130 — =1
4 2 1 3 005 5 — =1
1 120 O 510 10 10 — — — 7

18-4-6 Komplikatorovy gl 11 bodu

V minulé sérii jsme si ukazali, jak se déla globalni propagace konstant
pomoci dataflow. Nepfijemnou vlastnosti tohoto algoritmu je jeho kvadraticka
pamétova (a tedy i Gasova) slozitost. Jejim dtivodem je to, Ze si hodnotu kazdé
proménné urcujeme na zacatku a konci kazdého basic bloku. To ovSem vypada
jako bezdtvodné plytvani — drtiva vétsina proménnych neméni své hodnoty
prilis Gasto (zejména pomocné proménné, které si vytvaii kompilétor, jsou ¢asto
nastavovany jen na jednom misté v programu).

Uplné idealni by bylo, kdyby toto byla pravda pro viechny proménné. Po-
kud se proménna nastavi jen jednou a pak uz se neméni, staci si pro ni pama-
tovat jen jednu hodnotu, protoze jestlize ji na tomto jediném misté nastavime
na konstantu, musi byt této konstanté rovna uplné vSude. Samoziejmé, ze ne
vSechny programy tuto podminku spliiuji. Obcas si dokdzeme pomoct prejme-
novanim proménnych. Naptiklad kéd

assign a 0

assign b (a + 1)
assign a b

assign ¢ (a + 1)

ve kterém do a prifazujeme dvakrat, lze pfepsat na program

assign aj O

assign b (a; + 1)

assign ap b

assign ¢ (ag + 1)

kde se do kazdé proménné pfifazuje jen jednou. OvSem existuji programy,
kde to udélat nelze. Tteba

if (a <b) 12

label 1

assign x 1
goto 3

label 2
assign x 2

label 3
assign i 0
assign s x
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label 4
assign s (s + i)
assign i (i + 1)
if (i < 100) 4 5
label 5

assign result s

nejde prepsat tak, abychom do proménnych x, i a s nepritazovali dvakrat.
Toto nastane tehdy, jestlize chceme nékdy pouzit proménnou, do které jsme
predtim mohli dosadit rtizné hodnoty. Abychom se s tim vyporadali, pfiddme
si do programu takzvané ¢ funkce. Funkce ¢ se nachazeji vzdy jen na zacatcich
basic bloki, a to v mistech, kde se sbihé vic riznych definic jedné proménné.
Argumenty ¢ funkce odpovidaji hrandm, které do bloku vedou, a jeji vysle-
dek je vzdy roven tomu argumentu, z jehoz hrany ptijde provadéni programu.
Napriklad vyse uvedeny kéd vypada po doplnéni ¢ funkci takto:

if (a<b) 12

label 1

assign x 1
goto 3

label 2
assign x 2

label 3

assign x ¢(x,x)
assign i 0
assign s x
label 4

assign s ¢(s,s)
assign i ¢(i,1i)
assign s (s + i)
assign i (i + 1)
if (i < 100) 4 5
label 5

assign result s

Nyni jiz mizeme proménné prejmenovat tak, aby se do kazdé z nich prifa-
zovalo jen jednou:

if (a3 < by) 12

label 1

assign x3 1

goto 3

label 2

assign x4 2

label 3
assign x5 p(x3,%4)
assign ig O
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assign s7 x5

label 4

assign sg ¢(s7,s10)
assign ig ¢(ig,i11)
assign sig (sg + ig)
assign iy (ig + 1)
if (111 < 100) 4 5
label 5

assign result sg

Vysledku této transformace se ¥kd SSA forma (kde SSA znamend ,Static
Single Assignment). Nyni vds mozna napadlo nékolik otézek, na které je nutné
si odpovédét:

® Proc¢ jsme pfejmenovali i proménné a a b, a prifadili i proménnym
s ruznymi jmény ruzné ¢isla? Duvod je ten, Ze nyni muZeme na pu-
vodni jména proménnych zapomenout a pracovat jen s jejich novymi
verzemi. Je samoziejmé praktické, aby kazda verze méla vlastni ¢islo,
protoze pak se jim daji indexovat tabulky, do nichz si optimalizace
ukladaji pomocné hodnoty vztahujici se k dané verzi.

® Prestoze jsme vam to v predchozim textu zatajili, nebylo by dobré,
abychom pouzivali neinicializované proménné. SSA forma by tedy
méla splnovat to, ze kazdé pouziti verze proménné je dominovano jeji
definici. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze napriklad proménna
$10 toto nesplituje (mé pouziti ve ¢ funkci, kterd je pred jeji definici).
Vzpomenme si ale, ze tuto hodnotu pouzijeme pouze tehdy, pokud
pfijdeme z hrany z konce bloku s navéstim 4, a v tomto okamziku je
jisté hodnota s definovadna. Casto je praktické se divat na pouziti
ve ¢ funkcich tak, jako by se ve skuteCnosti nachézela na hranach,
jimZz odpovidaji (tedy pouziti s19 a é11 ve ¢ funkcich se chovaji tak,
jako by byly na hrané z konce bloku s navéstim 4 na jeho zac¢atek).

e Jak SSA formu vytvorit? Existuje nékolik riznych algoritmu, vSech-
ny vSak jsou pomérné netrividlni a nebudeme se jimi v tomto serialu
zabyvat. Pouze poznamenejme, ze ¢asovéa slozitost téchto algoritmu
byvéa v nejhorsim piipadé kvadratickd (pfevod do SSA formy mtize
v nejhorsim pripadé zpusobit kvadratické prodlouzeni kédu progra-
mu), nicméné pro bézné programy, které neobsahuji mnoho slozité se
chovajicich proménnych, je skoro linearni.

e Jak se SSA formy zbavit? Na konci kompilace se potfebujeme zbavit
¢ funkci a verzi proménnych, abychom mohli program ptelozit do
assembleru. Jedna varianta, kterd véas asi napadne, je prosté zahodit
Cisla verzi a vratit se k ptvodnim proménnym. To ovSem nemusi
fungovat. Napriklad kéd
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assign a x
assign x y

assign b a

po pievedeni do SSA formy vypada takto:

assign aj X9

assign x3 y4

assign by aj

Zatim je v8e v poradku, pokud zahodime verze proménnych, dosta-
neme puvodni program. Mze se ale stat, Ze optimalizace nazyvana
propagace kopii zméni tento kéd na

assign aj X9

assign x3 y4

assign by xo

Zahodime-li nyni verze proménnych, dostavame program

assign a x

assign x y

assign b x

v némz mé proménna b mé na konci chybnou hodnotu. Dalsi jedno-
duché idea je prosté povazovat verze proménnych za nové proménné,
a ¢ funkce nahradit pfifazenimi, které pfidame na piislusné hrany.
Toto TeSeni je korektni, ale neni ptilis vhodné — do programu typicky
priddme mnoho pfFifazeni, a navic budeme mit podstatné vic promén-
nych. Proto se pouziva ,néco mezi“ — verze proménnych, které spolu
navzajem nekoliduji (tj. neni misto v programu, kde bychom zaroven
potfebovali zndt hodnotu obou) slepime do jedné proménné. Tim se
zbavime vétSiny pfifazeni a zbylé kolidujici verze proménnych pak
prohlasime za nové proménné.

Na zavér si naznacme, jak se da SSA forma vyuzit. Typicky se podstat-
né zjednodusi ulohy, které se dfive fesily pomoci dataflow analyzy. Naptiklad
v propagaci konstant si sta¢i hodnotu pamatovat pro kazdou verzi (neni tieba
rozliSovat, na kterém misté). Algoritmus pak vypada takto:

1) Hodnoty vSech verzi nastav na Top a vloz je do fronty.
2) Z fronty odeber verzi v. Projdi vSechny pfifazeni tvaru assign x
néco, v nichz je v pouzito.
a) pokud né&co je ¢ funkce, slij hodnoty ze vSech hran
b) jinak vyhodnot n&co
Pravidla slévani hodnot a vyhodnocovani vyrazu jsou stejnd, jaka
jsme si popsali v minulé sérii. Pokud je ziskana hodnota jina, nez
jakou jsme méli u z ulozenou, nastavime x novou hodnotu a pfidame
z do fronty (pokud tam uZ neni).
3) Opakujeme 2) dokud fronta neni prazdna.
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4) Verze, jejichz hodnota je né&jakd konstanta, nahradime v programu
touto konstantou a prifazeni do nich smazeme.

Protoze hodnota pfifazend proménné se zméni nanejvys dvakrat (z Top
na konstantu a z konstanty na Bottom), je ¢asova slozitost tohoto postupu
linedrni ve velikosti programu (v SSA formé), coz vétsinou byva podstatné lepsi,
nez slozitost, jiz jsme dosahli klasickou dataflow analyzou. Také implementace
byva o dost jednodussi a snaze se pridavaji rizné vylepSeni.

Uloha

Navrhnéte algoritmus pro mazani mrtvého kédu (co to znamend viz zadéni
minulé série) pracujici s programem v SSA formé.

18-5-1 U¢etni 8 bodu

V nedéavné dobé doslo k jedné z nejvétsich zmén na trhu pocitacového hard-
ware. Spole¢nost IBM (Inevitable Bureau Meltdown) byla prodéna koncernu
Le Nouveau (to znamend ... to je ... to je jedno). Vsichni tento pfevod nadse-
né uvitali, az na t¥i povedené pany tdéetni z IBM. Doted poctivé tunelovali celou
spole¢nost a prevodni audit by odhalil jejich nekalou ¢innost. Proto se rozhodli,
7e uZ se svou profesi (tunelovanim) skoncuji a odejdou do diichodu na Seychely.
Problém je v tom, Ze se nemohou dohodnout, jak nahromadény majetek spra-
vedlivé rozdélit na t¥i dily. Majetku je opravdu velké mnozstvi a jeho hodnota
se nedé objektivné zméfit (nap¥. zlatem, nebo penézi). Hodnota nékterych ¢asti
(napt. pozemky nebo podilové listy) se kazdy den méni. Prodat vSechen maje-
tek také nemohou, protoze audit je za dvermi a na prodej nezbyva ¢as. Pokud
se vaSemu gustu nepri¢i ekonomicko-logické ulozky, miZete jim zkusit pomoci.

g

Uéetni nemaji mnoho moznosti. Kazdy z nich umi rozdélit majetek na né-
kolik (libovolné mnoho) stejnych éasti. P¥ipadné umi i ¢ast majetku rozdélit
na nékolik mensich ¢asti. Déleni vzdy probiha subjektivné z pohledu toho, kdo
déleni provadi. Kdyz jeden téetni rozdéli majetek na (podle ného) stejné tii
Casti, druhém Gcetnimu se mohou ¢asti zdat riizné velké, a proto se nespokoji
s libovolnou ¢asti, ale bude chtit jen ty, které podle néj odpovidaji alespon
tfetiné majetku.
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Navrhnéte algoritmus, ktery rozdéli majetek mezi Gcetni tak, aby byli vSich-
ni tiéetni spokojeni. Uéetni je spokojen se svim podilem, pokud mé (podle svého
minéni) alespoii tfetinu majetku.

Priklad: Prvni rozdéli majetek na 3 ¢asti, o kterych tvrdi, Ze jsou stejné.
Druhy si vybere ¢ast, kterd se mu zda nejvétsi. Tteti si vybere ¢ast, ktera se mu
zda nejvetsi, a na prvniho zbyde posledni ¢ast. Prvni a druhy jsou spokojeni.
Prvni si mysli, Ze vSichni maji spravedlivé tfetiny, a druhy si mohl vybrat ze
v8ech dili ten, ktery se mu zdal nejvétsi. Treti ale nemusi byt spokojeny, protoze
se mu muZe zdat, ze ¢asti, které na néj zbyly, jsou obé piili§ malé (ani jedna
z nich neni vet§i nez tfetina celého majetku). Toto FeSeni tedy neni spravné.

Hint: Zkuste ilohu nejprve vytesit pro 2 ucetni, i za to bude néjaky bodik.

Bonus: Pokud tlohu vyfesite obecné pro N tcetnich, sladkd (bodovd) od-
ména vas nemine.

18-5-2 Permutovat se musi legalné! 7 bodu

Ministerstvo vSech permutaci (to je to ministerstvo, na kterém pracuje
O(N!) ufednikt) se rozhodlo, Ze je nejvyssi ¢as obménit (tedy zpermutovat)
vyhlasky a ostatni legislativni usneseni tykajici se regulace vSech permutacnich
zivnosti. Od této chvile musi vSichni zivnostnici generovat svym zakaznikim
permutace pouze v lexikografickém uspotradani. Jako vzdy zpermutovani ared-
nici na néco zapomnéli. Neuvédomili si, ze nékteri zivnostnici mohou byt prave
uprostied generovani néjaké rady permutaci a tohle jim mtze zkazit vSech-
nu praci, kterou do této chvile udélali. Proto vydali jesté dopliujici vyhlasku.
Ta nafizuje vSem zivnostniktim, ktefl maji pravé rozdélanou néjakou tu radu
permutaci, aby vzali posledni vygenerovanou permutaci a od ni dale generova-
li permutace v lexikografickém pofadi, bez ohledu na to, které permutace jiz
vygenerovali a které ne. Vy, coby zkuseni programatori, jste si okamzité vsimli
potencionalni marketingové trhliny na permuta¢nim trhu a zacali jste vyvijet
novy software, na kterém hodlate straslivé zbohatnout.

Napiste funkci, kterd dostane permutaci alfanumerickych znaki (zadanou
jako Tetézec) a vréati nasledujici permutaci dle lexikografického usporadani.

V Fetézci se mohou vyskytovat znaky 0-9 a a-z (nerozliSujeme velkd a ma-
14 pismena) a kazdy znak se v permutaci vyskytuje nejvyse jednou. Uspofadani
je definovéno tak, ze 0 < 1 < ... <9< a< ...< z, apermutace p1ps...Dpk je
lexikograficky mensi nez q1gs . . . qx, pokud je p1 < ¢1 (podle naseho usp.) nebo
kdyz je p1 = q1 a permutace paps . .. px je lexikograficky mensi nez go2qs . . . gk.
Vzhledem k tomu, Ze vas program mé udélat diru do svéta (ehm . .. pokud moz-
no jen obrazné), méli byste tuto funkci napsat tak, aby fungovala co nejrychleji.

Priklad: Za permutaci 32a9 lexikograficky nésleduje 392a, 39a2, 3a29,
3a92, 923a atd.
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18-5-3 Cinanské volby 10 bodu

Uz jste to slySeli? V Ciné padla vlada a ¢ihiané, éiilanky i mald ¢itianca-
ta jsou zvédavi, jaké to bude mit demokracii. Cels nova Cinska republika se
pripravuje na nadchazejici volby ¢inského prezidenta. Vzhledem k tomu, kolik
¢inand je, panuji ohledné voleb veliké zmatky. Kandidatem se totiz muze stat
kazdy ¢inan a kazdy ¢inlan odevzdava jeden hlas. Vyhodnotit takové mnozstvi
hlast da preci jen praci, takze jste to dostali na starosti vy.

Volby jiz probéhly a vysledky méate nactené v pocitaci. Mate pole A o veli-
kosti N, kde N je gigantické ¢islo, a v tomto poli jsou ulozena ¢isla kandidati,
na jejichz velikost vSak neni Zddné omezeni. Hodnota A; tedy udava ¢islo kandi-
data, kterého volil -ty ¢inan. Mate za kol zjistit, zda volby nékdo vyhral, tedy
zda ma né&jaké ¢islo (kandidat) v poli A nadpoloviéni pocet vyskyti (tj. > N/2)
a pokud ano, vypsat které.

Ciani jsou celi dychtivi mit uz uz ve vladnim palaci svého oblibeného disi-
denta, takZe byste méli radéji vymyslet algoritmus pracujici v ¢ase O(N). Pole
A je ale opravdu obrovské, takze na ostatni proménné si budete muset vysta-
¢it pouze s konstantnim mnozstvim paméti (¢ili O(1)). Aby toho porad nebylo
mélo, tak do pole A (z archivnich divodi) nesmite v zddném piipadé zapisovat
a to ani kdybyste ho na zavér vratili zpét do pivodniho stavu (v poéitacové
prislusné snizend bodova hodnoceni.

Dodéme jednu napovédu z Rise Stiedu: zkuste tentokrit nepouzivat nej-
ruznéjsi rafinované programatorské triky, figle a datové struktury — jdéte na to
s logickym myslenim a matematikou. Nezapomeiite vsak, ze vase feseni by mélo
obsahovat také dikaz spravnosti, aby vam ¢inlani vérili.

Priklad: Pro N = 6 a pole A obsahujici (2,666, 2,1000,2,2) je spravnd
odpovéd, Ze vyhral kandidat ¢islo 2, pro pole A obsahujici (1,1, 1,2, 3, 4) volby
nemaji vitéze.

18-5-4 Detektyv 10 bodu

Slavny detektiv Sérlok Houmles je na stopé vazného zlo¢inu. A to doslova
a do pismene. S lupou az u zemé pravé prohlizi stopy, které by ho mély dovést
k pachateli. Stop je ale prilis mnoho a jeho zajimaji jen urcité podezielé sek-
vence stop. Prace je to velmi zdlouhava, takze je témér jisté, ze mu zlocinec
zatim unikne. PomiZete detektivovi s jeho pfipadem?
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Stopy jsou uspoifddany do fady. Navic kazdou stopu lze oznadit néjakym
pismenem, nebo jinym znakem a téchto ,typt“ stop neni mnoho (desitky
az stovky).

Dale méa Sérlok k dispozici Knihu Stopovani Pachateli, ve které jsou po-
psany vsechny podezielé vyskyty stop.

Nap7: Kniha pravi, Ze stopy LPLPO — znamenaji Leva, Prava, Leva, Prava
a Otoceni, coz je velice podezielé, nebot clovék, ktery takové stopy udélal,
normalné Sel a z ni¢eho nic se prudce otocil.

Na vstupu dostanete vSechny podezielé sekvence stop a dale Tetézec stop,
které detektiv sleduje. Tento Fetézec je velice dlouhy a nevejde se do operacni
paméti. Pro jednoduchost predpoklidejte, ze existuje funkce GetFootprint,
kterd vraci pravé pfectenou stopu (naptiklad jako znak) a jesté procedura
RewindFootprint, kterd vrati detektiva na zacatek stop. Vas program by mél
zjistit ke kazdé sekvenci podeztelych stop, kolikrat se vyskytla béhem stopova-
ni. Zaroven si uvédomte, Ze ¢asu je malo, a tak by vas program mél pracovat
idealné v ¢ase O(N + P) (N je délka stopovaného Fetézce a P je soucet délek
v8ech podezielych stop), bez ohledu na pocet vyskyti podezielych sekvenci,
pfestoze jejich pocet mtze byt az O(N - k), kde k je pocet podezielych sek-
venci. Detektiv také nemize stale béhat sem a tam, takze vas program by mél
funkci RewindFootprint volat co nejméné (idedlné viibec).
slozitosti O(N - P).

Priklad: Podeztelé sekvence stop jsou LPBBLP, BBBBO, 0SSO.

Prohledavané stopy budtez 0SS0SSOLPBBLPBBLPBBBERO.
Vystup programu by mél byt

podezrely vzorek pocet jeho vyskyti

LPBBLP 2
BBBBO 1
0SS0 2

Vysvétlivky pro zvidavé ¢tendre: L, P a 0 — jiz zndme (viz vySe), B — Béh
(rozmazana stopa), S — Sténi (stopa bez naznaki pohybu).

18-5-5 Do vysokych kruhu 13 bodu

Zchudly slechtic hrabé Karl von Quadrat se cely zivot touzil dostat do
vyssich kruhd. Pilné se Gcastnil vSech vecirkt, dychankt, plesd a jinych spole-
¢enskych udalosti, avsak nikdy se mu nepodafilo seznamit se s nékym vlivnym,
mocnym, nebo alespoil bohatym. A protoZe se vénoval jen samé zabavé, sta-
val se chudsim a chudsim, az si nemohl dovolit chodit na spolecenské udalosti
vibec. Karl vSak neztracel hlavu. Za zbylé penize si poridil kruzitko a spous-
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tu papiru a rozhodl se, Ze kdyz nepronikl do kruht spolecenskych, pronikne
alespon do tajemstvi kruhti geometrickych.

Celé hodiny vysedaval za stolem a rysoval kruhy malé, kruhy vétsi, kruhy
tecné i seCné, a kdyz byl v dobrém rozmaru, dokonce i kruhy soustiedné. Jednou
si takhle navecer opét hral s kruzitkem a pokreslil cely papir spoustou kruznic.
Chtél si vzit novy papir a stary zahodit, kdyz v tom ho napadlo, Ze vsechny ty
kruznice vlastné rozdélili rovinu papiru na spoustu dili. Protoze byl zvédavy
a stejné nemél nic lepsiho na praci, rozhodl se, ze ty dily spocita. Pocitani
dilt roviny méa velice podobné Gé¢inky, jako pocitani oveéek (nebo hrosiki),
takze unaveny hrabé brzy usnul. V nékolika nasledujicich dnech se o to pokusil
jesté nékolikrat, avsak vzdy se stejnym Gc¢inkem. Sotva zacal pocitat, vicka mu
ztézkla a po chvili jiz dfimal spankem spravedlivych.

Hrabé jiz nem4 zadné sluzebnictvo, a tak poprosil vas, zda byste mu s tim
mohli pomoci. Napiste program, ktery dostane na vstupu N kruznic zadanych
soufadnicemi stfedu a polomérem (soufadnice a poloméry jsou redlna cisla),
a na vystup vypise, na kolik ¢asti déli tyto kruznice rovinu. Muzete predpokla-
dat, Ze se zadné t¥i kruznice neprotinaji v jednom bodé. Rovina bez kruznic
se povazuje za jeden dil, jedna kruZnice rozdéli rovinu na dva dily (vnit¥ek

a vnéjsek kruznice) atd.

Priklad: Na vstupu jsou 3 Y

kruznice:
x Y r
1 1 0,9
2 0,8 0,4
1,9 1,5 0,6
Rovina je pak rozdélena na 8
Casti. .
18-5-6 Proplovani 10 bodu

V poslednim dile seridlu o kompilatorech si povime néco o optimalizacich
fizenych profilem. Ve vét§iné programi byva spousta kédu, ktery se neprova-
di prili§ Casto — obcas se uvadi, ze zhruba 90% casu se stravi v 10% kddu.
Takovému casto provadénému kédu se fika horky a zbytku studeny. Védeét,
kterych 10% kédu je horkych, by bylo pro kompildtor velmi uzite¢né — opti-
malizaci zbylého studeného kédu nemusi ztracet Cas, a pritom dostane skoro
stejné dobry vysledek. Pripadné mtze studeny kéd optimalizovat jinak, tfeba
na velikost misto rychlosti, a tim dostat skoro stejné dobry vysledek, ktery je
navic podstatné mensi.

Zmenseni kédu mtize samo o sobé vést k jeho zrychleni. Dilezitou soucas-
ti kazdého moderniho procesoru jsou kese — velmi rychlé paméti, do kterych
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si uklada kusy dat a programi, které pravé zpracovava, aby k nim nemusel
neustale pristupovat do pomérné pomalé hlavni paméti. Velikosti kesi ovsem
byvaji pomérné malé (typicky fadové desitky az stovky kB), takze zatimco
malé programy se do nich vejdou, u velkych to muze byt docela problém.

Kompilator navic mtze kéd preskladat tak, aby horké ¢asti byly blizko
sebe. Kese funguji tak, ze pokud jsou plné a je potieba pristoupit k novému
kusu paméti, néjaky jiny se z kese vyhodi. Je mnoho algoritmu, které se snazi
néjak rozumné volit, ktery kus z kese vyhodit; typicky se navzajem nebudou
vyhazovat kusy paméti, které jsou blizko u sebe, aby se rozumné chovaly pro-
gramy, které ¢tou pamét viceméné sekvencéné. Takze pokud horky kéd bude
naméstnan do jednoho mista, nejspis se cely vejde do kesi (a jen malo ¢asto se
stane, Ze néjaky kus z néj vypudi studeny kéd).

Znalost toho, jak ¢asto se které kusy kédu (typicky basic bloky, nebo hrany
v CFG) budou provadét (takovému popisu se ¥ikd profil programu), miZeme
vyuzit i pro dalsi optimalizace. Naptiklad si mtizeme spocitat, s jakou pravdé-
podobnosti budou splnény podminky v programu a pfeusporadat je tak, aby
procesor dokazal uhodnout, zda se skok provede ¢i ne: Procesor vétSinou zpra-
covava nekolik instrukci zaroven. Kdyz narazi na podminény skok, musel by
cekat, nez se vyhodnoti jeho podminka, aby védél, kudy dal. Misto toho si
tipne, jaky bude vysledek. Pokud pozdéji zjisti, ze se spletl, musi zahodit vse,
co doted spoéital, a vratit se zpét. Je samoziejmé vyhodné, aby se tohle dé-
lo co nejméné. Nejjednodussi z heuristik, které se pouzivaji, je, ze skoky zpét
se provedou, zatimco skoky dopfedu ne. Je tedy vyhodné, aby kompilator pod-
minky testoval tak, aby vysledky odpovidaly této heuristice.

Existuje jesté mnoho dalsich vyuZiti pro znalost profilu. Nicméné otazkou
je, jak by kompilator mohl profil ziskat, kdyZ program, jehoZ se méa tykat, teprve
vyrabi. Pouzivaji se zejména nasledujici postupy:

1) Méreni profilu. Program nejprve zkompilujeme a fekneme kompilato-
ru, aby do néj pridal kéd pro méreni profilu. Napriklad z programu
var i: integer;
begin
for i := 1 to horni_mez do
begin
if test(i) then
vlevo;
else
vpravo;
end;
end.
vznikne

var i: integer;
ctr: array[0..5] of integer;
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begin
vynuluj (ctr);
inc (ctrl[0]);
for i := 1 to horni_mez do
begin
inc (ctr[1]);
if test(i) then
begin
inc (ctr[2]);
vlevo;
end
else
begin
inc (ctr[3]);
vpravo;
end;
inc(ctr[4]);
end;
inc(ctr[5]);
uloz (ctr);
end.

Takto zkompilovany program spustime. Spocitaji se hodnoty ¢itach ctr,
které udavaji, kolikrat se provedla kterd hrana CFG, a ulozi se do souboru.
Pak program zkompilujeme jesté jednou, a fekneme kompilatoru, aby si profil
nacetl z tohoto souboru.

2) Hadant profilu. VySe popsany postup je pfesny, ale mirné neprakticky
(program musime kompilovat dvakréat s riznymi volbami pro piekladaé, a me-
zitim ho musime spoustét na néjakd rozumna data, coz tfeba u interaktivnich
programt jde pomérné tézko). O dost pohodlnéjsi, ale také podstatné méné
presnou moznosti, je nechat kompilator profil uhodnout. Kompilator pfitom
vychézi z typického chovani programi — napiiklad toho, ze vétsina ¢isel byva ne-
zaporna, ukazatele vétsSinou nebyvaji nil apod. Pomoci podobnych pravidel si
pro kazdou podminku urc¢ime, s jakou pravdépodobnosti bude splnéna, a z téch-
to pravdépodobnosti pak dopoc¢teme, kolikrat se kterd hrana CFG provede.

3) JIT (Just In Time) kompilace. Dalsi, ponékud zbésile vypadajici vari-
antou, je program prekompilovavat za béhu. Program na zacatku zkompilujeme
jen velmi rychle, s minimem optimalizaci, a pfipojime k nému navic jesté kom-
pilator. Za béhu programu se pak méri, kolikrat se ktera cast provede, a kdyz
zjistime, ze néktera ¢ast je horka, pfekompilujeme ji s vyssi arovni optimalizaci.

Ulohy

1) Povsimnéte si, Ze ve vySe uvedeném programu jsme nemuseli mit
v8echny c¢itace. Naptiklad na konci programu bude vzdy platit ctr [6]=ctr[0]
a ctr[1] = ctr[2] + ctr[3] = ctr[4], tedy staci ¢itace ctr[0], ctr[2]
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a ctr[3]. Méjme program a jeho CFG. Na kolik nejméné hran CFG musi-
me umistit inkrementaci ¢itace, abychom dokézali vzdy urcit, kolikrat se ktera
hrana provedla? Popiste také algoritmus, ktery dopocita poc¢ty provedeni hran,
na nichz nejsou citace.

2) U hadani profilu jsme si fekli, Zze kompildtor uhodne pravdépodobnos-
ti, s jakymi jsou splnény jednotlivé podminky, a pak dopocitd, kolikrat se ktera
hrana provede. Jak to udéla? Popiste algoritmus, ktery z pravdépodobnosti
podminek dopodita profil. Zadani je CFG, v némZ mame hrandm na konci kaz-
dého basic bloku urcéeno, s jakou pravdépodobnosti bude dana hrana zvolena,
a vime, Ze pocatecni basic blok bude proveden pravé jednou.

Priklad: Méjme nasledujici CFG: vstupni blok ma ¢islo 0. Z BB0 vede jedi-
nd hrana (s pravdépodobnosti 100%) do BBI.Z BB1 vedou dvé hrany — jedna
z nich se vraci na zac¢atek BB (tato hrana je zvolena s pravdépodobnosti 90%)
a druhd hrana vede do vystupniho BB2 (s pravdépodobnosti 10%). Tato situ-
ace odpovida programu se smyckou, ktera se provede pravé desetkrat. V tomto
program se BB0 a BB2 provedou jedenkrat a BBI se provede desetkrat (hra-
na z BBI do BBI se provede devétkrat a hrana z BB1 do BB2 se provede
jedenkrat, tedy jejich pravdépodobnosti opravdu jsou 90% a 10%).
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Programatorské kucharky

16-1-K Kucharka prvni série — tFidéni

I letos Vam kromé uloh budeme servirovat také
recepty z programéatorské kuchaiky. Nékteré si vypj-
snazit pripsat néco nového, aby si i zkusenéjsi resitelé
prisli na své. V letosni prvni kuchafce si povime o t¥i-
dicich algoritmech. Co to znamena? Pojem tridéni je
mozna malicko nepfesny, nehodldme data (¢isla, za-
znamy, Fetézce a jiné) rozdélovat do néjakych t¥id, ale
prerovnat je do spravného potadi, protoze se sefaze-
nymi adaji se mnohem lépe pracuje, napiiklad pokud
v nich pak potfebujeme vyhledavat. Takové usporadavani dat je dennim chle-
bem kazdého programaétora, a tak neni divu, Ze tfidici algoritmy jsou jedny
z nejstudovanéjsich. My vsak nebudeme do néjakych velkych detaili a specia-
lit prilis zabihat. Zkratka a dobfe — budeme chtit tridit idaje rychle, tsporné
a radostné.

Obvykle tfidime exemplafe datové struktury typu pascalského zéznamu.
V takové datové struktufe byva obsazena jedna vyznacné polozka, kli¢, podle
které se zaznamy fadi. Malinko si nas zivot zjednodusime a budeme predpo-
kladat, ze tfidime zaznamy obsahujici pouze kli¢, ktery je navic celo¢iselny —
budeme tedy tridit pole celych ¢isel. Pomoci poctu t¥idénych ¢isel N pak bu-
deme vyjadfovat ¢asovou (a pamétovou) slozitost jednotlivych algoritmi, které
si predvedeme.

Metody tridéni mtzeme rozdélit do dvou hlavnich skupin, a to na vniting
tridénd, kdy si muzeme dovolit vSechna data nacist do (rychlé) paméti pocita-
Ce, a na vnéjsi tridént, kdy jiz t¥idéni musime realizovat opakovanym ¢tenim
a vytvarenim diskovych soubort. V tomto dilu se omezime pouze na algoritmy
vnitiniho t¥idéni a tf¥idéné pole si nadeklarujeme takto:

const N = 100;

type Pole = array[l..N] of integer;

Nejjednodussi tfidici algoritmy patii do skupiny primgch metod. VSechny
maji nékolik spoleénych ryst: Jsou kratké, jednoduché a tf¥idi pfimo v poli
(nepotfebujeme pomocné pole). Tyto algoritmy maji vétsinou ¢asovou sloZitost
O(N?). Z toho vyplyvé, Ze jsou pouzitelné tehdy, kdyz tiidénych dat neni
prilis mnoho. Na druhou stranu pokud je dat opravdu maélo, je zbytecné slozité
pouzivat néktery z komplikovanéjsich algoritmt, které si predvedeme pozdéji.
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Strucné si priblizime tfi nejznamé;jsi algoritmy pro t¥idéni pfimymi metoda-
mi. Trideéni primgm vgbérem (SelectSort) je zalozeno na opakovaném vybirdni
nejmensiho ¢isla z dosud nesetfidénych ¢isel. Nalezené ¢islo prohodime s prvkem
na zacatku pole a postup opakujeme, tentokrat s nejmensim ¢islem na indexech
2,..., N, které prohodime s druhym prvkem v poli. Poté postup opakujeme
s prvky s indexy 3, ..., N, atd. Je snadné si uvédomit, ze kdyz takto vybirame
minimum z mensich a mensich intervald, setfidime celé pole (v i-tém kroku
nalezneme i-ty nejmensi prvek a zafadime ho v poli na pozici s indexem 3).

procedure SelectSort(var A: Pole);
var i,j,k,x: integer;

begin
for i:=1 to N-1 do
begin
k:=i;
for j:=i+1l to N do
if A[jI<A[k] then k:=j;
x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]:=x;
end;
end;

vvvvv

algoritmu. V i-tém kroku musime nalézt minimum z N — i 4+ 1 &isel, na coz
spotfebujeme ¢as O(N —i+1). Ve vSech krocich dohromady tedy spotiebujeme
Cas O(N+ (N —1)+...+3+2+1)=0O(N?).

Tridénd primgm vkldaddnim (InsertSort) funguje na podobném principu ja-
ko tfidéni pfimym vybérem. Na zacatku pole vytvaiime spravné utifidénou
posloupnost, kterou postupné rozsifujeme. Na zacatku i-tého kroku mé tato
utfidéna posloupnost délku i — 1. V i-tém kroku urc¢ime pozici i-tého déisla
v dosud utfidéné posloupnosti a zafadime ho do ut¥idéné posloupnosti (zbytek
uttidéné posloupnosti se posune o jednu pozici doprava). Neni té7ké si rozmys-
let, ze kazdy krok lze provést v éase O(N). ProtoZe pocet kroku algoritmu je N,
celkové ¢asova slozitost pravé popsaného algoritmu je opét O(N?).

procedure InsertSort(var A: Pole);

var i,j,x: integer;

begin

for i:=2 to N do
begin
x:=A[i]; j:=i-1;
while (j>0) and (x<A[j]) do
begin
Alj+1]:=A[j1;
j:=j-1;
end;
A[j+1] :=x;
end;
end;
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(Upozornéni: v naSich piikladech pfedpokldaddme, Ze méme v prekladaci
zapnuto tzv. zkracené vyhodnocovani logickych vyrazu, tieba v predchozim
while-cyklu se pfi j=0 hodnoty x a A[0] jiz neporovnavaji.)

Bublinkové tridéni (BubbleSort) pracuje jinak nez dva dfive popsané algo-
ritmy. Algoritmu se fiké ,,bublinkovy*, protoZe podobné jako bublinky v limo-
nadé ,stoupaji“ vysoka c¢isla v poli vzhuru. Postupné se porovnavaji dvojice
sousednich prvka, feknéme zleva doprava, a pokud v porovnavané dvojici na-
sleduje mensi ¢islo po vétsim, tak se tato dveé ¢isla prohodi. Cely postup opaku-
jeme, dokud probihaji néjaké vimény. Protoze algoritmus skon¢i, kdyz nedojde
k zddné vyméné, je pole na konci algoritmu set¥idéné.

procedure BubbleSort(var A: Pole);

var i,x: integer;

zmena: boolean;
begin
repeat
zmena:=false;
for i:=1 to N-1 do
if A[i] > A[i+1] then
begin
x:=A[i]; A[i]:=A[i+1]; A[i+1]:=x;
zmena:=true;
end;
until not zmena;
end;

Spravnost algoritmu nahlédneme tak, Ze si uvédomime, Ze po i prichodech
while-cyklem bude poslednich ¢ prvki obsahovat nejvétsich ¢ prvka setfidénych
od nejmensiho po nejvétsi (rozmyslete si, pro¢ tomu tak je). Popsany algorit-
mus se tedy zastavi po nejvyse N pruchodech a jeho celkova casova slozitost
v nejhor$im ptipadé je O(N?), nebot na kazdy priichod spotiebuje ¢as O(N).
Vyhodou tohoto algoritmu oproti pfedchozim dvéma algoritmim je, ze pokud
je pole na zacatku setfidéné, tak algoritmus spotfebuje jen linearni ¢as, O(N).

Lepsi t¥idici algoritmy pracuji v ¢ase O(N log N). Jednim z nich je TFidént
slévanim (MergeSort), zalozené na principu slévani (spojovani) jiz set¥idénych
posloupnosti dohromady. Predstavme si, Ze jiz mame dveé setfidéné posloupnosti
a chceme je spojit dohromady. JednodusSe staci porovnavat nejmensi prvek
z kazdé posloupnosti, ktery jsme dosud nedali do nové vytvarené posloupnosti,
a mensi z téchto prvkd do nové posloupnosti piidat. Je ziejmé, ze ke sliti dvou
posloupnosti potfebujeme ¢as tmérny souctu jejich délek.

My si zde popiSeme a predvedeme modifikaci algoritmu MergeSort, ktera
pouZziva pomocné pole. Algoritmus lze implementovat pfi zachovani ¢asové slo-
zitosti 1 bez pomocného pole, ale je to o dost pracnéjsi. Existuje téz modifikace
algoritmu, kterd ma pocet fazi (viz dale) v nejhorsim pfipadé O(log N), ale po-
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kud je jiz pole na zacatku setridéné, probéhne pouze jedina a v takovém piripadé
ma algoritmus ¢asovou slozitost O(N). My si vSak zatajime i tuto variantu.
Algoritmus pracuje v nékolika fazich. Na zac¢atku prvni faze tvori kazdy pr-
vek jednoprvkovou setfidénou posloupnost a obecné na zacatku i-té fazi budou
mit set¥idéné posloupnosti délky 21, V i-té fazi tedy vidy ze dvou soused-
nich 2~ !-prvkovych posloupnosti vytvofime jedinou délky 2¢. Pokud N neni
néasobkem 2°, bude délka posledni posloupnosti zbytek po déleni N &islem 2°.
Zastavime se, pokud 2¢ > N, tj. po [logy N fazich. ProtoZe v i-té fazi slijeme
[N / 2i—| dvojic nejvyse 2°~1-prvkovych posloupnosti, je ¢asova sloZitost jedné
faze O(N). Celkové ¢asova slozitost popsaného algoritmu je pak O(N log N).

procedure MergeSort(var A: Pole);

var P: Pole; { pomocné pole }
delka:integer; { délka set¥idénjch posl. }
i: integer; { index do vytvafené posl. }

i1,i2: integer; { index do slévanjch posl. }
k1,k2: integer; { konce slévanjch posl. }
begin
delka:=1;
while delka<N do
begin
il:=1; i2:=delka+1l; i:=1;
k1:=delka; k2:=2*delka;
while i<=N do
begin
if k2>N then k2:=N;
while (il<=k1) or (i2<=k2) do
if (i1>k1) or
((i2<=k2) and (A[i1]<=A[i2]))
then
begin
P[il:=A[i1]; i:=i+1; il:=il1+1;
end
else
begin
P[i]l:=A[i2]; i:=i+1; i2:=i2+1;
end;
il:=k2+1; i2:=k2+delka;
k1:=k2+delka;
k2:=k2+2*delka;
end;
A:=P;
delka:=2*delka;
end;
end;

V ¢ase O(N log N) pracuje také algoritmus jménem QuickSort. Tento al-
goritmus je zalozen na metodé Rozdé€l a panuj. Nejprve si zvolime néjaké ¢islo,
kterému budeme fikat pivot. Vice si o jeho volbé povime pozdéji. Poté pole
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preusporadame a rozdélime je na dvé casti tak, ze zadny prvek v prvni ¢as-
ti nebude vétsi nez pivot a zaddny prvek v druhé c¢asti naopak mensi. Prvky
v obou ¢astech pak setfidime rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Musime
ale dat pozor, aby v kazdém kroku obé ¢dsti byly neprazdné (a rekurze tedy
byla konecnd). Je zfejmé, Ze po skonéeni algoritmu bude pole set¥idéné.

Mala zrada spociva ve volbé pivota. Pro nase ucely by se hodilo, aby po pre-
héazeni prvku leva i prava ¢ast pole byly priblizné stejné velké. Nejlepsi volbou
pivota by tedy byl medidn tf¥idéného tseku, tj. prvek takovy, jenz by byl v setti-
déném poli presné uprostied. Preusporadani jisté zvladneme v linearnim case a
pokud by pivoty na vSech trovnich byly mediany, pak by pocet trovni rekurze
byl O(log N) a celkova ¢asova slozitost O(N log N) (na kazdé Grovni rekurze
je soucet délek tfidénych posloupnosti nejvyse N). Ackoli existuje algoritmus,
ktery medidn pole nalezne v ¢ase O(N), v QuickSortu se obvykle nepouziva,
jelikoz konstanta u ¢lenu N je pftili§ velka v porovnani s pravdépodobnosti, ze
nadhodna volba pivota algoritmus pfili§ zpomali. Vétsinou se pivot voli ndhod-
né z dosud nesetfidéného tiseku — zkratka se sdhne nékam do pole a nalezeny
prvek se prohlasi za pivot. Da se ukazat, ze takovyto algoritmus s velmi vy-
sokou pravdépodobnosti pobézi v ¢ase O(N log N). Dtikaz tohoto tvrzeni je
trosicku trikovy a lze jej nalézt napt. v knize Kapitoly z diskrétni matematiky
od pant Matouska a Nesetfila. Je vSak tfeba si pamatovat, ze pokud se pivot
voli ndhodné, mtize rekurze dosdhnout hloubky N a ¢asova slozitost algoritmu
az O(N?) — pfedstavme si, Ze se pivot v kazdém rekurzivnim volani nestastné
zvoll jako nejvétsi prvek z t¥idéného tseku. V nasi implementaci QuickSortu
nebudeme pivot volit nahodné, ale vzdy pouzijeme prostfedni prvek tridéného
tseku.

procedure QuickSort(var A:Pole; 1,r:integer);
var i,j,k,x: integer;

begin
i:=1; j:=r;
k:=A[(i+j) div 2];
repeat

while A[il<k do i:=i+1;
while A[jI>k do j:=j-1;
if i<=j then
begin
x:=A[i]; A[i]:=A[j]; A[j]:=x;
i:=i+1;
ji=j-1;
end;
until i >= j;
if j>1 then QuickSort(a, 1, j);
if i<r then QuickSort(A, i, r);

end;
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Jesté si pfedvedeme dva tiidici algoritmy, které jsou vhodné, pokud t¥idéné
objekty maji nékteré dalsi specidlni vlastnosti. Prvnim z nich je trideni poci-
tanim (CountSort). To lze pouzit, pokud t¥idéné objekty obsahuji pouze klice
a moznych hodnot kli¢d je malo. Tehdy staci si spocitat, kolikrat se ktery kli¢
vyskytuje, a misto tfidéni vytvorit celé pole znovu na zakladé toho, kolik jed-
notlivych objektt obsahovalo pole pivodni. My si tento algoritmus predvedeme
na piikladu t¥idéni pole celych ¢isel z intervalu (D, H):

const D = 1;

H = 10;
procedure CountSort(var A: Pole);
var C: array[D..H] of integer;
i,j,k: integer;
begin
for i:=D to H do C[i]:=0;
for i:=1 to N do C[A[i]]:=C[A[i]] + 1;
k:=1;
for i:=D to H do
for j:=1 to C[i] do
begin
Alk] :=i;
k:=k+1;
end;
end;

Casova slozitost takovéhoto algoritmu je linedrni v N, ale nesmime za-
pomenout pFicist jesté velikost intervalu, ve kterém se prvky nachédzeji (K =
H — D + 1), protoze néjaky ¢as spotfebujeme i na inicializaci pole pocitadel.
Celkem tedy O(N + K).

Pokud by tfidéné objekty obsahovaly vedle klict i néjakd data, miuzeme
je misto pouhého pocitani rozdélovat do prihradek podle hodnoty klice a pak
je z prihradek vysbirat v rostoucim poradi kli¢ti. Tomuto algoritmu se rika p7i-
hrdadkové tiidént (BucketSort) a my si popiSeme jeho vicepriichodovou variantu
(RadizSort), kterd je vhodné&jsi pro vétsi hodnoty K. V prvni fazi si ¢isla rozdé-
lime do ptihradek (skupin) podle nejméné vyznamné cifry a spojime do jedné
posloupnosti, v druhé fazi ¢isla roztiidime podle druhé nejméné vyznamné cifry
a opét spojime do jedné posloupnosti, atd. Je dtlezité, aby se uvniti kazdé pii-
hradky zachovalo poradi ¢isel v posloupnosti na zac¢atku faze, tj. posloupnost
ulozend v kazdé prihradce je vybranou podposloupnosti posloupnosti ze zacat-
ku faze. Tvrdime, Ze na konci i-té faze obsahuje vyslednd posloupnost ¢isla
utfidéna podle ¢ nejméné vyznamnych cifer. Zfejmé i-té nejméné vyznamné
cifry tvofi rostouci posloupnost, nebot podle nich jsme pravé v této fazi rozdé-
lovali ¢isla do prihradek, a pokud dvé ¢isla maji tuto cifru stejnou, jsou uloZena
v pofadi dle jejich i — 1 nejméné vyznamnych cifer, nebot v kazdé prihradce
jsme zachovali poradi ¢isel z konce minulé faze. Na zavér jesté poznamenejme,
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ze misto Cisel podle cifer lze do pfihradek rozdélovat téz textové fetézce podle
jejich znakt, atp.
Casova slozitost této varianty RadixSortu, pokud t¥idime cel4 ¢isla od 1 do
K a v kazdém kroku je rozdélujeme do ¢ piihradek, je O((N + ¢) log, K), tedy
O(N), pokud K a ¢ jsou konstanty. My si pfedvedeme implementaci algoritmu
pro K = 255 a £ = 2 (¢isla budeme roztiidovat podle bitd v jejich bindrnim
zapisu).
const K=255;
procedure RadixSort(var A: Pole);
var PO,P1: Pole;
k1,k2: integer;
i: integer;
bit: integer;

begin
bit:=1;
while bit<=K do
begin
k1:=0; k2:=0;
for i:=1 to N do
if (A[i] and bit)=0 then
begin
k1:=ki1+1; PO[k1]:=A[i];
end
else
begin
k2:=k2+1; P1[k2]:=A[i];
end;
for i:=1 to ki1 do A[i]:=PO[i];
for i:=1 to k2 do A[k1+i]:=P1[i];
bit:=bit shl 1;
end;
end;

Na zavér naseho povidani o t¥idicich algoritmech si ukazeme, zZe t¥idit obec-
né udaje, se kterymi neumime provadét nic jiného, nez je navzajem porovnavat,
rychleji nez O(N log N) nejen nikdo neumi, ale také ani umét nemtize. Libovol-
ny t¥idici algoritmus zaloZeny na porovnavani a prohazovani prvki totiz musi
na nékteré vstupy vynalozit fadové alesponn N log N krokt. (RadixSort na prv-
ni pohled tento vysledek porusuje, na druhy vsak uz ne, kdyz si uvédomime,
o jak specidlni druh t¥idénych dat se jednéd.)

TFidici algoritmus v pribéhu své ¢innosti néjak porovnava prvky a néjak
@ je prehazuje. Provedeme myslenkovy experiment. Pozménime algoritmus
tak, ze nejdiive bude pouze porovnavat, podle toho zjisti, jak jsou prvky v poli
usporadany, a kdyz uz si je jisty spravnym poradim, prvky najednou popieha-
zi. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze vSechny tr¥idéné tidaje jsou navzajem
ruzné. Porovnéavaci ¢innost algoritmu si mizeme popsat tzv. rozhodovacim stro-
mem. Zde je priklad rozhodovaciho stromu pro tfiprvkové pole:
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L1223

’ T3X1T2 ‘ ’ ToX3T1 ‘ ’ To2X1X3 ‘

Kazdy vrchol obsahuje porovnani dvou prvkid z a y, v levém podstromu
daného vrcholu je ¢innost algoritmu pokud x < y, v pravém podstromu ¢innost
pri x > y. V listech je uz jisté spravné poradi prvki.

Kazdému algoritmu odpovida néjaky rozhodovaci strom a kazdy prubéh
¢innosti algoritmu odpovida prichodu rozhodovacim stromem od kofene do né-
jakého listu. Nasim cilem bude ukazat, ze v libovolném rozhodovacim stromu
(a tedy i libovolném odpovidajicim algoritmu) bude existovat cesta z kofene
do néjakého listu (neboli vypocet algoritmu) délky N log N.

Kolik maximalné hladin h, a tedy i jaka nejdelsi cesta se v takovém stromu
muZze vyskytnout? Nas strom mé tolik listt, kolik je moZznych potradi tfidénych
prvki, tedy pravé N!. Riznym pofadim totiz musi odpovidat rizné listy, jinak
by algoritmus netfidil (pfedpokladédme pieci, zZe to, jak mé prvky prohazovat,
mize zjistit jenom jejich porovnavanim), a naopak kazdé potradi prvki jed-
noznacné urcuje cestu do prislusného listu. Na nulté hladiné je jediny vrchol,
na kazdé dalsi hladiné se oproti predchozi pocet vrcholt nejvyse zdvojnasobi,
takZe na i-té hladiné se nachazi nejvyse 2¢ vrcholt. Proto je listé stromu nej-
vyse 2" (nékteré listy mohou byt i vyse, ale za kazdy takovy urcité chybi jeden
vrchol na h-té hlading). Z toho vime, Ze plati:

2k > pocet listi > N,

a proto:
h > log,(N1).

Logaritmus faktoridlu se tézko pocita presné, ale muzeme si ho zdola odhadnout
pomoci nasledujici zndmé nerovnosti:

n" > nl > nn/Q.
Dosazenim ziskame:

N
h > logy(N1) > logy(NV/?) > 0

logy N.
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Vidime tedy, ze pro kazdy tiidici algoritmus existuje vstup, na kterém se bude
muset provést alesponn N log N krokt.

Pozndamky na okraj:

e Zkuste si téZ rozmyslet (drobnou modifikaci pfedchoziho dikazu), Ze
ani primérny cas t¥idéni nemuze byt lepsi nez N log N.

e Odvodit priumérnou slozitost QuickSortu vlastné neni zase tak
tézké. Zkusme nésledujici tvahu: Pokud by pivot nebyl pres- @
né median, ale alespon se nachézel v prostiedni tfetiné setfidéného
useku, byla by slozitost stdle O(NN log N), jen by se zvysila konstan-
ta v O-¢ku. Kdybychom pivot volili ndhodné, ale po rozdéleni prvka
si zkontrolovali, jestli pivot padl do prostfedni tfetiny, a pokud ne
(jeden z tseki by byl moc velky a druhy moc maly), volbu bychom
opakovali, v priméru by nés to stalo konstantni poéet pokust (pozo-
rovani z feSeni tlohy 16-1-5: pokud ¢ekdme na udalost, ktera nastava
ndhodné s pravdépodobnosti p, stoji nds to v priméru 1/p poku-
sii; zde je p = 1/3), takze celkova slozitost by v primeéru vzrostla jen
konstantné. Pavodni QuickSort sice zadné takové opakovani volby ne-
provadi a rovnou se zavola rekurzivné na velky i maly tsek, ale opét
se po v pruméru konstantné mnoha iteracich velky tsek zredukuje
na nejvyse 2/3 pivodni velikosti a t¥{déni malych tsekt jednotlivé
nezabere vic ¢asu, nez kdyby se t¥idily dohromady.

e Kdybychom u QuickSortu pouzili rekurzivni volani jen na mensi in-
terval, zatimco ten vétsi bychom obslouzili pfenastavenim promén-
nych a skokem na zacéatek pravé provadéné procedury, zredukovali
bychom pamétovou slozitost na O(log N), jelikoz kazdé dalsi rekur-
zivni volani zpracovava alespon dvakrat mensi uisek nez to predchozi.
Casové slozitosti tim vSak nepomtizeme.

e Pocet prihrddek u RadixSortu vitbec nemusi byt konstanta — pokud
napft. cheete tiidit N éisel v rozsahu 1...N¥, stadi si zvolit £ = N
a fazi bude jenom k. Pro pevné k tak dosdhneme linearni casové
slozitosti.

e Nerovnost n! > n"/2, kterou jsme pouzili v dolnim odhadu slozitosti
tFidéni, mizeme dokézat snadnym trikem: n! = v12-.22.....n2 =
Vn-1l-y/(n—1)- V2en=1)-V1I-n>\n-\n-....yn=
(n1/2)r = pn/2, Pokud nev1d1te pro¢ >, uvazte, ze vyraz pod od-
mocninou je tvaru (n—k)(k+1) =nk+n—k*—~k=n+k(n—k—1)
a posledni zavorka je pro 0 < k < n a n > 1 vidy nezdporna.
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16-2-K Kuchaika druhé série — grafy

V dnesnim vydani znamého bestselleru budeme péci grafy souvislé i nesou-
vislé, orientované i neorientované.Rekneme si o zakladnim prochézeni grafem,
komponentach souvislosti, topologickém usporadani a dalsich grafovych algorit-
mech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve Fici, s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je uréen mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E, coz
jsou neuspofadané dvojice vrcholi. Hrana e = {x,y} spojuje vrcholy z a y.
Vétsinou pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym
hrandm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice nez jedna hrana
(pokud toto neplati, mluvime o multigrafech). Obvykle také pfedpokladéme,
ze vrcholl je koneéné mnoho. Neorientovany graf vétsSinou zobrazujeme jako
body pospojované carami.

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G, ktery vznikl z grafu G vynechdnim
nékterych (a nebo zadnych) hran a vrcholi.
Casto nas zajimd, zda se da z vrcholu z dojit po hranach do vrcholu y.
Ovsem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme pér
pojmu:
® sled je posloupnost vrcholt a hran vy, e1,v2,€3,...,€,_1, v, takova,
7e e; = {v;, viy1} pro kazdé i. Sled je tedy néjaka prochazka po grafu.
Délku sledu mérime poctem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro i # j.
Vsimnéte si, ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, zZe pokud existuje sled z vrcholu z do y (v = z, v, = y),
pak také existuje cesta z vrcholu z do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou,
obsahuje néjaky vrchol w dvakrat, necht v = v, = v, i < j. Z takového
sledu ale mizeme vypustit posloupnost e;, vit1,...,ej-1,v; a dostaneme také
sled spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi nez ptvodni sled. Tak miizeme
po konecném poctu tprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol
dvakrat, tedy k cesté.
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Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alesponn 3, ve které oproti
definici cesty plati v1 = v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruZznice v grafu také
divdime jako na podgrafy, které ziskdme tak, Ze z grafu vypustime vSechny
ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcho-
lu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu ¢. To vyplyva
z faktu, Ze existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat napti-
klad tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do ¢. A jak jsme si ukazali,
kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na pfedchozim obrazku) je kazdy vrchol
dosazitelny cestou z kazdého. Takovym grafim budeme fikat souvislé. Pokud
je graf nesouvisly, mizeme ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi
kterymi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami
souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmil z piirody: Strom je souvisly graf, ktery ne-
obsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. Ukazeme,
ze kazdy strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci
si najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich).
Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné listy: kdyby z nékterého z nich
vedla hrana, musela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by
ve stromu byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit,
takze by pavodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta
souvislosti takového grafu je strom.

N

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholi stromu prohlasit za koren, ¢imz jsme si
v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni — je to zvlastni, ale matematici
obvykle kresli stromy kofenem vzhiiru) a doltt (od kofene). Souseda vrcholu
smérem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem doli jeho syny.

Kostra souvislého grafu rikdAme kazdému jeho podgrafu, ktery je stromem
a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muzeme ji napfiklad ziskat tak, Ze dokud jsou
v grafu kruznice, odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvislé gra-
fy nazveme kostrou les tvoreny kostrami jednotlivych komponent. Na prvnim
obrazku je jedna z koster levého grafu znazornéna silnymi hranami.
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Orientované grafy

Casto potfebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné. Takovému grafu
fikdme orientovany graf. Hrany jsou nyni uspoifddané dvojice vrcholi (z,y)
a fikame, Ze hrana vede z vrcholu = do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,x) jsou
tedy dvé rizné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazujeme jako body spojené
Sipkami. Vétsina pojmu, které jsme definovali pro neorientované grafy, dava
smysl i pro grafy orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.

X X

Silné a slabé souvisly orientovany graf

vvvvvv

a silnou souvislost: slabé souvisly je graf tehdy, pokud se z néj zapomenutim
orientace hran stane souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazve-
me tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x, y orientovana cesta v obou
smérech. Pokud je graf silné souvisly, je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas
obrazek, opacné to platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je takovy podgraf G/,
ktery je silné souvisly a neni podgrafem zZadného vétsiho silné souvislého pod-
grafu grafu G. Komponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zadné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho hrany ¢isly. Na-
priklad v grafu silni¢éni sité (vrcholy jsou mésta, hrany silnice mezi nimi) je
zcela prirozené ohodnotit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prujezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto Casto fika délky hran nebo jejich
ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili nadefinovali pro obyc¢ejné grafy, mtzeme
opét snadno rozsitit pro grafy ohodnocené — napr. délku sledu budeme namisto
poctu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodnoceni. Neohodnoceny graf pak
odpovida grafu, v némz maji vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné muzeme ptifazovat ohodnoceni i vrcholtim, ale radéji si vSechny
operace s ohodnocenymi grafy nechame na nékteré z dalsich dila Kucharky.
I tak budeme mit prace dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak graf reprezento-
vat v paméti pocitace. To miizeme udélat napriklad tak, ze vrcholy ocislujeme
prirozenymi ¢isly od 1 do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany,
popiseme jednim z nasledujicich tii zptsobu:
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® matice sousednosti — to je pole A velikosti N x V. Na po-

123456789

zici Ali, j] uloZzime hodnotu 0 nebo 1 podle toho, zda ;| 11000011
z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana (1) nebo nevede (0). 2 100110001
- . (. . ) 3 100100000

S matici sousednosti se zachazi velmi snadno, ale ma tu 4 511010000
nevyhodu, ze je vzdy kvadraticky velkd bez ohledu na 5 010101000
to. kolik ie h Vhod I ie. e misto jednicek & 000010110
0, kolik je hran. Vyhodou naopak je, ze misto jedniée 7 000001011
muZzeme ukladat néjaké dalsi informace o hranéch, tfeba 8 100001100
9 110000100

jejich délky. Vpravo od tohoto odstavce najdete matici
sousednosti grafu z prvniho obrazku.

® seznam sousedi je obvykle tvofen 2 poli: polem sousedt S[1...M]
obsahujicim postupneé ¢isla vsech vrcholi, do kterych vede hrana z vr-
cholu 1, pak z vrcholu 2 atd., a polem zac¢atkt Z[1...N], v némz se
pro kazdy vrchol dozvime zacatek odpovidajiciho tseku v poli S. Po-
kud navic do Z[N +1] ulozime M +1, bude platit, ze sousedé vrcholu 4
jsou ulozeni v S[Z[i]], ..., S[Z]i+1]—1]. Tato reprezentace ma tu vy-
hodu, Ze zabird pouze prostor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu
méme pékné pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

1111111111222222222
i 1234567890123456789012345678
Sl] 2389(1459[14|235[246578[689[167|127

1 1 23 45678910
Zli] 1 5 9 11141720 232629

Reprezentace grafu seznamem sousedi

® piulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud potFebujeme
béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je univerzalni, ale dost pracna
na naprogramovani. Spo¢iva v tom, ze si kazdou hranu ulozime jako
dvé pilhrany (zaGatek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsaho-
vat spojové seznamy prichéazejicich a odchazejicich ptlhran a kazda
pulhrana bude ukazovat na svou druhou polovici.

V nasledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy sousedi, poli S
budeme fikat Sousedi, poli Z Zacatky a nadeklarujeme si je takto:

var N, M: Integer; { Podet vrchold a hran }
Zacatky: array[1..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech za¢neme dvéma zékladnimi zptsoby
prochézeni grafem. K tomu budeme potiebovat dvé podobné jednoduché datové
struktury: Fronta je koneéna posloupnost prvki, kterd ma oznaceny zacatek
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a konec. Kdyz do ni pfidavame novy prvek, pfidame ho na konec posloupnosti.
Kdyz z ni prvek odebirdme, odebereme ten na zacatku. Proto se tato struktura
anglicky nazyva first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také koneéna
posloupnost prvku se zacatkem a koncem, ale prvky priddvame a odebirame
z konce zésobniku. Anglicky ndzev je (piekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 pRoHLEDAVALY
Do HLouBkY
3

w

Algoritmus prohledévani grafu do hloubky:

1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kaz-
dého vrcholu v pamatujeme znacku z,, kterd fika, zda jsme vrchol
jiz navstivili. Vstupni vrchol je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u, pfidame na
zasobnik a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu
w, tedy v pripadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahuji-
ci w. To mizeme snadno dokazat sporem: Predpokladame, ze existuje vrchol x,
ktery neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrchold
vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznacme si y predchidce vrcholu z na nej-
krat$i cesté z w; y je uréité oznaceny (jinak by z nebyl nejblizsi neoznadeny).
Vrchol y se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také
museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy
i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus nékdy skonéi, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik
pridavame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Pro-
to se kazdy vrchol mtze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz ve 2. kro-
ku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy (konkrét-
né po nejvyse N opakovénich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu
grafu nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost celého algo-
ritmu je tedy linedrni v poc¢tu vrcholdt N a poctu hran M, tedy O(N + M).
Pamétova sloZitost je stejnd, protoze si musime hrany a vrcholy pamatovat.

57



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2005/2006

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekurzivni funkci. Jako
zasobnik v tom pripadé pouzivame pfimo zasobnik programu, kde si program
uklada navratové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nésledovné:

var Oznacen: array[l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednodu-
ché. Projdeme postupné vSechny vrcholy grafu a pokud nejsou v zadné z dosud
oznacenych komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohleddme do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢islem komponenty, do
které patii. Protoze prohleddavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu,
kazdou se slozitosti O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového si uklddat nemusime,
a proto je pamétova slozitost stale O(N + M).

var Komponenta: array[l..MaxN] of Integer;

NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Komponental[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc (NovaKomponenta) ;
end;
end.

58



Programatorské kucharky 16-2-K

Pribéh prohledavani grafu do hloubky miiZzeme znézornit stromem (¥ika
se mu DFS strom). Z pocatecniho vrcholu w uéinime kofen. Pak budeme graf
prochazet do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze kterych jsme
prisli. Syny kazdého vrcholu si usporddame v poradi, v némz jsme je navsti-
vili; tomuto poradi budeme fikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit.
Hranam mezi otci a syny budeme fikat stromové hrany. Protoze jsme do zad-
ného vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které vedou do
jiz navstivenych vrcholi na cesté, kterou jsme prisli z kofene, nazveme zpétné
hrany. Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize koreni do uz oznaceného
vrcholu dale od kofene. A konecné pricné hrany vedou mezi dvéma riznymi
podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pri prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou
hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zp&tnou, a nebo
jednou jako zpétnou a podruhé jako doprednou. Pfi¢né hrany se objevit nemo-
hou - pokud by pfi¢né hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného
vrcholu, takze by se prohledavéani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny
podstrom; doleva rovnéz vést nemize: predstavme si stav prohledavani v oka-
mziku, kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela
byt pricnou vedouci doprava, ale o té uz vime, Ze neexistuje.

Prohledavani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni kostry neoriento-
vaného grafu, coz je strom, ktery jsme prosli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda
graf neobsahuje cyklus: to pozname tak, ze nalezneme zpétnou hranu riznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu prisli.
né hrany jsou orientované vzdy ve stromé shora dold, zpétné zdola nahoru
a pri¢né hrany mohou existovat, ovsem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze
do podstromi, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

— stromova
—® zpétna
- -~ ~» dopfednd

""""""" > piicnd

Strom prohledavani do hloubky a typy hran

Prohledavani do $ifky
Prohledavani do sitky je zaloZzené na podobné myslence jako prohledavani
do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:
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1. Na zac¢atku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w.
Dale si u kazdého vrcholu x pamatujeme ¢éislo H[z]. VSechny vrcholy

budou mit na za¢atku Hz] = —1, jen H[w] = 0.
2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho u.
3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme

do fronty a nastavime jeho H[v] na H[u] + 1.
4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch
vrcholti, do kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezédpornymi ¢isly).
Rovnéz je kazdému vrcholu pfifazeno nezaporné c¢islo maximélné jednou. To
vSe se dokazuje podobné, jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvori ve fronté jeden souvisly celek, protoze nej-
prve odebereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, neZ za¢neme odebirat
vrcholy s éislem n + 1. Navic plati, ze H[v] udava délku nejkratsi cesty z vrcho-
lu w do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokazeme sporem: Pokud existuje néjaky
vrchol v, pro ktery H[v] neodpovidé délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdale-
nosti D[v], vybereme si z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme
nejkratsi cestu z w do v a jeji pfedposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v,
takze pro néj uz musi byt D|[z] = H|[z]. OvSem kdyZ jsme z fronty vrchol z ode-
birali, museli jsme objevit i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny,
tudiz jsme mu museli pfidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.

Prohledavéani do s$itky méa Casovou slozitost taktéz linearni s poc¢tem hran
a vrcholi. Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta mé linedrni veli-
kost k poctu vrchold, takze jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili
a 1 pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyk-
lem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I := 1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1; Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol; H[PocatecniVrchol] := 0;
repeat
V := Fronta[Prvnil;

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := SousedilI];

end;

Inc(Prvni);

until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }
end.
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Prohledavéani do Sitky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti
a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame orientovany
graf G s N vrcholy a chceme oéislovat vrcholy ¢isly 1 az N tak, aby vSechny
hrany vedly z vrcholu s vétsim ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro
kazdou hranu e = (v;,v;) bylo i > j. Pfedstavme si to jako srovnéni vrchold
grafu na pfimku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze zprava doleva.

Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus,
nelze takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., vy,
takze hrana vede z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v1 do v,. Pak vrchol v
musi dostat vyssi ¢islo nez vrchol v, vs nez vs, ..., v, nez v,_1. Ale vrchol vy
musi mit zaroven vyssi ¢islo nez v,,, coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického uspotradani
zabranit. Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat nasledujicim algoritmem:

1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zaddna hrana (budeme
mu Fikat stok). Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet konéi, protoze
jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.

. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

. Proménnou p zvysime o 1.

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

S O s W

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mizeme mu
urcité prifadit ¢islo mensi nez vSem ostatnim vrcholiim, protoze prekazet by
nam v tom mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile
stok ocislujeme, muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich
vrchold. Tento postup musi nékdy skoncit, jelikoz v grafu je pouze konecné
mnoho vrcholt.

Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy
existuje alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede
néjaka hrana, pokra¢ujme po ni do néjakého vrcholu vo, z néj do v atd. Co se
pfi tom miiZe stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadné hrana. Vyhrali

jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo,

ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

® Budeme objevovat stdle a nové a nové vrcholy. V koneéném grafu
nemozno.
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Algoritmus miZeme navic snadno upravit tak, aby netratil p¥ilis ¢asu hle-
dénim vrcholi, z nichZ nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté
a kdykoliv néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néja-
kému jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano,
pridat takovy vrchol na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvlddneme
v éase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, ze poradi, ve kte-
rém jsme se z vrchold vraceli, je pravé topologické potradi. Pokud zrovna opous-
time néjaky vrchol a ¢islujeme ho dalsim ¢islem v poradi, rozmysleme si, jaké
druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo doprednd hrana vede do vrcholu,
kterému jsme jiz piitadili nizsi ¢islo, zpétna existovat nemize (v grafu by byl
cyklus) a pfiéné hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz oéislova-
nych vrcholi. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;

Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;
begin
for I := 1 to N do Ocislovanil[I] := -1;

Posledni := 0;
for I := 1 to N do if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivdme na trochu komplikovanéjsi formu souvislosti. Rikdme, Ze
neorientovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,

® zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptisobilo zvyseni poc¢tu komponent souvislosti
grafu, nazyvame most.

Na hledani mostii ndm poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a
DFS strom. Vsimnéme si, Ze mostem miize byt jediné stromova hrana — kazda
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jind hrana totiz lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,visici“ pod touto hranou.
Jediné, co tomu muze zabranit, je existence néjaké dalsi hrany mezi podstro-
mem a hlavni ¢asti, coz musi byt zpétna hrana, navic takova, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hrandm budeme fikat ryzi
zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spoéitdme hladinu, ve které se nachdzi (kofen
je na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro
kazdy vrchol v spoc¢itame, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim éislem) vedou
ryzi zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To mulzeme udélat primo pri
prochazeni do hloubky, protoze nez se vratime z v, projdeme cely podstrom
pod v. Pokud vSechny zpétné hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez
té, na které je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé
komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem. V opacném pfipadé jsme
nalezli kruznici, na niz tato hrana lezi, takze to most byt nemutze. Vyjimku
tvori kofen, ktery zadného otce nema a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochézeni do hloubky a mé i stejnou

¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M). Zde jsou dilezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[1..MaxN] of Integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;
begin

Hladina[V] := NovaHladina;

Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do begin
W := Sousedil[I];
if Hladina[W] = -1 then begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then Spojeno[V] := Spojenol[W];
if Spojeno[W] > Hladina[V] then DvojSouvisle := False; { mame most }
end else { zpétna nebo dopfedna hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and (Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin

for I :=1 to N do
Hladinal[I]

DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

]
|
[N

end.
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Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Rekneme, Ze graf je vrcho-
lové 2-souvisly, prave kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se pocet kompo-
nent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algo-
ritmu na zjisfovani hranové 2-souvislosti. Jen si musime uvédomit, ze odebirdme
cely vrchol. Ze stromu prochézeni do hloubky mtze odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromi, které vSechny musi byt spojeny zpétnou hranou
s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcho-
lem v vést az nad vrchol v. Specialné pro kofen nam vychazi, Zze mize mit pouze
jednoho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé nebo vice kom-
ponent souvislosti. Algoritmus se od hledani hranové 2-souvislosti 1lisi jedinou
zménou ostré nerovnosti na neostrou, sami zkuste najit, které nerovnosti.

16-3-K Kucharka t¥eti série — halda, Dijkstrav algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se bude zabyvat
jednim z nejznaméjsich algoritmi: Dijkstrovym algoritmem pro hledéni nej-
kratsich cest v grafech. K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovnd
datova strukturka zvana halda, tak si predvedeme nejdiive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovévani mnoziny ¢isel (¢i jakychkoliv ji-
nych prvkid, na kterych mame definovano uspotfadéni, tj. umime pro kazdou
dvojici prvki Fici, ktery z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle pod-
poruje nasledujici operace: Pfidani nového prvku, nalezeni nejmensiho prvku
a odebrani nejmensiho prvku. My si ukazeme jednoduchou implementaci haldy,
ktera bude pii uloZeni N prvku potfebovat ¢as O(log N) na pridani ¢éi odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda obsahuje N
prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1 az N. Prvek na pozici k£ bude
mit dva ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k a 2k + 1; samoziejmé, pokud
je k velké, a tedy napi. 2k + 1 > N, ma takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici | k/2| nazveme pfedchidcem prvku
na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zpiisob,
jak v poli uchovévat tiplné binarni stromy (néslednici jsou synové a predchidci
otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek ¢. 1 je kofen stromu).
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Prvky haldy vsak v poli neuchovavame v tiplné libovolném poradi. Chceme,
aby platilo, ze kazdy prvek je mensi nebo roven vem svym néslednikim. Nase
halda tedy mtze vypadat napr. takto:

112 (3|45 |6|718]9
5|6 (2025 7 | 2122|2627

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek je uloZen na
pozici s indexem 1, a tedy miizeme snadno v konstantnim cCase zjistit jeho
hodnotu. Jesté prozradime, jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvkd, pak novy prvek, rikejme mu tfeba x,
pfiddame na konec pole, tj. na pozici s indexem N. Nyni x porovname s jeho
predchtidcem. Pokud je jeho predchiidce mensi, je vSe v poradku a jsme hoto-
vi. V opa¢ném pfipadé = s jeho pfedchiidcem prohodime. Tim jsme problém
napravili, ale nyni mize byt x mensi nez jeho novy predchtdce. To lze napra-
vit dal$im prohozenim a tak budeme pokracovat dale, nez se budto dostaneme
do situace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému predchtidci, nebo ,,vybubla“ az
do kotene haldy, kde uz zadného predchiidce nemé. Protoze se v kazdém kroku
pozice, na niz se prvek x praveé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme
dohromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotfebujeme ¢as O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probihd podobné: Prvek z posledni pozice (tj.
z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy misto minima. Misto s pfedchudci jej
v8ak porovname s jeho nasledniky a v pripadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
néslednikt, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néslednici, prohodime
ho s mensim z nich). A protoZe se ndm v kazdém kroku index ,bublajictho®
prvku v poli alespoii zdvojnasobi, opét spotiebujeme ¢as O(log N).

Jako cviceni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy smazat dokonce
libovolny prvek, pokud si ovSem pamatujeme, kde se v haldé nachéazi. Také
muzZzeme prvek ponechat a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:

var halda: array[1..MAX] of integer;

N: integer; { po&et prvki v haldé }
function nejmensi: integer;
begin
nejmensi:=halda[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
i:=N; N:=N+1;
halda[i] :=prvek;
while (i>1) and (haldali div 2]>halda[il) do begin
x:=haldal[i div 2];
haldal[i div 2]:=haldalil;
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haldali] :=x;
i:=i div 2
end
end;

procedure smaz_nejmensi;
var i, j, x: integer;
begin
halda[1] :=halda[N];
N:=N-1; i:=1;
while 2*i<=N do begin
ji=i;
if halda[jl>halda[2*i] then j:=2%i;
if (2%i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2xi+1;
if i=j then break;
x:=halda[i]; haldal[i]:=halda[j]; haldal[j]:=x;
i:=j
end
end;

HeapSort

Kdyz uz mame k dispozici haldu, mizeme pomoci ni napiiklad snadno
t¥idit ¢isla. Mame-li IV ¢isel, ktera chceme setiidit, vytvofime si z nich nejprve
haldu o N prvcich (naptiklad postupnym vkladanim do prazdné haldy), nacez
z ni budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim ziskame prvky
puvodniho pole v rostoucim potadi. Celkové provedeme N vloZeni, N nalezeni
minima a N smazani. To vSe dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukazeme program, pridame jesté dva triky, které ndm implementaci
znac¢né usnadni. P¥edné si vSe ulozime do jednoho pole — to bude pii plnéni hal-
dy obsahovat na svém zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak misto haldé; naopak
v druhé poloviné algoritmu budeme zmensovat haldu a do volného prostoru
ukladat setfidéné prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opac¢ném
poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala nikoliv minimum, njbrz
maximum.

Druhy trik spociva v tom, Ze nebudeme haldu vytvaret postupnym vkla-
ddnim, nybrz naopak zabubldvinim prvka (podobnym, jako déldme pfi mazani
minima) od konce. VSimnéte si, ze takto také ziskdme sprdvné nerovnosti mezi
prvky a jejich nasledniky, a dokonce tak zvladneme celou haldu vytvorit v li-
nearnim Gase [pro¢ to tak je, si zkuste dokdzat sami, staci si uvédomit, kolikrét
zabublavame které prvky|. Zbytek tfidéni bohuZzel nadéle ztustava O(N log N).

Tomuto algoritmu se fikd HeapSort (tfidéni haldou) a je jednim z maéla
zndmych rychlych t¥idicich algoritmti, které nepotifebuji pomocnou pamét.

type Pole = array[1..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i, x: integer;

66



Programatorské kucharky 16-3-K

procedure bublej(m, i: integer); { "zabubléni" prvku }
{ m je velikost haldy, i je index zabublavaného prvku }
var j, x: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
ji=2x%i;
if (j<m) and (A[j+1]1>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[il:=A[j1; A[j]:=x;
i:=j;
end;
end;
begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i); { bublej }
for i:=N downto 2 do begin { vybirej maximum }
x:=A[1]; A[1]:=A[i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end;
end;

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz kone¢né k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento algoritmus dosta-
ne orientovany graf s hranami ohodnocenymi nezapornymi ¢isly (viz kuchaika
v minulé sérii) a nalezne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde totiz nejkratsi cesty
z jednoho zadaného vrcholu do vsech ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme uréit délky nejkratsich cest.
Budeme si udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vy do vsech
ostatnich vrcholu grafu. Navic u nékterjch vrcholt budeme mit poznamenano,
Ze cesta nalezend do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholim budeme
tikat definitivni. Na zacatku inicializujeme v poli vSechny hodnoty na co kromé
hodnoty odpovidajici vrcholu vg, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak provedeme nésledujici:
Vybereme vrchol w, ktery jesté neni definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy
je délka zatim nalezené cesty do néj nejkrat$i mozna. Vrchol w prohlasime
za definitivni. Dale otestujeme, zda pro néjaky vrchol v cesta z vrcholu v
do w a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta z vy do v,
a je-li tomu tak, upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme
pro vSechny takové vrcholy v. Cely algoritmus skonc¢i, pokud jsou uz vsechny
vrcholy definitivni nebo vsechny vrcholy, co nejsou definitivni, maji délku cesty
rovnou oo (v takovém piipadé se graf skldda z vice nesouvislych ¢asti).

Predtim nez dokazeme, ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne
délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholu si délku dosud nalezené cesty uchovame v poli. Cely
algoritmus ma nejvyse N krokt, protoze v kazdém kroku nam pribude jeden
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definitivni vrchol. Ten vybirdme z jako minimum z délky aktudlni cesty pies
vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(NV). V kazdému kroku musime
zkontrolovat tolik vrcholt v, kolik hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén
pro vSechny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je pocet hran
vstupntho grafu. Z toho vyjde ¢asova slozitost O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz
M je nejvyse N2. Tuto implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci
nasi kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsSich cest miizeme ovSem po-
uzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat N prvki a v kazdém kroku se pocet
jejich prvki snizi o jeden: Nalezneme a smazeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a piipadné upravime délky nejkratsich cest do sousedii pravé
zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou hranu trvd rovnéz O(log N), celkové
za vSechny hrany tedy O(M log N). Z toho vyjde celkova Casova slozitost al-
goritmu O((N + M)log N), a to je pro ,fidké* grafy (tedy grafy s M < N?)
vyrazné lepsi.

Vrafme se nyni k dikazu spréavnosti Dijkstrova algoritmu. Ukézeme, Ze
po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici tvrzeni: Necht A je mnoZina de-
finitivnich vrcholt. Pak délka dosud nalezené cesty z vg do v (v je libovolny
vrchol grafu) je délka nejkratsi cesty vov; ...vpv takové, Ze vSechny vrcholy
Vg, V1, ..,V jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokdZeme indukci dle poctu kroki
algoritmu, které jiz probéhly. Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku
algoritmu. Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohldsen za de-
finitivni. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery je definitivni. Pokud v = w,
tvrzeni je trividlni. V opac¢ném piipadé ukazeme, ze existuje nejkratsi cesta
z vg do v pies vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznaéme D délku cesty
z vg do v pres vrcholy A bez vrcholu w. Protoze v kazdém kroku vybirdme vr-
chol s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych
krocich tvoii neklesajici posloupnost (vdhy hran jsou nezaporné!), tak délka
cesty z vy do w pres vrcholy z A je alesponi D. Ale potom délka libovolné cesty
z vg do v pres w pouZivajici vrcholy z A je alesponi D. Z volby D pak vime,
ze existuje nejkratsi cesta z vg do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Nechf vovy ... vpv je
nejkratsi cesta z vy do v takova, ze vSechny vrcholy vg, v1, ..., v; jsou v mnoziné
A. Pokud v, = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé
probéhlém kroku. Pokud vi # w, pak vgvi,...,vr je nejkratsi cesta z vy do
vg pres vrcholy z mnoziny A a tedy mtzeme piedpokladat, ze zadny z vrchola
v1, ..., U, neni w (podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz pred pravé probéhlym
krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnozina A obsahuje pravé ty
vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokézali jsme, ze nas algoritmus
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funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, zZe Dijkstriv algoritmus funguje je mozné
snadno upravit tak, aby nam kromé délky nejkratsi cesty i takovou cestu nasel:
U kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do néjakého vrcholu pak
zrekonstruujeme tak, ze u posledniho vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol
je predposledni, u predposledniho, ktery je predpredposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napiiklad k-regularni
haldy, v nichz ma kazdy prvek k naslednikt (rozmyslete si, jaka je v takové
haldé casova slozitost operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby
byl Dijkstrav algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacciho halda, kterd
dokaze upravit hodnotu prvku v konstantnim ¢ase. S tou pak umime hledat
nejkratsi cesty v ¢ase O(M + N log N).

Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word; { pocet vrcholt }
vahy: array[1..MAX, 1..MAX] of integer; { vahy hran, -1 = hrana neex. }
delky: array[1..MAX] of integer; { délky zatim nalezenjch cest, }
{ -1 = nekoneno }
def: array[1..MAX] of boolean; { definitivni? }

procedure Dijkstra(odkud: word);
var i, w, v: word;
begin
for i:=1 to N do begin
def[i] :=false; delky[i]:=-1;
end;
def [odkud] :=true;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not def[i]l and ((w=0) or (delky[il<delky[wl)) then w:=i;
if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahy([w] [i]1<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;

end;
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16-4-K Kuchaika ¢tvrté série — vyhledavaci stromy

V nedavném vydani programatorské kucharky jsme se zabyvali tfidénim
dat, tentokrate si povime, jak v usporadanych datech néco efektivné najit a jak
si data udrzovat stale usporadana. K tomu se ndm bude hodit zejména binarni
vyhledavani a razné druhy vyhledavacich stromii.

Binarni vyhledavani. Predstavte si, Ze jste k narozenindm dostali obrovské
pole setfidénych zdznami (to je, pravda, trochu netradiéni darek, ale pro¢ ne —
miZe to byt tieba telefonni seznam). Zaznamy mohou vypadat libovolné a to,
ze jsou setfidéné, znamena jen a pouze, ze 1 < T2 < ... < xy, kde < je néjaka
relace, kterd ndm fekne, ktery ze dvou zdznami je mensi (pro jednoduchost
predpokladame, Ze zadné dva zéznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem pocneme? Zkusime si v ném najit néjaky kon-
krétni zaznam z. To mizeme udélat tieba tak, ze si nalistujeme prostiedni
zaznam (oznacime si ho x,,) a porovname s nim nase z. Pokud z < z,, vi-
me, 7e se z nemiize vyskytovat ,napravo“ od x,,, protoze tam jsou vSechny
zdznamy vétsi nez x,, a tim spiSe nez z. Analogicky pokud z > z,,, nemuze
se z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pripadech ndm zbude jedna
polovina a v ni budeme pokracovat stejnym zptusobem. Tak budeme postupné
zmenSovat interval, ve kterém se z muze nachéazet, az budto z najdeme nebo
vylouc¢ime vSechny prvky, kde by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fika bindrni vyhleddvini nebo také hleddni
ptlenim intervalu a snadno ho naprogramujeme budto rekursivné nebo pomoci
cyklu, v némz si budeme udrzovat interval (I,7), ve kterém se hledany prvek
miuZe nachézet:

function BinSearch(z : integer):integer;
var 1,r,m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N;
while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2; { stfed intervalu }
if z < x[m] then
r := m-1 { je vlevo }
else if z > x[m] then
1 :=mtl { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }
end;

Vsimnéte si, Ze prichodi cyklem while muZe byt nejvyse [log, N, protoze
interval (I, r) na poc¢étku obsahuje N prvkii a v kazdém priichodu jej zmensime
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na polovinu (ve skutecnosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro nas). Proto po k
priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2* prvki a jelikoz pro N/2F < 1
se algoritmus zastavi, mtze byt k£ nejvyse logy, N. Proto je Casova slozitost
bindrniho vyhledavani O(log N). [Zaklad logaritmu nemusime psat, protoze
log, b = log, b/ log, a, ¢li logaritmy o raznych zdkladech se lisi jen konstantou,
ktera se ,schovd do O-¢ka.“|

Hledani ptlenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud mame moznost si da-
ta pfedem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu programu ptridavat a ode-
birat zdznamy, potazeme se se zlou: budto budeme mit zdznamy ulozené v poli,
a pak nezbyva nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout®, coz muze
trvat az N krokt, a nebo si je budeme udrzovat v néjakém seznamu, do které-
ho dokazeme pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebudeme pri
vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy. Predstavme si, jakymi vSemi moZnymi cestami se mu-
ze v nasem poli bindrni vyhledavani ubirat. Na zacatku porovnavame s pro-
stfednim prvkem a podle vysledku se vydame jednou ze dvou moznych cest
(nebo rovnou zjistime, Ze se jednd o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy
piipad). Na kazdé cesté nds zase ¢ekd porovnani se stfedem piislusného interva-
lu a to nas opét posle jednou ze dvou dalsich cest atd. To si mizeme prehledné
popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude odpovidat celému
poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému budou pfipojené vrcholy obou polo-
vin pole (opét obsahujici pfislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile
zname tento strom, miizeme nas pulici algoritmus provadét ptimo podle stromu
(ani k tomu nepotiebujeme vidét puvodni pole a umét v ném hledat poloviny):
zafneme v kofeni, porovname a podle vysledku se budto presuneme do levé-
ho nebo pravého podstromu a tak déle. Kazdy prubéh algoritmu bude tedy
odpovidat néjaké cesté z kotene stromu do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimné&te, Ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom
vitbec nemusel vzniknout ptlenim intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu
platilo, Ze vSechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol
a naopak hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by také
popisovaly nésledujici stromy (napt.):
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Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz nemusi mit péknou
logaritmickou slozitost (kdyZ bychom hledali podle ,degenerovaného“ stromu
z pravého obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Dilezité ale je, Ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pii troSe Sikovnosti muze-
me udrzet dostatecné podobné idedlnimu piileni intervalu. Pak bude hloubka
stromu stale O(log N), tim padem i ¢asové slozitost hledani a, jak za chvilku
uvidime, mnohych dalsich operaci.

Definice. Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po domacku BVS) je budto prazdna mnozina
nebo koren obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz
jsou opét BVS, ovSsem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstromu
jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty
uloZené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak koie-
nim téchto podstromt (pokud nejsou préazdné) budeme Fikat levy a pravy syn
vrcholu = a naopak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je néktery
z podstromu prazdny, pak vrchol = pfislusného syna nemaé. Vrcholu, ktery ne-
mé zadné syny, budeme fikat list vyhledavaciho stromu. Vsimnéte si, ze pokud
x ma jen jediného syna, musime stale rozlisovat, je-li to syn levy nebo pravy,
protoze potfebujeme udrzet spravné usporadani hodnot. Také si vSimnéte, ze
pokud zname syny kazdého vrcholu, mizeme rekonstruovat vsechny podstromy.

Kazdy BVS také mtuzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record
1, r : pvrchol; { levy a pravy syn }
X : integer; { hodnota }
end;

Pokud néktery syn neexistuje, zapiSseme do prislusné polozky hodnotu nil.
Find. V fe¢i BVS mizeme preformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol s danou hodnotou, p¥ip. nil.}
begin while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin

if x<v~.x then v := v~.1
else v :=v'.r
end;
TreeFind := v;

end;
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Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu,
protoze zacina v koteni a v kazdém prichodu cyklem postoupi o jednu hladinu
nize.

Insert. Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom
se ted starali o to, zda tim strom nemiize degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu
najit a pokud tam jesté nebyla, urcité pti hledani narazime na odbocku, ktera
je nil. A pfesné na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné
uspofddan vzhledem k ostatnim vrcholim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pii
hledani jsme postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota byt
nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si ukdzeme rekurzivni za-
chézeni se stromy:

function Treelns(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni, vrati novy kof¥en. }

begin
if v=nil then begin { prazdny strom => zaloZime novy ko¥en }
new(v);
v~.1l := nil; v~.r := nil; v°.x := Xx;
end else if x<v~.x then v~.l1l := Treelns(v~.1l, x) { vkladame vlevo }
else if x>v~.x then v™.r := Treelns(v~.r, x); { vkladame vpravo }
Treelns := v;
end;

Delete. Mazani bude o kousic¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit t¥i pripady:
Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za nil. Pokud méa pravé jednoho
syna, staci nas vrchol v ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. A pokud
ma syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak,
7e pijdeme jednou doleva a pak pofad doprava), umistime ji do stromu namisto
mazaného vrcholu a v levém podstromu ji pak smazeme (coz uz umime, protoze
ma 1 nebo 0 synd). Program nasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;

{ Parametry stejné& jako Treelns }

var w:pvrchol;

begin

TreeDel := v;

if v=nil then exit prazdny strom }
else if x<v~.x then v~.1 := TreeDel(v~.l, x) { jeSté& hledame x }
else if x>v~.x then v~.r := TreeDel(v~.r, x)

~

else begin { nasli jsme }

if (v~.1=nil) and (v~.r=nil) then begin { maZeme list }
TreeDel := nil; dispose(v);

end else if v~.l=nil then begin { jen pravy syn }
TreeDel := v~.r; dispose(v);

end else if v~.r=nil then begin { jen levy }
TreeDel := v~.1l; dispose(v);

end else begin { ma oba syny }
w o= vl { hledame max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
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vT.x = w.x; { prohazujeme a maZeme ptvodni max(L)}
v~.1 := TreeDel(v~.1l, w".x);
end

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime pridavat nebo z néj
odebirat prvky, dopadne to takto:

e Delete 4 e

(5) (1)
e Delete 2 e e Delete 5 e
ONO @O ©

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h). Ale pozor, jejich pouzi-
vanim muze h nekontrolovatelné riist — sami zkuste najit néjaky priklad, kdy
h dosdhne az N.

Prochazeni stromu. Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vy-
psat, staci strom rekursivné projit a sama definice uspofadani hodnot ve stromu
nam zajisti, ze hodnoty vypiseme ve vzestupném poradi: nejdrive levy pod-
strom, pak kofen a pak podstrom pravy. Casové sloZitost je, jak se snadno
nahlédne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as vypisovanim kazdého prv-
ku a prvkt je pravé N. Program bude opét primocary:

procedure TreeShow(v:pvrchol);

begin

if v=nil then exit; { neni co d&lat }
TreeShow(v~.1);
writeln(v~.x);
TreeShow(v~.r);

end;

Vyvazené stromy. S bindrnimi stromy lze délat vselijaka kouzla a prakticky
vSechny stromové algoritmy maji spolecné to, ze jejich ¢asova slozitost je line-
arni v hloubce stromu. (Pravda, pravé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny
prvky rychleji nez linedrné s N opravdu nevypiSeme.) Jenze jak jsme vidéli,
neopatrnym insertovanim a deletovanim prvkid mohou snadno vznikat vselija-
ké degenerované stromy, které maji linearni hloubku. Abychom tomu zabranili,
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musime stromy vyvaZovat. To znamend definovat si néjaké Sikovné omezeni
na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy O(log N'). MozZnosti je mnoho, my uve-

Dokonale vyvizZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy
vrchol plati, Ze pocet vrchold v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse
o jednicku. Takové stromy kopiruji déleni na poloviny p¥i binarnim vyhledavani,
a proto (jak jsme jiz dokézali) maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im
se lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas ptilici algoritmus
zaokrouhloval polovinu vzdy doli, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi
neZ pravy. Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci pulicitho algoritmu da
dokonale vyvazeny BVS v linedrnim case vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel
se ale pfi Insertu a Deletu nedd v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy. Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyza-
dovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromii,
nybrz pouze jejich hloubky. Takovym stromim se ¥ikd AVL stromy a mohou
vypadat tfeba takto:

PN

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét
na predchozim obréazku, opa¢né to platit nemusi. To, Ze hloubka AVL stromt
je také logaritmicka, proto neni uplné ziejmé a zaslouZi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznaéme Ay nejmensi mozny pocet vrchold, jaky muze byt v AVL
stromu hloubky d. Snadno vyzkousSime, ze Ay =1, Ao =2, Az =4a Ay =7
(pfislusné minimalni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, ze
Ag =14 Ayg_1 + Agq_2, protoze kazdy minimalni strom hloubky d musi mit
kofen a 2 podstromy, které budou opét minimalni, protoze jinak bychom je
mohli vymeénit za minimélni a tim snizit pocet vrchol celého stromu. Navic
alespoii jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka
celého stromu nebyla d) a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu
muze mit d — 1 nebo d — 2, ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné
vrcholt).

Spocitat, kolik presné je A4, neni Gplné snadné. Nam vsak postaci dokazat,
7e Ag > 2%/2. To provedeme indukei: Pro d < 4 to plyne z ru¢né spocitanjch
hodnot. Prod > 4je Ag = 14+ Ag_1 + Ag_2 > 2(d=1)/2 4 9(d=2)/2 _ 9d/2
(2712 4 271y > 24/2 (soucet ¢isel v zavorce je = 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ay roste s d alespon exponenciilné, tedy ze Jc: Ag >
c?, ditkaz je u konce: Mame-li AVL strom 7' na N vrcholech, najdeme si nejmen-
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81 d takové, ze Ay < N. Hloubka stromu 7" muzZe byt maximalné d, protoze jinak
by T musel mit alespori Ag41 vrchold, ale to je vice nez N. A jelikoz Ay rostou
exponencialng, je d < log. N, ¢ili d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak provadét Insert a
Delete tak, strom ztstal vyvazeny. Nemuzeme si totiz dovolit strukturu stromu
meénit libovolné — stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K tomu
se nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych dokazeme,
Ze jsou korektni, a pak strukturu stromu meénit vzdy jen pomoci téchto operaci.
Budou to:

Rotace. Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu) nazve-
me jeho ,prekofenéni* za nékterého ze synu kotrene. Misto formalni definice

ukazme radéji obrazek:
(x) ()
0 o\ " /A e

Strom jsme prekorenili za vrchol y a prepojili jednotlivé podstromy tak,
aby byly vzhledem k = a y opét usporadané spravné (vSimnéte si, Ze je jen
jediny zpisob, jak to udélat). JelikoZ se tim okoli vrcholu y ,otocilo“ po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci
(tj. prekofenéni za pravého syna kotfene) se ¥ika rotace doleva a na naSem
obrazku odpovida pfechodu zprava doleva.

Dvojrotace. Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace
nad sebou lisici se smérem (tj. jednu levou a jednu pravou nebo opaé¢né). Tomu
se Tika dvojrotace a jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene
pripojeného ,cikcak“. Radéji opét predvedeme na obrazku:

@
o

Znaménka. Pii vyvaZovani se ndm bude hodit pamatovat si u kazdého vr-
cholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromi. Tomu budeme tikat zna-
ménko vrcholu a bude budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom
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hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive vrcholy se
znaménky znacit ®, © a ©.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu),
znaménka se zméni na opacnd (@ a © se prohodi, ® zistane). Toho budeme
Casto vyuzivat a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiSeme jenom jednu
s tim, Ze druhé se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcholu. To miizeme
zafidit budto tak, Ze si do zdznami popisujicich vrcholy stromu priddme jesté
ukazatele na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli nékudy pfijit z korene, a celou
cestu z kofene si zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme
vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu. Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popiso-
vali u obecnych vyhledavacich stromt, pfibude ndm ve stromu list. Pokud se
tim AVL vyvéZenost neporusila, sta¢i pouze opravit znaménka na cesté z no-
vého listu do kofene (vSude jinde ztistala zachovéana). Paklize porusila, musime
s tim néco provést, konkrétné ji sikovné zvolenymi rotacemi opravit. Popiseme
algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke kofeni a vSe potfebné zafidi:

Nejprve pridani listu samotné:

T GR

Pokud jsme ptidali list (bez jmy na obecnosti levy, jinak vyfesime zrcadlo-
vé) vrcholu se znaménkem @, zménime znaménko na © a posleme o patro vys
informaci o tom, ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
Pridali-li jsme list k @, zméni se na ® a hloubka podstromu se neméni, takze
miizeme skoncit.

Nyni rozebereme piipady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz
nam z néjakého podstromu piijde Sipka. Opét budeme predpokladat, ze prisla
zleva; pokud zprava, vyresime zrcadlové. Pokud pfisla do @ nebo @, oSetfime
to stejné jako pri pridani listu:

arolioe
Pokud ale vrchol x ma znaménko ©, nastanou potize: levy podstrom ma

ted hloubku o 2 vy$§i neZ pravy, takze musime rotovat. Proto se podivame
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o patro niz, jaké je znaménko vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou
rotaci provést. Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami
jsme prikreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznac¢ime jako h,
B musi mit hloubku A —1, protoze y je &, atd. Jen nesmime zapomenout, ze v x
jsme jesté © nepfepocitali (vede tam preci Sipka), takze ve skutecnosti je jeho
levy podstrom o 2 hladiny hlubsi neZ pravy (ptivodni hloubky jsme na obrazku
naznadili [v zavorkéach]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a celkova
hloubka se nezmeéni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako @:

Tehdy se podivdme jesté o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (Nemuze
se nam stat, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @®.) Hloubky
opét najdete na obrazku. Jelikoz z mize mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromi B a C budto h nebo h — 1, coz zna¢ime h~. Podle toho pak vyjdou
znaménka vrcholu z a y po rotaci. Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova
hloubka se neméni, takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyresime velmi snadno: vSimneme
si, ze nemtze nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ®.
(Kontrolni otazka: jak to, ze ® muZe nastat?)

vvvvvv

se da popsat par obrazky. Nejdiive opét rozebereme zakladni situace: odebirame
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list (BUNO levy) nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny
syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

FC &

Sipkou dolti zna¢ime, Ze o patro vys posilame informaci o tom, ze se hloubka
podstromu snizila o 1. Pokud 8Sipku dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime

to snadno:
- g 20 220 > §2+

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sSipku dostane @. Tehdy
se musime podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni
moznost je, ze opaény syn ma &®:

h+1
B

h h+1 h h

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu
se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat Sipku o patro vys.
Pokud by y byl ©:

h+1
B

h+1 h+1 h h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se
nezmeénila.
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Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, Ze by y byl &:

V tomto ptipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoZ y je typu
©), vrcholy = a y obdrzi znaménka v zavislosti na ptivodnim znaménku vrcholu
z a cely strom se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end. Jak pfi Insertu, tak pti Deletu se ndm podarilo strom upravit
tak, aby byl opét AVL stromem, a trvalo ndm to linedrné s hloubkou stromu
(koname konstantni praci na kazdé hladiné), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete
samotny. Jenze o AVL stromech jsme jiz dokédzali, Ze maji hloubku vzdy loga-
ritmickou, takze jak hledani, tak Insert a Delete zvladneme v logaritmickém
¢ase (vzhledem k aktudlnimu poétu prvki ve stromu).

Dalsi typy stromi. AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zptisob, jak za-
vést stromovou datovou strukturu s logaritmicky rychlymi operacemi. Dalsi
jsou tfeba:

e Cerveno-Cerné stromy — ty si misto znamének vrcholy barvi, kazdy je
budto ¢erveny nebo ¢erny a plati, Ze nikdy nejsou dva ¢ervené vrcholy
pod sebou a Ze na kazdé cesté z korene do listu je stejny pocet ¢ernych
vrcholi. Opét je hloubka stromu logaritmicka, po Insertu a Deletu
barvy opravujeme pfebarvovanim na cesté do kofene a rotovanim,
jen je potfeba rozebrat podstatné vice pfipadi nez u AVL strom.
(Za to jsme ale odménéni tim, ze nikdy nedéldme vice nez 2 rotace.)

e 2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame ulozenu jednu hodnotu, ny-
brz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nézev). Hloub-
ka opét logaritmickd, vyvazovani fesime pomoci spojovani a rozdélo-
vani vrcholt.

® Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz de-
finujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym vrcholem, vzdy si jej vy-
rotujeme do kofene a pokud to jde, preferujeme dvojrotace. Takové
operaci se fika Splay a daji se pomoci ni definovat operace ostat-
ni: Find hodnotu najde a poté na ni zavold Splay. Insert si necha
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vysplayovat pfedchiidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi pred-
chtidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
uvnitt pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude mit jen
jednoho syna a muzeme jim tedy nahradit mazany prvek v kofeni.
Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné dlouho, ale
d4 se o nich dokazat, Ze jejich amortizovand slozitost je vzdy O(log N).
Tim chceme fici, Ze provést ¢t po sobé jdoucich operaci zacinajicich
prazdnym stromem trva O(t - log N) (nékteré operace mohou byt
pomalejsi, ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jinych). To u vétsiny
pouziti staci — datovou strukturu obvykle pouzivate uvniti néjakého
algoritmu a zajimé vas, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady
— a navic je Splay stromy daleko snazsi naprogramovat nez néjaké
vyvazované stromy. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlast-
nosti: prizpusobuji svij tvar ¢etnostem hledani, takze casto hledané
prvky jsou pak bliz ke koreni, snadno se daji rozdélovat a spojovat
atd.

® Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem
(tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifadime vdhu, coz je ndhod-
né ¢islo z intervalu (0, 1). Strom pak udrzujeme uspofddany stromové
podle hodnot a haldové podle vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar
urcen jednozna¢né). Insert a Delete opravuji haldové uspotfadani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casova slozitost v primérném piipadé
je O(log N).

® BB-a stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym smérem: zvoli-
me si vhodné ¢islo o a vyzadujeme, aby se velikost podstromt kazdé-
ho vrcholu lisila maximalné a-krat (prazdné podstromy néjak oset-
fime, abychom nedélili nulou; dokonald vyvazenost odpovidd o = 1
[az na zaokrouhlovéni]). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat,
kolik vrchola obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a
Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do kofene a zkon-
trolujeme, jestli je strom jesté stale a-vyvazeny. Pokud ne, najde-
me nejvyssi misto, ve kterém se velikosti podstromu prilis lisi, a vse
od tohoto mista doli znovu vytvorime algoritmem na vyrobu do-
konale vyvazenych stromt. Ten, pravda, bézi v linedrnim case, ale
¢im vétsi podstrom prebudovavame, tim to délame méné casto, takze
vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.

Cvieni. Nékolik véci, které se do kuchaiky uZ nevesly, ale miiZete si je
zkusit vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy
2. jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy
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3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho naslednika, coz je
prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde pfedpokladejte, Ze ke kazdému
prvku méte ulozeny ukazatel na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a budete postupné
hledat néasledniky (i kdyz nalezeni néaslednika muze trvat az O(h),
v8imnéte si, ze projiti celého stromu pfes ndsledniky bude linedrni)

5. jak do vrchold stromu ukladat rtizné pomocné informace, jako tfeba
pocet vrchold v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace pii
operacich se stromem udrzovat (pfi Insertu, Deletu, rotaci)

6. Ze libovolny interval (a, b) 1ze rozlozit na logaritmicky mnoho inter-
valid odpovidajicich podstromtm

7. a ze zkombinovanim piedchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otaz-
ky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu“ v lo-
garitmickém case. . .

Nékolik poznamek na zavér.

® Pokud zaznamy muZeme jenom porovnavat, je binarni vyhledavani
nejlepsi mozné. Libovolné hledani zalozené na porovnavani lze totiz
popsat binarnim stromem a binarni strom s IV vrcholy musi mit vzdy
hloubku alespoii |log, N |.

e Pokud bychom ale predpokladali, Ze se zdznamy muzeme zachazet i
jinak, daji se nékteré operace provadét i v konstantnim ¢ase (alesponi
prumérné). K tomu se hodi napiiklad hashovdni, a to si popiSeme
v nékteré z kuchatek v pristim roéniku KSP. Jeho nevyhodou ovsem
je, ze udrzuje jenom mnozinu prvki, nikoliv usporadani na ni, takze
naptiklad nelze najit k zadanému prvku nejblizsi vyssi.

e Pokud bychom pfipustili, Ze se mohou vyskytnout dva stejné zazna-
my, budou stromy stale fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor
na to, co vSechno pfi operacich se stromem muZe nastat.

e Jakpak prisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle svych obje-
viteltl panti Adelsona-Velského a Landise.

® Rekurenci Ay =1+ Ag_1 + Ag_2, A1 =1, Ay = 2 pro velikosti mi-
niméalnich AVL stromf je samoziejmé mozné vytesit i pfesné. Zadné
prekvapeni se nekona, objevi se totiz stara znaméa Fibonacciho ¢isla:
An = Ln42 — 1.
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16-5-K Kuchaika paté série — vyhledavani slov v textu

V dnes$nim vydani kucharky se podivame na vyhledavani slov v textu. Nas
kol tentokrat zni: Mate seznam slov a hodné dlouhy text, vypiste vsechny
vyskyty téchto slov v textu. Ukadzeme si feSeni, kterému staci jeden prichod
textem a linedrni ¢as na predzpracovani slovniku.

Pro zacatek si zavedeme nékolik pojmu:

e M¢jme néjakou konecnou abecedu 3, tedy mnozinu vSech znaki. Klid-
né si predstavujte klasickou latinskou abecedu, ale mize to byt napft.
i mnozina {0, 1}.

® >* je mnozina vSech slov, kterd lze z nasi abecedy utvorit. To jsou
vSechny konecné posloupnosti znak z X.. Takové slovo muze tudiz byt
i posloupnost 01101. Slova budeme znacit feckymi pismenky a zvlast-
ni postaveni mezi nimi mé prdzdné slovo €.

® |a| pro a € ¥* je délka slova, tedy pocet jeho znaki.

® aff pro o, 3 € ¥* je zietézeni slov « a (3, tedy slovo, které vznikne
zapsanim slov « a § za sebe.

e ¥ je slovo vzniklé k-nasobnym zopakovanim slova v. Tedy 7° = ¢,
AL =

e Slovo a nazveme podslovem slova (3, pokud je « obsazeno v (3, ¢ili
pokud = yad pro néjaka slova v a §.

¢ Rekneme, Ze slovo a je prefizem slova, 3, pokud slovo 3 zaéina slovem
a, ¢ili 8 = ad pro néjaké slovo 4.

® Podobné « je suffizem slova (3, pokud S kon¢i slovem «, tedy 8 = da
pro néjaké slovo 4.

e Kazdé slovo je prefixem i suffixem sebe sama, takovému pre-/suffixu
fikame vlastni; vSsem ostatnim nevlastni.

e Vsimnéte si, ze prazdné slovo je podslovem, prefixem i suffixem kaz-
dého slova véetné prazdného slova.

Po tomto teoretickém tivodu se konecné zamyslime nad vlastnim vyhledava-
nim. Ponejprv si tilohu trochu zjednodusme a zkoumejme ptipad, kdy hledame
vSechny vyskyty jednoho slova o € £* o délce || = p v textu 8 € ¥*, |8] = n.
(Hledanému slovu se casto fikd jehla, textu kupka sena.)

Asi prvni algoritmus, ktery nés napadne, je prochéazet text 3 od zacatku az
do konce a pro kazdou pozici ¢ v textu zkontrolovat, zda na této pozici nezac¢ina
hledané slovo. Tak pro kazdou pozici provedeme az p porovnani znaku, ¢ili
celkem az np porovnani. To neni nic pékného, zkusme to lépe.

Vsimnéme si, ze porovnavani slova s textem miize skoncit dvéma zptisoby.
Bud zjistime, Ze se slovo s textem shoduje celé, nebo najdeme v textu znak,
ktery ve slové neni. Tehdy nestaci pokracovat novym vyhleddvanim od mista,
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kde jsme skoncili: napf. pro slovo instinkt a text instinstinkt by algoritmus
u druhého s zjistil, ze se text lisi, a pokud by pokracoval déle, jiz by nenalezl
skute¢ny vyskyt slova. Proto se vzdy musime vratit o kousek zpét, v pfedchozim
algoritmu jsme se vraceli vzdy tésné za misto, kde se text zacal se slovem
shodovat.

Na druhou stranu, kdyz se takto vratime, zacneme znovu zpracovavat text,
ktery uz jsme jednou cetli, takze je vlastné pfedem déno, jak to dopadne. Pojd-
me toho vyuzit. Rikejme stavy prefixtim slova a. Pro kazdou pozici i v textu si
ozna¢me r[i] nejdelsi stav, ktery je obsazen v textu tak, Zze v ném konéi na po-
zici i (nebo vezméme nejdelsi suffix prvnich ¢ znaki textu, ktery je stavem —
to je totéz). Posuneme-li se v textu o pozici dale, dalsi znak g[i + 1] bud pro-
dlouzi prefix r[i], a tim urcité ziskdme novy nejdelsi stav r[i + 1] (rozmyslete
si, Ze nemize existovat delsi), nebo uZ prefix neni mozné prodlouzit, a tehdy
budeme muset najit jiny. Nahlédnéme ale, Zze useknutim posledniho pismenka
stavu ziskdme zase stav, takze useknutim posledniho pismenka stavu r[i + 1]
ziskdme néjaky suffix stavu r[i]. Nase r[i+1] tedy vznikne prodlouzenim co moz-
né nejdelsiho suffixu stavu r[i] o pismenko S[i + 1] (nékteré suffixy prodlouzit
nejdou, vezméme nejdelsi, ktery jde). Pro predchozi priklad a prefix instin to
bude suffix in.

Jelikoz novy stav ziskdme ze suffixii predchoziho stavu, nemusime védét
vibec nic o predchazejicich pismenech textu. Posta¢i ndm predpocitat si pro
kazdy stav o jeho nejdelsi vlastni suffix, ktery je také stavem — ten si oznacime
f(o) a funkci f budeme Fikat zpétnd funkce. Piechod od r[i] k r[i + 1] budeme
provadét tak, Ze zkusime r[i] prodlouzit o znak g[i + 1] a kdyZ to neptjde,
zkratime si r[i] pomoci zpétné funkce a opét zkusime pfidat tentyz znak, pokud
to stale nejde, zkracujeme dal opétovnym zavolanim zpétné funkce, dokud se
nam prodlouzeni nezdafi nebo dokud nedostaneme prazdné slovo.

KdyZ navic béhem vypoétu narazime na ¢, pro které je r[i] = «, ohlasime
vyskyt slova a.

Aby se nam se stavy v programu pohodlné pracovalo, ocislujeme si je —
j-ty stav bude prefixem slova « o délce j. Zpétna funkce pak bude pfifazovat
¢islim c¢isla, takze si ji mizeme pamatovat v oby¢ejném jednorozmérném poli.

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to mé celé ¢asovou slozitost? Jak spoci-
tat zpétnou funkci? Poperme se nejdiive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho
textu mohou nastat dva pripady: Bud znak rozsifuje aktuélni prefix, nebo mu-
sime pouzit zpétnou funkci. Prvni pfipad ma jasné konstantni slozitost, druhy
je horsi, nebot zpétna funkce miize byt pro jeden znak voldna az p-krat. Pri
kazdém volani vSak klesne délka aktualniho stavu alespori o jedna, zatimco
kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady miize byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouzeni, ¢ili kolik jsme
precetli znakt textu. Celkem je tedy pocet kroka linearni v délce textu.
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Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. Vsimnéte si, ze f (i) je
presné stav, do néjz se dostaneme pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu
na fetézec «[2...1], ¢ili na i-ty prefix bez prvniho pismenka. Pro¢ to tak je?
Zpétna funkce fika, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného stavu, ktery je také
stavem, zatimco r[i] oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé
véci se preci lisi jen v tom, Ze ta druhd pfipousti i nevlastni suffixy, a praveé
tomu zabranime odstranénim prvniho znaku. TakZe f ziskdme tak, Ze spustime
vyhledavani na ¢ast samotného slova w. Jenze k vyhledavani zase potiebujeme
funkci f. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret postupné od nej-
krat$ich prefixt. Zfejmé f(1) = e. Pokud jiz méme f(i), pak vypocet f(i + 1)
odpovida spusténi automatu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od za-
¢atku — (¢ + 1)-ni prefix je pfeci prodlouZenim i-tého prefixu o jeden znak.
Staci tedy spustit algoritmus na cely Fetézec a[2...p| a sledovat, jakymi stavy
bude prochézet, a to budou piesné hodnoty zpétné funkce. Vytvoreni zpétné
funkce se nam tak nakonec zredukovalo na jediné vyhledavani v textu o délce
p — 1, a proto pobézi v ¢ase O(p). Casova slozitost celého algoritmu tedy bude
O(n + p). Doddme uZ jen, Ze tento algoritmus poprvé popsali panové Knu-
th, Morris a Pratt a na jejich pocest se mu fikda KMP. Naprogramovany bude
vypadat nésledovné (¢teni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[1..P] of Char; { jehla }
Text: array[1..N] of Char; { seno }
F: array[1..MaxS] of Integer; { zpétna fce }

function Krok(I: Integer; C: Char): Integer;

begin
if (I"< P) and (Slovo[I+1] = C) then Krok := I"+ 1
else if I™> O then Krok := Krok(F[I], C)
else Krok := 0;

end;
var I, R: Integer; { pomocné promé&nné }
begin { konstrukce zp&tné funkce }
F[1]:= 0;
for I:= 2 to P do F[I]:= Krok(F[I-1], Slovol[Il);
R:= 0; { prochézeni textu }
for I:= 1 to N do begin

R:= Krok(R, Text[I]);
if R = P then writeln(I);
end;
end.
Tento algoritmus muZzeme také formalné popsat pomoci automatii:
Konecny automat nad abecedou X si miizeme predstavit jako stroj, kterému
déme slovo ze ¥* a on ho bud odmitne nebo pfijme. V pritbéhu prace je vzdy
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v pravé jednom stavu z néjaké pevné mnoziny stavi. Slovo zpracovava po jed-
notlivych znacich a podle pfecteného znaku se rozhodne, do jakého stavu prejde.
K tomu slouzi prechodovd funkce g, kterd dvojicim (aktudini stav, novy znak)
prifazuje nové stavy. Pokud vstupni slovo dojde, automat podle toho, v jakém
stavu se pravé nachazi, odpovi, Ze je slovo pfijato nebo odmitnuto.

Kone¢ny automat formélné nadefinujeme jako ¢tvetici (Q, g, qo, F'), kde:

® () je koneCnd mnozina stavi automatu;

e g:Q XX — Q je prechodovd funkce, kterd pro dany stav automatu
a znak na vstupu fekne, do jakého stavu ma automat prejit;

® o € Q je poldtecni stav, v némz je automat na pocatku vypoctu;
e F' C @ je mnozina pfijimacich stavi.
Vypocte koneéného automatu pak probihéd nasledovné:

1. Nastav aktualni stav sg na pocateéni stav qq.
2. Postupné ¢ti znaky z[i] ze vstupu a po precteni kazdého piejdi ze stavu s;_1
do stavu s; = g(s;—1, [i]).
3. Pokud skon¢is v pfijimacim stavu (s, € F)), pak slovo pfijmi.
Piiklad: Méjme automat nad abecedou ¥ = {0, 1} se tfemi stavy ;... ss,
pocateénim stavem gy = s1, jednim pfijimacim stavem F' = {s5} a pfechodovou
funkci g dle tabulky:

9(8170)283 g(82a1):S3
g(s1,1) =52 g(s3,0) = s3
g(s2,0) =51 g(s3,1) = s3.

Tento automat ptijima praveé slova ve tvaru (10)*, k > 0, tedy napt. 101010
a prazdné slovo prijme, zatimco 1010101 odmitne.

Konecéné automaty docela dobfe popisuji chod naseho algoritmu — ten také
zpracovava text po znacich a prechazi podle pravé precteného znaku mezi stavy.
Jsou zde ale jesté nékteré rozdily: pfedné KMP neodpovidd ano/ne, ale hldsi
jednotlivé vyskyty. K tomu mizeme automat upravit naptiklad tak, Ze mnozinu
prijimacich stavi bude pouzivat nejen na konci vstupu, ale v kazdém kroku.
Druhé odlisnost tkvi v tom, Ze pfechodova funkce KMP (ta odpovidé prodluzo-
vani prefixu o dalsi pismeno) neni definovana v§ude. Tam, kde definovéna neni,
nastupuje misto ni zpétna funkce, kterd nas presouva mezi stavy tak dlouho,
neZ prechodova funkce definovéna je.

Tomuto rozsifeni se obvykle fika vyhleddvaci automat a definuje se jako
pétice (Qa 9, f7 qo0, OUt)7 kde:

® () je koneCnd mnozina stavi automatu;

e g:Q xX — Q je prechodovd funkce, kteréd je definovana pouze pro
nékteré dvojice (stav, znak);
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e f: Q — Q je zpétnad funkce, kterd ik, do jakého stavu se ma
automat pfesunout, pokud piechodova funkce neni definovana;

® g0 € @ je pocdteéni stav, v némz se automat nachazi na zacatku
vypoctu;

® out : QQ — P(X*) je vystupni funkce, kterd kazdému stavu pfifazu-
je, jaky se v ném ma ohlasit vystup, coz bude mnozina nalezenych
slov. (V ptipadé KMP byla vzdy budto prazdna nebo jednoslovna,
aZ budeme za chvili hledat vice slov, bude bohatsi.)

Vypocet vyhledavaciho automatu pak probiha nasledovneé:

1. Nastav aktualni stav s na pocatecni stav qq.
2. Pro kazdy znak ¢ = z[i] vstupniho textu proved:
3. Dokud je g(s,c) nedefinovand, piejdi zpét do stavu s — f(s).
4. Ptejdi do nového stavu s < g(s, c).
5. Vypis vSechna slova z out(s).
Jesté dopliime, Ze aby se algoritmus vzdy zastavil, musi byt g(qo,c) defi-
novano pro kazdy znak ¢ € X, obvykle opét jako qg.
Pfiklad: Pro slovo instinkt by vyhledavaci automat vypadal takto (zpét-
nou funkei jsme kreslili pouze tam, kde nevede do stavu 0):

L n s e i ko t
@oweeee

Nyni algoritmus KMP rozsifime, aby umél hledat vice slov. Méjme slov-
nik K, coz je kone¢na mnozina slov nad abecedou X, a prohledavany text (.
Vytvorime vyhledavaci automat, jehoz vystupem bude vypis nalezenych slov
a jejich pozic v textu. Jeho stavy budou odpovidat prefixim vsech slov ze slov-
niku a odislujeme si je pfirozenymi cisly, pocatecni stav gg = 0 bude odpovi-
dat prazdnému prefixu. Vystupni funkce out pro prefix o ohlasi vSechna slova
ze slovniku, ktera jsou suffixem slova a.

Priklad: Jak takovy vyhleddvaci automat muze vypadat, si ukdzeme pro
latinskou abecedu a slovnik

K = {potopa, op, ota,otop}.
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Rovnymi ¢arami je zobrazena pirechodova funkce, kroucenymi zpétna funk-
ce. Nejsou zakresleny Sipky do 0 u pfechodové ani u zpétné funkce. Vystupni
funkce je dana nasledujici tabulkou:

out(5) = {otop, op} out(10) = {ota}
out(6) = {potopa} out(12) = {otop, op}
out(8) = {op} out(ostatni) = (.

Vyhledavani pomoci tohoto automatu bude probihat stejné jako u KMP,
r[i] opét bude nejdelsi stav, na ktery konéi pravé prectend ¢ast textu, slozitost
vyhledavani bude opét O(n) aZz na vypisovani vyskytd, které pobézi v case
O(pocet vyskyti), coz mize byt vice nez linearné, ale lépe to urcité nejde.

Pro poradek dokazeme, ze automat doopravdy vyhledava vsechny vyskyty:
(i) Kazdé slovo, které ozndmime jako nalezené, se v textu opravdu vyskytuje
(r[é] se v textu vyskytuje podle své definice a vSechna ozndmend slova jsou
suffixy r[i]). (ii) VSechny vyskyty opravdu ozndmime. Pokud se na pozici 4
vyskytuje slovo a € K, pak je zajisté a jednim ze stavii, na néz §[1... K] kon¢i
a r[i] musi byt budto tento stav nebo néjaky jesté delsi, jehoZ je a suffixem.

Ted se podivame na to, jak vyhledavaci automat pro dany slovnik sestrojit.
Provedeme to ve dvou krocich. Nejprve sestrojime mnozinu stava @, precho-
dovou funkci g a ¢asteCnou vystupni funkci 0. Ve druhém kroku vytvorime
zpétnou funkci f a rozs$ifime o na vystupni funkci out.

V prvnim kroku zalozime pocatecni stav 0, postupné projdeme cely slov-
nik K a kazdé slovo o ze slovniku do automatu pfidame. To provedeme tak,
7e za¢neme ve stavu 0 a pustime automat na o. Jakmile ale v nékterém stavu s
pro znak o[i] nebude pfechodova funkce definovdna, pfiddme novy stav ¢, na-
stavime pfechodovou funkci g(s, oi]) = ¢, pfejdeme do stavu ¢ a pokracujeme.
Tim v linedrnim Case vytvorime strom stavi. Pokazdé, kdyz dojdeme na konec
slova, nastavime také ¢aste¢nou vystupni funkci o(q) na {o}.

PopisSeme tuto ¢ast formalné:

1. Zaéni s mnozinou stavi @ < {0}.
2. Pro kazdé slovo o ze slovniku K proved kroky 3-7:

3. Nastav aktualni stav s na 0.

4. Pro kazdé pismeno oli] slova o proved 5-6:

5. Pokud je g(s, o[i]) nedefinované, zaloz novy stav ¢, nastav Q «— QU{q}
a poloz g(s, o[i]) < q.

6. Piejdi do nového stavu: s «— g(s, o[i]).

7. Nadefinuj ¢dste¢nou vystupni funkei: o(s) — {o}.

Zpétnou funkci vytvofime podobné jako pro jedno slovo tak, Ze pustime
jesté nehotovy automat na ¢ast vyhledavaného slova. Opét chceme vyuzit to-
ho, ze je funkce definovana pro vSechna kratsi slova. Vezméme si nas priklad.
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Pii pfiddvéani slova potopa bychom nastavili f(1) = 0, f(2) = 7, f(3) =9,
ale u druhého o bychom chtéli pouZit zpétnou funkci f(9), kterd jesté neni
definované. Proto budeme postupovat pro vSechna slova ze slovniku soucasné
v poradi podle rostouci vzdalenosti od stavu 0.

Jesté vyfesime vystupni funkci. Ozna¢me o(s) slovo, jehoz cesta vede do
stavu s. Pokud pro stav s plati f(s) = 0, znamend to, Ze neexistuje zadny ne-
vlastni (neprazdny) suffix, ktery by byl prefixem nékterého ze slov ve slovniku.
Proto v tomto stavu muiize skoncit pouze slovo o(s). Nastavime out(s) = o(s).
Pokud f(s) # 0 konéi v tomto stavu také vsechna slova, které jsou suffixem
slova o(s). Tehdy je out(s) = o(s) U out(f(s)).

Opét formalné:

1. Zaloz frontu F, zatim prazdnou.
2. Nastav f(0) < 0 a out(0) < 0.
3. Pro kazdy znak ¢ € ¥ proved nésledujici krok:
4. Pokud je stav s « ¢(0,c¢) # 0 pak nastav f(s) < 0, out(s) < o(s)
a zafad s na konec fronty F.
5. Dokud je néjaky stav ve fronté, provadéj nasledujici:
6. Odeber prvni stav r z fronty F.
7.  Pro kazdy znak ¢ € ¥*, pokud je g(r,c) # 0, proved:
8 Ozna¢ s — f(r). Dokud g(s,c) =0, zvol s — f(s).
9 Nastav f(s) < g(s,c).
10. Nastav out(s) < o(s) U out(f(s)).
11. Zaiad s na konec fronty F.

Aby algoritmus fungoval rychle, musime zvolit Sikovnou reprezentaci vy-
stupni funkce. Kdyby si kazdy stav pamatoval svou vlastni mnozinu, mohly by
tyto mnoziny dohromady byt vic nez linedrné velké (zkuste vymyslet pfiklad
slovniku, pro ktery tomu tak je) a museli bychom se vzdat nadéje, Ze stihne-
me automat zkonstruovat v linedrnim case. Proto pouzijeme trik: vSimneme si,
Ze out(s) je pro kazdy stav budto rovna out(f(s)) nebo se od ni lisi pfidanim
slova o(s). Staéi si proto pamatovat o(s) a jesté néjakou funkei z(s), kterd rek-
ne, ve kterém stavu mame najit zbytek mnoziny out(s). Krok 9 proto upravime
takto:

9. Pokud je o(f(s)) = 0, poloz z(s) « z(f(s)), jinak z(s) < f(s).

Podobné upravime vypisovani nalezenych slov: vypiSeme o(s) a pokud je
z(s) # 0, pokracujeme ve vypisovani ve stavu z(s).

Jesté se zamysleme nad ¢asovou slozitosti. Ozna¢me P velikost celého slov-
niku. Prvni ¢ast algoritmu provede maximélné O(P) krokt, pokud povazujeme
velikost abecedy za konstantu. Ve druhé fazi se kazdy stav dostane do fronty
praveé jednou, takze vSe je linedrni az na prichody zpétnou funkci. Muzeme si
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ale vSimnout, ze podobné jako u KMP i zde vlastné spoustime vyhledavaci au-
tomat na vSechna hledana slova bez prvniho pismene, az na to, Ze misto jedno
po druhém je zpracovavame na pieskacku a Ze spoleéné ¢asti vypoétl (nez se
strom rozvétvi) pocitdme jen jednou. Celkem to tedy bude trvat nejvyse tolik,
kolik vyhledani v8ech slov dohromady, coz je O(P).

Celkové tedy vyhleddvaci algoritmus bézi v ¢ase O(P + n + v), kde n je
délka textu, P celkova velikost slovniku a v pocet nalezenych vyskyta. Na za-
vér dodejme, Ze tento algoritmus vymysleli pan Aho a pani McCorasickova,
a predvedme program:

var
N: Integer; { délka textu }
W: Integer; { po&et slov}

Slova: array[1l..MaxW, 1..MaxK] of Char;
Delky: arrayl[1..MaxW] of Integer;
Text: array[1..MaxN] of Char;

Q: Integer; { pocet stavi }

g: array[1l..MaxQ, Char] of Integer; { pfechodova a zpé&tna funkce: }
f: array[0..MaxQ] of Integer;

o: array[0..MaxQ] of Integer; { obé casti vystupni funkce: }
z: array[0..MaxQ] of Integer;

procedure NulujStav(State: Integer);
var C: Char;
begin
o[Statel]:= 0;
for C:= #0 to #255 do
glState, Cl:= 0;
end;

function Krok(S: Integer; C: Char): Integer;
begin
while (S™> 0) and (g[S, C] = 0) do S:= f[S];
Krok:= g[S, CI;
end;

var
S, I, J, L: Integer;
C: Char;
FI, FC: Integer;
Fronta: array[1l..MaxQ] of Integer;
begin
Q:= 0; { vlozime vSechna slova }
NulujStav(Q);
for I:= 1 to W do begin
S:= 0;
for J:= 1 to Delky[I] do begin
if g[S, Sloval[I, J]] = O then begin
Q:=Q + 1;
NulujStav(Q);
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g[S, SlovalI, J1]:= Q;

end;

S:= g[S, SlovalI, J1];
end;
o[S]:= I;

end;

£f[0]:= 0; z[0]:= O;
FC:= 1; FI:= 1;
Fronta[FC]:= 0;
while FI <= FC do begin
for C:= #0 to #255 do
if g[Frontal[FI], C] <> O then
S:= gl[FrontalFI], CI;
I:= Krok(f[Frontal[FI]], C);
if Fronta[FI] = O then f[S]
else f[S]
if o[f[S]] <> O then z[S]:=
else z[S]:

FC:= FC + 1;
Frontal[FC]:= S;
end;
FI:= FI + 1;
end;

:= 1 to N do begin
Krok(S, Text[I]);
L:=S;
while L <> 0 do begin

if o[L] <> O then begin
write(I, ’: ?);

w0
]
I H o

for J:= 1 to Delkyl[o[L]] do write(Slovalol[Ll, JI);

writeln;
end;
L:= z[L];
end;
end;
end.

16-5-K

{ zkonstruujeme zpé&tnou a vystupni fci }

begin

=0
= I

£[s]
z[£[S]1];

{ hledame }

{ hlasime vyskyty }
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Vzorova reseni

18-1-1 Dimenze X Zbyneék Falt

Roboti se v naprosté vétsiné doslych feseni $tastné shledali. Ne vzdy v8ak
po setkani doslo ke znideni Dimenze X, nebot obcas jim hledani trvalo tak
dlouho, zZe se jejich zasoba plutonia rozpadla az na bismut, ktery se k vybuchu
jiz tolik nemél.

Dosla feseni 1ze rozdélit na dvé zhruba stejné velké skupiny. V prvni pro-
hledavali roboti své okoli do stale se zvétsujici vzdalenosti a kdyz narazili na
hromadu $rotu toho druhého, tak na né&j bud pockali, nebo v lepSim p¥ipa-
dé mu sli naproti. Myslenka je to spravna, bohuzel implementace pokulhava-
la. Vétsina zvétsovala amplitudu prohledavani o konstantu, coz dava slozZitost
O(N?). Pouze mensina amplitudu zvétsovala konstantnekrat, éehoz vysledkem
je pro Dimenzi X nepiiznivéjsi slozitost O(N).

Druhé skupina fesila kol tak, ze vyslala roboty nizsi rychlosti libovolnym
smérem. Jeden z robott tak zékonité musel narazit na hromadu druhého z ro-
bott, coz pochopil jako povel zrychlit na plnou rychlost a dohnat tak robota,
ktery se nerusené vzdaloval stale nizkou rychlosti. Myslenka je to opét spravna,
bohuzel i tentokrat nebyla implementace vzdy v poradku. Vétsina totiz Fesila
snizeni rychlosti tak, ze robot délal mezi posuny pauzu. V zadani vSak bylo, ze
robot umi udélat v jednom kroku pouze posun o 1 metr na sever nebo na jih
(o zastaveni tam fe¢ nebyla). Resitelné to vSak je. Naptiklad udélat dva posuny
jednim smérem a jeden posun zpét, atd. Obecné je ale jakékoliv Feseni zaloZzené
na této myslence v ¢ase O(N).

Vsechny algoritmy si vystacily s maximalné 3 proménnymi, coz dava vel-
mi pfiznivou pamétovou slozitost O(1). Bohuzel pamétovy obvod nemusel mit
poruchou omezenou pouze kapacitu, ale i spolehlivost uchovavani informaci
a proto byla nejcennéjsi feseni ta, které si kromé ukazatele pozice v programu
nemusela pamatovat viibec nic.

Abych byl konkrétni, tak uvadim piiklad moZného postupu, ktery pracuje
v ¢ase O(N), nepotfebuje zadné pomocné proménné a za které bylo mozné
ziskat plny pocet bodu:

{ posun na sever niz3i rychlosti dokud nenajdu druhou hromadu }

repeat

Posun_Na_Sever; Posun_Na_Sever; Posun_Na_Jih;
until Stojim_Na_Hromadé;

{ narazil jsem na hromadu druhého robota => zrychlim a doZenu ho }

while true do
Posun_Na_Sever;
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18-1-2 Urad Jan Bulanek

U mnoha FeSitelit byla znat veelku opravnéna zast vici tfednimu simlovi,
jez mnohdy vyustila v zdkefné chyby, které mély znemoznit dalsi bujeni by-
rokracie. Ve snaze znemozniti kontrolorovi jejich odhaleni je duvtipné skryvali
v mofi rekurze a zaplavé cyklu. Néktefi z vas se dokonce uchylili k zakeiné finté
znamé jako vypousténi komentaia a popisi feseni. Kvileni kontrolori a otazky
proc¢ to délas? a jak to funguje?, budiz jim odménou za dobfe odvedenou praci.
Ale zpét k uloze.

Jak vétsina z vas spravné poznala, pouzijeme zasobnik. Pokud ze vstupu
nacteme oteviraci zavorku, pak ji ulozime na zasobnik. Na vrcholu zasobniku
tak bude vzdy posledni nesparovana oteviraci zavorka O. Pokud nactu zaviraci
zéavorku Z, mohou nastat tyto tfi situace:

1) Barvy si odpovidaji. Pak je vSe v pofadku. Navic je tato zdvorka
pouzitd a uz nikdy ji nebudu potifebovat. Mizeme ji tedy zezasobniku
odebrat.

2) Barvy si neodpovidaji. Takové uzdvorkovani nemutze byt spravné,
protoze O muze byt uzaviena az za Z. Zaroven ale i oteviraci za-
vorka pro Z se mize nachéazet jediné pied O. Tim by se nam zkiizily
dva Sanony a to je chybné.

3) V zasobniku nic neni. Velmi ¢asto opomijend moznost nam fiké, ze
nalevo od uzaviraci zavorky neni zddna nepouzita oteviraci zavorka.
V tomto pfipadé samoziejmé konCime s vypisem ,ne“.

Pokud program dojde na konec vstupu, tak zjisti, zda je zasobnik prazdny.
Pokud ano, tak to znamena, ze vSechny oteviraci zavorky byly zavieny a uzavor-
kovani je korektni. V opa¢ném pfipadé jsme néco neuzavteli a konc¢ime s ,ne“.
Casové slozitost je stejné jako pamétova O(N), s kazdym prvkem provedeme
konstantni pocet operaci a prvki v pomocném poli je nejvyse N/2.

Neéktefi z vas zbyteéné nacitali vstupni data do pole, i kdyz to nebylo
nutné. Nastésti pro né si tim asymptotickou slozitost nezhorsili. Za chybéjici
nebo Spatné popisy, odhady slozitosti a hlavné zd@vodnéni spravnosti se dle
miry provinéni daly dohromady ztratit az dva body. Pokud se v programu
vyskytla chyba, kterd zputsobila nefunkénost programu, tak jsem strhaval dle
nefunkénosti az 4 body, podobné pro pomalé (typicky O(N?)) feseni dochézelo
ke srazkam tmérnym pomalosti.

program Kontrolor;

const MAX_N=1000;

var K,N:integer;
vstup,akt:integer;
zasobnik:array[1..MAX_N] of integer;
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begin
writeln(’zadej pocéet barev: ’); readln(K) ;
writeln(’zadej polet Sanondi: ’); readln(N);
akt:=1; zasobnik[1]:=0; { trik, aby zasobnik nikdy nebyl prazdny }
if (N mod 2=1) then N:=-1; { oSetfeni lichého poé&tu Sanont}

while(N>0)do begin
writeln(’zadej barvu Sanonu: ’);
readln(vstup);
if (vstup>0) then begin { pfidava novy Sanon do zasobniku}
akt:=akt+1;
zasobnik [akt] :=vstup;

end else begin { uzavira sanon}
if (zasobnik[akt]=-vstup) then akt:=akt-1 { uzavird se spravny }
else N:=-1; { neuzavira se spravny, konec a odpovéd ne }
end;
N:=N-1;
end;
if (N<>0) then writeln(’ne’)
else writeln(’ano’); { jinak je vstup bez chyby}
end.
18-1-3 Kerik Jana Kravalova

Velka listeckova zranice skoncila ve vétsiné pripadu dle libosti nenasytné pi-
dalky. Kdo uz jednou vymyslel ten spravny vypocet pohybu housenky, neudélal
uz vétsinou zadnou chybu, takze bodové zisky od spokojené nadladbnuté zizal-
ky byly hojné. Zbytek fesitelt se vice ¢i méné Gspésné snazil spoustét z kazdého
vyznacného bodu prohledavani do hloubky, pfipadné generovat vSechny mozné
dvojice vyznaénych boda (déle je budeme v souladu s grafovou teorii nazyvat
vrcholy), za coZ zaplatil zvySenim ¢asové slozitosti. Takova FeSeni pak ziskala
maximalné 5 boda. Jak tedy nakrmit zravou housenku v linearnim case?

Nejprve je tieba si ujasnit, jaky typ grafu nas kefik vlastné je. Vime, ze
se jedna o obecny strom s neorientovanymi hranami. Nékteri predpokladali,
7ze mame dan zakofenény strom s hranami orientovanymi a snazili se hledat
vrchol, do néjz nevede zadna hrana, aby z néj pak vesele zacali pocitat. Nikdo
ale nefikal, Ze graf ma hrany orientované, pravé naopak, logicky hrany musi
byt obousmérné. Navic nam nikdo nedal zaruku, ze takovy vrchol, ze kterého
nevede zadna hrana, je pravé jeden!

Méjme tedy nas obecny neorientovany strom. Tento strom si ,,zakofenime*,
¢ili jeden vrchol prohlasime za koren, jeho sousedy za jeho syny, jejich sousedy
za syny synti, atd. Uvidime, ze nas algoritmus tim nijak neposkodime, délame to
jenom proto, abychom si vSe mohli 1épe predstavit. Navic uvidime, Ze kofenem
muze byt libovolny vrchol.

Jisté mi budete vérit, ze nejvyzivnéjsi cesta musi zac¢inat a koncéit v listu,
to jest ve vrcholu stupné jedna. Kdyby tomu tak nebylo a cesta by koncila
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v néjakém vrcholu stupné > 1, pak bychom cestu mohli z tohoto vrcholu jesté
prodlouzit az do néjakého listu.

Dobfte, ale pak cesta musi vypadat tak, ze zacina v néjakém listu, pak miri
nahoru smérem ke koteni, dorazi do néjakého vrcholu, ve kterém se jakoby lame
a mifi zase dold az do néjakého jiného listu a skondi.

Predstavme si, Ze se nachizime v néjakém vrcholu v a chtéli bychom védét,
jaka nejlepsi cesta pfes néj prochazi, ¢ili lame se v ném. Hodilo by se nam,
kdybychom u kazdého jeho syna méli spocitano, jaka nejlepsi cesta vede od
néjakého listu v jeho podstromé az do néj. Pak bychom si ze vSech synt vrcholu
v vybrali ty dva nejvyhodnéjsi, seCetli jejich hodnoty, pficetli bychom pocet
listeck ve vrcholu v a kyzenou vyzivnost cesty lamajici se ve vrcholu v bychom
znali. Je pro nas tézké spocitat tyto hodnoty u vsech synti? Kdepak, udélame
to uplné stejnym zpusobem, tedy rekurzi.

Algoritmus tedy funguje tak, Ze pro kazdicky vrchol ve stromé spocitdme
dvé hodnoty: Jak vyhodn4 cesta se v ném lame (tuto informaci ziskdme rekur-
zivnim voldnim synti) a jaka nejlepsi cesta vedouci z néjakého listu v nékterém
z jeho podstromii v ném konéi (tuto informaci pfeddme nahoru jeho otci).

Nakonec staci projit vSechny vrcholy a najit ten s nejvyssi hodnotou 1a-
majici se cesty a z néj pak spustit vypis na obé strany. Samoziejmé, ze jed-
na strana nemusi existovat, to napfiklad kdyz méa strom tvar cesty (napf.
1—-2->3-—4).

Jak rychla je tato rekurze? Do kazdého vrcholu pfijdu jenom jednou, te-
dy O(N), a na kazdou hranu se podivam také jenom jednou, tedy O(M). My
ale vime, Ze pracujeme se stromem, tedy pro néj plati, ze M = N — 1, takze
sloZitost rekurze je opravdu O(N). Nacteni hodnot, zévéreéné vyhledani nej-
vyhodnéjsiho vrcholu a vypis cesty ndm téz trva O(N). Pamétova slozitost je
pri reprezentaci seznamem sousedu také linearni.

Program Kerik;
const MaxN=100;

var Hrany: array[1..MaxN] of integer; { reprezentace grafu seznamem sousedd }
Vrcholy: array[l..MaxN+1] of integer;
Listky: array[1..MaxN] of integer; { pocet listkid v daném vrcholu }
NejCesta: array[1l..MaxN] of integer; { nejlepsi cesta z listu do vrcholu }

N,max_cesta, max_vrchol, max_synl, max_syn2: integer;

procedure Ohodnot(v,o:integer); { najde vrchol, kde se lame nej. cesta }

var maxl,max2,p_max_synl,p_max_syn2,i: integer;
begin

max1:=0; max2:=0; p_max_synl:=-1; p_max_syn2:=-1;{ hledéme 2 nej. podstromy }

for i:=Vrcholy[v] to Vrcholy[v+1]-1 do { ohodnot vSechny podstromy vrcholu v }

if Hrany[il<>o then begin { nebudeme se vracet zpatky }

Ohodnot (Hrany [i],v) ; { zjisti vyZivnost cesty kon&ici v synu }

if NejCesta[Hrany[i]]>=max1l then begin { zatim nej. syn }

max2:=max1l; maxl:=NejCesta[Hrany[il];
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p_max_syn2:=p_max_synl; p_max_synl:=Hrany[i];

end else if NejCesta[Hrany[i]]>=max2 then begin { zatim 2. nej. syn }
max2:=NejCesta[Hrany[i]]; p_max_syn2:=Hrany[i];
end;
end;
NejCestal[v] := Listky[v] + maxl; { nej. cesta z n&jakého listu kon&ici zde }
if Listky[v] + maxl + max2 > max_cesta then begin { méme lep3i cestu }
max_cesta:=Listky[v] + maxl + max2;
max_vrchol:=v; max_synl:=p_max_synl; max_syn2:=p_max_syn2;
end;
end;
procedure Vypis(v,o,smer:integer);
var i,max,max_syn:integer;
begin
if smer = 1 then write(v,’ ’); { jdeme z vrcholu dold, chceme prefix }
max:=-1;
for i:=Vrcholy[v] to Vrcholy[v+1]-1 do begin { najdeme nejlepsiho syna }
if (Hrany[i]<>o) and (NejCesta[Hrany[i]]>max) then begin
max:=NejCesta[Hrany[i]]; max_syn:=Hrany[i];
end;
end;
if max<>-1 then Vypis(max_syn,v,smer); { pokud existuje, vypiSeme jej }
if smer = -1 then write(v,’ ’); { jdeme zespoda nahoru, chceme postfix }
end;
begin
{ Zde se nacitaji data... }
if N = 0 then begin
writeln(’Chudinka housenka, asi se moc nenaZere...’); exit;
end;
max_synl:=-1; max_syn2:=-1; max_cesta:=-1;
Ohodnot(1,-1);
if max_synl <> -1 then Vypis(max_synl,max_vrchol,-1); { vypis cesty }
write(max_vrchol,’ ’);
if max_syn2 <> -1 then Vypis(max_syn2,max_vrchol,1);
writeln;
end.
18-1-4 Dortik Tomas Valla

Sfouknéte svice, uchopte do ruky niiz, nakrojte dort a vydatné se posilnéte

na nasledujici vzorové feseni.

Nejprve nekolik poznamek k doslym fesenim. Nékteti resitelé si bohuzel do
zadani domysleli nékteré dodatecné podminky, které jsme ve skutec¢nosti nikde
netvrdili. Napriklad to, ze thly jsou vzdy jen cela Cisla a Ze se nikdy nevyskyt-
nou dvé svicky na stejném misté. Takové podminky ovsem tlohu zjednodusuji,
proto jsem za takové véci strhaval body. Pokud si pfisté nebudete jisti, feste

radéji tu tézsi variantu, pfipadné neni problém se nas zeptat.
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Ale ted jiz k véci. Ukazeme si feSeni, které kdyby dostalo na vstupu th-
ly svicek vzestupné setiidéné, sebéhlo by v linearnim c¢ase vzhledem k poctu
svicek. Nejprve si uvédomime, Ze mezi kazdymi dvéma sousednimi svickami
v K-thelniku musi byt thel 360/ K. Dalsi nase pozorovani bude, ze kazda svic-
ka muize lezet maximéalné v jednom K-thelniku.

Méjme tedy na vstupu set¥idéné dhly U. Dle naSich tivah z nich ted miizeme
klidné vyhazet duplikaty, tedy ze svicek na stejné pozici nechat jen jednu. Poté
projdeme seznam svicek od nejmensiho thlu k nejvétsimu a budeme si pro i-tou
svicku s thlem U; pocitat nasledujici véci: Kde (a jestli vitbec) mé néjakého
ypredchtidce P; na potencidlnim K-thelniku (tedy svicku na thlu U; —360/K),
a kolikata svicka C; s rozestupem 360/ K v fadé to je (¢ili kde se v potencidlnim
K-thelniku nachdzi).

Kdyz budeme mit tato data spocitana, staci se podivat, jestli existuje svicka
s pravé K — 1 pravidelnymi pfedchudci. Jestlize ano, potom touto svickou konci
K-thelnik a proskaceme skrz zpétné odkazy P po svickach a vysledek vypiSeme.

Zbyva si rozmyslet, jak efektivné pocitat zddand data. Pouzijeme k tomu
metodu dvou posuvnych indexti. Méjme indexy ¢ a j, kde j bude vzdycky ten
vice vepiedu. Na zacatku nastavime i na 1 a j na 2. Pokud je rozdil ahla U; a U;
roven 360/ K, j-ta svicka mé pfedchidce ¢ a je (C; + 1)-ni v pofadi, nastavime
tedy piislusné hodnoty P; a C;. Pokud je U; — U; > 360/ K, tedy svicky jsou
prilis daleko, zvysime i o 1, ¢imz je k sobé piiblizime, pokud U; — U; < 360/ K,
zvysime o 1 j, ¢imz je oddalime. VSimnéte si, ze pokud jsou thly setfidéné, nas
postup skutec¢né najde vSechny dvojice spravné vzdalenych svicek.

Vyhézeni duplikatd zvladneme jednim prichodem pfes U v linedrnim case,
stejné tak vypis vysledkid proskdakanim pole P a C. Pfi posouvani dvou inde-
xUi oba pouze rostou, tedy se nad kazdym prvkem vykonaji maximalné dveé
operace, mame tedy ¢asovou slozitost O(IV). Jesté je potfeba zapocitat ¢as na
tfidéni na pocatku, to umime napriklad pouzitim néjakého rychlého kuchai-
kového algoritmu v ¢ase O(N log N), dohromady tak mame ¢asovou slozitost
O(N log N). Vsimnéte si, ze tfidéni je nejpomalejsi ¢asti naseho algoritmu. Pa-
métova slozitost je O(N), pamatujeme si tii pole délky N.

Jesté poznamka k programu: ve skutecnosti bychom se obesli bez jednoho
z poli P ¢i C, pro vétsi srozumitelnost vSak v programu pouzivame obé.

program dortik;
const max = 1000;

var U: array[l..max] of real; {seznam uhld sviéek}
P, C: array[l..max] of integer; {¢isla pfedchidci a jejich polet}
i, j, N, K: integer;
dif: real;

begin

read(N); read(K);

97



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2005/2006

for i:=1 to N do begin
read(U[i]);
P[i]:=0; C[i]l:=0
end;

{set¥id uhly v U a vyhézej duplikaty - vynechamel}
ir=1; j:=2;
while j <= N do begin
dif:=U[j] - U[i] - 360/K;
if abs(dif) < 0.00001 then begin {nasli jsme vhodného néslednika}

P[j]l:=1i;
C[j1:=C[i]+1;
inc(j)

end else if dif > O then inc(i)
else inc(j)

end;
for i:=1 to N do if C[i] = K-1 then begin {nasli jsme konec K-tihelniku}
ji=i;
writeln(’Svickovy k-thelnik:’);
repeat writeln(U[jl); j:=P[jl
until j=0
end
end.
18-1-5 Matlalové Petr Skoda

Matlalové jsou jiz za vysokym draténym plotem a jen obcas hromada ptre-
byteéného pletiva zaclani ve vyhledu. Spise byl problém postavit plot dfive,
nez Matlalové zase odleti.

Nebudu déle zdrzovat a rovnou piejdu ke vzorovému feSeni. Stoly si rozdéli-
me na dvé vodorovné a dvé svislé hrany stolu. Nejprve zjistime, které vodorovné
hrany tvofi obvod stoli. Pak miZzeme stoly otoc¢it o 90° a pouzit stejny algo-
ritmus na vertikalni hrany. Proto se zabyvejme pouze horizontalnimi hranami.

Predstavme si horizontalni pfimku, kterou posunujeme pies nasi soustavu
stold, hledanému sjednocenti stola budeme fikat oblast. Jak pfechazime primkou
do vnitiku oblasti a ven z ni, pfipocitavame tyto hrany prechodu k celkovému
obvodu. Horizontalni ¢ast obvodu se mize zménit pouze na misté, kde zac¢ina
nebo konci néjaky stil vodorovnou hranou. To je hlavni idea algoritmu.

Méjme tedy pole 2n vodorovnych hran. Zvolime si smér priichodu podle
rostouci y-nové soutadnice. U kazdé hrany si zapamatujeme

® y — y-ovou soutradnici

® left — soufadnici x pocatku hrany

® right — soufadnici « konce hrany

® open — zda je hrana otevirajici, tedy projdeme ji diive nez druhou
hranou stolu
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Nyni pole setfidime podle dvou kritérii. Prvnim je y-nova soufadnice. Po-
kud ji maji dvé hrany stejnou, pak uprednostnime tu, kterd je otevirajici.
To proto, abychom mezi stoly stojicimi tésné vedle sebe nepostavili plot.

Pii prichodu primkou pres oblast mizeme na piimce zobrazit oblast jako
nékolik intervalti. Pokud si budeme tyto intervaly pamatovat, zména intervalu
znamend konec nebo zacatek oblasti ¢ili prispévek do obvodu. Je vidét, ze in-
tervaly mohou zacinat a konc¢it pouze na misté, kde zac¢inaji nebo kondéi stoly.
Téchto bodid je maximalné 2n. Misto celé primky si sta¢i pamatovat pouze
2n — 1 blokt. Intervaly se pak mohou skladat az z O(n) téchto bloki. Jak bu-
deme aktualizovat intervaly? Pokud projdeme otevirajici hranou, znamena to,
ze jsme uvnitt néjakého stolu, pokud projdeme ukoncujici hranou, pravé jsme
stil opustili. Stolt ale miZe na sobé lezet vice, a proto si pro kazdy blok za-
pamatujeme ¢islo ¢;, kolik stolt je pravé na jeho misté. Projdeme hrany jednu
po druhé tak, jak je mame setfidény a pokud je to hrana otevirajici, pridame
interval na misté hrany, jinak interval odebereme. Pfidani a odebrani intervalu
znamena pricteni nebo odecteni jednicky od ¢; vSech blokt, do kterych hrana
zasahuje. Pokud se pfitom zméni ¢; né€kterého bloku z 0 na 1 nebo z 1 na 0,
znamena to, Ze jsme na tomto bloku vstoupili do oblasti nebo ji opustili, a proto
délku tohoto bloku pii¢teme k obvodu. Rikdme, Ze blok je pokryt, pokud ma
c; > 0.

Popsany algoritmus spocte horizontalni obvod jako soucet délek bloku pri
zmeéné jejich pokryti. Jak dlouho mu to bude trvat? Tt¥idéni ndm bude trvat
¢as O(nlogn). Pak pro kazdou hranu aktualizujeme O(n) blokii. Celkem tedy
O(n?). Paméti spotfebujeme pouze linedrné — O(n).

Pokud si budeme intervaly uchovavat trochu chytfeji, da se ¢asova slozitost
trochu zlepsit. Pouzijeme k tomu tzv. intervalovy strom. Intervalovy strom je
binarni vyvazZeny strom, ktery v nasem pripadé vypada nasledovné. Kazdému
uzlu pritadime interval. Listim prifadime nase bloky, jak je znadme, sefazené
zleva doprava. Vnitfnimu uzlu pfifadime interval dany sjednocenim intervali
jeho syni. Kofen stromu mé tedy pfifazen cely interval. ProtoZze strom je vyva-
zeny a ma O(n) listd, je jeho hloubka O(logn). Kazdy uzel ma tyto vlastnosti:

® left — zacCatek intervalu

® right — konec intervalu

® covered — pokryti intervalu
® tables — pocet stol, které ho uplné prekryvaji

Potiebujeme umét pridat do stromu a odebrat z néj interval v lepSim cCase
nez O(n). Jak asi u stromu ocekavate, bude to O(logn). Protoze se interval
skldda az z O(n) blokli, nemuiZzeme si dovolit pfi jeho pFidéni zaktualizovat
vSechny bloky, z kterych se skldda. Rozmyslime si, ze se kazdy interval da
rozlozit do O(logn) intervall reprezentovanych uzly naseho stromu. Tento roz-
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klad najdeme podobné jako pii pridavani intervalu, oznac¢me ho I. Budeme
ho realizovat rekurzivni funkci find. Za¢neme v kofeni stromu. Aktualni uzel
oznacme u, interval uzlu ozna¢me I,,. Pokud I a I, maji prazdny prinik, skon-
¢ime. Pokud I, je podinterval I, I, je jeden z hledanych intervalt. Jinak se
Castecné prekryvaji a zavolame funkci find na oba syny. Pribéh volani funkce
bude vypadat takto. Z kofene projdeme po synech az k uzlu, kde interval I
zasahuje do obou synti. Zde se priichod rozdéli na dvé vétve. Jedna jde po levé
strané intervalu, druhé po pravé. Vsechny intervaly mezi nimi spadaji zcela do
intervalu I. Zkuste si nakreslit obrazek. ProtoZe pfi zavolani funkce find na
kofen projdeme maximalné dvé cesty z korene k listim, je ¢asova slozitost této
operace O(logn).

Vkladani a odebirani intervalu bude podobné funkci find. V kazdém z uz-
lu, na ktery se interval rozlozil, aktualizujeme vlastnosti tables a covered.
Vlastnost tables je pocet stold, jejichz rozklad intervalu obsahuje tento uzel.
Pokryti intervalu, covered, udava v realnych souradnicich, kolik z intervalu
je pokryto stoly. Pokryti je vétsi nez nula i v pripadé, kdy tables je rovno
nula a nékteré intervaly v jeho synech jsou pokryty. Tyto vlastnosti se vztahuji
pouze k podstromim daného uzlu, nikoli k jeho rodi¢im. Rozmyslete si, ze je
dokazeme pri vkladani a odebirani intervalu aktualizovat. Funkce pro vkladani
a odebirani bude vracet zménu pokryti v daném podstromé. Proto pokud je
interval uzlu pod stolem a uvnitf jeho podstromu se zméni pokryti, tento uzel
ho znuluje. Jinak se propaguje az do kofene a nakonec je celkova zména pokryti
prictena k pocitanému obvodu.

Protoze pfidani a odebrani intervalu ndm trva ¢as O(logn) a stalé mame
celkem 2n hran, celkovy ¢as algoritmu je O(nlogn). Pamétova slozitost zistala
linearni.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#define MAXN 1000

struct Edge {
double main, left, right;
int open;
h
struct Node {
double covered;
int tables;
double left, right;
int leaf;
J%
int edgecmp (const void * a, const void * b) {
struct Edge * p = a, * q¢ = b;
if (p—>main != g—>main) return p—>main — g—>main;
if (p—>open != ¢g—>open) return p—>open 7 —1:1;
return 0; }
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int n, s;

double perim;

struct Edge ve[2 * MAXN], he[2 x MAXN];
struct Node tree[8 + MAXN + 1];

void buildTree (struct Edge = f, int p, int I, int r) {
tree[p].covered = 0; tree[p].tables = 0;
tree[p|.left = f[l].main; tree[p].right = f[r].main;
tree[p|.leaf = 1;

if (r — [ == 1) return;

intm= (I+r)/2

tree[p).leaf = 0;

buildTree (f, 2%p, I, m);

buildTree (f, 2xp+1, m, r);
}

double update (int p, struct Edge x edge) {
if (edge—>right <= tree[p].left || edge—>left >= tree[p].right) return 0;

double sum = 0;
if (edge—>left <= tree[p].left && edge—>right >= tree[p].right) {
if (edge—>open && !tree[p|.tables++)
sum = tree[p].right — tree|p].left — tree[p].covered;
else if (ledge—>open && !——tree[p].tables) {
sum = tree[p|.right — tree[p].left;
if (Itree[p].leaf) sum —= tree[2xp].covered + tree[2xp+1].covered;

} else {
sum = update (2xp, edge) + update (2+p+1, edge);
if (tree[p].tables) sum = 0;

if (tree[p].tables) tree[p].covered = tree[p|.right — tree[p].left;
else tree[p|.covered = tree[p].leaf 7 0 : tree[2xp].covered + tree[2xp—+1].covered;
return sum;

}

void makeEdge (struct Edge % edge, double main, double left, double right, int open) {
edge—>main = main; edge—>open = open;
edge—>left = left; edge—>right = right;

int main (void) {

scanf (“%d”, &n);

s =2x%xmn;

int ¢;

for (i =0;¢ < n;i++) {
double z, y, w, h;
scanf (“NURURUDI, &z, &y, &w, &h);
makeEdge (he +2* i, y — h, z, z + w, 1);
makeEdge (he + 2% i+ 1, y, z, z + w, 0);
makeEdge (ve + 2 %4, z, y — h, y, 1);
makeEdge (ve + 2 %4+ 1, z + w, y — h, y, 0);
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gsort (he, s, sizeof (struct Edge), &edgecmp);

gsort (ve, s, sizeof (struct Edge), &edgecmp);
buildTree (ve, 1, 0, s — 1);

for (i =0;¢ < s; i++) perim += update (1, &he[i]);
buildTree (he, 1, 0, s — 1);

for (i =0;¢ < s; i++) perim += update (1, &weli]);
printf (“%2.2f\n”, perim);

return 0;

}

18-1-6 Kompilované komplikatory Zdenék Dvorak

Jak si mnoho fesiteld uvédomilo, tuto tlohu slo fesit i podstatné primo-
Careji nez v textu seridlu naznacenym postupem, napiiklad konstrukci syntak-
tického stromu lze preskocit a generovat rovnou pozadovany mezikdéd. My si
nejprve implementujeme jedno takové jednoduché feseni a poté si ukazeme, jak
si ho vylepsit — kvili tomu jiz bude nutné se pridrzet postupu popsaného v se-
ridlu. Abychom Set¥ili nase lesy a nervy méné otrlych fesitelt, asi 700-fadkovy
program k tomuto rozsifenému feseni zde netiskneme. Mtzete ho nalézt na
adrese http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/18/ksp1816b.c.

Lexikalni analyza je v nasem pfipadé trividlni — nacteme znak ze vstupu
a rozhodneme, zda je to jeden z operatori. Je-li tomu tak, rovnou vratime jemu
odpovidajici token. Dalsi moznosti je zacatek jména identifikdtoru nebo ¢islo,
pak nacteme jeho zbytek.

V jednoduchém feseni bude sémantickd analyza spojena se syntaktickou
a misto stavby syntaktického stromu budeme rovnou vypisovat vypocet v me-
zikédu. Pro syntaktickou analyzu se prakticky se pouzivaji dva hlavni pfistupy.
Jeden z nich je zkonstruovat si zdsobnikovy automat, ktery rozpoznava danou
gramatiku. Tento postup je vysvétlen napiiklad v feSeni tlohy 9-3-3. Druhy
pristup je slozit analyzator ze vzajemné rekurzivnich funkci, které odpovidaji
symboltim gramatiky. Implementace tohoto postupu byva pro clovéka o né-
co Citelngjsi a daji se v ni lépe oSetfovat chyby a jiné specialni pfipady. My
se pridrzime druhého postupu. Syntaktickou analyzu budou zajistovat funkce
cti_vyraz, kterd zpracovava cely vyraz nebo jeho podvyraz uvniti zavorek,
cti_faktor, kterd zpracovava podvyraz, jehoz operatory jsou nasobeni ¢i déle-
ni, a cti_term, kterd vyhodnoti podvyraz tvofeny identifikdtorem, ¢islem, ne-
bo uzévorkovanym vyrazem. Kazda z téchto funkci precte co nejdelsi kus kédu,
ktery ji odpovida, vypise prikazy nutné pro jeho vyhodnoceni a vrati identi-
fikdtor proménné, v niz je ulozena jeho hodnota. Naptiklad funkce cti_vyraz
pomoci funkce cti_faktor ¢te postupné kusy vyrazu oddélené znaménky plus
a minus, dokud nenarazi na konec vyrazu ¢i zavorky, a s¢ita ¢i od¢ita odpovida-
jici hodnoty. Funkce cti_faktor se chova podobné, vola cti_term a kontroluje,
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zda po nich nasleduje krat ¢i déleno. Funkce cti_term se podiva, zda nasle-
duje proménnd ¢i éislo (pak ho rovnou vrati), nebo oteviraci zéavorka, na jejiz
vnitiek zavold cti_vyraz. Kazda z téchto funkci také posune ukazatel ve vstupu
na prvni znak, ktery nezpracovala.

Cely tento postup lze realizovat s paméfovou i ¢asovou slozitosti linedrni
v délce zadaného vyrazu. Pro ¢asovou slozitost staci nahlédnout, ze je omezena
poctem volani funkce cti_term, a ta vzdy nacte alespon jeden token ze vstupu.

Nyni si popiSeme mozna vylepSeni tohoto postupu. U kazdé faze si fekneme
néco k tomu, co jde udélat lépe. Mimo jiné se budeme zabyvat zotavenim se
z chyb. Pokud se v kédu programu vyskytne chyba (v naSem pfipadé tieba
nesparované zavorky), je ponékud nesikovné s prekladem okamzité skondit,
napiiklad proto, Ze uz se nevypisou hlaseni pro dalsi chyby. Nejde tedy opravit
vS8echny chyby narédz a je nutné po kazdé z nich program znovu kompilovat, coz
miuze byt dost pomalé. Je zfejmé lepsi se s chybou néjak vyporadat a pokracovat
v prekladu.

Smysluplné oSetfeni chyb pfi lexikdlni analyze je obtizné, protoze v této
fazi toho o vstupu mnoho nevime. Chyby se proto resi prostym zahozenim ne-
rozpoznanych znakt. Dojde-li k chybé v syntaktické analyze (napiiklad proto,
7e po sobé nasleduji dva operatory a podobné), pfislusna funkce si domysli
néjaky token, ktery se ji hodi, nebo ten aktualni zahodi, podle toho, co dava
vic smysl.

Co se tyce vylepseni lexikalni analyzy, v§imneme si, Ze syntaktickd analyza
¢te vstup postupné a nikdy se nevraci. Je tedy zbytec¢né si vstup rozlozeny na
tokeny pamatovat cely. Lexikdlni analyzu proto budeme realizovat funkci, ktera
ze vstupu nacte a vrati dalsi token (dalsi_token), a sémantickd analyza si ji
bude volat podle potfeby. Ve skutecnosti se obcas hodi se ve vstupu o jeden
token vratit — naptiklad kdyz cti_faktor narazi na plus, ukon¢i se, ale toto
plus by méla zpracovat funkce cti_vyraz. Proto cti_faktor nejdiiv vrati plus
zpét do vstupu. K tomu slouzi funkce vrat_token.

Dalsim drobnym trikem je, Ze si udrzujeme tabulku identifikdtort jmé-
nem hodnota na promennou, a kdyZ nacteme dvakrat identifikator se stejnym
jménem, vratime misto néj jeho poradi v tabulce, takze nemusime nikde dal
testovat, zda jsou dva identifikitory stejné (promenna na hodnotu je vlastné
hesovaci tabulka, kterd ndm umozni zdznamy v tabulce hodnota na_promennou
hledat rychle — vic k heSovani viz kuchatka druhé série sedmnéctého ro¢niku).

Syntaktickou analyzu oddélime od sémantické. Syntakticka analyza uz ne-
bude pfimo generovat mezikdd, ale misto toho kazdému zpracovanému podvy-
razu prifadi néjaké ¢islo. Tato ¢isla budou takova, ze vyrazy s rtiznou hodnotou
dostanou vzdy riizné ¢islo, zatimco vyrazy se stejnou hodnotou dostanou stejné
¢islo — napf. x + y a x - y dostanou rtizna cisla, protoze jejich hodnoty se mohou
lisit, zatimco vyraztim x - x a 0 bude pfifazeno stejné ¢islo. Udélame to tak, ze
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si udrzujeme tabulku hodnot vyrazi, které jsme jiz vidéli (hodnota na vyraz
a vyraz na hodnotu, opét pouZivame heSovani), v niZz si pamatujeme, jak se
kazdé ¢islo hodnoty spocita. Pokud narazime na vyraz, ktery uz v tabulce je,
vratime jeho ¢islo, jinak mu pridélime nové ¢islo a pfidame ho do tabulky.
Podrobnéjsi vysvétleni tohoto postupu viz feseni tlohy 17-2-1. Snadno nahléd-
neme, ze toto je v podstaté jen jind reprezentace syntaktického stromu — ¢isla
hodnot odpovidaji vrcholtim a abychom urcili syny vrcholu, podivame se do ta-
bulky hodnota_na_vyraz. Cislovani hodnot ndm ale umozni zajistit, ze stejnou
hodnotu nebudeme pocitat dvakrat — kdyz na ni narazime podruhé, budeme
misto ni pouzivat pomocnou proménnou, do niz jsme ji poprvé spocitali.

Navic se nam toto o¢islovani hodnot hodi pfi zjednodusovani vyrazu. Bude-
me chtit rovnou vyhodnocovat konstantni vyrazy a také aplikovat jednoduché
algebraické identity typu x - x = 0. Abychom mohli tuto optimalizaci provést,
je potieba zjistit, zda oba operandy minusu jsou stejné. Vzhledem k tomu,
jak si vyrazy reprezentujeme, stac¢i porovnat ¢isla jejich hodnot, neni potie-
ba prochdzet stromy vyrazl a ovéfovat, zda si odpovidaji (to by ndm mohlo
zhor$it ¢asovou slozitost na kvadratickou). Zjednodusovéani vyrazti provadime
tak, ze kdykoliv vytvafime vrchol stromu, ktery odpovida néjakému operatoru,
podivame se na jeho operandy a urc¢ime, zda ho mizeme néjak zjednodusit.
Toto provadi funkce postav_strom. Napiiklad pokud vyhodnocujeme vyjraz
(x + 1) + 2, postav_strom dostane plus, jehoz parametry maji ¢isla hodnot
h1 a ho, a z tabulek zjistime, Ze hy je ve skuteCnosti konstanta 1, a ze hy je
soucet hodnot hs a hy, kde hy je konstanta 2. Konstanty secteme, dostaneme
3 a zjistime si, ze ¢islo hodnoty pro 3 je hs. Zjednoduseny vyraz tedy bude
hs + hs, coz odpovida = + 3. Tomuto vyrazu pfidélime nové ¢islo hodnoty hg,
déme ho do tabulek a hg vratime.

Jednou z komplikaci, které se v tomto reseni vyhybame, ale prakticky je
nutné se ji zabyvat, je provedeni vedlejsich Gc¢inku zjednodusovanych vyrazi.
Napriklad mame-li vyraz funkce () * 0, jeho hodnota je vzdy 0, ale presto
je nutné funkci zavolat. Prakticky tedy nestaci pouze vracet hodnotu zjedno-
duseného vyrazu, ale je nutné zajistit, aby se také provedly tyto vedlejsi akce.
V nasem pfipadé jediny takovy problém je déleni 0 — naptiklad vyraz x/y - x/y
by mohl zptsobit chybu, pokud y = 0, ale zjednoduseny vyraz 0 chybu zpt-
sobit nemiize. Tento problém pro jednoduchost fesit nebudeme — konec konci,
v platném programu se déleni nulou vyskytnout nesmi (az na vyjimky).

Vedlejsi ucinky by navic mohly ménit hodnoty proménnych, které se ve
vyrazu pouzivaji. Napfiklad pfi vyhodnocovani vyrazi v C je nutné pii dosazeni
sequence pointu (coZ je misto, na kterém je zaruceno, Ze se vedlejsi Gcinky
vykonaji) upravit ¢isla hodnot ovlivnénych proménnych.

Posledni fazi je sémantickd analyza, tj. expanze do mezikédu. V ni vypi-
Seme vyrazy nutné pro spoc¢teni hodnoty, kterd odpovida ¢islu hodnoty celého

104



Vzorova reSeni

18-1-6

vyrazu. Podivame se tedy do tabulek, jak jsme toto ¢islo dostali, rekurziv-
né vyhodnotime ¢isla hodnot podvyrazt a vypiSeme prislusnou operaci, ktera
z nich spoéte vysledek. Abychom nepocitali néjaky vyraz dvakrat, u kazdého
¢isla hodnoty si pamatujeme, zda jsme ho uz pocitali, a kdyZ ho potiebujeme
podruhé, pouzijeme misto néj prislusSnou pomocnou proménnou. Pridélovani
jmen pomocnym proménnym Fesime jednodusSe, k prefixu tmp pripojime ¢islo

hodnoty.

vy 7

Je snadné si rozmyslet, ze vSechna tato rozsifeni funguji v linedrnim case.

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#include <ctype.h>
#define MAX DELKA 1000

/* Typ tokenu — +, -, *, /, (, ), ’a’ pro proménnou, '0’ pro &islo. =/
typedef char token;

char vstup[MAX DELKA];
char tokeny[MAX_DELKA];

char xval|[ MAX_DELKA]; /* Retézce hodnot proménnych a cisel. */
void lex (void) { /* Lexikalni analyza */
unsigned inder = 0, atok = 0, zac;
char znak;
while (1) {
znak = vstup[indez++];
while (isspace (znak)) znak = vstup[index++]; /+ Preskofime mezery. */
switch (znak) {
case 0: /* Na konec vyrazu si pfidame ’)’,
tokenylatok++] = ¢)’; return;  /* abychom ho nemuseli oSetfovat.
case ‘+’: case ‘—’: case ‘*’: case ‘/’: case ‘(’: case ‘)
tokeny|atok++] = znak; break;
default:

zac = indexr — 1;
if (isdigit (znak)) {

tokeny|atok] = ‘a’;

while (isdigit (znak = vstup[indez])) indez++;
} else if (isalpha (znak)) {

tokeny|atok] = ‘0’;

while (isalnum (znak = vstup[indez])) index++;
} else abort ();

vstup[indez] = 0;

val[atok++] = strdup (vstup + zac);
vstup[indez] = znak;

break;
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char xvyhodnot (char *levy, char znam, char xpravy) { /+ Syntakticka */
static unsigned pom = 0; /* a semantickd analyza x/
char xprom = malloc (20);

sprintf (prom, “tmp%d”, pom++);
printf (“assign %s (%s %c %s)\n”, prom, levy, znam, pravy);
return prom;

}

unsigned pos; /* Aktudlni pozice ve vstupu. */

char xcti_term (void);
char xcti_faktor (void);

char *ctivyraz (void) {
char xlevy, *pravy, znam;
levy = cti_faktor ();
while (1) { /* Cteme zbyvajici faktory =/
if (tokeny[pos] == ‘)’) return levy;
znam = tokeny[pos++];
pravy = ctifaktor ();
levy = vyhodnot (levy, znam, pravy);
}
}

char *ctifaktor (void) {
char xlevy, *pravy, znam;
levy = ctiterm ();
while (1) {
znam = tokeny[pos|;
if (znam != ‘«’&& znam != ‘/’) return levy;
pos++;
pravy = ctiterm ();
levy = vyhodnot (levy, znam, pravy);
}
}

char xcti_term (void) {
char xhodnota, token = tokeny[pos++];
if (token == ‘(") {
hodnota = ctivyraz (); /* Preskocit zaviraci zavorku. =/
pos++;
} else hodnota = val[pos — 1];
return hodnota;

=+

int main (void) { /* A ted to celé spojime dohromady x*/

char xhodnota;

fgets (vstup, MAX_DELKA, stdin);
lex ();

hodnota = ctivyraz ();

printf (“assign _result %s\n”, hodnota);
return 0;
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18-2-1 Potrhly syslik David Matousek

Vétsina z vas si s timto tkolem hravé poradila. Je vsak nutné dodat, ze
samotny postup neni dostacujici feseni. Vzdy je t¥eba Fici, pro¢ zvoleny postup
funguje. Ale i to se vét§iné fesiteli povedlo, a tak se v rychlosti kouknéme, jak
by mohlo vypadat vzorové reseni.

Méame 50 minci, 18 je otoceno licem, zbylé jsou otoc¢eny rubem. Oddélme
libovolnych 18 minci a oznac¢me je jako prvni hromadku. Ostatni mince tvori
hroméadku druhou. VSechny mince v prvni hroméadce oto¢ime a nahlédneme, ze
tim je kol splnén. Z ptivodnich 18 minci otocenych licem se do prvni hromadky
dostalo pravé k z nich. A tedy 18 — k je pocet rubem otocenych minci v prvni
hromadce. Po otoceni vSech minci v této hromadce se pocty rubem a licem
otocenych prohodi. V prvni hroméadce tak bude 18 — k licem otoc¢enych minci.
Ve druhé hromadce je ale jiz od za¢atku 18 — k licem otocenych minci, protoze
celkem jich bylo 18 a k z nich pripadlo do prvni hromadky. Poc¢ty v obou jsou
tak shodné a tloha je vyresena.

Jak mnozi z véas také poznali, princip feSeni neni dan tim, ze minci bylo
pravé 50 a 18 bylo licem otocenych a ze feSeni se d& spolu se zadanim tulohy
zobecnit a stale bude fungovat. Dodejme jesté, ze k takovymto tloham neni
tfeba psat zdrojovy kdéd. V nékterych doslych resenich se zbytecné otacely
mince tam a zase zpét, za coz byl strhavan jeden bodik, protoze takova feseni
jsou vlastné pomalejsi.

18-2-2 Kvakulator Tomas Gavenciak

Vzpomenu si na ZS a pisemné déleni "pod sebou”. Tam vse zaleZelo na
zbytcich — vySel-li ndm nékdy po vycerpani cifer Citatele zbytek 0, nemélo ¢islo
periodu, pokud se néjaky zbytek opakoval potom, co nam dosly cifry citatele,
vznikla tak automaticky perioda. Jesté predtim ale zajistim, aby a < b tak,
7e provedu a’ = a mod b, kde mod je zbytek po déleni. Pocitdnim s a’ misto a
se mi perioda urcité nezméni. Prvni zbytek si tedy nastavim rovnou jako z; =
a mod b (zbavim se tak vSech cifer a najednou a potom pfi déleni pod sebou
7 pFipisuji” uZ jen 0). Dalsi zbytky ziskdm postupné jako z;11 = (10z;) mod b.
Vsimnéte si, ze cifry vysledku nas vibec nezajimaji, po nalezeni opakovani
zbytkli se budou opakovat i cifry, nebot cifra zavisi jen na pfedchozim zbytku
a b, které je pevné. Délka periody je nanejvys b — 1, protoze po vice nez b — 1
¢islech 0..b — 1 potkdm bud 0 nebo néjaky zbytek dvakrat.

Jednodussi cesta, jak najit periodu, je pamatovat si zbytky z; v poli a
pokazdé pole prohledat, zda uz zbytek mame. Toto mé ¢asovou slozitost O(b?)
a pamétovou O(b).

Trochu chytiejsi je nepamatovat si pole z;, ale zda a kde jsem jiz potkal
zbytek z v poli a,. Potom zjistuji, zda jsem jiz zbytek potkal v konstantnim
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Case a dostanu ¢asovou i pamétovou slozitost O(b).

Situaci mi komplikuje jen mozné pred-perioda, bez ni bych si mohl zapama-
tovat prvni zbytek a prosté si na néj pockat az ho potkdm znovu. Pfed-perioda
mé ale délku nanejvys b, staéi tedy provést prvnich b déleni a z, bud bude 0
(pak je perioda 0) nebo si ho zapamatuji a az ho potkdm na pozici zp4p, nasel
jsem periodu délky p. Casova sloZitost je tak pofdd O(n), pamétova O(1).

Existuje i rychlejsi feSeni pracujici v ¢ase O(v/b) nebo i lepsim (hlavné
podle zbé&silosti pouzité faktorizace), ale to je p¥ilis slozité na to, abych ho zde
uspokojivé popsal.

program kvak-ulator;
var a,b,z,i:integer;

begin
readln(a,b);
for i:=1 to b do a:=(10%a) mod b;
if a=0 then writeln(’perioda delky 0°)
else begin
z:=a;
i:=0;
repeat
a:=(10*a) mod b;
inc(i);
until a=z;
writeln(’perioda delky ’,i);
end;
end.

18-2-3 Jetabnik EvZen Petr Skoda

7 poctu doslych feseni je jasné, Ze vas demolice baziny zaujala, ale poradit
Evzenovi, jak ovladat jefab nejen spolehlivé, ale také rychle, byl pro vas orisek.
Pojdme ho tedy rozlousknout.

Jednoduché feseni problému je zapamatovat si tthel natoceni kazdého seg-
mentu a po kazdé zméné vyslednou pozici demoli¢ni koule spocitat. Pokud vime
pocatecni bod i-tého segmentu a jeho absolutni tihel a0 v roving, spocitame z né;j
pozici (i + 1)-nfho segmentu posunutim o délku segmentu ve sméru «. Takto
postupnym pocitanim koncové pozice segmentti dojdeme az k pozici koule. Po-
kud mame n segmenti a dostaneme m dotazi, tento algoritmus pobézi v Case
O(m - n). Podobny algoritmus poslala vétSina z vés.

My se ovSem nespokojime s jednoduchym fesenim. Potfebujeme si zapama-
tovat nékteré pozice, abychom je nemuseli pokazdé pocitat znovu. To udélame
celkem klasickou metodou — postavime nad segmenty intervalovy strom.

Predpokladejme nyni, Zze n je mocninou dvojky. Potom si segmenty predsta-
vime jako listy dokonale vyvazeného binarniho stromu. Protoze pocet vrchola
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se na kazdé dalsi hladiné zdvojnasobi, je hloubka naseho stromu log, n, nebo-
li O(logn). Pokud spoéteme tuto geometrickou posloupnost velikosti hladin,
dostaneme 2n — 1, a tedy nas strom ma celkem O(n) vrcholi.

Kazdy vnit¥ni uzel stromu v bude reprezentovat skupinu segmenti, které
jsou listy podstromu s kofenem w. Tuto skupinu po sobé jdoucich segmentti si
mizeme predstavit jako jeden dlouhy segment, ktery zac¢ind na poc¢atku prvniho
segmentu a konéi na konci posledniho segmentu.

Kazdy segment miizeme charakterizovat jeho délkou a relativnim nato-
¢enim vici predchozimu segmentu. Pokud chceme podobné popsat i slozeny
segment, musime jesté pfidat natoceni posledniho segmentu ze skupiny, proto-
Ze praveé ten urcuje, jak bude natocen dalsi segment. Jednoduchy segment pak
méa v tomto popisu oba uhly stejné.

Protoze bychom ale museli pro slozené segmenty slozité pocitat jejich délku
a vstupni thel, zapamatujeme si rovnou soutfadnice bodu, kde by tento segment
koncil, kdyby byl umistén do pocatku a pfedchozi segment mitil do kladného
sméru osy y. Diky tomu jsou data segmentu nezavisla na ostatnich segmentech
a nebudeme jich muset tolik ménit pri otoceni jerabu.

Jak tedy vytvofime slozeny segment? Soufadnice segmentu v ozna¢me z(v)
a y(v), vystupni thel a(v). Vezméme vnitini uzel u, ktery ma dva syny s; a sa.
Pak soufadnice u spoéitdme jako otoceni soufadnic sz o tthel a(s1) a pFic¢teni
k souradnicim s;. Vystupni thel v je souc¢tem vystupnich thla jeho synt.

x(u) = x(s1) + z(s2) - cos a(s1) + y(s2) - sina(sy)
y(u) = y(s1) + z(s2) - sina(s1) + y(s2) - cos a(sy)
a(u) = a(s1) + a(ss)

Jiz umime sklddat segmenty a mizeme tedy ze segmentd v listech vyge-
nerovat slozené segmenty tak, ze pujdeme po hladinach stromu od nejnizsi
k nejvyssi a budeme je popsanym zptsobem plnit. Vsimnéte si, ze odpovéd
na dotaz, kde je koule jefabu, se schovava jiz v kofeni stromu, protoze ten je
slozenim v8ech dil¢ich segmenti.

Slozitéjsi je otazka, zda dokazeme také tuto strukturu aktualizovat po oto-
¢eni néjakého segmentu. Podivejme se, kolik sloZzenych segmentt se zméni pii
otoceni jednoho segmentu. Jsou to pouze ty, které tento segment obsahuji, a ty
lezi na cesté od listu ke kofeni. Staéi tedy pii zméné segmentu projit po cesté
od segmentu ke kofeni a upravit vSechny slozené segmenty. To udélame stejné,
jako bychom je vytvéafeli znova.

Jak dlouho ndm to bude trvat? Jiz jsme si ukazali, ze nas strom m4 hloubku
O(logn) a tedy celkova ¢asova slozitost je O(m - logn). Pamétova slozitost je
O(n), protoze strom mé také linedrni velikost.

Jesté se podivame na implementaci naseho algoritmu. Pokud vytvarime
vyvazeny strom, do kterého nechceme pridavat nebo z néj odebirat prvky, casto
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se na to hodi pouzit implementaci haldy v poli. Ta méa kofen na pozici s indexem
1 a synové vrcholu s indexem i jsou (v pfipadé bindrniho stromu) na pozici 2i
a 2t + 1. Tim se Casto zjednodusi veskeré cestovani po stromé.

Jako t¥esnickou na dortu se miizete inspirovat Martinovym (MJ) vzorovym
feSenim.
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define MAXN 16384 /* musi byt mocninou dvojky */
#define MAX (2xMAXN+1)

static struct seg {
double z, y;
int a;
} seg|[ MAX];
static void merge (int 7) {
struct seg *l = seg+2x3, *r = [+1;
double a = 2xM_PIxl—>a/360;
seg[il.x = l—>z + r—>uz+*cos (a) — r—>yx*sin (a);
segli].y = l—=>y + r—>zx*sin (a) + r—>yxcos (a);
seglil.a = (I—>a + r—>a) % 360;

}
int main (void) {
int ¢, 7, k, n0, N;
scanf (“%d”, &n0);
for (N=1; N<n0; Nx=2);
for (:=0; i<n0; i++) scanf (“%lf", &seg[N+i].y);
for (i=N-1; i>=1; i——) merge (4);
while (scanf (“%d%d”, &j, &k) ==2) {
Jj=N+j-1
segljl.a = (180+k) % 360;
while (5 !=1) merge (j /= 2);
printf (“%.2f %.2f\n”, seg[l].z, seg[l].y);
}
return 0;
}
18-2-4 Stavbyvedouci Tomas Gavenciak & Martin Mares

Ah, bezdtvodné ¢ek4s, ¢tenafi drahy, dabelské figle, i kdyz na obydéejny po-
¢atek prachobycejného feseni stavbyvedouciho strasti tato véta vyzniva znac-
né zvlastné. Demonstruje totiz jeden velice dilezity fakt: setfidit slova podle
tfetiho pismenka, pak podle druhého (stabilng, tj. se zachovanim pivodniho
pofadi, pokud jsou druhé pismenka néjakych dvou slov stejnd) a nakonec pod-
le prvniho, dopadne stejné jako nejdfive je setiidit podle prvniho, pak zvlast
kazdou skupinu zacinajici stejnym pismenem settidit podle druhého a skupin-
ky mayjici stejné i druhé pismeno jesté podle tretiho. Totéz samoziejmé plati i
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pro t¥idéni tabulek podle sloupeckt podle Potrhlikovych pozadavkt: ponejprv
radky tfidime podle sloupecku daného poslednim pozadavkem, skupiny se stej-
nou hodnotou tohoto sloupecku pak podle predchoziho pozadavku a tak dale,
az se propracujeme k zacatku seznamu pozadavkl nebo skonc¢ime se skupinka-
mi o jednom fadku. Z toho ovSem ihned plyne, ze zabyvat se timtéz sloupeckem
vicekrat je zhola zbytecné: pokud po prvnim porovnani podle néjakého slou-
pecku zustaly néjaké dva fadky v téze skupiné, mély v piislusném sloupecku
stejnou hodnotu, a proto nam je dalsi porovnani musi ponechat ve stejném
poradi.

Pokud se tedy néjaky sloupecek v posloupnosti pozadavkl vyskytuje vice-
krat, staci ponechat jen jeho posledni vyskyt. Tim urcité dostaneme posloup-
nost ekvivalentni se zadanou (takové budeme fikat Fesent). Zbyva ndm jesté
dokazat, ze zadné kratsi feSeni nemuze existovat. Kdyby existovalo, vezmeme
si nejkratsi takové. Uréité se v ném nebudou opakovat sloupecky (jinak by se
nasim algoritmem dalo jesté zkratit) a ani v ném nebude zadny sloupecek navic
(to by byl sloupeéek, podle kterého se net¥idilo ani v zadané posloupnosti, takze
bychom ho mohli skrtnout). TudiZ v ni musi néjaky sloupecek z naseho feseni
chybét. Pak staci vytvorit dva radky, které se budou lisit pouze v chybé&jicim
sloupecku, a takové musi ob€é FeSeni setfidit rtuzné, coz je evidentni podvod,
totiz spor. Podobné mizeme dokazat i to, Zze nasSe TeSeni je nejen nejkratsi,
ale také jediné s touto délkou: jiné by se nutné liSilo pofadim néjakych dvou
sloupeckt 4, 7 a mohli bychom sestrojit dva fadky podle ¢ usporadané opacné
nez podle j a jinak stejné a opét dojit ke sporu.

Zbyva si rozmyslet, jak nase feSeni naprogramovat. Znalci Unixového shellu
mohou navrhnout tfeba toto:

nl -s:|tac|sort -t: -suk2|sort -n|cut -d: -£f2

My si pfedvedeme jednoduchy (a pfiznejme, Ze daleko efektivnéjsi) program
v Pascalu. Bude ¢ist vstupni posloupnost po jednotlivych prvcich a ve fronté si
udrzovat feSeni pro zatim prectenou ¢ast vstupu. Prijde-li pozadavek na tfidéni
podle néjakého sloupecku, pridame tento sloupecek na konec fronty a pokud
se jiz ve fronté vyskytoval, pfedchozi vyskyt odstranime. Abychom to zvladli
rychle, budeme si frontu pamatovat jako obousmérny spojovy seznam, tj. pro
kazdy sloupecek si ulozime jeho predchidce a naslednika. Tak nam celd fronta
zabere pamét linedrni s poc¢tem sloupeckti a na kazdou operaci si vystacime
s konstantnim ¢asem, celkové tedy s ¢asem O(M + N) (pozadavkt+sloupeckit).

Jesté pridame maly trik pro zkraceni programu: Abychom si nemuseli davat
pozor na pripady, kdy je fronta prazdna, a udrzovat si ukazatel na konec fronty,
pfidame do fronty jesté sloupecek 0, ktery bude stale na zacatku i na konci
(fronta tedy bude zacyklend) a ktery pak nevypiseme.

const MaxN = 1000; { maximdlni pocéet sloupelkd }
var M, N : integer; { poet pozadavki a sloupeckt }
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pred, next : array [0..MaxN] of integer; {pfed. a nasl. sloupelkd ve fronté&}

P, s : integer; { pravé zpracovavany pozadavek a sloupeéek }
begin
read(N, M);
pred[0] := 0; next[0] := O; { 0 je sama sobé& pfedchiidcem i naslednikem }
for s := 1 to N do pred[s] := -1; { ostatni sloupecky jsme jeSt& nevidé&li }
for p := 1 to M do begin
read(s); { dalsi pozadavek }
if pred[s] >= O then begin { pokud uZ jsme ho vidéli, pry& s nim z fronty}
next[pred[s]] := next[s];
pred[next[s]] := pred[s];
end;

next[s] := 0; pred[s] := pred[0]; { a kaZdopadné& pridat na konec fronty }
next[pred[0]] := s; pred[0] := s;

end;
s := next[0]; { vypisSeme koncovy stav fronty }
while s <> 0 do begin
writeln(s);
s := next[s];
end;
end.
18-2-5 Krokobéh Pavel Cizek

Krokodyli sli dneska spat nala¢no prakticky u vSech doslych feSeni a pre-
kvapivé u vétsiny doslych feseni byl spokojen i Potrhlik, ktery stavbu prezil
bez bankrotu. No a nyni, jak se tloha méla Fesit. Vétsina Fesitelt (moznd pod
vlivem kuchaiky) pouzivala terminologii teorie grafl, proto ji i v tomto feSeni
pouzijeme.

O co tedy slo. Zjistit, kolik nejméné hran je treba pfidat do grafu, aby se
stal 2-souvisly. Hned na zac¢atku si vSimneme, Ze pokud najdeme v grafu kompo-
nentu, ktera je 2-souvisld, tak ji mizeme zkontrahovat (scvrknout) do jednoho
vrcholu, aniz by se zménil pocet potfebnych hran. Takhle mizeme pokracovat
tak dlouho, dokud se v grafu budou vyskytovat kruznice. Snadno se da nahléd-
nout, ze hrany tohoto zkontrahovaného grafu budou mosty v pivodnim grafu
(most neni soucasti zddné kruznice, proto nebude v zddném kroku zkontraho-
véan, na druhou stranu pokud hrana neni most, pak je soucasti néjaké kruznice
a proto bude dfive ¢i pozdéji zkontrahovéna). Je také vidét, Ze takto zkontra-
hovany graf bude les, jelikoz neobsahuje kruznice. Déale budeme uvazovat tento
les.

Nyni mohou nastat 2 situace. Prvni, kterou dost feSitelit zapomnélo ve
svych TfeSeni oSetfit, je ta, Ze graf byl na pocéatku 2-souvisly, tj. Ze se zkontra-
hoval do bodu. Pak neni tfeba nic pridavat.

Druhi je zbytek. Kolik bude tfeba hran dodat? Jelikoz v 2-souvislém grafu
ma kazdy vrchol stuperi (tj. kolik hran do néj vede) alespoii 2 a hrana spojuje
pravé 2 vrcholy, musime pfidat alespoit A + [B/2] (*) hran, kde A je pocet
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vrcholt stupné 0, B poéet vrchold stupné 1 (tj. list) a zaokrouhluje se naho-
ru, jelikoz v pripadé lichého B musime tento lichy list také zapojit do néjaké
kruznice, tedy tento lichy list zapojime na libovolny vrchol.

Nyni, indukci podle poctu vrcholi dokazeme, Ze tolik i staci. Pro 2 vrcholy
mize les vypadat bud jako 2 vrcholy a pak je tfeba ptidat jesté 2 hrany (coz
spliiuje vzorec (%)), nebo jsou tyto 2 vrcholy spojené hranou, a pak stac¢i pridat
jednu (opét v souladu s (x)). VSimnéme si také, Ze jsme v obou pfipadech
alespon jednu hranu pridali.

Plati, ze libovolny les jde vyrobit z jednoho vrcholu pomoci operaci:

1) ptidej vrchol (a s ni¢im ho nespojuj)
2) pfidej vrchol a spoj ho s néjakym vrcholem, ktery uz v lese je.

Nyni uvazujme, ze pro N vrcholi mame jiz 2-souvisly les pomoci

a) A+ B/2 hran (pro sudé B)
b) A+ (B —1)/2 hran (pro liché B; 1 cesta nezesouvislena)

Pridejme vrchol X pomoci pravidla:

1) Vezmeme néjakou pfidanou hranu (vedouci I < .J), tu odstranime
a priddme misto ni hrany I < X a X < J. Tim nam stoupl pocet
pridanych hran do grafu o 1. Také A se zvétsilo o jedna, takZe a),
resp. b) stale plati.

2) Pfi piipojovani X mohou nastat t¥i situace:

a)

Pfipojujeme ho hranou pod vrchol Y stupné 0. Pak ale od to-
hoto vrcholu vedou 2 pridané hrany. Vezmeme libovolnou z nich
(necht vede z I) a zrusime ji. Misto ni zavedeme novou hranu
I «— X. Touto operaci se ndm snizil pocet vrcholi stupné 0
v grafu o 1, nicméné z X i Y se staly listy a proto je B o 2
vetsi. Tedy a) p¥ip. b) je stéle splnéno.

Pripojujeme ho hranou za list L. Pokud je B liché a list L je
konec nasi volné cesty, neni tieba nic délat a indukéni predpo-
klady méme splnény. Jinak do tohoto listu vede néjaké pridana
hrana (z néjakého vrcholu I). Pak ale sta¢i zrusit hranu I < L
a zavést novou hranu I < X. Tim zistane pocet pfidanych
hran zachovan. L prestal byt po tomto kroku listem, nicméné
objevil se novy list X, tudiz A i B ztstalo a tedy a), resp. b)
stale plati.

Pfipojujeme-li ho hranou za vrchol stupné alespon 2, B se ndm
zvysi o 1, A zustane stejné. Pokud B bylo sudé, neni tfeba nic
délat. Po tomto pfidani bude B liché a vrchol X bude konec
nezesouvislnéné cesty. Vzorec b) bude ziejmé platit. Nyni po-
kud je B liché, oznacime si list na konci cesty Y. Pokud vrchol
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X napojujeme za vrchol, ktery nebyl soucasti cesty, pak staci
pridat hranu X < Y. Pokud napojujeme X na cestu, pak vez-
meme libovolnou pfidanou hranu I < J, tu z grafu odstranime
a pfidame 2 nové I — X a J — Y. V obou pripadech stoupne
podet pridanych hran v do lesa o 1, coz je v souladu s a).

A je to. Pro sudé B jsme dostali rovnou 2-souvisly graf, pro liché musime
jesté konec cesty napojit na libovolny vrchol, ktery do téhle cesty nepatfii,
abychom dostali 2-souvisly graf. Tim se ale dostaneme na A+ (B—1)/2+1 =
A+ [B/2] hran.

Program je implementaci vyse uvedeného. Pomoci algoritmu popsaného
v kuchafce 2. série najde v zadaném grafu mosty a pak v kazdé komponenté 2-
souvislosti spocita, kolik mostii z ni vede. Nakonec spocte hrany, které je tfeba
piidat, pomoci (x). Casova i pamétova naro¢nost programu je O(M + N) (pii
kazdém pruchodu do hloubky se algoritmus zfejmé na kazdou hranu podiva
dvakrét).

#include <stdio.h>
#include <malloc.h>
int Vrcholu, Hran;

struct Hrana {

int VedeDo; /* &islo vrcholu, kam tahle hrana vede */
int Most; /* 1, je-1i to most, jinak 0 x/
struct Hrana *DalsiHrana; /#* dalsi hrana vedouci z daného vrcholu */
struct Hrana *OpacnaHrana; /#* hrana opa¢ného sméru =/
b
struct Hrana **Hrany; /* pole seznamii hran z daného vrcholu */
int * Navstiveno; /* pro priichod do hloubky */

int HledejMosty (int Vrchol, int Minuly Vrchol, int Hloubka) {
/#* prichod do hloubky z daného vrcholu, ktery v dané komp. souv. hled4d mosty */
struct Hrana *hrana;
int minHloubka;
int HloubkaDane Vetve;

Navstiveno[ Vrchol] = Hloubka;
minHloubka = Hloubka;
for (hrana = Hrany|Vrchol]; hrana '= NULL; hrana = hrana—> DalsiHrana)
if (hrana—> VedeDo = MinulyVrchol) {
if (Navstiveno[hrana—> VedeDo] == 0) { /* novy vrchol, rekurze %/
HloubkaDaneVetve = HledejMosty (hrana—> VedeDo, Vrchol, Hloubka+1);
if (HloubkaDaneVetve > Hloubka) {
hrana—> Most = 1;
hrana—> OpacnaHrana—> Most = 1;

} else HloubkaDaneVetve = Navstiveno[hrana—> VedeDol;
if (HloubkaDaneVetve < minHloubka) minHloubka = HloubkaDane Vetve;

}

return minHloubka; };
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int SpocitejMosty (int Vrchol) {
struct Hrana xhrana;
int Mostu;

Navstiveno[ Vrchol] = 0;
Mostu = 0;
for (hrana = Hrany|Vrchol]; hrana '= NULL; hrana = hrana—> DalsiHrana)
if (hrana—>Most) Mostu++;
else if (Navstiveno|hrana—> VedeDo] != 0)
Mostu+= SpocitejMosty (hrana—> VedeDo);

return Mostu;
b
int main () {
int 4, Z, Do;
int Listu, Stupen0;
int VidiMostu;
struct Hrana xNovaHranal, x NovaHrana2;

scanf (“%d %d”, & Vrcholu, & Hran);

Hrany = malloc (Vrcholu * sizeof (struct Hrana x));

for (i =0; ¢ < Vrcholu; i++) Hrany[i) = NULL;

for (i =0;: < Hran; i++) {
scanf (“%d %d”, &Z, &Do);
Z——; Do——; /#* indexujeme 0..Vrcholu-1 x/
NovaHranal = malloc (sizeof (struct Hrana));
NovaHrana2 = malloc (sizeof (struct Hrana));
NovaHranal —> OpacnaHrana = NovaHranaZ2;
NovaHrana2—> OpacnaHrana = NovaHranal,
NovaHranal—> VedeDo = Do;
NovaHranal—>Most = 0;
NovaHranal —> DalsiHrana = Hrany|Z];
Hrany[Z] = NovaHranal;
NovaHrana2—> VedeDo = Z;
NovaHrana2—> Most = 0;
NovaHrana2—> DalsiHrana = Hrany|Do];
Hrany[Do] = NovaHrana2;

};

Navstiveno = malloc (sizeof (int)* Vrcholu);

for (i =0; ¢ < Vrcholu; i++) Navstiveno[i] = 0;

for (i =0;: < Vrcholu; i++) if (Navstiveno[i] == 0) HledejMosty (¢, —1, 1);

Stupen0 = 0; Listu = 0;

for (i =0; ¢ < Vrcholu; i++) if (Navstiveno[i] = 0) {
VidiMostu = SpocitejMosty (i);
if (VidiMostu == 0) Stupen0++;
if (VidiMostu == 1) Listu++;

};
printf (“%d\n”, ( (Stupen0 == 1) && (Listu ==0)) ?0: (Stupen0 + (Listu+1)/2));

return 0;

b
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18-2-6 Dominujici komplikatory Zdenék Dvorak

Neéktefi Fesitelé si prosté ulozili matici relace dominance (tedy pole inde-
xované Cisly blokd, v niz na pozici [A, B] je 1 pokud basic blok A dominuje
basic blok B, a 0 jinak). Toto feSeni je nepraktické — na dotaz, zda jeden blok
dominuje druhy, jsme sice schopni odpovédét v konstantnim case, ale paméto-
vé slozitost je O(N?), kde N je pocet blokii v programu, coz ¢asto bude piilis
mnoho. Navic se s touto reprezentaci Spatné pracuje, pokud optimalizace zmé-
ni CFG, ¢asto je jedind moznost celou matici pfepocitat. Dominance je ovem
velmi specialni relace, kterou lze reprezentovat mnohem efektivnéji.

Zacéneme tim, Ze si zavedeme nésledujici znaceni: budeme psat A < B, po-
kud basic blok A dominuje basic blok B. Samozfejmé se tim snazime naznacit,
ze relace dominance by se mohla chovat jako usporadani. Je asi vhodné si to
zduvodnit:

e Pro kazdy blok A plati, ze A < A, tedy Ze dominuje sam sebe.

o Jestlize A < B a zaroven B < A, pak A = B: pokud by A a B
byly ruzné bloky, pak si vezméme cestu svivs ... v A z pocatku do
A, ktera neprochdzi A (tj. v; # A pro v8echna 1 < i < k). Protoze
B < A, nékde na této cesté musi byt blok B, tedy v; = B pro néjaké
t. Pak ale svyvs...v; je cesta z pocatku do B, kterd neobsahuje A,
coz je ve sporu s tim, 7ze A < B.

e Jestlize A < B a zaroven B < C, pak A < C: pokud kazd4 cesta
z pocatku do C obsahuje B a kazda cesta z pocatku do B obsahuje
A, pak kazda cesta z pocatku do C' také musi obsahovat A.

Dominance tedy opravdu je usporadani, ale nemusi to byt usporadani tplné
— vétsinou existuji bloky, které jsou v ni neporovnatelné, tj. A £ B a B £
A. Tim jsme si tedy prili§ nepomohli, protoZe obecné usporadani v lepSim
nez kvadratickém prostoru reprezentovat nelze. PovS§imneme-li si ovSem jesté
nasledujici vlastnosti, situace se zna¢né zjednodusi: Pokud se omezime na bloky,
které dominuji néjaky pevné zvoleny blok C, pak je usporadani dominanci
aplné, tedy pokud A < C a B < C, pak bud A < B nebo B < A. Dokazme
si toto tvrzeni. Pfedpokladdejme, ze A < C, B < C a A a B jsou pritom
neporovnatelné. Zvolme si libovolnou cestu p = sv; ... v,C z poc¢atku do C. Na
p se musi vyskytovat jak A, tak B. Nechf bez jmy na obecnosti p projde jako
posledni A, tj. existuje ¢ tak, ze v; = A a v; # B pro i > t. Protoze B £ A,
existuje cesta g z pocatku do A, kterd neprochazi pres B. Pak ale cesta ¢, za
niz pfipojime vy41 ... v;C, jde z pocatku do C, aniz by prosla pies B, coz je
spor s tim, ze B < C.

Pro kazdy blok C' kromé pocatku tedy existuje ,nejpozdéjsi“ blok, ktery
ho dominuje (budeme mu fikat primy domindtor bloku C' a znadit ho d(C)),
tedy takovy, ze pokud A < C a A # C, pak A < d(C). Ziejmé A < C pravé
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tehdy, pokud A = d(d(...(d(C))...)). Jestlize si nakreslime orientovany graf,
jehoz hrany jsou dvojice (C,d(C)) pro vSechny bloky C, dostaneme strom,
orientovany smérem ke kofeni, jimZ je pocatek. Plati, ze A < B, pokud vrchol
B patfi do podstromu, jehoZ kofen je A. Dalsi moZnost, jak si relaci dominance
reprezentovat, je tedy ulozit si tento strom a pak pii dotazu prochazet bud
podstrom A, nebo nasledniky vrcholu B. Pamétova slozitost je O(N) — stadi
mit ulozen tento strom. Oba postupy maji ovSem v nejhorsim pfipadé linedrni
¢asovou slozitost.

Tento strom si proto jesté dale zpracujeme. Provedeme jeho prohledani
do hloubky a budeme si pocitat ¢isla krokd (tedy budeme mit ¢&itac, ktery si
zvy$ime o 1 pokazdé, kdyz vstoupime do vrcholu nebo se z néj vracime). Pro
kazdy vrchol C si zapamatujeme ¢isla i(C) a o(C) — ¢isla krokti, kdy jsme
vstoupili do C' a kdy jsme se z néj vratili. Ziejmé A < B pravé tehdy, kdyz
do B vstoupime aZz po A, ale vratime se z néj predtim, nez se vratime z A,
tedy pokud i(A) < i(B) a zarovel o(B) < o(A). Paméfova slozitost zistane
linedrni, nebof pro kazdy vrchol si potfebujeme pamatovat pouze dvé &isla.
Slozitost dotazu bude konstantni, staci provést dvé porovnani.

Na zavér poznamenejme, ze vétsina algoritmi pro urcéeni dominance pfimo
konstruuje strom pfimych dominatori, takze nikdy neni nutné si pamatovat
celou matici dominance. Zajimava otazka je, jak popsanou datovou strukturu
opravit, pokud néktera optimalizace zméni CFG. Strom pfimych dominatora se
zméni snadno, nicméné popsané o€islovani se nam tim pokazi, proto je v praxi

18-3-1 Travnik Jana Kravalova

Priprava na mirumilovnou hrosi hostinu se zvrhla v divy boj dvou ne-
smifitelnych zahradkarskych skupin, které se do sebe pustily ryci, hrabémi a
jinymi zemédélskymi stroji. Nedosti na tom, k arzenalu mimo lopatek vytahli
mnohem straslivéjsi zbrané sestavajici z prapodivné zpotvorenych tvrzeni z te-
orie slozitosti, nescetnych myta o rychlosti déleni a jinych zbrani hromadného
niceni.

Zahradkarska frakce S iteraci na veééné casy aneb Déleni jen pres mase
mrtvoly zvolila slogan Vse je konstantni. Jejich oponenti, partaj Divisori, ne-
chvalné prosluld jako Zbésilé vzorecky, ptistoupila na taktiku Co je vydéleno,
je sprdvné.

Pojdme se podivat na jejich programy:

Obé skupinky si spravné povsimly, Ze soucet ¢isel v matici udava presné
mnozstvi centimetri, o které pazit denné poroste.

Konstantnici se rozhodli poscitat si tedy ¢isla v matici a pri¢itat denni p¥i-
ristek trévniku tak dlouho, az dosdhnou pozadovaného mnozstvi. Jak dlouho
takovy pristup trva? Inu, predstavme si tu nejhorsi situaci, zahradnikovu no¢ni
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miru, totiz ze by travnik rostl hrozné pomalu a my bychom c¢ekali na néjaké
hodné velké mnozstvi travy. Treba kdybychom méli travnik 1 x 1 s hodnotou
1 a chtéli bychom 10° travy (mame velmi pazravé pratele). Nejhtii tedy bude-
me ¢ekat O(K) ¢asu, kde K je pozadované mnozstvi. A tady se konstantnici
zaradovali, protoze K je konstanta, tudiz mame program s konstantni ¢aso-
vou slozitosti. Ale K neni preci zddna konstanta, kterou bychom dopfedu (pfi
psani programu znali), nybrz ¢islo, které ndm pfijde na vstupu. Spravné je te-
dy tici, ze program md casovou sloZitost linedrni vzhledem ke K, tim padem
exponencialni k délce vstupu.

Divisori si povsimli, ze jestlize travnik poroste denné o s a my chceme
K travy, sta¢i provést trividlné K/s. Pfitom velkoryse pominuli, Ze celoéiselné
déleni vraci dolni celou cdst a zacaly se dit véci. Pro K = 10 a s = 10 pak
program radil ¢ekat 1 den, pro K = 11 a s = 10 také radil éekat 1 den (plus
minus jednicka, pokud nékdo pocital poc¢ateéni den), prosté zmatek. Spravny
postup je udélat normélni (neceloéiselné) déleni a poté vysledek zaokrouhlit
nahoru (neboli vzit horni celou ¢ast). Protoze jsme informatici a neradi délime
redlnd ¢isla, je tfeba tuto operaci néjak nasimulovat, tieba takhle (s diky Mirku
Klimosovi za péknou formulaci):

Ziejmé potiebujeme, aby trava vyrostla jesté o (K — s). Jelikoz kazdy den
povyroste o s centimetri, tak pocet dnt, které musime pockat, je [(K —s)/s].
Znacka [ ] znamend horni celou ¢ast. To lze pfi celo¢iselném déleni napsat jako
((K—s—1)/s)+1, coz se rovna (K —1)/s. Tohle trvd O(N - M), nebot musime
napied poscitat prvky v matici a pak uz jen jedno déleni.

Co je tedy rychlejsi? Navzdory oblibenému argumentu ”déleni je strasné
pomalé” je rychlejsi udélat jedno déleni oproti ohromnému mnozstvi séitani,
o kterych ani nevime, kolik jich bude.

Nekteri Divisori pak jesté s oblibou tvrdili, Ze jejich program ma kon-
stantni ¢asovou slozitost. Nacitani vstupu se prece nepocitd a pak uz se déla
jen to jedno déleni. Nicméné i kdybychom nacitani vstupu nepocitali, coz se
v mnohych analyzach opravdu déla, tak stejné pfi vypoctu souctu prvkia matice
musime sdhnout na kazdy prvek matice. A protoze tento vypocet je neoddé-
litelnou soucasti algoritmu, nemiazeme ho oddiskutovat jako soucast vstupu.
Casové slozitost algoritmu je tedy O(N - M). Pamétova je tentokrat skuteénd
konstantni, protoze nas nikdo nenuti pamatovat si celou matici, ale jenom jeji
soucet.

program Travnik;

var n, m : integer; { rozméry matice }
k : integer; { pozadované mnoZstvi travy }
s : integer; { souéet prvkd v matici }
c : integer; { nadtené é&islo }
i : integer; { &ita¢ }
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begin
writeln(’Zadejte n m k:’);
readln(n,m,k);
writeln(’Zadejte matici: ’);
s := 0;
for i := 1 to n*m do begin
read(c);
s :=s +c;
end;
if s = 0 then writeln(’Z takového tréavniku nikoho nepohostis.’)
else writeln(’Na hostinu je pot¥eba pockat jesté ’,(k-1) div s,’ dni.’);
end.

18-3-2 Duel Martin ,,Bobfik*“ Krulis

Hrosik vam velice dékuje za dosla feSeni, avSak at se snazil hrat kteroukoli
z vami zaslanych strategii, vzdy s prasatkem remizoval. Nastésti nékteri z vas
prisli na to, ze hra nemé vyhravajici strategii ani pro jednoho z hracd, ale
zato existuje neprohravajici strategie pro oba hrace. Prasatko také neni hloupé,
a proto hrosik vzdy jen remizuje. Nyni se podivame, pro¢ tomu tak je.

Cisla 1..9 1ze jednoduse usporadat do magického étverce 3 x 3. V magickém
Ctverci plati, ze soucty trojic ¢isel jsou pro kazdy radek, kazdy sloupec a obé
diagonaly rovny ¢islu 15 (tedy nasemu hledanému ¢islu). Existuje celkem osm
ruznych moznosti, jak rozmistit ¢isla do ¢tverce, ale vSechny lze vygenerovat
z rozmisténi na obrazku pomoci zrcadleni a otaceni ¢tverce o 90°.

2|76
9/5|1
4138

Predstavme si, Ze obé zviratka nebudou ¢isla odebirat, ale misto toho si
budou zaskrtavat policka v magickém ¢étverci. Jisté jiz tusite kam tim mifim.
Zvifatka budou vlastné hrat piskvorky na miizce 3 x 3 (tzv. Tic Tac Toe).
Pokud se nékterému ze zvifatek podafi vytvorit piskvorku (tj. zasSkrtnout t¥i
policka v fadé, sloupci nebo na diagonale), odpovida to situaci, kdy se jim
v duelu podarfilo ukofistit ¢isla se souc¢tem 15.

Tim jsme ukézali, ze obé hry jsou ekvivalentni. Nyni pouzijeme vSeobecné
znamé tvrzeni, ze pisSkvorky na plose 3 x 3 nemaji vyhravajici strategii pro
zédného z hracu, a protoze jsou obé hry ekvivalentni, bude toto tvrzeni platit
i pro nas Duel. Dikaz spoéivad v rozboru vSech mozngch taht (s ohledem na
symetrii ¢tverce). Podrobnéjsi informace o tomto problému miiZzete nalézt tieba
na strance http://en.wikipedia.org/wiki/Tic_tac_toe.

119



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2005/2006

18-3-3 Vrah Tomas Gavenciak

Zadani ,obéti“ papirky je vlastné permutace a také, pro nasi predstavu
asi vhodnéjsi, orientovany graf. V ném vede z kazdého vrcholu (hrace) pravé
jedna hrana (k obéti) a do kazdého také pravé jedna hrana, takze graf se skldda
z nékolika (kruz) kruznic. Potkat se ur¢ité mohou jen ti, co jsou na spolec¢né
kruznici, kruznice ale neni problém po dvou spojovat tak, ze si libovolni dva
lidé z rtznych kruznic vyméni papirky. Stacilo by nam tedy kruz — 1 vymén na
spojeni do jediné kruznice, tolik ale vétSinou ani nebude potieba.

Pokud budeme do (neorientovaného) grafu s kruznicemi postupné ptidavat
nékteré zdjmové (vyjadiujici zdjem o moZnost potkéni) hrany (kde pFidani
hrany mezi kruznice zaroveini symbolizuje jejich spojeni) s tim, Ze hranu pfiddme
jen tehdy, kdyZ mezi zdjemci je$té nevede cesta (vede-li, uz lezi na kruznici —
ptvodni nebo nové vzniklé), ziskdme snadno postup spojovani, a tedy i pocet
pfehozi, ale za cenu slozitosti O(KN).

Zkusime to vylepsit: Uvazujme pravé popsany graf s nékterymi zadjmovymi
hranami. Pokud bychom do néj ptidali i zdjmové hrany, které jsme v pred-
chozim algoritmu vynechali, pocet komponent se nezvysi — staci tedy pracovat
s grafem, do kterého pfiddme vSechny hrany. Necht m4 tento graf komp kom-
ponent. Navic vime, Ze puvodni graf bez zdjmovych hran mél kruz komponent.
Protoze jedno prohozeni papirkti mize snizit pocet komponent pravé o jedna,
hledany pocet prohozeni je kruz — komp. Potfebujeme tedy spocitat obé tyto
hodnoty, po¢ty komponent dvou grafi. Zvladneme to pomoci dvou prohleda-
véni do hloubky s ¢asovou slozitosti O(K + N).

V programu vyuziji maly trik, jak vlozit informace o K hranach do pole
s velikosti 2K jako seznam sousedi: prvky na pozici 1 = s; + 1 az s budou
sousedé vrcholu 1, od sy + 1 do s3 sousedé vrcholu 2 atd. Nejdfive si spoc¢tu
pocet sousedt kazdého vrcholu p, probranim hran a pak jen nas¢itam: s; = 0,
Sy = =14 Z;’:—f Pi = Sy—1 + Pv—1, coZ zvladnu linearné. Pak projdu hrany
znovu a pridavam sousedy vrcholu v na pozice s, + p, a pokazdé snizim p,
o jedna. V programu to ale délam v jediném poli poc_hran.

Navic mohu ptuvodni hrany v kruznicich nechat jen jednosmérné oriento-
vané, pii prohledavani do hloubky je jedno, jakym smérem kruznice projdeme.

const maxN=1000
maxK=1000;

var K,N:integer; {zadani}
obeti:array [1..maxN] of integer;
hrany:array [1..maxK,1..2] of integer;
{pro prichody}

byl:array [1..maxN] of boolean; {znacka pro DFS}
sousedi:array [1..(2#maxK)] of integer; {tabulka sousedi}
poc_hran:array [1..maxN] of integer; {po¢et zajmovych hran z vrcholu}
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procedure projdi(v:integer;sou:boolean);
var i:integer;

begin
if byl[v] then exit; {byl jsem tu uz?}
byll[v] :=true;
projdi(obetilv],sou); {projdi se po kruznici...}
if not sou then exit; {mém jit i podle pole sousedi?}
for i:=poc_hran[v]+1l to poc_hran[v+1] do
projdi(sousedil[il,sou); {rekurze...}
end;

var i,a,b:integer;
kruznic,komponent:integer;
begin
kruznic:=0; komponent:=0;

read(N); {nejprve nactu obéti (kruZnice v grafu)l}
for i:=1 to N do begin
read(a); {nad&tu obé&ti}

obeti[il:=a; byl[il:=false; poc_hran[i]l:=0; {...a zaroveil inicializuji}
end;

for i:=1 to N do {projdu kruznice DFS}
if not byl[i] then begin
projdi(i,false); {projdi bez pole sousedi}
inc(kruznic); end;
for i:=1 to N do byl[i]:=false; {uklid}
read(K); {a nyni se zajmovymi hranami:}
for i:=1 to K do begin
read(a,b); {na¢tu dalsi hrany}

hrany[i,1]:=a; inc(poc_hranl[a]);
hrany[i,2]:=b; inc(poc_hran[b]);
end;
{z po&tu hran vyrobim nas¢itanim indexy do velkého pole sousedi}
{to obsahuje pfed poc_hran[i] dost mista na vSechny hrany z a do i}
for i:=2 to N do inc(poc_hran[i],poc_hran[i-1]);
poc_hran[N+1] :=poc_hran[N];
for i:=1 to K do begin
a:=hrany[i,1]; b:=hrany[i,2];
{zapisu souseda na volné misto do sousedi[] a posunu ukazovadlo}
sousedi[poc_hran[a]]:=b; dec(poc_hran[a]);
sousedi[poc_hran[b]]:=a; dec(poc_hran[b]);

end;
for i:=1 to N do {projdu kruznice i zajmové hrany DFS}
if not byl[i] then begin
projdi(i,true); {nyni i s polem sousedi}

inc(komponent); end;
writeln(’Je pot¥eba ’,kruznic-komponent,’ p¥ehozeni.’);
end.
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18-3-4 Pochoutka pro prasatko Jana Kravalova

Mame Sachovnici o rozmérech X x Y a sadu K pravidel, podle nichz se
prasatko umi pohybovat s ur¢itou namahou. Kratké pozorovani odhali, Ze kaz-
dé policko Sachovnice je jeden vrchol grafu a Ze mezi vrcholy vede hrana praveé
tehdy, pokud existuje pravidlo prevadéjici prasatko z jednoho vrcholu na druhy.
Pak je hrana samoziejmé ohodnocena pfisluSnym mnozstvim namahy. A jeli-
koz jsou hrany kladné ohodnocené a my hleddme nejkratsi cestu ze startovni
pozice hladovéjiciho pasika na nalezisté Velké Bukvice, mame tlohu jako dé-
lanou (ve skutecnosti opravdu délanou) pro pouziti kuchaikového Dijkstrova
algoritmu s haldou.

Ukéazalo se ale, ze naprogramovat takovy algoritmus nemusi byt az tak
jednoduché. Neékteri tézce valcili s haldou, jini v boji podlehli a zaslali jen
slovni popis algoritmu.

Prvni otazka je, jak si vyrobit onen graf zobrazujici prostor lesa. Odpo-
véd je jednoduchi. Zadny graf neni tieba vyrdbét, budeme pracovat piimo
nad poli¢ky lesa a hledané hrany si budeme konstruovat pfimo v okamziku,
kdybychom se v Dijkstrové algoritmu divali na sousedy aktudlné zkoumané-
ho vrcholu. Postupné pouzijeme vSechna mozné pravidla pro pohyb z daného
policka a podivame se, jestli jsme se nedostali mimo les.

Druhy, horsi problém, vznika u haldy. V okamziku, kdy v Dijkstrové algo-
ritmu najdeme lepsi cestu a prepocitavame vzdalenost néjakému vrcholu, méni
se samoziejmé jeho pozice v haldé vrcholt a haldu musime preskladat. Jak na
to?

Mtizeme si nékde bokem pamatovat, kde presné se kazdy vrchol v haldé
nachézi, a pustit na néj bublani. Pak ale musime pfi jakékoli operaci s haldou
kazdému vrcholu prepocitavat tento jeho index v haldé€ a to je trosku zmatek.

Jiné, jednodussi feseni je haldu nijak nepiedélavat, a kdyz néjakému vrcho-
lu pfepocitame vzdalenost, prosté jej do haldy stréit znovu. Tak se ndm nékteré
vrcholy mohou v haldé opakovat, ale my dokazeme v Dijkstrové algoritmu pri
vytahovani minimélniho prvku z haldy snadno rozeznat, jestli jej mame zpra-
covavat, nebo jestli je to jen zopakovany prvek. Pozname to podle toho, jestli
uz mé trvalou hodnotu.

Za jednodussi feseni ale zaplatime. Zatimco v téz$im, ,prepocitavacim*
feSeni se kazdy prvek dostane do haldy nejvys jednou, takze halda mtize zabirat
jen tolik mista, jaky je pocet vrchola grafu, u druhého feseni se prvky mohou
dostat do haldy vickrat, konkrétné halda mtze byt velika jako pocet hran grafu.

Dijkstriv algoritmus z kuchaiky trvd O((N + M) - log N), kde N je po-
¢et vrcholt, u nds X x Y, a M pocet hran, u nas XYK. Za kazdou operaci
s haldou nasobime logaritmem velikosti haldy. Pokud tedy pouZijeme haldu
s prepoéitavanim, dostaneme ¢asovou slozitost O(XYK -log(XY)). Jednodus-
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& halda d4 ¢asovou slozitost O((N + M) -log M) < O((N + M) - log N?) =
O((N + M) -2logN) = O((N + M) -log N), takze vlastné tutéz.

Pamétova slozitost je u haldy s pfepocitavanim O(XY'), protoZe si potie-
bujeme pamatovat jen les a haldu na vrcholy, ale u vétsi haldy az O(XYK).

Jak si v§iml Pepa Pihera, nas algoritmus jde jesté vylepsit. Malou apravou

dosdhneme toho, Zze v haldé bude vzdy nejvys K prvka, ¢imz stlacime
sloZitost na O(XYK -log K). (Plati K < XY, protoze pokud by pravidel bylo
vice, na nékteré policko by se dalo dostat pomoci vice pravidel a my si miizeme
nechat jenom to lepsi z nich.)

V jednom kroku se Dijkstrav algoritmus pokousi najit vrchol s nejmen-
$im docasnym ohodnocenim. Jinak feceno, hleda takovy nezpracovany vrchol
spojeny s uz zpracovanym vrcholem, Ze soucet ohodnoceni zpracovaného vr-
cholu a hrany z néj vedouci je co nejmensi. Navic vrcholy zpracovavame (trvale
ohodnocujeme) podle jejich vzdalenosti od vychoziho mista, tedy v neklesajicim
poradi.

Zvolme si pro tento odstavec jediné pravidlo. Kromé krajnich pfipada ho
muzeme pouzit z kazdého vrcholu. Sledujme vrcholy, které pomoci tohoto pra-
vidla dostanou trvalé ohodnoceni. V prubéhu algoritmu je ohodnoceni téchto
zpracovavanych vrcholi neklesajici. Protoze jsme ho ziskali pfi¢tenim hodnoty
pravidla k ohodnoceni vychozimu vrcholu, je i ohodnoceni vrchold, ze kterych
toto pravidlo pouzivame, neklesajici. Toto jediné pravidlo tedy pouzivame na
vrcholy v tom poradi, v jakém je trvale ohodnocujeme.

Kdyz vime, ze kazdé pravidlo pouzivame na vrcholy v tom poradi, v ja-
kém je trvale ohodnocujeme, zapamatujeme si u kazdého pravidla, ze kterého
vrcholu jsme ho naposledy pouzili. KdyZz potom hleddme vrchol s nejnizsim
docasnym ohodnocenim, kazdé pravidlo uz mé urceny vrchol, ze kterého ho
pouzijeme. Vybereme si tedy tu nejlepsi kombinaci vrchol-pravidlo, tim jsme
nasli dalsi vrchol s trvalym ohodnocenim, a pouzité pravidlo ,,posuneme* k dal-
$imu vrcholu. Tim myslime, Ze pfisté ho budeme pouzivat z vrcholu, ktery jsme
v Dijkstrovi trvale ohodnotili hned po tom vrcholu, ze kterého jsme ted pravidlo
pouzivali.

V kazdém kroku tedy potfebujeme najit minimum z K hodnot, toto mini-
mum odstranit a pfidat misto néj jinou hodnotu. K tomu je halda jako stvofena,
vSechny tyto operace zvladne v ¢ase O(log K'). Navic kazdou hranu zpracujeme
pravé jednou, ¢imz se dostavame na slibovanou slozitost O(XYK log K').[M.S.]
#include <stdio.h>
#define MazN 100

#define MaxM 100
#define MazK 50

typedef struct policko_typ {
int z, y, vzdal, je_docas, predz, predy; /#* soutad., vzdal., doGasnost, piedchtidce */
} policko;
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typedef struct pravidlo_typ {
int z, y, namaha;
} pravidlo;
typedef struct uzel typ {
int vzdal, z, y;
Yuzel;
int N, M, K;
pravidlo pravidla|MazK];
uzel halda[MazN+MazM*MazK];

int halda_len;
policko les|[MazN|[MazM];

void halda vloz (int z, int y, int vzdal) {

int ;
uzel pom,;

i = halda_len++;

/* mozné pohyby cunéte x/
/* posun o x a y, vynalozend namaha */

/% uzel v haldé */
/* docasné vzdalenost, soufadnice */

/* rozméry lesa, pocet pravidel */
/#* v8echny pohyby ¢unéte */

/* halda na policka */

/* velikost haldy */

/* dvojrozmérny prostor = les x/

halda[i].z = z; halda[i].y = y; haldali].vzdal = vzdal;
while (i > 1 && haldali/2].vzdal > halda[i].vzdal) {

pom = haldali/2];
halda[i/2] = haldali];
haldali] = pom;
i /=2
}
}

void halda_odeber_min (void) {
int 1, 7;
uzel pom;

halda[1] = halda[halda len——];

i =1
while (2xi<=halda_len) {
= 4

J
if (haldalj].vzdal > halda[2xi].vzdal) j = 2x1;
if (2%i4+1 <= halda_len && halda[j].vzdal > halda[2xi+1].vzdal) j = 2%i+1;

if (¢ == j) break;

pom = halda[i]; halda[i] = haldalj]; halda[j] = pom;

i =J;
}
}

void dijkstra (int start.z, int starty, int cilz, int cily) {

int vz, vy, nz, ny, i, j;

for (i =0;4% < N;i++) {

for (j =0;j < M; j++) {

les[i][j].je-docas = 1;
les[i][j].vadal = —1;

}

les[start_z]|starty|.vzdal = 0;

les[i][j].predz = les[i][j].predy = —1;
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}

halda_vloz (start.z, start.y, 0); /#* start na haldu */

while (halda_len > 0) { /* dokud neni halda prazdnd =/
vz = halda[0].z; /* vybereme poli¢ko s nejmensi */
vy = halda[0].y; /* docasnou vzdélenosti */
halda_odeber_min (); /* odebereme policko z haldy */

if (vz == cilz && vy == cil.y) break; /+ bukvice nalezena, konec */
if (Mes[vz][vy].je-docas) {
printf (“Tady uz jsme jednou byli.\n");

continue; /* tady uz jsme byli, jdeme dal */
}
les[vz][vy].je_docas = 0; /* policko prohlasime za trvalé =/
for (i =0;i< K; i++) {
nz = pravidla[t].z + vz; /* kam se umime dostat s pravidlem i */

ny = pravidla[i].y + vy;
printf (“Zkousim nove policko [%d, %d]\n”, nz, ny);
if (nz < N && ny < M && nz >=0 && ny >= 0) /* nevybéhli jsme z lesa x/
if ( (les[nz][ny].vzedal == —1) ||
(les[nz]|ny].vzdal > les[vz][vy].vzdal + pravidla[i].namaha)) {
les[nz][ny].vzdal = les[vz][vy].vzdal + pravidla[i].namaha;
/* nova vzdalenost */
les[nz][ny].predz = vz; /* novy predek */
les[nz][ny].predy = vy;
halda_vloz (nz, ny, les[nz][ny].vzdal); /* vloz na haldu %/

}
}

int main () {

int prase_x, prase.y, bukv.z, bukv.y, nz, ny, i;

printf (“Rozméry lesa: ,”); scanf (“%d %d”, &N, &M);
printf (“Pozice prasete: ,”); scanf (“%d %d”, &prase.z, &prasey);
printf (“Pozice bukvice: |”); scanf (“%d %d”, &bukv-z, &bukv.y);
printf (“Pocet pravidel pohybu prasete: ,”); scanf (“%d”, &K);
for (1 =0;i< K; i++)
scanf (“%d %d %d”, &pravidlali].z, &pravidla[i].y, &pravidla[i].namaha);

dijkstra (prase_z, prase_y, bukv.z, bukuv_y);
if (les[bukv_z][bukv_y].vzdal == —1) printf (“Cesta neexistuje.\n”);
else {
printf (“Nejkratsi cesta pozpatku: \n”);
nr = bukv_z; ny = bukuy;
while (nz != -1 && ny !'= —1) {
printf (“[%d, %d]\n”, nz, ny);
nz = les[nz][ny].predz; ny = les[nz][ny].predy;
}
}

return 0;
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18-3-5 Hrosi lov Martin Mares

Pomdc! Pomdédéc! Lesem zni vyplasené kvikani prasatkovo, tak nestastné,
ze ani jediné oko ostfileného programéatora neztistava suché a ani jediné srdce
neustrnuté. Nezbyva nam tedy, nez co nejrychleji navrhnout néjaky alespon
trochu funkéni a alespon trochu efektivni algoritmus a teprve pak se pokouset
o zlepSovéani.

Rychle si do blocku nacértneme zakladni znaceni: les bude mit rozméry M x
N, velké H bude znamenat pocet velkych hrochi, ¢as budeme méfit v krocich
od nuly a v ¢ase T se nebesa slituji a setmi se. Zviratka si o¢islujeme: 0 bude
prasatko, 1 az H hrosi; pritom kazdé zvifatko ma svou sadu pravidel pro pohyb,
jejich pocet si pro i-té zviratko oznacime p;; koneéné P bude celkovy pocet
pravidel, ¢ili P = pg + ...+ pg. V programu takto:

typedef struct { int x, y; } xy; // polig&ko

int M, N, H, T; // parametry hry
xy S[MAXH+1]1; // po&ate&ni polohy
int NP[MAXH+1]; // poéty pravidel
xy Pr[MAXH+1] [MAXP]; // pravidla

S hrochy v zddech budeme pro kazdy ¢as ¢ a kazdé policko (x,y) zjistovat,
ktefi hrosi se tam mohou vyskytovat a zda se tam muze vyskytovat prasatko.
Tomu budeme fikat stav lesa v case t a budeme ho znadit S;.

// typ pro stav; pozor, je to pole, takZe se pfedava vzdy odkazem
typedef char stav[MAXM] [MAXN] [MAXH+1];

Jednotlivé stavy sestrojime snadno:

V c¢ase t = 0 muze byt kazdy hroch jen na svém pocatecnim policku a pra-
satko jakbysmet. Pokud vime, kde muze kdo byt v Case ¢, snadno to spoc¢teme
i pro ¢as t + 1: hroch mizZe byt na néjakém policku v case t + 1 pravé tehdy,
existuje-1li policko, na némz muze byt v Case t a z néhoz se 1ze na nové policko
dostat néjakym jeho povolenym pohybem. Analogicky pro prasatko, jen pra-
satku nedovolime vstupovat na policka, pro kterd jsme uz zjistili, Ze na nich
miize byt néktery z hrochii.

A7 toto v8echno spocitame, rozlisime néasledujici pripady:

e V ngjakém case t < T se prasatko miize vyskytovat na policku, které

je venku z lesa. Tehdy prasatko utece a my vypiseme cestu, ktera ho
na toto policko zavedla. To zafidime tieba tak, ze se budeme vracet
v Case zpét a vzdy zjistime, ze kterého policka, na kterém se prasatko
mohlo vyskytnout v predchozim kroku, lze doskocit na policko, kde
stoji ted.

e V néjakém case t < T uz neexistuje policko, na kterém by se mohlo

prasatko vyskytovat. Béda, hrosi spravedlnost vyhrala!

e V case T stéle existuji policka s potencidlnim prasatkem. Tehdy musi

jit hrosi do postylek a prasatko vyhrava timeoutem. Najdeme si tedy
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libovolné takové policko a stejné jako v prvnim pfipadé sestrojime
cestu, kudy se prasatko ma vydat.

Tento algoritmus se i snadno naprogramuje: budeme si pamatovat stavy
Siprot=0,...,T. Pfitom S|z, y, z] bude nula nebo jednic¢ka podle toho, zda
na policku (z,y) miZe byt v ¢ase t zvifatko z (tedy z-ty hroch nebo pro z =0
prasatko). Stav Sy inicializujeme podle po¢ateénich poloh, nacez provedeme T
doprednych kroki, z nichz kazdy spocita z S; stav Si11. V kazdém kroku staci
probrat vSechna policka, na kazdém vSechna zvifatka a vSechny jejich pohyby.
Jeden krok tedy trva ¢as O(MN - (po +p1 + ... +pu)) = O(MNP).

KdyZ objevime, jak miize prasitko uniknout (nejpozdéji po T krocich), za-
¢neme se vracet zpét a hledat konkrétni cestu. To bude probihat ve zpétnych
krocich: kazdy takovy krok dostane polohu prasatka v case t a podle této po-
lohy a zndmého stavu S;_; nalezne polohu v ¢ase t — 1. Takto se po nejvyse
T zpétnych krocich, z nichz kazdy trva O(MNpg) = O(MNP), dostaneme
do pocatecni polohy, a tim je cesta ukoncena.

Celkem tedy na$ algoritmus dobéhne za O(M N PT) kroki a k zapama-
tovani stavii spotfebuje pamét O(MNHT). [N&S laskavy ¢tenaf si také jisté
v§imne, ze zapominame, ze vSech stavi neni T', ale T'+ 1, a zvifatek H + 1 na-
misto H. OvSem pro T > 0 je T+ 1 = O(T) a pfipady s T = 0 miZeme oSet¥it
zvlastni vyjimkou. V zdjmu zachovani dusevni rovnovahy budeme vselijaké +1
prehliZet i nadale.]

Nasleduje nacrt programu:

void start(stav s) { // vyplni poc&ateéni stav

for (int z=0; z<=H; z++)
for (int x=0; x<M; x++)
for (int y=0; y<N; y++)
s[x][yl[z] = (x == S[z].x && y == S[z].y);
}

int vpred(stav a, stav b, xy *out) {
// provede 1 krok vpfed ze st. a do b; je-1li moZné utéci zapiSe do out kam
for (int z=0; z<=H; z++)
for (int x=0; x<M; x++)
for (int y=0; y<N; y++)
blx][yl[z] = 0;
for (int z=0; z<=H; z++)
for (int x=0; x<M; x++)
for (int y=0; y<N; y++)
if (alx][yl[z1)
for (int p=0; p<NP[z]; p++) {
int xx = x + Pr[z][pl.x, yy =y + Pr(z]l[p]l.y;
if (xx>=0 && xx<M && yy>=0 && yy<N) blxx][yyll[z]l = 1;
else if (!z && out) { // prasédtko miZe utéci
out->x = xx, out->y = yy; return 1;

}

127



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2005/2006

for (int x=0; x<M; x++) // smaZe prasatko z"polilek s~hrochy
for (int y=0; y<N; y++)
for (int z=1; z<=H; z++)
if (b[x][yl[z]) blx][yl[0] = 0;
return O;

}

int najdi_prase(stav s, xy *out) { // vyskytuje se n&kde prasatko?
for (out->x=0; out->x<M; out->x++)
for (out->y=0; out->y<N; out->y++)
if (s[out->x] [out->y] [0]) return 1;
return O;

}

void vzad(stav a, xy kam, xy *od) { // provede jeden krok vzad
for (int x=0; x<M; x++)
for (int y=0; y<N; y++)
if (alx][yl[0l)
for (int p=0; p<NP[0]; p++)
if (x + Pr[0][p]l.x == kam.x && y + Pr[0][pl.y == kam.y)
od->x = x, od->y = y;
}

void pomoz_prasatku(void) { // hlavni program

stav S[MAXT+1];

xy cesta[MAXT+1];

start (S[0]);

int t = 1;

while (t <= T && !vpred(S[t-1], S[t], &cestalt])) t++;

if (t <= T) puts("Prasatko uteklo:");

else if (najdi_prase(S[T], &cestalT])) {
puts("Prasatko béhalo do setméni:");

t =T;
} else {
puts("Hro3i hoduji.");
return;
}
for (int s=t; s™> 0; s--) // rekonstrukce cesty

vzad(S[s-1], cestals], &cestals-1]);
for (int s=0; s”<= t; s++)
printf (" (%d,%d)\n", cestal[s].x, cestals].y);

}

Praveé predvedené FeSeni by sice prasatku v nouzi stacit mohlo, ale zejména
s pamétovou ndroc¢nosti se jesté pokusime néco udélat, jet obludna.

1. pokus: moznych stavi je pro kazdy les konecné mnoho, takze pokud
bude T dostateéné velké, musi se stat, Ze pro néjaké dva casy ¢ a t' bude
St = Sy. Co vic, stav S; 11 je pro kazdé i jednoznacéné uréen stavem .S;, procez
musi také stavy v Gasech t + 1 a t' + 1 byt stejné a vse se zadne opakovat.
Tehdy je zbytecné pocitat dal a mizeme rozhodnout rovnou. Tak bychom mohli
pamétovou slozitost omezit na O(M N Ht'), zaplatime za to vSak zpomalenim
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(zjistovat, zda uz jsme stav nékdy vidéli, jisté néco stoji) a hlavné se to celé
vyplati jen tehdy, pokud je T > (MN)H+1 (tolik je totiz rtiznych moznych
2. pokus: vSimneme si, Ze pro vypocet stavu lesa v ¢ase t+1 nam staci znat
pouze stav v ¢ase t. Neni tedy zapotiebi pamatovat si vSechny stavy v minu-
losti a postaci nam dvé trojrozmérna pole: jedno pro stav soucasny, druhé pro
minuly. Ale ouha, z téchto poli pak nevyéteme zpateéni cestu! Na tu skutec-
né potfebujeme informace o moznych polohach prasatka ve vSech casech, jen
polohy hrochti zde uz nehraji roli. Takze ke dvéma polim pro hlavni vypocet pri-
dame jesté mozné polohy prasatka pro vSechny Casy, ¢imz pamétovou slozitost
zlepsime na O(MNH + M NT) a ¢asovou nepokazime, je stdle O(M N PT).

3. pokus (trochu zoufaly): pokud pouzijeme jen dvé trojrozmérnd pole
z predchoziho pokusu, nezjistime sice celou cestu, ale alespon z posledni polohy
spoc¢teme polohu predposledni. Pak bychom mohli cely vypocet spustit znovu,
ale zastavit ho o krok drive a podle vysledku se dostat k predpredposledni po-
loze a tak dale. Tim redukujeme pamét na O(M N H), ale ¢as zhorSime T-krét
na O(M N PT?). To se stézi vyplati.

4. pokus (vymyslel Peter Peresini): zkusime si v prubéhu vypoctu zapa-
matovavat jen nékteré stavy a pii zpétném priuchodu dopocditavat ty zbyvajici
mezi nimi. Reknéme, Ze si zapamatujeme jen kazdy k-ty stav, tj. So, Sk, Sax,
atd. Pti zpétném priichodu si pak vzdy z S;; spoc¢itame k—1 dopiednymi kroky
stavy Sjk+1, Sjk+2, .- S(jJrl)k,l.

Celkem si tedy potfebujeme zapamatovat T'/k stavi pfi hlavnim vypoétu
a k stavil pti dopoéitavani. Casovou slozitost hlavniho vypoétu jsme nezhorsili,
zpétny chod jsme zpomalili o (T'/k) - (k — 1) < T dopfednych kroki, ale to je
méné, nez kolik potfebuje hlavni vypocet, takze si tim neuskodime.

Zbyvéa si rozmyslet, pro jakou hodnotu k ziskdme nejlep$i pamétovou slo-
Zitost. Snadno zjistime, 7e to bude k = +/T (aZ na konstantu) — pokud volime
mensi k, pfevladd T/k, pokud vétsi, pfevlada k. Touto volbou k dostaneme
pamétovou slozitost O(MNHV/T).

4,5. pokus (aneb viechno jde trochu zlepsit): co kdybychom pfedchozi Fe-
Seni udélali tfiarovnové: pamatovali bychom si jedno hrubé déleni a az dojde
na zpétny chod, tak bychom si toto déleni vzdy mezi dvéma ¢asy trochu zjem-
nili a teprve mezi ¢asy jemnéjsiho déleni si znovu spocitali vSechno? Po trose
Zonglovéni s ¢isly bychom se tak dostali k paméti O(M N H JT ) a ¢asu horsimu
jen v multiplikativni konstanté. Ale pro¢ se zastavovat u t¥i irovni?

5. pokus (s diky Pepovi Piherovi a jednomu ne uplné vzorovému fesend
z CEOI 2005): Pfedstavme si, Ze uz zname stav lesa S; v néjakém case ¢ a
chceme se v ¢ase s > ¢ prasidtkem dostat na uréitou pozici (z,y). Zvolime si ¢as
u nékde mezi s a t (nejlépe v poloving) a u — t dopfednymi kroky si spoc¢itdme
ze stavu Sy stav S,,. Pak rekurzivné zavolame tentyz algoritmus pro pocatecni
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¢as u a koncovou polohu (z,y) v Case s, ¢imz se dozvime, Ze v ¢ase u méame
vyrazit z n&jaké pozice (z’,y’) a po jaké cesté pijdeme. A nakonec jesté jednim
rekurzivnim volanim zkonstruujeme cestu mezi s a u a vratime jeji pocateéni
vrchol.

Cestu délky T tak postupné rozklddame na mensi a mensi Gseky, az se
dostaneme k tsekim délky 1, kde stac¢i provést jediny zpétny krok. Rekurzi
tedy muzeme popsat bindrnim stromem, ktery v koreni bude mit tsek délky T',
v prvnim patfe tseky délky T'/2 az v log, T-tém patie tseky délky 1. Zpracovat
usek délky [ nas stoji [/2 dopfednych kroki, tedy ¢as O(M N Pl), coZ v souctu
pres vSechny tseky na jednom patie d4& O(MNPT), a tudiz v souétu pies
vSechna patra O(M NPT logT).

Pamét potfebujeme v kazdém rekurzivnim voldni pouze na dva stavy (po-
¢itame jich sice vice, ale zajima nas jen ten posledni, takze muzeme pribézné
zapominat), celkem si tedy pamatujeme O(log T') stavii zabirajicich dohromady
prostor O(MNH logT).

Toto Feseni tedy dokaze vyrazné zlepsit pamétovou slozitost za cenu log T-
nasobného zpomaleni. S procedurami pro dopfedné a zpétné kroky ho uz na-
programujeme snadno:

void trick(xy *cesta, int t, int s, stav St) { // rekurzivni fce pro

if (t == s) return; //  sestrojeni cesty
if (t+1 == s) {

vzad(St, cestals], &cestalt]);

return;

}

stav S[2]; // najdeme stav v~ poloviné
memcpy (S[t%2], St, sizeof(stav));
int u™= t;
while (u"< (s+t)/2) {

vpred(S[u%2], S[(u+1)%2], NULL);

ut++;
¥
trick(cesta, u, s, S[u%2]); // a rekurzivné volame pro obé Casti
trick(cesta, t, u, St);
}
void nasel(int t, xy pos) { // sestroj a vypis cestu
stav S0O;
xy cestalt+1];
start (S0);
cesta[t] = pos;
trick(cesta, 0, t, S0);
for (int s=0; s<=t; s++)
printf (" (%d,%d)\n", cestals].x, cestals].y);
}
void pomoz_prasatku_levneji(void) {
stav S[2]; // stfidavé minuly a nyn&jsi
Xy pos;
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start(S[0]);
for (int t=1; t<=T; t++)
if (vpred(S[(t-1)%2], S[t%2], &pos)) {
puts("Prasatko uteklo:");
nasel(t, pos);
return;
}
if (najdi_prase(S[T%2], &pos)) {
puts("Prasatko béhalo do setméni:");
nasel(T, pos);
} else puts("Hyeny hoduji.");
}

18-3-6 Komplikovanéjsi komplikatory Zdenék Dvorak

Mazani mrtvého kédu lze fesit nékolika zptisoby, my si popiSeme varian-
tu zaloZenou zcela na dataflow analyze. Mé&jme néjaké misto m v programu.
O proménné = budeme fikat, Ze je na misté m ziva, pokud muze byt pouzita
v zivém vyrazu, tedy pokud existuje v CFG cesta z m k néjakému zivému vy-
razu takova, Ze na ni neni zadné prifazeni do x. Zfejmeé staci umét pro kazdou
proménnou rozhodnout, kde je ziva — prifazeni assign x ... je zivé praveé tehdy,
pokud je proménnd x ziva hned za nim.

Stejné jako pfi propagaci konstant si pro kazdou proménnou x na kazdé
pozici v programu (pro jednoduchost mutZete uvazovat skuteéné vsechny pozi-
ce, tj. pred a po kazdém piikazu, ale samoziejmé se staci omezit jen zacatky
a konce basic bloki) pamatovat ohodnoceni. Na rozdil od propagace konstant
nam budou stacit dvé hodnoty — Z (hodnota x na daném misté je uréité zivd)
a M (proménné z by zde moznd mohla byt mrtva). Na za¢dtku hodnoty vSech
proménnych nastavime na M. Bude platit, ze jakmile proménné na dané pozici
nabude hodnoty Z, uz se nikdy nezméni — to ndm zajisti koneénost algoritmu.

Nyni budeme postupné zpracovavat prikazy programu, a budeme se o nich
snazit dokazat, ze jsou zivé. Mize se nam stat, Ze se k jednomu piikazu budeme
muset vratit vicekrat, proto si budeme udrzovat frontu piikazi, které je jesté
potfeba zpracovat (na zac¢atku do fronty vloZzime vSechny piikazy). V kazdém
kroku z fronty odebereme ptikaz p a zpracujeme ho timto zptasobem:

1) zjistime, zda mé p né&jaké vedlejsi efekty, pokud ano, prohlasime ho
za Zivy,

2) pokud p je pfifazeni do proménné x, a x ma za p ohodnoceni Z,
prohlasime p za Zivy,

3) pro vSechny proménné, které maji za p ohodnoceni Z (kromé pro-
ménné z, pokud je p pfifazeni), nastavime jejich ohodnoceni pred p
také na Z,

4) pokud je p Zivy, ohodnoceni vSech v ném pouzitych proménnych pred
p nastavime na Z,
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5) pokud jsme v nékterém z pfedchozich dvou krokt zménili ohodnoceni
proménné z M na 7, p¥idame p¥ikaz pred p do fronty.

Posledni krok je potfeba mirné modifikovat, pokud p je na zacatku ba-
sic bloku b. V tomto pfipadé musime nejprve pro takové proménné nastavit
ohodnoceni na Z na konci vSech basic blokii, z nichz vede hrana v CFG do b,
a pripadné pifidat do fronty posledni piikazy téchto blokt. Az se situace ustali
(coz pozndme tak, Ze se ndm vyprazdni fronta), ohodnoceni proménnych piesné
popisuje, kde jsou proménné zivé a kde mrtvé. Zivé piikazy jsou pak pravé ty,
o nichz jsme to nékdy v pribéhu algoritmu prohlasili.

Formalné lze spravnost tohoto algoritmu dokazat podobné, jako spravnost
algoritmu pro propagaci konstant. Nam by mohlo stacit nasledujici intuitivni
zdtvodnéni: Kdyz néjaky ptrikaz prohlasime za zivy, také za zivé tésné pred nim
prohlasime proménné v ném pouzité. ,Zivost“ téchto proménnych se pak i
zpét po CFG, dokud nenarazi na prifazeni, které je definuje. Toto prifazeni pak
prohlasime za Zivé a cely postup opakujeme — Casem se takto musime dostat
ke kazdému zivému pfifazeni.

Nyni jesté uréime ¢asovou a pamétovou sloZitost tohoto algoritmu. Ohod-
noceni kazdé proménné se na kazdé pozici zméni nejvyse jednou, tedy kazdy
ptikaz budeme zpracovavat nejvyse V x, kde V je pocet proménnych v progra-
mu. Z trochou Sikovnosti 1ze cely vySe popsany postup provést v ¢ase O(NV),
kde N je velikost programu (véetné jeho CFG). Pamétova slozitost je také
O(NV), protoze si pro kazdou proménnou vSude pamatujeme, zda je ziva ¢i
mrtva.

18-4-1 HP Tomas Valla

A7 na drobné vyjimky vSechna dogla feSeni fungovala. Sviij podil na tom
ma to, Ze tloha patfila k tém nejjednodussim ze série. Nékteri Tesitelé si vSak
presto pocinali ponékud neohrabané a zbytecné slozité, za coz je pochopitelné
neminula zaplava komentari v jejich feseni.

Jak tedy na véc? Nejprve si z jednotlivych dvojkovych cifer zadanych na
vstupu vyrobime ¢islo, v paméti pocitace reprezentované uvnitf integeru. V prv-
nim kroku na¢teme do proménné cislo prvni cifru. V druhém kroku vynaso-
bime cislo dvojkou a pricteme druhou cifru. V tfetim kroku opét vynasobime
cislo dvojkou a pricteme tfeti cifru, a tak dale. Nyni si stac¢i uvédomit, ze
to, co na zavér zbylo v proménné cislo je skutecné spravné nactené cislo ze
vstupu. Tomuto jednoduchému algoritmu se také fikéa Hornerovo schéma. A ne-
potfebovali jsme k nému zadné pomocna pole plna predpocitanych mocnin, jak
se snazili tvrdit nékteri Tesitelé.

Nyni zbyva zjistit pocet nul na konci v desitkovém zapisu. To lze udélat
napiiklad tak, ze budeme cislo neustéle délit desiti tak dlouho, dokud kon¢i
na 0 (coz zjistime pomoci operace modulo 10), a za kazdé vydéleni si zapamatu-
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jeme jednic¢ku. Jak dlouho to celé pobézi? PouZijeme pfi tom, v tomto pripadé
ponékud umély, predpoklad, ze vSechny zakladni operace s integery probihaji
v konstantnim ¢ase. Zjevné potfebujeme O(N) krokt na naéteni a zpracovani
N Dbith ze vstupu a stejné tak O(N) krokt na postupné déleni desiti, protoze
¢islo mize mit nejvyse tolik desitkovych cifer kolik je jich dvojkovych. Dle za-
dani se ¢islo vzdy vejde do integeru, pamé&tova spotfeba tudiz bude konstantni.
Pokud bychom vsak chtéli byt naprosto presni, museli bychom veskerou pamé-
tovou slozitost udavat v poétu pouzitych bitd, a stejné tak do éasu zapocitat
dobu trvéni elementarnich operaci (s¢itdni, ndsobeni) nad nékolikabitovymi
Cisly. Tak se to fesi ve formalni teorii slozitosti. My si tim vSak v této tloze
nebudeme lamat hlavu.

Zdalo by se, Ze uZz muZeme skonéit. Lépe nez O(N) zjevné algoritmus ne-
navrhneme, vstupni bity musime alespon nacist. Konecné, takova feseni jsem
bral jako naprosto spravna. To bychom vsak nebyli my, abychom neptedved-
li néjakou vychytavku. Ukazeme si feSeni, které by pracovalo rychleji, pokud
bychom ¢islo jiz méli naétené (a samoziejmé za predpokladu jednotkové ceny
za elementarni aritmetické operace).

Nejprve budeme postupné mocnit na druhou ¢islo 10 tak dlouho, dokud
jesté bude délit cislo, tedy najdeme maximalni 102", které déli cislo. Spravny
podet nul na konci tedy bude lezet nékde mezi 2¢ a 2¢+1. K ptesnému &islu se
nyni dobereme upravenou metodou pileni 1ntervalu Zapamatujeme si 102
do m. Zkusnne je-li cislo délitelné m - 102" . Pokud ano, nastavune m na
m-10%"". A testujeme znovu, tentokrat je-li cislo délitelné m-10%" . To celé
opakujeme, dokud ¢ neni 0.

Prvni faze bude trvat O(log N) kroki, nebot, jak uz jsme si fekli, desitko-
vych cifer je nejvyse tolik, kolik je dvojkovych, a postupné mocnéni na druhou
tedy bude trvat maximalné logaritmicky cas. Druha faze bude opét trvat lo-
garitmicky vzhledem k poctu bitl, protoze ¢islo ¢ opét miize nabyt maximalné
hodnoty logaritmu z N. Vysledny vypis vysledku nas opét nezdrzi, protoze ¢islo
udédvajici poéet nul mize mit samo maximalné O(log N) cifer. Celkem tedy ¢as
O(log N). A pokud si budeme poéinat Sikovné, vystacime si pouze s konstantni
pomocnou paméti. Konecné, pro detaily viz vzorovy program.

program hp;
var cislo, m, pocet, s, sp: longint;
c: char;
begin
cislo:= 0; {na¢ti &islo ukonené teckou Hornerovym schématem}
c:= ’0’;
while c<>’.’ do begin
cislo:= 2xcislo + ord(c)-ord(’0’);
read(c);
end;
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m:= 10; {zjisti nejblizsi niz8i 10°{2"i} které d&li &islo}
if cislo mod 10 = O then pocet:= 1
else pocet:= 0;
while cislo mod (m*m) = O do begin
m:=m * m;
pocet:= 2xpocet;
end;

{"ptlenim intervald" mezi 107(27(i+1)) a 107(27i) zjisti pFfesny pocet nul}
s:= round(sqrt(m));
sp:= pocet div 2;
while sp > 0 do begin
if cislo mod (m*s) = O then begin
m:= m*s;
pocet:= pocet+sp;
end;
s:= round(sqrt(s));
sp:= sp div 2;

end;
writeln(’polet nul je ’, pocet);
end.
18-4-2 Elektronické hratky Martin ,,Bobrik*“ Krulis

Maly Martinek vam dékuje za dosla feseni. Moc mu pomohla. Jen byl nej-
prve trochu zmaten odliSnym pristupem feSiteli. Nékteri z vas se do problému
pustili zepfedu a vypocet provadéli od vstupnich bitd prichodem grafu do §if-
ky. Ostatni na to $li od lesa (tedy odzadu) a prochazeli graf do hloubky od
vystupnich bitd. AvSak ktery postup je lepsi? Trochu se nad obéma postupy
zamysleme. Hradlova sit je zaddna tak, Ze reference vedou smérem ,zpatky*
(tedy ke vstupnim bittum). Prochdzeni od poslednich (vystupnich) bitd nam te-
dy nebude ¢init zadné potize, ale opacny pristup si vyzada predzpracovani, pri
kterém ”oto¢ime” reference (nebudeme si pamatovat kam jsou zapojeny vstupy
jednotlivych hradel, ale zapamatujeme si, kam je zapojen vystup). Prochéze-
ni odzadu je tedy vyhodnéjsi, protoze nevyzaduje zddné piedzpracovani (byt
bychom jej provadeéli pfi nac¢itani sité). Prochézeni do hloubky od vystupu bude
mit navic tu vyhodu, ze spocitame opravdu jen ta hradla, ktera budeme potte-
bovat, zatimco pfi prochazeni do $itky spocitame tplné vSechno a pak se nam
miuze stat, ze hodnoty vystupt nékterych hradel nebudeme viibec potiebovat.

Nas algoritmus bude obsahovat funkci, ktera se zavola na urcité hradlo a
spocita jeho vysledek tak, Ze se rekurzivné zavola na obé ,predchozi“ hradla
(to jsou hradla, na jejichz vystup jsou zapojeny moje dva vstupy) a z jejich vy-
sledk spocita operaci NAND vlastni vysledek. Ano Ondro, vidim, Ze se hlasis
a chce$ nam fici, Ze tenhle algoritmus by mél exponencialni ¢asovou slozitost.
Inu ono to nebude tak docela pravda, ale kazdopadné nebude piili§ efektivni,

134



Vzorova reSeni 18-4-2

protoze bude pocitat vystupy nékterych hradel vicekrat. Tento problém vyte-
$ime jednoduse tak, ze si budeme hodnoty jiz spoc¢tenych hradel pamatovat.
Nasi rekurzivni funkci pak zavolame pro kazdé hradlo, jehoz vystup je zapojen
na vystupni bit celé sité.

Jakou to bude mit ¢asovou slozitost? N&s$ algoritmus je v podstaté spe-
cidlni variantou prochézeni grafu do hloubky (DFS), tudiz jeho slozitost je
O(M + N), kde N je pocet vrcholt (v nasem piipadé hradel) a M je pocet
hran. Nastésti vime, ze kazdé hradlo mé pravé 2 vstupy, tudiz pocet hran bude
roven dvojnasobku poétu vrcholii. Slozitost pro jeden dotaz je tedy O(2N + N),
coz je totéz jako O(N). Graf budeme prochézet pro kazdy dotaz Gplné znovu,
takze toto je Casova slozitost jednoho dotazu. Pfedzpracovani si nevyzada zad-
ny cas a paméti spotiebujeme také pouze linedrné mnoho.

Jesté dvé pozndmky ke vzorovému programu:

¢ Ve funkci spocitejHradlo a ve struktufe THradlo se pouzivaji celo-
¢iselné indexy. Hodnoty v rozsahu 1..N jsou indexy na hradla, zatim
co hodnoty 0 a mensi jsou odkazy na vstupni bity (tj. hodnota —2 je
odkaz na 2. bit vstupu).

® Piivypoctu hodnoty hradla se pouziva mala optimalizace. Pokud vy-
jde hodnota prvniho vstupu 0, pak bude vysledek vzdy 1 a nemusime
poc¢itat druhy vstup (viz. tabulka funkce NAND v zadéni).

const MAX = 1000; { maximalni pocet hradel ... to neni dilezité }

type THradlo = record

inl, in2: Integer; { indexy na vstupni hradla (nebo bity) }

done: Boolean; { je true, pokud bylo hradlo jiZ spoé&teno }

val: Boolean; { spoétena hodnota (pouze pokud done = true) }
end;

var PocetHradel, PocetVstupu, PocetVystupu: Integer;
Hradla: array[1..MAX] of THradlo; { pole vsech hradel }
Vystupy: array[0..MAX] of Integer; { indexy hradel, zapojenych na vystupy }
Vstupy: array[0..MAX] of Boolean; { hodnoty vstupnich bitd }

{ rekurzivni funkce, ktera uréi vystupni hodnotu hradla }
{ Pozn: Budu zde sahat na glob. proménné (Hradla, Vstupy a Pocty) }
function spocitejHradlo(index: Integer): Boolean;
var val_tmp: Boolean;
begin
if (index < 1) then begin { index neukazuje na hradlo, ale na vstup. bit }
spocitejHradlo := Vstupy[-index];
Exit;
end;

if (not Hradla[index].done) then begin { hradlo je3t& nebylo spo&teno }
Hradlal[index] .done = true; { tak ho spoé&itame }
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val_tmp := spocitejHradlo(inl);
if (val_tmp) then Hradlal[index].val := not (vall and spocitejHradlo(in2))
else { optimalizace - nemusime po&itat dal}
Hradla[index].val = true; { O NAND s &imkoli je vzdy true }
end;
spocitejHradlo := Hradlal[index].val; { séhnem pro vysledek do cache }
end;

{ Pfipravi hradla pro dals$i dotaz }
procedure vycistiHradla;
var i: Integer;
begin
for i := 1 to PocetHradel do Hradlal[i] .done := False;
end;

{ Spo&ita vsechna vystupni hradla a vytiskne spoctené hodnoty }
procedure spocitejHradla;
var i: Integer;
begin
for i := 0 to PocetVystupu-1 do
Writeln("bit ", i, ".: ", spocitejHradlo(Vystupy[il) );
end;

{ naéte ze vstupu hodnoty do pole Vstupy - implentaci vynechavam }
procedure nactiVstup;

{ nacte ze vstupu hodnoty do pole Hradla a Vystupy a konstanty Pocet... }
procedure nactiHradla;

begin
nactiHradla;

{ pfi kazdém dotazu se zavola posloupnost }
vycistiHradla;
nactiVstup;
spocitejHradla;
end.

18-4-3 Béh méstem Zbyneék Falt

Tajemnik by byl urcité zklamany, nebot prakticky vsechna doslé feseni byla
maélo Kocourkovska a fungovala spravné. Bohuzel ne vZdy bylo z feSeni ziejmé,
pro¢ by tomu tak mélo byt.

Meésto si miuzeme predstavit jako souvisly graf, jehoz vrcholy jsou kiizovat-
ky a ulice jsou hranami. Resenim pak je graf vznikly z ptivodniho zorientovanim
jeho hran. Co takovy graf musi spliiovat?

i) Z kazdého vrcholu musi existovat alespoii jedna cesta vedouci do cile
il) V grafu nesmi byt kruznice, aby se zdvodnik nemohl zacyklit
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A jak vypada algoritmus, ktery vyhovujici feSeni najde? Nejjednodussi je
graf projit do Sifky nebo do hloubky smérem od cile a u kazdého vrcholu si
zapamatovat, v kolikatém kroku jsme ho navstivili. Nakonec projdeme vSechny
hrany a zorientuje je tak, aby vedly vzdy z vrcholu s vyssim pofadovym ¢islem
do vrcholu s ¢éislem niz$im. Podminka () je tak splnéna, nebot kazd4 cesta je
posloupnost vrcholt s klesajicim poradim a plati, ze libovolny vrchol kromé cile
mé souseda s niz$im ¢islem. To je zfejmé z toho, jak jsme grafem prochazeli.
Cil je vrchol s nejniz$im potradovym éislem, a proto v ném vSechny cesty musi
kon¢it. Podminka (i7) je rovnéz splnéna, nebot kazda cesta obsahuje vrcholy
v klesajicim potadi a takova cesta nemuze byt uzaviena.

A jak vypada implementace? Ve skutecnosti si nemusime Zadna ¢isla pa-
matovat, staci, kdyz pro dva vrcholy dokadzeme urcit, ktery z nich ma mensi
poradové ¢islo. Kdyz jsme dospéli do néjakého vrcholu a prochazime vSechny
hrany z n&j vedouci, pak vrchol na druhém konci bud jiz navstiven byl a mé tak
poradové ¢islo jisté nizsi, nebo jesté navstiven nebyl. Potom bude jeho poradové
¢islo zakonité vyssi.

Je tedy mozné hrany orientovat jiz béhem prvniho prichodu a dokonce je-
jich orientaci ihned vypisovat tak, ze vypisujeme pouze nové zorientované hra-
ny. Pficemz nové zorientované hrany vzdy sméfuji do zpracovavaného vrcholu.
Hrany z néj vychazejici totiz byly zorientovany jiz pfed jeho zpracovanim. A to
je celé.

Casova i pamétova slozitost algoritmu je zfejmé O(N + M), kde N je pocet
kiizovatek a M je pocet ulic. Program implementuje prohledavani do $itky a pro
zpestieni jsou seznamy naslednikd vrcholu reprezentovany spojovymi seznamy,
aby pamétova slozitost byla opravdu O(N + M).

program BehMestem;
const MAXN = 512;

type Uk = ~“tUzel;
tUzel = record
info : integer;
dalsi : Uk;
end;
tVrchol = record
navstiven : boolean;
naslednici : Uk;
stupen : integer;
end;
var FIFO : array [0..MAXN] of integer;
zac,kon : integer;
vrchol : array [1..MAXN] of tVrchol;
vi,v2,i,j,x,N,M,cil : integer;
P : Uk;
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begin
readln(N,M,cil);

for x:=1 to N do begin
vrchol[x] .naslednici:=nil;
vrchol[x] .stupen:=0;
vrchol [x] .navstiven:=false;
end;

for x:=1 to M do begin
readln(i,j);
{ vytvafeni seznamu naslednikid }
new(P); P~.info:=i; P~.dalsi:=vrchol[j].naslednici; vrchol[j].naslednici:=P;
new(P); P~.info:=j; P~.dalsi:=vrchol[i].naslednici; vrchol[i].naslednici:=P;
end;

FIFO[0] :=cil; { zainadme od cile }
zac:=0; kon:=1;
while zac<kon do begin { dokud je co zpracovavat }
v1:=FIF0[zac];
inc(zac);

vrchol[vl] .navstiven:=true;
P:=vrchol[vl] .naslednici;

while P<>nil do begin { projdeme vSechny sousedy }
v2:=P~.info;
P:=P~.dalsi;

if not vrchol[v2].navstiven then begin
FIFO[kon] :=v2;

inc(kon) ;
writeln(v2,’ -> ’,vl); { nové zorientované hrany vypisujeme }
end;
end;
end;
end.
18-4-4 Metro pro krtky Jan Bulanek

Ukoncete ndstup, dvere se zaviraji.

Vitejte v krt¢im metru. Nasi krtecci byli velmi potéSeni, protoze vSichni
poslali funkéni feSeni. BohuZel u velké ¢ésti z vas by krtec¢ci uz pro nékolik
desitek tisic krtin (coz je pfi tficeticentimetrovych krtincich tésné vedle sebe
krt¢{ Stonehenge o priiméru pouhopouhy kilometfik) zna¢né zesedivéli. I pfesto
vase feseni v O(N?) ziskala az 6 bod, protoze krtéi sprava v méstecku Jablonec
nad Krysou s nimi byla spokojena. OvSem nase cile jsou vys$si. Ano, mifime
az do krtkopolis Krtec¢kov. A tady se s ni¢im mensim (vétsim) nez O(N log N)
nespokoji.

Ale jak jen docilit této mety nejvyssi (nejnizsi)? Predstavme si tunely jako
intervaly omezené thlem krtin. Abychom si situaci ulehcili, budeme za levy
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okraj povazovat mensi z obou hodnot. Diky tomu si mtzeme kruznici v nule
prestfihnout, aniz bychom tak rozdélili néjaky interval na dva (to si rozmysle-
te!), a nahradit ji tise¢kou od 0° do 360°. Ulohu jsme si tim zménili na nalezeni
poctu priniku intervali na tusecce.

Vezmeéme si interval s nejmensim levym okrajem. V tomto intervalu mohou
ostatni tunely zacinat nebo zacinat a koncit, ale hlavné v ném nemohou pouze
koncit. Pro¢? Kdyby v ném néjaky interval pouze konéil, tak by musel mit
pocatecni krtinu jesté pred timto intervalem, ale to je spor, protoze ten byl
vybran pravé proto, ze je jeho levy okraj nejmensi.

Nagim cilem je tedy spocitat, kolik tuneli v tomto intervalu zaciné a za-
roven nekonc¢i. To je mozné tieba tak, ze spoc¢teme, kolik jich tam zacind, a od
tohoto poc¢tu odec¢teme, kolik jich tam konci. To vede na pékné kvadratické
feseni. Nebo ne?

Setfidme si krtiny podle thlu od nejmensi. Nyni v takto setfidéném po-
li prohlasme krtinec tunelu s mensim thlem za pocateéni, naopak s vétSim
thlem za koncovy. Pokud si po¢atky oznac¢ime 1 a konce —1 tak si povsSimnéte,
ze souctem ¢isel na urc¢itém tseku ziskam, o kolik je v daném tseku vice nebo
méné pocatkd nez konct. Naptiklad pokud zde zacne 9 tunelt a jen 5 skondéi
je soucet c¢isel na daném tseku 4. Doplnme si pocet krtin na nejblizsi mocninu
dvojky (nulami, tim nic nezkazim) a vystavme nad nimi bindrni strom a to
tak, ze v kazdém uzlu bude soucet jeho levého a pravého syna. Jen tak mimo-
chodem si uvédomte, ze v kofeni tohoto stromu musi byt 0. Navic si pro kazdy
zacatek tunelu pamatujme, kde je umistén jeho konec. V takovémto stromu
je jednoduché jednim priichodem z listu, ve kterém je umistén konec tunelu,
do kofenu najit soucet prvka nalevo nebo napravo od néj.

Tim jsme vyftesili prvni tunel, ale co ten druhy? Tteti? Chtélo by to prvni
odebrat. Ale to je snadné, na umisténi jeho krtin dame nuly a strom opét, tento-
krét dvéma prichody (za kazdou krtinu jeden) opravim. Obé tyto operace maji
slozitost O(log N). Tim se druhy tunel stane prvnim a vSe miZze pokracovat.

Ted jesté par slov k témto dvéma operacim. Za¢neme opravenim. Nejprve
zménim dany list na nulu. Pak sko¢im do jeho otce a pfifadim mu soucet
jeho syni. Tim se opét zménila jeho hodnota a tak opét sko¢im o troven vys.
po¢tu pocateénich a koncovych krtin. Predstavte si nyni néjakou (pokud mozno
hodné klikatou) cestu z listu ke kofeni. To co my chceme ziskat, je soucet vSech
listt nalevo od naseho. Ted se posuiime o troven vys. Mohly nastat dva pripady

i) do otce jsme ptisli zleva. Tak nic nefeSime, protoze pravy list obsahuje
jisté soucet (néjakych) listt napravo od naseho.

ii) do otce jsme pfisli zprava. To je mnohem zajimavéjsi, v tom pfipadé
navysime pocitadlo o hodnotu levého syna, protoze je to soucet tiseku
vlevo od naseho listu. Pokud si navic nakreslite obrazek, tak krasné
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uvidite, ze tento postup skutecéné pokryje cely interval vlevo od na-
Seho vrcholu.

Vysledek v pocitadle ziskdme v O(log N), protoze v kazdém kroku sko¢ime
o uroven vys, ve stejném case také opravime strom. Protoze tyto operace pro-
vedeme N/2-krat (tolik je pocatecnich krtin), je celkova slozitost O(N log V).
Paméti potrebujeme na stromecek a umisténi konctt pouze linedrné mnoho,
takze O(NN). Samoziejmé ¢asové slozitost je vzhledem k pouziti QuickSortu jen
pramérna, ale pouzitim jiného sortu bychom si ji zajistili.

Ukoncete vystup, dvere se zaviraji.

program Metro;
const MAX=1024;

type node=record { uzel ve stromé }
id:integer;
val:real;
end;
var tree:array[1..MAX] of node;
place:array[1..MAX div 2] of integer;{ umisténi koncd useek }
N,N2,i,poc_prusec:integer;

procedure sort(a,b:integer); { QuickSort }
var i,j:integer;
pivot:real;
pom:node;
begin
i:=a;j:=b;pivot:=tree[(a+b) div 2].val;
while(i<=j) do begin
while(tree[i] .val<pivot) do Inc(i);
while(tree[j].val>pivot) do Dec(j);
if (i<j) then begin
pom:=tree[i] ;tree[i] :=tree[j];tree[j]:=pom;
end;
Inc(i); Dec(j);
end;
if (a<j) then sort(a,j);
if (b>i) then sort(i,b);
end;

procedure repair(i:integer); { opravi strom z daného listu }
begin
while(i>1) do begin
i:=i div 2;
treel[i] .val:=tree[2*i] .val+tree[2*i+1] .val;
end;
end;

function value(i:integer):integer;{ vraci po&et otevienjch cest od zadatku k i }
var pom:real;
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begin

pom:=tree[i].val; { krajni bod tam pat¥i také }

while (i>1) do begin
if (i mod 2 = 1) then pom:=pom+tree[i-1].val;
{ je-1i pravy syn, tak hodnota levého znali kolik koncl nebo za&atkd lezi
uvnit¥ intervalu, tim vlastné ziskéme polet zacatki,které nejsou uzavieny.
Protoze zalatkld bude alespoii tolik, kolik konct, vyjde kladné &islo }
i:=i div 2;

end;
value:=round(pom) ;
end;
begin
writeln(’Zadej pocet krtin’);readln(fin,N);
N2:=1;
while N2<N do N2:=2%N2; { nalezeni nejblizsi vys$5i mocniny 2 }
for i:= 1 to N div 2 do begin { nacteni cest }

writeln(’Zadej 1. krtinu cesty’);readln(tree[N2].val); { na&itém rovnou }
writeln(’Zadej 2. krtinu cesty’);readln(tree[N2+1].val); {do listu stromu}
tree[N2] .id:=i; { uloZeni indexu cesty }
tree[N2+1] .id:=i;
Inc(N2,2);

end;

N2:=N2-N; { navrat na prvni list }
sort (N2,2xN2-1);
for i:=2*%N2-1 downto N2 do begin
if (tree[i].id<>0) then begin
if (placel[tree[i].id]=0) then begin { je to zalatek tunelu }
tree[i] .val:=-1;{ jeho hodnota je ném uZz k nicemu, ted zna&i konec }

place[tree[i].id]:=i; { kde je konec }
end else treel[i].val:=1; { zadatek tunelu }
end;
end;
for i:= N2-1 downto 1 do { naplnéni stromu }

tree[i] .val:=tree[2*i] .val+tree[2*i+1] .val;

for i:=N2 to 2*N2-1 do begin
if tree[i].id<>0 then begin
poc_prusec:=poc_prusec+value(place[tree[i].id]);
tree[place[tree[i].id]].id:=0;
tree[place[tree[i].id]].val:=0;{ neutralni hodnota nic neovlivni }

repair(place[tree[i].id]); { opravi strom v misté& konce }
tree[i] .val:=0;
repair(i); { oprava v misté za&atku tunelu }
end;
end;
writeln(’Bude treba ’,poc_prusec,’ zizal.’);
end.
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18-4-5 Datakopci Tomas Gavenciak

Nejprve bylo dobré povsimnout si, ze protoze kazda zprava bude dorucena
(to plyne pfimo ze zaddni — kazdy dopravnik bud vede p¥imo do redakce ne-
bo pokrac¢uje pasem na sousednim polic¢ku, ktery vede stejnym smérem), staci
nam pamatovat si rozdil poctu dobrych a Spatnych zprav s tim, Ze znaménka
mnozstvi doruenych na severni okraj obratime. Také nam hodné pomuze fakt,
Ze hranice mezi S-J a Z-V pasy bude lomend ¢ara zacéinajici v severozapadnim
(levém hornim) rohu, vedouci pouze na jih a vychod a konéici v jihovychodnim
(pravém dolnim) rohu. Jizné a zdpadné od ni lezi dopravniky Zenouci se na
zapad do redakce pohadek, na sever a zapad ty vedouci na sever do redakce
zpravodajstvi. Pro¢ nemiiZze mit i néjaky ten zahyb na sever ¢i zapad? Zpravy
z néj by se uz urcité nedostaly a to je zakézano. ZkouSet vSechny tyto déli-
ci cesty neni dobry ndpad, je jich totiz n"/n!, ackoliv by to byla teoretickd
moznost.

My tlohu vyfesime lépe a to dynamickym programovanim. Jakkoli hrozné
vam nékterym muze tento pojem znit, jde vlastné jen o to, Ze si pro kazdy
tfadek pro vsechna k = 0...n postupné spoctu, jaky nejlepsi vysledek mohu
dostat, pokud v ném vede pravé k dopravniki na zapad a zbylé na sever. Pro
prvni fadek to zjistime snadno a pro j + 1-ni to zavisi pouze na optimech pro
j-ty fadek — kdyz potiebuji zjistit optimum pro situaci, kdy k dopravnika vede
na zapad, vyzkousim to zkombinovat se situacemi, kdy délici cesta pokracuje
o fadek vyse v pozici 0,1,2,..., k. Toto stihnu mnohem rychleji — kombinaci
kjt1 s moznymi k; je O(n?), kazdy z piepoctii mi bude trvat O(n) a toto
udélam pro O(m) Fadkd, celkem tedy O(n3m) nebo O(m3n) pokud bych se
misto po fadcich rozhodl jit po sloupcich, coz by byla stejna jen zrotovani
avaha.

Zkusme to ale zlepsit. Toho, Ze toto spoc¢teme pro O(m) Fadki se nezbavi-
me, zrychlime ale jednotlivé fadky. Prvni zrychleni dosahneme predpocitanim
¢astefnych souctd zleva na jednotlivych Fadcich (pfi jeho rozdéleni v jednotli-
vych mistech by ndm fadek vynesl Ele di—=Y 7 g di =2 ELI di—>r di =
2sy, — konst., konstantu nezavisejici na misté rozdéleni mohu ignorovat a poci-
tat jen s 2sy a to klidné poloviénim. Timto si trochu zjednodusim pocitani sy),
kdyz uz si totiz vybereme konkrétni k; a k;41, je nové optimum jen souctem
tohoto ¢astecného souctu sk, , a optima na k; v minulém fadku. Timto jsme
doséhli O(n?m) (pfedpoéitat ¢astecny soudet umime v éase O(n) na fadek).

Dalsi a posledni zlepSeni: pti zkouSeni optimalniho pokracovani délici cesty
o fadek vyse vzdy vybereme maximum z moznych mezivysledkt. Toto nalezené
maximum pro kj;1 si ale mizeme schovat pro k;j11 + 1 (dalsi policko na fad-
ce) a jen ho tfeba zlepsit na sy, ,, pokud je vétsi. Tento maly trik ndm zlepsi
sloZitost az na O(mn). Nejen, Ze uz nezalezi na tom, zda jdeme po sloupcich ¢i
Fadcich, navic jsme urcité dosahli optima — na kazdou hodnotu musime v libo-
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volném fungujicim algoritmu sahnout alespon jednou, mohlo by se tam ukryvat

néjaké velmi velké mnozstvi pohadek, o které prece nechceme prijit. . .
Pamétova slozitost je O(mn).

#include <stdio.h>

#define M 4

#define N 4
int dobre[M][N], spatne[M][NT;

/#* nulty sloupec je vzdy 0 (pro usnadnéni) =/

int d[M][N+1]; /#* rozdily po¢tu dobrych a $patnych */
int s[M][N+1]; /* Castecné soucty */
int o[ M][N+1]; /* optima */

/* pro zjisténi tvaru vysledné délici cesty si pamatuji, */
/* kde pokracovala o fadek vyse pro vsechna jeji pokracovani tady =/
int k[M][N+1];

int nazapad[M+1]; /#* kolik cest nakonec kde vede na Z */

int main () {
int 4, j, maz;
/* zde se nalte vstup, neimplementovéno */
for (:=0; i<M; i++) {
d[i][0]=s[i][0]=0[][0]=K[][0]=0;
for (j=1; j<=N; j++) {
d|i][j]=dobre[i][j —1]—spatne[i][j —1];
s[][j]=sl][i—1]+a[i][j];

/* spoétu rozdily a ¢astecné soucty */

}

for (j=0; j<=N; j++) o[0][j]=s[0][s];
for (i=1; i<M; i++) {
max=0;
for (j=1; j<=N; j++) {
if (o[i—1][maz]<o[i—1][j]) maz=j;
o[d][7]=slills]+ o[i—1][maz];
k[i][j]=maz;
}
}

max=0;

/* prvni Fadek */
/* a ty dalsi =/
/* pozice maxima */

for (j=1; j<=N; j++) if (o[ M —1][maz]<o[M—1][j]) maz=j;
/* nyni mam v max optimélni konec cesty, z néj, zpétné zjistim, kudy optimalné vedla */

nazapad|[ M —1]=maz;

for (i=M—2; i>=0; i——) nazapad[i]=k[i+1][nazapad[i+1]];

max=0;
for (1=0; i<M; i++) {

/* a jesté vypis */

for (j=0; j<nazapadli]; j++) { maz+=dobre[i][j]; printf (“—"); }
for (; j<N; j++) { maz+=spatne[d[j]; printf (“|"); }

printf (“\n”);

printf (“Vydoluje se %d zprav\n”, maz);
return 0; }
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18-4-6 Kompilatorovy gl Zdenék Dvorak

Jednim z moznych feseni této tlohy bylo pouzit algoritmus popsany v fe-
Seni tlohy 18-3-6 a modifikovat ho pro praci nad SSA formou. Existuje ovsem
Vyraz je zivy, pokud ma néjaké vedlejsi efekty, nebo pokud je jeho hod-
nota pouZita v zivém vyrazu. Pfedstavme si nasledujici orientovany graf: jeho
vrcholy budou piikazy v programu. V grafu bude hrana z ptikazu p; do piika-
zu p2, pokud p; pouzivd hodnotu vypoctenou v piikazu po, tedy pokud ps je
bud pfifazeni x = expr, nebo x = phi(...), a pfikaz ps pouzivd proménnou z.
Vrcholy odpovidajici pfikazim s vedlejSimi efekty si oznacime. Pak prikaz je
zivy pravé tehdy, pokud do jemu odpovidajicimu vrcholu vede cesta z nékte-
rého z oznacenych vrcholid. Toto je ovsem dobie znama tiloha na dosazitelnost
v grafu, kterou mizeme vytesit napiiklad prochézenim grafu do hloubky (viz
tfeba kuchaiku z druhé série). Algoritmus tedy miize vypadat zhruba takto:
foreach prikaz p:
if p méa vedlejsi efekty then
oznac p a uloz ho na zasobnik
while zasobnik neni prazdny do
odeber ze zdsobniku piikaz (p)
pro vSechny proménné x pouzité v p:
bud ¢ prikaz, ktery definuje x
if ¢ neni oznaceny then
oznac q a pridej ho do zasobniku
foreach prikaz p:
if p neni oznaceny then
smaz p
V algoritmu vyuzivame toho, zZe x je definovano jen jednim piikazem, a tedy
nemusime zjistovat, které z definic odpovidaji danému pouziti. Pro kazdy prikaz
v programu si musime pamatovat znacku a mit pro néj misto na zasobniku, tedy
pamétova slozitost je linedrni. Kazdy piikaz se dostane do zasobniku nanejvys
jednou, proto je ¢asova slozitost také linearni.

18-5-1 Ucetni Martin ,,Bobfik*“ Krulis

Reseni doglo opravdu hodné a vétsina jich byla i spravné. Finanénimu tfadu
tedy nezbyva nez doufat, Ze se z vas stanou programatofi, a ne tfeba ... ucéetni.
Pro ty z véas, kterym se tlohu nadhodou vyftesit nepodafilo, posilame feseni
vzorové, abyste méli v kriminéle o ¢em premyslet :)

Vézte, ze k ziskani maxima bodt nestacil pouze spravny popis feseni. Ne-
zbytnou soucasti musel byt i dikaz, aby vam tcetni vérili, Ze je nechcete pod-
fouknout.
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Situace pro dva ucetni je velice jednoducha. Prvni rozdéli majetek na dvé
poloviny podle svého minéni. Druhy si vybere polovinu, ktera se mu zda vétsi.
Prvni je spokojeny, protoze dostal pfesné polovinu majetku. Druhy je taktéz
spokojeny, protoze si vybral vétsi dil ze dvou, takze ma alespon polovinu ma-
jetku (podle jeho minéni).

Ve tiech je situace o trochu komplikovanéjsi, protoze musime rozebrat né-
kolik pripadt. Dokonce existuje nékolik feseni, jak Uicetni spravedlivé podélit.
Nyni si ukdZzeme jedno z nich: Prvni rozdéli majetek na t¥i dily, o kterych tvrdi,
Ze jsou to presné tfetiny (oznacim je A, B a C). Nyni druhy a tfeti ukézi na
hroméadku, kteréd se jim zd4 nejvétsi. Zde mohou nastat dva pfipady. Bud oba
ukazali na rtizné hromadky (Feknéme, Ze 2. ukdzal na B a 3. ukazal na C). Pak
si tyto hromddky nechaji a prvnimu zbude posledni{ hroméddka (tj. A). VSich-
ni budou spokojeni, protoze 2. a 3. si mysli, Ze maji nejvétsi hromadku ze tii
(coz je ur¢ité vic nez 1/3 a 1. dostane pravé tfetinu (sdm si to tak rozdélil).
Komplikace nastane, pokud 2. a 3. ukazi na stejnou hromédku (feknéme na A).
V takovém pfipadé si tuto hroméddku rozdéli pil na pil (pfedchozim algorit-
mem) a znovu ukdzou na hroméadku, kterd se jim zda nejvétsi (ze zbyvajicich
dvou - B a C). I zde mohou nastat dva piipady. Pokud oba ukdzi na stej-
nou hromédku (feknéme B), tak si ji rozdéli ,fifty-fifty“ a posledni hromadku
C nechaji prvnimu. Prvni bude spokojen urcité, protoze je mu jedno, kterou
hroméadku dostane. Druhy a t¥eti budou spokojeni rovnéz, nebot si mezi sebe
spravedlivé rozdélili dvé ,nejvétsi“ hroméadky (lze jednoduse nahlédnout, ze ty-
to hromadky obsahuji alespoii 2/3 majetku). Druhd moznost je, Ze pfi druhém
vybéru si kazdy vybere jinou hromadku (feknéme 2. vybere B a 3. vybere C).
V takovém piipadé se oba podéli o zvolenou hromadku s prvnim Géetnim (al-
goritmem déleni pro dva). Opét budou v8ichni spokojeni. Prvni dostal dvakrét
alespori 1/2 z 1/3, takZe ma nejméné 2-1/2-1/3 = 1/3. Druhy a tieti dostali
kazdy alespon polovinu z dvou (podle nich) nejvétsich hromadek, takZze maji
kazdy alespori 1/3.

Abychom si ukézali i jiny algoritmus na déleni, budeme fesit tlohu N
Aéetnich trochu jinak. ReSeni i ditkaz bude zaloZené na rekurzi a matematické
indukci. Pfedpokladejme, Ze umime vytesit tlohu pro N — 1 tcetnich a chceme
ji rozsifit na N tcetnich. Vezmeme prvniho Gcéetniho a na chvili jej postavime
stranou. Ted nechame zbyvajicich N — 1 Gcetnich, aby si rozdélili spravedlivé
v8echen majetek mezi sebe. Kazdy acetni kromé prvniho mé tedy svoji hromad-
ku (ozna¢me je Hy, H3...Hy) o které si mysli, Zze obsahuje alesponl 1/(IN — 1)
majetku. Nyni poprosime jednotlivé ucetni, aby kazdy rozdélil svoji hromadku
na N stejnych podhromadek. Prvni ii¢etni pak obejde vSechny své kolegy a od
kazdého si vezme jednu podhromédku. Vsichni by méli byt spokojeni. Prvni
dostal z kazdé hromadky alespori 1/N-tinu. O jednotlivych hromadkach toho
z pohledu prvniho G¢etniho moc tvrdit nemizeme, ale vime, Ze jejich soucet je 1
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(dohromady tvofi cely majetek):
1/N-Hy+1/N-Hs+...+ Hy=1/N-(Hy+Hs+...+Hy)=1/N-1=1/N

Prvni mé tedy alesponi 1/N-tinu majetku. Ostatni by méli byt také spokojeni.
Pii pocateénim déleni dostal kazdy hroméadku, na které bylo (podle jeho mi-
néni) alespori 1/(N — 1) majetku. Nésledné jej prvni obral pfesné o 1/N-tinu
této hromadky, takze kazdému zbyla pfesné (N — 1)/N-tina toho, co uz dostal.
Ve vysledku kazdému zbylo 1/(N — 1) - (N —1)/N = 1/N majetku.

Vsichni jsou spokojeni (no, az na finanéni policii) a tak hurd na Seychely. . .

18-5-2 Permutovat se musi legalné! Jan Bulanek & Zbynék Falt

Pro ,,vyzkumné* tucely si tlohu pozménme: Chceme vypsat vSechny per-
mutace dané mnoziny lexikograficky setfidéné. Jak na to? Zafixujeme nejmensi
prvek z mnoziny na zaCatku a za néj postupné pripojime vSechny lexikograficky
setfidéné permutace zbyvajicich prvku. Poté zafixujeme druhy nejmensi prvek
a postup zopakujeme, atd. Takto by bylo mozné napsat rekurzivni funkci, ktera
by vzdy fixovala prvky od nejnizsiho k nejvyssimu (zafixovany prvek oznac¢me
jako prvek pfilehly) a pomoci sama sebe by vygenerovala vSechny permutace
zbylych prvki (jejich mnoZinu oznaéme jako zbytek).

Jak nyni vyfesime ptuvodni tlohu? Stac¢i najit zbytek, ktery v zadané per-
mutaci pravé dopermutoval, a k nému prilehly prvek. Nyni mtzeme permutovat
zbytek opét od zacatku, s tim rozdilem, Ze pouze vyménime prilehly prvek s nej-
bliz&§im vy$sim prvkem z nalezeného zbytku (tedy to samé, co v modifikované
uloze).

A implementace? Prvnim tikolem je najit zbytek, ktery v zadané permutaci
pravé dopermutoval. To je ale snadné, nebot vime, Ze se nachézi na konci per-
mutace a ona dopermutovanost znamena, ze zbytkova posloupnost je sestupna
a nejdelsi mozna. Zacit permutovat zbytek od zacatku je také jednoduché. Sta-
¢i si uvédomit, Ze jediné co je tfeba udélat, je setridit ji vzestupné. To bylo
ale kamenem trazu nékterych Feseni, nebot posloupnost t¥idili nékterym z tii-
dicich algoritmt misto aby si vSimli, Ze ze sestupné posloupnosti vytvorime
vzestupnou tak, ze obratime potradi jejich prvki.

Zaména prilehlého prvku je jiz trividlni. Problém mizZe nastat pouze tehdy,
kdyz zadny prilehly prvek neexistuje. To se ale stane jenom tehdy, kdyz jsme
na vstupu dostali lexikograficky nejvyssi moznou permutaci.

Pamétova i asova slozitost je O(N).
program Permutace;
procedure swap(var a, b : char);

var p : char;
begin p:=a; a:=b; b:=p; end;
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var perm : string;

N, i, j : integer;
begin
readln(perm) ;

N := length(perm);

i :=N;
while (i > 1) and (perm[i-1] > perm[i]) do dec(i); { Hledame zbytek }
if i > 1 then begin

for j := 0 to (N-i-1) div 2 do

swap (perm[j+i]l, perm[N-j1); { Set¥idime zbytek }
j = 1;
dec(i);
while (perm[i] > perm[j]) do { Najdeme prvni zlom v permutaci }
inc(j);
swap(perm[i], perm[jl); { Zaménime je }
writeln(perm);
end
else writeln(’Dopermutovali jsme’); { Byla to posledni permutace }
end.
18-5-3 Cinanské volby Zdenék Dvoiak

Predstavme si nasledujici ,paralelni“ algoritmus na vyhodnoceni voleb:
kazdy Cifan si najde do dvojice né&jakého Cifana, kterj chce volit nékoho
jiného. Pokud ma néktery kandidat nadpolovi¢ni vétsinu hlast, néktefi z jeho
priznivcl zistanou nesparovani; u takto nalezeného potencidlniho vitéze si jesté
ovéfime, zda skuteéné vyhral (spoéitame si pocet jeho hlast).

Druhou ¢ast tohoto algoritmu jisté zvladneme v linedrnim case a s kon-
stantni paméti, zbyva si rozmyslet, jak realizovat tu prvni. Zjevné nas nezajima,
jak jsou Cihiané sparovani, sta¢i nam védét, kolik jich zfistane nesparovanych
a pro koho nesparovani hlasuji. Budeme si tedy udrzovat dvé éisla — K (¢is-
lo kandid4ta, pro né&jz hlasuji nesparovani Ciané), a C' (pocet nesparovanych
Ciitantt). Postupné prochazime vsechny Citiany. Pokud aktuélni Citian hlasuje
pro kandidata K, nejde ho sparovat, a proto zvysime C o jedna. Pokud hlasuje
pro nékoho jiného (kandidata X)), rozliSime dva piipady: jestlize je C' > 0, pak
tohoto volice sparujeme s jednim z voli¢t kandidata K, tedy snizime C o jedna.
Jestlize je C' = 0, nelze aktualniho Cihiana sparovat, a proto dosadime K = X
aC=1.

Tento algoritmus pouziva konstantni mnozstvi paméti a seznam hlast pro-
jde dvakrat, ¢asova slozitost je tedy O(NV). Pokud bychom chtéli byt presnéj-
§i, je tfeba vzit do uvahy to, Ze na uloZeni ¢isel potfebujeme O(log N) bitt,
coz pro velkd N nelze zanedbat tedy pamétova slozitost je O(log N) a ¢asovéa
O(N log N).
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program Cina;

const N = 100;

var hlasy : array[l..N] of integer;
i, x, k, c : integer;

begin
k :=0; ¢ := 03 { Najdeme kandidata. }
for i := 1 to N do begin
readln(x); hlasy[i] := x;
if ¢ = 0 then k := Xx;
if k = x then inc (c) else dec (c);
end;

c := 0; { Ovéfime, zda vyhral. }
for i := 1 to N do begin

x := hlasy[il;

if k = x then inc (c);
end;

if 2 * ¢ > N then writeln (’Vyhral kandidat &islo ’, k, ’.°)
else writeln (’Nikdo nevyhral.’)
end.

18-5-4 Detektyv Martin Mares

S dukladnosti takika sSerlokovskou prozkoumame nékolik moznych FeSeni,
aZ usvéd¢éime to nejrychlejsi. Oznacme si (vérni pismenkim ze zadani) N dél-
ku stopovaného fetézce, k pocet podezielych sekvenci, p1,...,pr délky téchto
sekvenci a P = p; + ...+ pi jejich celkovou délku.

0. pokus (jak by ho vymyslel straznik Vopicka): Budeme hledat kazdou
sekvenci zvlast, a to tak, Ze si po vstupu ,,pojedeme okénkem* délky p; a vzdy
porovname, jestli se okénko rovna i-té sekvenci. Kdybychom si okénko ukladali
jako cyklické pole, zvladli bychom ho posunout v konstantnim case, ale stejné
néas nemine ¢as O(p;) na porovnani. Celkové trvd O(Np1+...+Npy) = O(NP)
a navic potfebujeme k-krat volat rewind.

1. pokus (inspektor Neverley): Damned, na hledani vyskytt jednoho fetézce
preci miizeme pouzit algoritmus KMP z té vasi cookbook, takze jeden priichod
zvladdneme v timu O(N + p;), celkové tedy O(Nk + P) s k rewindy. That’s it.

2. pokus (policejni rada Zak): V kuchafce je preci i algoritmus A-McC
na hledéni vyskytt vice slov najednou. Sta¢i, kdyz hldSeni vyskytu nahradime
pripo¢tenim jednic¢ky k pocitadlu. (Na to praktikant Hlavacek:) Dobry plan,
pane rado, ale ma jedno hacisko jak na sumce: jelikoZ se sekvence mohou pre-
kryvat, mize jich v jednom misté koncit az k, takZze jsme opét na O(Nk + P),
i kdyz tentokrat bez rewind.

3. pokus (Sérlok osobné): Postavime si vyhled4vaci automat jako v minulém
pokusu, ale misto abychom pocitali rovnou vyskyty, budeme si pamatovat jen
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to, kolikrat jsme prosli kterym stavem, a pak z toho vyskyty dopocitame. Well,
ale jak?

Pokud méme néjaky stav « (o kterém vime, Ze je prefixem nékterého z vy-
hledavanych slov, takze mimo jiné mezi stavy najdeme vSechny sekvence stop,
které pocitame) a chceme zjistit, kolikrét se slovo a v textu vyskytlo, staéi se-
Cist pocet pruchodi timto stavem a vSemi dal$imi stavy, které konéi na «, coz
jsou presné ty, ze kterych se do « lze dostat pomoci zpétné funkce (ptipadné
zavolané vicekrat).

Staci tedy projit automat v opaéném poradi, nez ve kterém jsme vytvareli
zpétnou funkci (nejlepsi bude si béhem konstrukce automatu toto potradi za-
pamatovat, tfeba v poli, v némz jsme méli ulozenu frontu). Pro kazdy stav «
pak pricteme pocitadlo odpovidajici tomuto stavu k pocitadlu stavu, do néjz
vede z a zpétnd funkce. (To se pak pficte podle dalsi zpétné funkce atd., takze
pocitadlo stavu « se opravdu postupné popficita ke vSem rozsifenim stavu «.)

To vse zvladneme v ¢ase O(P + N + P) (konstrukce automatu + prichod
textem + dopoéitani), ¢ili O(P + N), a v paméti O(P + N), bez jediného
zavolani rewindu.

Program obnési pfipsani cca ¢tyt fadka ke zdrojaku z kuchaiky. Abychom
z toho nevybruslili tak snadno, ukazeme si trochu jinou implementaci v Cécku.

It’s a lemon tree, my dear Watson!

/* Counting words. MM scribebat me per III Id. Mai. MMDCCLIX AUC. x/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct state {
struct state xfwd[256], xback;
struct state xqnext, *gprev;
char *xout;
int count;

b

struct state root;

struct state xhead, x*tail;

struct state xstep (struct state *s, int ¢) {
while (s) {
if (s—>fwd[c])
return s—>fwd|[c];
s = s—>back;

return &root;
}

void insert (char *z) {
struct state xs = &root;
int c;
for (char xy = z; c=*y++; ) {

/* jeden stav automatu */

/* hrany dopfedné a zpétna =/

/* predchudce a naslednik ve fronté x/
/#* které slovo v tomto stavu konéi */
/#* poCet pruchodu stavem */

/* poc¢atecni stav (kofen stromu) */
/* prvni a posledni ve fronté */

/#* jeden krok automatu (vcetné =/
/* vraceni se po zpétnych hranach) */
/#* hrr na né! =/

/* a kdyZz to nejde, toz céfnem x*/

/#* vlozeni jednoho slova do stromu =/

if (Is—jfwd[c]) s—>fwd[c] = calloc (1, sizeof (struct state));
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s = s—>fwd|c];
}
s—>out = x;

}

void build (void) { /#* konstrukce zpétnych hran pfesné */
struct state *s; /* podle kucharky */
head = tail = &root;
while (head) {
for (int ¢=0; c<256; c++)
if (s = head—>fwd|[c]) {
s—>back = step (head—>back, c);
tail—>gnext = s;
s—>qprev = tail;
tail = s;

head = head—>gnext;
}
}
void run (void) { /#* projiti celého vstupu s pocitdnim */
struct state xs = &root; /#* prachodu stavy =/
for (int ¢; (¢ = getchar ()) != EOF; ) {
s = step (s, ¢);
s—>count++;
}
}
void count (void) { /* propagovani po¢ti po */
for (struct state xs=tail; s !|= &root; s=s—>qprev) { /* zpétnych hranich */
s—>back—>count += s—>count;
if (s—>out) printf (“%6d %s\n”, s—>count, s—>out); /% ...a vypisovani /

}

int main (int arge, char xxargv) { /* main sweet main :) %/
for (int i=1; i<argc; i++)
insert (argv[i]);
build ();
run ()
count ();
return 0;

}
18-5-5 Do vysokych kruha Tomas Gavenéiak

Nejprve bylo potfeba oblasti prevést na objekty, se kterymi umime mani-
pulovat rozumnéji nez s obecnymi mnozinami bodi v roviné. Velmi uzitec¢né je
predstavit si protinajici se kruZnice jako graf s pruseciky a dotyky kruznic jako
vrcholy. Hrany budou oblouky mezi sousednimi vrcholy. Tento graf je vlastné
multigraf, coz je graf, ve kterém muze mezi dvéma vrcholy vést vice neZ jedna
hrana a z jednoho vrcholu do toho samého muze vést vice nez jedna smycka.
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Takovy graf je ur¢ité jednoznac¢né zadan polohami a poloméry kruznic a je ro-
vinny (pavodni rozmisténi kruZnic je jeho rovinné nakresleni). Bohuzel se nam
do néj nijak nepromitnou izolované kruznice, ty je tfeba oSetfit jinak.

Nyni se ndm z na prvni pohled neuchopitelného problému stal problém
mnohem jednodus$si — spocitat stény rovinného grafu. K tomu se idealné hodi
Eulerova véta:

V4+F=K+F+1

Toto je vztah mezi poctem vrchold (V'), stén (veetné té vnéjsi) (F), komponent
souvislosti (K) a hran (F). Tato véta plati pro rovinné grafy a plati i pro
multigrafy, pokud si zvolim, Ze mezi ,rovnobéznymi“ ndsobnymi hranami jsou
také stény a ze smycka pridava jednu sténu. Toto rozsifeni presné odpovida
nasi predstavé toho, jak kruznice déli rovinu na oblasti.

Véta se dokazuje indukci podle slozitosti grafu. Pro prazdny graf urcité
plati (0+1 = 040+1). P¥idame-li novy vrchol, stoupnou V' i K o jedna a rovnost
zlistane zachovana. PFiddme-li hranu a zvysime tak E o jedna, pak jsme bud
spojili dvé komponenty souvislosti a snizili K o jedna, nebo pfidali jednu sténu
rozdélenim néjaké existujici na pravé dvé. V obou pfipadech zistane rovnost
zachovana a druhy pfipad navic zahrnuje pridédvani nasobnych hran a smycek.
Kazdy rovinny (multi)graf 1ze postavit z prazdného pfidévanim vrcholii a hran,
takze pro néj véta musi platit.

Stacilo by tedy spoc¢itat pocet komponent, hran a pruse¢ik. Vime, Ze na
kazdé kruznici je stejné vrchold a hran. Vrchol je ale sdilen mezi dvéma kruzni-
cemi, zatimco hrana patii pravé jedné. Jinak feceno je stupen kazdého vrcho-
lu 4. Z toho plyne, ze E = 2V. Tedy:

F=K+2V4+1-V=K+V+1

Tento vzorec ndm navic zahrne i izolované kruznice, pocitame-li je jako jednu
komponentu bez prisecikt. To ndm trochu zjednodusi algoritmus.

Staci tedy spocitat pocet komponent a pruseéikii, oboji zvladneme v c¢ase
O(N?) priichodem do hloubky (s hleddnim sousedt vyzkousenim vsech) a vy-
zkouSenim vSech dvojic. ZkouSeni dvojic navic zahrneme do toho prichodu.
V programu je prichod do hloubky realizovan rekurzivni funkci navstiv(). Ta
bude pro kazdy vrchol spusténa urcité pravé jednou, urcité projde celou kom-
ponentu a zaroven spravné napocita pocet praseciki. Jen je si tfeba dat pozor,
abychom nezapocitavali priuseciky dvakrat (za pary kruznic (k;, k;) a (k;, k;)).

Toto feseni ma ¢asovou sloZitost O(N?), paméfovou O(N). Existuje jes-
ti O((N + V)log N), coz je lepsi nez nase O(N?), pokud je pocet priseciki
V < N?/log N, tedy pro dost ,¥idké“ konfigurace kruznic. Pro V = O(N?)
mé ale ¢asovou slozitost az O(N?log N). Pamétova slozitost tohoto algoritmu
je O(N). Jeho popis by ale byl dost komplikovany a proto ho neuvadim.
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define SQR (z) ((z) * (z)) /# Druhd mocnina */
#define EPSILON (0.000001) /* Podovnani s toleranci */
#define EQ (z, y) ( ( (z)+EPSILON> (y))&& ( (z)—EPSILON< (y)))
#define MAX N 10000

int N; /* Pocet kruznic x/

double z[N], y[N], r[N]; /* Kruznice */

int byl[N]; /* Navstiveno? */

int v=0; /#* Vrcholy (pruseciky) */

int k=0; /+* Komponenty */

int pruseciku (int a, int b) { /* Kolik je mezi a a b prisecika? /
double d=sqrt ( SQR (z[a]—z[b]) + SQR (y[a]—y[b]) ); /* Vzdélenost stfedi */
if (d>r[a]+7r[b]) return 0; /* Uplné mimo */
if ( (d+r[a]l<r[d]) || (d+r[b]<r[a]) ) return 0; /+ Jedna ve druhé */
if (EQ (d, r[a]+7[b]) ) return 1; /* Vnéjsi dotyk s/
if ((EQ (d+rla], r[b])) || (EQ (d+7[b], r[a])) ) return 1; /% Vnitini dotyk =/
return 2; /* Jinak maji pravé dva pruseciky =/

}

void navstiv (int koho) { /* Rekurze pro priichod komponent */
int i, p;
byl[koho]=1;
for (i=0; i<N; i++) { /* Ted projdi vSechny sousedy */

p=pruseciku (z, koho);

if ( (i!=koho) && (p>0)) {
if (i<koho) v+=p; /* P¥ipo¢ti priiseciky (ale ne dvakrét) =/
if ('byl[i]) navstiv (i); /* Navstiv x/

}
}

int main () {
int ;
scanf (“%d”, &N); /* Nacteme */
for (i=0; i<N; i++) {
scanf (“%lf %lf %17, & (z[i]), & (y[4]), & (r[4]));
byl[i]=0;
}

for (i=0; i<N; i++)
if (lbylfe]) { /* V této komponenté jsme jesté nebyli */
k++;
navstiv (7);
}
printf (“Oblasti: %d\n”, k+v+1);
return 0;
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18-5-6 Proyplovani Zdenék Dvorak

Uloha 1: Bud G graf, ktery vznikne z CFG tak, Ze zapomeneme na orienta-
ci hran, pfidame hranu mezi vstupnim a vystupnim blokem CFG, a zahodime
hrany, na které nedame cita¢. Graf G nemutze obsahovat cyklus — po¢ty prove-
den{ hran na odpovidajicim cyklu (nebo cesté) v CFG by bylo moZné zvySovat
a snizovat bez toho, ze bychom ovlivnili libovolny ¢ita¢, tedy by nebylo mozné
pouze z ¢itac¢u uréit profil. G je tedy les, a ma nejvySe N — 1 hran, kde N je
pocet blokt v programu. Proto v ptivodnim CFG mutzeme vynechat ¢itaé na
nejvyse N — 2 hranach.

Naopak, pokud vynechame ¢ita¢ na libovolnych N — 2 hranach takovych,
aby G byl strom, dokdzeme poc¢ty provedeni zbyvajicich hran dopocitat: pro-
toZze G je strom, mé vrchol stupné jedna (vede do néj jen jedna hrana e).
To odpovida bloku, u néjz nezndme pocty provedeni pouze jedné z hran, které
do néj vstupuji nebo z néj vystupuji. Soucet poc¢t provedeni hran vstupujicich
do bloku je roven souc¢tu po¢ta provedeni hran, které z néj vystupuji, tedy doka-
zeme dopocitat pocet provedeni hrany e. Hranu e vyhodime z G a tento postup
opakujeme, dokud neuréime pocty provedeni vSech hran. Casové i pamétova
slozitost tohoto algoritmu je linearni.

Uloha 2: Zjevné staci spocitat poéty provedeni blokti — pokud hrana vychazi
z bloku, ktery se provede n-krat, a provedeme ji s pravdépodobnosti p, pak
vypocet touto hranou projde pn-krat. Méjme blok b, do néjz vstupuji hrany
€1, €2, ..., €k, které vychéazeji z bloku by, be, ..., by s pravdépodobnostmi p1,
p2, ..., Pr. Pocet provedeni bloku b je zjevné souc¢tem poctu provedeni hran,
které do néj vstupuji, tedy jestlize je blok b proveden n-krat a bloky b; jsou
provedeny n;-krat, pak plati

k
n= E Dim;.
i=1

Pokud navic polozime pocet provedeni vstupniho bloku roven 1, dostava-
me soustavu linedrnich rovnic, jejimz feSenim je hledany profil (samozfejmé,
kdybychom chtéli byt zcela pfesni, je tfeba jesté dokazat, ze tato soustava ma
jednozna¢né fegeni). Casova slozitost zavisi na tom, jak tuto soustavu budeme
fesit. Pokud pouzijeme Gaussovu eliminaci, dostdvame kubickou casovou slo-
Zitost, coz je v praxi prili§ mnoho. Proto se vétsinou pouzivaji algoritmy, které
vyuzivaji toho, ze CFG ma specidlni strukturu — pokud se nepouzije piikaz
skoku goto, kazdy cyklus ma prave jeden vstup. V pfipadeé, ze goto pouzijeme
a tuto podminku porusime, tyto algoritmy vrati pouze priblizné feseni, zato
vSak funguji v linedrnim case.
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Poradi resitelu

2005/2006

Poradi Jméno Skola Roénik  Uloh Bodi
max. 30 224

1. Josef Pihera G Strakon 3 20 2081
2. Miroslav Klimos G Bilovec 1 25 190,0
3. Pavel Klavik G Chrudim 3 25 183,5
4. Jakub Kaplan GJKTyla 2 21 1619
5. Zbynék Konecny GKptJaros 3 24 154,2
6. Jiri Marsik GJKTyla 2 20 138,1
7. Peter Peresini GJGTajov 4 11 119,44
8. Michal Pavelcik G UBrod 3 13 1159
9. Adam Zivner G UBrod 4 16 113,0
10. Petr Kratochvil G SvétlaNS 3 17  106,2
11. —12.  Lukas Lansky GJKTyla 2 16 98,2
Petr Onderka G VKlobou 3 16 98,2

13. Roman Smrz GOhradni 2 12 88,1
14. Jan Kohout G Roudnice 3 15 82,2
15. Toméas Herceg G Tftebic 3 14 77,3
16. Michal Vaner G Turnov 4 10 72,7
17. Michal Cudrnak G Holesov 4 8 64,1
18. Tomas Zamecnik GJKeplera 3 11 62,5
19. Drahoslav Viktoryn =~ G UBrod 3 10 61,6
20. Kristyna Krejcova G Tisnov 3 9 56,6
21. Richard Jedlicka G Vlagim 2 8 55,0
22. Ondfej Bouda GKptJaros 3 8 48,1
23. Daniel Marek GZborov 4 6 47,0
24. Ondrej Bilka G Zlin 4 16 44,1
25. Josef Spak GJirovco 3 7 41,5
26. Radim Pechal SPS Roznov 3 6 39,9
27. Jan Hrnéir GFXSaldy 4 9 39,3
28. Jan Dvorak GZborov 3 5 38,3
29. Pavel Vesely G Strakon 1 7 37,4
30. Katefina Bohmova G Roznov 4 4 36,2
31. Cyril Hrubis G Bilovec 4 6 36,0
32. Jifi Machalek G Holesov 4 6 35,5
33. Roman Riha G Prachat 2 5 31,1
34. Tereza Klimosova G Lanskr 4 4 31,0
35. Radim Cajzl G NMnMor 0 7 30,4
36. Jakub Pavlik jn. G Kladno 3 5 28,1
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37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
93.
54.
95.
56.
57.
58.
99.
60.

63.
64.
65.

—62.

Vojtéch Molda
Martin Kahoun
Ondrej Mikulas
Petr Trnak
Martin Majer
Tomas Sykora
Jan Mikulas
Adam Ré&z

Jan Krajdl

Jifi Cabal
Rudolf Rosa
Matej Kollar

Jifl Lekes
Miroslav Jancarik
Lukés Moravec
David Skorvaga
Tomas Ehrlich
Jakub Balhar
Marian Bazalik
Jan Musilek

Jan Tichy

Jifi Vaclavik
Vladimir Munzar
Martin Fojtik
Dusan Rychnovsky
Radek Svoboda
Robert Brunetto
Jifi Kerestes
Jakub Loucky

G Vsetin
GJNerudy
G Lucenec
G UHradi
SPSUzlabin
G VKlobou
G Lucenec
GBudéjo
SPSUzlabin
SPS DvKral
G Kladno

G PBystric
G UBrod

G UBrod
GSRandyJN
G Kralupy
G Holesov
GJNerudy
G Kosgice

G NBydzov
GDasgicka

G Dobftis
SPS Roznov
GSRandyJN
G Hranice
G Roudnice
SPSMasaryk
ZSKostelni
G Pisek

WONWNNF R FEFNPEREWWWNDNDN B WWRFE WERDNFEWWWR

H N R FFFRFRFNDDNDDNDNDNDDNDDNDWWNDWWN WOOLOoUO - Ototo ot

26,9
26,1
25,7
24,3
23,9
22.8
21,7
21,4
17,3
15,1
15,0
14,8
14,4
13,5
12,7
12,4
9,8
8,9
8,3
7.3
6,6
6,5
5,8
4,7
4,7
4,7
4,3
4,2
3,5
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