Mili Tesitelé a resitelky!

Ani jsme se neohfali (koneckonci uz je taky podzim) a je tu zadani druhé série. Tentokrat
jsme si pospisili, a tak dostéavate zadani spole¢né s opravenymi feSenimi série prvni.
Chteli bychom jesté pozadat fesitele, ktefi pouzivaji nase submitovatko, aby psali u svych
feSeni stejnou hlavicku, jako kdyby pouzivali papirovou postu. Letos mame totiz nékolik
Fesiteld, ktefi nejen nevédi, kterou tilohu vlastné fesi, ale ani se neumi podepsat :—)

Termin odeslani Vasich feseni druhé série jest pondéli 15. prosince 2008. Reseni miizete ode-
vzdavat elektronicky na http://ksp.mff.cuni.cz/submit/, nebo klasickou postou na znidmou

adresu:

KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Korespondenéni seminaf z programovani

Na zavér pro vas mame malé pozvani. V ttery 2. prosince se kona Den otevienych dveii MFF UK, vice informaci najdete

na http: //www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/.

Aktualni informace o KSP miizete nalézt na strankach hitp://ksp.mff.cuni.cz/, diskutovat mizete na féru
http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ a zdludné dotazy organizatoriim lze zasilat e-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Druha série dvacatého prvniho roéniku KSP

Po autentické reportazi z pekla, kterd nas stala jednoho
reportéra, jsme se rozhodli drzet pfi zemi (resp. na zemi).
Téma druhé série se ponese ve znameni vérného popisu mat-
fyzacké reality. Jak vypada bézny den matfyzaka vam popisi
pfimo ti nejkvalifikovanéjsi — Jan Bulanek a Zbynék Falt.

Jdu temnym lesem, kdyZ tu najednou za sebou uslysim
pliZivé kroky. Neotdcim se a pomalu zrychlugi. Ale kroky se
stale blizi a kdyZ uZ témer utikdm, uslysim hluboky hlas:
»Definuj Lebesguetv integral!“ 'V tu chvili mi ztuhne krev
v Zildch, snazim se vykrucovat, ale hlas je metustupny. Bé-
hem vtefiny mi pred ocima probéhne cely muj ctyrlety mat-
fyzdcky Zivot a pomalu se s nim loucim . ..

,0-ou,“ ozve se ndhle, ,jdes dneska do skoly?“ Zveddam
hlavu otlacenou od kldvesnice. Spolubydlici mi pise na ICQ.

,Jasné, Ze jdu!l“ odepisugji.

A tak mi zacindg dal$i vSedni den — den matfyzdka.

Vypiji dva dny starou kdvu, kterd chutnd spis jako polév-
ka, kterd byla v hrnku pred ni, a pomalu se presunu k umy-
vadlu. Zbytkem kartacku si vycistim zuby a podivam se do
zrcadla, jenZe hreben nikde. Tak aspon polituji vsechny, kte-
77 mé dnes wvidi. Holicimu strojku se jenom zasméji a jdu
se oblékat. Deéravé ponozky, tenisky vylepsené o nékolik er-
gonomickych dér, tradiéni ledvinka. Kdyz ale zpoza postele
vynddvdm své oblibené tricko, nestacim se divit. Kdysi krds-
né bilé, nyni hyri barvami. Ale asi nic divného, kdyz na néj
néco tu a tam ukdpne.

21-2-1 Spinavé tri¢ko 10 bodu

Takové tricko si lze predstavit jako obdélnik a skvrny si
Ize rovnéz predstavit jako obdélniky riznych barev, které
se mohou vzajemné prekryvat. Pokud se na jednom misté
prekryva vice skvrn, je na tomto misté vidét pouze ta skvr-
na, ktera se na tricku objevila jako posledni. Vasim tkolem
bude pro zadané skvrny spocitat, kolik které barvy se na
tricku vyskytuje a kolik jesté zbylo nezaspinéného tricka.

Na vstupu dostanete kladna cela ¢isla W a H, kteréd pfed-
stavuji sitku a vysku tricka. Levy dolni roh bude mit sou-
fadnice [0,0] a pravy horni roh soufadnice [W,H]. Dale do-
stanete ¢islo IV, které predstavuje pocet skvrn, ty jsou na
vstupu zadavany presné v tom poradi, v jakém se objevova-
ly na tricku. Kazda skvrna je zadana péti kladnymi celymi
¢isly. Soutfadnicemi levého dolniho rohu, soufadnicemi pra-
vého horniho rohu a svou barvou. Barvy jsou oc¢islované od

1do N.

Piiklad: Pro W = 6, H = 6, N = 3 a skvrny (1, 1, 5, 5,
2), (1, 2,2,3,1) a (4, 4, 6, 6, 3) bude vystup, ze ¢istého
tricka ztistalo 16 ¢tverecnich jednotek, barva 1 zabira 1 jed-
notku, barva 2 zabird 14 jednotek a barva 3 se vyskytuje
na 4 jednotkéach.

Konecéné mohu vyrazit z koleji, dobéhnout autobus a ne-
stihnout tramvaj. Vsak pojede dalsi a skola pockd. V tram-
vagi se snazim vyresit domdct ukol z diskrétni matematiky.
Jesté, Ze je tak jednoduchy. Ale i tak se postaral na celou
cestu o muj typicky matfyzdcky nepritomny pohled, ktery
se zmenil aZ ve chvili, kdy jsem o 4 zastdvky prejel Ma-
lostranskeé namésti. Konecéné prijizdim ke skole. Misto na
prednadsku ale sméruji své kroky k rotundé, ve které je po-
¢itacovd laborator, abych se podival, kde Ze to vlastné mam
predndsku. Zrovna jsem stdl uprostred, kdyz mé polil stude-
ny pot. Ta nocni mira méla bijt varovdnim, nebot na dnesek
jsem meél od profesora uz po nekolikate slibeno, Ze mé z té
analyzy vyzkousi, at chci nebo nechci. Tentokrdt ale jeho
vyraz nasvédcoval tomu, Ze to mysli smrtelné vdzné . ..

21-2-2 Uteék pred zkouskou 9 boda

Rotunda mé tvar kruhu. N4s hrdina se nachézi pfesné upro-
stfed, zatimco profesor na jeho obvodu. Protoze je podél
stén rotundy mnoho skfini, stol a vychodi, staci, aby se
student dostal k libovolnému bodu na obvodu, odkud jiz
miuZe utéct nebo se bezpecné schovat. Samoziejmeé, Ze se
zérovell na tomto bodu nesmi vyskytovat i profesor (pak
by se velmi tézko schovavalo a student by byl okamzité vy-
zkousen). M4 to ale jeden hacek, matfyzék nezvykly pohybu
se pohybuje 4x pomaleji nez rozzlobeny profesor. Profesor
se ale na druhou stranu z nezndmého dtvodu boji priblizit
ke stfedu, takze se pohybuje pouze podél obvodu.

Najdéte strategii, jak se ma za téchto podminek student
pohybovat, aby profesorovi vzdy utekl, nebo dokazte, ze
mu utéct nelze. Profesor se mize pohybovat zcela libovol-
né, takze o jeho ,chytaci“ strategii nemutzete délat zadné
predpoklady.

Ani nevim, jestli se mi podatilo utéct nebo ne. KaZdo-
pdadné mi z toho pordadné vyhlddlo. Takhle se preci nemohu
soustredit. A tak jsem se odhodlal k zoufalému cinu. Vy-
dal jsem se do menzy. BohuZel jsem vubec nebyl sam, kdo
dostal hlad, takzZe pred videjnou byla obrovskd fronta.



21-2-3 Fronta 10 bodu

Matfyzaci jsou pysni na svou inteligenci a davaji to ostat-
nim najevo. Nejvice se tento problém projevuje, kdyz jsou
matfyzaci nuceni tvorit fronty. Matfyzak, ktery si o jiném
matfyzakovi mysli, Ze je hloupéjsi, odmita stat ve fronté za
nim. Tim vznika fada nepiijemnyjch strkanic a Sarvatek.

Napiste program, ktery dostane seznam matfyzaku a jejich
nazoru na inteligenci ostatnich. Vasim tkolem je matfyziky
usporadat do posloupnosti tak, aby vzdy platilo, Ze pokud
povaZzuje matfyzék A kolegu B za hloupéjsiho, pak musi
v této posloupnosti stat A pred B. Samoziejmé, ze takové
usporadani nemusi existovat. Napf. kdyz si vSichni mysli,
Ze jsou chytfejsi nez vSichni ostatni. V takovém piipadé
oznamte, ze usporaddani nelze vytvorit.

Tato dlozka je prakticka, coz znamend, Ze feseni budete
odevzdavat vyhradné formou odladéného zdrojového kédu.
Presnéjsi zadani a formulaf na odevzdani kédu nalzenete ja-
ko vzdy v CodExu na https://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp/.
Nevite-li, co prakticka tlozka je a jak presné postupovat,
podivejte se do zadani tlohy 21-1-2 , Optimalizace kotld“.

Jeste, Ze to (jako ostatné vidy) vyslo tak, Ze jsem Sel na
radu pront, takZe jsem mohl neruSené pokracovat ve studiu.
Trihodinové zkouseni Unreal Tournamentu v ramci predmeé-
tu ,,Vyvoj pocitacovych her“ mi vidycky slo a na rozdil od
Jingch predmeéti jsem v ném vidél svou budoucnost. BohuZel
nékdo vidycky rozpoji pracné vytvorenou sit, takZe pocitace
musime kaZdy tijden sesitovdvat znovu a znovu. A to zavdni
neprijemnou fyzickou pract.

21-2-4 Sifovani 8 bodu

Sesitovat pocitace neni zadna malic¢kost. Nemaji totiz kla-
sické sitové rozhrani. Kazdy poc¢ita¢ mé dvé zdifky na sifovy
kabel. Jednu vstupni a jednu vystupni. Pokud tedy chcete
dosdhnout konektivity mezi vSemi pocitaci, musi byt spo-
jeny do kruhu, a to tak, ze kazdy kabel vede z vystupni
zditky jednoho pocitace do vstupni zdifky druhého poci-
tace. Navic jsou kabely Spatné odstinéné, takze se nesmi
nikde kfizit, aby se navzajem nerusily.

Na vstupu dostanete ¢islo IV, které znaci pocet pocitact
v mistnosti. Nasleduje N radkt, pficemz i-ty fadek urcuje
soufadnice i-tého pocitace v mistnosti. Vasim tkolem je na-
jit poradi pocitaci p1, pe, . . ., Pn, takové, ze se v ném kazdy
pocita¢ vyskytuje pravé jednou a usecky (p1,p2),(p2,p3),
eevy (Pn—1,DPn)s (Pn,p1) se nikde neprotinaji. Pokud to neni
mozné, vypiste, ze feSeni neexistuje.

Naptiklad pro N = 4 a soufadnice (0,0), (0,2), (1,1) a
(=1, —2) muZe byt vystupem tieba (2,3,4,1).

Kdyz jsme po sedmi hodindch studia uznali, Ze uZ umime
dost a Ze se nam delaji mZitky pred oc¢ima, vydal jsem se
domi. Na kolejich na me ale ¢ekalo neprijemné prekvapent.
Nase nadobi mi totiz div neprislo otevrit dvere. UZ jednou
jsme se pokouseli tuto situaci teoreticky resit, ale ocividné
bezuspesné. Sice by se zddlo, Ze nejsnazsi je vsechno nddobt
prosté umyt, ale na co bychom pak studovali informatiku?

21-2-5 Nadobi 10 bodu

Umyvani nadobi je velice naro¢né ¢innost, takze lze umyt
pouze jeden kus za jeden den. Bohuzel ale plati, Ze kdyz né-
ktery kus neumyjete do urcité doby, nema smysl jej umyvat
viibec a je mnohem ekonomictéjsi vyhodit jej a koupit novy
kus. Samoziejme, ze za ta 1éta uz studenti védi, kolik dni
urc¢ité kusy vydrzi bez umyti, i kolik takovy kus stoji novy.

-2 -

Vasim tkolem bude navrhnout optimélni systém umyvani
nadobi takovy, aby student musel za nakup nového nadobi
zaplatit co nejméné. Na vstupu dostanete cislo N, které
predstavuje pocet kust nadobi. Dale N dvojic ¢isel D; a C;,
coz znamena, ze i-ty kus vydrzi jesté D; dni a novy stoji
C; korun.

Vypiste, v jakém pofadi se ma nddobi umyvat (jeden kus
za jeden den) tak, aby se umyly/koupily vSechny kusy a za-
roven naklady na nakup byly miniméalni.

Naptiklad pro vstup N = 3 a dvojice (1,5), (1,4) a (2, 3) je
spravny vystup (1, 3,2). CoZ znamend, Ze umyjeme 1. a 3.
kus. Druhy kus uz bohuzel nestihneme umyt vcas, a tak jej
budeme muset koupit novy. VSimnéte si, ze jakmile nestih-
neme druhy tkol, uz neni kam spéchat a radéji si udélame
treti, za ktery diky tomu nezaplatime pokutu. Naklady na
nakup nového nadobi jsou 4 koruny.

Konecéné si mohu do nového hrnku uvarit oblibenou ¢in-
skou polévku a jit se podivat, kdo je online. No jo, noc bude
jesté dlouhd. Navic je potieba zhlédnout novy dil Simpso-
novych. Po nékolika hodindch zacinam citit, Ze bych mel jit
spdt. Ale co, jesté jeden dil urcité vydrzim ... Zzz

Jdu temnym lesem, kdyzZ tu najednou . ..

21-2-6 Nejkratsi opét vyhrava 12 bodu

Tuto tlohu musite fesit v programovacim jazyce RAPL, je-
hoz popis najdete v zadani lohy 21-1-6 z minulé série. Tak-
téz doporucujeme precist si feSeni této tlohy, vyvarujete se
tak Castych chyb.

Uloha 1 [5 bodi]: V libovolném pofadi dostanete ¢isla v
rozsahu 1 az N, kazdé pravé jednou, az na jedno, které
chybi. Vasim tkolem je chybéjici ¢islo nalézt.

Cislo 1 < N < 23 je po spusténi programu uloZeno v
registru n a ¢isla A[0] az A[N-2] jsou cisla v rozsahu 1 az
N, kazdé se vyskutuje nejvyse jednou. Vypiste to jediné
¢islo v rozsahu 1 az N, které mezi témito ¢isly chybi. VAas
program musi dobéhnout v linedrnim case vzhledem k N
a must pouzit pouze konstantné mnoho paméti nezavisle
na velikosti N, pfi¢emz pole A je pouze pro ¢teni. Vasim
cilem je napsat nejkratsi program, ktery splinuje vSechny
tyto podminky.

Uloha 2 [7 boddiJ: Kromé toho, Ze nechybi jedno, ale dvé
Cisla, je tato tuloha stejna jako predchozi.

Presné feceno, na zacatku dostanete v registru n ¢islo 2 <
N < 232, Vasim tkolem je v libovolném poiadi vypsat tu
jedinou dvojici ¢isel z rozsahu 1 az N, ktera se nevyskytuje
mezi ¢isly A[0] az A[N-3]. V&S program musi dobéhnout v
linedrnim ¢ase vzhledem k NV a musi pouzit pouze konstant-
né mnoho paméti nezavisle na velikosti N, pricemz pole A je
pouze pro Cteni. Vasim cilem je napsat nejkratsi program,
ktery splnuje vsechny tyto podminky.

Recepty z programatorské kucharky

Rozdél a panuj

Dnesni dil programéatorské kucharky
se bude zabyvat algoritmy zalozeny-
mi na metodé Rozdél a panuj. A tak
by se sluselo zacit tim, jakd je mys-
lenka této metody: Casto se setkdme
s ulohami, které lze snadno rozdeé-
lit na néjaké mensi tlohy a z jejich
vysledkt zase snadno slozit vysledek




puvodni velké tlohy. Pfitom mensi llohy muizeme Tesit opét
tymz algoritmem (zavoldme si ho rekurzivné), leda by jiz
byly tak malické, ze dokdZeme odpovédét trividlné bez ja-
kéhokoliv pocitani. Zkratka jak fikali staii fimsti cisafové:
Divide et impera. Uvedme si pro zacatek jeden staronovy
priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro t¥idéni posloupnos-
ti prvkd. Uz o ném byla jednou fe¢ v ,tfidici kucharce®
v druhé sérii 20. ro¢niku KSP. Tentokrat se na néj podiva-
me trochu podrobnéji a navic nam poslouzi jako ingredience
pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu
fikat pivot) a prerovna prvky v posloupnosti tak, aby na-
pravo od pivota byly pouze prvky vétsi nez pivot a nale-
vo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
mizeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu
posloupnosti, funk¢énost algoritmu to nijak neovlivni. Tento
postup pak rekurzivné zopakujeme zvlast pro prvky nale-
vo a zvlast pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme
setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptisobem
volby pivota. My si pfedvedeme jinou, nez jsme ukazovali
v t¥idici kuchatce (hlavné proto, Ze se nam z ni pak budou
snadno odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednoduchost bu-
deme jako pivota volit posledni prvek zkoumaného tseku:

{budeme t¥idit takovato pole}
type Pole=array[l..MaxN] of Integer;

{pterovnavaci procedura pro isek al[l..r]}
function prer(a:Pole; 1,r:Integer):Integer;

var i,j,x,q:Integer;

begin
{pivotem se stane posledni prvek useku}
x:=alr]; {hodnota pivota}
i:=1-1; {ali] bude vzdy posledni <= pivotovi}

{samotné prerovnavani}
for j:=1 to r-1 do
if a[jl<=x then {pravé probiranj prvek

}

begin {mengi/rovny hodnoté& pivota}
Inc(i); {pak zvys ukazatel }
q:=aljl; {a proved pfrerovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;

end;

{nakonec presuneme pivota za posledni <=}
q:=alr];
alr]:=ali+1];
ali+1] :=q;
prer:=i+l;
end;

{vratime novou pozici pivota}

{hlavni t¥idici procedura, t¥idi all..r]}
procedure QuickSort(a:Pole; 1,r:Integer);
var m:Integer;
begin
if 1<r then
begin
m:=prer(1l,r); {pferovnej, m pozice pivota}
QuickSort(l,m-1); {set#id prvky napravo}
QuickSort (m+1,r); {set#id prvky nalevo}

{méme jes&té co délat?}

end;

end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela nesikovné, proto-
7e se nam snadno muze stat, Ze si vybereme nejmensi nebo
nejvétsi prvek v useku (rozmyslete si, jak by vypadala po-
sloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze dostaneme-
-li posloupnost délky N, rozdélime ji na tseky délek N — 1
a 1, nacez pokracujeme s usekem délky N — 1, ten roz-
délime na N — 2 a 1, atd. Pfitom pokazdé na prerovna-

ni spotifebujeme cas linearni s velikosti tiseku, celkem tedy
ON+(N—-1)+(N—-2)+...+1)=0O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy
medidn z pravé probiranych prvka (tj. prvek, ktery by se
v setfidéné posloupnosti nachazel uprostied; pro sudy po-
¢et prvka zvolime libovolny z obou prostfednich prvki),
dosdhneme daleko lepsi slozitosti O(N log N). To dokaze-
me snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v ¢ase linedrnim vici po-
¢tu prvkd, které mame pferovnat. V prvnim kroku QS pra-
cujeme s celou posloupnosti, ¢ili prerovname celkem N prv-
ki. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast po-
sloupnosti (obé dlouhé (N —1)/2+1); pferovnavani v obou
¢astech dohromady trva opét O(N) a vzniknou tim ¢asti
dlouhé nejvyse N/4. Zanotime-li se v rekurzi do hloubky &,
pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2F, které dohro-
mady daji nejvyse N (v8echny ¢asti dohromady daji prvky
vstupni posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili jako
pivoty). V hloubce [logy, N| uz jsou v8echny ¢asti nejvyse
jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem tedy ma-
me [log, N| hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime
linedrni ¢as, dohromady O(N log N).

V tomto ditkazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu:
Zapomn€éli jsme na to, ze také musime medidn umeét najit.
Jak z této neprijemné situace ven?

® Naucit se pocitat medidn. Ale jak?

® Spokojit se se lzZimediagnem*: Kdybychom si misto me-
dianu vybrali libovolny prvek, ktery bude v setfidéné po-
sloupnosti v prostfedni poloving“ (¢ili alespori ¢tvrti-
na prvkl bude vétsi a alespori ¢tvrtina mensi nez on),
ziskdme také slozitost O(N log N), nebot tsek délky N
rozlozime na tseky, které budou mit délky nejvyse (1 —
1/4)- N, takZze na k-té hladiné budou tseky délek nejvyse
(1 —1/4)% - N, ¢ili hladin bude maximalné logy_q1/4 N =
O(log N). Misto 1/4 by fungovala i libovolna jind kon-
stanta mezi nulou a jednickou, ale ani to ndm nepomize
k tomu, abychom umeéli 1zimedian najit.

Recyklovat pravidlo typu ,,vezmi posledni prvek“ a jen ho
trochu vylepsit. To bohuZel nebude fungovat, protoze po-
kud budeme pfi vybéru pivota hledét jenom na konstant-
ni pocet prvkid, bude pomérné snadné pfijit na vstup,
pro ktery toto pravidlo bude davat kvadratickou slozi-
tost, i kdyz obvykle ptujde dokéazat, ze takovych vstupt
je ,malo“. [Také se tak ¢asto QS implementuje.

Volit pivota ndhodné ze vSech prvkl zkoumaného tseku.
K nahodné volbé samoziejmé potiebujeme ndhodny ge-
nerator a s témi je to svizelné, ale zkusme na chvili véfit,
ze jeden takovy méame nebo alespon Ze mame néco s po-
dobnymi vlastnostmi. Jak nam to pomuze? Nahodné zvo-
leny pivot nebude sice pfesné uprostied, ale s pravdépo-
dobnosti 1/2 to bude 1zimedian, takZe po primérné dvou
hladindch se ke lZimedidnu dopracujeme (rozmyslete si,
pro¢, nebo nahlédnéte do serialu o pravdépodobnostnich



algoritmech v 16. ro¢niku). Proto ¢asova slozitost takové-
hoto randomizovaného QS bude v prumeéru 2-krat vétsi,
nez lzimedidnového QS, ¢ili v praméru také O(N log N).
Jednoduse Feceno, zatimco fixni pravidlo nam dalo dobry
¢as pro prumérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych
bylo pomalé, randomizovani ndm dava dobry prameérny
¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledéani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale souc¢asné jsme pri tom
zjistili, Ze neumime rychle najit median. To tak nemtze-
me nechat, a proto rovnou zkusime vyftesit obecnéjsi pro-
blém: najit k-ty nejmensi prvek (medidn dostavame pro
k= [N/2]).

Prvni feseni této tilohy se nabizi samo. Nacteme posloup-
nost do pole, prvky pole setfidime néjakym rychlym algorit-
mem a kyzeny k-ty nejmensi prvek nalezneme na k-té pozici
v nyni jiz setfidéném poli. M4 to vsak jeden hacek. Pokud
prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak
nedosdhneme lepsi ¢asové slozitosti (a to ani v primérném
pfipadé) nez O(N log N) — rychleji prosté t¥idit nelze, di-
kaz miazete najit napriklad v t¥idici kuchaice.

O néco rychlejsi feseni je zaloZzeno na vyse zminéném al-
goritmu QuickSort (Casto se mu proto Fikd QuickSelect).
Opét si vybereme pivota a posloupnost rozdélime na prv-
ky mensi nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro
jednoduchost budeme predpokladat, ze zadné dva prvky
posloupnosti nejsou stejné). Pokud se pivot naléza na k-té
pozici, je to hledany k-t nejmensi prvek posloupnosti, pro-
toze pravé k — 1 prvka je menSich. Zbyvaji dva pfipady,
kdy tomu tak neni. Paklize je pozice pivota v posloupnosti
vétsi nez k, pak se hledany prvek naléza nalevo od pivota
a postaci rekurzivné najit k-ty nejmensi prvek mezi prv-
ky nalevo. V opac¢ném ptipadé, kdy je pozice pivota mensi
nez k, je hledany prvek v posloupnosti napravo od pivota.
Mezi témito prvky vSak nebudeme hledat k-ty nejmensi pr-
vek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde p je pozice pivota
v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu.
Nesikovna volba pivota dava opét v nejhorsim pripadé kva-
dratickou slozitost. Pokud bychom naopak volili za pivota
median, budeme nejprve pierovnavat N prvkit, pak jich
zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coz dohromady
déava slozitost O(N + N/2 + N/4+ ...+ 1) = O(N). Pro
Izimedian dostaneme rovnéz linearni slozitost a opét stejné
jako u QS muzeme nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota
dostaneme v priméru stejny cas jako se lzimedianem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci
proceduru od QS:

function kty(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;
var x,z:Integer;
begin

x:=prer(a,l,r); {pferovnej, x je pozice pivota}

z:=x-1+1; {pozice pivota vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kty:=alx] {k-tj nejmensi je pivot}

else if k<z then
kty:=kty(a,l,x-1,k) {k-tj nejmensi je nalevo}
else
kty:=kty(a,x+1,r,k-2z);
end;

{napravo}

k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vSak algoritmus, ktery fesi nasi alohu linearné, a to
i v nejhorsim ptipadé. Je zalozeny na dabelském triku: zvo-
lit vhodného pivota (jak ukdzeme, bude to jeden ze lZime-
didnt) rekurzivnim voldnim téhoZ algoritmu. Zaf{dime to
takto:

® Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky
trividlni algoritmus, naptiklad si posloupnost setfidime a
vratime k-ty prvek setridéné posloupnosti.

Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni po-
¢et prvki délitelny péti, posledni pétici nechame nekom-
pletni.

Spocitame median kazdé pétice. To mizeme provést na-
priklad rekurzivnim zavoldnim celého naseho algoritmu,
¢ili v dusledku tfidénim. (Také bychom si mohli pro 5
prvkil zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moz-
nym poctem porovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze
konstanta-krét, jednak je to daleko pracnéjsi.)

Méme tedy N/5 medidnt. V nich rekurzivné najdeme
medidn m (oznaéime medidny pétic za novou posloupnost
a na ni zaéneme opét od prvniho bodu).

Prerovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a ja-
ko pivota pouzijeme prvek m. Po pferovnani je pivot,
podobné jako v pfedchozim algoritmu, na (z+ 1)-ni pozi-
ci v posloupnosti, kde z je pocet prvki s mensi hodnotou,
nez ma pivot.

Opét, podobné jako u pfedchoziho algoritmu, pokud je
k = z+1, pak je pravé pivot m k-tym nejmensim prvkem
posloupnosti. V pripadé, ze tomu tak neni a k < z + 1,
budeme hledat k-t nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny
posloupnosti, v opa¢ném piipadé, kdy £ > z + 1, bude-
me hledat (k — z + 1)-ni nejmensi prvek mezi poslednimi
n — z — 1 prvky.

Receno s panem Pascalem:

{pot¥ebujeme prerovnavaci funkci, ktera
dostane hodnotu pivota jako parametr}
function prerp(var a:Pole;
1l,r,m:Integer) :Integer;

var q,p:Integer;
begin

{nalezneme pozici pivota}

p:=1;

while a[pl<>m do

inc(p);

{pivota prohodime s poslednim prvkem}
q:=alpl; alpl:=alr]; alr]:=q;

{a zavolame ptvodni pferovndvaci fci}
prerp := prer(a,l,r);

end;

{hledéni k-tého nejmensiho prvku z afl..r]}

function kth(var a:Pole; 1l,r,k:Integer):Integer;

var medp:Pole; {pole pro mediadny pétic}
i,j,q,x,pocet,m,z:Integer;

begin

pocet:=r-1+1; {s kolika prvky pracujeme}

if pocet<=1 then {pouze jeden prvek?}

kth:=a[l] {vysledek nemiiZze byt jinyl}
else if pocet<6 then begin {méné neZz 6 prvki}
QuickSort(a,l,r);

kth:=a[l+k-1];

end



else begin {mnoho prvka, jde to tuhého}

{rozdé&lime prvky do pé&tic}

q:=1; {zatim mame jednu pétici}
i:=1; {levy okraj prvni pétice}
ji=i+4; {pravy okraj prvni pé&ticel}

while j<=r do begin {prochézime celé pétice}

QuickSort(a,i,j);
medp[ql :=al[i+2];

{median pétice}

Inc(q); {zvys polet pétic}
Inc(i,5); {nastav levy okraj pé&ticel}
Inc(j,5); {nastav pravj okraj pétice}
end;

{ptipadnou netplnou pétici miZeme ignorovat}

{najdeme median mediant pétic}
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2);

{pterovnej a zjisti, kde skon&il pivot}

x:=prer(a,l,r,m);
z:=x-1+1; {pozice vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kth:=m {k-tj nejmensi je pivot}
else if k<z then
kth:=kth(a,l,x-1,k) {k-tj nejmensi nalevo}
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-z); {napravo}
end;
end;

Zbyvé dokézat, ze tato dvojita rekurze mé slibenou linearni
slozitost. Zkusme se proto podivat, kolik prvkt posloupnos-
ti po pferovnani je vét$ich nez prvek m. VSech pétic je N/5
a alesponi polovina z nich (tedy N/10) méd medidn mensi
nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prv-
ky mensi nez median pétice, takze celkem existuje alespon
3/10- N prvki mensich nez m. Vétsich tedy mutze byt ma-
ximalné 7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich prvkd
miZe byt nejvyse 7/10- N.

Rozdéleni na pétice, hledani medidnd pétic a pferovnévani
trva linearné, tedy nejvyse cN krokt pro néjakou konstantu
¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze dvakrat rekurzivné vola sam
sebe: nejprve pro N/5 medidni pétic, pak pro < 7/10- N
prvki ped/za pivotem. Pro celkovou ¢asovou slozitost (V)
naseho algoritmu tedy plati:

t(N) < eN + t(N/5) + £(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyresit, coz provedeme
drobnym tskokem: uhodneme, Ze vysledkem bude linearni
funkee, tedy ze t(N) = dN pro néjaké d > 0. Dostaneme:

AN < (¢+1/5-d+17/10-d) - N.

To plati napt. pro d = 10¢, takze opravdu t(N) = O(N).

Nasobeni dlouhych disel

Dalsim péknym pfikladem na rozd€lovani a panovani je na-
sobeni dlouhych ¢isel — tak dlouhych, Ze se uz nevejdou
do integeru, takZe s nimi musime podéitat po ¢islicich (at
uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, ¢asto se
hodi tfeba 256-kova). Klasickym ,8kolnim“ algoritmem pro
néasobeni na papife to zvladneme na kvadraticky pocet ope-
raci, zde si predvedeme efektivnéjsi zptsob.

Libovolné 2N-ciferné ¢islo muzeme zapsat jako 10V A + B,
kde A a B jsou N-ciferna. Souc¢in dvou takovych ¢isel pak
bude (10N A + B) - (10NC + D) = (10*N AC + 10V (AD +

BC)+BD). S¢itat dokdzeme v linedrnim ¢ase, nasobit moc-
ninou deseti také (dopiSeme pFislusny pocet nul na konec
¢isla), N-ciferna ¢isla budeme nasobit rekurzivnim zavolé-
nim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude platit
t(N) = ¢N + 4¢(N/2). Nyni tuto rovnici mizeme snadno
vyfeSit, ale ani to délat nebudeme, nebot ndm vyjde, Ze
t(N) ~ N2, ¢ili jsme si oproti ptivodnimu algoritmu viibec
nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢tyf nasobeni cisel polovicni délky nam
budou staéit jen tfi: spocteme AC, BD a (A+B)-(C+D) =
AC+AD+ BC+ BD, pfi¢emz pokud od posledniho sou¢inu
odecteme AC a BD, dostaneme piesné AD + BC, které
jsme pfedtim pocitali dvéma nasobenimi. Casova slozitost
nyni bude ¢t(N) = ¢/ N 4 3t(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco
vétsi nez c¢, protoze pribylo s¢itani a odcitani, ale stale je
to konstanta. My si ovSem zvolime jednotku c¢asu tak, aby
bylo ¢/ =1, a uSetfime si tak spoustu psani.)

Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé
a pozorovat, co se bude dit:
t(N)=N+3(N/2+ 3t(N/4)) =
=N+3/2-N+9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8)=...
=N+4+3/2-N+4... 4381281 N 4 3F(v/2F).
Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2% =1, &ili t(N/2%) =
t(1) =, kde d je néjaka konstanta. To znamend, Ze:
t(N)=N-(1+3/2+9/4+ ...+ (3/2)*1) + 3*a.
Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢lend geometrické rady
s kvocientem 3/2, ¢ili ((3/2)F —1)/(3/2 — 1) = O((3/2)%).
Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len 3%d, takze ji
klidné muzeme zanedbat a zabyvat se pouze onim posled-
nim &lenem: 3k — 2k10g23 — 210g2 n-log, 3 _ (210g2n)10g23 —
nlog23 ~ nl58 Konstanta d se ndm ,schovad do O-cka“,
takze algoritmus mé ¢asovou slozitost pfiblizng O(n!-58).
Existuji i rychlejsi algoritmy se slozitosti az O(nlogn), ale

N

Program si pro dnesek odpustime, Setfimet nase lesy.
Poznamky na ubrousku aneb Rozmyslete si

e Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme pfedpokladali,
ze vSechny prvky jsou rtzné. Prohlédnéte si algoritmy
pozorné a rozmyslete si, ze budou fungovat i bez toho.
Opravdu?
Pro¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro
trojice? A jak pro sedmice? Fungoval by takovy algorit-
mus? Byl by také linedrni?
Ve vypoctu t(N) jsme si nedali pozor na neiplné pétice
a také jsme predpokladali, ze pétic je sudy pocet. Ono
se totiz nic zlého nemuze stat. Jak se to snadno nahléd-
ne? Pro¢ nestaci na zacatku doplnit vstup ,nekonecny*
na délku, ktera je mocninou deseti?
Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linearni, jak by se na to
dalo prijit?
Jesté jednou QS: Predstavte si, ze budujete binarni vyhle-
dévaci strom (viz kuchatka v 5. sérii minulého ro¢niku)
vkladanim prvkid v ndhodném poradi. Obecné nemusi byt
vyvazeny, ale v priméru v ném pujde vyhledavat v case
O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou, od-
povidaji pfesné moznym prubéhtim QuickSortu.
Dnesni menu Vam servirovali
David Matousek & Martin Mares
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21-1-1 Ohnisté

Ukazalo se, ze dostat se do pekla pro vétsinu z vés nijak vel-
ky problém nebude (nakonec, problém to nemusi byt ani pro
ty ostatni ...). Ohnisté si totiz miZzeme, jak jste si témér
vsichni vS§imli, snadno rozdélit na n — 2 trojuhelnikt — jeli-
koz jsou jeho vrcholy na vstupu zadany postupné ve sméru
hodinovych rucic¢ek (oznacme je Aj, As,...,A,), miZeme
vzit trojﬁhelniky A1A2A3, A1A3A4, ceey Al, Anfl, An

Zbyvéa uz jen urcit obsahy jednotlivych trojihelnikd a ty
nasledné poscitat. K tomu mnozi z vas pouzili Heroniiv vzo-
rec vyuzivajici délek stran trojihelnika (ty mtizeme zjistit
pomoci Pythagorovy véty).

N

O néco elegantnéjsi (bez pouzivani odmocnin v programu)
je vyuziti vektorového soucinu: mame-li body A, B a C
a vektory « = B— A a ¥ C — A, je absolutni hod-
nota jejich vektorového soucinu rovna dvojnasobku obsa-
hu trojthelnika ABC (jelikoz poéitdme v roviné, polozime
az = bs = c¢3 = uz = v3 = 0); mame tedy:

UX U= (’LLQ'O—O'UQ,O"Ul — U1 '0,U1U2—UQU1) =
= (0,0, u1ve — ugvy)
Odkud jiz snadno zjistime kyZzeny obsah trojuhelnika (ke
stejnému vzorci lze dospét také vyuzitim determinantu ma-
tice):

1 1
§|GX ’17| = 5\/02 4+ 02 + (U1U2 _U2U1)2 =

1
3l(br —a1)(e2 — az) = (b2 — az)(er — a1))

SaaBc =

Spocitani obsahu kazdého z trojihelnikt zvladneme v kon-
stantnim case a jelikoz je jich celkem linedrné s poctem
vrcholty, je i ¢asovd slozitost O(N). Jednotlivé obsahy lze
zjistovat postupné pfi nacitani vstupu, ktery (s vyjimkou
prvniho vrcholu) jiz na nic dalsiho nepotfebujeme, takze si
vystacime s konstantni paméti.

Roman Smrz

21-1-2 Optimalizace kotla
Hy2Muzu?«
»Muzes.“

,Drzig?«

,, Drzim.“

,Spoustéj!

,opoustim.“

»M4&s ho?“

»MA&m!“

,Tady dobry! Na fadé je kotel ¢islo 421954 ...«

Jak jste meéli moznost si na vlastni ktzi vyzkouset, pfe-
souvani hiisniki mezi kotli opravdu neni snadna zalezitost.
Pozor si musime dévat hned na nékolik véci:

Zkusime na to jit nejprve primocatre. Projdeme si celé po-
le kotll a provedeme presuny téch hiisnikd, jejichz cilové
policko je volné. Tohle budeme opakovat tak dlouho, do-
kud nebudou vsichni na svych mistech. Kazdého hrisnika
presouvame pravé jednou a to pfimo na misto, kde se ma
nachézet, takze na prvni pohled je algoritmus konecény a
vraci korektni vystup.

-6 —

Ale ouha, co kdyZ se ndm h¥isnici zrovna sejdou napf. tak-
to: H¥isnik z kotle 1 musi do 2, h#isnik z 2 musi do 3 a
konecné z 3 je potfeba provést presun do 1. Tyto 3 pfesuny
tvori cyklus a nas vysSe uvedeny algoritmus na né nebude
fungovat. Pokazdé, kdyz bychom chtéli pfesunout nékteré-
ho z vySe uvedenych hiisnikt, bude v jeho cilovém kotli
trinit jiny hiisnik. Musime na to tedy jinak ....

Ze zadani je jasné, Ze alespon jeden kotel musi byt volny
(jinak by neslo s hiisniky vitbec pohnout). Zkusime tedy vy-
uzit tohoto garantovaného volného kotle. Postupné budeme
brat hiisniky na presun. Pokud je cilovy kotel volny, neni
s pfesunem zadny problém. Pokud je ale obsazeny, presu-
neme prekdZejictho hiisnika do libovolného volného kotle a
tim se nam uvolni cilovy kotel, takze muzeme opét presun
provést. VSimnéte si, ze pokud je zadéani korektni, nikdy
nepfesouvame nikoho, kdo je jiz na svém cilovém misteé.
V kazdém kroku tedy snizime pocet hiisniki, ktefi jesté
nejsou na svém misté, o 1 a algoritmus je tedy opét konec-
ny (korektnost je zfejma).

Ted jiz mame FeSeni, které bude fungovat, ale musime se
zamyslet, zda spliuje pozadavek na minimalni pocet pfesu-
nid. Jak uz jisté tusite — nespliuje. Pfedstavme si, Ze méame
pfesunout hiisnika z kotle 1 do 2, z kotle 2 do 3 a z 3 do
4, pricemz kotel 4 je prazdny. Budeme-li postupovat presné
podle naseho algoritmu, budeme nejprve pfesouvat hiisnika
1. Jenze kotel 2 je obsazen, takze je potieba nejprve presu-
nout 2 do 4, abychom si kotel uvolnili. Dale chceme umistit
druhého h¥isnika do spravného kotle (&. 3), jenze ten je jako
na potvoru opét obsazen a musi byt uvolnén. Sami si roz-
myslete, ze toto poradi si vyzada celkem 5 presuni. Pfitom
bychom to ale urcité zvladli jen na 3 presuny: 3 do 4, 2 do
3aldo?2.

Jak je vidét, nestac¢i ndm primocary algoritmus, ale potte-
bujeme néjaky, ktery zohledni planovani, abychom nic ne-
presouvali zbytecné. V idedlnim pfipadé tedy budeme pre-
souvat hrisniky p¥imo do jejich cilovych kotli bez meziskla-
dovéani. Problém nastavé s cykly. Kdyz narazime na cyklus
musime jej nejdiiv rozbit (jednoho hi¥isnika z néj pfesuneme
do meziskladisté). Tim z néj vznikne cesta, kterou snadno
vyfeSime a nasledné presuneme hfisnika z meziskladu na
jeho cilové misto.

Cestou budeme rozumét posloupnost presunu k;, kdy se
k;-ty hiisnik pfesouvéd do k;;1-ho kotle a posledni (k,,-ty)
h#isnik se pfesouva do volného kotle. Cesty budeme zpra-
covavat tak, ze je celé projdeme az na konec a presuny
budeme provadét od posledniho k prvnimu.

Ve finale zbyva tuto myslenku jiz jen naprogramovat. Po-
kud si nejste jisti jak na to, podivejte se na prilozeny pro-
gram. Pfi troSe snahy pfi implementaci lze docilit ¢asové i
pamétové slozitosti O(N).

Martin ,Bobrik“ Krulis

21-1-3 Prijimaci kancelar

Takovy plan pekla byl urcité pekelné zapeklity a nebohé-
mu reportérovi zamotal na nemalou chvilku hlavu. Tu vSak
nezamotal jenom jemu, ale i nejednomu fesiteli. Co by to
bylo za peklo, kdyby pfijimaci kancelai musela byt jenom
na jednom misté? Prijimajicich kancelafi muze byt samo-
ziejmé vic. A co kdyby na nés certi usili podvod a v pekle
zadna kancelat vibec nebyla? S obojim se musi pocitat a



vétSina FeSeni si na tomto vylamala zuby. Nebo snad fadky
kédu? Nelze ¢init zadné predpoklady o nécem, co v zadani
nebylo uvedeno! Néktera dalsi feSeni byla natolik pomalé,
7e pokud reportér neumiel, prohledava peklo dodnes ...

UkéZeme si postup, jak rychle a snadno pfelstit peklo. Nej-
prve si malicko preformulujeme zadani. Peklo bude orien-
tovany graf, mistnosti budou vrcholy a chodby mezi nimi
hrany. Nyni oto¢ime orientaci vsech hran. Pfijimaci kance-
14 bude misto, z kterého existuje cesta do vsech ostatnich
vrcholu grafu.

Jednoduché feseni nas urcité napadne hned. Pro kazdy vr-
chol ovéfime, zda je prijimaci kancelaf. Spustime z néj pro-
hledavdni do hloubky. To je algoritmus, ktery ndm pro urdity
vrchol zjisti, do kterych vrchold z néj vede cesta. Funguje
tak, ze postupné prochézi a znackuje vrcholy. Na zacatku
mame oznaceny jenom vychozi vrchol. Pokud pfijdeme do
neoznaceného vrcholu, oznacime ho a rekurentné spustime
prohledavani pro jeho sousedy. Po skonceni béhu algoritmu
budou oznaceny vSechny dostupné vrcholy. Blizsi informa-
ce o prohledavani do hloubky naleznete v kuchatfce Grafy
20-3.

Pokud jsme oznagcili Gplné vSechny vrcholy grafu, vyhrali
jsme a nalezli prijimaci kancelaf. Pokud Zadny takovy vr-
chol v grafu neni, pak ani nemize existovat prijimaci kan-
celaf. Jedno prohledavani nam pro graf s N vrcholy a M
hranami zabere ¢as O(N+ M) (kazdy vrchol a kazdou hranu
navStivime jednou) a musime ho zavolat pro kazdy vrchol z
N vrchold, tedy celkem O(N?2 + NM), coz ndm pro bézné
grafy (kde M > N) ddva O(NM). V paméti si potiebuje-
me udrzovat cely graf, pamétova slozitost bude O(M + N).
Toto Teseni je spravné, ale nikoho svoji rychlosti neoslni.

K rychlejsimu algoritmu ndm pom?uize nasledujici pozorova-
ni. Pokud z libovolného vrcholu existuje cesta do pfijimaci
kancelare, pak i on sam je prijimaci kancelaf. Pro¢? Protoze
se z néj mizeme dostat do pfijimaci kancelafe a z ni poté
do vsech vrcholu grafu, tedy muZeme se dostat kamkoliv.
Ale to neni nic jiného nez definice pfijimaci kancelare. Tedy
pokud spustime prohledavani z néjakého vrcholu, ktery ne-
ni prijimaci kancelaf, ani libovolny z navstivenych vrchola
nebude pfijimaci kancelar. Z nich jiz nemusime poustét pro-
hledavani, coz ndm usetii spoustu casu, bohuzel asympto-
ticky méme pordd O(NM).

Co kdybychom zkusili pfi dalSich prohledavéanich jiz ne-
prochézet vrcholy, které jsme navstivili pfi pfedchazejicich
prohledavanich? Budou nés zajimat pouze nové vrcholy, do
kterych jsme schopni se dostat. Pokud nam stale budou né-
jaké chybét, urcité zadny z navstivenych vrcholi neni pfi-
jimaci kanceladr. Takto redukujeme pocet nenavstivenych
vrcholi, az po ¢ase nalezneme vrchol v, z kterého spustime
prohledévani naposled. VSechny vrcholy jsme tedy navsti-
vili bud pfi poslednim prohledavani, nebo nékdy diive. Po-
kud je v grafu pfijimaci kancelaf, pak je to urcité vrchol v.
Proc¢? Nemtze to byt zadny vrchol z pfedchoziho proché-
zeni, protoze z né€j neexistuje cesta napiiklad do vrcholu v.
A pokud by to byl néjaky jiny vrchol z posledniho prohle-
davani, pak by také v byla pfijimaci kancelaf, vyuzijeme
vy$e ukdzaného poznatku, nebot z v do ni vede cesta. Na
druhou stranu v viitbec nemusi byt pfijimaci kancelaf, muze
existovat vrchol z pfedchozich prohledavani, do kterého se
z v nemuzeme dostat. V takovém pripadé v grafu neexis-
tuje piijimaci kancelai. ReSeni je jednoduché: Prosté pro
v ovérime, zda prijimaci kancelaii skutec¢né je. Projdeme z
néj znovu cely graf. Pokud navstivime vSechny vrcholy, je

v prijimaci kancelar, jinak v pekle zadna neni. Na obrazku
jsou vyznaceny vrcholy, z kterych jsme spustili prohledava-
ni, a spolu s nimi v jedné bubliné vSechny vrcholy, které
jsme navstivili pfi jednom prohledévéni.

Peklo

Prvni faze algoritmu pobézi v ¢ase O(M + N), nebot na
kazdy vrchol a hranu se podivame jednou. Druha ovérovaci
faze pobézi ve stejné slozitosti O(M + N), tedy dohromady
dostdvame O(M + N). Rychleji tento problém ani vytesit
nelze, tolik ¢asu potifebujeme na nacteni vstupi. Pamétova
slozitost zlistava porad stejnd O(M + N).

Rada z vés si viimla, Ze pokud by peklo bylo souvislé a

byl v ném praveé jeden vrchol, do kterého nevede zadna
hrana, potom by to urc¢ité byla pfijimaci kancelai. Napro-
ti tomu pokud by takové vrcholy byly dva, pak pfijimaci
kanceldf nemiize v pekle existovat. Toto feSeni vSak selze,
pokud je pfijimacich kancelari v grafu vice, protoze nebude
existovat vrchol, do kterého nevede zadna hrana. Ukazeme
si, Ze 1 z na prvni pohled (po)chybné myslenky se d4 ledacos
vytézit a vytvorit funkéni feSeni.
Pokud jsou prijimaci kancelafe dve, musi lezet v silné sou-
vislé komponenté. Co je to silné souvislda komponenta ori-
entovaného grafu? Podobné jako u klasického grafu je to
maximalni mnozina vrcholu takova, Ze mezi kazdymi dvé-
ma vrcholy existuje orientovand cesta (ktera je navic vzdy
celd uvnitt komponenty). Kazdy orientovany graf lze rozlo-
zit na komponenty. Z hlediska hledani ptijimajici kancela-
fe se vSechny vrcholy komponenty chovaji podobné. Proto
muzeme vytvorit kopii grafu, kazdou komponentu nahradit
jednim vrcholem a zachovat hrany napti¢ komponentami.
Takové véci se tika kontrakce komponenty, kterou si mu-
zete také predstavit tak, ze vSechny vrcholy komponenty
natlacime k sobé, ¢imz nam splynou v jeden, hrany napftic¢
nam zustanou. Vysledna kopie je acyklicka a sta¢i nam po-
divat se na stupné jednotlivych vrcholi. Zde musi existovat
alespon jeden vrchol, do kterého nevede zadna hrana, tedy
projde ndm vyse uvedeny test.

Posledni problém, ktery musime vyfesit, je, jak hledat sil-
né souvislé komponenty. Existuje pékny rychly algoritmus
zaloZeny na prohledévani do hloubky, ktery funguje stejné
jako vySe uvedené feseni v éase O(N + M). Jeho detaily zde
vypustime, avSak zvidavy ¢tenar si ho mize zkusit vymys-
let. Napovime, ze se pouzije pruchod grafem do hloubky,



poté se otoci orientace hran a spusti se druhy prichod do
hloubky.

Pavel Klavik

21-1-4 Bonsaj

Mnohé z (h)Fesitelt napadlo si bonsaj prosté postavit, bé-
hem stavéni zjistit jeji Sitku a nakonec ji jednou projit a ulo-
zit si vysledky. To je samoziejmé FesSeni spravné, slozitost
takového Teseni je linearni — sestaveni trva linearné dlouho
k velikosti vstupu a paméti zabereme rovnéz jen tolik, kolik
mé bonsaj/strom rozdvojek.

Jaké je asymptoticky optimélni feSeni? Vstup jisté musime
projit cely, tedy ¢asové slozitost lepsi nez O(N) nebude. Pa-
métova slozitost je linearni jakbysmet — stac¢i uvazit bonsaj
typu 2 2 2 -1 2 -1 2 -1 -1 -1 -1, kde si musime pa-
matovat hodnoty alesponi N/2 prvka. Vidime, Ze postaveni
bonsaje bylo feseni snadné, ale také spravné.

O konstantu chytiejsi feSeni dostaneme tak, ze si uvédo-
mime, ze bonsaj nepotiebujeme stavét, stac¢i nam ji projit
pfimo v preorderu a chytfe si uklddat presuny mezi slou-
pecky. Idedlni struktura na uchovavani poctu listkl v jed-
notlivych sloupeccich je obousmérny spojovy seznam, ne-
bot jej miZeme rozsifovat na obou strandch. Abychom se
v hustych vétvickach bonsaje neztratili, musime si také pa-
matovat cestu, kudy jsme do aktualné zkoumané rozdvojky
prisli. Na to mtzeme vyuzit zasobniku nebo také rekurze.

Martin Bohm

21-1-5 Zapeklita karetni hra

Ze jde o alohu z kombinatoriky, napadne kdekoho. Ale aby
Slo Teseni hladce od ruky, je potieba to vzit ze spravného
konce. Nejprve rozlozime do fady vSechny navzijem ne-
rozliitelné certy. Mezi kazdymi dvéma certy, na zacatku a
na konci fady je misto, kam mtzeme poloZit nejvyse jed-
nu déblici, celkem C + 1. Ted spoéitame, kolika zptsoby
si mzeme vybrat mista, na kterd dablice po jedné polo-
zime. Program tedy bude pocitat kombinacni ¢islo (CE; 1).
Taky mizeme uvazovat mista, na ktera certice nepolozime
- (CEED)' Vysledek je stejny, ale dopocitame se ho rych-
leji, pokud je dablic vic nez (C + 1)/2.

Jak ale efektivné spocitat kombinac¢ni ¢islo? Pocitat dva
faktoridly a pak je délit sice bude fungovat, ale pro vétsi
pocty karet si nevystacime s velikosti datového typu (oby-
éejnad kapesni kalkulacka nezvlada vic nez 69!, a i na to
uz potfebuje pocitat s mantisou a exponentem). Vysledek
bude celé ¢islo, zkusme tedy zlomek s faktoridly néjak pre-
usporadat a stfidavé nésobit a délit. Kombinacéni ¢islo (Z)
se spocte jako n!/[k!(n — k)!]. Po vykréaceni n! a (n-k)! si
zlomek rozepiseme jako
n-(n—1)-...-(n—k+1)
1-2-...-k
V citateli jsou po sobé jdouci piirozena ¢isla, takze lze zlo-
mek pocitat postupné jako
n (n—1) (n—2) (n—k+1)
12 3 k

Stadi si vSimnout, Ze po kazdém vynésobeni a vydéleni (jed-
né iteraci) jsme spocitali néjaké kombinaéni ¢islo — (71’), (g),

. (Z), takze mezivysledky jsou vSechny celociselné. Na to
nam staci proménnd, do které se vejde k-krat veétsi ¢islo nez
vysledek, kde k je min(D,C + 1 — D).

Casovi slozitost je O(C — D), pamétova O(1).

Josef Spak
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21-1-6 Nejkratsi vyhrava

Reseni naseho IQ-testu se sesla slusna hromadka, ale né-
kterad z nich pouzivala jazyk RAPL az prili§ vynalézavé a
domyslela si do néj instrukce, které podle definice v zadani
rozhodné neumél. Na ty béznéjsi chyby radéji upozornime
rovnou, aby se nenachytali ostatni:

e Argument instrukce write muze byt pouze ¢islo, promén-
na nebo prvek pole, urcité ne vyraz s operatory.

® Podminit lze jenom instrukci skoku, konstrukce typu if
a=0 => a=1 je nekorektni.

a) Posloupnost mocnin dvojky je mozné vypsat na 4 in-
strukce jednoduchou modifikaci piikladu ze zadani:

a=1
znovu: write a
a=ax*x2

jump znovu

b) Sprévné jste poznali, Ze se jedné o zacatek Fibonacciho
posloupnosti, v niz je kazdé ¢islo sou¢tem dvou predchozich.
Staci tedy, abychom si v registru a pamatovali aktualni ¢islo
a v registru b ¢islo pfedchozi (budeme si pfitom pfedstavo-
vat, ze pfed pocéateéni nulou je jednicka). Dostaneme tak
jednoduchy program na 6 instrukci:

b=1
zase: write a
c=at+b # nasledujici
b=a # predchozi <- aktualni
a=c # aktualni <- nasledujici

jump zase

Klicku s pomocnou proménnou c si ale miizeme usettit jed-
noduchym trikem a program tak zkratit na 5 instrukci:
b=1

write a

a=atb

b=a-b

jump zase

zase:

c) Jak vypsat prvnich 16 &islic ¢isla 7? Naprogramovat
opravdovy vypocet 7w neni uplné snadné a urcité to ne-
stihneme za méné nez 16 instrukci, které by nam stacily
na program typu write 3; write 1; . (mimochodem,
opravdu jsme dostali nékolik delsich feseni). Kdyz tedy ne-
umime 7 spocitat, vymyslime, jak tabulku jeho ¢islic re-
prezentovat co nejkompaktnéji. Vsimnéme si, ze do 32 bitt
se vejde libovolné deviticiferné desitkové ¢islo, takze nam
staci vzit si dvé konstanty 31415926 a 53589793 a vypsat
je po cislicich. Toho se drzi i nas program na 7 instrukct,
jen ¢isla rozklada na cislice od konce:

a=62951413
loooop: b=a%10 # mod 10 = posl. Cislice
write b
a=a/10 # o &islici zkratime
if a<>0 => jump loooop
a=39798535

jump loooop

Existuje ovSem jesté jeden efektivnéjsi zptusob: Najdeme
dvé ¢isla, jejichz podil se dostateéné presné priblizi k m, a
tento podil vypiseme po ¢éislicich. Piekvapivé, s 32-bitovym
Citatelem a jmenovatelem muzeme ziskat prave 16 cislic



konkrétné zlomkem 165 707 065/52 746 197. (Tohle je oprav-
du néhoda, i kdyz ndm to asi nebudete vérit. Opravdu jsme
zadani schvalné nenaraficili tak, aby to vyslo. My sami jsme
na tento zpisob prisli diky inspiraci od Alexandra Mansu-
rova, ktery ho ale sim vzapéti zavrhl):

a=165707065
b=a/52746197
write b
a=a},52746197
a=ax10

jump jedeme

jedeme:

d) Toto byl takovy maly test, jak pozorné jste éetli seznam
instrukci RAPLu. Jestlipak jste si vSimli operace @, ktera
pocita bitovou selekci? A jestlipak jste si také v§imli, zZe ¢isla
v na$i ¢tvrté posloupnosti jsou presné cisla 1, 2, 3, 4, ...,
ze kterych jsou ovSem vyselectované jenom bity na sudych
pozicich? Pokud ne, honem si bézte zopakovat instrukéni
sadu; pokud ano, zde je program na 4 instrukce:

pregap: b=a@85 # 01010101 dvojkové
write b
a=a+l
jump preqap

Martin Mares € Milan Straka

Uloha 21-1-1 — Ohni$té — program

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main(void) {
int n;
float obsah = 0.0;

float al, a2, bl, b2, cl, c2; // soutfadnice bodd A, B a C

// nalteme polet vrchold a soufadnice prvnich dvou:
scanf ("%d", &n);
scanf ("%E%EAELE", &al, &a2, &cl, &c2);

// pro nasledujici vrcholy jiZ poéitame obsahy trojihelniki:

for (int i = 2; i < n; i++) {
bl cl; b2 = c2;

scanf ("%f%E", &cl, &c2);

obsah += fabs((bl-al)*(c2-a2) - (b2-a2)*(cl-al))/2.0;

}
printf ("%f\n", obsah);
return 0O;

Uloha 21-1-2 — Optimalizace kotli — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int N = 0; // Po&et kotlt.
int *data;

int free_place

0;
// Na&te data ze vstupniho souboru do pole "data".
void load_data() {

FILE *fp = fopen("kotle.in", "r");

fscanf (fp, "%d\n", &N);

data = (int*)malloc(sizeof(int) * (N+1));
for(int i = 1; i <= N; i++)

fscanf (fp, "%d", data + i);
fclose(fp);

}

// Udaje o presunech (pozn: pole m& o jeden prvek vic a indexujeme jej od 1).
// Index posledniho nalezeného volného kotle (pro do&asné odkladani h¥iZnikd).

// Nalezne nejblizsi volny kotel, kterj lze pouzit jako dolasné odkladiit& p¥i rozbijeni cykld.

inline int get_free_place() {
if ((free_place == 0) ||
free_place = 1;
while((free_place <= N) && (datal[free_place]
free_place++;
if (free_place > N) exit(1);

(datal[free_place] != 0)) {

}
return free_place;

}

1= 0))

// Tohle se nesmi podle zadani stéat.

// Nalezne cestu nebo cyklus v pfesunech podinaje kotlem "from" a zaroveii v poli data obrati ukazatele
// pfesunu (tj. misto toho, kam se ma h¥isnik p¥esunout z daného kotle, bude u kotle uloZeno, ze kterého kotle se ma

// h¥isnik p¥esunout do né&j).

// Funkce vraci index posledniho prvku cesty (pokud je stejny, jako "from", pak je to cyklus).

int find_path(int from) {
if ((data[from] == from)
return O;

|| (datal[from] == 0))

int next = datal[from];
data[from] 0;
while(datal[next] !'= 0) {

int tmp = datal[next];



data[next] = from;
from = next;
next = tmp;

}

data[next] = from;

return next;

}

// Zpracuje cestu, ktera byla nalezena pomoci find_path a vypiSe vysledky o pfesunech do souboru fp.
void process_path(int from, FILE *fp) {
while(data[from] != 0) {
fprintf (fp, "%d %d\n", datal[from], from);
int tmp = datal[from];
data[from] = from;
from = tmp;

}

int main(int argc, char **argv) {
load_data();

FILE *fp = fopen("kotle.out", "w");

for(int i = 1; i <= N; i++) {
// Kdyz narazime na volné pole, zapamatujeme si jej, abychom ulet#ili praci funkci get_free_place().
if (data[i] == 0) free_place = ij;
if ((datal[i] == 0) || (datal[i] == i)) continue;

// Nalezneme posledni prvek cesty/cyklu a cestu si pF¥ipravime.
int last = find_path(i);

int tmpPlace = 0;
if (last == i) {
// Pokud je to cyklus, musime ho nejd¥iv rozbit (odlozit si jednoho h¥iZnika dolasné& stranou).
tmpPlace = get_free_place();
fprintf (fp, "%d %d\n", datal[i], tmpPlace);
last = datalil;
datali] = 0;
} else
free_place = i;

// Zpracujeme cestu a vypiSeme p¥esuny.
process_path(last, fp);

if (tmpPlace) {
// Pokud méme h¥iSnika uloZeného stranou, tak si ho pfesuneme na spravné misto.
fprintf (fp, "%d %d\n", tmpPlace, i);
datal[i] = i;

}
}
fclose(fp);
return 0;
}
Uloha 21-1-3 — Pfijimaci kancelaf — program
#include <stdio.h> // inicializace vrchold
#define MAXN 1000 for (int i = 0; i < N; i++) {
#define MAXM 1000 v[i] .oznacen = 0;
v[il.hrany = NULL;
struct hrana { }
struct hrana* dalsi; // dal$i prvek for (int i = 0; i < M; i++) { // &teme hrany
int cil; // cilovy vrchol int start, cil;
}; // uloZime v opacném sméru
scanf ("%d %d", &start, &cil);
struct vrchol { e[i].cil = start;
int oznacen; // pridame hranu k vrcholu
struct hrana* hrany; // spojovy seznam na hrany e[i] .dalsi = v[cil].hrany;
}; v[cil] .hrany = &el[il;
}
// po&et vrchold, hran, ozna&enjch vrchold
int N, M, posledni; for (int i = 0; i < N; i++) { // prochazime vrcholy
struct vrchol v[MAXN]; // pole vrchold if (v[i].oznacen == 0) {
struct hrana e[MAXM]; // pole hran posledni = ij;
projdi(i);
void projdi(int num); }
}
int main(void) { // otestujeme, zda "posledni" je kancela¥
// na&teme vstup for (int i = 0; i < Nj; i++)
scanf ("%d %d", &N, &M); v[i] .oznacen = 0;
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projdi(posledni);
int je_kancelar 1;
for (int i 0; i < Nj; i++)
if (v[i].oznacen
je_kancelar

if (je_kancelar) // vypiSeme vysledek

printf ("P¥ijimaci kancelafr je %d.\n",

posledni);

else printf("V pekle neni p¥ijimaci kancela#!\n");

void projdi(int num) {
v [num] . oznacen // ozna&ime vrchol
struct hrana* hr v[num] .hrany;
// projdeme vSechny hrany z vrcholu
while (hr != NULL) {
if (v[hr->cil].oznacen == 0)
projdi(hr->cil);
hr = hr->dalsi;

1;

}

Uloha 21-1-4 — Bonsaj — program

program Bonsaj;

{ Obousmérny spojovy seznam }

type odksez = “sez;
sez = record
vlevo: odksez;
vpravo: odksez;
listku: Integer;
end;
type smer = (Doleva, Doprava);

procedure zpracuj(predchozi: odksez; s: smer);
{ Rekurzivni zpracovani rozdvojek bonsaje:
predchozi je pfedchozi rozdvojka,
s je smér, ve kterém se koukame. }
var pocet: Integer;

var novy: odksez;
begin;
read(pocet) ;

if pocet <> -1 then begin;
if( s = Doleva) then begin;
if predchozi”.vlevo

nil then begin;

{ Divéme se doleva, ale vlevo prvek

spojového seznamu chybi. }
new (novy) ;
novy~.vpravo := predchozij;
predchozi”.vlevo := novy;
end else novy := predchozi”.vlevo;

end else begin;
if predchozi”.vpravo
new(novy) ;
novy~.vlevo := predchozi;
predchozi”.vpravo := novy;

nil then begin;

end else novy
end;

:= predchozi”.vpravo;

novy~.listku novy~.listku + pocet;
zpracuj(novy, Doleva);
zpracuj (novy, Doprava);
end;
end;

var pocet: Integer;
var koren: odksez;
var pocatek: odksez;
begin;
{ Zpracuj vstup, kofen zvlast. }
read(pocet) ;
if (pocet <> -1) then begin;
new(koren) ;
koren”.listku := pocet;
zpracuj (koren, Doleva);
zpracuj (koren, Doprava);

{ Pfejdi na nejlevéjsi prvek seznamu.
pocatek := koren;

while pocatek”.vlevo <> nil do
pocatek := pocatek”.vlevo;

{ vypis. }

while(pocatek <> nil) do begin;
write(pocatek”.listku);
write(’ ?);
pocatek := pocatek”.vpravo;

end;

end;
end.

Uloha 21-1-5 — Zapeklita karetni hra — program

#include <stdio.h>

int main() {
int C, D, n, k;
unsigned long X = 1;
scanf ("%d %d", &C, &D);
n=C+1;
k=M< (C+1-D)) ?D:

C+1-D;

for (int i 1; i <= k; ++i) {
X*=mn- (i - 1);
X /=1;

}

printf ("%d", X);

— 11 —

// vybereme men3i k pro vjpo&et kombina&niho &isla
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Vitézslav Plachy
Petr Cermak
Vojtéch Kolar
Alexander Mansurov
Jifi Cidlina
Filip Hlasek
Lukéas Ptacek
Michal Bilansky
Filip Sladek
David Vécorek
Libor Plucnar
Pavel Vesely
Tomas Pikalek
Jan Vesely

Jitka Novotna
Lukés Chmela
Ondfej Pelech
Martin Zikmund
Milan Rybar
Karel Tesar
Filip Stédronsky
Karolina Buresova
Jifi Setnicka
Vlastimil Dort
Pavel Taufer
Jan Skoda
Stépan Simsa
Jan Vanhara
Petr Pecha
Barbora Jani
Alena Buséakova
Alzbéta Pechova
Jakub Sochor
Petr Zvonicek
Mirek Jarolim
Radim Cajzl
David Formanek
Karel Kral
Katefina Lorenzova
Hynek Jemelik
Martin Holec
Dominik Smrz
Petr Babicka
Stanislav Fort
Jifi Kerestes
David Vondrak
Igor Konicek
Ladislav Maxa
Jan Kostecky
Karel Kolar

skola
GJifiPodéb
GEBeneseKL
G Neratov
GNVPlaniPH
GVodéraPH
GMikulasPL
GJAKZeliez
GLepafov]C
GNamestovo
GTNovakBO
GBezruc¢eFM
G Strakon
GBoskovice
G Strakon

G Bilovec
GJSkodyPR
GJNerudyPH
G Turnov
GJungmanLT
SPSE Plzeni
GMikulasPL
G CesLipa
G25btfeznPH
GSpitalsPH
ArcibisGPH
GMikulasPL
GJungmanLT
G Holesov
SPSSVsetin
GKepleraPH
G Trutnov
SPSSVsetin
G Bilovec

G Slavi¢in
GMikulasPL
GNoMésNMor
GJaroseBO
G Most

G Ceska CB
GJaroseBO
G Slavi¢in
GOhradniPH
G Svétla
GCoubertTA
SPSE Plzeni
GDasickaPA
G UherBrod
GKepleraPH
VOSSumperk
GSpitalsPH
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41,2
40,7
40,4
39,7
39,4
39,2
38,7
38,3
38,1
37,8
36,2
36,0
35,6
35,6
35,4
35,2
33,4
30,0
29,5
28,7
28.5
27,7
27,6
27,4
26,4
25,1
24,0
23,8
23,6
22,8
22,6
19,3
17,1
15,5
15,3
15,2
12,1
11,6
10,2
10,0
9,0
8,8
8,1
7,5
7,4
7,1
5,7
5,5
4,5
0,0

celkem

41,2
40,7
40,4
39,7
39,4
39,2
38,7
38,3
38,1
37,8
36,2
36,0
35,6
35,6
35,4
35,2
33,4
30,0
29,5
28,7
28.5
27,7
27,6
27,4
26,4
25,1
24,0
23,8
23,6
22,8
22,6
19,3
17,1
15,5
15,3
15,2
12,1
11,6
10,2
10,0
9,0

8,8

8,1

7,5

7,4

7,1

5,7

5,5

4,5

0,0



