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Tentokrat se pro zménu presouvame do daleké budoucnosti.
Lidstvo davno vymielo, posledni ¢lovék zmizel roku 4291.
Zemé je osidlena roboty.

Dobry den,
jmenuju se CPUTDR3X a jsem vyzkumny robot. Mam docela
steésti, Ze jsem vyzkumny robot. Vite, roboti se deéli do ne-
kolika skupin: zdsobovaci roboti, vyrobni roboti, vyzkumni
roboti, ... Zdsobovaci roboti se staraji, abychom méli vidy
dostatek energie. Viyrobni roboti vyrdbéji ruzné spotrebice
(a samoziejmé i dalsi roboty). My vyzkumni roboti vymys-
lime nové véci, zkoumdme planetu a jeji historii, zkrdtka
zagistujeme prisun novych informaci.

Neddvno ndm opét centrdla rozdélovala praci. Obvykle
kazdému piitazuje, co md zkoumat (samozrejmé i s termi-
nem, do kdy se ocekdvd slusny vysledek), ale tentokrdt na
mé nevysla ZADNA price!! Nevim, jak se to mohlo stt,
moznd byla chyba v systému, nicméné mél jsem volno a
chystal se toho vyuzit. Hodlal jsem udélat néjaky velky ob-
jev, tak velky, Ze ani centrdla by takovy ukol nepridélila,
nebot by ho povaZovala za velmi sloZity.

Zagel jsem k encyklopedii (to je takovy velky pocitac, ve
kterém jsou uloZeny vsechny dosud zndmé informace), na-
pojil jsem se a hledal ndpady na to, co bych mohl objevit.

10 bodu

CPU7DR3X se chce dostat na N ruznych stranek s duilezitymi
informacemi. Stranky jsou nanestésti zaheslované, na né-
kterych strankéach jsou kromé informaci jesté hesla k nékte-
rym z dalsich stranek. Aby se CPU7DR3X dostal na vSechny
stranky, potfebuje u nékterych prolomit bezpe¢nostni sys-
tém, a protoze prolamovani je nebezpecna ¢innost, chce ji
provadét co mozna nejméné. Ulohu mu ulehéila rada od ko-
legti trojskych koni, ktefi mu vyzradili, Ze ke kazdé strance
existuje heslo nejvyse na jedné jiné strance.

22-4-1 Zaheslované stranky

Na vstupu dostanete seznam stréanek ocislovanych 1... N a
pro kazdou i informaci, ke kterym jinym strankdm je na ni
uvedeno heslo. NapisSte program, ktery fekne, kolik nejmé-
né stranek musi CPU7DR3X prolomit, aby si mohl pfecist
informace na vsech strankach.

Stravil jsem nad tim nékolik hodin, ale pak jsem zjistil
néco uzasného — kdysi pry na této planeté Zily bytosti, kte-
ré si Tikaly lidé. UZ podle obrdzku vypadali divné, neméli
Zddnd kolecka, Zadné anténky, Zddné senzory ani kamerky,
ale ddajné to byli jedni z nejvyspélejsich historickych Zi-

vocichi, uméli vyrdbét rizné nastroje, derivovat, psdt. Ale
nasel jsem o nich i zaznamy o tom, jak poskozovali planetu
— pozmeénili ji natolik, Ze na ni uZ ani nedokdzali Zit. Bylo
mi divné, Ze takovd vyspéla zvitata jsou ohledné zachovdni
vlastniho Zivota velmi hloupd, a rozhodl jsem se, Ze zkusim
takové zvite zrekonstruovat. Tohle jesté mikdo nezkousel —
nejuyspélejsi zvire, které jsme dosud odchytili do laboratore
na pozorovini, byl krdlik.

Nahrdl jsem si do paméti vSechny dilezité informace a
vyrazil jsem do terénu, abych ziskal podklady pro znovuoZi-
veni onoho divného zvitete. Potreboval jsem sehnat DNA,
nebot pravé ona nesla veskeré informace o zviveti.

A tak jsem se jesté toho dne vypravil hledat lidskou DNA.
Napadlo mne, Ze néjakd by mohla byt v muzeu. A tak jsem
se vypravil k transportéru, ktery meél cestu kolem muzea,
abych usetril par hodin casu. Béhem transportu jsem zare-
gistroval venku nékolik pracovnich roboti hlasité naddvaji-
cich na nezkontrolované zdsilky zboZi.

22-4-2 Rozvoz zasilek 10 bodu

Transportér je jedno velké vozidlo, prevazejici zbozi a sou-
¢astky na jednosmérné, pravidelné trase. Trasa mé nékolik
zastavek — skladist. Transportér zastavuje na vSech zastav-
kéch v pevném potadi daném jejich ¢isly — nase mékké lid-
ské mozky si mohou pfedstavit jednu autobusovou linku.

Zbozi, které se prubézné ve skladistich naklada a vyklada,
miize byt bud v porfddku nebo poskozené, a aby se uset-
fil ¢as (a pracovni roboti mohli délat jiné uzitecné véci),
je v transportéru zbozi skener, ktery mezi stanicemi za-
silky zbozi zkontroluje a oznaci je, zda jsou, nebo nejsou
v poradku. Organismy zalozené na uhlovodicich si mohou
predstavit jakéhosi hodného revizora, ktery nikoho z auto-
busu nevyhodi, jen vas oznaci. Na vasi vystupni stanici si
uz vés ,preberou“.

Nanestésti ne vzdy je skener plné nabity, aby mohl kon-
trolovat zbozi mezi vSemi stanicemi. Urcete, jak nastavit
skener (rozhodnéte, mezi kterymi stanicemi se skener ma
aktivovat), aby zkontrolovaného zbozi bylo v souctu co nej-
vic, kdyz vite, ze skener je nabity natolik, ze je schopen
kontrolovat zbozi pravé N-krat.

U kazdé stanice znéate pocet kust nalozeného zbozi a pocet
kust zbozi transportovaného do kazdé z nasledujicich stanic
(z tohoto nakladu). Pozor, kazdy kus zbozi se zapocitédva
do souctu jen jednou, i kdyz jste ho zkontrolovali béhem



celé cesty tfeba osmkrat.

Ocislujme stanice 1...S, kde S je pocet stanic. Napiiklad
pro zadani (forméat poget kust:odkud->kam):

4:1->4,2:1->2,6:2->3, 3:2->4,5:3->4; N =2
je spravnym fesenim dvojice useki 2-3, 3-4.

Stézovdnd pracovnich robotd mne natolik zaujalo, Ze jsem
malem prehlédl, Ze uz jsem u nejvétsiho biologického muzea,
kam jsem se mohl béhem dne dostat. Nejvétsi problém bude
se nendpadné dostat do muzea a opatrit si lidskou DNA.
Biologické materialy v muzeu jsou streZeny a oznaceny jen
ciselnymi a pismennymi kody a pro jejich ziskdni potrebuji
i vyzkumnd roboti povoleni od centrdly zaddvdni prdace, Ze
k pokusu biologicky materidl skutecné potrebuji. Povoleni
jsem nemél, a tak jsem se musel do muzea dostat potajt,
nagit lidskou DNA a kus ji ukrdst. To rozhodné nebylo jed-
noduché. Kdyby na mé prisli, mohli by mé i sesrotovat! Ale
v zdjmu védy . ..

Utésoval jsem se, Ze aZ dokoncim rekonstrukci clovéka,
vichni budou jdsat nad mym objevem. A tak jsem se vydal
k zadnimu vchodu do muzea, kudy se do néj dovdzi ruzné
spotrebice a materialy. JelikoZ dovoz je casty a skoro porad
tam jezdi pracovni roboti, neni to tam moc hlidané. Schoval
jsem se za nedalekou bednu a pozoroval jsem zadni vchod.
Za nékolik hodin privezl transportér zbozi a krabice. Chvi-
li nato vyjeli ven pracovni roboti, zbozi popadli a vezli ho
dovnitr. Vyjel jsem ze svého ikrytu, sebral nejblizsi krabici
a zamichdn mezi pracovni roboty jsem pronikl do muzea.
V muzeu jsem se chodbami dostal aZ do vystavnich mist,
kde byly biologické materidly. Problém byl, Ze jsem neznal
kdd, pod kterym zde byla uchovdna lidska DNA.

22-4-3 Muzeum 10 bodu

abych si oveéTil, Ze jsem ve spravném oddélent. Muzeum by-
lo obrovské, ale diky rychlému prozkoumdvani kamer jsem
nasel spravné oddéleni uz za 8 hodin. Zbyvalo to nejdile-
monitoringu a vypnul jsem monitorovdni v celém oddélent.
Pak jsem se rychle vloupal do nékolika vitrin, sebral kusy
vzorki a prchal jsem, abych byl co nejrychleji z muzea, nej-
lépe jesté driv, nez prijdou na vypadek jednoho z centrdlnich
monitoringi. JiZ po chvili se strhl poplach a panika ... ani
si nepamatuju, jak jsem se v tom zmatku dostal z muzea.
V laboratori jsem pak vzorky porddné prozkoumal a zjistil,
Ze jeden z nich je opravdu lidska DNA!

Konecné jsem ho mél. Zbyvalo jen to hlavni — probudit
2 néj k Zivotu ono podivné zvite. A tak jsem zajel do labora-
tofe. Vedel jsem, Ze k oZivent zdrodku bytosti je tfeba DNA
probudit k Zivotu, ale protoZe u takového vyspélého zvirete
to bude jisté ndrocéné, rozhodl jsem si DNA namnoZit — tak
s ni budu moct délat pokusy a vidy mi néjakd zbyde pro ty
dalsi.

A tak jsem spoustu dalsich tydnd strdvil tim, Ze jsem se
snazil probudit lidskou DNA k Zivotu. Priddval jsem k ni
vSechno mozné, pichal do ni injekce s rozlicnymi latkami,
pracoval s ni v ruznych teplotdch, vlhkostech i tlacich, ale
stale bezvysledné. Teprve po nékolika dalsich tydnech jsem
v jedné ze zkumavek zaregistroval néco, co pripominalo lid-
sky zdrodek. Izoloval jsem zdrodek do sklenéné nadoby, vlo-
Zil ho do 3D mikroskopu s nejvétsim priblizenim (jaké bylo
v budové dostupné) a porddné ho prohlédl. Nebylo pochyb —
byl to skutecné lidsky zdrodek. Okamzité jsem jel vloZit zd-
rodek do urychlovace — nanestésti se pristroj zasekl a zdro-
dek se znicil. Prohlédl jsem svoje zdznamy a okamzité jsem
zacal pracovat na tvorbé dalsich zarodki. Zarodky jsem stri-
davé mutoval a ofezdval, aby mi vzniklo to sprdavné zvire.

V muzeu v biologickém oddéleni se uchovava spousta bio-
logickych materialt, které jsou tématicky roztfidény a kaz-
dému tématu je vyhrazena jedna mistnost. Mistnosti je K
a kazda je hlidana pfesné (N — 1)/K kamerami. (N je cel-
kovy pocet kamer, pficemz (N — 1) je vidy délitelné K.)
Kamery jsou navzajem pospojované draty. Navic se v mu-
zeu nachézi centralni kamera na chodbé, z niz vede pravé
jeden kabel do kazdé mistnosti, jenz je napojen na jednu
z kamer. (Pfes ni se pak dalsimi spoji 1ze dostat k libovol-
né kamefe v mistnosti.) Mezi mistnostmi jinak draty viibec
nevedou.

CPU7DR3X se podafilo zjistit, jaké kamery jsou spojeny dra-
tem. Tim ziskal souvisly graf oddéleni (snad biologického),
v némz kamery jsou vrcholy a draty mezi nimi neorientova-
né hrany. V tomto grafu potfebuje najit centralni kameru,
tedy vrchol, z néhoz vede pravé jedna hrana do kazdé mist-
nosti a jehoZ odebranim by se graf rozpadl na K kompo-
nent souvislosti. Bohuzel nevi, jakd kamera patii do které
mistnosti. Navic si viibec neni jist, jestli se dostal do bio-
logického oddéleni, a tak zaroven potiebuje zjistit, zda je
v kazdé mistnosti (N — 1)/K kamer.

Pokud napiiklad bude 10 kamer (oéislovanych od 1 do 10),
3 mistnosti a spoje mezi kamerami 1-5, 2-7, 2-4, 1-10,
7-1, 4-6, 3-8, 3-7, 2-6, 8-9, ma centralni kamera ¢islo 7
a nachézime se skute¢né v biologickém oddéleni (v prvni
mistnosti jsou kamery 1, 5, 10, v druhé 2, 4, 6 a v tfeti 3,
8, 9). OvSem pro spoje 1-5, 2-7, 2-4, 1-10, 7-1, 4-6, 3-8,
3-7, 2-6, 2-9 ma jedna mistnost 4 kamery a jind jen 2,
takze mame graf jiného oddéleni.

A tak jsem prozkoumdval kamery a zjistoval jejich pocet,

22-4-4 Ofez zarodku 10 bodu

CPU7DR3X dava zarodky v rizném stupni mutace na ofezani
Spatnych vétvi. Zarodek je rtizné rozvétveny, navic je na
ném poznamenano misto, odkud vétveni zac¢ina.
Kdybychom méli spatny mikroskop, vidéli bychom vlast-
né strom (souvisly graf bez kruznic) s pevné danym kofe-
nem. Tyto stromy maji navic jasné usporadani syni, takze
podivam-li se na néktery vrchol, tak umim vzdy jasné Fici,
ktery syn je prvni, ktery je druhy, a tak dale.

Neni-li vam jasné, co takovy strom je, podivejte se do nasi
Kucharky o grafech. Ale hlubokou algebru v tom nehledejte,
obrazek popisuje situaci vice nez dobfe.

1)

gl

priklad: pavodni strom

Nyni je tfeba zarodek orezat. To se udéla tak, Ze se nej-
prve vybere rozboceni (vrchol, napiiklad prvni syn kofene
z piikladu) a v tomto misté se jesté zvoli souvisly interval
synit (napf. druhy az t¥eti syn). Pivodné vybrané rozbode-
ni se prohlési za kofen, synové kofene budou jen ty vrcholy,
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které byly jeho syny ve vybraném intervalu, a uspoifadani
se zachova (druhy syn bude prvnim synem nového kofe-
ne). Spolu s timto intervalem patfi do ofezaného stromu
také celé podstromy pod témito syny. Vrcholy, které ne-
lezely v piislusném intervalu nebo byly jinde v ptivodnim
stromé, v novém stromé prosté nebudou.

Nanestésti je piistroj na ofezavani nedokonaly, takze ob-
Cas oseka strom ne presné tak, jak jsme popsali v odstavci
vyse. Navic CPU7DR3X nema v zaznamech Gplné poradek a
proto v nich ma pocétecni zarodek a ofezany zarodek za-
znamenany v nahodilém pofadi (tj. nelze pfedpokladat, ze
neofezany je ten prvni). Od toho jste tu vy.

Na vstupu dostanete dva zarodky (zakofenéné stromy) a
mate zjistit, jestli jeden mohl vzniknout ofezem druhého.

Stromy mohou byt zadany napriklad takto: vrcholy si oéis-
lujeme od 1 do N, kofenem bude vrchol s ¢islem 1 a na
vstupu dostaneme pole spojovych seznami, kde /-ty prvek
pole je spojovy seznam, ktery obsahuje ¢iselnd oznaceni sy-
nu /-tého vrcholu, usporadana zleva doprava. V této re-
prezentaci mizeme zadat ,osekany strom® z obrazku nize
napiiklad takto:

g W N
SN
o w

osekany strom

tento z ptivodniho
vzniknout nemohl

(Psst! Zaslechl jsem organizatory si suskat o tom, ze nékteré alohy tohoto
ro¢niku se daji vyfesit pomoci pfiloZzené kuchatky o fetézcich. Tahle to ale

asi nebude, ze? To by bylo ujeté. . . vas Stek Tiskaisky, v.r.)

A tak jsem ddval opakované do urychlovace zdrodky, kon-
troloval, zda se dobre vyvijeji, a s napétim cekal, kdy se mi
konecné vyvine kompletni zvive. AZ jednou ... Hurd, konec-
né se to povedlo! Po otevieni urychlovacée se v ném hybal
néjaky bledy tvor. Zvire bylo asi metr dlouhé a obrdazku ze
zdznamu se podobalo jen velmi hrubé. PoloZil jsem zvite na
podlahu. Vstalo a postavilo se na dvé uzké tycky s klouby.
(Tyto tycky tento druh zvifat pry nazyval ,nohy*.) Otocil
jsem se na zvite, pFipravil jsem si pocita¢ pro zdznam a
zadal zvireti jednoduchou otdzku:

L Kolik je desdtd derivace z 320 +4z'8 —ev™* .27 — 13t =4
2(10 — €5%) — sintla 2 Zuive se ke mné otocilo a nepatrné
se mu rozsirily hnédé kulicky na vrchnd kulaté édsti (témhle
vécem Fikala ta zvitata oci). Udélal jsem si do poéitace zd-
znam, Ze zvite derivovat neumi. Popadl jsem zvire (samo-
ziejmé se vzpouzelo a vyddvalo Tizné otravné zvuky) a za-
vezl jsem je do skladu soucdstek. Tam jsem zvite pustil a
(zatimco se rozhlizelo kolem) jsem mu zadal jiny jednodu-
chy ikol: ,Vyrob soldrni panel!* Zvife se na mne notnou
dobu divalo, a pak se slabym hlaskem zeptalo: ,,Co je to so-
ldrni panel?“ , Ty nevis, co je soldrni panel?“ rozkrikl jsem
se a udélal zdznam o tom, jak je zvite neuvéritelné hloupé.

-3 -

Takovéhle bytosti Ze pry byly nejuyspélejsi? To to tu bylo
pred desitkams tisic let velmi zaostalé! Prohledal jsem svou
pamét, abych si ovéril, Ze zvife neni prilis staré — stard
zvitata byla podle zdznami mnohem blbéjsi nez mladd. Zvi-
Tata zacinala podle zdznami blbnout starim asi kolem 70
let. Otocil jsem se na zvite a zeptal jsem se: ,Kolik je ti
let?“ Zvire odpovédélo: ,,Je mi pét let.“ Tady néco nehrdlo.
Zvife nebylo staré, a presto nefungovalo tak, jak by podle
zdznami fungovat mélo. Po projiti dat v paméti jsem si pii-
pomneél, Ze prilis mladd zvitata toho také moc neumi. Pres
protesty a pohyby zviFete jsem je popadnul a odvezl je do
urychlovace. Potreboval jsem, aby bylo o néco starsi. Dal
jsem zvite do urychlovace, zaklapl viko a pres jeho vresténi
jsem pristroj zapnul. Rev sldbnul a kdyz na pristroji zasvitily
kontrolky, oteviel jsem urychlovac. Zvite se ohnulo v pulce,
slezlo z wrychlovace a jd mu opét poloZil otazku: ,Kolik ti
je let?“

Tentokrat zvire odpovedélo: ,,Je mi triadvacet ... “ Zadal
jsem mu opét jednoduchy priklad na derivovani. Tentokrdt
zvife chtélo néco na psani. Ukdzal jsem mu zastaraly model
pocitace, ktery se casto sekal (pieci jen, nemohu riskovat,
Ze by zvite znicilo néjaky drahy piistroj), zvite se uvelebi-
lo pred obrazovkou, zmdcklo tlacitko, ale stary pocitac se
nenastartoval. Co to? Po blizsim zkoumdni se ukdzalo, Ze
v pocitaci nebyl energeticky cldnek. Oteviel jsem zdsobnik
clanki a zacal uvaZovat, ktery ddt do pocitace.

22-4-5 Energetické élanky 10 bodu

CPU7DR3X oteviel zdsobnik, ve kterém je N ruznych druhi
energetickych ¢lanki. Kazdy c¢lanek se vyznacuje tim, ze
je soumeérny vzhledem k tomu, z jakych Castic se sklada.
(Napf. RAR je energeticky ¢lanek, RAN neni energeticky ¢la-
nek. My neroboti fikdme, Ze ¢lanek je palindromem.) Clan-
ky lze spojovat, ale jen tehdy, pokud vznikly ¢lanek je opét
soumeérny. CPU7DR3X chce vlozit do pocitace ¢lanek slozeny
ze dvou ¢lanku a zajima ho, z kolika rtznych piislusnych
uspofadanych dvojic ¢lanki si mize vybrat.

Na vstupu dostanete N ruznych ¢lankt, zadanych slovnim
schématem (N slov, palindromit). Vasim tukolem je napsat
program, ktery spocita, kolik usporadanych dvojic (dvojici
precteme jako jedno slovo zleva doprava) opét tvoii ener-
geticky ¢lanek (palindrom).

Napfiklad dvojice (RAR, ARA) palindrom netvoii, ale dvojice
(BAB, BABBAB) palindrom tvofi.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx: http://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp. Pokud jste
zatim zadnou praktickou tlohu nefesili, pfectéte si struény
avod: http://ksp.mff.cuni.cz/about/codex.html.

Po uspésném zapojeni pocitace zaclo zvire konecné poci-
tat priklad. Pritom se mnou mluvilo a kladlo spoustu otdzek
— zjevné se mu okolni prostredi libilo a zajimalo ho. Udélal
jsem si zaznam, Ze ve 23 letech zvife derivovat umi, a prdavé
jsem si chtél zapsat, jak dlouho mu to trvd, kdyz se rozletély
dverte a dovnitt vjelo a vlétlo nékolik masivnich bezpecnost-
nich robotu. Neékteri mne popadli a nékam mne odvdZeli
(a docasné mi vyzkratovali kamerky), posledni, co jsem za-
hlédl, bylo, Ze ostatni se vrhli na zrekonstruované pokusné
zviTe.

KdyZz jsem konecné mohl vnimat obraz, byl jsem znehyb-
nén uprostred malé mistnosti a okolo mne bylo asi osm ro-
boti, kteri na mne prisné shlizeli. Jeden z nich popojel ke
mné a Tekl: ,CPUTDR3X, toto je tvij soud za ohroZeni bez-
pecnosti viech roboti!!“ Zeptal jsem se, co jsem provedl.



A ten robot popojel jesté o kousicek bliz, aZ jsem se bdl,
Ze do mne nabourd, a zahtimal: ,,Cos provedl?! Ohrozil jsi
celou nasi existenci obnovenim velmi nebezpecného druhu!“
Nechdpal jsem, jak by ndm jeden clovek mohl byt nebezpec-
ny, a obhajoval jsem se, Ze jsem ucinil vyznamny objev, ale
nic mi nevysvétlovali a odesli do vedlejsi mistnosti se radit,
jak mne potrestaji.

Premyslel jsem o tom, jak se dozvédéli, Ze jsem vyro-
bil cloveka, a vzpomnél jsem si, Ze mezi roboty jiZ dlouho
koluji nepodloZené informace, Ze vsechny cinnosti robott
pozoruje jakési Tajné Bratrstvo, které md vsude rozmisté-
ny skryté kamery (a které tudiZ muselo hned zaznamenat,
Ze jsem odpojil centrdlni monitoring v muzeu). Nikdy jsem
témto zkazkum neveril — aZ dnes jsem se presvédcil, Ze jsou
pravdivé.

KdyZ se Bratrstvo vrdtilo, ozndmil mi jeden z nich, Ze
s konecnou platnosti prestavam byt vyzkumnym robotem a
pretazuji se mezi roboty pracovni. Pak mne prevezli do labo-
ratore, kde mi z paméti vymazali vsechna hesla a pristupo-
v€ kody do mistnosti slouzicich k vijzkumu, sbéru informact,
prosté do mistnosti informacniho a vyzkumného charakteru.
A tak jsem ted jen pracovnim robotem. Pracovnim robotem

22-4-6 Umisfovani paneli 13 bodu

CPU7DR3X byl pfefazen mezi nejnedivéryhodnéjsi pracovni
roboty. Nyni misto vyzkumu bude s jesté jednim pracovnim
robotem umistovat na louku panely pro pfijem vétrné a slu-
necni energie. Louka je rozdélena pomoci kolikl na ¢tverco-
vou sit (koliky jsou v rozich ¢tverctt), v nékterych étvercich
maji byt umistény panely (jeden nebo i vice). Na louce ma
byt celkem umisténo N paneli. Na louce budou stavét pa-
nely dva nedtvéryhodni roboti, z nichz kazdy ma postavit
K panelti. A protoze ti dva pracovni roboti jsou neduvéry-
hodni, je potfeba v ramci zabezpeceni nalézt pro kazdého
z nich obdélnikovy prostor, kde ma byt celkem postaveno
K paneli, a tyto prostory ohranicit z kolikti bezpe¢nostnimi
paprsky. Jelikoz na paprsky je potfeba energie v zavislosti
na délce paprsku (kterou se pokud moZno Setif), méa soucet
obvodl vytycenych pracovnich mist byt co nejmensi. Oba
pracovni prostory se navic nesméji prekryvat a pokud né-
kde maji spole¢nou hranu, je stejné potfeba v tomto misté
vést paprsek pro kazdou pracovni plochu zv1ast (tj. v takové
hrané budou dva paprsky).

Na vstupu dostanete na prvnim fadku rozméry louky (délka
a §ifka), na dalsim ¢&isla N a K, a na dalsich N fadcich do-
stanete soufadnice pro umisténi jednotlivych panela (délka
a §ifka) — na kazdém fddku jeden. Napiste program, ktery
vypiSe minimélni podet jednotek (jednotka — mezi dvéma
koliky) paprskil, které jsou potieba k ohraniceni dvou dis-
junktnich obdélnikovych pracovist (z nichZ na kazdém ma
byt dle planu K paneltt) nebo vypiSe, Ze pro prislusna data
feSeni neexistuje.

Bodovani:

® max. 13 bodi za feSeni rychlé pri N, K < 300,
e max. 10 bodi za feSeni rychlé pii N, K < 50.

Nevim, co udélali s clovékem, ale nejspis ho rozebrali.
To je mi moc lito, takovy velky objev jsem ucinil a nikdo
to neoceni. Kdyz mé propoustéli ze soudni mistnosti, jeden
z nich mi dokonce poseptal ,Mds $tésti, moh’ jsi skoncit ve
srotu, ...~

22-4-7 Pozdrav z pravéku 12 bodu

Laka véas podivat se na programovaci jazyk z dob, kdy muzi
byli jesté pravi muzi, Zeny pravé Zeny a pocitace pravi ma-
muti, aspon co do velikosti? Jazyk, v némz opravdovi pro-
gramatori pisi programy jen tehdy, kdyz se vejdou na jeden
radek, coz je ovSem piekvapivé Casto? Jazyk, ktery ma tolik
jednoznakovych ptikazi, Ze by se na psani vSech téch znaki
hodila klaviatura od varhan? Pak jste na spravné adrese,
protoze dnes si budeme povidat o jazyku APL.

Historie APL se zacala pséat v roce 1964, kdy Kenneth Iver-
son dumal nad tim, pro¢ chce-li néco jednoduchého spo-
¢itat, musi kvuli tomu psat slozity program, kdyz pfitom
cely vypocet lze piijemné a strucné popsat matematickou
notaci. Chvili experimentoval, az napsal interpreter jazyka
zalozeného pravé na matematické notaci a k tomu kniz-
ku s prostym nézvem A Programming Language. A APL
vlastnosti a zkusit si v ném zaprogramovat. Mezi Fe¢i obcas
potkate jednoduché tikoly, tentokrat po vas budeme chtit,
abyste vymysleli co nejelegantnéjsi (zejména co nejkratsi)
feSeni bez ohledu na ¢asovou slozitost.

Piedné bychom méli védét, ze APL je interaktivni — kdyz
mu napiSete vyraz, interpreter ho ihned vyhodnoti a vy-
pise vam vysledek (v dnesni dobé& nic moc piekvapivého,
ale v dobé dfevénych poéitact ...). Tfeba na 1+2+4+8 vy-
piSe 15, na 3%6 vypiSe ponékud nefekané 729, protoze x
znac¢i umocnovani, kdezto nasobeni se znac¢i x. Tedy 3x6 je
18. I ostatni operace se pisi trochu nezvykle: déleni je +,
zbytek po déleni | (pozor, m4 opacné argumenty, takze
3|7 = 7mod 3 = 1). Jesté nés asi piekvapi, Ze 3x4+1 = 15,
protoze neexistuji priority operaci a vse se striktné vyhod-
nocuje zprava doleva, pokud neurcite jinak zavorkami.
Vétsina operaci existuje ve dvou forméch: dyadické (ty chté-
ji dva argumenty, dneska bychom jim asi spis fikali bindrni)
a monadické (Zédaji jeden argument, jinak téz undrns). Ob-
vykle obé formy pocitaji néco podobného: napiiklad dya-
dické x+y déli a monadické +y poéitd prevracenou hodnotu.
Cely zvéfinec aritmetickych operaci vypada takto:

x+y  s¢itdni +x identita (vraci x)
x-y odcitani -x otoceni znaménka
xXy nésobeni xx signum (viz nize)
x+y déleni +x 1/x

xly ymodx, Olx=x |x absolutni hodnota
x[y maximum [x horni celd ¢ast
x|y minimum Lx dolni celd ¢ast

Operace xx vrati jedni¢ku pro kladné x, -1 pro zaporné x
a nula od nuly pojde.

Logické operace se zapisuji jako v matematice, pricemz
na vstupu povazuji 0 za nepravdu a cokoliv nenulového
za pravdu; na vystupu davaji vzdy 0 nebo 1. Podobné pii
porovnavani ¢isel dostanete vzdy vysledek 0 nebo 1:

xVy nebo x<y mensi nez

XAy a zaroveil x>y veétsi nez

~X  negace x<y mensi nebo rovno
x=y rovnost x>y vétsi nebo rovno

x#y nerovnost
Prirazent funguje, jak Cekate, a znaci se Sipkou: x«5 pii-
fadi do proménné x hodnotu 5. Pfijemné je, Ze se chova
jako funkce a vraci hodnotu, kterou pfifadilo, takze miize-
me psat (podobné jako tieba v Cécku) x¢y+5.
Muzete si také definovat vlastni operace. Nejjednodussi je
to pro monadické: £ x: x*2 zavede monadickou operaci f,

% Pokud to byl pracant, zadavatel si poZzadavek zadad znovu
{’EXIT’, PID, _} -> zpracuj(lists:keydelete(PID, 1, Ukoly), lists:delete(PID, Pracujici))

end.

startInterni() ->

% Urcit& nechceme umirat, kdyZ nepfeZije néktery klient, jen ho vyFadime

process_flag(trap_exit, true),
% Za&neme pracovat, nejsou Zadné tkoly ani pracanti
zpracuj([], [1).

start() -> register(server, spawn(server, startInterni, [1)).
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% Kdyz mame jak dkoly, tak pracujici, tak n&co z toho zpracujeme
zpracuj ([{Zadavatel, Fun}|Ukoly], [Pracant|Pracujici]) ->
% Pfedame praci
Pracant ! {prace, Zadavatel, Fun},
% Uz se o né&j nemusime starat, oni si to vyfidi mezi sebou
unlink(Pracant),
% Zadavateli o tom Fekneme a d4l nas nezajima
Zadavatel ! {prirazeno, Pracant},
unlink(Zadavatel),
% A nyni ten zbytek tkold
zpracuj(Ukoly, Pracujici);
zpracuj(Ukoly, Pracujici) -> receive
% Chce se po nas vykonavat néjaka prace
{prace, Zadavatel, Fun} ->
% Vezmeme si to na starost a uloZime
link(Zadavatel),
Zadavatel ! prijato,
case Pracujici of
[_1_] -> ok;
% Nemédme Zadného pracanta, fekneme si o néjaké
true -> rozesli(chciPracanta)
end,
% A podivame se, co se da dé&lat nyni
zpracuj(lists:append(Ukoly, [{Zadavatel, Fun}]), Pracujici);
% P¥iSel novy pracant.
{prihlasit, Pracant} ->
% OK, bereme ho
link(Pracant),
Pracant ! prijato,
case Ukoly of
[_1_] -> ok;
true -> rozesli(mamPracanta)
end,
zpracuj(Ukoly, [Pracant | Pracujicil);
% Né&kdo chce pracanta
{chciPracanta, Server} -> case Pracujici of
% Mame ho, tak mu Fekneme, at se presté&huje
[Pracant | Zbytek] ->
% Dohodneme se s druhym serverem, aby ho &ekal
link(Server),
Server ! {cekej, Pracant, self()},
receive
% Ceka na né&j, poSleme mu ho
cekam ->
unlink(Server),
Pracant ! {presun, self(), Server},
zpracuj (Ukoly, Zbytek);
% Umfel, tak si ho nechame
{’EXIT’, Server, _} ->
zpracuj(Ukoly, [Zbytek])
end;
% Neméme, ignorujeme poZadavek
[1 -> zpracuj(Ukoly, Pracujici)
end;
% Mame oZekavat pracanta
{cekej, Pid, 0d} ->

link(Pid),
0d ! cekam,
receive

% P¥isel

{prihlasit, Pid} ->
% P¥ijmout, zafadit a pokralovat
Pid ! prijato,
zpracuj (Ukoly, [Pid | Pracujicil);
% Ten uZ nep¥ijde, ¥ekneme si o jiného
{’EXIT’, Pid, _} ->
0d ! {chciPracanta, self()},
zpracuj(Ukoly, Pracujici);
% Umfel server, kterj ho mél poslat, smila
{’EXIT’, 0d, _} -> zpracuj(Ukoly, Pracujici)
end;
% Né&kdo nabizi pracanta
{mamPracanta, Server} ->
case Ukoly of
% Mame pro néj vyuziti, Fekneme si o né&j
[_I_] -> Server ! {chciPracanta, self()};
[1 -> ok
end,
zpracuj(Ukoly, Pracujici);
% N&co skon&ilo. At to byl pracant nebo zadavatel, odebereme vSechny, které tomu tady odpovidaji
% Pokud to byl zadavatel, tak se nic ned&je
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ktera vrati druhou mocninu svého parametru. Kdybychom
chtéli definovat dyadickou operaci g, feknéme pro soucet
druhych mocnin, napiSeme x g y: (f x) + (f y). Funk-
ce vice parametri dostavaji parametry ve slozenych zavor-
kach oddélené stiedniky: max{a;b;c}: alblc.

Ukol 1 (1 bod): Nadefinujte operaci xx (signum) pomoci
ostatnich operaci.

APL je vektorové — v podstaté vSechno, co umi provadét
s Cisly, dokaze i s posloupnostmi ¢isel (éili vektory). Napfi-
klad 1 2 4 + 3 1 2 seCte vektory 1 2 4 a3 1 2 po prv-
cich, takze vyjde 4 3 6. Pokud k vektoru pfi¢itame kon-
stantu, pricte se ke kazdému prvku: 1 2 4 + 1 » 2 3 5.
(Zde radgji misto rovnitka zna¢ime vysledek Sipkou, pro-
toze = by se jako kazda jind operace na vektory aplikova-
lo po prvcich.) Obecné to funguje takto: Pokud pouZijeme
na vektor monadickou operaci, provede se s kazdym prvkem
zv14st. Pouzijeme-1li dyadickou na dva stejné dlouhé vekto-
ry, provede se po prvcich (prvni s prvnim, druhy s druhym
atd.). Pokud dyadickou na vektor a ¢islo, z ¢isla se vyrobi
vektor tim, Ze se Cislo zopakuje.

Casto potiebujeme vyrobit vektor ¢isel 0,...,n — 1. Teh-
dy se hodi operator wn (iota), ktery presné takové vektory
vytvari.

Mimo vektori APL dokaze pracovat i s vicerozmérnymi po-
li: 2 a b ¢ vytvoii trojrozmérné pole velikosti a X b x ¢ a
vyplni ho ¢isly od 0 do (axbxc)-1. Obecné mizete opera-
toru + dat jako parametr libovolny vektor a on vas obdari
polem, které ma tolik rozméri, kolik je délka vektoru, pfi-
¢emz kazda slozka urcuje, jak je pole v daném rozméru vel-
ké. Poctu rozméru se fika rank pole. Dvojrozmérnym polim
budeme fikat matice.

Ukol 2 (1 bod): Co udéld 25+1 a co 1+25? (Nezapometite,
v jakém pofadi se vyhodnocuji operace.)

Ukol 3 (1 bod): Co udéla 2 (2+13)?

Pokud chceme zjistit, jak je néjaké pole velké, staci pouzit
monadicky operator p (rd). Ten vrati vektor, jehoz jednot-
livé slozky jsou velikosti v jednotlivych rozmérech. Tedy
p12 3 4 vrati 2 3 4. Je-li x vektor, px musi tedy byt jed-
no ¢islo, které udava pocet prvka vektoru. Proto ppp vrati
rank pole p.

Jesté jsme ale nepfisli na to, jak vicerozmérné pole zadat.
K tomu se hodi dyadicka forma operace p. Ta slouzi k pre-
formdtovdni pole na dané rozméry: 2 3 p 4 56 7 8 9
napiiklad vezme vektor 4...9 a prerovna ho na matici
o dvou fadcich 4 56 6 a 7 8 9. Pokud ma pivodni pole
prili§ malo prvki, zac¢nou se opakovat: 2 3 p 1 2 vyrobi
matici s Fadky 1 2 1 a2 1 2. Pferovnavani pfitom zacho-
vavéa standardni pofadi prvki: vektor se ¢te zleva doprava,
matice se ¢te po Fadcich, vicerozmérné tak, ze se prvni roz-
mér méni nejpomaleji a posledni nejrychleji.

Pole miizeme také indexovat (od nuly): pokud je x vektor,
pak x[0] je jeho nulty prvek, x[1] prvni atd. Jako index
muzeme také pouzit vektor, v tom piipadé vybereme vice
prvkl najednou: x[0 2 3] da vektor skladajici se z prvka
x[0] x[2] x[3]. U vicerozmérnych poli se indexy oddéluji
stfednikem: y[1;3] je tfeti prvek na prvnim fadku mati-
ce y, y[2 3;2 3] je ¢tvercova podmatice 2 x 2 ,vykous-
nutd“ z matice y. Na pole ranku k se také mizeme divat
jako na vektor, jehoz prvky jsou pole ranku k — 1, tedy pro
matici y je y[0] jeji prvni fadek, y[1] druhy atd.

Existuje fada dalsich operaci, které zachazeji s vektory. Za-
jimavé je tfeba spojovani vektorti za sebe nebo pod sebe.

-5

Spojeni za sebe se zapisuje ¢arkou: x,y je vektor, ktery
obsahuje nejprve vSechny prvky vektoru x a pak vSech-
ny prvky z y. Spojeni pod sebe neboli laminace x~y ma
za vysledek dvojfadkovou matici, jejiz prvnim radkem je
vektor x a druhym vektor y (fadky pfitom musi byt stejné
dlouhé). Obé operace samoziejmé funguji i na vicerozmeér-
né pole: ¢arka spojuje v prvnim z rozméri (matice tedy
slepuje pod sebe), laminace pfida na za¢atek novy rozmér,
takze (x~y) [0]-x a (x~y) [1]9y.

Hodit se ndm bude téz redukce +/x. Ta spocte pro vektor
X = ZoTy...Tp_1 VyTAZ To + T1 + ... + TpH_1, tedy sou-
cet vsech prvki. Podobné muzete pomoci lomitka vyrobit
z néjaké operace jeji redukéni verzi zpracovavajici postupné
prvky vektoru: napfiklad [/x vrati maximum z vektoru.

U vicerozmeérnych poli se redukce chova trochu zaludnéji.
Pokud pouzijeme +/ napiiklad na matici, coz, jak uz vime,
je vektor Fadkovych vektori, seéte nam jednotlivé fadky,
takze vznikne vektor, jehoz i-t4 slozka vyjadiuje soucet i-
tého sloupce matice. Tfeba pro matici

1 2 3
x=134=|4 5 6 7
8 9 10 11
spocitame +/x =+ (0 1 2 3)+(4 5 6 7)+(8 9 10 11) =+
12 15 18 21.

Co kdybychom naopak chtéli s¢itat prvky v kazdém fadku?
Tehdy je nejjednodussi pouzit operaci transpozice ¥, ktera
prohodi obé soufadnice — fadky se nyni stanou sloupci a
naopak. Pro fddkové soucty tedy staci +/&x.

Ukol 4 (1 bod): Jak spoéitat maximum ze viech prvki ma-
tice?

Na lomitko se mizeme divat jako na néco, co dostane dya-
dickou operaci s ¢isly a vyrobi z ni monadickou operaci
s vektory (nebo obecnédji z dyadické operace s poli ranku k
vyrobi monadickou operaci s polem ranku k + 1). Takovych
konstrukei, které vyrabéji z operaci jiné operace, ma APL
vic a tika se jim operdtory.

Dalsim dulezitym operatorem je direktni soucin °.f, kde
f je néjakd dyadickd operace. Pokud ho pouzijeme na vek-
tory x a y (tedy napiSeme x°.fy), dostaneme matici, jejiz
prvek na pozici (i, j) obsahuje vysledek operace £ aplikova-
né na i-ty prvek vektoru x a j-ty prvek vektoru y. Vyraz
(210)°.x(210) nam tedy vytiskne malou nésobilku. Di-
rektni souiny samoziejmé funguji i s poli vyssich ranky;
snadno si domyslite, jak, kdyz napovime, ze sou¢inem pole
ranku & s polem ranku ¢ bude pole ranku k + ¢.

Potkali jsme tedy zatim tyto operace pracujici s poli:

an iota: generator piirozenych Cisel

px zjisténi rozméru pole

xpy preformatovani pole y na rozméry x
x[...] indexovani pole

{x transpozice (pfeklopeni)

X,y spojeni za sebe

X~y laminace (spojeni pod sebe)

f/x operator redukce

x°.fy  operator direktniho soucinu
S prohlidkou dalsich operaci a operatorti pockame do pristé,
is témi, co uz zndme, se da naprogramovat ledacos:
Ukol 5 (2 body): Napiste funkci, kterd vytvoii matici n x n
z nul a jednicek, ktera bude mit na i-tém radku i jednicek
a za nimi n — 4 nul.



Ukol 6 (3 body): Jak pro dané sudé n vyrobit vektor 0,n —
1,1,n—2,2,n—3,...,n—1,07

Ukol 7 (3 body): Vymyslete, jak v APL spoéitat nejvétsiho
spolecného délitele dvou ¢isel.

Jesté dodejme, ze jde vytvaret i delsi programy — staci na-
psat vice fadki a na kazdém jeden vyraz, nebo pfipadné
vice vyrazu na fadek oddélenych stiednikem. Pokud byste
si chtéli nainstalovat opravdovy pteklada¢ APL, podivej-
te se na odkazy ve webové verzi tohoto zadani. Fonty a
TgXova makra na siazeni APL najdete tamtéz. Pokud se
vam nechce nic instalovat, mizete samoziejmé psat pro-
gramy na papir a nemajice varhany, psat misto podivnych
znakl jejich nazvy.

APL a dnesni doba. Masového rozsifeni se APL nikdy ne-
doc¢kalo (snad proto, Ze jen opravdovym programatortim
vyhovuje programovat tak, ze hodinu se zavienyma oc¢ima
premysleji, nacez si sednou k pocitaci a napisi jednotradkovy
program). Pfesto ale neni pouze mrtvym jazykem vystave-
nym v muzeu pocita¢ové prehistorie — stale vznikaji nové
implementace APL (napfiklad A+ nebo dokonce APL.Net)
a jazyky od APL odvozené (tfeba jazyk J, ktery se snazi
vystacit si bez varhan, tedy se znaky na béZné klavesnici).
Navic se s nastupem viceprocesorovych pocitacia ukazuje,
ze programy skladané pomoci vektorovych operaci a ope-
ratort, jako je tfeba nasSe redukce a direktni soucin, jsou
velice dobfe paralelizovatelné. Kdo vi, co se jesté o APL
naucime.

Recepty z programatorské kucharky

V dnesnim vydani kucharky se podivame na vyhledava-
ni slov v textu. Nas tkol tentokrat zni: Mate seznam slov
a hodné dlouhy text, vypiste vSechny vyskyty téchto slov
v textu. Ukazeme si feSeni, kterému staci jeden prtichod
textem a linedrni ¢as na predzpracovani slovniku.

Pro zacétek si zavedeme nékolik pojmui:

o Méjme néjakou konecnou abecedu ¥, tedy mnozinu vSech
znaku. Klidné si predstavujte klasickou latinskou abece-
du, ale miiZe to byt napf. i mnozina {0, 1}.

3* je mnozina vSech slov, kterd lze z nasi abecedy utvofit.
To jsou vSechny kone¢né posloupnosti znaki z 3. Takové
slovo mize tudiz byt i posloupnost 01101. Slova budeme
znacit feckymi pismenky a zvlastni postaveni mezi nimi
ma prdzdné slovo e.

la| pro a € T* je délka slova, tedy pocet jeho znaka.

af pro a, f € X* je zretézent slov a a (3, tedy slovo, které
vznikne zapsanim slov « a 3 za sebe.

~* je slovo vzniklé k-ndsobnym zopakovanim slova . Te-
dy 70 =, /M =y

Slovo a nazveme podslovem slova [3, pokud je « obsazeno
v 3, ¢ili pokud 8 = yad pro néjaka slova v a 4.
Rekneme, Ze slovo « je prefizem slova 3, pokud slovo 3
zalind slovem a, ¢ili f = ad pro néjaké slovo 4.

Podobné « je suffizem slova 3, pokud [ konéi slovem a,
tedy 3 = da pro né&jaké slovo 4.

Kazdé slovo je prefixem i suffixem sebe sama, takovému
pre-/suffixu fkdme nevlastni; vSem ostatnim vlastni.

Vsimnéte si, ze prazdné slovo je podslovem, prefixem i
suffixem kazdého slova v¢etné prazdného slova.

Po tomto teoretickém tvodu se konefné zamyslime nad
vlastnim vyhledavanim. Ponejprv si tlohu trochu zjedno-
dusme a zkoumejme piipad, kdy hledame vSechny vyskyty

jednoho slova a € ¥* o délce || = p v textu § € ¥*,
|8] = n. (Hledanému slovu se asto ik jehla, textu kupka
sena.)

Asi prvni algoritmus, ktery nas napadne, je prochézet text 3
od zacatku az do konce a pro kazdou pozici ¢ v textu zkon-
trolovat, zda na této pozici nezac¢ina hledané slovo. Tak pro
kazdou pozici provedeme az p porovnani znaki, ¢ili celkem
az np porovnani. To neni nic pékného, zkusme to lépe.

Vsimnéme si, ze porovnavani slova s textem muze skoncit
dvéma zpisoby. Bud zjistime, Ze se slovo s textem shoduje
celé, nebo najdeme v textu znak, ktery ve slové neni. Tehdy
nestaci pokracovat novym vyhledavanim od mista, kde jsme
skond¢ili: napf. pro slovo instinkt a text instinstinkt
by algoritmus u druhého s zjistil, ze se text lisi, a pokud
by pokracoval dale, jiz by nenalezl skuteény vyskyt slova.
Proto se vzdy musime vrétit o kousek zpét, v predchozim
algoritmu jsme se vraceli vzdy tésné za misto, kde se text
zacal se slovem shodovat.

Na druhou stranu, kdyz se takto vratime, za¢neme zno-
vu zpracovavat text, ktery uz jsme jednou Cetli, takze je
vlastné pfedem déno, jak to dopadne. Pojdme toho vyuZit.
Rikejme stavy prefixtim slova a. Pro kazdou pozici i v tex-
tu si ozna¢me r[i] nejdelsi stav, ktery je obsazen v textu
tak, Ze v ném konéi na pozici ¢ (nebo vezméme nejdelsi su-
flix prvnich ¢ znaki textu, ktery je stavem — to je totéz).
Posuneme-li se v textu o pozici déle, dalsi znak 3[i+ 1] bud
prodlouzi prefix 7[i], a tim ur¢ité ziskdme novy nejdelsi stav
rli + 1] (rozmyslete si, Ze nemiize existovat delsi), nebo uz
prefix neni mozné prodlouzit, a tehdy budeme muset najit
jiny. Nahlédnéme ale, ze useknutim posledniho pismenka
stavu ziskame zase stav, takze useknutim posledniho pis-
menka stavu r[i + 1] ziskdme néjaky suffix stavu r[i]. Nase
rli+1] tedy vznikne prodlouZenim co mozné nejdelsiho suf-
fixu stavu r[i] o pismenko ([i+1] (nékteré suffixy prodlouzit
nejdou, vezméme nejdelsi, ktery jde). Pro pfedchozi piiklad
a prefix instin to bude suffix in.

Jelikoz novy stav ziskdme ze suffixt predchoziho stavu, ne-
musime védét vitbec nic o pedchazejicich pismenech textu.
Posta¢i nam predpoditat si pro kazdy stav o jeho nejdel-
§i vlastni suffix, ktery je také stavem — ten si oznacime
f(o) a funkei f budeme Fikat zpétnd funkce. Pfechod od r[i]
k r[i + 1] budeme provadét tak, ze zkusime r[i] prodlouzit
o znak B[i + 1] a kdyZ to neptjde, zkratime si r[i] pomoci
zpétné funkce a opét zkusime pfidat tentyz znak, pokud
to stéle nejde, zkracujeme dal opétovnym zavolanim zpét-
né funkce, dokud se nam prodlouzeni nezdaii nebo dokud
nedostaneme prazdné slovo.

Kdyz navic béhem vypoctu narazime na i, pro které je
r[i] = a, ohlasime vyskyt slova a.

Aby se nam se stavy v programu pohodlné pracovalo, oéis-
lujeme si je — j-ty stav bude prefixem slova a o délce j.
Zpétna funkce pak bude pfifazovat éislim ¢isla, takze si ji
muzeme pamatovat v obycejném jednorozmérném poli.
Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slo-
Zitost? Jak spocitat zpétnou funkci? Poperme se nejdiive
s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho textu mohou na-
stat dva piipady: Bud znak rozsitfuje aktualni prefix, nebo
musime pouzit zpétnou funkci. Prvni pfipad ma jasné kon-
stantni slozitost, druhy je horsi, nebot zpétna funkce muze
byt pro jeden znak volana az p-krat. Pii kazdém volani
vSak klesne délka aktualniho stavu alespon o jedna, zatim-
co kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Pro-
to vSech zkraceni dohromady mtize byt nejvyse tolik, kolik

% Zada funkci ke zpracovéni.

zadej (Funkce) -> spawn(klient, cekej, [Funkce, self()]).
-module(nastaveni) .

-export ([servery/0, timeout_serveru/0, timeout/0]).

% Kde b&zi servery?

servery() -> [server@localhost, nahradni@localhost].

% Jak dlouho budeme Eekat, neZ prohldsime server za mrtvy a zkusime jiny?
timeout_serveru() -> 1000.

% 5 minut bude trvat nejdel3i povoleny ikol

timeout () -> 300000.

-module (prace) .

-export([start/0, start/1, pracuj/2, proved/2]).

servery() -> lists:map(fun (S) -> {server, S} end, nastaveni:servery()).
proved(Majitel, Fun) -> Majitel ! {vysledek, ok, Fun()}.

% Po&ka, az nam zadavatel dovoli skon&it nebo skon&i sam
pockej(Zadavatel) -> receive

ok -> ok;

{’EXIT’, Zadavatel, _} -> ko
end.

pracuj(Zadavatel, Fun) ->
process_flag(trap_exit, true),
link(Zadavatel),
% Spustime vypo&et
Pracujici = spawn_link(prace, proved, [self(), Funl),
% A potkéame, jestli to vyjde, nebo spadne
receive
% Vyslo, posleme vysledek
{vysledek, Stav, Hodnota} -> Zadavatel ! {vysledek, Stav, Hodnota}, pockej(Zadavatel);
% Umfelo, poSleme hlaSeni o chybé&
{’EXIT’, Pracujici, Chyba} -> Zadavatel ! {vysledek, chyba, Chyba}, pockej(Zadavatel);
% Umfel zadavatel, zabij praci
{’EXIT’, Zadavatel, _} -> exit(Pracujici, kill)
% Uz b&zi moc dlouho, zabit
after nastaveni:timeout() -> Zadavatel ! {vysledek, timeout, nic}, exit(Pracujici, kill), pockej(Zadavatel)
end,
% Zase se ptihlasime o praci
start().

pracuj() ->
% Neumfeme, kdyZz umfe server
process_flag(trap_exit, true),
receive
% Chce se po nas, abychom pracovali né&kde jinde, tak tedy se pfesuneme tam a dostaneme praci
% Je stejné, jako pfihlaSeni, jen je ten server, kterj chce praci prvni v seznamu.
{presun, Odkud, Kam} ->
unlink(Odkud), % S nim uZ neméme nic spole&ného
link(Kam), % Sem se nastéhujeme
Kam ! {prihlasit, self()}, % Pfihlasme se
receive
prijato -> pracuj(); % Pfijal nas
{’EXIT’, Kam, _} -> start() % Umfel neZ nas pf¥ijal, zkusime novy start
end;
% Pfisla prace. Skon&ime (tim se odpojime ze serveru), ale pfedtim je5t& spustime vlastni zpracovani.
{prace, Zadavatel, Fun} -> pracuj(Zadavatel, Fun);
% Umfel server, pfihlasime se jinam o préaci
{’EXIT’, _, _} -> start()
end.

start ([Server|Nahradnil) ->
% Zkusme se pF¥ihlasit na server
Server ! {prihlasit, self()},
receive
% Super, chce nas
prijato -> pracuj()
% Neozjva se, zkusime jiny
after nastaveni:timeout_serveru() -> start(Nahradni)
end.

start() -> spawn(prace, start, [servery()]).
-module(server) .

-export ([start/0, startInterni/0]).

rozesli(Co) -> lists:foreach(fun (Server) -> {server, Server} ! {Co, self()} end, nastaveni:servery()).
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PB[1].pocet = 0; 22-3-5 Reklama
else #include <iostream>
if (PB[i].pocet != 0) #include <algorithm>
jePrava[PB[i].typl=1; using namespace std;
for (int i=0; i<l; i++) #define MAXN 100000
if (!jePrava[LB[i].typl)

{

Cit

// y-ové siradnice koncov &iar, usporiadané zostupne
L += LB[i].pocet; int Y[MAXN];
LB[i] .pocet = 0;
// body na vstupe
n--; pair<int,int> body [MAXN];
¥
int main() {
gsort(LB, 1, sizeof (ponozky), cmpf); int N, x, y, poc = 0;
gsort(PB, p, sizeof (ponozky), cmpf);
cin >> N;
for (int i = 0; i < N; i++) {
cin > x > y;
// otogit siradnice o 45 stupfiov
body[i] = make_pair(x+y,x-y);

int nejL = 1000, nejP = 1000;
int mezil = 1, meziP = 1;
for (int i=0; i<n; i++) { meziP += PB[i].pocet; }

// kone&n& kyZenjy dilezity cyklus ¥
for (int k = 0; k <= n; k++)
{ // utriedit podla x (pre rovnaké x podla y)

if (k!=0) mezil += LB[k-1].pocet; sort (body,body+N) ;

if (k!=n) meziP -= PB[n-k-1].pocet;

for (int i = 0; i < N; i++) {
// binarnym vyhlad4vanim najst najvy$si koniec,
// ktory je niz3ie ako stradnica y

if (mezil + meziP < nejL + nejP) {
nejL = mezilL; nejP = meziP;

3} int pos = lower_bound(Y,Y+poc,-body[i].second)-Y;
} // ak taky nie je, vytvorit novy
if (pos == poc) poc++;

printf("L: %d, P: %d\n", (nejL + L), (nejP + P)); // predlzit najdenjy koniec &iary

return 0; Y[pos] = -body[il.second;
} }
int cmpf(ponozky *pl, ponozky *p2) cout << poc << endl;
{ return 0;
return p2->pocet-pl->pocet; ¥
}

22-3-7 Pavouci internetu Erlang

-module(klient) .
-export([zadej/1, cekej/2]).

% 0Odesle pozadavek na server a polkd, jestli ho p¥ijme.
% Pokud ne, zkusi dal$i server.
%
% Po pfijeti poCkd na prvni odpovéd (je moZné, Ze se pivodni
% prifazeni né&kde zdrzelo).
cekejInterni(Funkce, Zadavatel, [Server|Nahradni]) ->
% Rekne serveru, Ze chceme néco provést
{server, Server} ! {prace, self(), Funkce},
receive
% Server praci pfijal
prijato -> receive
% Server nam p¥i tom umfel, zkusime to jinde
{’EXIT’, Server, _} -> restart;
% Bylo to pfifazeno n&jakému pracantovi
{prirazeno, PID} -> 1link(PID), receive
% Umfel pracant (server uZ nas nezajima)
{’EXIT’, PID, _} -> restart;
% Hura, mame vysledek, poSleme to majiteli a kon&ime
{vysledek, Stav, Hodnota} -> Zadavatel ! {vysledek, Stav, Hodnota}, PID ! ok
end
end
% Server neodpovidd, zkusime jiny
after nastaveni:timeout_serveru() -> cekejInterni(Funkce, Zadavatel, Nahradni)
end.

cekej (Funkce, Zadavatel) ->

% Kdyz umfe server (kterj si nds pf¥i p¥ijeti linkne), tak o tom chceme védé&t
process_flag(trap_exit, true),
% Zkus to vyFidit
case cekejInterni(Funkce, Zadavatel, nastaveni:servery()) of

% Um¥fel server, novy pokus

restart -> cekej(Funkce, Zadavatel);

% VSe v potadku

-> ok
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bylo vSech prodlouzeni, ¢ili kolik jsme precetli znak textu.
Celkem je tedy pocet kroku linearni v délce textu.

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. Vsim-
néte si, ze f(i) je presné stav, do néjz se dostaneme pii spus-
téni naseho vyhledavaciho algoritmu na fetézec a[2. . . 7], ¢i-
li na i-ty prefix bez prvniho pismenka. Pro¢ to tak je? Zpét-
né funkee ¥iké, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného stavu,
ktery je také stavem, zatimco r[i] oznacuje nejdelsi suffix
textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druhd pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu za-
branime odstranénim prvniho znaku. Takze f ziskame tak,
ze spustime vyhledavani na ¢ast samotného slova w. Jenze
k vyhledavani zase potiebujeme funkci f. Jak z toho ven?
Budeme zpétnou funkei vytvaret postupné od nejkratsich
prefixti. Ziejmé f(1) = e. Pokud jiz mame f(i), pak vypo-
Get f(i + 1) odpovida spusténi automatu na slovo délky 4
a pfi tom budeme zpétnou funkei potfebovat jen pro stavy
délky ¢ nebo mensi, pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet
vidy znovu od zacatku — (i + 1)-ni prefix je pfeci prodlou-
Zenim i-tého prefixu o jeden znak. Stac¢i tedy spustit al-
goritmus na cely Tetézec «[2...p| a sledovat, jakymi stavy
bude prochézet, a to budou piesné hodnoty zpétné funkce.
Vytvoreni zpétné funkce se ndm tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce p — 1, a proto pobézi
v &ase O(p). Casova slozitost celého algoritmu tedy bude
O(n + p). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé po-
psali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se
mu iikd KMP. Naprogramovany bude vypadat nasledovné
(Gteni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[1..P] of Char; { jehla }
Text: array[1..N] of Char; { seno }

F: array[1..MaxS] of Integer; { zpétnad fce }

function Krok(I: Integer; C: Char): Integer;
begin
if (I < P) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok :=I1 + 1
else if I > O then
Krok := Krok(F[I], C)
else
Krok := 0;
end;

var
I, R: Integer;
begin
{ konstrukce zp&tné funkce }
F[1]:= 0;
for I:= 2 to P do
F[I]:= Krok(F[I-1], Slovo[I]);

{ pomocné proménné }

{ prochézeni textu }
R:= 0;
for I:= 1 to N do
begin
R:= Krok(R, Text[I]);
if R = P then
writeln(I);
end;
end.

Tento algoritmus mizeme také formalné popsat pomoci au-
tomatu:

Konecny automat nad abecedou ¥ si muzeme predstavit

jako stroj, kterému dame slovo ze 3* a on ho bud odmitne

nebo pfijme. V pribéhu préce je vidy v pravé jednom stavu

z néjaké pevné mnoziny stavi. Slovo zpracovava po jednot-

livych znacich a podle prec¢teného znaku se rozhodne, do ja-

kého stavu prejde. K tomu slouzi prechodovd funkce g, kte-

ra dvojicim (aktudini stav, novy znak) piifazuje nové stavy.

Pokud vstupni slovo dojde, automat podle toho, v jakém

stavu se pravé nachazi, odpovi, ze je slovo pfijato nebo od-

mitnuto.

Koneény automat mizeme formalné nadefinovat jako ctve-

et (Q, 9,0, F), kde:

® () je koneéna mnozina stavli automatu;

® g:QxX — Q je prechodovd funkce, ktera pro dany stav
automatu a znak na vstupu fekne, do jakého stavu méa
automat prejit;

® gy € Q je pocdatecni stav, v némz je automat na pocatku
vypoctu;

® F' C @ je mnozina prijimacich stavi.

Vypocte koneéného automatu pak probiha nasledovné:

1. Nastav aktualni stav sy na pocatecni stav go.
2. Postupné ¢ti znaky z[i] ze vstupu a po precteni kazdé-
ho piejdi ze stavu s;_1 do stavu s; = g(s;—1, z[i]).
3. Pokud skondi§ v pfijimacim stavu (s,, € F), pak slovo
prijmi.
Piiklad: M&jme automat nad abecedou ¥ = {0, 1} se tfemi
stavy s ...Ss, pocatecnim stavem ¢o = s1, jednim pfijima-
cim stavem F = {s1} a pfechodovou funkci g dle tabulky:

g(s1,0) = s3
g(s1,1) = s2
9(s2,0) = 51

Tento automat piijima pravé slova ve tvaru (10)*, k > 0,
tedy napf. 101010 a prazdné slovo pfijme, zatimco 1010101
odmitne.

Koneéné automaty docela dobfe popisuji chod naseho al-
goritmu — ten také zpracovava text po znacich a prechézi
podle pravé precteného znaku mezi stavy. Jsou zde ale jesté
nékteré rozdily: predné KMP neodpovida ano/ne, ale hlasi
jednotlivé vyskyty. K tomu mizeme automat upravit na-
priklad tak, ze mnozinu pfijimacich stavii bude pouzivat
nejen na konci vstupu, ale v kazdém kroku. Druha odlis-
nost tkvi v tom, ze pfechodové funkce KMP (ta odpovida

prodluzovani prefixu o dalsi pismeno) neni definovana v§u-

de. Tam, kde definovana neni, nastupuje misto ni zpétna

funkce, kterd nas presouva mezi stavy tak dlouho, nez pte-
chodové funkce definovana je.

Tomuto rozsifeni se obvykle fika vyhleddvaci automat a de-

finuje se jako pétice (Q, g, f, qo, out), kde:

® () je koneéna mnozina stavli automatu;

® g:Q XX — Q je prechodovd funkce, ktera je definovana
pouze pro nékteré dvojice (stav, znak);

e f:0Q — Q je zpétnd funkce, ktera Fika, do jakého stavu
se mé automat presunout, pokud pfechodova funkce neni
definovéana;

® gy € @ je pocateéni stav, v némz7 se automat nachdzi
na zacatku vypoctu;



® out: Q — P(X*) je vystupni funkce, ktera kazdému stavu
pfifazuje, jaky se v ném ma ohlésit vystup, coz bude mno-
Zina nalezenych slov. (V pfipadé KMP byla vzdy budto
prazdna nebo jednoslovna, az budeme za chvili hledat
vice slov, bude bohatsi.)

Vypocet vyhledavaciho automatu pak probiha nésledovné:
1. Nastav aktudlni stav s na poc¢atecni stav qo.
2. Pro kazdy znak ¢ = z[i] vstupniho textu proved:
3. Dokud je g(s,c) nedefinovand, piejdi zpét do stavu
4. Prejdi do nového stavu s < g(s, c).
5. Vypi$ v8echna slova z out(s).

Jesté dopliime, Ze aby se algoritmus vzdy zastavil, musi
byt g(go, ¢) definovéno pro kazdy znak ¢ € X, obvykle opét
jako qo-

suffixy r[i]). (ii) VSechny vyskyty opravdu ozndmime. Po-
kud se na porzici i vyskytuje slovo a € K, pak je zajisté
« jednim ze stavii, na néz G[1... K| kondi a r[i] musi byt
budto tento stav nebo néjaky jesté delsi, jehoZ je o suffixem.
Ted se podivame na to, jak vyhleddvaci automat pro dany
slovnik sestrojit. Provedeme to ve dvou krocich. Nejprve se-
strojime mnozinu stavi @), pfechodovou funkci g a ¢astec-
nou vystupni funkei o. Ve druhém kroku vytvofime zpétnou
funkei f a rozsifime o na vystupni funkei out.

V prvnim kroku zalozime poc¢atecni stav 0, postupné pro-
jdeme cely slovnik K a kazdé slovo o ze slovniku do auto-
matu pfiddme. To provedeme tak, Ze zacneme ve stavu 0 a
pustime automat na o. Jakmile ale v nékterém stavu s pro
znak o[i] nebude piechodova funkce definovéna, pfidame
novy stav ¢, nastavime piechodovou funkci g(s,o[i]) = g,
prejdeme do stavu ¢ a pokracujeme. Tim v linedrnim ca-

nahrad[i] = i; nejnizsil[i] = cislo[i] = -1; // inicializace

}

for (int i = 0; i < m; i++) nasl(kon[h1[il]++] = h2[i];

// Tarjaniv algoritmus

aktualni = 0; pocetSSK = 0; pos_stack = 0; // init; zasobnik je prazdny

for (int i = 0; i < n; i++)

if (cislo[i] == -1) // nalezen neo&islovany vrchol
tarjan(i); // spust prohledavéni do hlouby

if (pocetSSK == 1) {

return 0;

}

// nejprve spo&ti poéet hran vedoucich do vrchold
int v = 0; // index aktualni SSK
for (int i = 0; i < m; i++) {

while (i == kon2[v]) v++;

if (nahrad[nasl2[i]] != v) poc2[nahrad[nas12[i]]]++; // pokud hrana vede jinam nez do této SSK

// vytvof seznam nasledniki

// jen jedna silné& souvisld komponenta
printf ("Existuje cesta mezi kazdymi dvema mesty alespon jednim smerem.\n");

}
Priklad: Pro slovo instinkt by vyhledavaci automat vy- se vytvofime strom stavil. Pokazdé, kdyZ dojdeme na ko- // najdi SSK, do které nevede hrana
padal takto (zpétnou funkci jsme kreslili pouze tam, kde nec slova, nastavime také ¢astecnou vystupni funkei o(q) int prvni = -1;
de do st 0) na {U} for (int i = 0; i < pocetSSK; i++) {
nevede do stavu 0): if (poc2[i] == 0) { // do SSK nevede hrana
Popiseme tuto ¢ast formalné: if (prvmni == -1) prvmi = i;
Y. .. o else { // vice SSK, do nichZ nevede hrana
1. Za¢ni s mnozinou stavii Q - {0} printf ("Neexistuje cesta alespon jednim smerem mezi kazdymi dvema mesty.\n");
2. Pro kazdé slovo o ze slovniku K proved kroky 3-7: return 0;
; X s . , 3. Nastav aktualni stav s na 0. ¥
Nyni algoritmus KMP rozsifime, aby umél hledat vice slov. 4. Pro kaidé pismeno o|i] slova o proved 5-6: }
Méjme slovnik K, coz je kone¢nd mnozina slov nad abe- : K p . p, L, 3 . e L L
5 Pokud je g(s, o[i]) nedefinované, zaloz novy stav g, // prohleddvénim do 8irky majdi co nejdelsi cestu

cedou X, a prohleddvany text . Vytvofime vyhledavaci
automat, jehoz vystupem bude vypis nalezenych slov a je-
jich pozic v textu. Jeho stavy budou odpovidat prefixtim
vSech slov ze slovniku a o¢islujeme si je pfirozenymi ¢isly, 7. Nadefinuj ¢dstecnou vystupni funkei: o(s) < {o}.
pocatecni stav ¢o = 0 bude odpovidat prazdnému prefi-
xu. Vystupni funkce out pro prefix a ohlasi vSechna slova
ze slovniku, ktera jsou suffixem slova a.

int fronta[MAXN]; // fronta na prohledavani do 3ifky
int navstiveno[MAXN]; // navstivili jsme uz SSK?
int kon_fronta = 0, zac_fronta = 0;
fronta[kon_fronta++] = prvni;
navstiveno[prvni] = 1;
while (zac_fronta < kon_fronta) {

int v = frontalzac_fronta++]; // odeber z fronty

nastav Q «— Q U {¢} a poloz g(s,o[i]) < q.
6. Piejdi do nového stavu: s « g(s,oli]).

Zpétnou funkci vytvoiime podobné jako pro jedno slovo
tak, ze pustime jesté nehotovy automat na ¢ast vyhledava- o ron ¢

. « o . . // projdi nasledniky
ného slova. Opét chceme vyuzit toho, ze je funkce definova- for (int i =v >0 ? kon2[v - 1] : 0; i < kon2[v]; i++) {
na pro vSechna kratsi slova. Vezméme si nas priklad. Pi pfi- int a = nahrad[nas12[i]]; // do jaké SSK jsme se dostali?
dévani slova potopa bychom nastavili f(1) =0, f(2) =7, if (a == v) continue; // jsme pofad v té samé SSK
f(3) = 9, ale u druhého o bychom chtéli pouzit zpétnou // pres jaky nejvétsi potet SSK se tam dostaneme?

. PR . . if (navstiveno[a] < navstivemo[v] + 1) {
funkei f(9), ktera jesté neni definovand. Proto budeme po- navstivenolal = navstivenol[v] + 1;

Priklad: Jak takovy vyhleddvaci automat muze vypadat, si
ukazeme pro latinskou abecedu a slovnik

K = {potopa, op, ota, otop}.

stupovat pro vSechna slova ze slovniku soucasné v poradi if (navstiveno[a] == pocetSSK) { // mame SSK, do niZ vede cesta pfes vSechny SSK

podle rostouci vzdalenosti od stavu 0. printf("Existuje cesta mezi kazdymi dvema mesty alespon jednim smerem.\n");
return 0;

Jesté vyfesime vystupni funkci. Oznaéme o(s) slovo, jehoz }

cesta vede do stavu s. Pokud pro stav s plati f(s) = 0,

}
znamens to, 7e neexistuje zidny nevlastni (neprézdny) su- poc2[al--; // odeber hramu

. o R . if (poc2[a] == 0) frontal[kon_fronta++] = a; // pokud uz do SSK nevede Zadna dalsi hrana, zafadime ji do fronty
flix, ktery by byl preﬁz((vam nekvt'ereho ze slov ve slovniku. 3 ! !
Proto v tomto stavu mutize skoncit pouze slovo o (s). Nasta- ¥
vime out(s) = ()(s), Pokud f(@) # 0 koné¢i v tomto stavu printf("Neexistuje cesta alespon jednim smerem mezi kazdymi dvema mesty.\n");
L L. . . . také vSechna slova, které jsou suffixem slova o(s). Tehdy je return 0;
Rovnymi ¢arami je zobrazena pfechodova funkce, krouceny- 3}

out(s) = o(s) U out(f(s)).

Opét formélneé:

mi zpétna funkce. Nejsou zakresleny Sipky do 0 u pfechodo-
vé ani u zpétné funkce. Vystupni funkce je dana nésledujici

tabulkou: 1. Zaloz frontu F', zatim prazdnou.

C for (int i=0; i<p; i++)
scanf ("%d %d", &(PB[il.typ), &(PB[i].pocet));

22-3-4 Rukavice

#include <stdio.h>

9. Nastav f(O) —0a out(O) 0. #include <stdlib.h> // ?l}deme plj‘edpoklédat, Ze tgpy }_njnoiek jscfuv}?xt“irozené
out(5) _ {otop,op} out(lO) _ {ota} o o o ) // clsla‘z intervalu 0..(1+p-1) na oék%lve_]li
3. Pro kazdy znak ¢ € ¥ proved nésledujici krok: typedef struct { // zadanych vstupech (typy by koneckoncd 5ly ur&ovat
out(6) = {potopa} OUt(lg) = {otop, op} 4. Pokud je stav s — g(0,c) # 0 pak nastav f(s) — 0 int typ; // tieba Fetézci jako "zelena se zlutymi puntiky")
out(8) = {op} out(ostatni) = (). out(s) « o(s) a zatad . na konec front F ’ int pocet; // bychom je uspofadali a pfe&islovali.
LS S zar S T y . 3} ponozky;

Vyhledéavani pomoci tohoto automatu bude probihat stejné
jako u KMP, r[i] opét bude nejdelsi stav, na ktery kon-

5. Dokud je néjaky stav ve fronté, provadéj nasledujici: int n = 1;
6
¢l pravé prectena ¢ast textu, slozitost vyhledavani bude 7.
8
9

Odeber prvni stav r z fronty F.
Pro kazdy znak ¢ € ¥*, pokud je g(r, ¢) # 0, proved:

int cmpf (ponozky *pl, ponozky *p2);

// Ovefime existenci alespodi jedné ponozky do paru.
int main() int jeLeva[l+p], jePraval[l+p];
Oznac s « f(’) Dokud g(s, C) =0, zvol s « f(5) { for (int i=0; i<l+p; i++) { jeLevalil=0; jePrava[i]=0;

o

opét O(n) az na vypisovani vyskyti, které pob&z v Case
O(pocet vyskyti), coz mize byt vice nez linedrné, ale lépe

to uréité nejde . Nastav f(s) < g(s,c). int L = 0, P = 0; for (int i=0; i<l; i++)
e wi 10 Nastav outls) — o(s) U ou(/(s)). cean (T 1, 81, T etevatiata eypi-
Pvro porad,ek doka;eme,vze, automat d[ooprajvd,y V){Illedava 11. Zatad s na konec fronty F. s % ; for (int 10: i<p; i;+) i
vSechny vyskyty: (i) Kazdé slovo, které oznamime jako na- . ; L -
; N : X ; . ponozky LB[1], PB[p]; if (!jeLeva[PB[i].typl)
lezené, se v textu opravdu vyskytuje (r[i] se v textu vy- Aby algoritmus fungoval rychle, musime zvolit Sikovnou re- for (int i=0; i<l; i++) {

skytuje podle své definice a vSechna ozndmend slova jsou prezentaci vystupni funkce. Kdyby si kazdy stav pamatoval P += PB[il.pocet; // Vytahneme je
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scanf ("%d %d", &(LB[il.typ), &(LB[i].pocet));

[



22-3-2 Détska hra

Python

#!/usr/bin/python

NEPROSLE = -1 # Zna¢i, Ze vrchol nebyl navitiven

n

input ("Poget d&ti: ")

deti = n * [0] # Hrana (u,v) <==> detil[u] == v
cas_vstupu = n * [NEPROSLE]
# Kdy jsme vstoupili do vrcholu poprvé

for i in range(n):

cas
soucet = 0
for i in range(n):

deti[i] = input("Koho chyta dit& &.%d: " % i)

=1

# Znacime Cas vstupu do prvniho prozkoumaného vrcholu
zacatek_faze = cas

# Dokud jdeme po neprozkoumanjch vrcholech
while cas_vstupul[i] == NEPROSLE:
cas_vstupu[i] = cas
# ZapiSeme cas prvniho vstupu do vrcholu
i = deti[i] # Podivéme se, kam z né&j vede hrana
cas += 1

if cas_vstupul[i] >= zacatek_faze:
# narazili jsme na vrchol pro3ly v této fazi => cyklus
soucet += cas - cas_vstupul[i]

print "PoCet déti, které mohou chytat samy sebe:",soucet

22-3-3 Kuryrni sluzba

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define MAXN 1000

#define MAXM 10000

#define min(a, b) ((a) < (®) 7 (a) : (b))

int kon[MAXN], nasl[MAXM], // uloZeni grafu ve formé seznamu sousedid

nahrad[MAXN], // nahrazeni vrcholu &islem silné souvislé komponenty

cislo[MAXN], nejnizsi[MAXN], aktualni, // proménné pro Tarjana
poc[MAXN], // po&et hran vychazejicich z vrcholu

stack[MAXN], pos_stack, // zasobnik a pozice jeho vrcholu
instack[MAXN], // pole urdujici, jestli je vrchol v zasobniku
nas12[MAXM], kon2[MAXN], poc2[MAXN], // kondenzovanj graf
pocetSSK; // po&et silné souvisljch komponent

void tarjan(int v) {

o

cislo[v] = aktualni; // o&islovani vrcholu
nejnizsilv] = aktualni; // inicializace nejniZsiho dosazeného
aktualni++;
stack[pos_stack++] = v; // pfidej do zasobniku
instack([v] = 1;
int v2;
for (int i = kon[v] - poclv]; i < kon[v]; i++) {
v2 = nasl[i]; // néaslednik
if (cislo[v2] == -1) { // vrchol nenavsiven
tarjan(v2);
nejnizsilv] = min(nejnizsilv], nejnizsil[v2]);

}

else if (instack[v2]) nejnizsilv] = min(nejnizsil[v], cislo[v2]); // vrchol je v z&sobniku, neni tedy jesté& v Zzadné SSK

}
if (nejnizsilv] == cislo[v]) { // nalezena SSK
int j = 0;
if (pocetSSK > 0) j = kon2[pocetSSK - 1];
do { // odebirej vrcholy ze zasobniku
if (pos_stack > 0) {
v2 = stack[--pos_stack];
instack[v2] = 0;
// ptidej vrchol do SSK
nahrad[v2] = pocetSSK;
// novy seznam nasledniki
for (int i = kon[v2] - poc[v2]; i < kon[v2]; i++)
nasl2[j++] = nasl[il;
}
} while (v2 != v && pos_stack > 0);
kon2[pocetSSK++] = j;

main(void) {
int n, m;
// nagti vstup
scanf ("%d %d", &n, &m); // polet mést a kuryri
int hi[MAXM], h2[MAXM];
// nagti orientované hrany
for (int i = 0; i < m; i++) {
scanf ("%d %d", hl + i, h2 + i);
poc[hi[il]l++; // zvys po&et hran vedoucich z vrcholu
¥
kon[0] = 0;
nahrad[0] = 1; nejnizsi[0] = cislo[0] = -1;
for (int i = 1; i < n; i++) {
kon[i] = kon[i - 1] + pocl[i - 1];
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svou vlastni mnozinu, mohly by tyto mnoziny dohromady
byt vic nez linedrné velké (zkuste vymyslet piiklad slovniku,
pro ktery tomu tak je) a museli bychom se vzdat nadé&je, ze
stihneme automat zkonstruovat v linedrnim ¢ase. Proto po-
uzijeme trik: v§imneme si, Ze out(s) je pro kazdy stav budto
rovna out( f(s)) nebo se od ni lisi pfidénim slova o(s). Staci
si proto pamatovat o(s) a jesté néjakou funkci z(s), kterd
fekne, ve kterém stavu méme najit zbytek mnoziny out(s).
Krok 9 proto upravime takto:

9. Pokud je o(f(s)) = 0, poloz z(s) < z(f(s)), jinak

Podobné upravime vypisovani nalezenych slov: vypiseme
o(s) a pokud je z(s) # 0, pokracujeme ve vypisovani ve sta-
vu z(s).

Jesté se zamysleme nad Casovou slozitosti. Oznac¢me P ve-
likost celého slovniku. Prvni ¢ast algoritmu provede ma-
ximalné O(P) kroki, pokud povazujeme velikost abecedy
za konstantu. Ve druhé fazi se kazdy stav dostane do fronty
pravé jednou, takze vSe je linearni az na prichody zpétnou
funkeci. Mtzeme si ale v§imnout, Ze podobné jako u KMP
i zde vlastné spoustime vyhledavaci automat na vSechna
hledana slova bez prvniho pismene, az na to, ze misto jed-
no po druhém je zpracovavame na preskacku a ze spolecné
Casti vypoctil (nez se strom rozvétvi) pocitdme jen jednou.
Celkem to tedy bude trvat nejvyse tolik, kolik vyhledani
vSech slov dohromady, coz je O(P).

Celkové tedy vyhledédvaci algoritmus bézi v ¢ase O(P +n+
v), kde n je délka textu, P celkova velikost slovniku a v
pocet nalezenych vyskyti. Na zavér dodejme, Ze tento algo-
ritmus vymysleli pan Aho a pani Corasickové, a pfedvedme
program:

var
N: Integer; { délka textu }
W: Integer; { po&et slov}

Slova: array[1l..MaxW, 1..MaxK] of Char;
Delky: array[i..MaxW] of Integer;

Text: array[1..MaxN] of Char;

Q: Integer; { pocet stavi }
{ pfechodovéd a zp&tnd funkce: }

g: array[l..MaxQ, Char] of Integer;
f: array[0..MaxQ] of Integer;

{ obé& &asti vystupni funkce: }

o: array[0..MaxQ] of Integer;

z: array[0..MaxQ] of Integer;

procedure NulujStav(State: Integer);
var

C: Char;
begin

o[State]:= 0;

for C:= #0 to #255 do

glState, Cl:= 0;

end;

function Krok(S: Integer; C: Char): Integer;
begin
while (S > 0) and (g[S, C] = 0) do S:= £[S];
Krok:= g[S, CI;
end;

var
S, I, J, L: Integer;
C: Char;

FI, FC: Integer;
Fronta: array[1..MaxQ] of Integer;
begin
{ vlozime vSechna slova }
Q:=0;
NulujStav(Q);
for I:=1 to W do
begin
S:= 0;
for J:= 1 to Delkyl[I] do
begin
if g[S, SlovalI, J1] = O then
begin
Q:=Q + 1;
NulujStav(Q);
gls, SlovalI, J11:= Q;

end;

S:= g[S, SlovalI, J11;
end;
o[s]:=I;

end;

{ zkonstruujeme zpé&tnou a vystupni fci }
£[0]:= 0; z[0]:= 0;
FC:= 1; FI:= 1;
Fronta[FC]:= 0;
while FI <= FC do
begin
for C:= #0 to #255 do
if glFrontal[FI], C] <> O then
begin
S:= gl[Frontal[FI], C];
I:= Krok(f[Fronta[FI]], C);
if Fronta[FI] = O then f[S]:= 0
else f[S]:= I;
if o[£[S]] <> O then z[S]:= f[S]
else z[S]:= z[f[S]];
FC:= FC + 1;
Frontal[FC]:= S;
end;
FI:=FI + 1;
end;

{ hledéame }
S:= 0;
for I:= 1 to N do
begin
S:= Krok(S, Text[I]);
L:=S;
while L <> 0 do
begin { hlasime vyskyty }
if o[L] <> 0 then
begin
write(I, ’: ?);
for J:= 1 to Delkyl[o[L]] do
write(Slovalo[L]l, J1);
writeln;
end;
L:= z[L];
end;
end;
end.

Dnesni menu Vam servirovali
Martin Mares a Petr Skoda



Vzorova FeSeni tfeti série

22-3-1 FaleSna mince

Nad tlohou budeme uvazovat trochu pozpatku. Co nam asi
muze Fict 1ékarnik? Z kazdého vazeni mohou pfijit t¥i rizné
vystupy. Budto se vdhy naklonily vlevo, nebo vpravo, nebo
ztistaly v rovnovaze. Tedy mame celkem 3% moznych odpo-
védi pro K vézeni. Kdybychom védéli, Ze mince je BUNO
(bez tjmy na obecnosti) leh¢i, pak mame naprosto trivialni
situaci. Podivame se, ktera mince byla na vSech miskéch,
které byly prohlaseny za ,leh¢i“, a nebyla na zadnych ji-
nych. Umime zvazit 3% minci a finito.

Nicméné my vime jen to, Ze mince je rtzné hmotnosti, a
tedy musime uvazit obé moznosti. Nalezneme minci, ktera
byla budto na vSech leh¢ich, nebo na vSech té&zsich miskach
a pfi rovnovaznych vazenich lezela stranou. Tedy sestavime
takovou sadu vazeni, aby se toto dalo jednoznacné urcit.
Uvédomme si vSak, jak se lisi vysledky pro stejnou minci
falesnou, ovsem jednou leh¢i a jednou tézs8i — vysledek kaz-
dého vazeni se prosté obrati (a vznikne inverzni vysledek)
s vyjimkou pfipadu, kdy byly vahy vzdy v rovnovaze, ten je
inverzni sam sobé — a tedy mutzeme urcit maximalni pocet
minci, které umime zvazit K vézenimi, na (3% +1)/2.

Kazdé minci tedy mizeme pfiradit jeden Fetézec znaki <=>,
znamenajicich ,leva strana je leh¢i®, | védhy jsou v rovnova-
ze“, ,prava strana je leh¢i“. Z kazdého mizeme ziskat jemu
inverzni vzajemnym nahrazenim znaka <>.

Takovy Tfetézec také rika, jak ve kterém véazeni mince figu-
ruje. Jsou-li vahy v rovnovaze, zjevné na nich falesna mince
zrovna neni, jinak se nachazi na jedné z misek. Uvazme tedy
i-té vazeni: Existuje pravé 2-3% 1 rtzngch fetézci délky K
majicich na i-tém misté < nebo >. Z nich ale pravé polovinu
vyskrtame — jsou v nich totiz samé dvojice dudinich retézcii.
Takze na dvé misky v i-tém vazeni potfebujeme rozmistit
351 minci, to ale neni mozné (neumime nedestruktivné
rozdélit lichy pocet minci na poloviny) — jeden Fetézec zjev-
né nevyuzijeme, a tedy neumime zvazit (3% + 1)/2 minci,
ale jen (3% — 1)/2 minci.

Nyni prichazi nejtézsi ukol — jak zkonstruovat rozlozeni
minci na vahy. Pro N = 1 si mizeme byt jisti, Ze ta mince,
kterou drzime v ruce, je falesna. Pro N = 2 to naopak urcit
vubec nelze. Pro ostatni N vytvoiime N Fetézcu délky K
ze znakll <=> tak, Ze pro kazdou pozici i € {1...K} bu-
de platit, ze existuje stejny pocet Fetézct majicich na i-té
pozici < jako poCet Fetézcli majicich na i-té pozici > (déle
oznacuji jako Podminka). Pak jednoduse rozlozim mince na
vahy pii jednotlivych vazenich tak, ze pfi < polozim minci
na levou misku, pfi > na pravou a pii = odlozim stranou.

Priklad: vazeni pro N = 4 se d4 zapsat jako 1--2, 2--3,
ale také jako My = {<=, ><, =>, ==}, coz pak pietteme
jako predpis: ,,Prvni minci poloz p¥i prvnim vazeni na levou
misku a pfi druhém ji odloz stranou; druhou minci poloz pii
prvnim vazeni na pravou misku a pii druhém na levou; t¥eti
minci nejdiive odloz stranou a pfi druhém véazeni poloz na
pravou misku a ¢étvrtd mince necht se vah ani nedotkne.“

Zkonstruujme nejprve rozlozeni pro N = Ny = (35 —1)/2
a z nich potom vSechna ostatni rozlozeni. To udélame re-
kurentné — konstrukei z predchoziho. Pro K = 2, Ny = 4
méame predchozi priklad. VSimnéme si, Ze v ném neni feté-
zec <<. Lze jednoduse ukazat, Ze Ngy1 = 3Nk + 1. Vez-
méme tedy mnozinu My, , odstranime z ni fetézec ==...=
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a do mnoziny My, ji vlozime tiikrat — jednou ke viem
Fetézcum pridame na zacatek <, jednou > a jednou =. Chybi
nam jesté 4 retézce: trojice =>>>...> ><<<...< <=== .=
a ,odlozena mince“ ===...==. Je jednoduse ovéfitelné, ze
mnozina My, spliuje Podminku a zarovenn neobsahuje
Fetézec <<<<...<<

Nakonec si jesté rozmyslete, ze z kazdé takto zkonstruované
mnoziny lze vyskrtnout spravny pocet Fetézcti, abychom
ziskali My, pro vSechna N s vyjimkou N = 2. Jde totiz
rozdélit My, na trojice splitujici Podminku: Oznacime-li
v My, _, néjakou existujici trojici fetézci jako A, B, C,
tak v My, mame nasledujici trojice: (<A, =B, >C), (=A,
>B, <C), (>A, <B, =C).Zbytek je jedna trojice a ,odloZena
mince“.

Tedy pokud potiebuju My pro N = Nk — 3¢, tak odstra-
nim ¢ trojic, pro N = Ni — (3¢ + 1) odstranim ¢ trojic
a ,odloZenou minci“. Zbyva podly trik podle Mirka Olsaka
(diky!) pro N = Ng — (3p + 2): Z fetézcli =<<<<...<<=,
<>>>.. . >>=, =K<, .. <<< udélam fetézec <<<<...<<, ktery
v My, nebyl, ¢imz jsem se zbavil dvou fetézcii, a nasledné
jesté odstranim ¢ dalsich trojic.

A tedy pocet vazeni, které potfebujeme k urceni falesné
mince z mnoziny N minci, je roven K = [logs(2N)].

Jan ,Moskyt“ Matéjka

22-3-2 Détska hra

Jednalo se o grafovou ulohu. Déti pfedstavuji vrcholy a po-
kud ma dité u chytat dité v, pak existuje hrana (u,v). Dité d
se muze dostat do pozice, kdy by muselo chytat samo sebe,
pouze v pripadé, Ze vrchol d lezi na kruznici. Z kazdého
vrcholu vede pravé jedna hrana, takze pocet vrcholi (n) je
roven poétu hran (m). Diky tomu vime, Ze v kazdé kompo-
nenté je pravé jeden cyklus. Pokud m = n — 1, tak je graf
stromem (kazdy vrchol kromé kofene je zavéSen jednou hra-
nou ke svému pfedkovi). Pokud pfiddme n-tou hranu, tak
nam vznikne kruznice.

Kruznice budeme hledat prohleddvanim do hloubky. V kaz-
dé fazi si vybereme vrchol z, ktery jsme jesté neprosli, a
spoustime prohledavani z néj. U kazdého vrcholu si znadi-
me ,¢as“ prvniho pfichodu (napf. éislo faze) in(vrchol). Po-
stupujeme po hranach, dokud nenarazime na hranu (u,v),
ktera vede do prozkoumaného vrcholu v. Pokud je ¢as pii-
chodu do v mensi nez ¢as prichodu do z, tak jsme se jen
dostali k jiz prozkoumané ¢asti grafu, v opatném piipadé
jsme nalezli kruznici délky in(u) + 1 — in(v). Poznacime
si délku nalezeného cyklu a pokracujeme dalsi fazi, dokud
existuji neprozkoumané vrcholy. Nakonec jsou vSechny vr-
choly navstivené a vysledny pocet déti, které mohou chytat
samy sebe, je souc¢tem nalezenych cykla.

Pii prochazeni navstivime kazdy vrchol pravé jednou a jesté
jedenkrat se do néj mizeme podivat, pokud lezi na cyklu,
anebo na cesté, kterou jsme zacali prochazet az od ngj. Ca-
sova slozitost tedy je O(n), paméfova sloZitost je taktéz
O(n) — pro kazdy vrchol si pamatujeme jeho naslednika.

David Marek

22-3-3 Kuryrni sluzba

Na prvni pohled je vidét, ze uloha je grafova, mésta tvori
vrcholy a kuryfi orientované grafy (komu nic tyto pojmy

pokusime znovu piihlasit k serveru, ale to opét v novém
procesu (abychom zniéili vSechny stard spojeni).

Nyni, co se muze stat? Kdyz spadne proces s praci, ktery
ale bézi na stejném stroji, jako my, znamena to, Ze je v ném
chyba. Nahldsime to tedy klientovi a praci povazujeme za
splnénou. Obdobné kdyz se nedockame vysledku v pozado-
vaném case (ale pfedtim proces s praci ukonéime).

Pokud spadne bud server nebo klient, pak jen ukonéime
pfipadnou probihajici praci a zkusime se opét na néktery
server pripojit. To je zcela v poradku — pokud spadl server
(a my se o tom dozvédéli), pak jesté nemame zadnou praci
a nic se neztrati. Jediny pfipad, kdy zni¢ime néjakou praci,
je, kdyz umfe klient, ale v tom pfipadé neni komu poslat
vysledek, je tedy zbytecné.

A co kdyz umfeme my? Bud se tak stalo jesté pred pii-
pojenim na server a v tom piipadé to nezpusobi zadnou
skodu. A poté az do dokonceni prace s nami je vzdy nékdo
slinkovany, takze se o tom dozvi a mize provést napravna
opatfeni (v pfipadé serveru si nds jen smazat, v piipadé

Server

Nyni, co déla server? Na chvili si odmysleme ponékud krko-
lomné predavani pracujicich procesti. V tom ptipadé je cely
server velmi jednoduchy. Sbira tikoly a pracujici procesy, ve
chvili, kdy se sejde od kazdého jeden, tak je sparuje a dal
se 0 né nestara.

Po dobu ulozeni tkolu i pracujiciho procesu je s nim pro-
linkovan. Ve chvili, kdy druhy konec spadne, smaze si jej
ze seznamu (nefungujici pracujici je k ni¢emu, prace pro

neexistujici proces je zbytecna). KdyZ sparuje pozadavek
s pracujicim, tak je oba unlinkne — pro server jsou jiz neza-
jimaji, vy¥idi si vSe mezi sebou.

Co kdyz spadne server? Potom se o tom dozvédi vsichni
klienti i vSichni pracujici. Pracujici se jen piepoji na jiny
server a klienti poslou praci znovu, nékam jinam.
Predavani pracujicich

Neni problém se dohodnout, ze nékdo jiny potfebuje pracu-
jictho — stadi si navzajem posilat zpravy o tom, Ze se jedna
z mnozin stala neprazdnou. Problémem je, jak pracujiciho
predat bezpeénym zpiisobem. Aby se nékde ,neztratil ces-
tou“, je potieba, aby s nim vzdy byl nékdo prolinkovany, a
pokud cestou umfe, Fict si o nového.

Napred se tedy dva servery, které si ho predévaji, nalinkuji
spolu a dohodnou si pfedani. Ptijimajici server si nalinkuje
pracujiciho a potvrdi pfedavajicimu, ten ho v tuto chvili
muze unlinkovat a Fici mu, aby se presunul. Pracujici se
pripoji na novy server a presun je hotovy.

Co mize spadnout? Inu, cokoliv. Kdyz spadne pracujici, do-
zvi se o tom pfijimajici server (linkne si ho) a mtze pozadat
o nového. Kdyz umfe p¥ijimajici server pii dohadovani, do-
zvi se o tom piedévajici. V tom pfipadé nic neodesle (neni
komu). Nakonec, mize umfit i pfedavajici, o tom se ovem
dozvi pfijimajici a nebude tedy ¢ekat na pracujiciho. (Kdy-
by nédhodou pfisel, tak se nic zlého nestane, pfijmeme ho
tak jako tak. Pokud nepfiijde, stejné si od mrtvého serveru
nemizeme vyzadat nového.)

Michal ,wvorner® Vaner

Vzorové programy

22-3-6 Kolejni vytahy C

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

// minimum a maximum
#define MIN(X,Y) ((X) < (Y) 7 (X) : (Y))
#define MAX(X,Y) ((X) > (Y) 7 (X) : (Y))

struct MF {
int start;
int cil;

} mff[1000001];

// porovnavaci funkce pro Quicksort
// makro poslouzi pro zjednoduSeni z&pisu
#define R(x) ((struct MFx) x)->cil

int cmp(const void *a, const void *b)
{
return (R(a) - R(b));

int main(void)

{
int a, b, k, n, o, p, i;
FILE *fin, *fout;
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fin=fopen("kolej.in", "r");
fscanf (fin, "%d %d\n", &n, &k);
for (i = 0; i < nj; i++)

{
fscanf (fin, "%d %d\n", &p, &o);
mff[i] .start = MAX(1, p-o);
mff[i].cil=MIN(k, p+o);

¥

fclose(fin);

gsort(mff, n, sizeof (struct MF), cmp);

b 0;
a = 0;
for (i = 0; i < nj; i++)
{
if (mff[i].start > b)
{
b = mff[i].cil;
at+;
}
}
fout = fopen("zastavky.out", "w");
fprintf (fout, "%d\n", a);
fclose(fout);
return 0;



implikuje, ze ak takd operaciu spravime v kazdom kroku,
dostaneme optimalne rieSenie,

V tomto pripade to bolo operacia sparovania bodu s maxi-
malnou y-ovou stradnicou.

Pri tychto tlohédch je viak vzdy nutné overit, ¢ nas krok je
skuto¢ne tym, ktory nam nasu cestu k optimalnemu riese-
niu neodstrihne a ¢i mame moznost nejakt taktto operdciu
spravit v kazdom kroku.

Peter Ondriska

22-3-6 Kolejni vytahy

V této sérii byla lecktera tloha pofadné vypecend, jedno-
duchost jsme skryli pravé do praktické ulozky.

Ochotu jednotlivych studentt, ktefi chtéji vyjet nahoru vy-
tahem, miizeme chapat jako intervaly na celociselné ose od 1
do n, kde n je vyska koleji. Nékteré intervaly se mohou pre-
kryvat, a nasim cilem je vybrat takovou mnozinu ¢isel, ze
pokryjeme vSechny intervaly. Pocet intervali oznacme k.

Pojdme na to od lesa. Tedy ... od zacatku. Prvni student
bude muset nékde vystoupit, ale mize zastavit tak, aby
pomohl vice lidem. Moc nového jsme se nedozvédéli. Co
kdyz se ale podivame na prvniho studenta, ktery musi vy-
stoupit — jehoz konec intervalu je ze vSech koncti nejblize 1.
Vime, ze tohoto studenta musime nékde z vytahu vystréit,
ale navic vime, Ze to klidné mizeme ucinit pravé na tomto
misté.

Mizeme to udélat proto, nebot jsme ho chytie vybrali —
muze se stat, ze jeho interval protind intervaly jinych stu-
dentti, avsak zadny z téch, kdo s jeho intervalem ochoty
maji prunik, jesté nemusi vystupovat — jinak Feceno, vsich-
ni takovi mohou vystoupit pravé v tomto patie.

Nechame tedy z vytahu odejit vSechny studenty, ktefi jsou
na konci intervalu prvniho studenta ochotni. A méame z&-
klad algoritmu! Zbytek dofesime obdobné — nalezneme do-
sud neprobraného studenta, jehoz konec intervalu je nejbli-
ze poslednimu mistu, a nechame s nim vystoupit vsechny
ostatni, ktefi jsou v tom patfe ochotni.

Pokud na zacatku algoritmu data setfidime podle koncti
intervalt (v ¢ase O(klogk)), zbytek dofesime se slozitosti
O(k) a celkové to tedy stihneme v ¢ase O(klog k).

Maéame za sebou slozitost, ale je algoritmus spravné? Po-
stupem vySe zminénym urcité dojdeme k néjaké korektni
posloupnosti zastavek, nemusi ndm byt ale zcela jasné, ze
takova posloupnost je minimalni. Podivejme se na posloup-
nost intervalti, které jsme vzdy vybrali jako dalsi ,koncové®,
a oznacme jeji velikost p. Protoze jsme na kazdém konci
poslali z vytahu vSechny studenty, ktefi vystoupit mohli,
tyto intervaly jsou disjunktni. Tim padem kazdé pFipustné
rozlozeni zastavek musi zastavit alespon p-krat — na kaz-
dém intervalu alespon jednou. Nicméné p je pravé pocet
zastavek, které vykonal nas algoritmus, a vysledek je tedy
vskutku optimalni. Howgh.

Tim skoncila indidnska ¢ast FeSeni. Jesté zminime, Ze pokud
si nakreslime jednotlivé intervaly na realnou osu a budeme
se na tuto strukturu divat jako na graf (intervaly = vrcholy
a dva vrcholy jsou spojeny hranou, protinaji-li se dva inter-
valy), dostaneme specidlni typ grafu, jménem ,prianikovy
graf*. Takovéto grafy (nejen piimkové) jsou ¢asto studo-
vany v teorii grafi a jiz se o nich leccos vi, napftiklad ze
leckteré ,tézké“ problémy pro obecné grafy na nich lze vy-
fesit v polynomidlnim case.
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Martin Béhm

22-3-7 Pavouci internetu

Piehled

V naSem vzorovém FeSeni je situace mirné komplikovana —
dohaduji se mezi sebou 3 druhy procest. Podivejme se tedy
napied na jednodussi situaci, kdy nic nepada. Jak bude
vypadat pracovni cyklus?

Klient si vybere server a zadd mu praci, po¢ka na potvr-
zeni o jejim piijeti. Nékdy mezi tim se nékde jinde objevi
pracujici proces a piipoji se také na server. Kdyz se tedy
na serveru sejdou oba, server je seznami — preda praci pra-
cujicimu procesu, spole¢né s PID toho, kdo ji zadal. Vice
se o né nestara. Pracujici provede zadany tkol, odesle vy-
sledek (pfimo zadavajicimu, nikoliv p¥es server) a znovu se
prihlasi na server. Mezitim server seznamuje dalsi pracujici
s praci. Zatim jednoduché?

Jak je ale feSené, kdyz se pracujici prihlasi na jiny server,
nez na ktery je ulozen tkol? Servery mezi sebou komunikuji
také. Ve chvili, kdy na nékterém serveru dojde k prebytku
libovolného druhu (pfebyvaji bud pracujici a nebo tkoly),
oznami to server vem ostatnim. Ti si bud feknou o pfesun
pracujiciho nebo nabidnou svého pracujiciho. Tomu je poté
sdéleno, aby se pFipojil na onen jiny server.

Jak budeme Fesit havarie? Podivejme se na jednotlivé ¢ésti
podrobnéji.

Zadavani

Kdyz chceme zadat tikol, spustime novy proces. Jeho uko-
lem bude sledovat, co se s ukolem kde déje.

Ten se pokusi odeslat praci prvnimu serveru z nastaveni.
Bohuzel, ten nemusi bézet, proto ¢ekdme na odpovéd jen
néjakou dobu. Pokud ale bézi, linkne si nas proces a piijem
potvrdi.

Ve chvili, kdy mame potvrzeni o pfijeti, cekdme na pfira-
zeni. Az server najde vhodného pracujiciho, d4 ndm o tom
védét (a také jeho PID). My si ho linkneme a budeme ¢ekat
na odpovéd od néj (a serveru uz si nebudeme vsimat, co se
s nim déje, je nyni nezajimavé).

Kdyz prijde vysledek, vse probéhlo, jak mélo, my muzeme
poslat vysledek do pivodniho procesu a spokojené skoncit.

Pokud se nedockame odpovédi od serveru, zkusime dalsi
server v seznamu a s nim provadime totéz. Jestlize selze co-
koliv dalsiho (server ¢ pracujici umfe, kdyZz ¢ekdme na néco
od néj), tak zaéneme zcela od za¢atku — od prvniho serveru
a v novém procesu. (Kdo si mé pamatovat, co vSechno by
bylo potfeba unlinknout? Navic, pokud by néktery server
zil, ale nestihl odpovédét vcas, pak by mél ulozenou nasi
préci — skonéenim ji u néj zrusime.)

Pracujici

Kazdy pracujici ma dvé vyvojova stadia. Prvni stddium je
¢ekajici. Podobnym zptsobem jako klient se pokusime spo-
jit se serverem (tedy, posleme mu své PID a on bud odpovi,
7e nas bere, nebo, kdyz se nedockame odpovédi, zkusime
dalsi server). Az nés néktery pfijme, tak si nds linkne a my
jen budeme poklidné ¢ekat, az nam pridéli néjakou préci.

Az néjakou dostaneme, tak si nas unlinkne server, ale linkne
si nas klient. My praci pustime, ale to udélame v novém
procesu (samoziejmé, také s ndmi slinkovaném) a ¢ekame
na vysledek. Az skonéi, posleme vysledek klientovi, sami se

nefikaji, doporucuji pfecist kucharku o grafech na nasich
strankach). Pocet mést (vrcholtl) si ozna¢ime N a pocet
kuryrii (hran) M. O husitském orientovaném grafu chceme
zjistit, zda-li existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy
alespoii jednim smérem, tedy z A do B nebo z B do A pro
kazdé dva vrcholy A a B. Takovy graf se nazyva polosou-
visly.

To bude urcité Floyd-Warshalltv algoritmus, zazni v hlavé
prvni navrh. Ten pfece pocita nejkratsi cestu v orientova-
ném grafu mezi vSemi vrcholy. Pouziva dvourozmérné po-
le velikosti N x N, pfiéemZ prvek na pozici [i, j] obsahuje
nejkratsi cestu mezi vrcholy ¢ a j. Na zacatku jsou vSech-
ny prvky inicializovany ,nekonecnem“ nebo ohodnocenim
hrany a v IV krocich se vylepsuje odhad na délku nejkratsi
cesty. Pro podrobnéjsi popis odkazuji opét na nase kuchai-
ky na webu, konkrétné na dynamické programovani. Jen
dodém, 7e tento algoritmus ma &asovou slozitost O(N?3)
a pamé&fovou O(N?).

S ¢asem O(N?®) by vsak mohli husiti prohrat valku, nez
by zjistili, Ze se mezi mésty nedaji posilat zpravy — maji
pomalé dievéné pocitace a spoustu dobytych mést. Navic
nepotiebujeme nutné pocitat nejkratsi cestu, ani nezndme
ohodnoceni hran (vzdalenost mezi mésty). A zatfeti, davali
bychom pouze za pouziti algoritmu z kuchaiky 13 bodu?
Zkusime tedy postupovat lépe.

Nejprve si dokazeme, Ze v polosouvislém grafu musi existo-
vat sled prochéazejici vSemi vrcholy (sled je cesta, ve které se
mohou opakovat vrcholy i hrany). Kdyby totiz neobsahoval
v8echny vrcholy, vezmeme vrchol V, jenz v ném nelezi. Aby
byl graf polosouvisly, musi pro kazdy vrchol U ze sledu exis-
tovat bud cesta z U do V nebo z V do U. Podle toho, jestli
z vrcholu existuje cesta z nebo do V, si rozdélime vrcholy
na dvé skupiny (tyto skupiny mohou mit néjaky prekryv)
a sefadime je podle toho, jak lezi na sledu. Potom ovsem
mizeme V pridat do sledu mezi posledni vrchol, z néhoz se
Ize dostat do V, a prvni vrchol, do néhoz vede cesta z V,
anebo kamkoliv do pfekryvu téchto dvou skupin.

Aby se nam sled lépe hledal, odstranime si z grafu oriento-
vané cykly, respektive slou¢ime je do jednoho vrcholu. Ji-
nymi slovy, najdeme silné souvislé komponenty (SSK), coz
jsou maximalni podgrafy, ve kterych mezi kazdymi dvéma
vrcholy vede orientované cesta obéma sméry. Pro predsta-
vu, SSK mohou tvofit jednotlivé cykly, soustavy vice spo-
jenych cykld, ale i samotné vrcholy. Jak je vidét, v nich
skutecné nemusime zjistovat, jestli existuje cesta mezi kaz-
dymi dvéma vrcholy. Netfeba vymyslet kolo, na nalezeni
silné souvislych komponent se pouziva Kusarajuv ¢i Tarja-
nuv algoritmus. My si zde popiSeme Tarjaniv, jenz najdete
i na anglické Wikipedii pod heslem Tarjan’s strongly con-
nected components algorithm.

Tarjantiv algoritmus je modifikaci prohledévani do hloubky.
Oproti standardnimu prohledavani si navic budeme vrcho-
ly ¢islovat podle toho, kdy do nich vstoupime (sefadime je
prohledévinim do hloubky), a pfi zpétném prichodu hle-
dame, do jakého vrcholu s co nejnizsim ¢islem se mizeme
dostat. Je-li to nejnizsi nalezené ¢islo rovno ¢islu vrcholu,
nasli jsme cyklus a tedy SSK. Vsimnéte si, ze kazdou SSK
zaznamename pravé jednou, protoze vSechny jeji vrcholy
obdrzi stejné ¢islo — to nejnizsi z celé SSK — a rovnost te-
dy nastane jen u jednoho vrcholu. Tento vrchol si nazveme
kofenem SSK.

Jak zjistit, jaky potomek vrcholu ma nejnizsi ¢islo? Jedno-
duse, staci se podivat, do jakého nejnizsiho ¢isla se dostali
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potomci vrcholu, do nichz z néj vede hrana. Pokud narazi-
me na cyklus a tedy na vrchol, u néhoz dosud tuto hodnotu
neznéame, vezmeme prosté jeho &islo (coz se dé zaridit lehce
— na zacatku bude mit kazdy vrchol inicializovan nejnizsiho
potomka svym éislem).

Diky nalezeni SSK v kofeni (vrcholu s nejniz$im é&islem
v SSK) méame jistotu, Ze jsme ziskali maximélni SSK, te-
dy ze k ni uz nelze zadny vrchol pridat, aby zustala silné
souvisla. Pro uréeni, které vrcholy nalezi do nalezené SSK,
pouzijeme zasobnik, do nehoz pfidavame vrcholy pfi vstupu
do nich. Po objeveni SSK se vrcholy ze zasobniku odebiraji,
dokud se nenarazi na koren.

Maéme tedy silné souvislé komponenty. Co s nimi? Slou¢i-
me je do jednoho vrcholu a vytvoiime si novy, acyklicky
graf, tzv. kondenzaci ptivodniho grafu. V tomto grafu jiz
staci otestovat, jestli v ném existuje cesta obsahujici vSech-
ny vrcholy (dtvod je podobny tomu, Ze v pivodnim grafu
je sled se vSemi vrcholy). Novy graf se ale nemusi skladat
jen z cesty, muze obsahovat tzv. dopfedné hrany, jez vedou
z né&jakého vrcholu A do jiného vrcholu, jez je na cesté dale
nez A. Test, ktery se pokusi takovou cestu najit a rozhodne
o vysledku, mize byt naptiklad nalezeni vrcholu, do néjz
nevede hrana (ten existuje, mame acyklicky graf a musi
byt pravé jeden), a prichod do §itky, pfi kterém si budeme
pamatovat, pres kolik vrchold jsme jiz presli.

Jaké je Casova a paméfova slozitost algoritmu? Jak jiz by-
lo feceno, Tarjantv algoritmus je modifikované prohleda-
vani do hloubky. Ma-li tedy operace zjisténi, jestli je pr-
vek v zdsobniku, konstantni ¢asovou slozitost (coz se dé
zafidit polem, jehoz prvek na misté i urcuje, jestli je i-
té mésto v zasobniku), sloZitost Tarjanova algoritmu vyjde
O(N+M). Na nasledné nalezeni vrcholu, do kterého nevede
hrana, spotfebujeme opét fadové N + M operaci. Slozitost
prohledavéani do sitky nam uz hezkou linearni ¢asovou slozi-
tost O(N + M) nezkazi. Asymptoticky rychleji tlohu uréité
nevytesime, nepfecetli bychom ani cely vstup. Algoritmus
zabere také jen O(N + M) paméti, takze jsme zachranili
husity s pomalymi dfevénymi pocitaci.

Jiné feSeni

Celkem elegantni FeSeni poslal Mirek Olsak. Vsiml si, ze
sta¢i modifikovat Tarjantiv algoritmus, takze si vystacime
pouze s jednim prohledavanim do hloubky. Pouzijeme na-
sledujici pozorovani: kdyz se vracime pii prohledavani acyk-
lického grafu, jez nam vyrobil Tarjaniv algoritmus, z néja-
kého vrcholu, musi z néj vést hrana do vrcholu, z néhoz
jsme se vraceli pfedtim (pro lepsi pfedstavu si zkuste na
chvili vypustit z grafu cykly). Pfi navratu z vrcholu tedy
ulozime vrchol do néjaké globalni proménné a v kazdém vr-
cholu zkontrolujeme, jestli do néj vede hrana. Ze graf neni
polosouvisly, objevi tento algoritmus ve vrcholech, z nichz
nevede hrana do zadného dosud neproslého vrcholu, zkuste
si rozmyslet proc.

Nejlépe ptijde algoritmus pochopit asi z nasledujiciho pseu-
dokédu vychézejiciho z implementace Tarjanova algoritmu
na Wikipedii:

vstup: graf G = (V, E)
// V je mnozina vrchold a E mnoZzina hran
index = 0
// proménna slouzici k &islovéani vrchold
S = empty // préazdny zasobnik pro vrcholy
posledni = undefined
// posledni vrchol, z néhoZz jsme se vratili
forall v in V do

if (v.index == undefined)



// prohledej do hloubky vrcholy,
// které jest& nebyly navitiveny
tarjan(v)

print "Hura! Graf je polosouvisly."

procedure tarjan(v)
v.index = index // o&islovani vrcholu
// inicializace nejnizsiho dosaZeného vrcholu
v.lowlink = index
index = index + 1
nalezen_posledni = false
if (posledni == undefined)
//zatim jsme se ze Zadného vrcholu nevraceli
nalezen_posledni = true
S.push(v) // ptidej vrchol do zasobniku
// projdi vSechny nasledniky vrcholu
forall (v, v’) in E do
// pokud neni vrchol navstiven
if (v’.index == undefined)
tarjan(v’) // prohledej ho do hloubky
// ur&i vrchol s nejnizsim &islem
v.lowlink = min(v.lowlink, v’.lowlink)
else if (v’ is in 8)
// vrchol je v zasobniku
v.lowlink = min(v.lowlink, v’.index)
// vede hrana do vrcholu, z né&hoZ
// jsme se naposled vraceli?
if (posledni == v’)
nalezen_posledni = true
// konec for cyklu

if (nalezen_posledni == false)
print "Graf neni polosouvisly."
exit

if (v.lowlink == v.index) // nalezena SSK
// odeber vSechny vrcholy SSK ze zasobniku
repeat
v’ = S.pop
// nejhloub&ji v zésobniku je kofen SSK
until (v’ == v)
posledni = v

Pavel , Paulie“ Vesely

22-3-4 Rukavice

Trosku nas mrzelo, jak malo jste se snazili dokazovat sprav-
nost svych feSeni. Neni vibec tézké na néjakou strategii
prijit, ale vraci takova opravdu pozadované, tj. vzhledem
k L a P minimélni vysledky? K noénim miram opravova-
teli KSP patii divnd, slozita a odvazna feseni, kterd skoro
urcité nefunguji, ale je tfeba pfijit na potfebny protipiiklad
— v piipadé této tlohy byla ale vétsina Spatnych FeSeni vy-
vratitelna kratkym kritickym nahledem, kterého byste méli
byt schopni i sami. Nebojte se ndm napsat, ze slabinu své-
ho postupu znéte: chdpeme, Ze na dobré feseni neni snadné
prijit.

Jednoduchy, nespravny, ale slibny pohled vypada takto: po-
kud bych mél jistotu, ze z levé truhly vytahnu od kazdého
paru alesponl jednu rukavici, mohlo by mi stacit z pravé
bedny vytahnout libovolnou. Takovou jistotu vSak nemohu
ziskat nikdy, protoze mi nic nezarucuje, ze neexistuji pravé
rukavice bez levého ekvivalentu (bezlevé): proto budu chtit
zajistit, abych z levé bedny vytahnul alespon jednu rukavici
od kazdé zastoupené barvy a z pravé vytdhnu tolik ruka-
vic, abych mél jistotu, Ze mezi nimi bude néjaka, kterd ma
v levé bedné souputnika.

Kolik tedy? Inu, pokud nechdme Tomése z pravé bedny vy-
tahnout tolik rukavic, kolik je tam bezlevych a jesté jednu
navic, nemize se ani v tom nejhorsim piipadé stat, ze by
Tomasuv vybér obsahoval samé bezlevé pravé rukavice. Po-
dobné pokud v levé bedné vybereme tolik rukavic, kolik jich
je tam celkem bez poctu nejméné zastoupeného druhu plus
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jednu navic, urcité se nam nemize stat, ze by se v tako-
vém vybéru nevyskytovala libovolna varianta. (Rozmyslete
si! Pro¢ to musi byt ,nejméné zastoupeného druhu“?)

Nyni nds muze napadnout, Ze pfi nahrazeni levé bedny za
pravou a naopak by nam tento postup mohl vratit lepsi vy-
sledek, kupfikladu kdyby napravo bylo velmi mnoho bezle-
vych rukavic. Je propocitani obou variant a navraceni té
lepsi spravné feseni?

Ne.

(Pfestafime nyni uvaZzovat bezlevé a bezpravé rukavice —
obecné jejich vyskyty stejné nemuzeme Fesit jinak, nez ze
jejich pocet pfi¢teme k poctu rukavic k vytdhnuti.)

Rozhodli jsme se z jedné bedny vytahnout zarucené vsech-
ny barvy a z druhé zarucené jednu, z cehoz jsme si logicky
odvodili, zZe ziskdme jednobarevnou dvojici. Co kdybychom
chtéli z levé bedny zarucené vytdhnout k riznych barev a
z pravé n— k+1? Dirichletiv princip pravi, ze i pak bychom
méli zaruceno, ze vytdhneme alespon jeden stejny par. Mi-
7e se pro néjaké k stat, ze dosdhneme lepsiho vysledku nez
v krajnich piipadech & = 0, k = n? (Uvédomte si, Ze to
jsou presné dvé moznosti zvazované v odstavci pied ,Ne.)

Nejdfive: jak zajistime vytahnuti k barev? Staci vytahnout
pocet vSech rukavic bez n — k + 1 nejméné castych plus
jednu navic, podobné jako jsme to délali vyse. Ted si je tie-
ba rozmyslet, jaky rozdil v po¢tu tazenych rukavic zpusobi
prechod od néjakého k ke k+1: z levé bedny budeme muset
vytahnout navic rukavice (n—k+1)-ni nejméné zastoupené
barvy, z pravé naopak nebudeme muset tahnout rukavice k-
té nejméné zastoupené barvy. V obecném piipadé nevime
nic o tom, jestli si tim polepsime nebo pohorsime, musime
tedy ziskat minimum pfes vsechna k.

No a trivialni postup, jak ho ziskat, je sefadit si pocty ruka-
vic jednotlivych barev a pak k projit cyklem. Trvat to bude
O(nlogn), mista zabereme O(n). Detaily najdete v autor-
ském zdrojéku.

Je to tak spravné? Jde si snadno predstavit, ze nastavili-li
bychom pro ur¢ité mnozstvi L rukavic P mensi, nez jak to
délame, tj. takové, pro které nam Dirichlet uz nezarucuje, ze
vytdhneme dvé opacné rukavice stejné barvy, sel by sestavit
vybér rukavic, ktery skuteéné takovou dvojici neobsahuje.
Ted je otézka, zda neexistuje L, které jsme nezkouseli a
které dava lepsi feSeni: pocet vSech levych rukavic je ostie
vétsi nez n, takze jsme téch propoc¢ti presli docela hodné.
A vtip je v tom, Ze pro L, které L, < L < Ly (kde Ly od-
povida poctu levych rukavic, které musime vytahnout pro
dané k), bude P = Py, protoZe jsme onéch L — Lj ruka-
vic vytahli nadarmo: nezarudili jsme jimi vytazeni vétsiho
mnozstvi barev.

Maria VamosSovd & Lukds Lansky

22-3-5 Reklama

Na zaciatku rieSenia si dopomozeme mensim trikom. Cela
situdciu bodov v rovine oto¢ime o 45 stupiiov proti smeru
hodinovych ruciciek. To spravime jednoducho tak, ze nahra-
dime 2’ =z +y ay’ = x — y, a dalej budeme pracovat uz
len s tymito transformovanymi siradnicami. Teraz plati, Ze
vietky body (1, 1), ktoré mozu byt spojené s nejakym bo-
dom na stradniciach (24, y2), musia mat 2, < 22 ay; < yo
alebo x1 > x2 a Y1 > yo.

Najskor sa zamyslime, ¢o to znamen4, nakreslit ¢o najmenej
Glar, aby obsahovali v8etky body. Ak si predstavime ¢iaru

ako postupnost tsekov spajajucich dva body, tak to zna-
mend, ze minimum sa dosiahne prave vtedy, ked je celkovy
pocet tsekov vSetkych ¢iar dohromady maximalny.

Jeden usek ciary je teda spojenie dvoch roznych bodov p; =
(1,91), p2 = (22,y2) také, ze x1 < 29 a y1 < yp. Takéto
usporiadané dvojice (p1, p2) bodov budeme dalej volat par a
mnozinu parov, v ktorych kazdy bod vystupuje maximélne
2 krat (raz ako p; a raz ako ps), budeme volat parovanie,
ktorého velkost sa snazime maximalizovat.

Na dalsie uvazovanie si tlohu trocha preformulujme: Su da-
né dve mnoziny bodov S a P, pri¢om S obsahuje kdpie bo-
dov, ktoré mozu vystupovat v parovani ako body p; a P
obsahuje képie bodov, ktoré mozu vystupovat v parovani
ako body pa.

Pochopitelne, nasa povodna tiloha je Specidlnym typom tej-
to preformulovanej tlohy, ked S = P = { povodné body }.

Ak si mnoziny S a P predstavime ako partity bipartitné-
ho grafu, kde kazdy korektny par reprezentujeme hranou
medzi prisluSnymi dvoma vrcholmi v S a P, potom vel-
kost najvécsieho parovania vieme najst pomocou obecného
algoritmu na hladanie maximélneho bipartitného péarova-
nia. O tomto algoritme si mozete pre¢itat viac na anglickej
Wikipedii' alebo na strankach Martina Marese? a za jeho
pouzitie ste mohli ziskaf maximalne 10 bodov.

K lepsiemu algoritmu bolo nutné ucinit dolezité pozorova-
nie: ozna¢me bod p = (xg,yo) € P ako bod mnoziny P s
najvicsou y-ovou stradnicou (a spomedzi tych s najmen-
Sou x-ovou stradnicou). A skiimajme, s ktorymi bodmi v
S moZe tvorit par v nejakom optimélnom (maximalnom)
parovani.

Pre vietky body, s ktorymi moze tvorit par, plati x < z¢ a
y < yo. KedZe p je bod s maximélnou y-ovou stradnicou,
dostavame, 7e to moze byt Tubovolny bod, spliiajuci pod-
mienku z < zy. Ak ziaden takyto bod neexistuje, potom je
samozrejmé, ze v ziadnom optimalnom rieseni nie je tento
bod spéarovany. Inak ozna¢me bodom ¢ = (z1,z2) € S bod
s maximélnou y-ovou stradnicou spliiajici z; < zy a ak
je takych viac, tak spomedzi tych bod s najvicsou z-ovou
suradnicou.

Ukézeme, Ze existuje optimdlne riesenie, ked je bod p spa-
rovany s bodom g.

Nech existuje lubovolné optimalne riesenie, v ktorom to ne-
plati. Potom mozu v tomto parovani nastat len tieto situd-
cie:

® Bod p je sparovany s nejakym inym bodom ¢’ # ¢ €
S a bod ¢ je bez paru alebo ¢ je sparovany s nejakym
inym bodom (p’ € P) # p a bod p je bez paru. To viak
znamena, %e moZzeme sparovat p s g a ¢’ (resp. p’) nechat
bez paru, ¢im parovanie nezmensime.

® Bod p je sparovany s nejakym inym bodom ¢’ # q a bod

q je sparovany s nejakym inym bodom p’ # p.

KedZze vsak plati, Zze bod ¢ je bod s najviéSou y-ovou

stradnicou (a pripadne najvii¢Sou z-ovou), pre ktory pla-

ti 21 < @, potom pre bod p’ = (z2,y2) plati za > zg a

y2 > yl. Rovnako pre bod ¢’ = (z3,y3) plati z3 < z1 a

y3 < y1. Teda mozeme sparovat bod p s ¢ a bod p’ s ¢/,

¢im parovanie nezmensime.

Pripad, ked v optiméalnom rieeni je bod p aj ¢ bez paru,

nemdze nastat, lebo sparovanim vieme dostat parovanie

Vidime, Ze ni¢ nepokazime, ked bod p sparujeme s bodom g.
Vykonanim tohto kroku sme si vlastne zredukovali nas pro-
blém velkosti NV na problém velkosti N —1. Pretoze bod p uz
nemoze vystupovat v ziadnom parovani, mézeme ho z mno-
Ziny P odstranit a rovnako bod ¢ odstranit z mnoziny S.
A na novy problém pouzijeme rovnaky algoritmus.

Jednoduchym aplikovanim uvedeného postupu, ked N-krat
opakovane najdeme bod s maximalnou suradnicou y v ¢ase
O(N) a k nemu prislusny bod ¢ tiez v O(N), dostdvame
kvadraticky algoritmus, za ktory ste mohli ziskat 12 bodov.

Na findlny vzorovy algoritmus bolo nutné trocha zmenit
pohlad na tlohu.

Za¢neme body v mnozine P prechddzat v poradi rasticej
z-ovej stradnice (a body s rovnakym x podla y-ovej strad-
nice). Prifom vzdy, ked navstivime bod, uréime, s ktorym
bodom v mnozine S bude sparovany. Za tymto tcelom si
budeme pamiitaf mnozinu  C S doteraz nesparovanych
bodov.

Budeme sa pri tom riadif pravidlom, ze aktudlny bod p =
(z0,y0) € P sparujeme s bodom g = (z1,y1) € Q, ktory ma
zo vSetkych bodov v @ najviésiu y-stradnicu, avak mensiu
ako yo. Ak takyto bod neexistuje, tak bod p zostane bez
paru. Nésledne odstranime z mnoziny @) bod ¢ a zaradime
tam bod p.

Treba vSak ukézat, ze takyto algoritmus vedie k optimal-
nemu rieSeniu, teda najmensiemu po¢tu nutnych ¢iar.

Pri tomto spracovavani plati invariant, ze v kazdom kro-
ku existuje optimalne parovanie, ktoré paruje spracované
body P rovnako, ako sme to spravili my.

Ak takyto invariant plati v kroku n, potom sparovanie bo-
du p s bodom ¢ ndm takyto invariant nepokazi a bude platit
aj v kroku n+ 1. Pretoze v tomto optiméalnom rieseni, ktoré
sparovalo prvych n bodov mnoziny rovnako ako my, mozu
nastat len situacie rovnaké ako rozoberané situdcie v nasom
kvadratickom algoritme. Teda sparovanim p s ¢ zachovame
invariant o existencii optimalneho riesenia.

Algoritmus sa dé efektivne implementovat tak, ze na zaciat-
ku si utriedime body P v ¢ase O(N log N) a pri spractvani
si budeme mnozinu @ udrziavat v utriedenom poradi podla
stradnice y, napr. pomocou vyvazovaného binarneho stro-
mu, ¢im dokdzeme v éase O(log N) hladat v tejto mnozine
bod, ktory ma najvic¢siu suradnicu mensiu ako dané yy a
v tomto ¢ase tiez vymazat bod ¢ s @ a vlozit tam bod p.

Sikovnejsiu implementaciu dostaneme, ak si viimneme, Ze
bod p sa vklada na rovnaké miesto v utriedenej mnozine @,
z ktorého bol vymazany bod ¢ (ak existoval). Alebo ak ne-
existoval, tak vlozenie sa uskutoc¢nuje vzdy na koniec, ¢im
sa nam pontka jednoduchd moznost udrziavat si mnozinu
Q@ v poli a na ilom hladat pozadovany prvok bindrnym vy-
hladdvanim.

Pamiifovd zlozitost je O(N), stadi si ndm pamitat len prv-
ky P a mnozinu Q.

Poucenie na zaver: Tato tloha spada do kategérie ,,Gree-
dy algoritmy“ alebo tiez ,hladové“. V tychto ulohach pla-
ti, ze v kazdom kroku mame moznost vykonat operaciu,
ktora ndm zarudene nezabrani najst optimalne riesenie, ¢o

! http://en.wikipedia.org/wiki/Maximumbipartite matching

2 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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