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Mili Tesitelé a Tesitelky!

Pfichazi k Vam posledni letak 22. ro¢niku. Uz v ném nenajdete zadné zadani, jen spravna
feSeni posledni série a zavérecné poradi. Néktefi z Vas také dostavate pozvanku na podzimni

soustfedéni v Jesenikach, které bude uprostred zari.

si jiz ted samoziejmé mohou vybirat knihy a mouc¢niky na podzimni soustfedéni.
Programatorska dzungle bude mit pfes prazdniny omezeny provoz v sekci teoretickych tloh,
nebot opravovatelé budou ob¢as nedostupni. Omluvte tedy prosim piipadnd dlouha zpozdéni.

Pozor, na nasem webu se zménil SSL certifikat. Zde pro kontrolu uvadime jeho novy SHA1
hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E: A8:34:54:86:69:32:7D.

Nase papirova kontaktni adresa je:

Korespondené¢ni seminaf¥ z programovani

KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

Pfejeme vam pékné prazdniny a tésime se opét v piistim roc¢niku, jehoz zadani se uz ostatné objevilo na nasich strankach.

Vzorova FeSeni paté série

22-5-1 Turnaj

Vase FeSeni (ktera byla tentokrét takika vyhradné sprév-
nd) vykazovala velké odchylky v délce: zatimco si nékteri
vystacili s péti vétami, jini popsali stranku. Vzhledem k ob-
tiZznosti tlohy si vazime obou pfistupi, ale odbyti tézsiho
prikladu kratkym textem vidime velmi neradi.

Zadani klade navodné otazky, které nyni zodpovime:

Jact jsou kandiddti na druhé misto? Evidentné pravé ti
draci, ktefi prohrali s vitézem. VSichni ostatni totiz byli
(tfebas nepfimo) poraZeni nékterym z téchto porazenych
drakti a nejlepsi tabulkové misto, na které mohou doséh-
nout, je tieti. Z této mnoziny pak zaroven nemizeme bez
dalsiho zkoumani zadného draka vyfadit, protoze spolu za-
pas jisté nehrali, ani se libovolny z nich nemize nachézet
v podstromu libovolného jiného, takze si je nemtzeme nijak
usporadat.

Kolik takovych kandiddtd je? Jej, to je zaludné. Zadani se
explicitné nezminuje o tom, ze by byl pavouk hry aplny bi-
narni strom, obrazek vSak k takovému pojeti vede. Pfi opra-
vovani jsem tedy akceptoval jak nazor, ze je téchto kandida-
tl logaritmicky viéi poc¢tu zucastnénych drakt, tak nazor,
ze se to nedd moc dobfe Fict, jelikoz strom muize vypadat
vSelijak.

Jak mezi nimi co nejefektionéji vybrat druhého draka? To
naopak zaludné neni viibec: prosté sestavime herni strom
pro draky poraZzené vyhercem. Vzhledem k jejich poétu N
bude potteba sehrat N — 1 utkani (kazdé vyfadi praveé jed-
noho draka), vzhledem k poéateénimu poctu drakil tedy
v piipadé uplného stromu mame logaritmicky pocet nut-
nych dohréavek.

Lukds Lansky

22-5-2 Straze udoli

V tejto ulohe sme mali zadané body na priamke, vedeli sme
medzeru medzi kazdymi dvoma susednymi a chceli sme od-
stranif maximalne K z nich, aby sme maximalizovali naj-
krat$iu medzeru medzi tymi bodmi, ktoré zostanu.

Téato uloha rovnako, ako mnoho inych tloh méa jednoduché,
rychle ale pritom nespravne greedy rieSenie, ktoré je zalo-

zené na postupnom odstranovani bodov susediacich s naj-
kratSou medzerou (skuste si najst protipriklad).

Jednoduché korektné riesenie vieme naprogramovat pomo-
cou dynamického programovania, kde stav vypoctu je dvo-
jica (n, k) a pre kazd dvojicu chceme spocitat optimélne
riesenie, ak sme spracovali prvych n bodov a vyhodili sme
préave k z nich. Takato ivaha vedie na rieSenie so zlozitostou
O(N?K), ale stale ma daleko od vzorového riegenia.

Nase vzorové rieSenie vyuziva myslienku, ktora sa pouziva
vo vela problémoch, kde spocitat samotné rieSenie problé-
mu je pomerne zlozité, zato vSak overit, ¢i existuje rieSenie
s pozadovanou vlastnostou je pomerne jednoduché.

V nasom priklade vieme lahko overit, ¢i existuje rieenie,
ktoré odstrani maximalne K bodov z danych, ktoré ma mi-
niméalnu vzdialenost aspori taki, ako pevne dané M. Zod-
povedanie tejto otédzky vieme previest na iny znamy pro-
blém ,planovania intervalov®: Mame zadanych N interva-
lov v cCase, pricom kazdy zacina v Case a; a ma dlzku b;.
Pri¢om z tychto intervalov chceme vybrat maximalny po-
cet tak, ze ziadne dva vybraté intervaly sa neprekryvaju.

Prevod je nasledovny: vSetky ¢isla a; s rovné poziciam
bodov na priamke a vSekty b; st rovné M. Ak najdeme
rieSenie tohto problému, potom sme nasli maximélnu mno-
7inu bodov (podiatky intervalov), ktoré si od seba vzdia-
lené aspoti M. Pricom ked sme nasli takéto rieSenie, ktoré
maximalizovalo poéet vybratych intervalov (bodov), potom
stfasne toto riefenie minimalizuje pocet intervalov (bo-
dov), ktoré sme nevybrali. Teda po néjdeni rieSenia, vieme
zodpovedat otazku, ¢i existuje rieSenie, ktoré ma najmensiu
vzdialenost aspoti M, podla toho, ¢ naSe riesenie ,plano-
vania intervalov® nevybralo maximalne K intervalov.

Treba vsak vediet riesif samotny problém planovania inter-
valov. Na tento problém je vSak znamy jednoduchy greedy
algoritmus: Na zac¢iatku si utriedime body podla ¢asu kon-
ca intervalu, nésledne za¢neme tieto intervaly prechidzat
v tomto poradi a stcasne si budujeme rieSenie (mnozinu
vybratych intervalov) pouzitim jednoduchého pravidla: pri
prechddzani, vzdy ked mozeme prave spracovavany interval
pridat k budovanému rieSeniu, tak ho tam pridame. Toto
sa d& po usporiadani intervalov vykonat v linedrnom case
od poc¢tu intervalov, sta¢i si vzdy len pamétat ¢as konca



posledného intervalu v nasom budovanom rieSeni. Naviac
v nasom $pecidlnom pripade maja vSetky intervaly rovnaka
dlzku, takze staéi usporiadat intervaly podla zadiatku (na
vstupe v8ak uz mame pozicie utriedené a v nasej tlohe ne-
musime triedenie vobec riesit).

Teraz uz vieme zodpovedat otazku, ¢i existuje riesenie s da-
nou minimélnou vzdialenostou. K ¢omu nam to poslazi?
Treba si v8imnuaf, ze ak existuje riesenie, ktoré mé mini-
mélnu vzdialenost asponi M. Potom existuje riesenie, ktoré
mé minimalnu vzdialenost M’ pre kazdé M’ < M (jedno-
ducho ponechdme rovnaki mnozinu bodov). Inak poveda-
né, existuje cislo M* také, ze pre vSetky M < M* rieSenie
existuje a pre vSetky M > M* rieSenie neexistuje. A prave
dislo M* hladdme. Teda rieSenie by sme mohli najst tak,
ze ak mame rozsah suradnic bodov z nejakého intervalu
R, potom vieme postupnym sktSanim existencie rieSenia,
ktoré ma minimalnu vzdialenost R,R — 1,R — 2,... ndjst
¢islo R* v ¢ase O(RM). AvSak z vlastnosti hladaného ¢is-
la M* mo6Zzeme pouzit bindrne vyhladavanie na intervale R.
Ked si pre median prehladavaného intervalu rieseni zistime,
¢l existuje rieSenie a na zdklade toho sa vieme rozhodnut,
v ktorej polovici prehladévaného intervalu lezi ¢islo M*.

Takto vieme najst maximéalnu minimélnu vzdialenost medzi
dvojicou bodov a body, ktoré mame odstranit, st pociatky
nevybratych intervalov pri rieSeni prislusného podproblému
planovania intervalov.

Celkové casové zlozitost je O(N log R), kde pri bindrnom
vyhladavani na intervale dizky R vieme v linedrnom &ase
overit existenciu riesenia. Pamitova zlozitost je O(N).

Peter Ondriska

22-5-3 Zrcadla

Méme ¢tvercovou sit a hleddme v jistém smyslu nejkratsi
cestu, respektive cestu s co nejméné ,zatackami“ tvorenymi
zrcadly. Ze by prohledavani do sitky? Tak se podivejme, jak
ho realizovat v tomto pfipadé. Pokud jste jesté zadné pro-
hledavani do sifky nikdy nepotkali, podivejte se do grafové
kuchafky na nasich strankach.!

Jak se da cekat, ve fronté, jiz pouziva prohledavani do Si¥-
ky, budou jednotliva policka ¢tvercové sité a kazdé se tam
dostane maximélné jednou, fronta tedy miZe nartist do veli-
kosti az O(M x N). Vzdy, kdyZz odebereme policko z fronty,
pustime z néj svétlo do vSech ¢tyf sméri (do nékterych po-
licek muze pfijit svétlo z riznych sméru pies stejny pocet
zrcadel a ukladat ho do fronty dvakrat se nevyplaci). Pro
kazdy smér postupné prochézime policka, dokud nenarazi-
me na prekazejici dim, a zafazujeme je do fronty, jestlize
v ni jesté nebyly. Kdyz narazime na dim, jez chceme osvitit,
vypiSeme podet zrcadel a skon¢ime. Vyprazdni-li se fronta
a cil je nedosazen, nejde na néj dosvitit.

Pro evidenci, kde se nachéazeji prekdzky a pres kolik zrcadel
dosel algoritmus na konkrétni policko, si zavedeme dvou-
rozmérné pole o velikosti M x N. Hodnota —3 na policku
i,j znamena, ze je tam prekazka, hodnota —2, ze do polic-
ka jesté nedorazilo svétlo, a hodnoty vétsi nebo rovné nule,
pres kolik nejméné zrcadel se tam svétlo dostane.

Pro¢ toto Teseni funguje? Staci, kdyz si vSimneme, Ze po-
licka ve fronté jsou uspofadana dle minimalniho poctu zr-
cadel, kterd musime pouzit, aby se do nich dostalo svétlo.
Pokud jsme se na policko A dostali nejprve z policka B a

1 Kuchaika o grafech: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cooks.html

dostaneme-li se do néj pozdéji z jiného bodu, urcité k tomu
pouzijeme nejméné tolik zrcadel jako z policka B.

Jakd je ¢asovd sloZitost tohoto algoritmu? Kazdé policko se
sice objevi ve fronté maximalné jednou, ale svétlo se z néj
muze dostat az do O(M + N) dalsich poliek. Navic na
kazdé policko mtze doletét svétlo az z O(M + N) jinych,
celkové tedy vyjde ne moc pékna slozitost O(M N (M +N)).
Jak algoritmus zrychlit? Hlavni problém, pro¢ algoritmus
pracuje v nejhorsim piipadé tak pomalu, je, Ze se na né-
ktera policka podivdme az O(M + N)-krat, avak do fronty
je zaradime jen jednou. Pfitom je zbytecné se na né divat
ze stejného sméru vicekrdt (napf. z policka, jez je nad nim,
pak z toho, co je o 2 nad nim. .. ). Proto si budeme u kazdé-
ho policka navic ukladat, jakymi vSemi sméry uz jim letélo
svétlo.

Muzete si vimnout, ze staci ukladat pouze dva bity infor-
mace: jestli polickem letélo svétlo horizontalnim smérem a
jestli vertikdlnim smérem. Pokud totiz poleti svétlo z po-
licka v souvislém tusek bez prekdzek na néjakém Fadku c¢i
sloupci, tak ho proleti cely bez ohledu na to, odkud se na-
posledy mohlo odrazit.

S timto vylepSenim se po vytazeni policka z fronty podiva-
me, jestli uz jim proletélo svétlo horizontalnim i vertikdlnim
smérem a pripadné projdeme policka tim ¢i onim smérem
(obéma zéroveti urcité ne kromé zdroje, jelikoz svétlo muse-
lo do policka néjakym smérem doputovat). Diky vlastnos-
tem prohledavani do sitky (policka jsou ve fronté sefazena
dle poc¢tu zrcadel, ptes které se do nich dostalo svétlo) jsme
si touto tpravou uréité nepokazili feSeni.

Nyni uz do kazdého policka doputuje svétlo nejvyse dva-
krat, takze ¢asova slozitost vyjde O(MN). V nejhorsim pii-
padé stejné projdeme skoro celou ¢tvercovou sit a ostatné
i velikost vstupu je nejvyse O(MN) (bude-li fadové tolik
prekazek), takze asymptoticky lepsi algoritmus vymyslime
jen tézko, pomineme-li néjaké heuristiky (triky, které v uréi-
tych pripadech zrychli program), jez viak obecné nefunguji.

Pavel ,Paulie“ Vesely

22-5-4 Davy lidi

Uloha byla véru tézka. Vyfesime tedy nejdiive nékolik pod-
problémii a z nich pak slozime celé feseni. Vyklad okofenime
timto znacenim: jsou-li A a S body v roving, pak A° znaéci
obraz bodu A ve stfedové soumérnosti se stiedem 5.

1. Je mnoZina bodi symetrickd podle zadaného stiedu S?
To mizeme zjistit snadno: ulozime body mnoziny do néja-
ké datové struktury (tfeba do vyhledévaciho stromu). Pak
je budeme postupné prochézet body a pro kazdy bod A se
podivame, je-li ve struktufe i bod A°. Pokud ano, oba sma-
zeme a pokracujeme dal. To pro n bodu zvladneme v Case
O(nlogn).

Miuzeme to provést i jednoduseji: Setfidime body lexikogra-
ficky (tzn. nejdiive podle z-ové soufadnice a kde je z stejné,
tam podle y) a vS§imneme si, Ze pokud je bod A lexikografic-
ky pied B, pak je B® lexikograficky pted AS. Jinymi slovy
v setfidéném poradi plati, ze obraz prvniho bodu je posledni
bod, obraz druhého predposledni a tak dale. Tfidénim stra-
vime ¢as O(nlogn), kontrolou pak O(n). To je vyhodnéjsi
v pripadé, ze chceme postupné vyzkouSet nékolik riznych
kandidat na stied S.

2. Je mnozina bodi symetrickd? To bude snadné — pokud

struct pt F = stred(B[j], Bkl);
pary(F, Fp);

// Kontrolujeme cesty v grafu, neni-1li né&jaka suda
for (int p=0; p<N; p++)
if (Ssplp] < 0 || Fplpl < 0)
{

int q = p;
int odkud = -1;
int kroku = -1;

if (Splql != odkud) odkud=q, g=Splql;
else odkud=q, q=Fplql;
kroku++;
}
while (q >= 0);
if (! (kroku%2))
goto spatne;

printf("S=(%d,%d) F=(%d,%d)\n", S.x/2, S.y/2,
F.x/2, F.y/2);
return 0;
spatne: ;

}

printf("Neni soumérné. Tot na draka, mily draku.\n");
return 0;

22-5-5 Cokolamani C

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <limits.h>

int compare (const void *a, const void *b)
{ return ( *(int*)a - *(int*)b ); }

int main(void)
{
FILE *input = fopen("cokolada.in", "r");
int M, N;
fscanf (input, "%d", &M);
fscanf (input, "%d", &N);
int *rows = malloc(sizeof(int) * (M - 1));
for (int i = 0; i < M - 1; i++)
fscanf (input, "%d", &rows[il);
int *cols = malloc(sizeof(int) * (N - 1));
for (int i = 0; i < N - 1; i++)
fscanf (input, "%d", &cols[il);
fclose(input);

gsort(rows, M-1, sizeof(int), compare);

gsort(cols, N-1, sizeof(int), compare);

int rowsI = M - 2;

int colsI = N - 2

int colsCoef = 1;
1

// v kazdém kroku zpracujeme nejvét3i jeSté nezpracovany
// zlom z obou (ted uz) set¥idénjch poli
while (rowsI != -1 || colsI != -1)
{
if (rowsI !'= -1 &&
(colsI == -1 || rows[rowsI] > cols[colsI])) {
result += rows[rowsI] * rowsCoef;
rowsI--;
colsCoef++;
else {
result += cols[colsI] * colsCoef;
colsI--;
rowsCoef++;

-

¥
¥

FILE *output = fopen("cena.out", "w");
fprintf (output, "%d", result);

fclose (output) ;
return 0;

22-5-6 Hlidaci princezny C

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>

struct vrchol_t {
int kryje;
int pokryti;
bool pouzity;

// Koho kryje
// Kolik ho kryje
// Uz jsme ho zpracovali?

H

int main(int argc, char xargv[]) {
// Napfed krapet na&itani
int pocet;
scanf ("}d", &pocet);
struct vrchol_t vrcholy[pocet];
for(int i = 0; i < pocet; ++ i) {
int kryje;
scanf ("}d", &kryje);
vrcholy[i] = (struct vrchol_t) {
.kryje = kryje - 1 // C &isluje od 0
};
}
// Pfedpo&itat vstupni stupné a rozt¥idit do hromadek
for(int i = 0; i < pocet; ++ i)
++ vrcholy[vrcholy[i] .kryje] .pokryti;
int nekrytych = 0, nekrytil[pocet];
for(int i = 0; i < pocet; ++ i)
if (vrcholy[i].pokryti == 0)
nekrytil[nekrytych ++] = i;
// Nyni, dokud nedojdou vrcholy, tak hurd na véc
while(pocet) {
// Vybereme ze spravné hromadky - pfedné& z nekrytjch
int aktualni = nekrytych ? nekrytil[-- nekrytych]
: -— pocet;
if (vrcholy[aktualni].pouzity) // Toho uZ zname, jiného
continue;
// Tento do zalohy
vrcholy [aktualni] .pouzity = true;
// Vezmeme toho, koho kryje
int kryty = vrcholy[aktualni].kryje;
if (vrcholy [kryty] .pouzity)
// Nékdy uz jsme ho zpracovali, nezpracovavat znovu
continue;
// Poslat do ttoku
printf("%d\n", kryty + 1);
vrcholy [kryty] .pouzity = true;
// Dde&ist od toho, koho kryje Gto¢ici, kdyZ je nekryty,
// up do hromadky
if (-- vrcholy[vrcholy [kryty] .kryjel .pokryti == 0)
nekryti[nekrytych ++] = vrcholyl[krytyl.kryje;

}
return 0;
¥
22-5-6 Hlidaci princezny Perl

use common::sense;
use less ’CPU’;

$\ = "\n";
<>; my Qcovers = <>; chomp Qcovers;
$_ -- foreach(Qcovers);

my Qvertices = map
+{ covers => $covers[$_], deg => 0, idx => $_ },
(0. .$#covers) ;

$vertices[$_]->{deg} ++ foreach(@covers);

my Qzeroes = grep !$_->{deg}, @vertices;

my Qall = Qvertices;

while(my $uncovered = shift Qzeroes // shift Qall) {
next if $uncovered->{used};
my $covered = $vertices[$uncovered->{coversl}];
next if $covered->{used};
print $covered->{idx} + 1;
$uncovered->{used} = $covered->{used} = 1;
my $next = $vertices[$covered->{covers}];
push Q@zeroes, $next unless -- $next->{deg};



//dokud nenarazi na pfekazku

void projdi(int x, int y, int dx, int dy) {
int i =1, nx = x + i *xdx, ny =y + i * dy;
while (nx > O && ny > O && nx <= M && ny <= N

}
}

int

&& sit[nx] [ny] != PREKAZKA) {
//poligko [nx, ny] jesté& nebylo dosaZeno
if (sit[nx][ny] == NEDOSAZEND) {
//je t¥eba o 1 zrcadlo vice
sit[nx] [ny] = sit[x][y]l + 1;
//zatad poli¢ko do fronty
frontaX [frKon] = nx;
frontaY[frKon++] = ny;
¥
//politkem uz proslo svétlo horizontalné
if (dx != 0) smery[nx][ny]l += 1;
//nebo vertikalng
else if (dy != 0) smery[nx][ny] += 2;

//posuil se dale
it+; nx = x + i *x dx; ny =y + i * dy;

main(void) {

scanf ("/d %d %d", &M, &N, &K);
scanf (")d %d", &startX, &startY);
scanf ("%d %d", &cilX, &cilY);

//inicializace
for (int i = 1; i <= M; i++)

for (int j = j <= N; j++) {
smery[i] [j] = 0;
sit[i]1[j] = NEDOSAZENO;

}

//na&ti pfekazky a pridej je do sité
int a,b;
for (int i = 0; i < K; i++) {

}

scanf ("%d %d", &a, &b);
sit[a] [b] = PREKAZKA;

//inicializace fronty
frStart = 0; frKon = 1;
frontaX[0] = startX;
frontaY[0] = startY;

sit[startX] [startY] = -1;

int x, y;

//dokud je ve fronté jesté néjaky prvek
//a cil nedosaZen

while (frStart < frKom && sit[cilX][cilY]

}

== NEDOSAZENO) {
//vytahni poli&ko z fronty
x = frontaX[frStart];

y = frontaY[frStart++];

//nelet&lo-1i polickem své&tlo horizontalné
if ((smery[x][y]l & 1u) == 0) {
//projdi politka od né&j vlevo i vpravo
projdi(x, y, 1, 0);
projdi(x, y, -1, 0);

//to samé pro vertikalni smér
if ((smery([x][y] & 2u) == 0) {
projdi(x, y, 0, 1);
projdi(x, y, 0, -1);
}
//svétlo let&lo z tohoto politka vSemi sméry
smery[x] [y] = 3;

if (sit[cilX][cilY] == NEDOSAZENO) {

printf("Cilové poli¢ko je nedosazitelné.\n");

else {

}

printf("Je tf¥eba umistit %d zrcadel.\n",
sit[cilX] [cilY]);

return 0;

22-5-4 Davy lidi C

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
struct pt { int x, y; }; // Bod
#define MAX 10000
struct pt B[MAX];

int N;

int Sp[MAX], Fp[MAX];

// Zadané body
// Do péaru podle S/F nebo -1

int lex_cmp(const void *A, const void #*B)
{

// Lexikografické porovnani dvou bodi

const struct pt *a=A, *b=B;

if (a->x < b->x) return -1;

if (a->x > b->x) return 1;

if (a->y < b->y) return -1;

if (a->y > b->y) return 1;

return 0;

}

struct pt stred(struct pt A, struct pt B)
{

// St¥ed use&ky

return (struct pt) { (A.x+B.x)/2, (A.y+B.y)/2 };
¥

struct pt obraz(struct pt A, struct pt S)
{

// Obraz bodu A podle stfedu S

return (struct pt) { 2%S.x - A.x, 2*%S.y - A.y };
}

void pary(struct pt S, int *Sp)
// Najde vSechny pary (hrany) podle stfedu S
int i=0, j=N-1;

while (i <= j)
{
struct pt 0 = obraz(B[il, S);
int ¢ = lex_cmp(&0, &B[jl);

// Obraz bodu B[i]
// porovname s B[j]

if (lc)
{
splil = j, spljl = i; // trefa => par
it+, j--;
}
else if (c < 0) // B[j] se uz nikdy nesparuje
Splj--1 = -1;
else // Bli] se uZ nikdy nesparuje
Spli++] = -1;

}

int main(void)
{
while (scanf("%d%d", &BI[N].x, &B[N].y) == 2)
{
// Finta: vynasobime soufadnice dvéma, takZe
// st¥edy vSech use&ek vyjdou celoliselné.
BIN].x *= 2, B[N].y *= 2;
N++;
¥
gsort(B, N, sizeof(B[0]), lex_cmp);
for (int i=0; i<N; i++)

// ZkouSime vSechny polohy sochy
struct pt S = stred(B[0], B[il);
pary(S, Sp);

// Najdeme nesparovany bod (nejsou-li, vyjde j=N-1)
int j = 03
while (j < N-1 && Sp[j] >= 0)

Jt+;

for (int k=0; k<N; k++)
{

// ZkouSime moZné polohy fontany

metrie. Staci tedy spocitat tézisté (jeho z-ova soufadnice je
prumeérem z-ovych soufadnic vSech bodii a podobné y-ova
soufadnice) a spustit na néj predchozi algoritmus.

3. Zndame polohu sochy S a fontdny F, lze body rozdélit
na ¢dst soumérnou podle S a édst soumérnou podle F?
Zde naprosta vétsina fesitelt zkusila hladovy algoritmus —
testovat uz zndmym zpisobem soumérnost podle S, body,
které soumérné nejsou, si davat stranou a nakonec vyzkou-
Set, jestli jsou soumérné podle F'. To ale bohuzel nefunguje,
eld hop, protipfiklad z klobouku ven:

Body a, b se Gc¢astni dvou symetrii — jednak spolu podle S,
jednak s @/, b’ podle F. Pokud tedy pfi zkoumani sttedu S
body a, b sparujeme, zbudou pak a’ a b’ na ocet. Kdy-
bychom je ovSem odlozili oba stranou, sparovali bychom
nésledné podle stfedu F dvojice a—a’ a b-'. (Zde by samo-
zfejmé pomohlo zkoumat nejdiiv F' a pak S; takovy algo-
ritmus ale nachytame, paklize k nasemu protipiikladu pfi-
déme jesté jeho kopii preklopenou podle osy tsecky SF.)
Jak z téhle arcipatalie ven? Inu, za v§im hledej grafy. .. bo-
dy prohlasime za vrcholy, dvojice symetrické podle S spoji-
me jednim typem hran (na obrazku plné ¢ary), dvojice sy-
metrické podle F' druhym (na obrazku teckované). V tomto
grafu chceme najit perfektni parovdnd, ¢ili rozdélit vrcholy
na dvojice tak, aby kazda dvojice byla spojena hranou.

Zadny problém, kazdy matfyzak vi uz od narozeni, ze na
hledani perfektniho parovéni tu je Edmondstv ,zahradni®
algoritmus. My ale tak mocné kouzlo ani nebudeme po-
tfebovat. Misto toho si zkusime pfedstavit, jak nas graf
vypada. Kterykoliv vrchol mtize sousedit s nejvyse jednou
hranou prvniho druhu a nejvyse jednou druhého. Stupen
vrcholu tedy mtiZze byt bud 0, nebo 1, nebo 2 a pokud je 2,
jsou obé hrany ruznych druhti. To nAm nedava moc moznos-
t1 — kazd4 komponenta souvislosti musi byt budto izolovany
vrchol nebo cesta, pfipadné kruznice. Na cesté i na kruz-
nici se navic museji st¥idat hrany obou druht, takze ihned
vime, zZe kruznice maji sudou délku a tim padem si na nich
staci vybrat bud jeden nebo druhy druh hran a je sparo-
véno. Cesty o sudém poctu hran a izolované vrcholy (to
jsou vlastné cesty o nula hranach) sparovat urcité nejdou.
Na cesté o lichém poc¢tu hran sta¢i pouzit ten typ hrany,
kterym cesta zacina i kon¢i.

K vyfeSeni tohoto podproblému tedy postaci sestrojit po-
mocny graf (tfeba dvojim spusténim algoritmu 1.), rozlozit
ho na komponenty souvislosti a ovéfit, jestli se mezi nimi
nevyskytne sudé cesta. To vSe zvlddneme v ¢ase O(n), po-
kud uz mame vSechny body setfidéné lexikograficky.

4. Polohy S, F nezndme. Co ted? Budeme pokorné zkouset
vSechny kandidaty na polohu sochy a fontany a spoustét
pro né predchozi ovéfovaci algoritmus. Neni jich nekonec-
né mnoho? Ne ne, stied pfeci musi lezet budto v n&jakém
zadaném bodé nebo ve stfedu tsecky urcené dvéma zada-
nymi body. Takovych mist je O(n?), takze dvojic kandidati
na S, F je O(n*), ovéfovanim kazdé stravime O(n). Celko-
vé Casova slozitost je tedy O(nlogn+n®) = O(n®), paméti
nam staci linearné.

5. Zrychlujeme. Jak se zbavit obludné paté mocniny, jez
nam Skodolibym chechtotem kazi radost z vitézstvi? Tro-
chu mnozinu kandidatt na stfedy omezime. Pfedné — zvo-
lime si néjaky pevny bod A a prohlasime, Ze socha je to,
podle ¢eho je tento bod soumérny. Staci tedy pii hledani
poloh sochy vyzkouset jen stfedy usecek, kterych se bod A
acastni. Pro kazdou polohu sochy pak nalezneme néjaky
bod, ktery podle ni neni s ni¢im symetricky (kdyby zadny
takovy nebyl, uz jsme tlohu vyfesili). Tento bod jisté pat-
i do druhé mnoziny, takze fontdna se vyskytuje na néjaké
usecce vedouci z tohoto bodu. Celkem tedy O(n) moznosti
pro sochu, O(n) pro fontanu a ¢as O(n) na ovéfeni. To da-
vé dohromady O(nlogn + n3) = O(n®) s linedrni paméti.
Umite to 1épe? My zatim ne.

opravila Jitka Novotnd, tesent sepsal Martin Mares

22-5-5 Cokolamani

Predtim, nez urcime, kolik vlastné rozlamani celé cokola-
dy nejméné stoji, musime vymyslet, jak takové rozlamani
provést. Velice jednoduché FeSeni je jit na cokoladu ,hlado-
vé“. Vzhledem k tomu, Ze zlomy, které provedeme drive, se
zapocitaji ménékrat nez ty, co provedeme pozdéji, tak coko-
ladu rozlomime vzdy podle nejdrazsiho zatim nepouzitého
zlomu. Pokud zlom prochazi pfes vic kust ¢okolady, roz-
lomime kazdy z nich. Jenze takovyhle jednoduchy postup
prece nemize fungovat, ne? Ukazuje se, Ze muize, jenom to
musime dokézat.

Néjaky konkrétni postup rozlamani si mizeme pfedstavit
dvéma zptsoby: bud jako bindrni strom, kde kazdy vrchol je
kus ¢okolady, synové vrcholu jsou ty kusy, které z néj vznik-
nou jednim rozlomenim a listy jsou kusy, které uz nejdou
rozlomit (tzn. velikosti 1 x 1). Druhou reprezentaci postu-
pu rozlamani je posloupnost zlomt, ve které se kazdy zlom
vyskytuje pravé jednou.

Prevedeni posloupnosti zlomi na strom je jednoduché: la-
meme ¢okoladu podle zlomt v posloupnosti a v§imame si,
které kusy jsme rozlomili na jaké. Opacny smér je ovSem
kurzivné vypocitame posloupnosti zlomt podstromi synt
kofene, ty spojime a na zacatek jesté pridame zlom z kote-
ne. Spojeni je definované tak, ze obé posloupnosti musi byt
podposloupnostmi (ne nutné souvislymi) vysledku s tim, ze
se v ném zadny zlom nesmi opakovat, ale na druhou stranu
muzeme zménit poradi v ramci souvislych skupin zadanych
posloupnosti, které obsahuji pouze zlomy jedné orientace.
Kdyz vodorovné zlomy budu znacit pismeny a svislé cisly,
tak napftiklad posloupnosti DCA1B a C3ABD preusporadam
na CAD1B a C3ADB a vysledkem je C3AD1B, posloupnosti A1B
a B3A spojit nejdou a strom, ktery obsahuje takové pod-
stromy nejde reprezentovat jako posloupnost zlomt. Kdyz
postup rozlamani reprezentovany stromem pievedu na po-
sloupnost zlomt a pak zpét na strom, vysledkem muze byt
jiny strom. Jejich ceny ale budou stejné, protoze jsme jenom
zménili poradi v ramci skupin zlomi se stejnou orientaci.
(Kdyz lamu zleva do prava, tak vysledek ma stejnou cenu,
jako kdyz lamu zprava do leva. Kdyz ale nejdfiv lamu vo-
dorovné a pak svisle, tak vysledek mize mit riznou cenu,
nez kdyz lamu v opa¢ném poradi.)

Nas postup rozlamani se reprezentuje jako posloupnost zlo-
mi jednoduse: jsou to vSechny zlomy set¥idéné od nejdraz-
§tho. Nyni potfebujeme dokézat, ze tato posloupnost zlomt



je nejlevnéjsi mozna a také, ze zadny postup rozlamani, kte-
ry se neda vyjadrit jako posloupnost zlomi nejlevnéjsi byt
nemtize.

Vsimneme si, ze jakoukoliv posloupnost muzeme settidit
tak, ze vezmeme prvek s nevyssi hodnotou a presuneme
jej na prvni misto, pak vezmeme prvek s druhou nejvyssi
hodnotou a dame ho na druhé misto a tak déle. Pii kaz-
dém takovém presunuti prvek ptreskakuje jen prvky, které
maji mensi hodnotu, nez on sam. Pokud jsou prvky po-
sloupnosti zlomy, tak plati, ze pfeskoceni zlomu, ktery ma
stejnou orientaci cenu nezméni. Na druhou stranu pfesko-
¢eni zlomu s opacnou orientaci zptusobi, Ze pocet vyskytu
preskakujiciho zlomu ve stromové reprezentaci se zmensi
o jedna, naopak pocet vyskyti preskakovaného zlomu se
o jedna zvysi. A protoze pocet vyskyti ve stromé odpovi-
da tomu, kolikrat se zlom zapocitd do vysledné ceny, urcité
jsme takovymto setfidénim posloupnosti zlomt jeji cenu ne-
zvysili. Jako vysledek jsme dostali nasi posloupnost, ta je
tedy urcité nejlevnéjsi.

To, ze postup rozlamani, ktery nejde reprezentovat posloup-
nosti zlomi nemuze byt nejlevnéjsi, dokazeme tak, ze si ve
stromé, ktery reprezentuje takovyto postup, najdeme vr-
chol, jehoz podstrom reprezentovat posloupnosti nejde, ale
podstromy obou jeho synti jdou (takovy urité existuje).
Alespon jedna z posloupnosti syni neni setfidéna od nej-
drazsiho (kdyby obé& byly, tak jdou spojit) a navic se ani
neda setfidit prehazovanim v rameci souvislych skupin se
stejnou orientaci. To znamend, ze tam bud existuje dvoji-
ce po sobé jdoucich zlomi s opa¢nou orientaci, jejiz prvni
prvek mé mensi cenu, nebo se takova dvojice da vytvorit
prehazovanim ve skupiné se stejnou orientaci. Kdyz tuto
dvojici prohodim, zmensim tim cenu rozlamani a tento po-
stup tedy nemohl byt nejlevnéjSim.

Dokézali jsme tedy, ze nas postup je nejlevngjsi, ted uz
zbyvé jenom vymyslet, jak spocitat tuto cenu. Stadi si uveé-
domit, ze kazdy zlom v posloupnosti se zapocitd o jedna
vickrat, nez kolik je pfed nim zlomi s opa¢nou orientaci.
Algoritmus bude postupovat tak, ze si vSechny zlomy se-
t¥idi podle ceny a postupné je od nejdrazsiho zapocitava,
kazdy tolikrat, kolik zlomt podle opac¢né osy nez ma ak-
tudlni zlom jsme uz zapocitali. Pokud méa ¢okolada rozmeé-
ry M x N, tak ¢asova slozitost je O((N + M) log(N + M))
a pamétova O(N + M).

Poznamka: Setfidéni zlomt podle ceny jsme docela odby-
li, jaky tfidici algoritmus je nejlepsi? Vzhledem k tomu,
Ze tato tloha je praktickd, tak odpovéd je velice jednodu-
cha: obvykle ten, ktery programovaci jazyk, ktery pouzi-
vame, sdm obsahuje. Tieba v Cécku je to gsort(), v C#
Array.Sort().

Petr Onderka

22-5-6 Hlidaci princezny

Zacneme, jako kazdy liny c¢lovék, od toho nejjednodussiho.
Predstavme si, ze mame hlidace, feknéme A, kterého nekry-
je vibec nikdo. Ten urcité do utoku jit nemize. Tak tam
ale do utoku posleme hlidace B, ktery je kryt hlidacem A
(pokud jiz v itoku neni). Oba ze vstupu odstranime, proto-
Ze jsou jiz vyfeSeni a pokracujeme s mensi tlohou stejného
druhu.

Co ale v ptipadé, ze zadného nekrytého nemame? Pak si
vSimneme, ze takovy graf musi byt nékolik nepropojenych
orientovanych cyklii. Vezmeme tedy kazdy z cykli zv1ast
(mtizeme, neovliviiuji se). Kdyz je cyklus sudé délky, pak

dokazeme poslat do utoku pravé polovinu z jeho hlidact
(kazdého druhého) — lépe to ziejmé nejde, za kazdého v to-
ku musi byt alesponi jeden, ktery kryje. A u lichého? Tam
nam, bohuzel, jeden zbude, ale af parujeme jakkoliv, jeden
zbyt musi, tedy to také nejde lépe.

Ze mi jesté nevéfite? No, tak malinko diikazii. Napied si
dokazeme, ze pokud v grafu neni zadny vrchol vstupniho
stupné 0 a vSechny maji vystupni stupen 1, pak se jedna
o cykly. Vyberme si libovolny vrchol. Z ného vede pravé
jedna hrana ven. Vydejme se po ni a dojdeme do dalsiho.
A tak dale. Jednou musime potkat vrchol, ve kterém jsme
jiz byli. A proc je to ten prvni? Kdyby nebyl, tak do toho,
ktery jsme potkali podruhé vedou alesponn dvé ruzné hra-
ny (jedna, po které jsme piisli poprvé a druhd, kterou jsme
prisli ted). Protoze ale z kazdého vrcholu vychézi pravé jed-
na hrana, priumérné do kazdého musi také vstupovat jedna.
A neexistuje vrchol, ktery by mél méné nez jednu vstupni
hranu, nemuze tedy existovat ani takovy, ktery ma vice nez
jednu.

A nyni to tvrzeni hned na zac¢atku. Pro¢ mtizeme vzit hlida-
¢e B? Hleddme nejmensi protipfiklad — vstup s nejmensim
poc¢tem hlidac¢t, kde nas program vybere Spatné feseni. Hli-
dace B jsme vybrali a zkazili jsme to tim — to ale znamena,
ze byl potieba v zdloze na kryti hlidace C.

No dobré, ale tim, Ze misto C' vezmeme B, si pfeci neusko-
dime. Hlidaci mame stejné a po nasazeni B nam v grafu
zbude jeden vrchol navic (coz ndm, zfejmé, neuskodi, pro-
toze ho miZzeme jednoduse nevyuzit).

To je celé hrozné hezké, vime, Ze to funguje. Jak to ale
napsat? A to jesté tak, aby to bézelo rychle? Samoziejmé,
mohli bychom pokazdé projit cely vstup, pokusit se najit
vrchol stupné 0, ale to by trvalo dlouho. Proto je na to
potieba jit chytfeji.

Predpocitame si, hned na zadatku, vstupni stupen kazdé-
ho vrcholu. Poté si rozhazime vrcholy na dvé hromadky —
v jedné budou ti nekryti a v druhé ti ostatni.

Potom zkusime vzit vzdy jednoho nekrytého. Toho dame
do zalohy (to je nas A). Pokud je ten, kterého kryje, jesté
nezpracovany, nasadime ho do atoku (to je B). A tomu,
kterého kryje B, odecteme jednicku od vstupniho stupné,
pokud mu klesne na nulu, pfehodime z jedné hromadky do
druhé. Cely tento jeden krok lze stihnout v konstantnim
Case.

Jakmile neni na nekryté hromadce nikdo, mame cykly. Je
jedno, od kterého zacneme cyklus ,rozmotavat“, tak si pros-
té jeden vrchol vezmeme a udélame s nim to samé — fek-
neme, ze je v zaloze, toho, koho kryje, posleme do utoku.
Tim nam vznikne nekryty hlida¢ (pokud mél cyklus délku
alesporti 3) a pokrac¢ujeme dal obvyklym zpiisobem.

Dale, hromadka krytych hlidac¢t mize byt isté virtualni
— ve chvili, kdy z ni odebirame, tak je totozna se vSemi
jesté nepouzitymi. A nepouZitelnost si miizeme znacit pii-
mo v hlida¢i a pamatovat si, kde jsme naposledy skoncili
s vyhledavanim.

Celkové nam z toho tedy vychazi pékna linearni slozitost
Gasovd a stejné tak pamétova.

Michal ,vorner Vaner

22-5-7 ArcheoPaleoLingua

Ukol 1: Prvoéisla mizeme hledat napiiklad takto:

p N: (2=+/~Z°.|Z)/Z¢1+N.

Jak toto kouzlo funguje? Nejprve si do proménné Z ulo-
zime ¢isla od 1 do N. Pak pomoci vnéjsiho soucinu Z°. |Z
vytvofime tabulku vSech zbytka po déleni a operatorem ~ ji
znegujeme — vysledkem je tedy matice, kterd mé na pozici
i,j jednicku préavé tehdy, kdyz je ¢islo j délitelné cislem 4,
jinak nulu. Redukci +/ z toho vytvorime vektor, jehoz j-ta
slozka udava pocet délitelu cisla j. Ten nasledné porovna-
me s dvojkou a dostaneme vektor, jehoz j-ta slozka je 1
pravé tehdy, je-li j prvodislo. Pak uz sta¢i pouzit operator
komprese, abychom z vektoru Z ziskali seznam prvocisel.
Ukol 2: Ulohu si rozd&lime na dvé asti: nejprve zjistime,
v jakém pofadi se prvky maji nachéazet, a pak je do néj
prehdzime. Potradi popiSeme permutaci p, coz bude vektor,
jehoz i-ty prvek bude fikat, na jakém misté se ma objevit
x[i].

Hledanou permutaci sestrojime takto: vezmeme direktni
soucin x°.<x. Ten nadm vytvoii matici nul a jednicek, je-
jiz i-ty sloupec prozradi, které prvky jsou mensi nez x[i].
Jejich pocet (zjistime redukei) je samoziejmé roven mistu,
na kterém se ma x[i] ocitnout.

Asi nejjednodussi zpiisob, jak pak prvky prohazovat, je vy-
uzit toho, Ze vektor lze indexovat vektorem, a co vic, do
takto indexovaného vektoru lze i prifadit. Staci tedy pou-
zit x[pl«x a je prohozeno. Cely program vypada takto:

x[+/x°.<x]*x.

Ukol 3: T zde, tentokrat inspirovéni feSenim Jirky Eichlera,
pfiddme jeden rozmér. Vytvofime matici, kterd bude mit

v kazdém sloupci kopii vstupniho vektoru x:
yexe . +xx0.

Také vyrobime matici stejné velikosti s jednickami nad di-
agonalou:
me(1px) °. <1pX.

Nyni tyto jednicky pFeneseme do y (mvy) a pouZzijeme scano-
vani logickym souinem (A\) — tim padem v i-tém sloupci
zbude tsek jednicek, ktery se zastavi o prvni nulu nésle-
dujici po i-tém Fadku, a za nim uz samé nuly. Ted naopak
vSechna poli¢ka nad diagondlou vynulujeme ((~m)A...). Co
jsme dostali? V i-tém sloupci bude nejprve ¢ — 1 nul, pak
souvisly usek jedniéek zacinajici ve vstupu na pozici ¢ (mize
byt i prazdny, pokud z[i] = 0), a za nim nuly. Kazdy maxi-
malni tsek jednicek v x se tedy vyskytuje v alespon jednom
sloupci. Ted uz staéi jednicky v kazdém sloupci pomoci re-
dukce +/ spocitat a druhou redukei [/ najit maximum:

[/+/ (~m) AA\mVy.

Tim se naSe okénko do prehistorie uzavira. Co si z néj od-
nést do soucasnosti? Asi hlavné povédomi o tom, Ze progra-
my muzeme budovat i z jinych zékladnich konstrukei nez
podminek a cyklu, tfeba pravé z direktnich soucinti, redukei
a scanovani. Pravé tyto operace v dnesni dobé tvoii zéklad
mnoha jazykt pro paralelni programovani, protoze se jejich
provadéni d& velice snadno rozdélit mezi vice procesort. Ale
o tom tfeba zase nékdy priste.

Martin Mareff

Vzorové programy

22-5-2 Straze udoli C++

#include <cstdio>

int N, K;
// pozicie bodov na vstupe
int pozicie[1000047];

// otestovat, &i existuje rieSenie
// s minimdlnou vzdialenostou aspodi M
bool existuje(int M, bool print) {
int posledny = 0, vyhodene = 0;
for (int i = 0; i < N; i++) {
// ak sa da pridat do rieSenia, pridat
if (posledny <= pozicie[il) {
posledny = pozicie[i]+M;
} else { // inak presko&it
if (print) printf("%d\n", i+1);
vyhodene++;
}
}
// spliia rieSenie kritérium ?
return vyhodene <= K;

}

int main() {
// nagitat vstup
scanf ("%d %d", &N, &K);
for (int i = 1; i < N; i++) {
scanf ("%d", &poziciel[il);
// prepo&itat poziciu bodu
pozicie[i] += poziciel[i-1];

}

// binarne najst rieSenie na intervale

int down = 0, up = pozicie[N-1]+1;

while (up > down+1) {
int median = (up+down)/2;
// ak existuje rieSenie pre median,
// potom rieSenie je vé&Sie rovné
if (existuje(median,false))

down = median;
else // inak menSie
up = median;

}

printf("Najmensia medzera je: %d\n", down);
printf("Treba odstranit vrany:\n");
existuje(down,true);

return 0;

}

22-5-3 Zrcadla C

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#define MAXMN 1000

#define MAXK 10000

//konstanty pro p¥ekazku na policku
#define PREKAZKA -3

//a nedosazené poli&ko

#define NEDOSAZENO -2

//rozméry M x N, poet pfekazek, zdroj a cil

int M, N, K, startX, startY, cilX, cilY;

//pole udavajici, p¥es kolik zrcadel se sv&tlo
//dostane na poligko (-2 = je5t& se tam nedostalo,
//-3 = ptekazka)

int sit[MAXMN] [MAXMN];

//pole, udavajici, jestli svéto let&lo poli&kem
//horizontalnim &i vertikalnim smérem

//(0 = zadnym smérem, 1 = jen horizontalné,

//2 = jen vertikaln&, 3 = let&lo ob&ma sméry)

int smery [MAXMN] [MAXMN] ;

//fronta na prohledavani do Si¥ky

//(pro p¥ehlednost pouZzivam 2 pole, poliZka se ale
//daji kédovat jako (y - 1) * M + x do jednoho)
int frontaX[MAXMN * MAXMN], frontaY[MAXMN * MAXMN];
int frStart, frKon;

//projde policka od [x, y] ve sméru (dx, dy)



