
M
ilí
řešitelé

a
řešitelky!

V
idíte

před
seb
ou
druhou

sérii
23.
ročníku

K
SP
.
K
aždá

série
obsahuje

7
úloh,

z
toho

4
nejlép

e
vyřešené

se
zap
očítávají

do
celkového

b
odového

hodnocení.
Z
atím
co
m
y

budem
e
opravovat

vaše
řešení

první
série,

vy
už
m
ůžete

v
teple

dom
ova,

tram
vaje,

školní
lavice

v
p
oklidu

řešit
úlohy

série
druhé.

V
y,
kdo
řešíte

zároveň
i
P
raSátko, 1

si
dobře

rozvrhněte,
kdy
budete

co
řešit,

neb
oť
tentokrát

m
ám
e
term

ín
shodný.

T
erm
ín
odevzdání

druhé
série

je
stanoven

na
p
ondělí

6.
prosince

v
8:00

SE
Č
,
což

znam
ená,

že
papírové

řešení
byste

m
ěli
p
odat

na
p
oštu

do
středy

1.
prosince.

Ř
ešení

přijím
ám
e
elektronicky

na
stránce

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/subm

it/.
C
hcete-li

s
nám
i
kom
unikovat

b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
šifrovací

certifikát
–
zde
je
jeho

SH
A
1
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T
aké
nám

řešení
m
ůžete

p
oslat

klasickou
p
oštou

na
adresu

K
oresp

ondenční
sem
inář

z
program

ování
K
SV
I
M
F
F
U
K

M
alostranské

nám
ěstí
25

118
00

P
raha

1

N
a
případné

dotazy
vám

rádi
odp
ovím

e
také

na
adrese

ksp@
m
ff
.cun
i.cz
a
v
diskusním

fóru
na
našem

w
ebu.

D
ruhá

série
třiadvacátého

ročníku
K
SP

A
lan
M
athison

T
urin
g
se
n
arodil

23.
červn

a
1912

a
ze-

m
řel
o
42
(!)
let
později.

N
evíte-li

o
n
ěm
n
ic
dalšího,

n
ež

že
si
n
ějakým

způsobem
m
usel
zasloužit,

abychom
tu
o
n
ěm

psali,
m
ůžete

začít
přem

ýšlet
n
ad
tím
,
proč

tak
brzo.

A
le

radši
čtěte

dál.
D
o
sebevraždy

se
m
ožn
á
trefíte,

její
okol-

n
osti
jsou

však
krajn

ě
zajím

avé.
G
ordon

B
row
n
se
om
luvil10.

září
2009.

V
yjádřilse

v
tom

sm
yslu,

že
je
m
u
to
celé
m
oc
líto
a
že
za
všechn

y,
kteří

díky
T
urin
gově

práci
m
ohou

žít
ve
svobodě,

říká,
že...

je
m
u

celá
věc
m
oc
líto.

U
čin
il
tak
díky

petici,
kterou

zařídil
jistý

britský
program

átor.

23-2-1
B
alíčk

y
b
alíčk

ů
10
b
o
d
ů

�
P
etice

byla
sam
ozřejm

ě
elektronická,ale

aby
jipan

pre-
m
iér
nem
ohlzam

ést
pod
koberec,rozhodne

se
jijejíini-

ciátor
John

G
raham

-C
um
m
ing
vytisknout

a
zaslat

p
oštou.

P
oprvé

p
o
m
noha

letech
studuje

p
oštovné

a
co
nevidí?

V
ýhodné

nabídky
balíčků!M

ůžete
p
oslat

jeden
o
váze

N
kg,

dva
o
váze

N
−
1
kg,třio

váze
N

−
2
kg,...,

N
o
váze

1
kg,

kde
N
závisí

na
ročním

ob
dobí,

denní
hodině

a
sjízdnosti

silnic.
T
o
vás
nem
usí
trápit,

N
dostane

váš
program

na
vstupu.

D
ále
dostanete

váhu
H
p
etice

v
celých

kilogram
ech.

V
a-

ším
úkolem

bude
vym
yslet,

které
nabídky

balíčků
je
třeba

vybrat,
aby
se
do
nich

dohrom
ady
vešlo

H
kg
p
etice,

ale
zároveň

aby
jejich

kapacita
byla

co
nejblíže

tom
uto

H
.

Je
třeba

zdůraznit,
že
„3
balíčky,

každý
o
váze

N
−
2
kgÿ

je
jedna

nabídka,
kterou

jako
celek

buď
přijm

ete,
neb
o
ne-

přijm
ete.
C
hcete-li

p
oslat

3N
−
6
kg,
je
to
ideální

volba.

C
hcete-li

p
oslat

N
−
2
kg
a

N
není

úplně
m
alé
(třeba

N
=
100),

je
lepší

zvolit
nabídku

„1
balíček

o
váze

N
kgÿ,

přestože
dva
kilogram

y
nevyužijete.

Stejně
dobré

řešení
by

pak
bylo

vybrat
„
N
balíčků

o
váze

1
kgÿ
a
nám

je
jedno,

které
z
takových

dvou
stejně

dobrých
řešení

vypíšete.

C
hcete-li

p
oslat

100
kg
a
N
=
12,
m
ůžete

vybrat
třeba

kom
binaci

3
×
(N

−
2)
+
3
×
(N

−
2)
+
5
×
(N

−
4)
=

3
×
10
+
3
×
10
+
5
×
8.

T
ato
úloha

je
praktická

a
řeší
se
ve
vyhodnocovacím

sys-
tém
u
C
odE
x. 2
P
řesný

form
át
vstupu

a
výstupu,

p
ovolené

jazyky
a
další

technické
inform

ace
jsou

uvedeny
v
C
odE
xu

přím
o
u
úlohy.

T
urin
g
byl„zakladatelm

odern
í
in
form

atikyÿ.
C
o
m
yslíte,

dařilo
se
m
u
n
a
n
ěco
takového

balit
holky?

Z
aved
l
n
ejvýzn

am
ější
teoretický

m
odel

počítače,
kterém

u
se
dn
es
říká

T
urin
gův
stroj.

M
ůžem

e
si
ho
představit

jako
n
ekon
ečn
ou
pásku

popsan
ou
sym
boly
z
n
ějaké

kon
ečn
é
m
n
o-

žin
y.
N
ad
páskou

se
pohybuje

hlava
stroje

a
v
každém

kroku
výpočtu

pod
le
jedn
oduché

tabulky
pravidel

přečte
sym
bol,

n
ahradí

ho
jin
ým
,
a
přesun

e
se
doleva

n
ebo
doprava.

E
xis-

tuje
teze,

že
práce

každého
rozum

n
ého
(teoretického

i
sku-

tečn
ého)

počítače
se
dá
n
a
práci

T
urin
gova

stroje
převést.

N
a
základě

tohoto
m
odelu

dokázal,
že
n
eexistuje

zaručen
ě

kon
ečn
ý
algoritm

us,
který

by
dokázal

posoudit,
zdali

se
jin
ý

dan
ý
algoritm

us
n
a
dan
ých
datech

zastaví.
T
ím
rozhodn

ul
H
ilbertův

problém
z
roku

1928,
který

se
ptal

po
existen

ci
zaručen

ě
kon
ečn
ého
algoritm

u,
který

do-
stan
e
m
atem

atické
axiom

y
a
dom
n
ěn
ku
a
rozhodn

e,
je-li

dom
n
ěn
ka
z
těchto

axiom
ů
odvoditeln

á.
Z
am
ítn
ul
existen

-
ci
takového

algoritm
u,
protože

díky
form

alizaci
T
urin
gova

stroje
um
ěl
vyjádřit

„zastaví
se
algoritm

us
n
a
dan
ých
da-

tech?ÿ
jako

m
atem

atickou
dom
n
ěn
ku.

V
ym
yslel

též
„T
urin
gův
testÿ.

Jde
v
podstatě

o
člově-

kostředn
ou
defi
n
ici
in
teligen

ce–
objekt

je
in
teligen

tn
í
právě

1
h
t
t
p
:
//
m
k
s
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/

2
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
z
a
c
i
n
a
m
e
/
c
o
d
e
x
.
h
t
m
l

–
1
–



tehdy,
n
erozezn

á-li
lidský

pozorovatel
jeho

lin
gvistický

vý-
stup

od
lin
gvistického

výstupu
člověka.

T
akové

T
urin
govské

testován
í
provádí

každý
z
n
ás
vždy,

když
m
u
píše

n
ezn
ám
á

en
tita
po
IM
a
n
abízí

výrobek.
C
o
n
a
tom
,
že
ho
v
m
n
oha
(i
zm
ín
ěn
ých)

věcech
asi
o
rok

předběhl
A
lon
zo
C
hurch

–
T
urin
gův
přístup

se
ukázal

být
straviteln

ější
n
ež
C
hurchův

lam
bda
kalkulus.

23-2-2
Z
astaven

í
10
b
o
d
ů

K
dyž
už
jsm
e
u
toho

zastavování...
M
ám
e-li
spravedlivou

šestistěnnou
kostku,um

ím
e
na
nígenerovat

(celá)
náhodná

čísla
m
ezi
1
a
6
(včetně)

se
stejnou

pravděp
odobností

1
/6.

P
ředstavm

e
si,
že
m
ám
e
p
o
ruce

4-,
6-,
8-,
12-
a
20stěnnou

kostku.
P
ro
které

hodnoty
n
um
ím
e
p
om
ocí
těchto

kostek
generovat

(celá
náhodná)

čísla
m
ezi
1
a
n
(včetně)

tak,
aby

všechna
padala

se
stejnou

pravděp
odobností

a
trvalo

nám
to
zaručeně

konečný
p
očet

kroků?

P
okud

píšem
e
generovat,m

yslím
e
tím
prostě,že

nějaký
váš

algoritm
us
dostane

kostku
„zap

ůjčenouÿ
a
m
ůže
si
s
její

p
om
ocígenerovat

náhodná
čísla,na

jejichž
základě

nakonec
sp
očítá

p
ožadované

výsledné
náhodné

číslo.
Jakékoli

jiné
náhodné

generátory
jsou

zakázány.
N
ep
ůjde-li

vám
to
ve

vší
ob
ecnosti,

zkuste
ověřit,

jestli
(a
jak)

jdou
vygenerovat

čísla
od
1
do
120.

T
řeba

náhodné
číslo

v
intervalu

1
až
32
snadno

získám
e
na

dva
hody

výrazem
(8(d

4 −
1)+

d
8 ),kde

d
4
je
číslo

hozené
na

čtyřstěnné
kostce

a
d
8
číslo

hozené
na
osm
istěnné

kostce.

O
T
urin
govi

se
povídá

spousta
„geekovskýchÿ

drbů.
Č
as-

to
se
zm
iň
uje
jeho

kolo,
byl
to
n
áruživý

cyklista.
Z
ačal

m
u

prý
jedn
ou
padat

řetěz
a
on
n
edbal

opravy,
m
ísto
toho

si
při

jízdě
počítal

otočky
a
pokaždé,

když
se
to
m
ělo
stát,

seskočil
z
kola

a
opatrn

ě
posun

ul
řetěz

o
pár
pozic

dál.
T
o
zn
í
strašlivě

n
eprakticky,

dokud
si
n
eosvětlím

e,
že
ře-

těz
padal

právě
a
jen
tehdy,

sešel-li
se
jeden

ohn
utý
zoubek

n
a
kotouči

s
jedn
ou
n
edokon

alou
pozicí

n
a
řetězu.

Je
pak

otázka
děliteln

osti,
kdy
se
při
jízdě

takové
dvě
chyby

setkají:
klidn

ě
to
m
ohlo

n
astávat

„
jen
ÿ
každých

deset
m
in
ut.

23-2-3
P
ro
jížď
ka

12
b
o
d
ů

P
ředstavm

e
si
T
uringa

m
ířícího

vlakem
do
krajiny,

kterou
si
chce

na
kole

projet.
D
ostanem

e
na
vstupu

seznam
roz-

cestí
a
cest,

které
vedou

m
ezi
nim
i.
Jeho

kolo
je
tentokrát

b
ezvadné,

leč
terén

je
obtížný

a
hlavně

nevyrovnaný
–
ně-

které
silnice

jsou
krátké

a
klidné,

dokonce
vedou

z
kop
ce;

jiné
jsou

dlouhé,
klikaté

a
strm

é,
takže

velm
i
unavují.

T
uring

každé
z
nich

při
p
ohledu

do
m
apy
přidělil

celé
číslo

vyjadřující
tuhle

sub
jektivní

obtížnost
–
na
kladně

ohod-
nocených

cestách
si
bude

odp
očívat

a
na
záp
orně

ohodno-
cených

tuhle
nashrom

ážděnou
energii

vydá.

T
eď
by
od
vás
chtěl,

abyste
napsali

program
,
který

m
u
na-

jde
takovou

cestu
(včetně

začátku
–
a
m
ůže
začínat

na
li-

b
ovolném

rozcestí),
p
o
které

jednak
projede

všechny
silnice

právě
jedn
ou
,druhak

bude
na
každém

rozcestísoučet
všech

T
uringem

do
té
chvíle

projetých
silnic

n
ezáporn

ý
a
navíc

se
vrátí

na
rozcestí,

na
kterém

začal.
C
hcete-li

a
m
yslíte-li

si,
že
vám

to
p
om
ůže,předp

okládejte
klidně,že

z
každého

roz-
cestí

vychází
sudý

p
očet

silnic.

D
ůležité

je,
že
T
urin
govy

vědecké
výsledky

bledn
ou
ve

srovn
án
í
s
jeho

srdn
atostí

za
druhé

světové
války.

Ú
častn

il
se
dešifrován

í
n
ěm
eckého

šifrovacího
stroje

E
n
igm
a
v
an
g-

lickém
B
letchley

P
arku,

postavil
při
této

příležitosti
jedn
o-

účelový
počítač

B
om
be,
který

podstatn
ě
urychlil

procházen
í

m
ožn
ostí.

D
íky
tom
u,
že
byly

kódy
N
ěm
ecka

zlom
en
y,
n
a-

brala
válka

pon
ěkud

jin
ý
rozm

ěr,
který

hezky
zachytil

N
eal

S
tephen

son
ve
své
kn
ížce

K
rypton

om
ikon

(ve
které

m
im
o-

chodem
T
urin
g
skutečn

ě
vystupuje):

„[V
e
fi
lm
ech]

se
praví,

že
P
atton

a
M
acA
rthur

jsou
od-

vážn
í
gen
erálové.

S
vět
bez
dechu

očekává
jejich

další
n
eo-

hrožen
é
eskapády

za
n
epřátelskou

lin
ií.
W
aterhouse

ví,
že

P
atton

a
M
acA
rthur

jsou
víc
n
ež
cokoliv

jin
ého
in
teligen

t-
n
í
kon
zum
en
ti
[prolom

en
ých
šifer]

U
ltra/M

agic.
P
oužívají

je
k
tom
u,
aby
zjistili,

kde
n
epřítel

soustředil
síly,

pak
ho

obejdou
a
udeří

n
a
m
ísto,

kde
je
n
ejslabší.

T
o
je
všechn

o.ÿ

23-2-4
P
lán
ován

í
10
b
o
d
ů

P
ořád

by
ale
bylo

p
oněkud

nespravedlivé
upřít

všem
sp
o-

jeneckým
generálům

jakoukoliv
tvořivost.

I
když

vám
cizí

zprávy
diktují,

na
která

m
ísta

p
otřebujete

kdy
zaútočit,

p
ořád

m
áte
om
ezené

zdroje.

V
této
úloze

dostanete
na
vstupu

seznam
časových

intervalů
zadaných

přirozeným
ičísly,ve

kterých
je
p
otřeba

likvidovat
nějaký

výhodný
cíl
ploužící

se
za
frontovou

linií.
Seznam

je
usp
ořádaný

p
odle

p
očátků

těchto
intervalů.

C
hcem

e
od
vás,
abyste

našli
m
inim
ální
p
očet

b
om
bardérů,

který
stačí

k
likvidaci

všech
cílů,

a
jejich

časový
rozvrh.

N
euvažujte

doby
přilétání

a
odlétání,

tankování,
údržby

a
p
odobně,

to
už
je
zap
očítáno

v
intervalech.

L
etadlo

je
vždy

plně
využito

celý
p
ožadovaný

interval,
takže

se
nesnažte

o
nějaké

triky
s
předčasným

návratem
,
jedním

letadlem
na

dvou
m
ístech

ap
od.

P
říklad

vstupu:
5
-
8
7
-
1
2
1
1
-
1
3
1
2
-
1
5

P
říklad

výstupu:
21
:
5
-
8
1
1
-
1
3

2
:
7
-
1
2
1
2
-
1
5

23-2-5
Z
am
ěřován

í
8
b
o
d
ů

�
H
istoricky

se
m
atem

atika
ve
válkách

p
oužívala

vedle
šif-

rování
také

při
všem

ožné
balistice.

N
abízím

e
vám

touto
historií

velm
i
vzdáleně

inspirovanou
úlohu:

D
ostanete

na
vstupu

p
ozicidvou

kanónů
v
kartézské

sousta-
vě
souřadnic

a
p
o
řadě

vrcholy
i
nekonvexního

m
nohoúhel-

níka
(ale
žádné

dvě
jeho

nesousedící
hrany

se
neprotínají),

na
jehož

obvod
šílený

velitelpřikázalstřílet.Souřadnice
ne-

m
usí
být
celá
čísla.

N
avíc

vyžaduje,
aby
oba
kanóny

střílely
na
takový

b
od
na

obvodu,
pro
který

platí,
že
je
obsah

trojúhelníka
určeného

ob
ěm
a
kanóny

a
tím
to
b
odem

co
nejbližší

zadaném
u
číslu.

P
okud

je
jich
více,

vypište
lib
ovolný

z
nich.

P
říklad

vstupu
(kanóny,

p
evnost,

obsah):

[
1
,
1
]
[
1
,
2
]

[
2
,
1
]
[
2
,
2
.
5
]
[
3
.
7
1
,
2
.
5
]
[
3
.
7
1
,
6
]
[
7
,
1
]

1O
dp
ovídající

výstup
m
ůže
být
třeba

[
3
,
1
].

P
o
válce

pracovalT
urin
g
n
a
stavbě

počítačů,
ten
tokrát

už
n
e
jedn
oúčelových,

a
n
ějakou

dobu
se
m
u
dařilo

kon
kurovat

podstatn
ě
lépe

fi
n
an
covan

ém
u
am
erickém

u
výzkum

u.

23-2-6
T
estovací

10
b
o
d
ů

P
otřebujem

e-li
u
takového

jednoduchého
p
očítače

otesto-
vat
b
ezchybnost,

chcem
e
nějakou

dosti
jednoduchou

úlohu,
p
o
jejím

ž
vyřešení

a
naprogram

ování
si
budem

e
m
oci
být

–
2
–



jisti,
že
p
okud

dává
p
očítač

špatné
výsledky,

není
to
naším

naprogram
ováním

.

C
o
třeba

takovou?

M
áte
zadanou

setříděnou
p
osloupnost

přirozených
čísel

a
chcete

vypsat
všechny

trojice
ve
tvaru

a,
a
+
k,

a
+
2
k
(pro

všechna
m
ožná

přirozená
a,

k),
které

se
v
ní
nacházejí.

P
říklady

(vstup
→
výstup):

1
2
3
5
8
9
→
1
-
2
-
3
1
-
3
-
5
1
-
5
-
9
2
-
5
-
8

1
2
4
5
1
0
1
1
→
nic
(zde

není
žádná

taková
trojice)

T
urin
g
byl
také

m
im
ochodem

hom
osexuál,

v
B
ritán

ii
to

bylo
do
roku

1968
trestn

é
(u
n
ás
„
jen
ÿ
do
roku

1960),
a
tak

m
u
soud,

když
se
n
a
to
přišlo,

zakázal
pracovat

n
a
vlád-

n
ích
projektech

n
a
výstavbu

počítačů
a
n
ařídil

horm
on
áln
í

„léčbuÿ.
O
dva
roky

později
si
T
urin
g
kousl

do
jablka,

které
předtím

n
apln
il
kyan

idem
.
B
izarn

í?
M
ěl
m
oc
rád
S
n
ěhurku

a
sedm

trpaslíků
od
D
isn
eyho

–
in
spiraci

tedy
m
ožn
á
n
ašel

v
tom
to
fi
lm
u.

K
aždopádn

ě
se
všeobecn

ě
soudí,

že
ho
k
tom
u
dohn

aly
do-

sti
n
epěkn

é
ved
lejší

účin
ky
prováděn

ého
léčen

í
a
to
je
on
ím

důvodem
,
proč

se
m
u
britský

prem
iér
po
55
letech

om
luvil.

M
ezi
in
form

atiky
je
T
urin
g
oblíben

ý,
protože

jeho
životn

í
příběh

dokum
en
tuje,

jak
m
ůže
být
takový

teoretik
užitečn

ý,
když

vyvstan
ou
velké

praktické
problém

y.
E
xistují

odhady,
pod
le
kterých

an
alytici

z
B
letchley

P
arku

zkrátili
válku

o
rok

a
zachrán

ili
m
ilion

lidí,
a
je
sam
ozřejm

é
n
em
ožn
é
říct,

jestli
tom
u
tak
je.
Je
rozhodn

ě
dojem

n
é
si
uvědom

it,
že
po
válce

sam
ozřejm

ě
jako

hrdin
ové
oslavován

i
n
ebyli,

protože
brit-

ská
vláda

n
echtěla,

aby
se
o
prolom

en
í
dan
ých
šifer

vědělo.
M
n
oho
jich
tedy,

stejn
ě
jako

T
urin
g,
zem
řelo
bez
jakéhoko-

liv
uzn
án
í.

V
češtin

ě
vyšla

v
edici

A
liter

popularizačn
í
kn
ížka
„M
už,

který
věděl

příliš
m
n
ohoÿ,

která
se
celá

věn
uje
T
urin
gově

životu
a
sn
aží
se
jem
n
ě
vysvětlovat

jeho
výsledky.

P
okud

vás
zajím

á
teoretická

in
form

atika
a
chcete

být
drsn
í,
C
harles

P
etzold

n
edávn

o
sepsal

„A
n
n
otated

T
urin
gÿ,
což
je
přetisk

T
urin
govova

ústředn
ího
člán
ku
s
pozn
ám
kam
i.

E
xistuje

docela
zn
ám
á
beletristická

kn
ížka

o
kryptoan

a-
lyticích

z
B
letchley

P
arku

a
špion

ážn
ích
tan
ečcích

kolem
,

která
se
jm
en
uje
„E
n
igm
aÿ
–
dokon

ce
pod
le
n
í
n
atočili

fi
lm
.

T
am
už
ale
n
ašeho

hrdin
u
n
en
ajdete.

23-2-7
R
egu
lom
aty

12
b
o
d
ů

�
P
o
představení

syntaxe
regulárních

výrazů
se
p
odívá-

m
e
na
zoub

ek
tom
u,
co
se
s
nim
i
děje

uvnitř
p
očítače.

P
roč
se
vlastně

oněm
výrazům

říká
regulární?

P
opisujítotiž

regulární
jazyky,

tedy
jazyky

rozp
oznávané

konečným
i
sta-

vovým
i
autom

aty.
Ž
e
nevíte,

o
čem

píšu?

K
onečný

autom
at
je
m
nožina

(Q
,A

,δ,q
0 ,F
)
...
form

ální
definici

nechm
e
na
seriál

17.
série

a
úlohu

17-2-5.

a

a

a

a

bb

b
b

K
onečný

autom
at
si
představm

e
jako

m
nožinu

stavů,
m
e-

zi
kterým

i
m
ůžem

e
různě

přecházet
tím
,
že
přečtem

e
znak

ze
vstupu.Ilustrativníobrázek

nap
o-

ví
víc
než
suchá

teorie.
T
lusté

šipky
sym
b
olizují

vstupní
stav

a
výstupní

stavy.

V
ýstup

em
našeho

autom
atu
pak
bu-

de
přijetí,

neb
o
odm
ítnutí,

p
odle

to-
ho,
jestli

řetězec
vyhovuje,

či
nikoli.

N
a
začátku

jsm
e
v
p
očátečním

sta-
vu.
P
řečtem

e
písm

enko
ze
vstupu

a

vyb
erem

e
si
příslušnou

hranu
a
p
o
ní
přejdem

e
do
dalšího

stavu.
A
zase

přečtem
e
písm

enko
ze
vstupu,

vyb
erem

e
si

hranu,
přejdem

e...

K
dyž
nem
ám
e
co
přečíst,

stačí
nám

jednoduše
zjistit,

jestli
jsm
e
zrovna

ve
výstupním

stavu,
neb
o
nikoli.

P
okud

jsm
e

ve
výstupním

stavu,
tak
jsm
e
přijali

vstup,
jinak

ho
odm
ít-

nem
e.
V
stup

taktéž
odm
ítnem

e,
p
okud

při
b
ěhu
zjistím

ě,
že
z
aktuálního

stavu
žádná

vhodná
hrana

nevede.

A
utom

at
na
obrázku

tedy
přijím

á
taková

slova
jako

b
b
a,

b
a
b
a
b
a,
a
a
a
a
a
a
a,
ale
odm
ítne

například
slova

a
b
b
a,
b
a
b
a

(skončí
vpravo

dole),
a
b
a
b
a
b
(skončí

vpravo
nahoře),

a
a
a
a

neb
o
λ
3
(skončí

vlevo
nahoře).

E
xistuje

hezká
věta,

která
říká,

že
každý

konečný
autom

at
lze
převést

na
regulární

výraz.
T
o
znam

ená,
že
um
ím
e
na-

jít
regulární

výraz,
který

m
atchuje

právě
ty
vstupy,

které
přijm

e
konečný

autom
at
(a
žádné

jiné).
D
ůkaz

té
věty

se
dá
udělat

třeba
ukázáním

univerzálního
p
ostupu,

který
ale

bude
až
v
autorském

řešení,
jinak

byste
přišli

o
tu
zábavu

vym
ýšlet,

jak
na
to.

Ú
kol
1
[4b]:

P
řeveďte

autom
at

na
obrázku

na
regulární

výraz:

1

3
2

1

2

3
1

N
ebylo

to
tak
hrozné,ne?

C
o
si

to
vzít

obráceně?
E
xistuje

do-
cela

hezká
věta,

která
dokazu-

je,
že
každý

regulární
výraz

lze
převést

na
konečný

autom
at.

N
ěkteré

jdou
i
ručně.

Ú
kol
2
[3b]:

P
řeveďte

zadaný
výraz

na
konečný

autom
at:

(
1
(
2
3
|
3
2
)
|
2
(
3
1
|
1
3
)
|
3
(
1
2
|
2
1
)
)
*

Č
ím
m
éně
hran

a
stavů,

tím
více

b
odů

m
áte
šanci

získat
(za
autom

at
m
ající

více
než
10
stavů

nebudou
ani
2
b
ody).

D
rtivou

většinu
výrazů

ale
hned

tak
jednoduše

převést
ne-

p
ůjde,

neb
o
to
alesp

oň
není

na
první

p
ohled

vidět.
Z
avede-

m
e
proto

nedeterm
inistické

konečné
autom

aty
(N
K
A
).

N
K
A
je
autom

at,
u
kterého

m
ůže
z
jednoho

stavu
vést

více
hran

pro
jedno

písm
enko.

P
rogram

si
tedy

m
ůže
vybrat,

kterou
cestou

p
ůjde.

V
stup

je
pak

přijat,
p
okud

existuje
m
ožnost,

jak
ho
přijm

out,
neb
oli
p
okud

existuje
vhodná

cesta
(tedy

p
o
které

program
m
ohl
jít),
která

končí
v
něja-

kém
z
výstupních

stavů.

N
avíc

si
dovolím

e
takzvané

ε-přechody.
T
o
jsou

hrany,
p
o

kterých
je
m
ožno

přejít,aniž
přečtem

e
znak

ze
vstupu.A

by
bylo

p
oznat,

že
jsm
e
k
hraně

nezap
om
něli
připsat

její
znak,

píšem
e
k
ní

ε
–
sym
b
ol
pro
prázdný

řetězec.

0
1

1
0

10

0
1

ε

T
ento

autom
at
přijím

á
třeba

řetězce
1
0
1
1
1,
1
1
1
1,ale

třeba
ne
0
0
0
neb
o
1
1
1.
V
yzkoušejte

si
sam
i,
jak.

3
λ
je
obvykle

p
oužívaná

zkratka
pro
prázdné

slovo.

–
3
–



Ú
kol
3
[5b]:

P
řeveďte

výraz
(
1
0
(
1
(
1
0
)
*
1
)
*
0
1
)
*
na
N
K
A

s
ε-přechody.B

onus
2b
pro
ty,kdo

vym
yslíjednodušší(tedy

kratší)
ekvivalentní

výraz.

R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky

P
ro
ch
ázk
y
p
o
grafech

T
ento

spisek
hojně

p
oužívá

jazyka
teorie

grafů.P
okud

ještě
term

íny
jako

„hranaÿ,
„cestaÿ

neb
o
„stup

eň
vrcholuÿ

ne-
znáte,přečtěte

siprosím
nejprve

úvodníkuchařku
o
grafech

na
našich

w
eb
ových

stránkách.

H
istorický

problém

V
roce

1735
se
švýcarském

u
m
atem

atikovi
L
eonhardu

E
u-

lerovi
na
stůl
dostal

na
první

p
ohled

jednoduchý
problém

,
který

m
u
předložilstarosta

m
ěsta
K
rálovec

(dnešníK
alinin-

grad).
K
rálovcem

teče
řeka

P
regola,

na
ní
je
několik

ostro-
vů
a
ostrovy

byly
sp
ojeny

se
zbytkem

m
ěsta
m
osty.D

ob
ová

ilustrace
situaci

vystihla
takto

(schém
atická

kresba):

P
an
starosta

se
pana

m
ate-

m
atika

v
dopise

tázal,
jest-

li
je
m
ožné

začít
z
některé-

ho
z
břehů

(neb
o
ostrovů)

a
udělat

si
vycházku

p
o
m
ěs-

tě
tak,

že
každým

m
ostem

projdem
e
právě

jednou.

N
avíc

chtěl
procházku

skončit
na
kusu

suché
zem
ě,
ze
kte-

rého
jsm
e
vyšli.E

uler
jej
nejprve

chtělp
oslat

k
šípku

–
pro-

blém
jde
snadno

vyřešit
rozb
orem

případů,
což
by
zvládli

i
tehdejší

studenti
střední

školy
(natož

pak
ti
dnešní).

P
rofesor

E
uler

se
ovšem

zachoval
jako

pravý
m
am
em
atik

–
přišel

na
to,
jak
problém

zob
ecnit,

a
m
istrně

vyřešil
há-

danku
i
pro
všechna

m
ožná

m
ěsta,

která
kdy

budou
chtít

p
ořádat

p
odobné

procházky.

E
ulerovský

tah

P
ojďm

e
si
nyní

problém
p
opsat

abstraktně
a
tím
si
při-

p
om
enout

grafovou
term

inologii.
V
rcholy

našeho
grafu

jsou
kusy

p
evniny,ať

už
to
budou

částim
ěsta
neb
o
ostrovy.M

ezi
dvěm

a
vrcholy

p
ovede

hrana,
p
okud

jsou
sp
ojeny

m
ostem

,
a
onen

m
ost
odp
ovídá

hraně.
V
tom
to
zadání

m
á
sm
ysl

uvážit,
že
m
ezi
dvěm

a
kusy

p
evniny

p
ovede

m
ostů

více
–

například
v
P
raze

jich
vede

tolik,
že
se
na
to
ptají

v
leckte-

ré
zem
ěpisné

olym
piádě.

G
raf,
kde
m
ezi
vrcholy

vede
více

hran,
nazývám

e
m
ultigraf,

a
p
okud

dvě
hrany

vedou
m
ezi

stejným
i
vrcholy,

m
luvím

e
o
nich

jako
o
paraleln

ích
hra-

nách.

O
b
ecná

procházka
v
grafu

z
vrcholu

A
do
vrcholu

B
(p
osloupnost

hran
taková,

že
cílový

vrchol
předchozí

hrany
je
p
očá-

teční
vrchol

hrany
následující)

se
nazývá

sled
z
A
do

B
.
V
e
sledu

se
m
ohou

opako-
vat
jak
hrany,tak

vrcholy;sled
tedy

není
řešením

našeho
problém

u
(ve
sledu

je
m
ožné

se
vrátit

p
o

hraně,
ze
které

jsm
e
právě

přišli).
P
ro
naši

úlohu
se
hodí

p
osloupnost

hran
taková,

že
vrcholy

se
opakovat

m
ohou,

ale
hrany

nikoli.
T
éto
p
osloupnosti

se
říká

tah
z
A
do

B
.

K
dyby

se
neopakovaly

ani
vrcholy,

pak
p
osloupnost

ozna-
čujem

e
jako

cestu.T
ah
(resp

ektive
sled)

je
uzavřen

ý,p
okud

začíná
v
A
a
končí

také
v
A
.

P
odívám

e-li
se
tedy

na
m
apu

K
rálovce

jako
na
m
ultigraf,

ptám
e
se,
zdali

existuje
uzavřený

tah
takový,

že
každou

hranu
navštíví

právě
jednou.

T
akovém

u
tahu

pak
říkám

e
uzavřen

ý
eulerovský.

M
im
ochodem

,
tahu

se
„tahÿ

neříká
jen
tak
náhodou.

D
ěti

se
často

ve
školce

překonávají
v
um
ění
nakreslit

obrázek
jedním

tahem
,
aby

se
tužkou

nem
uselo

vracet
p
o
už
na-

kreslené
čáře.

P
okud

si
obrázek

představím
e
jako

graf
(čá-

ry
jsou

hrany,
m
ísta
jejich

setkání
vrcholy),

pak
eulerovský

tah
naleznem

e
jen
v
tom

obrázku,
který

lze
nakreslit

jed-
ním
tahem

.
V
uzavřeném

eulerovském
tahu

se
pak
vrátím

e
i
do
m
ísta,

kde
jsm
e
začali.

P
odm
ínky

tahu

Je
na
čase

p
oodhalit

řešení
našeho

problém
u
s
eulerovským

tahem
.
P
ůjdem

e
na
to
jako

m
atem

atici
–
nejprve

ukážem
e

n
utn
ou
a
hned

nato
postačující

p
odm
ínku.

N
utná

vlastnost
grafu

je
taková,

že
b
ez
ní
eulerovský

tah
není

m
ožné

najít;
p
ostačující

vlastnost
je
ta,
se
kterou

vždy
eulerovský

tah
najít

um
ím
e.
Jsou-li

ob
ě
p
odm
ínky

stejné,
pak

se
jedná

o
ekvivalenci,

a
tak
tom
u
bude

i
nyní.

P
ředstavm

e
si,že

jsm
e
kouzlem

nějaký
uzavřený

eulerovský
tah
našli,

ať
už
je
jakýkoli.

V
ždy,

když
se
dostanem

e
do

jednoho
vrcholu

(a
není

důležité,
jestli

už
jsm
e
v
něm

byli,
neb
o
ne),

tak
abychom

tah
uzavřeli,

m
usím

e
z
něj
hned

také
odejít.

A
protože

tah
je
eulerovský,

každou
hranou

projdem
e
jen
jednou,

takže
tyto

dvě
hrany

(tu
příchozí

a
odchozí)

už
nep
oužijem

e.
U
každého

vrcholu
m
im
o
výchozí

tedy
platí,

že
hrany

tvoří
dvojice

–
jedna,

co
vedla

dovnitř,
a
jedna,

která
z
něj
vedla

ven.

P
odobná

věc
platí

i
pro
startovní

vrchol.
Sice

do
něj
ne-

vstoupím
e
p
oprvé

p
om
ocí
hrany,

takže
p
očet

navštívených
hran

u
něj
bude

stále
lichý

–
ale
jen
do
chvíle,

než
se
do

něj
nap
osledy

vrátím
e
a
skončím

e,
protože

skončením
jsm
e

p
oužili

p
oslední

hranu,
která

bude
tvořit

dvojici
s
hranou

první.

Jakou
vlastnost

grafu
jsm
e
odhalili?

N
eplatí,

že
graf

m
á

sudý
p
očet

hran
(protože

trojúhelník
jedním

tahem
nakres-

lím
e
a
přesto

m
á
3
hrany),

ale
platí,

že
do
každého

vrcholu
vede

sudý
p
očet

hran,
tedy

že
graf

m
á
v
šech

n
y
stu
p
n
ě

su
d
é.
N
ezap
om
eňm
e
také

na
to,
že
graf

m
usí
být
souvislý

–
dva
oddělené

obrázky
jedním

tahem
b
ez
zvednutí

tužky
nenakreslím

e.
M
ám
e
nutné

p
odm
ínky!

N
alezení

tahu

Z
bývá

tedy
ověřit,

že
p
odm
ínky

jsou
i
p
ostačující.

M
ějm
e

souvislý
graf,

který
m
á
všechny

stupně
sudé.

U
m
ím
e
v
něm

vždy
najít

uzavřený
eulerovský

tah?
O
věřm

e
to,
jak
se
na

inform
atiky

patří
–
algoritm

em
.

P
ředložený

algoritm
us
je
založený

na
vylepšeném

prohle-
dáváni

do
hloubky,

tedy
D
F
S.
T
o
patří

do
základního

ar-
zenálu

každého
program

átora,
jeho

p
opis

naleznete
třeba

v
program

átorské
bibli 4

neb
o
na
W
ikip
edii. 5

T
aké
o
něm

existuje
hezká

kuchařka
na
našem

w
ebu. 6

V
yb
erm
e
si
vrchol,

v
něm

začnem
e.
N
áš
algoritm

us
m
usí

um
ět
označovat

hrany
jako

„probranéÿ,
jako

to
dělá

D
F
S.

V
yb
erm
e
sitedy

jednu
hranu,a

p
okračujm

e
dále,zatím

b
ez

vypisování.

P
o
nějakém

tom
procházení

se
jistě

stane,
že
jsm
e
se
za-

stavili
–
vrchol

už
nem
á
žádné

nep
oužité

hrany.
N
utně

to
znam

ená,že
to
je
ten
vrchol,u

kterého
jsm
e
začínali.V

pro-
cházenído

hloubky
se
vracím

e
zp
ět,ale

m
y
k
tom
u
přidám

e

4
P
avel

T
öpfer:

A
lgoritm

y
a
program

ovací
techniky

5
h
t
t
p
:
//
c
s
.
w
i
k
i
p
e
d
i
a
.
o
r
g
/
w
i
k
i
/
P
r
o
h
l
e
d
%
C
3
%
A
1
v
%
C
3
%
A
1
n
%
C
3
%
A
D
_
d
o
_
h
l
o
u
b
k
y

6
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
t
a
s
k
s
/
2
0
/
c
o
o
k
3
.
h
t
m
l
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Š
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P
rogram

(A
le
co
trap

n
é
n
u
m
erické

ch
y
b
y
?)

C

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
i
o
.
h
>

#
d
e
f
i
n
e
M
A
X
1
0
0
0
0
0
0

i
n
t
m
a
i
n
(
v
o
i
d
)

{
i
n
t
c
i
t
,
j
m
e
n
,
j
,
i
=
0
,
z
a
c
=
0
;

/
/
V
l
a
s
t
n
o
s
t
j
a
z
y
k
a
C
-
-
r
y
c
h
l
é
v
y
n
u
l
o
v
á
n
í
p
o
l
e
.

/
/
P
r
o
t
o
ž
e
p
o
l
e
j
e
p
l
n
é
n
u
l
,
u
k
l
á
d
á
m
s
i
p
o
z
i
c
i

/
/
o
j
e
d
n
a
v
y
š
š
í
n
e
ž
s
k
u
t
e
č
n
o
u
.

i
n
t
z
b
[
M
A
X
]
=
{
0
}
;

c
h
a
r
v
y
s
l
[
M
A
X
]
;

F
I
L
E
*
f
i
n
,
*
f
o
u
t
;

f
i
n
=
f
o
p
e
n
(
"
z
l
o
m
k
y
.
i
n
"
,
"
r
"
)
;

f
s
c
a
n
f
(
f
i
n
,
"
%
d
%
d
\
n
"
,
&
c
i
t
,
&
j
m
e
n
)
;

f
o
u
t
=
f
o
p
e
n
(
"
v
y
s
l
e
d
e
k
.
o
u
t
"
,
"
w
"
)
;

i
f
(
c
i
t
>
=
j
m
e
n
)
{

z
a
c
=
c
i
t
/
j
m
e
n
;

c
i
t
%
=
j
m
e
n
;

}f
p
r
i
n
t
f
(
f
o
u
t
,
"
%
d
.
"
,
z
a
c
)
;

i
f
(
!
c
i
t
)

f
p
r
i
n
t
f
(
f
o
u
t
,
"
0
"
)
;

w
h
i
l
e
(
c
i
t
)

{
z
b
[
c
i
t
]
=
i
+
1
;

c
i
t
*
=
1
0
;

v
y
s
l
[
i
]
=
c
i
t
/
j
m
e
n
+
’
0
’
;

i
+
+
;

c
i
t
%
=
j
m
e
n
;

i
f
(
z
b
[
c
i
t
]
)

b
r
e
a
k
;

}/
/
A
b
y
c
h
o
m
n
e
m
u
s
e
l
i
v
y
p
i
s
o
v
a
t
p
o
z
n
a
c
í
c
h
,

/
/
v
y
t
v
o
ř
í
m
e
s
i
p
ř
e
d
z
a
č
á
t
k
e
m
p
e
r
i
o
d
y
"
z
a
r
á
ž
k
u
"
.

i
f
(
c
i
t
)

{
j
=
v
y
s
l
[
z
b
[
c
i
t
]
-
1
]
;

v
y
s
l
[
z
b
[
c
i
t
]
-
1
]
=
0
;

}v
y
s
l
[
i
]
=
0
;

f
p
r
i
n
t
f
(
f
o
u
t
,
"
%
s
"
,
v
y
s
l
)
;

i
f
(
c
i
t
)

{
f
p
r
i
n
t
f
(
f
o
u
t
,
"
(
"
)
;

v
y
s
l
[
z
b
[
c
i
t
]
-
1
]
=
j
;

v
y
s
l
[
i
+
+
]
=
’
)
’
;

v
y
s
l
[
i
]
=
0
;

f
p
r
i
n
t
f
(
f
o
u
t
,
"
%
s
"
,
v
y
s
l
+
z
b
[
c
i
t
]
-
1
)
;

}r
e
t
u
r
n
0
;

}
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vypisování
cesty

–
p
ostupně

p
ozpátku

vypisujem
e
hrany,

kterým
i
se
vracím

e
zp
ět
v
prohledávání.

S

A

N
a
obrázku

výše
je
příklad

právě
probíhajícího

algoritm
u.

Z
ačal

ve
zvýrazněném

vrcholu
vlevo,

procházel
p
o
šipkách

až
do
b
odu

A
,kde

volilhrany
tak,že

hned
skončilna

začát-
ku.
D
ále
p
okračoval

vypisováním
hran

p
ozpátku,

až
došel

zase
do
b
odu

A
.Z
de
sivybraljednu

ještě
nep
oužitou

hranu
a
p
o
ní
prošel

celou
druhou

kružnici
–
zbytek

hran
–
zp
ět

do
b
odu

A
.
N
yní
vypisuje

hrany
p
ozpátku

od
b
odu

A
.

B
uď
tím
to
výpisem

dojdem
e
až
na
začátek,

neb
o
se
do-

stanem
e
do
vrcholu,

který
m
á
ještě

nějaké
nep
oužité

hrany
(situace

m
ůže
vypadat

třeba
jako

na
obrázku).P

otom
vypi-

sování
zastavím

e
a
p
okračujem

e
v
prohledávání

D
F
S
přes

nep
oužitou

hranu.
I
tam

se
to
m
ůže
zastavit

(a
zastaví),

i
tam

začnem
e
vypisovat

p
ozpátku.

N
akonec

dojdem
e
do

p
ůvodního

m
ísta
rozb
očení,

a
budem

e
op
ět
p
ozpátku

vy-
pisovat

hrany,
které

nás
nakonec

dostanou
až
na
p
očátek,

kde
skončím

e.

N
ajde

tento
algoritm

us
opravdu

korektníuzavřený
eulerov-

ský
tah?

G
raf
byl
souvislý

a
o
algoritm

u
D
F
S
se
ví,
že
v
ta-

kovém
případě

navštíví
každou

hranu
právě

jednou.
A
lgo-

ritm
us
opravdu

vypisuje
cyklus

–
jen
je
u
nějtrochu

zvláštní
zp
ůsob,

jak
ho
vypisuje.

K
dyž
dojde

na
křižovatku

s
ještě

nep
oužitým

i
hranam

i,
tak
výpis

zastaví,
tiše
p
o
nich

kráčí,
označuje

si
je
a
vypisuje,

až
když

se
p
o
nich

vrací.
O
věřm

e
si,
že
hrany

opravdu
navazují.

V
duchu

argum
entů

z
předcházející

části
vím
e,
že
jediný

vrcholgrafu
s
lichým

p
očtem

nep
oužitých

hran
je
právě

ona
křižovatka

–
a
algoritm

us
D
F
S
prochází

graf
p
odobně,

jako
jsm
e
ho
procházeli

v
m
inulé

sekci,
takže

právě
do
tohoto

vrcholu
algoritm

us
dojde,

až
se
průchod

touto
částí

grafu
zastaví.

Jakm
ile
sem
program

dojde
(a
nezbudou

m
u
volné

hrany),
začne

cestovat
zp
ět
a
hrany

vypisovat
–
a
opravdu,

p
okračuje

se
tedy

z
m
ísta,kde

nap
osledy

přestal,a
program

vskutku
vypíše

tah
přes

všechny
hrany

v
grafu

–
uzavřený

eulerovský
tah.

V
ěta
o
eulerovském

tahu
v
celé
své
kráse

tedy
zní:

(M
ulti)graf

obsahuje
uzavřený

eulerovský
tah
právě

tehdy,
když

m
á
všechny

stupně
sudé

a
je
souvislý.

Je
třeba

p
odotknout,

že
složitost

našeho
algoritm

u
na
bázi

D
F
S
je
lineární

vůči
velikosti

grafu
(p
očtu

vrcholů
a
hran).

E
xistujíijiné

algoritm
y
pro
hledáníeulerovského

tahu,jed-
na
varianta

například
prochází

grafem
a
vybírá

si
na
křižo-

vatkách
takové

hrany,
které

souvislost
grafu

p
okud

m
ožno

nep
oškodí.

T
yto
algoritm

y
už
nem
usí
m
ít
nutně

lineární
časovou

složitost.

E
ulerovským

itahy
jsm
e
se
také

zabývaliv
autorském

řešení
úlohy

10-3-1
...

Jiné
druhy

procházek

N
ejen

kreslením
obrázků

ze
stejného

b
odu

živ
je
člověk.

C
o
kdybychom

m
ohli

začít
a
skončit

v
jiném

m
ístě,

tedy
ptalise

p
o
neuzavřených

eulerovských
tazích,zm

ěnilo
by
se

něco?
N
ení
tom
u
tak,

p
ouze

nutné
a
p
ostačující

p
odm
ínky

si
vyžádají,

aby
všechny

vrcholy
m
ěly
sudý

stup
eň
až
na

právě
dva
vrcholy,

které
m
ají
lichý

stup
eň.
P
okud

nám
to

nevěříte,zkuste
sito

rozm
yslet

sam
i,opravdu

to
nenítěžké.

Sm
ysltaké

dává
zkusit

najít
ne
uzavřený

tah,ale
uzavřenou

cestu
–
uzavřenou

cestu
přes

všechny
vrcholy,která

navštíví
každý

vrchol
právě

jednou.
B
ohužel,

ačkoli
jsou

problém
y

příbuzné,
m
usím

e
vás
zklam

at
–
není

znám
žádný

efektiv-
ní
(p
olynom

iální)
algoritm

us
na
tento

problém
,
a
kdyby

jej
někdo

z
vás
nalezl,

vyřešil
by
otázku

„P
vs.
N
P
ÿ
a
získal

alesp
oň
m
ilion

dolarů.
C
hcete-li

si
o
tom
to
problém

u
pře-

číst
něco

dalšího,
napište

do
vyhledávače

„H
am
iltonovská

cestaÿ
–
tak
se
ona
úloha

jm
enuje.

V
m
atem

atice
se
také

někdy
zm
iňují

„náhodné
procházkyÿ

p
o
grafech

–
m
ůžete

si
je
představit

tak,
že
se
p
o
m
os-

tech
m
ěsta

K
rálovce

m
otá
opilec,

který
si
hází

(opilou
neb
o

spravedlivou)
m
incí
a
p
odle

toho
se
rozhoduje,

přes
který

m
ost
jít
dál.
P
oužití

m
ají
tyto

m
odely

hlavně
v
m
atem

atic-
ké
teorii

grafů
a
teorii

pravděp
odobnosti.

O
tom

si
m
ůžem

e
p
ovědět

zase
někdy

jindy.
D
n
ešn
í
m
en
u
uvařil

a
servíruje

M
artin

B
öhm

V
zorová

řešení
první

série

23-1-1
B
ásn
ík
ů
v
d
en
ík

P
odúloha

najít
nejvyšší

m
ísto,

kde
spal,

splnila
svůj

účel:
vyřešili

jste
ji
všichni.

Stačilo
si
jen
p
očítat

nadm
ořské

výš-
ky
přičtením

toho,co
za
den
ušel,k

výsledku
včerejšího

dne
a
při
tom

si
v
prom

ěnné
aktualizovat

nejvyšší
m
ísto,

kam
došel.

Č
asu
to
zab
ere

O
(n
)
a
stejně

tak
pam
ěti
(n
je
p
očet

dnů,
p
o
které

psal
deník).

N
alezení

nejčastějšího
m
ísta,

kde
přespal,

šlo
řešit

různým
i

zp
ůsoby.

N
ejoblíb

enější
byl
p
om
ocí
třídění.

V
setříděných

nadm
ořských

výškách
už
stačí

najít
tu,
kte-

rá
je
nejdelší.

T
o
jste
zvládli

při
jednom

projití.
P
růb
ěžně

si
pam
atovat,

kolik
stejných

čísel
za
seb
ou
bylo

viděno,
a

srovnávat
to
se
zatím

nejdelším
viděným

úsekem
.
T
řídění

trvá
lepším

i
algoritm

y
O
(n
log

n
)
a
projití

O
(n
).
C
elkově

tedy
O
(n
log

n
).

H
odně

z
vás
taky

využívalo
vyhledávacího

strom
u,
někdy

převlečeného
za
m
apu
či
slovník,

ale
bylo

p
odstatné

si
při

tom
uvědom

it,
že
se
o
vyhledávací

strom
jedná.

Složitosti
při
tom

zůstávají
stejné.

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

Jitka
N
ovotn

á

23-1-2
J
ed
n
a
geom

etrická

N
ejprve

pár
slov

k
došlým

řešením
.
M
nozí

z
vás
se
u
této

úlohy
p
okoušeli

hledat
dva
nejvzdálenější

b
ody
a
sestrojit

nad
nim
iT
haletovu

kružnici.T
o
však

ob
ecně

nefunguje,viz
obrázek

1.
H
ledaný

střed
kruhu

dokonce
ani
nem
usí
ležet

na
ose
dvou

nejvzdálenějších
b
odů

(není
tedy

pravda,
že

oba
tyto

b
ody
leží
na
jeho

obvodu)
–
protipříklad

si
zkuste

vym
yslet

sam
i.

–
5
–



O
brázek

1:protipříklad
na
hledání2

nej-
vzdálenějších

b
odů.

M
ezi
b
odem

nahoře
a
ob
ěm
a
b
ody
na
obvodu

je
m
enší
vzdá-

lenost
než
m
ezi
sam
otným

i
b
ody
na
ob-

vodu.

P
ouze

pár
řešení

fungovalo
a
z
nich

jen
jedno

pracovalo
op-

tim
álně.G

ratulace
putuje

k
Jakubu

Z
íkovi,jenž

nastudoval
lineární

algoritm
us
nezaložený

na
pravděp

odobnosti
(těžší

na
p
ochop

enínež
zde
prezentované

řešenípracujícílineárně
jen
v
prům

ěru)
a
pak
ho
p
opsal.

Jak
vidno,

ne
každá

úloha
s
krátkým

zadáním
m
á
i
krátké

a
jednoduché

řešení.

Jedná
se
však

o
problém

starý
(p
oprvé

se
jím
zabýval

ang-
lický

m
atem

atik
Sylvester

v
roce

1857)
a
v
praxivyužitelný.

V
ezm
ěte
si
například

firm
u,
která

m
á
p
o
zem
i
rozm

ístěné
klienty

a
hledá

m
ísto

pro
své
středisko

tak,
aby

k
něm
u

žádný
klient

nem
ěl
m
oc
daleko.

Ř
íká
se
m
u
také

„problém
b
om
byÿ

(chcem
e
zjistit,

kde
odpálit

výbušninu
a
jak
m
á

být
velká,

abychom
zničili

všechny
cíle).

P
rvní

p
ozorování

N
yní
k
tom
u,
jak
se
úloha

řeší.
N
ejm
enší

kruh
obsahující

všechny
b
ody

si
označím

e
K
.
P
ři
řešení

úlohy
se
budou

hodit
následující

p
ozorování:

•
D
ostanem

e-li
na
vstupu

jen
jeden

b
od,
m
á
kruh

nulovou
velikost,

tento
případ

tedy
nebudem

e
uvažovat.

•
N
a
obvodu

kruhu
K
leží
m
inim
álně

dva
b
ody,

jinak
ho
m
ů-

žem
e
zm
enšit

(viz
obrázek

2).

O
brázek

2:čárkované
kruhy

lze
zm
en-

šit,
protože

se
nedotýkají

dvou
b
odů.

•
K
ruh

K
je
pro
danou

m
nožinu

b
odů

unikátní,
tj.
neexis-

tují
dva

nejm
enší

kruhy
obsahující

všechny
b
ody

(p
okud

by
byly

dva
různé,

jejich
průnik

obsahuje
všechny

b
ody
a

zároveň
se
m
usí
vejít

do
kruhu

s
m
enším

p
olom

ěrem
,
takže

tyto
dva
kruhy

nejsou
nejm

enší,
viz
obrázek

3)

O
brázek

3:
nechť

jsou
dva
kruhy

obsahující
všechny

b
ody

nejm
en-

ší,ale
pak
jejich

průnik,jenž
se
dá

obklopit
ještě

m
enším

kruhem
,ob-

sahuje
všechny

b
ody.

•
N
a
určení

kruhu
nám

stačí
m
axim

álně
3
b
ody
na
jeho

ob-
vodu.

P
okud

na
jeho

obvodu
leží
p
ouze

dva
b
ody,

prům
ěr

kruhu
je
vzdálenost

m
ezinim

i.Jestliže
je
kruh

určen
3
b
ody,

m
usí
tvořit

ostroúhlý
neb
o
pravoúhlý

trojúhelník,
jinak

by
m
ohl
m
ít
kruh

prům
ěr
rovný

vzdálenosti
strany

proti
tup
é-

m
u
úhlu

a
b
od
u
tup
ého
úhlu

by
neležel

na
obvodu

(viz
obrázek

4).
Jinak

řečeno,
jsou-li

na
obvodu

kruhu
alesp

oň
3
b
ody,

m
usí
se
m
ezi
nim
i
vyskytovat

3
netvořící

tup
oúhlý

trojúhelník.

O
brázek

4:
p
okud

3
b
ody
tvoří

tup
o-

úhlý
trojúhelník,

není
řešením

opsat
jim
kružnici.

P
ohled

do
Z
O
O
algoritm

ů

A
lgoritm

ů
řešících

takovouto
úlohu

je
více,

zde
si
letm
o

představím
e
ty
jednodušší

a
letm
o
ten
„nejhustějšíÿ,

ale
kdo

chce,
ať
rovnou

přeskočí
na
sekci

random
izovaný

al-
goritm

us,
kde
bude

p
ořádně

vysvětleno
v
prům

ěru
lineární

řešení.

O
kousek

výše
je
v
p
ozorováních

zm
íněno,

že
kruh

K
je

určen
2
neb
o
3
b
ody.

C
o
prostě

vzít
všechny

dvojice
a
tro-

jice
b
odů,

opsat
jim
kružnici,

zkontrolovat,
jestli

v
ní
leží

všechny
b
ody,

a
vybrat

nejm
enší?

T
o
bude

určite
fungovat,

jen
časová

složitost
je
nep
ěkných

O
(N
4).

E
xistuje

celkem
přím

očaré
(geom

etricky
m
yšleno)

řešení
b
ežící

v
čase

O
(N
2).
Skládá

se
z
následujících

kroků:

1.
N
a
začátku

vezm
ěte
nějaký

kruh,který
bude

určitě
ob-

sahovat
všechny

b
ody
(je
jedno

jaký).

2.
N
ajděte

nejvzdálenější
b
od

A
od
středu

kruhu
a
zm
en-

šete
p
olom

ěr
na
vzdálenost

m
ezi

A
a
středem

.
K
ruh
se

očividně
zm
enší

a
stále

bude
obsahovat

všechny
b
ody.

3.
P
okud

na
obvodu

leží
jen
b
od

A
,
p
osunujte

střed
p
o

přím
ce
m
ezi

A
a
středem

sm
ěrem

k
A
a
zároveň

zm
en-

šujte
jeho

p
olom

ěr,
aby

A
stále

ležel
na
obvodu.

P
o-

kračujte,
dokud

se
obvod

kruhu
nedotkne

jiného
b
odu

B
.

4.
N
ynítedy

ležína
obvodu

m
inim
álně

2
b
ody.D

le
našich

p
ozorování

p
otřebujem

e
zjistit,

jestli
jsou

m
ezi
nim
i
3

tvořícíostroúhlý
trojúhelník.L

ze
nahlédnout,že

takové
3
b
ody
neexistujíprávě

tehdy,když
na
obvodu

lze
najít

část
neobsahující

b
ody,

která
je
delší

než
p
ůlka

obvodu
(p
odívejte

se
na
p
oslední

obrázek
u
p
ozorování).

T
a

také
m
ůže
být
vždy

m
axim

álně
jedna.

5.
P
okud

tam
taková

část
není,

m
ůžem

e
skončit.

Jinak
vezm

ěm
e
dva
b
ody
na
okrajích

této
částib

ez
b
odů
(na-

zvem
e
je

D
a
E
),
zm
enšujm

e
p
olom

ěr
kruhu

a
p
osou-

vejm
e
střed

tak,
že

D
i
E
jsou

stále
na
jeho

obvodu.
M
ohou

nastat
dva
případy:

a)
P
rům
ěr
kruhu

je
vzdálenost

m
ezi

D
a
E
:
pak
jsm
e

nalezli
nejm

enší
kruh

obsahující
všechny

b
ody.

b)
N
a
obvod

kruhu
se
dostane

b
od

F
,
m
ám
e
tedy

ale-
sp
oň
3
b
ody

na
obvodu

a
m
ůžem

e
op
ět
přejít

na
b
od
4
(tj.zkusit

najít
část
b
ez
b
odů
delšínež

p
ůlka

obvodu
a
případně

op
ět
zm
enšovat

kruh).

Im
plem

entace
tohoto

geom
etrického

p
ostupu

je
trochu

ob-
tížná.

N
apříklad

zm
íněné

zm
enšování

kruhu
bude

op
ět
hle-

dáníjistým
zp
ůsob

em
nejvzdálenějšího

b
odu
(přesnějiřeče-

no
třeba

pro
krok

2,
p
okud

jsou
dány

dva
b
ody
na
obvodu

a
přím

ka,
p
o
níž
se
p
ohybuje

střed,
je
třeba

vyp
očítat,

kde
bude

ležet
střed,

z
toho

se
získají

p
olom

ěry
a
vyb
ere
se
ten

největší).

K
roky

1,
2
a
3
zab
erou

lineární
čas,
sam
otný

krok
4
také,

ale
m
ůže
se
stát
až
(N

−
2)-krát,že

se
bude

krok
4
opakovat.

P
roto

je
časová

složitost
v
nejhorším

případě
O
(N
2).

T
oto
řešení

bylo
ob
jeveno

až
v
roce

1972
pány

E
lzingou

a
H
earnem

,p
otom

následovaly
těsně

p
o
sob
ě
nápady

na
první

O
(N
log

N
)
algoritm

y
(Sham

os
a
H
oey
v
r.1975,P

reparata
v
r.
1977

a
Sham

os
v
r.
1978).

Z
ajím
avý
algoritm

us
vycházíz

p
ozorování,že

konvexníobal
určuje

hledaný
nejm

enší
kruh.

V
čase

O
(N
log

N
)
(resp.

O
(N
),
m
ám
e-li
b
ody
seřazené),

najdem
e
konvexní

obal,
je-

ho
velikost

budiž
H
,
a
na
něj
prostě

pustím
e
kvadratický

algoritm
us,
což
dává

složitost
O
(N
log

N
+

H
2).

–
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23-1-1
P
rogram

(B
ásn
ík
ů
v
d
en
ík
)

C

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
i
o
.
h
>

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
l
i
b
.
h
>

#
d
e
f
i
n
e
M
A
X
_
N
4
2
0
0
0

/
/
p
o
r
o
v
n
á
v
a
c
í
f
u
n
k
c
e
p
r
o
q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
i
n
t
e
r
b
l
a
c
k
m
a
g
i
c
)

i
n
t
c
o
m
p
a
r
e
(
c
o
n
s
t
v
o
i
d
*
x
,
c
o
n
s
t
v
o
i
d
*
y
)
{
r
e
t
u
r
n
*
(
i
n
t
*
)
x
-
*
(
i
n
t
*
)
y
;
}

i
n
t
m
a
i
n
(
v
o
i
d
)
{

i
n
t
N
;

/
/
p
o
č
e
t
d
n
ů

i
n
t
v
r
c
h
o
l
y
[
M
A
X
_
N
]
;

/
/
n
a
d
m
o
ř
s
k
é
v
ý
š
k
y
t
á
b
o
ř
i
š
ť

i
n
t
m
a
x
=
0
;

/
/
n
e
j
v
y
š
š
í
t
á
b
o
ř
i
š
t
ě

i
n
t
z
a
c
=
0
;

/
/
z
a
č
á
t
e
k
p
o
s
l
e
d
n
í
h
o
ú
s
e
k
u
s
t
e
j
n
ý
c
h
č
í
s
e
l

i
n
t
n
e
j
_
m
i
s
t
;

/
/
m
í
s
t
o
,
k
d
e
s
p
a
l
n
e
j
č
a
s
t
ě
j
i

i
n
t
n
e
j
_
k
o
l
i
k
=
0
;

/
/
a
k
o
l
i
k
r
á
t
t
a
m
s
p
a
l

/
/
v
s
t
u
p

v
r
c
h
o
l
y
[
0
]
=
0
;

/
/
z
a
č
a
l
u
m
o
ř
e

s
c
a
n
f
(
"
%
d
"
,
&
N
)
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
1
;
i
<
N
;
i
+
+
)
{

s
c
a
n
f
(
"
%
d
"
,
&
v
r
c
h
o
l
y
[
i
]
)
;

/
/
r
o
v
n
o
u
z
j
í
s
t
i
m
p
ř
e
s
n
o
u
n
a
d
m
o
ř
s
k
o
u
v
ý
š
k
u
p
ř
i
č
t
e
n
í
m
v
č
e
r
e
j
š
í
v
ý
š
k
y

v
r
c
h
o
l
y
[
i
]
+
=
v
r
c
h
o
l
y
[
i
-
1
]
;

i
f
(
v
r
c
h
o
l
y
[
i
]
>
m
a
x
)

m
a
x
=
v
r
c
h
o
l
y
[
i
]
;

}/
/
t
ř
í
d
ě
n
í
q
u
i
c
k
s
o
r
t
e
m

q
s
o
r
t
(
v
r
c
h
o
l
y
,
N
,
s
i
z
e
o
f
(
i
n
t
)
,
c
o
m
p
a
r
e
)
;

/
/
n
a
j
d
u
n
e
j
d
e
l
š
í
ú
s
e
k
s
t
e
j
n
ý
c
h
č
í
s
e
l

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
N
;
i
+
+
)
{

i
f
(
v
r
c
h
o
l
y
[
i
]
!
=
v
r
c
h
o
l
y
[
z
a
c
]
)

/
/
v
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t
e
c
h
s
e
z
m
ě
n
i
l
o
č
í
s
l
o

i
f
(
i
-
z
a
c
>
n
e
j
_
k
o
l
i
k
)
{

/
/
p
o
k
u
d
j
e
t
e
n
t
o
ú
s
e
k
d
e
l
š
í

n
e
j
_
m
i
s
t
=
v
r
c
h
o
l
y
[
z
a
c
]
;

n
e
j
_
k
o
l
i
k
=
i
-
z
a
c
;

z
a
c
=
i
;

}
}/
/
v
ý
s
t
u
p

p
r
i
n
t
f
(
"
N
e
j
v
ý
š
e
s
p
a
l
v
:
%
d
.
\
n
"
,
m
a
x
)
;

p
r
i
n
t
f
(
"
N
e
j
č
a
s
t
ě
j
i
s
p
a
l
v
:
%
d
.
\
n
"
,
n
e
j
_
m
i
s
t
)
;

r
e
t
u
r
n
0
;

}
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vrcholů
do
našeho

v.A
sam
ozřejm

ě,abychom
m
ohlip

osléze
zrekonstruovat

cestu,siuložím
e,který

že
to
vrcholz

vrstvy
vzdálené

n
−
1
byl
pro
náš

v
takto

výhodný.

B
ude
to
fungovat?

D
o
daného

vrcholu
prostě

m
usím

e
přijít

z
vrcholu

v
nejvýše

vrstvě
vzdálené

n
−
1,chcem

e-lidodržo-
vat
hranovou

vzdálenost
coby

úhlavníkritérium
–
a
z
vrstvy

s
m
enším

p
ořadovým

číslem
nám

do
vrcholu

ve
vrstvě

n
sa-

m
ozřejm

ě
žádná

hrana
vést

nem
ůže.

P
okud

tedy
věřím

e,
že

m
ám
e
ceny

v
nižších

vrstvách
sp
očítány

správně,budem
e
je

m
ít
dobře

i
ve
sp
očítaném

vrcholu.
N
o
a
protože

cena
v
p
o-

čátečním
vrcholu

je
dobře

(0),
roznese

nám
m
atem

atická
indukce

tuto
správnost

p
o
všech

vrcholech
v
grafu.

Sam
ozřejm

ě
nep
otřebujem

e
všechny

cesty,
ale
to
už
je
ta

p
otíž
s
algoritm

y
pro
hledání

nejkratší
cesty

z
b
odu

A
do

b
odu

B
,
že
toho

většinou
m
usí
m
im
oděk

sp
očítat

o
hodně

víc.
Č
asová

složitost
našeho

řešení
je
každopádně

O
(n
+
m
)

a
pam
ěťová

stejně
tak.

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
t
a
s
k
s
/
2
3
/
2
3
1
6
.
cL
ukáš

L
án
ský

23-1-7
R
egu
lárn
í
v
ý
razy

Sešlo
se
nám

přes
30
řešení

různé
kvality

a
přístupu.

B
y-

lo
nelehkým

úkolem
je
opravit

a
alesp

oň
pseudospravedlivě

ob
odovat,

takže
p
okud

vám
bude

připadat,
že
jsm
e
zrovna

k
vám

byli
nespravedliví,

tak
se
ozvěte

e-m
ailem

opravu-
jícím

,
neb
o
třeba

na
fóru.

P
rostoru

pro
dotazy

je
dost,

ty
nejvíce

očekávané
se
zde
p
okusím

e
zodp

ovědět
rovnou.

A
utorským

řešením
úkolu

1
byl
výraz

(
(
b
?
a
)
*
b
)
?
–
ten

přijím
á
opravdu

stejné
řetězce

jako
zadaný

b
?
(
a
+
b
)
*
–
za

každým
b
m
usínutně

následovat
alesp

oň
jedno

a,p
okud

te-
dy
nenína

konciřetězce.M
usívyhovovat

iprázdný
řetězec,

což
bylo

často
op
om
ínáno.

Ř
ešení

sp
očívající

v
náhradě

a
+
za
a
a
*
neb
o
b
?
za
b
{
0
,
1
}

jsm
e
hodnotilistylově

desetinou
b
odu.O

n
je
to
totiž

vlastně
stejný

výraz.

V
řešení

úkolu
2
jste
se
m
ohli

odvážit
dál.

M
noho

z
vás

zůstalo
u
výrazu

(
a
+
|
b
+
)
*,
který

šlo
p
o
krátkém

rozm
yslu

zredukovat
na
[
a
b
]
*,
což
je
také

autorské
řešení.

Ú
kol
3
byl
p
oněkud

šílený.
N
a
něm

jste
si
m
ohli
vyzkoušet

tvorbu
rozsáhlých

regexů,
na
kterých

je
p
oznat

každá
ne-

system
atičnost,každá

výjim
ka.Z

de
jsm
e
strhávalib

ody
iza

p
oužívání

(
0
|
2
|
4
|
6
|
8
)
m
ísto
[
0
2
4
6
8
].
O
no
to
m
á
stejný

význam
,
akorát

to
první

se
čte
výrazně

hůř.

M
noho

řešitelů
jednoduše

vypsalo
všechna

koncová
trojčíslí

dělitelná
8.
T
o
je
sice
hezké,

ale
p
om
alé.
K
aždý

znak
navíc

je
zp
om
alení.

P
orovnejte

s
autorským

řešením
(m
ezery

a
konce

řádků
ignorujte):

(
0
|
-
?
(
8
|
[
4
8
]
[
0
8
]
|
[
1
5
9
]
6
|
[
2
6
]
4
|
[
3
7
]
2
|

[
2
4
6
8
]
(
[
0
4
8
]
[
0
8
]
|
[
1
5
9
]
6
|
[
2
6
]
4
|
[
3
7
]
2
)
|

(
[
1
-
9
]
[
0
-
9
]
*
)
?
[
1
3
5
7
9
]

(
[
0
4
8
]
4
|
[
1
5
9
]
2
|
[
2
6
]
[
0
8
]
|
[
3
7
]
6
)
|

[
1
-
9
]
[
0
-
9
]
*
[
0
2
4
6
8
]

(
[
0
4
8
]
[
0
8
]
|
[
1
5
9
]
6
|
[
2
6
]
4
|
[
3
7
]
2
)
)
)

N
elíbila

se
nám

čísla,
která

začínala
řadou

nul,
stejně

tak
drobné

chyby
jako

neuvažování
nuly

neb
o
záp
orných

čísel,
nicm

éně
jsm
e
za
ně
strhávali

výrazně
m
éně
než
za
false

p
ositives

neb
o
false

negatives.

N
ásledovalo

cvičeníz
exaktního

vyjadřování.V
úkolu

4
bylo

za
úkol

p
opsat,

co
daném

u
výrazu

vyhovuje.
O
byčejný

p
o-

pis
stylu

„sudý
p
očet

nul,pak
nula,neb

o
jednička,a

p
otom

sudý
p
očet

jedničekÿ
vyfasoval

b
od.

N
ápaditější

řešitelé,
kteří

napsali
„sudý

p
očet

nul,
pak
li-

chý
p
očet

jedniček,
neb
o
lichý

p
očet

nul
a
pak
sudý

p
očet

jedničekÿ,
získali

b
ody
dva.

H
odí
se
zm
ínit,

že
nula

je
také

sudé
číslo.

M
noho

z
vás
si

to
neuvědom

ilo
a
řešili

nulu
zvlášť.

N
akonec

trochu
přiblížení

reality.
Ú
kol
5
vyžadoval

opra-
vu
zadaného

výrazu,
což
je
nejčastější

problém
,
se
kterým

se
při
práci

s
regexy

setkáte.
Z
adaném

u
regexu

m
ěly
vyho-

vovat
právě

ty
řetězce,

ve
kterých

je
sudý

p
očet

jedniček,
sudý

p
očet

nul
a
nic
jiného.

Z
adaný

výraz
byldost

m
im
o.Jedna

z
m
ožností,jak

ho
opra-

vit,sp
očívala

ve
zhruba

dvojnásobném
nataženívýrazu,ne-

b
oť
krom

ě
bloku

0
(
0
0
|
1
1
)
*
1
(
0
0
|
1
1
)
*
bylo

p
otřeba

ještě
zahrnout

blok
1
(
0
0
|
1
1
)
*
0
(
0
0
|
1
1
)
*.
L
epší

variantou
bylo

zadaný
výraz

zahodit
a
vym
yslet

úplně
nový.

M
á-li
řetězec

sestávat
ze
sudého

p
očtu

nul
a
sudého

p
očtu

jedniček,
pak
m
usí
m
ít
také

celkem
sudý

p
očet

znaků,
tedy

nám
rozhodně

nebude
vadit,

že
jej
budem

e
kontrolovat

p
o

dvojicích.

P
rázdný

řetězec
rozhodně

vyhovuje.
P
okud

nyní
přečtem

e
dvojici

(
0
0
|
1
1
),
bude

rozhodně
vyhovovat

taky.
N
aopak

kdybychom
m
ěli
řetězec,

který
nevyhovuje,

tak
p
o
přečtení

dvojice
(
0
0
|
1
1
)
vyhovovat

také
nebude.

T
edy
nás
nezají-

m
á,
kdy,

kde
a
v
kolika

exem
plářích

se
nějaká

tato
dvojice

ob
jeví.

P
řesně

obráceně
to
platí

pro
dvojici

(
0
1
|
1
0
).
T
a
vždy

pře-
pne
m
ezi
vyhovujícím

a
nevyhovujícím

řetězcem
.
T
é
tedy

p
otřebujem

e
sudý

p
očet.

P
o
p
oskládání

všech
p
ožadavků

m
ám
e
výraz

(
0
0
|
1
1
)
*
(
(
(
0
1
|
1
0
)
(
0
0
|
1
1
)
*
)
{
2
}
)
*

P
rvní

část
sp
olkne

začátek
sestávající

z
(
0
0
|
1
1
)
*,
další

část
vždycky

přejde
do
stavu

„nevyhovujícířetězecÿ,sp
olk-

ne
(
0
0
|
1
1
)
*,
přejde

do
stavu

„vyhovující
řetězecÿ

a
zase

sp
olkne

(
0
0
|
1
1
)
*.
Jednoduché

a
účinné.

Jozef
G
an
džala

&
Jan
„M
oskytoÿ

M
atějka

–
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A
ž
v
roce

1983
vym
yslel

N
im
rod
M
egiddo

k
překvap

ení
všech

lineární
algoritm

us
založený

na
m
etodě

prořezávej
a

hledej
(anglicky

prun
e
an
d
search).

P
odstatou

algoritm
u
je

na
základě

několika
geom

etrických
triků

odstranit
v
lineár-

ním
čase

n
/16
b
odů
b
ez
zm
ěny
nejm

enšího
kruhu

obsahu-
jícího

všechny
b
ody.

N
a
zbylých

15
n
/16
b
odů
je
pušten

algoritm
us
znovu

a
tak

dál,
dokud

nezbyde
jen
celkem

m
álo
b
odů

(např.
15),

pro
než
lze
úlohu

rychle
vyřešit

i
kvadratickým

algoritm
em
.

V
tip
je
v
tom
,
že
složitost

jednotlivých
kroků

algoritm
u
se

p
osčítá

díky
vlastnostem

geom
etrické

řady
na
lineární

slo-
žitost,

přesněji
řečeno:

n
+
15

n
/16
+
225

n
/256

+
...=

16n
.

Jelikož
úplné

vysvětlení
by
zabralo

p
ěkných

pár
stránek,

raději
si
přečtěte

p
ůvodní

anglický
článek.

7

R
andom

izovaný
algoritm

us

Jak
jsm
e
slíbili,

teď
předvedem

e
random

izovaný
algoritm

us
(random

izovaný
znam

ená
založený

na
náhodě,

v
tom
to
pří-

padě
náhoda

ovlivňuje
časovou

složitost),
b
ěžící

v
prům

ěru
lineárně.V

ym
yslelho

W
elzlv

roce
1991.T

en
začne

s
2
b
ody,

jim
ž
opíše

kružnici,a
p
oté
p
ostupně

přidává
b
od
p
o
b
odu
a

upravuje
nejm

enší
kruh

K
obsahující

všechny
dosud

přida-
né
b
ody,

je-li
to
nutné.

N
áhodné

p
ořadí

přidávaných
b
odů

zajistí
onu
lineární

složitost,
jak
p
ozději

ukážem
e.

N
a
začátku

je
tedy

vhodné
náhodně

usp
ořádat

b
ody
v
ča-

se
O
(N
),
aby
„zlýÿ

uživatel
nezadal

p
ořadí,

na
něm
ž
pro-

gram
p
ob
ěží
p
om
alu
(třeba

i
b
ody
setříděné

dle
souřadnice

x
zp
ůsobí

p
om
alý
průb

ěh,
jak
se
za
chvíli

ukáže).
T
ohle

m
ůžem

e
udělat

například
tak,

že
vyb
erem

e
náhodný

prvek
z
p
ole
(tedy

vygenerujem
e
číslo

od
1
do

N
),
ten
prohodím

e
s
p
osledním

,
pak
vezm

em
e
náhodný

prvek,
ale
už
jen
od
1

do
N

−
1,
prohodím

e
s
předp

osledním
...
A
takto

p
ostupu-

jem
e,
dokud

nedojdem
e
na
začátek.

N
yní
přijde

trocha
geom

etrických
hrátek

s
b
ody.

Z
ačněm

e
tedy

prvním
i
dvěm

a
a
opišm

e
jim
kruh,

jež
nazvem

e
K
2 .

O
b
ecně

pak
K

i
bude

nejm
enší

kruh
obsahující

b
ody
1...i.

C
o
dělat,

když
přidám

e
i-tý
b
od
a
m
ám
e
kružnici

K
i−
1 ?

P
okud

b
od
náhodou

padne
do
kruhu

K
i−
1
(neb
o
na
jeho

obvod),
pak

K
i
=

K
i−
1 ,
tedy

kruh
se
nezm

ěnil
a
m
ůžem

e
p
okračovat

vesele
dál.

M
nohem

zajím
avější

je
případ,

kdy
přidávaný

b
od
leží
m
i-

m
o
kruh

K
i−
1 .O
značm

e
tento

b
od

B
i .Je

zřejm
é,že

B
i
m
u-

sí
ležet

na
obvodu

kruhu
K

i ,
jinak

by
už
ležel

uvnitř
K

i−
1

(neurčuje
kruh,

m
ůžem

e
ho
tedy

vynechat
b
eze
zm
ěny
kru-

hu).
T
akže

nyní
m
ám
e
za
úkol

sp
očítat

nejm
enší

kruh
pro

i−
1
b
odů
s
B

i
na
obvodu.

A
jak?

Z
avoláním

stejné
funkce

pro
i−
1
b
odů

jen
navíc

s
inform

ací,
že
jistý

b
od
m
á
být

na
obvodu.

O
brázek

5:
b
od

B
i
leží
m
im
o
K

i−
1 ,

takže
je
třeba

zvětšit
kruh.

N
aším

řešením
bude

funkce,
která

v
param

etrech
dostane

m
nožinu

b
odů

M
(ty,
pro
něž
p
očítá

nejm
enší

kruh)
a
se-

znam
b
odů,

jež
m
usí
ležet

na
obvodu

(b
ody
na
obvodu

ne-
m
usí
být
v
m
nožině

M
).
F
unkce

nejprve
zkontroluje,

jestli

už
na
obvodu

nem
usíležet

3
b
ody
(pak

je
kruh

jednoznačně
určen

a
dop
očítá

se)
neb
o
není

M
prázdná

(v
tom

případě
se
kruh

opíše
b
odům

na
obvodu,

jsou-li
nějaké).

P
oté
se

rekurzivně
zavolá

s
m
nožinou

M
o
jeden

b
od

B
m
enší

(to
je
ten
přidávaný

b
od),

uloží
si
vrácený

kruh
K
a
následně

zjistí,zdalib
od

B
ležív

kruhu
K
neb
o
ne.P

okud
ano,vrátí

kruh
K
,
jinak

se
rekurzivně

zavolá
s
m
nožinou

M
o
b
od

B
m
enší

a
s
B
na
obvodu.

K
do
se
v
tom
to
odstavci

ztratil,
m
ůže
se
najít

v
následují-

cím
pseudokódu

(O
je
m
nožina

b
odů
na
obvodu):

f
u
n
c
t
i
o
n
n
e
j
m
e
n
s
i
K
r
u
h
(
M
,
O
)
{

i
f
(
|
M
|
=
=
0
n
e
b
o
|
O
|
=
=
3
)
{

V
r
a
ť
k
r
u
h
s
p
o
č
t
e
n
ý
p
ř
í
m
o
z
m
n
o
ž
i
n
y
O

}B
o
d
B
=
V
e
z
m
i
n
á
h
o
d
n
ý
b
o
d
z
M

K
r
u
h
K
=
n
e
j
m
e
n
s
i
K
r
u
h
(
M
-
B
,
O
)

i
f
(
B
n
e
l
e
ž
í
v
K
)
{

P
ř
i
d
e
j
B
d
o
O

V
r
a
ť
n
e
j
m
e
n
s
i
K
r
u
h
(
M
-
B
,
O
)

}
}N
áhodný

výb
er
z
m
nožiny,

díky
něm
už
už
za
chvíli

získám
e

prům
ěrnou

lineární
složitost,

zajistím
e
náhodným

seřaze-
ním
p
ole.
P
ak
prostě

budem
e
brát

p
oslední

prvek.

T
ak
a
nyní

k
časové

složitosti.
P
rostým

p
ohledem

na
pseu-

dokód
by
člověk

řekl,
že
bude

O
(N
3)
(pro

každý
přidaný

b
od
spustím

e
rekurzivně

tu
sam
ou
funkci

s
jedním

b
odem

na
obvodu

navíc),
což
je
také

nejhorší
m
ožný

případ.
Jenže

nás
teď
zajím

á
prům

ěrná
časová

složitost,
k
níž
nám

dop
o-

m
ůže
náhodné

seřazení
b
odů.

P
rvnírekurzivnívolání

m
i
n
i
m
a
l
n
i
K
r
u
h
(
M
-
B
,
O
)
teď
bu-

dem
e
tiše
ignorovat

(ono
se
totiž

provede
vždy)

a
budem

e
předp

okládat,
že
b
ody
p
ostupně

přidávám
e.
Z
ajím
á
nás
te-

dy,
jaká

je
pravděp

odobnost,
že
se
s
novým

přidaným
b
o-

dem
B
zavolá

funkce
rekurzivně

s
B
na
obvodu

navíc.
U
va-

žujm
e
nejm

enší
kruh

K
obsahující

už
b
od

B
.
V
šim
něte

si,
že
rekurzivnívolánípřipřidáváníb

odu
B
je
p
odobné

zm
en-

šení
kruhu

K
p
o
odebrání

b
odu

B
,
tedy

pravděp
odobnost

„drahéhoÿ
rekurzivního

volání
je
stejná

jako
pravděp

odob-
nost,

že
se
kruh

K
p
o
odebrání

b
odu

B
zm
enší.

N
ěkde

vysoko
nahoře

v
tom
to
textu

jsem
zm
ínil,že

nejm
en-

ší
kruh

je
určen

2
neb
o
3
b
ody.

H
ledaná

pravděp
odobnost

při
přidávání

i-tého
b
odu
tak
vyjde

2
/i
neb
o
3/i
(pro

jed-
noduchost

budem
e
dále

uvažovat
jen
3/i,
není

težké
si
roz-

m
yslet,

že
pro
2
/i
vše
vyjde

stejně).

O
brázek

6:kruh
se
zm
enšíprávě

tehdy,
když

odeb
erem

e
jeden

ze
dvou

konkrétních
b
odů.

O
brázek

7:T
o
sam
é
pro
3
b
ody
na

obvodu,
jež
tvoří

ostroúhlý
trojú-

helník.

7
h
t
t
p
:
/
/
w
w
w
.
p
e
r
s
o
n
a
l
.
k
e
n
t
.
e
d
u
/
~
r
m
u
h
a
m
m
a
/
C
o
m
p
g
e
o
m
e
t
r
y
/
M
y
C
G
/
C
G
-
A
p
p
l
e
t
s
/
C
e
n
t
e
r
/
c
e
n
t
e
r
c
l
i
.
h
t
m

N
.
M
egiddo,

L
inear-T

im
e
A
lgorithm

s
for
L
inear

P
rogram

m
ing
in
R
3
and
R
elated

P
roblem

s,
SIA
M
Journal

on
C
om
puting,

V
ol.
12,
759–776,

dostupné
na
h
t
t
p
:
/
/
w
w
w
-
m
a
2
.
u
p
c
.
e
s
/
~
g
e
o
c
/
m
-
l
a
l
p
a
r
p
-
8
3
.
p
d
f.

–
7
–



D
ále
budem

e
rozebírat

časovou
složitost

p
odle

p
očtu

b
odů,

jež
m
usí
být
na
obvodu.

P
ro
3
je
to
triviálně

O
(1),
takže

začněm
e
se
2
b
ody

na
obvodu.

R
ekurzivní

volání
algorit-

m
u
už
nás
stojí

p
ouze

O
(1)
(na
obvodu

m
usí
být
3
b
ody)

a
p
očet

b
odů
na
obvodu

se
nikdy

nezm
enší,

takže
N
b
odů

se
dvěm

a
daným

i
b
ody
na
obvodu

zvládne
algoritm

us
vždy

v
O
(N
).

Z
ajím
avější

je
situace,

je-li
dán

jen
jeden

b
od
na
obvo-

du.N
ynívyužijem

e
před

chvílísp
očtenou

pravděp
odobnost

(zde
2/
i
a
ne
3/

i,
protože

m
ám
e
jeden

b
od
předem

daný
na

obvodu),
a
tak
m
ůžem

e
napsat

časovou
složitost

p
o
přidání

i-tého
b
odu
takto:

i−
2

i
O
(1)
+
2i
O
(i)
=

O
(1)

P
ro

N
b
odů
s
jedním

daným
na
obvodu

se
časová

složitost
p
osčítá

na
O
(N
).A
co

N
daných

b
odů
a
žádný,který

by
byl

určitě
na
obvodu?

T
o
je
přeci

naše
p
ůvodní

úloha.
Z
novu

využijem
e
pravděp

odobnost,
takže

na
přidání

i-tého
b
odu

sp
otřebujem

e:

i−
3

i
O
(1)
+
3i
O
(i)
=

O
(1)

P
řisoučtu

ještě
přidám

e
p
očátečnínáhodné

zam
ícháníp

ole
b
odů:

O
(N
)
+

N
∑i=
1 O
(1)
=

O
(N
).

Sláva!
T
ak
m
ám
e
dokázánu

i
časovou

složitost.
P
am
ěťová

je
zjevně

vždy
lineární.

A
p
oučení

do
příště?

U
některých

úloh,
jestliže

si
s
nim
i

lám
ete
hlavu

už
docela

dlouho,
se
vyplatí

zeptat
se
vyhle-

dávače,
zdali

nezná
řešení,

jež
pak
případně

přečtete,
p
o-

chopíte
a
p
opíšete

vlastním
i
slovy.

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
t
a
s
k
s
/
2
3
/
2
3
1
2
.
c
p
pP
avel

V
eselý

23-1-3
J
ed
n
a
m
aticová

K
této

úloze
nám

došla
sp
ousta

řešení,
tém
ěř
každé

fun-
govalo,

ale
problém

byl
ve
složitosti.

N
ěkterá

řešení
byla

příliš
p
om
alá,
u
jiných

byl
problém

se
špatně

určenou
slo-

žitostí.
N
ezap
om
ínejte,

že
pro
dobré

hodnocení
je
p
otřeba

m
ít
správný

a
srozum

itelný
p
opis

vašeho
algoritm

u
a
také

správnou
časovou

a
prostorovou

složitost.

P
rvnířešenísp

očívá
v
prohledání

celé
m
atice

řádek
p
o
řád-

ku
a
kontrole

každého
prvku.

T
akové

řešení
sam
ozřejm

ě
funguje,dokonce

funguje
ipro

ob
ecné

m
atice.A

to
je
právě

kám
en
úrazu.

P
rotože

toto
řešení

nevyužívá
vlastností

m
atice,

m
usí
se

p
odívat

na
každý

prvek.
Jeho

složitost
je
tedy

O
(n

·m
)
pro

m
atici

velikosti
n
×

m
.
T
o
ani
zdaleka

není
to,
co
bychom

chtěli
a
za
co
bychom

byli
ochotni

dát
celých

11
b
odů.

N
ěkteří

si
uvědom

ili,
že
když

je
p
osloupnost

čísel
v
řádku

ostře
rostoucí,

dalo
by
se
využít

binární
vyhledávání.

A
tak

jde
zlepšit

složitost
z
O
(n·m

)
na

O
(n
log

m
).A
le
věřte

tom
u

neb
o
ne,
ani
to
nám

nestačí.

K
dyž
nestačí

p
oužít

na
každém

řádku
binární

vyhledávání,
co
ještě

provést?
Správné

řešení
p
oužívá

binární
vyhledá-

vání
na
hlavní

diagonále
m
atice

(tak
se
říká

úhlopříčce
ve-

doucí
doprava

dolů).
P
řed
uvedením

algoritm
u
si
m
usím

e
uvědom

it,
že
platí

dvě
důležité

věci:

•
P
okud

je
v
m
atici

A
na
indexech

i,j
(označím

e
jako

A
i,j )

prvek,
jehož

hodnota
je
m
enší
než

i+
j
(A

i,j
<

i+
j),
vím
e

z
usp
ořádání

prvků
v
řádcích

a
sloup

cích,
že
jsou

m
enší

i
všechny

prvky
v
m
atici,

jejichž
souřadnice

jsou
m
enší
než

i
a
j
(∀
k
≤

i,l≤
j
:
A

k
,l
<

k
+

l).

A
i,j
je
alesp

oň
o
jedna

m
enší

než
i
+
j,
tedy

i
např.

A
i−
1
,j

m
usí
být
alesp

oň
o
jedna

m
enší

než
A

i,j ,
což
znam

ená,
že

je
alesp

oň
o
jedna

m
enší

než
i−
1
+
j.
A
takto

tranzitivně
dále.

•
P
okud

platí
A

i,j
>

i
+

j,
pak

∀
k
≥

i,l≥
j
:
A

k
,l
>

k
+

l.
O
p
ět
platí

ob
dobně,

A
i,j
je
alesp

oň
o
jedna

větší
než

i+
j,

takže
i
všechny

následující
prvky

m
usí
být
alesp

oň
o
jedna

vychýleny.

Z
těchto

dvou
p
ozorování

plyne,
že
p
okud

se
p
odívám

e
na

prvek
uprostřed

m
atice,

tak
m
ohou

nastat
tři
m
ožnosti.

M
ohli
jsm
e
narazit

na
správný

prvek.
T
o
znam

ená,
že
m
ů-

žem
e
skončit.

N
eb
o
je
nalezený

prvek
větší

než
součet

jeho
souřadnic,

pak
m
ůžem

e
zap
om
enout

pravou
dolní

čtvrtinu
m
atice,

případně
je
prvek

m
enší
a
zap
om
enem

e
levou

horní
čtvrtinu

m
atice.

T
akže

budem
e
provádět

binární
vyhledávání

na
hlavní

di-
agonále,

buď
najdem

e
správné

řešení,
neb
o
nám

nakonec
zůstane

jen
pravá

horní
a
levá

dolní
čtvrtina

m
atice.

N
a
ty

zavolám
e
rekurzivně

stejný
algoritm

us.
P
rávě

tento
zp
ůsob

je
p
oužit

ve
vzorovém

kódu.

T
oto
řešenínám

přišlo
několikrát,ovšem

p
ouze

jednou
u
něj

byla
uvedena

správná
časová

složitost.
P
ojďm

ě
si
ji
tedy

rozebrat
detailně.

Č
as
p
otřebný

pro
nalezení

řešení
je
de-

finován
rekurzivně:

T
(n
2)
=
2
T
(n
2/4)

+
log
2
n
(pro

jedno-
duchost

předp
okládám

e
čtvercovou

m
atici).

K
aždý

správný
program

átor
je
hlavně

hrozný
lenoch,

vyu-
žijem

e
tedy

kuchařkovou
m
etodu

pro
p
očítání

složitosti
re-

kurzivních
algoritm

ů.
T
a
se
jm
enuje

M
aster

T
heorem

a
řeší

rekurzivní
vztahy

ve
tvaru

T
(N
)
=

a
T
(N

/b)
+

f
(N
),
kde

a
≥
1
,b

>
1.
D
ále
tvrdí,

že
p
okud

f
(N
)
=

O
(N
lo
g
b (a
)−

ε)
pro
nějaké

ε
>
0,
tak

T
(N
)
=
Θ
(N
lo
g
b
a).

P
ro
naši

rekurenci
tohle

všechno
platí:

a
=
2,b
=
4,log

2
n
=

O
(n
2
lo
g
4
2−

ε),

takže
výsledná

složitost
je
Θ
(n
).
P
rostorová

složitost
je
lo-

garitm
ická,

protože
p
oužívám

e
zásobník.

E
xistuje

i
jednodušší

řešení,
které

také
vede

k
cíli.
P
ro
něj

si
stačí

uvědom
it,
že
p
okud

se
p
odívám

e
na
prvek

v
levém

dolním
rohu,tak

buď
jsm
e
našlisprávné

řešení,neb
o
je
větší

než
součet

souřadnic,pak
m
ůžem

e
zahodit

celý
p
oslednířá-

dek,
neb
o
je
m
enší
než
součet

souřadnic
a
m
ůžem

e
zahodit

celý
první

sloup
ec.
N
akonec

se
p
osunem

e
buď
nahoru

neb
o

doprava,
p
odle

toho,
čeho

jsm
e
se
zbavili,

a
p
okračujem

e
stejně.

T
akto

se
v
každém

kroku
zbavím

e
buď

celého
sloup

ce,
ne-

b
o
řádku.

V
nejhorším

případě
tedy

provedem
e
O
(n
+

m
)

op
erací.

P
rostorová

složitost
je
zde
konstantní.

P
okud

bychom
chtěli

najít
všechny

prvky
m
atice,

které
od-

p
ovídajízadání,tak

je
snadné

uvedené
dva
algoritm

y
upra-

vit,vím
e
totiž,že

p
okud

najdem
e
jedno

řešení,budou
s
ním

další
sousedit,

neb
o
budou

v
zatím

neprozkoum
ané
části

m
atice.

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
t
a
s
k
s
/
2
3
/
2
3
1
3
.
c

D
avid

M
arek

&
K
arel
T
esař

–
8
–

V
ida,
to
je
zvláštní

druh
algoritm

u
–
rychlejší

než
lineární

ve
velikosti

vstupu
(ta
je

m
×

n
),
protože

si
ani
celý

vstup
nem
usí
přečíst.

T
aké
vám

vrtá
hlavou,

jestli
by
nestačilo

si
ze
vstupu

přečíst
ještě

m
éně?

P
ojďm

e
dokázat,že

nestačilo.

N
ejdřív

si
úlohu

převedem
e
na
jinou,

ekvivalentní,
aby
se

nám
o
ní
snáze

přem
ýšlelo.

M
ísto
zadané

m
atice

budem
e

uvažovat
stejně

velkou
m
atici

B
i,j
=

A
i,j −

i−
j.
Jelikož

A
byla

v
řádcích

i
sloup

cích
rostoucí,

B
bude

alesp
oň
nekle-

sající
(rozm

yslete
si,
proč).

A
hledané

p
olíčko

A
i,j
=

i
+

j
odp
ovídá

p
olíčku

B
i,j
=
0.
P
okud

tedy
um
ím
e
vyřešit

p
ů-

vodní
úlohu,

dokážem
e
vyřešit

i
tuto,

a
naopak.

N
yní
uvažujm

e
m
atici

B
,
která

bude
m
ít
na
hlavní

diago-
nále

a
nad
ní
hodnoty

+
1
a
p
od
diagonálou

sam
é
−
1.
T
o

je
neklesající

m
atice,

v
níž
žádné

nulové
p
olíčko

neexistuje.
K
dykoliv

ale
zm
ěním

e
některou

z
+
1
na
diagonále

na
0,

m
atice

bude
p
ořád

neklesající,
ale
řešení

v
ní
už
bude

exis-
tovat:


+
1
+
1
+
1
+
1
+
1

−
1
+
1
+
1
+
1
+
1

−
1

−
1
+
1
+
1
+
1

−
1

−
1

−
1
0
+
1

−
1

−
1

−
1

−
1
+
1 

P
okud

tedy
lib
ovolný

algoritm
us
řešící

úlohu
spustím

e
na

naši
m
atici

B
,
m
usí
přečíst

alesp
oň
všechna

p
olíčka

na
dia-

gonále,
aby
si
ověřil,

že
v
m
atici

žádné
nulové

p
olíčko

není.

M
artin

M
.
M
areš

23-1-4
A
le
co
trap

n
é
n
u
m
erické

ch
y
b
y
?

N
a
této

úloze
nebylo

m
noho

těžkého,
a
tak
sp
ousta

řešitelů
dostala

zasloužených
10
b
odů.

B
lahopřejem

e,
příště

už
to

tak
snadné

nebude!

P
řejděm

e
k
úloze

sam
otné.

P
eriodu

racionálního
čísla

nelze
p
oznat

jen
tak,

že
se
v
desetinném

zápisu
opakuje

řetězec
(začátek

0.88
neznam

ená
p
eriodu

8,
například

u
15

/17).
K
dyž
dělím

e
čitatel

a
jm
enovatel

na
papíře,

p
oznám

e
p
eri-

odu
tak,že

se
„zacyklím

eÿ
–
dělím

e
už
jednou

to
sam
é
číslo,

ten
sam
ý
zbytek.

T
ak
proč

to
tak
neim

plem
entovat?

Z
byt-

ky
p
o
děleníjm

enovatele
nám

budou
sloužit

jako
odkazy

do
p
ole,
uvnitř

p
ole
si
zapam

atujem
e
první

výskyt
odkazova-

ného
zbytku

–
abychom

věděli,kde
zapsat

závorku.H
otovo!

P
oznam

enejm
e,
že
pam
ěťová

složitost
je

O
(N
),
kde

N
je

velikost
jm
enovatele,

tedy
p
očet

m
ožných

zbytků,
a
časová

je
lineárnívůčivelikostivýstupu.(V

některých
případech

je
pro
dokázání

optim
ality

užitečnější
m
ěřit
časovou

složitost
nikoli

p
odle

vstupu,
ale
p
odle

velikosti
výstupu.

N
akonec,

i
kdybychom

um
ěli
dělit

rychleji
než
na
papíře,

stejně
m
u-

sím
e
výstup

vypsat.)

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.M
artin

B
öhm

&
C
odE
x

23-1-5
A
d
in
a
k
n
ih
ov
n
a

O
číslujm

e
si

N
knih

p
o
řadě

zleva
doprava

1
až

N
.
P
odí-

vejm
e
se
na
knihu

s
číslem

1,
která

je
jistě

na
kraji.

L
ze
ji

přesunout
na
jediné

m
ísto,

a
to
na
p
ozici

1
+
K
.
D
alším

p
o-

hledem
zjistím

e,
že
knihu

z
p
ozice

1
+
K
m
usím

e
přesunout

na
p
ozici

1,
protože

jinou
tam

dát
nesm

ím
e.

P
odívejm

e
se
na
knihu

s
číslem

č
≤

K
.
L
ze
ji
přesunout

na
jediné

m
ísto,

a
to
na
p
ozici

č
+
K
,
odkud

přesunem
e
knihu

na
p
ozici

č.

T
edy
prvních

2
K
knih

p
ovym

ěňujem
e
m
ezi
seb
ou
a
zbyde

nám
N

−
2K
knih,

na
které

m
ůžu
p
oužít

stejný
argum

ent.

T
ohle

opakujem
e
i
kroků,až

nám
zbyde

0
≤

N
−
2iK

<
2
K
.

B
uďto

platí,
že

N
−
2
iK
=
0,
pak

jsm
e
hotovi

(a
tedy

platí,
že
2K
dělí

N
,
protože

N
/2K

=
i∈
N
).
N
eb
o
m
ám
e

nenulový
zbytek,

ale
v
tom

jistě
um
ím
e
najít

knihu,
kterou

neum
ím
e
přesunout

ani
vlevo,

ani
vpravo

(třeba
tu
úplně

uprostřed),
tedy

knihovnu
s
takovým

K
nelze

přeskládat.

Z
bývá

tedy
první

varianta,
a
tedy

b
erem

e
p
ouze

taková
K
,

která
dělí

N
/2
(pro

lichá
N
úloha

nem
á
řešení).

Z
jevně

je
jen
jeden

zp
ůsob,

jak
knihy

přeskládat,
což
byla

druhá
věc,

na
kterou

se
zadání

ptalo.

N
ěkteří

řešitelé
ještě

uvažovali
triviální

případ,
kdy

K
=
0,

to
funguje

pro
všechna

N
(i
lichá).

N
ěkdo

také
řešil

m
ož-

nost
K

<
0.
T
o
bylo

m
ožné,

i
když

jsm
e
to
nijak

extra
nehodnotili.

Jan
„M
oskytoÿ

M
atějka

&
P
ali
R
ohár

23-1-6
B
ab
b
ageova

cesta

P
íšem
e-li
v
zadání

„P
ro
jedn
oduchost

předp
okládejm

e,
že

p
oužitítakového

sp
ojenítrvá

jednotkový
čas.ÿ,m

ůžem
e
tím

m
yslet

různé
věci.T

akové
om
ezenízjednodušuje

p
opisování

zadání,
zjednodušuje

načítání
vstupu...

M
ůže
se
stát,

že
bychom

zjednodušovali
práci

procesoru,
že
by
asym

ptotická
časová

složitost
řešení

s
takto

om
eze-

ným
zadáním

byla
nižší,

než
složitost

řešení,
kde
by
p
oužití

sp
ojení

zabralo
zadaně

vteřin?

Je
to
tak
a
většinu

z
vás
jsm
e
na
to
nachytali.

P
oužití

D
ijkstrova

algoritm
u
je
v
daném

případě
triviálně

m
ožné:

stačí
m
ěřit
vzdálenost

v
usp
ořádané

dvojici
(p
očet

p
ouži-

tých
hran,

součet
cen
na
p
oužitých

hranách),
kde
při
p
o-

rovnávání
kladem

e
důraz

na
druhé

složky
p
ouze

v
případě

rovnosti
prvních

složek.

D
o
časové

složitosti
takového

řešení
se
však

nevyhnutelně
vloudí

logaritm
y,
které

tam
zaneslo

p
oužití

haldy
coby

ro-
zum
né
im
plem

entace
prioritní

fronty,
kterou

D
ijkstrův

al-
goritm

us
prostě

p
otřebuje.

P
oodstoupím

e
o
krok

zpátky:
dokud

jsm
e
nevěděli,

co
to

D
ijkstrův

algoritm
us
je,
um
ěli
jsm
e
m
ěřit
nejkratší

cesty
p
ouze

co
se
p
očtu

hran
týče,

a
to
prohledáváním

do
šířky.

T
o
nám

přirozeně
rozdělí

vrcholy
do
vrstev

p
odle

vzdále-
nosti

od
vrcholu,

ze
kterého

jsm
e
prohledávat

začali,
stačí

si
k
vrcholu

tuto
vzdálenost

připsat
(výchozím

u
vrcholu

nastavit
nulu)

a
při
vkládání

nezpracovaných
vrcholů

do
fronty

jim
ji
přidělovat

o
jednotku

zvýšenou.

N
aše
úloha

je
složitějšío

to,že
druhotné

kritérium
v
zadání

m
luví

o
ohodnocení

hran.
S
tím
se
ale
vyrovnám

e
snadno

lehkou
úpravou

prohledávání
do
šířky:

kdykoliv
dostanem

e
z
fronty

vrchol
v
s
přiřazenou

hranovou
vzdáleností

n
,
roz-

hlédnem
e
se
p
o
sousedních

vrcholech
(tj.
těch,

se
kterým

i
v
sp
ojuje

hrana),vyb
erem

e
jen
ty,které

jsou
ve
vrstvě

vzdá-
lené

n
−
1
(od
výchozího

b
odu),a

vrcholu
v
nastavím

e
coby

m
inim
álnícenu

m
inim
um
ze
součtu

cen
vrcholů

z
této

vrst-
vy
a
příslušných

cen
přepravy

(ohodnocení
hran)

z
těchto
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