Vysledkova listina dvacétého tfetiho roéniku KSP po tieti sérii
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Mili resitelé a tesitelky!

Prichazi druhé pololeti stfedoskolského skolniho roku, my vysokoskolaci dotahujeme
druhou tfetinu tradi¢niho zapasu studenti vs. vyucujici a zima je v plném proudu.
Navic aritmeticky primeér ¢isel v téchto dvou odstavcich je priblizné 3,053, coz je

docela blizko 7.

Tteti sérii jsme ispésné uzavieli a ctvrtou drzite v ruce. Jako tradi¢né obsahuje 7 tloh,
ze kterych se do celkového bodového hodnoceni zapocitavaji 4 nejlépe vytfesené.

Nezapomente, ze k vyfeseni nékterych tloh sta¢i prostudovat vhodné kucharky.

Termin odevzdani ¢tvrté s

ResSeni prijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Cheete-li

s ndmi komunikovat bezpeéné, muzete si ovéfit nas sifrovaci certifikat — zde je jeho
SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také ndm feSeni muzete poslat klasickou postou na adresu

mnm

KSVI MFF UK

118 00 Prahal

ie je stanoven na pondéli 28. biezna v 8:00 SELC, coz
znamend, Ze papirové feseni byste méli podat na postu do st¥edy 23. bfezna.

Korespondenéni seminaf z programovani

Malostranské nameésti 25

Na pfipadné dotazy vam radi odpovime také na adrese ksp@mff.cuni.cz a v diskusnim féru na naSem webu.

Ctvrta série tiiadvacatého roéniku KSP

Jen vyjimecné se najdou lidé pisict programy s dokumen-
taci obsahlejsi nez samotny kdd a provddéjici veskerou ¢in-
nost s obdivuhodnou peclivosti. V této sérii si predstavime
osobnost, pro niz je psani dobie okomentovanych programi
takrka dennim chlebem a kterd povysila programovdni na
umeni programovdant.

Moznd uz tusite, Ze se jednd o Donalda Ervina Knutha,
a vybavilo se vdm jeho dilo Uméni programovdni (v origind-
le The Art of Computer Programming), obsahugjici mnohé
znalosti informatiky, popisy zdkladnich algoritmi a jejich
matematickou analyzu. Vyjimecnost tohoto muze potvrzuje
i titul emeritniho profesora (plnym ndzvem Professor Eme-
ritus of The Art of Computer Programming) na Stanfordové
ungverzité v USA.

Emeritni znamend, Ze odeSel z profesiondlniho Zivota,
nicméné mu zistal Cestny profesorsky titul. Knuth se totiZ
rozhodl opustit univerzitu, aby se mohl plné vénovat prdci
na Uméni programovdni. Chce-li napsat o néjakém tématu,
hluboko se do ného ponoti, precte o ném spoustu clanki,
z nichZ vybere pro ctendre nejprinosnéjsi poznatky, kazdy
algoritmus si naprogramuge. . .

Proto také jeho prace na Uméni programovdni trvd jiz
od roku 1962, nyni jsou napsdny tii svazky (Zdkladni algo-
ritmy, Seminumerické algoritmy, Vyhleddvdni a tFidént),
cturty (Kombinatorické algoritmy) se dokoncuje, ale v pld-
nu jsou jesté dalsi tri.

Celkem by tedy mélo vyjit sedm svazkii.

Le¢ ¢as profesoru je omezeny, kazdy z nich je totiz ocho-
ten spolupracovat maximalné s K studenty, pficemz je jim
jedno, ktefi to budou.

Vasim tkolem je najit algoritmus, ktery zjisti, jestli je moz-
né, aby kazdy student psal pravé K ¢lanku a kazdy profesor
spolupracoval pravé s K studenty, a pokud ano, tak vypsat,
ktery student bude spolupracovat s kterym profesorem.

Muzete predpokladat, ze profesori i studenti je stejné,
totiz N, a nemusite uvazovat situaci, ze by student chtél
psat u jednoho profesora vice ¢lank.

Piiklady: pro vstup N = 4, K = 2, student S1 chce psat
¢lanek s profesory P1 a P2, student S2 s P1, P2, P3, P4,
student S3 s P2, P3, P4 a student S4 s profesory P3, P4, jsou
FeSenim tyto pary student—profesor: S1-P1, S1-P2, S2-P1,
S2-P3, S3-P2, S3-P4, S4-P3, S4-P4.

Pro vstup N = 5, K = 2, studenti S1 a S2 chté&ji psat
u profesorit P1, P2, P3, student S3 u P3, P4, P5 a studenti
S4, S5 u P4, P5, feSeni neexistuje. Existovalo by, kdyby
bylo K =1, ale to uz je zase jiny vstup.

Aby byl Knuth pri své prdci co nejméné vyrusovdn, zrusil
si 1. ledna 1990 e-mailovou adresu. Jak pise na svém webu,
citi se nyni $tastnéjsi, protoze mu uz nechodi nevyZddand
posta. I presto vyhod elektronické komunikace a internetu
stale vyuzivd, ale vétsinu e-maili za néj vyrizuje jeho se-
kretdrka.

23-4-1 Studenti a profesofi 12 bodu

23-4-2 Paralelni profesori 10 bodu

Jedna z véci, jez ho na univerzité zaméstnavala (a tedy mu
ubirala ¢as od psani), bylo vedeni védeckych praci studentt
(napf. psani ¢lanki do odbornych ¢asopisit).

Studenti na Stanfordové univerzité se chtéji prosadit a na-
psat co nejvice ¢lanki, pfi¢emz kazdy z nich ma vytipovano
nékolik profesort, pod jejichz vedenim by chtél ¢lanek psét.
S jinymi profesory spolupracovat nechce a nebude.

Studenti jsou schopni psat maximalné K ¢lankd najednou.

Na chvili si predstavme, Ze neexistuje nic jako e-mail, in-
ternet, ba dokonce oby¢ejna ,8ne¢i“ posta. Jak by si takovi

profesori sdélovali své poznatky?

Na univerzité pracuje N profesorti. Na zac¢atku dne mé kaz-
dy svij unikatni novy objev, ktery chce sdélit vsem ostat-
nim.

Jelikoz vSak ve skupince tfech a vice profesori je vzajemné
sdélovani poznatk nemozné kvili prekiikovani, porfadaji



profesofi béhem dne obcas sezeni. Béhem nich utvoii dvoji-
ce (ne nutné vsichni jsou ve dvojici) a ve dvojicich si vyméni
vSechny objevy, které maji (tedy i objevy ziskané diive od
jinych profesori). Béhem sezeni se dvojice neméni.

Jaky je pro riznd N minimélni podet sezeni, kterd musi
probéhnout, aby kazdy profesor znal objevy vSech svych
kolegui?

Tieba pro N = 2 stadi jedno sezeni, pro N = 4 jsou potieba
dvé (nejdiiv A-B a C-D a potom A-C a B-D).

Jak D. E. Knuth neddvno v jednom rozhovoru pozname-
nal, mnohdy nardzi na odborné texty, jejichz jedinym cilem
je prekonat tajuplnymi metodami jednodussi algoritmy, ale
pouze, kdyZ bude velikost vstupu vétsi neZ pocet protoni
ve vesmiru. Ve svych knihdch proto predkladd jednodusst,
ale stdle efektivni metody.

Jak vSak ukdze ndsledujict uloha, ne vzdy jsou jednoduché
a rychlé metody dobré.

23-4-3 Zabugovany program 8 bodu

@ Dva zlatokopové objevili bohaté lozisko zlata a spole¢né
vykopali velké mnozstvi nugetii. Chtéji se o né rozdélit
rovnym dilem, na coz si napsali program. Kazdy nuget ma
svoji zadanou cenu (pfirozené ¢islo), seznam nugetd pro-
gram dostane na vstupu, na vystup vypise, jak si je maji
rozdélit, nebo oznami, ze FeSeni neexistuje.

Naptiklad pro nugety o hodnotach 3, 3, 5, 5 dostanou oba
nugety s cenou 3, 5; pro sadu nugett 3, 3, 5 feSeni neexis-
tuje.

Co ¢ert (nebo spis zlatokop) nechtél, v programu je chy-
ba a ne mald, nehledejte tedy zapomenuty stiednik, chybu
v pouziti knihovni funkce jako gsort nebo neoSetfeni ¢te-
ni vstupu. Zlatokopové Spatné vymysleli cely algoritmus a
program by si zaslouzil od zékladu pfepsat.

To vSak nechte na nich, at se pocvi¢i v algoritmizaci, vasim
tkolem bude pouze presvédcéit je, Ze program napsali $patné
— najit jim vstup, na némz vypise Spatny vysledek, a urcit
pro tento vstup spravny vysledek. Bonusové body neminou
fesitele, ktefi najdou nejmensi takovy vstup co do poétu
predmétii nebo celkové ceny.

Oba programy (C, Python) naleznete na konci letédku.

Zminme jesté trochu biografickiyjch tidagi. Donald Ervin
Knuth se narodil v roce 1938 ve Wisconsinu. UZ od mlddi
vykazoval vysokou inteligenci, kdyz v 8 letech dokdzal slo-
zit z pismen ,, Ziegler’s Giant Bar“ 4500 anglickyjch slov do
jedné soutézZe, prestoze porota méla jen 2500 slov. V roce
1956 nastoupil na Case Institute of Technology na fyziku,
ale byl zahy presvédcen, aby se vénoval matematice.

K informatice se dostal v podstaté ndhodou pri své letni
prdci, kdyz narazil na pocita¢ IBM 650. Zaugjal ho natolik,
Ze u néj stravil dlouh€ hodiny jeho zkoumdnim. Ve 20 le-
tech napsal program na analyzu vykonnosti univerzitniho
basketbalového tymu, ktery mu vynesl trochu slavy. Tomuto
pocitaci dokonce pozdéji vénoval jednu svoji prdaci slovy ,na
pamdtku mnohijch prijemnych odpoledni®.

S pracemi na Uméni programovdni zacal jiz v roce 1962
(tedy 6 let po ndstupu na vysokou Skolu) a proni t¥i svazky
vysly v letech 1968, 1969 a 1973. Poté byl vsak zklamdn
zmeénou techniky sazby jeho knih, protoZe se zménilo pismo
a snizila kvalita. Rozhodl se proto vyvinout vlastni systém
pro sazbu textu, a tak vznikly jeho dva dalsi zndmé pociny:
TEX jako novy systém pro sdzeni texti a METAFONT pro
tvorbu fonti.

Dotdhl sazbu a propracovanost svych knih dokonce tak
daleko, Ze se rozhodl vyplatit 0x$1.00 (jeden hezadecimdlni
dolar, tedy $2.56) kazdému, kdo najde v néjaké jeho knize
chybu. Na svych strankdch md seznam odménénych, ktery
dnes ¢itd bezmadla 400 jmen.

23-4-4 Zavorky v TEXu 10 bodu

V TEXu se hojné vyuzivaji slozené zévorky (napt. v defini-
cich ¢i volanich maker) a lze je i libovolné vnofovat. Obcas
se ale stane, zZe se ¢lovek preklepne a misto { napise } nebo
naopak.

Vymyslete algoritmus, ktery na vstupu dostane posloup-
nost (fetézec) N slozenych oteviracich a zaviracich zavorek
(bez dalsich jingch znakt) a nalezne minimalni podet zmén
znaku { na znak } nebo naopak, aby byl fFetézec spravné
uzéavorkovany. Zadné jiné zmény, kromé prepsani jednoho
znaku na druhy, nejsou povoleny.

Spravné uzavorkovany znamend, ze ke kazdé oteviraci za-
vorce existuje odpovidajici uzaviraci, ktera je od ni napravo,
a podobné ke kazdé uzaviraci existuje odpovidajici otevira-
ci, jez je od ni nalevo.

Nepijde-li posloupnost zavorek zadnym zptsobem zménit
na spravné uzavorkovany fetézec, mél by to byt vas algo-
ritmus schopen rozpoznat.

Piiklad: pro vstup {{}{}}}{{} je jednim z moznych nej-
kratsich postupii ke spravnému uzavorkovani tento:

o
{
o

Vysledek je tedy 2.

Jak je wvedeno na zacdtku, Knuth pise dobre dokumen-
tované programy. V 70. letech, kdy vznikal TgX, si vymys-
lel dokonce vlastni styl programovadni, v origindle nazvany
literate programming (Cesky by se dalo preloZit jako ,kul-
tivované programovdni®), ktery se snazi programovand vice
priblizit myslent clovéka a ne potrebdm stroji.

Ve zdrojovém kddu se michd dokumentace a samotny kod
(napt. v Pascalu ¢ C), pricemZ Knuth si naprogramoval
utility na vyextrahovani cistého zdrojového kddu pro iucely
kompilace a programatorské dokumentace v TEpXu.

O tom, zZe Knuth neni Zddny suchar a rdd si hraje s ¢isly,
vypovida nekolik véci. UZ jako stredoskolsky student odeslal
do soutéze védeckyjch talenti svij prund matematicky clanek
o ¢iselngch soustavdch se zaporngm ¢ dokonce komplexnim
zakladem. Vymyslel soustavu o zdkladu 2i, jejiz specidlni
vlastnosti je, Ze kazdé komplexni ¢islo muZe byt reprezento-
vano pouze cislicemi 0, 1, 2 a 3 a bez znaménka.

Zvldstni je také systém cislovani verzi TpXu a META-
FONTu. Jak se TEX stavd dokonalejsim, jeho verze se stdle
vice blizi ¢islu w. Prohlasil, Ze po jeho smrti se cislo verze
programu TEX s definitivni platnosti ustdli na ™ a vSechny
zbyvagict bugy se stanou vlastnostmi programu. Podobné se
verze METAFONTw bliZi zakladu pTirozeného logaritmu, ¢is-
lu e, a po jeho smrti bude provedena podobnd zména jako

u TpXu.

23-3-6 Program (Vyzkum vefejného minéni)

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <algorithm>

using namespace std;

struct Bod {
double hodnota;
int typ;

bool operator<(const Bod &b) const {
return (hodnota < b.hodnota || (hodnota == b.hodnota && typ < b.typ));
}
};
int n;
double hodnoty[100100];
Bod udalosti[200200];
int pocet;
int main(void) {
scanf ("%d", &n);
for (int i=0; i<n; i++)
scanf ("%1f", &hodnotyl[il);

if (n==1)

printf ("%1f\n", hodnoty[0]);
else {

// vytvoreni udalosti

pocet = 0;

// prvni bod
udalosti[pocet++] = (Bod){hodnoty[0], (hodnoty[0] < hodnoty[1])?72:3};
// posledni bod
udalosti[pocet++] = (Bod){hodnoty[n-1], (hodnoty[n-1] < hodnoty[n-2])72:3};
for (int i=1; i<n-1; i++) {
// maximum
if (hodnoty[i] > hodnoty[i-1] && hodnoty[il > hodnoty[i+1]) {
udalosti[pocet++] = (Bod){hodnoty[i], 1};
udalosti[pocet++] = (Bod){hodnoty[i], 3};
}
// minimum
else if (hodnoty[i] < hodnoty[i-1] && hodnoty[i] < hodnoty[i+1]) {
udalosti[pocet++] = (Bod){hodnoty[il], 2};
udalostil[pocet++] = (Bod){hodnoty[il], 4};
}
}
sort(udalosti, udalosti + pocet);
// zpracovani udalosti
int max = 0;
double h = 0.0;
int pruseciky = 0;
for (int i=0; i<pocet; i++) {
if (pruseciky > max) {
max = pruseciky;
h = (i>0)?((udalosti[i] .hodnota + udalostil[i-1].hodnota)/2):(udalosti[i].hodnota);
}
switch(udalosti[i].typ) {
case 1: pruseciky--; break;
case 2: pruseciky++; break;
case 3: pruseciky--; break;
4:

case pruseciky++; break;
}
}
printf ("Procenta %1f%%, pocet pruseciku %d\n", h, max);
}
return O;

}

~19 -



do { // cyklus dle krokd algoritmu
prvekl = novyZacatek; // nastav ukazatele pred zaCatek
prvek2 = novyZacatek;

do { // cyklus slévani dvou usekd
int delkal = delkaUseku; // délka prvniho slévaného useku
int delka2 = delkaUseku; // délka druhého slévaného tseku

for (int i = 0; i < delkaUseku; i++) { // projdi prvni tsek
prvek2 = prvek2->dalsi;
if (delkaUseku == 1) pocetPrvku++; // v prvnim kroku politéame prvky
if (prvek2 == NULL) break; // konec seznamu

¥

if (prvek2 == NULL) break; // druhyj usek je prazdny, nemd cenu slévat

// dokud nejsou slity vSechny prvky v obou tsecich
while (delkal > O || (delka2 > O && prvek2->dalsi != NULL)) {
// dosly prvky v 2. useku, nebo je 1. prvek 1. aseku star3i neZz 1. prvek 2. useku
if (delka2 <= 0 || prvek2->dalsi == NULL
|l (prveki->dalsi != NULL
&& prvekl->dalsi->stari > prvek2->dalsi->stari)) {
delkal--;
prvekl = prvekl->dalsi; // zat¥idujeme prvek z 1. useku, sta&i tedy posunout ukazatel

}
else if (delkal <= 0) { // dosly prvky v 1. useku
delka2--;
prvekl = prvekl->dalsi; // je tfeba posunout oba ukazatele
prvek2 = prvek2->dalsi;
if (delkaUseku == 1) pocetPrvkut+;
}

else { // je t¥eba pfehodit 1. prvek 2. dseku pfed 1. prvek 1. tdseku
PrvekSeznamu *usekl = prvekl->dalsi;
prvekl->dalsi = prvek2->dalsi;
prvek2->dalsi = prvek2->dalsi->dalsi;
prvekl->dalsi->dalsi = usekil;
prvekl = prvekl->dalsi;
if (delkaUseku == 1) pocetPrvkut+;
delka2--;

¥

}

prvekl = prvek2;
} while (prvek2->dalsi != NULL); // dokud nejsme na konci seznamu
delkaUseku = delkaUseku * 2; // zdvojnasob délku slévanjch tdsekd
} while (delkaUseku < pocetPrvku); // dokud jsme neslili vSechny prvky

return novyZacatek->dalsi;

}
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23-4-5 Palindromnasobky 11 bodu

m_ Kdyz uz jsme u téch ¢isel, naprogramujeme si jednu
zajimavou ulohu z této oblasti. Vite, co je zajimavé
na roce 19917 Kdyz ho vydélite 11, ziskdte 181, pfi¢emz
viechna tato tfi ¢isla jsou palindromy. (Palindrom je takovy
fetézec, ktery se stejné ¢te zleva i zprava.)

Vasim tkolem bude napsat program, ktery na vstupu do-
stane ¢isla K a D a na vystup vypiSe pocet nasobku ¢isla K,
jez maji délku D a jsou palindromy (vSechno v desitkovém
zépise). 1 < K <1000 a D < 20.

Zda-li se vam, ze takovych ¢isel musi byt hrozné mélo, tak
vézte, ze pro kazdé K nedélitelné 10 existuje nekonecné
mnoho jeho palindromickych nasobkii. Cislo délitelné 10

takovy nasobek nemad, protoze se nuly na zac¢atku nepisi.

Formét vstupu a vystupu: v souboru vstup.in jsou na prv-
nim fadku dvé pfirozend ¢isla K a D oddélend mezerou.
Do souboru pocet.out vypiste na prvni fadku pocéet na-
sobktt K délky D, které jsou palindromy.

Priklady:

vstup.in pocet.out
31 3

25 3 2

12 4 7

60 4 0

81 6 0

Tato uloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny format vstupu a vistupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Veskery svij ¢as vsak Don Knuth nevénuge jen informati-
ce. Se svou Zenou Jill maji doma naptiklad vlastni varhany
s 812 pistalami.

Dalsi zajimavou zdlibou je foceni kosoctverecnych do-
pravnich znacek, které se vyskytuji napr. v USA, Kanadé
a Austrdlii. Na svjch strankdch md slusnou sbirku 1069 fo-
tek rizngjch dopravnich znacek,? véetné kuriozit jako znacky
s napisem ,, Anti-icing spray system*.

23-4-6 Knuthovy cesty po statech 9 bodu

Knuth si béhem jedné cesty po statech, pfi niz fotil znac-

ky, pii prijezdu kiizovatkou vzdy zapsal jeji ¢islo. On si je

totiz pfedem odisloval. Zajimalo by ho, jakou nejvétsi sou-

vislou ¢ast cesty (podle poctu kiizovatek) neprosel zadnou

kfizovatkou vice nez jednou.

Naptiklad pro posloupnost kiizovatek
3,4,1,2,4,8,7,2,3,8,2,9,1,4

je spravnym feSenim posloupnost

3,8,2,9,1,4.

http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.html

Jako tresnicku na informatickém dortu si uwvedeme citat
z jednoho jeho dopisu: ,Beware of bugs in the above code;
I have only proved it correct, not tried it.“ (,, Pozor na chyby
ve vyse uvedeném kddu; pouze jsem dokdzal jeho spravnost,
ale nezkousel jsem ho.“)

I pres stdari 73 let pouZivd Knuth moderni prostredky. Své
internetové stranky® casto aktualizuje a pracuje na dvou po-
¢itacich: md Mac na vytvdreni grafiky a pristup k internetu
a notebook s Linuzem na praci. Je tedy mozné, Ze pouzivd
i nékteré z utilit zminéngch v dalsim dile seridlu (ackoliv
pise v editoru Emacs a ne ve Vimu).

23-4-7 Bratrstvo Seda a Grepa 16 bodu

Tento text volné navazuje na predchozi tii série, né-
které pasaze nemusi byt lehce pochopitelné bez jejich
znalosti.
Ukézeme si, jak regularni vyrazy pouzivame v praxi. Pro-
gramy, které nas budou zajimat, jsou UNIXové nastroje
sed, grep a piipadné svétoznamy editor Vim. Jsou snad
v kazdé distribuci Linuxu, na Windows je mozné pouzit
balik Cygwin.*
Na vyhledavani v textu se pouziva program grep. Neni
to zadna aplikace s klikacim frontendem, pouziva se trap-
né v terminalu. O to je vSak rychlejsi. Zakladni pouziti je
egrep <regex>, kdy program ¢te standardni vstup (to, co
mu piSete na klavesnici) a vypisuje na standardni vystup
(terminal). Vypisuje ty fadky, na kterych nasel podretézec
vyhovujici zadanému regexu.
Mozné si fikdte — pro¢ egrep? Pohled do manudlu (man
grep) napovi, Ze existovaly starsi regexy, které toho umély
méné a maji trochu jinou syntaxi. Kvili zpétné kompatibi-
lité starych skriptti byla tedy pfidéna tato varianta progra-
mu grep. Ze stejného divodu budeme pozdéji u programu
sed pouzivat prepinac¢ -r.
Kdy?z si tedy pustime egrep ’baxgr+’, tak na vstup
grbagr
baagrr
rgba
bbarg
rbgrbgg
dostaneme vystup
grbagr
baagrr

rbgrbgg

Miuzeme chtit, aby grep ¢etl vstup ze souboru. Za zadany
regex muzeme napsat libovolné mnoho jmen souborti, které
mé ¢ist (oddélené mezerami).
Pokud ¢te jeden, vypiSe prosté vhodné fadky. Kdyz jich je
vic, vypiSe na zac¢atku kazdého radku jesté jméno souboru,
ve kterém jej nasel. Toto chovani se da regulovat volbami
-h (bez jmen) a -H (vypi§ jméno, i kdyZ je soubor sdm),
které mizete napsat pred vyraz.
Takze napiiklad

egrep -h Kdja jmena prijmeni archiv
vyhleda vSechny fadky ze soubort

jmena, prijmeni a archiv,

http://www-cs-faculty.stanford.edu/ uno/diamondsigns/diam.html

http://www-cs-faculty.stanford.edu/ uno/
http://www.cygwin.com/



které obsahuji vyraz Kaja. Volba -h potlacila vypis jmen
souborti.

Jesté existuje zajimava volba -v, kterd logicky obrati vypis
(vypisuje jen ty Fadky, které hledany vyraz neobsahuji).
Naptiklad kdyz hledate, jak ¢asto k vam na web chodi lidé
z jinych prohlizec¢t nez IE a FF, tak ze zaznami prosté
vyradite fadky odpovidajici IE a FF...

Programy za sebe muzete fetézit znakem | — vezme stan-
dardni vystup prvniho programu a nevypisuje ho na ter-
minél, ale pfedhodi ho druhému programu na standardnim
vstupu. Napiiklad egrep batgr|egrep -v baaagr. Nékdy
je jednodussi programy zietézit nez psat jeden dlouhy vy-
raz, ktery pojme vSechno.

Tento znak se také oznacuje jako ,roura® (pipe), protoze to
davnym programatorim pripadalo, jako by mezi programy
prosté natahovali potrubi.

Slozitéjsi vyrazy se hodi psat mezi apostrofy: > (\(I\))?,
jinak je muZe interpretovat je$té termindl samotny a z a*
udélat seznam souborti, které zacinaji a, coz rozhodné ne-
chcete, a to je to nejmensi, mizou se stat daleko horsi vé-
ci..

Dosud jsme regularnimi vyrazy pouze vyhledavali. Jde vsak
o daleko mocnéjsi zbran, vyrazné vétsi kladivo. Jak bylo
zminéno uz v prvnim dilu, regexy ¢asto pouzivame k syste-
matickému nahrazovani v textu.

Na nahrazovéni se hodi program sed. Jeho zakladni pouziti
je podobné jako u programu grep.

Jak ale vypadd nahrazovaci vyraz? Zac¢ind pismenkem s,
pak nasleduje oddélova¢ (typicky / nebo #, ale miiZe to
byt libovolny znak, klidné pismenko), pak hledany Fetézec,
potom znovu stejuy oddélovaé, potom fetézec k nahraze-
ni, a nakonec zase oddélova¢. Naptiklad nahrazovaci vyraz
s/ahoj/nazdar/ nahrazuje slovo ahoj za nazdar.

Oddélovac se potom stava specidlnim znakem a pokud jej
chcete pouzit v pivodnim vyznamu, je potieba to Fict
obackslashovat jej. (\/, \#)

Jak to funguje jako pfikaz? Kdyz pustite piikaz
sed -r ’s/ahoj/nazdar/’,

¢te standardni vstup po fadkéach, na kazdém fadku hleda
vyraz ahoj, jeho prvni nalezeny vyskyt zméni na nazdar a
zménény Fadek vypiSe na vystup.

Takze pokud vstup

moskytoQatrey.karlin.mff.cuni.cz

bagr

ksp@mff.cuni.cz baitQuu.ucw.cz

kombajn

proZeneme tieba piikazem sed -r ’s/@/ (at) /’, dosta-
neme vystup

moskyto (at) atrey.karlin.mff.cuni.cz
bagr

ksp (at) mff.cuni.cz bait@uu.ucw.cz
kombajn

Vsimnéte si na tietim fadku zbylého zavinace. Kdybyste
potfebovali nahrazovat vSechny vyskyty, ne jen ten prvni,
tak musite za vyraz jesté piipsat g (od ,,globally“):

sed -r ’s/@/ (at) /g’.

Pokud potiebujete ,,pfispendlit“ cely vyraz na zac¢atek nebo

na konec Fetézce, uvedte st¥isku ~ na jeho tplném zacatku

nebo dolar $ na jeho konci. To funguje jak pro sed, tak pro
grep.

Ukol 1 [1b]: Napiste nahrazovaci vyraz, ktery smaze viech-
ny ,trailing spaces“ — bilé znaky na koncich fadka (staci
asi mezera, \t a \r).

Jenom takhle by to ale bylo trapné. Co kdyz potiebuje-
me z fadku jenom néco vytahnout? Pak opravdu mtizeme

Lnajit“ tfeba cely fadek jednim vyrazem a vybrat si z néj
jenom tu ¢ast, kterou potiebujeme.

sed -r ’s/”.x"(.*)".*$/\1/’ z celého Tadku necha jen
fetézec v uvozovkach.

TakZe vstup vlevo se piepiSe na vystup vpravo.
" "

bagr bagr
b'ag"r ag
b'a"g"r g

Kdyz tedy kus Fetézce uzavorkujete, mizete se na tyto za-
vorky pak odkazovat pomoci znaku \ nésledovaného éislici
(1 - 9). Zavorky jsou é&islovany zleva doprava podle své ote-
viraci zavorky. Takze tieba sed -r ’s/(.)(.)/\2\1/’ na
kazdém fadku prohodi prvni dva znaky.

Pamatujte si, Ze pokud sed na fadku nenajde zadny vyskyt
hledaného vyrazu, vypise fadek beze zmény.

Také je potieba si uvédomit ,zravost® nékterych operaci.
Znaky * i + jsou ,nenazrané“. To znamend, ze pokud by
si sed mél vybrat mezi vice podietézci, které by prifadil
do oné hvézdicky, tak vybere ten nejdelsi z nich. Pfednost
ve Zravosti ma diivéjsi */+. Toho si miZete vSimnout na
¢tvrtém Fadku, kde byly troje uvozovky, ze ty prvni byly
polknuty do .* na zacatku.

Podobné je zravy i vybér z vice moznosti — bere prvni vari-
antu, kterd se na dané misto hodi, takze (.|..) vzdy ulozi
do \1 jeden znak (a druha piilka zavorky je tedy zbyted-
na), kdezto (..|.) ulozi do \1 dva znaky, pokud to jenom
trochu jde.

Pravidlo ¢islovani u oteviraci zavorky se hodi u vnofenych
zéavorek:

sed -r ’s/"(ab*cd(eflgh)i+j)$/\1: \2/°

pripiSe za kazdy fadek, pokud je v onom pomérné slozitém
tvaru, dvojtecku a ef nebo gh...

Ukol 2 [4b]: V Cestiné je typografickou chybou napsat na
konec fadku jednopismennou piedlozku nebo spojku, vy-
jimkou je spojka a, pokud se pfed ni nevyskytuje néjaké
interpunkéni znaménko (tecka, ¢arka, zavorka, ... ).

Ruzné programy to fesi rizné, v TEXu se za predlozku mis-
to mezery vklada vinka (~). Napiste vyraz pro sed, ktery
zakidi korektni ,ovlnkovani textu“ (pfipad, kdy je pred-
lozka/spojka pfimo na za¢dtku nebo na konci fadku, Fesit
nemusite).

Tyhle ,odkazy zpatky“ (backreferences) muzeme ale pou-
zivat i ve vyhledavaném vyrazu. s/~ (.*)\1$/\1/ tedy na-
jde v8echny fadky, na kterych je fetézec dvakrat za sebou,
a nahradi tyto vyskyty jen jednim opakovanim fetézce. Na
vstup

aa

ab

abeceda

bagrbagr

odpovi

23-3-4 Program (Psani pismen) C

for(int i=0;i<hrany;i++)

#include <stdio.h>

#include <string.h>

#define MAXV 10000

struct polozka

{
int komponenta;
int stupen;

{
scanf ("%d %d\n",&v1,&v2);
pole_vrcholul[vl].stupent+;
pole_vrcholu[v1] .komponenta=komp;
pole_vrcholul[v2] .stupent+;
pole_vrcholu[v2] .komponenta=komp;
if (max_vrchol<vl) max_vrchol=vi;
if (max_vrchol<v2) max_vrchol=v2;

} pole_vrcholu[MAXV]; }
int main() }
{ ) int pole_komponent [komp+1];
wun vrcholy; for(int i=1;i<=komp;i++)
u..bd hrany; I {
wnn mem,\Rn 01=0; pole_komponent [i]=0;
mua <mHo” }
int v2= 5 //printf ("pocet komp: %d\n",komp) ;
int komp=0; //printf ("max_vrchol: %d\n",max_vrchol);
Mrﬁ_.m (tfeof (stdin)) for(int i=1;i<=max_vrchol;i++)
{
komp++; if (pole_vrcholu[i].stupen%2 ==1)
char wma [21; pole_komponent [
wms tol |mm.wm~|ﬁ~ﬁ. ~O ; pole_vrcholu[i] .komponenta]++;
if (pom[0]=="-7) }
{ e . . int vystup=0;
scanf ("%c%ec\n" ,&pom[1] ,&pom[2]) ; for (int i=1;i<=komp;i++)
scanf ("%d %d\n",&vrcholy,&hrany); {
} vystup = pole_komponent[i]/2;
M“_.wm printf("vystup: %d\n",vystup+!vystup);
}
ungetc (pom[0],stdin);
scanf ("%d %d\n",&vrcholy,&hrany); return 0;
Uv uv
23-3-5 Program (Rozhazené EWD)
// prvek spojového seznamu
typedef struct prvekSeznamu {
// zaznam EWD (jen pro ilustraci, Ze s daty EWD se nehjbe -- v celém programu se jinak nepouziva)

EWD zaznam;

// sta¥i zaznamu

int stari;

&¢im star$i, tim vy3si &islo)

// ukazatel na dal3i prvek spojového seznamu (nebo hodnota NULL, pokud je posledni)
struct prvekSeznamu *dalsi;

} PrvekSeznamu;

// nerekurzivni funkce, ktera dostane ukazatel na prvni prvek neset¥idéného seznamu
// a vrati ukazatel na prvni prvek set¥idéného seznamu

PrvekSeznamu *EWDSort (PrvekSeznamu *zacatek) {

NULL) return NULL; // algoritmus dostal prézdnj seznam

if (zacatek ==

int delkaUseku
int pocetPrvku

1; // délka slévanjch dsekd
0; // polet prvki spojového seznamu, spolte se v prvnim kroku

PrvekSeznamu *novyZacatek = (PrvekSeznamu *)malloc(sizeof (PrvekSeznamu));
novyZacatek->dalsi = zacatek;

PrvekSeznamu *prvekl; // ukazatel na posledni prvek jiZ slité Casti seznamu
// p¥i slévani je prvekl posledni prvek pfed 1. slévanym isekem
PrvekSeznamu *prvek2; // prvek pied aktudlné zpracovavanym prvkem

// prvek2 je posledni prvek pied 2. slévanym usekem
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23-3-3 Program (Skok bez padaku) C

#include <stdio.h>

#define MAXW 100 // max. Sitka
#define MAXH 100 // max. vyska
#define INFTY 1000000 // toto je nekone&no

int x0, yO; // polateéni pozice
int hO; // bezpelna vyska
int T; // po&et trampolin
int W; // &irka

// Jak dlouho padéme, neZ narazime na trampolinu
// 0=2adna pod nami neni, 1=jsme p¥imo na ni
int tramp[MAXW] [MAXH] ;

// kroky[x][y] = min. poCet odrazid p¥i skoku
// z poli&ka x,y nebo INFTY, kdyZ nelze p¥eZit
int kroky [MAXW] [MAXH] ;

int main(void)
{
// Pre&teme vstup a vyznalime si trampoliny
scanf ("%d%d%d%d", &x0, &yO, &hO, &T);
for (int i=0; i<T; i++)
{
int tx, ty;
scanf ("%d%d", &tx, &ty);
// Vime, Ze C globalni proménné nuluje
tramp[tx] [ty] = 1;
if (tx > W)
W = tx;
}

// P¥edpo&itéame si vzdalenosti k trampolinam
for (int y=1; y<=y0; y++)
for (int x=0; x<=W; x++)
if (!tramp([x][y] && trampl[x][y-11)
tramp [x] [y] = tramp(x][y-1] + 1;

16 —

// Dynamika zespoda nahoru
for (int y=0; y<=y0; y++)
for (int x=0; x<=W; x++)
{
kroky[x] [y] = INFTY;
if ('tramp[x][yl)
{
// Neni pod némi Zadna trampolina
if (y <= hO)
kroky [x] [y]
}
else if (tramp[x][y] > 1)
{
// Spadneme na trampolinu (x,yt)
// Odrazime se do bodu (x,yo)
int yt = y - tramp[x][y] + 1;
int yo = (y + yt) / 2;
if (x> 0 &&
kroky [x-1] [yo]l+1 < krokyl[x] [y])
kroky [x] [y] = kroky[x-1][yo] + 1;
if (x < W &&
kroky [x+1] [yol+1 < krokyl[x][yl)
kroky[x] [yl = kroky[x+1][yol + 1;
}
}

// VypiSeme vystup
if (kroky[x0] [y0] < INFTY)
{

printf ("Odrazid: %d\n", kroky[x0][y0l);

printf("Jesté prezijeme z vySek:");
for (int y=y0; --y >= 0;)
if (kroky[x0][y] < INFTY)
printf (" %d", y);
putchar(’\n’);
}
else
printf("R.I.P.\n");
return 0O;

a
ab
abeceda
bagr

Mimochodem, naptiklad také slova sentence, sequence
nebo statement jsou nahrazovacimi vyrazy. .

Ukol 3 [4b]: Napiste vyhledavaci vyraz, ktery ze slovniku
wygrepuje“ vSechna slova, ktera jsou validnimi nahrazova-
cimi vyrazy pro sed. I grep umi backreference (stejné jako
sed). Bonusové 4 body dostane ten, kdo vyrobi takovy vy-
raz bez backreferenci (Chuck Norris je ma jisté).

Vyraz musi byt samoziejmé nezavisly na pouzité abecedé,
takze neni spravnym feSenim vygenerovat pro kazdy mozny
oddélovaé separatni vyraz. .

Ve slovniku je na kazdém fadku pravé jedno slovo (a vlevo
a vpravo od néj nejsou zadné mezery).

Misto jednoho vyrazu muZete pouzit az tfi volani piikazu
grep spojena za sebou rourou.

Nyni si zavedeme fiktivni programovaci jazyk, budeme mu
fikat tfeba ,ReProg“. Programem v ReProgu bude po-
sloupnost nahrazovacich vyrazi pro sed.

Nad vstupnimi daty se postupné spusti kazdy z vyrazu.
Kdyz program dobéhne na konec, zjisti ReProg, jestli néja-
ky z vyrazi ménil data. Pokud ano, spusti se cely program
od za¢atku znovu; pokud ne, data se prohlasi za vystup a
program skonc¢i.

Takovy vzorovy program je tieba

statement
sentence
samaria

Kdyz mu predhodime sebe sama jako vstup, pak po prvnim
pribéhu budeme mit

steriencement
sencence
serienmaria

Po druhém prichodu mame

steriencerienc
sencence
serienriemenria

a tak dale, az paty prichod data nezméni a vystupem je
steriencerienc

sencence
serienrierienrierien

Ukol 4 [7b]: Napiste program pro ReProg, ktery na vstupu
na kazdém fadku dostane dvé pfirozena ¢isla ve dvojkovém
zapisu oddélend mezerou a na vystupu bude na kazdém
fadku to vétsi z nich. Napiiklad pro jednofadkovy vstup
1011 110 bude vystup 1011.

Za zminku jesté stoji, ze i sed podobné iterovani umi, byt
na jiném principu a s trochu jinou syntaxi. To uz je ale tro-
chu jiny piibéh, tfeba na néjakou soustfedkovou piednasku.
A kdybyste se bali, Ze se na soustfedko nedostanete, pte-
Gtéte si tieba manuélovou stranku (man sed), nebo dosti
obséhlou dokumentaci na internetu.’

To je pro tentokrat vse, v zavérecném dilu si ukdzeme tem-
nou a mocnou silu jedné zajimavé mutace regexi — téch

5 http://www.gnu.org/software/sed/manual/sed.html

ot

v Perlu. Pry se v nich da napsat vyraz, ktery nahradi dvo-
jici ¢isel na vstupu za jejich podil. ..

Recepty z programatorské kucharky

Ukazeme si uméle znéjici tlohu, kterou posléze zmatema-
tizujeme, vyfesime a dokdzeme vlastnosti feseni. Nakonec
prijdou ¢etné uziti, kterd oziejmi, pro¢ jsme se snazili.

Latka je lehce pokrocilé, takze vézte, Ze budete potfebovat
znat grafy.

Uméle znéjici tloha

Rusky petrobaron vlastni ropna na-
lezisté na Sibifi a trubky <mmozﬁ
do Evropy. Trubky vedou me-

zi nalezisti, uzlovymi body a o
koncovymi body, kde ropu pie-

biraji odbératelé. 5

Kazdé trubka mize a nemusi mit x 4 ©
definovéno, kterym smérem ji ma o 4
téci ropa. Pro kazdou trubku zvIast vi-
me, kolik nejvyse ji za hodinu protlacime.

[¢]

Nalezisté jsou bezedna a mohou posilat neomezend mnoz-
stvi ropy. Odbératelé také dokazi neomezend mnozstvi ropy
z koncovych bodi odebirat. Petrobaron ¢eli problému, jak
protlacit danou distribuéni siti co nejvice ropy za hodinu ze
zdroju k odbérateltim.

Zapeklité je to hlavné proto, ze v uzlovych bodech nelze
ropu hromadit, ani palit — rozhodné tedy nejde bez roz-
myslu piikdzat, at kazdou trubkou te¢e maximum, protoze
bychom poskodili cenné zafizeni a v hnusu labuté zahubili.

Zmatematizovani

V zadéni vidime graf, ktery obsahuje orientované i neorien-
tované hrany, kde je néjakd podmnozina vrcholi oznac¢end
jako zdroje a jina jako... fikejme tomu tieba stoky.

Abychom maéli situaci jednodussi, zbavime se hned na tvod
mnohocetnosti zdroji a stoki. Prikreslime si dva nové vr-
choly — z nadzdroje budeme posilat ropu do vSech zdroji,
do nadstoku budeme posilat ropu ze vSech stoku. Kapacitu
prikreslenych hran pak nastavime na nekonecno.

Ted ndm staci vymyslet algoritmus, ktery
fesi problém s pravé jednim B%o_ma
a pravé jednim stokem.

Kazdy vstup totiZ popsanym NHE\ 4/ \. \
sobem pfevedeme, poSleme ho
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choly a pfipojené hrany. \- —
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Kazdou takovou hranu v kazdém (O“*®
zadani zménime na dvojici proti-
smérnych orientovanych hran se stejnou kapacitou. V algo-
ritmu pak uz mizeme pocitat jen s hranami orientovanymi.

k\

Podobné se zbavime neoriento-
vanych hran.

dany tok.



Na vstupu dostavame ohodnoce-
ni hran nezapornymi cisly a na-
$im tkolem je sestavit jiné ohod-
noceni téch samych (vSech) hran.

&1 Je dulezité, aby se ndm to neplet-
IIW/V

Il
“M
—h

lo — ohodnoceni ze vstupu se fika
kapacita a znadi se c(e), konstru-
ované ohodnoceni se jmenuje tok
a fikdme mu f(e).

\\2 lN . WM
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Konstruované ohodnoceni maximalizujeme, ale omezuje nas
kapacita a Kirchhoffiv zakon.

Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet toku na hra-
néach, které do vrcholu vstupuji, musi byt stejny jako soucet
toku na hranach, které z vrcholu vystupuji. Mate-li radi fy-
ziku nebo berete-li skolu vazné, divod k takovému pojme-
novani jisté chapete.
Formalné ony dvé podminky vypadaji takto:
Vee E: f(e) < c(e)
VoeV\{zs}: Y fluv)= > f(vi)

WWEE VuEE
Kirchhoffova podminka se samoziejmé netyka ani zdroje,
ani stoku — tam nam naopak jde o to ji co nejvice porusit.
Velikost toku je nejsnazsi méfit na nich. Budeme ji defino-
vat jako rozdil mezi souc¢tem odtoku a souctem piitoku ve
zdroji.

K zamysleni:

Nastavit ohodnoceni hrany (kapacitu) na skutecné neko-
necno v nasem programovacim jazyce nemusi jit. Pak se to
Fesi tim, Ze se zvoli dostatecné velké ¢islo. Jak co nejmensi
ale stéle bezpecné, rychle ze zadani urcit? Stejny problém
se Tesi tfeba v Dijkstrové algoritmu, ale i ve spousté dalsich.

Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi
podrobnéjsi rozbor, nez jaky jsme jim vénovali v textu. Jak
spolehlivé prevedeme FeSeni algoritmu do pivodni sité?

Vymysleli jsme, jak vyTesit vice zdroji a stokt a jak oSetrit
obousmérné trubky. Co kdyby bylo v zadani omezeni na
prutok vrcholy?

Umite dokazat, ze je absolutni hodnota rozdilu pritokd a
odtoku stejnd na zdroji i na stoku? Tedy Ze bychom mohli
velikost toku stejné tak dobfe méFit i na stoku?

ReSeni

Problém je velmi studovany a k jeho feSeni existuji dva
velké pfistupy, které jsou humorné protikladné. Ten prvni
vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje. Druhy si napiska
veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho
opravuje.

Predvedeme si onen prvni zpisob a algoritmus, ktery se
podle svych autori jmenuje Forduv-Fulkersontiv. Bude se
nam odted hodit tvéfit se, jako Ze mezi kazdymi dvéma
vrcholy vede obéma sméry hrana. Tam, kde ze vstupu ne-
prisla, si domyslime jednu s nulovou kapacitou.

Predstavme si graf, na kterém pocitame tok a dejme tomu,
Ze uz néjaky tok mame — tfeba prazdny. Piedstavme si, ze
jsme ropny magnat a kazdy rozdil mezi kapacitou potrubi
a jejim vyuzitim (tokem) nés stoji miliony dolard. Uz jsme
se smifili s tim, Ze kazdad trubka nemize byt vyuzita na
maximum, ale ... zkusme si vyzna¢it ty hrany, kde c(e) #

f(e).

S http://kam.mff.cuni.cz/"valla/kg.html

Mizeme vzit minimum z rozdila
na kazdé hrané a o toto ¢islo navysit

K./
) Co kdyz existuje cesta z nad-
/ zdroje do nadstoku, kterd vede
S pouze po takovych hranach?

\ / wow:mwmmmm\Naoz
. \ >Ewm@mn:=rms:ﬁgwromox\zvoasg-
\ ku to jisté neposkodi.
Pokud Zédnou takovou cestu nevidime, zname-
né to, ze tok vylepsit nejde? Ne tplné. Predstavte si nasle-
dujici situaci:

< 2T

Copak nejde zlepsit? Jde! Neni na to prvni pohled tplné
jasné, ale mizeme zlepSovat vysledny tok i tim, Ze ho na

protismérné ¢asti cesty snizime. Samoziejmé vSak nesmime
nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, ze si ted trochu kazime grafovou terminologii
— co je to za cestu v orientovaném grafu, kterd nemusi re-
spektovat orientaci hran?)

s

Takze jaka je pfesné podminka pro ,vyznaceni“ hrany wuv?
Nastava f(ub) < c(ub) nebo f(vt) > 0. Potom ji 1ze zlepsit
o c(udb) — f(ub) + f(vi).

Hledé4ni v8ech vhodnych (,zlepsujicich®) cest tedy muzeme
délat prostym prohledédvanim do $ifky pfes vyznacené hra-
ny. Budeme to délat opakované znovu a znovu, az zadnou
takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysle-
dek.

Analyza algoritmu
Spréavnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do
situace, ve které neexistuje zlepsujici cesta.

Znamena tato neexistence, Ze je vysledny tok maximalni?
Opac¢na implikace je jasné — maximalni tok zlepsit zddnym
zpusobem nepujde, takze ani pres zlepsujici cesticky.
Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zadna ta-
kova cesta neni, mizeme si poznamenat vSechny vrcholy,
kam jsme se pomoci prohledévani zlepsitelnych hran jes-
t& dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam
jsme zacali) a jisté nebude obsahovat stok (to by existovala
zlepsujici cesta).

Na hranach mezi touto mnoZinou a jejim doplitkem nemi-
zeme zlepSovat, jinak by se po nich nas program pustil dal
a mnozinu vrchold, kam se dostal, by rozsifil. VSechny hra-
ny sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro vSechny hrany
smétujici dovnitf plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvoii 7ez nasim grafem. Dovolam se v tuto chvi-
li na vasi intuici — tok nemize byt vétsi nez libovolny fez.
Z toho uz dostadvame, Ze nas algoritmus nasSel tok maxi-
malni, protoze nasel také fez, ktery zarucuje, ze nemutize
existovat tok vetsi.

Formalnéjsi pfedvedeni najdete ve skriptickach z kombina-
toriky.®

23-3-1 Program (Usporny ko¥en)

Python

N = input()

sousedi = []

for i in range(N) : sousedi.append([])
stupne = [0] * N

listy = []

for i in range(N-1) : # strom: n vrchold => n-1 hran
radka = raw_input().split()
a = int(radka[0])-1
b = int(radka[1])-1

sousedi [a] .append(b)
sousedi [b] .append(a)

for i in range(N)
stupne[i] = len(sousedilil)
if stupne[i] == 1
listy.append(i)

aktN = N
while aktN > 2
noveListy = []
for list in listy
for sous in sousedil[list]
stupne [sous] -= 1
if stupne[sous] == 1
novelListy.append(sous)

# Prohlédnéte si pozorné, co se stalo. Mazani prvku

# z prostfedku seznamu tu trva linearni cas, takZe sousedy neudrzuju,
# nestihnul bych to: fakt, Ze vrchol neexistuje, znalim toliko
# nulovym stupném, kterj je mu nastaven v kroku po odtrhnuti.

aktN -= len(listy)
listy = novelListy

# Rozmyslete si, Ze program za list oznaci
# i pripadny jediny zbyly vrchol.

for list in listy
print list+1

~15 -



trojice jsou nasobky 3, takze pfinejhorsim néjakou vlozime
na konec.

Na zacatku byla povinné trojice 101 s cifernym souctem 2.
V kazdé iteraci velké zavorky musela byt zase trojice 101 a
navic budto 0 nebo 202. Prvni varianta méla ciferny soucet
2, druhé 6.

Kratkym rozborem pfipadi pak dosSlo na to, Ze nejkratsi
nasobek 3 vyhovujici regexu je 10101010101. Pfilepenim

201 za néj pak vypadl kyZeny nejmensi nasobek 9.
Vétsina Fesitelt obdrzela témér plny pocet bodi, nejcastéjsi
chybou bylo opomenuti popisu, které stavy budou vstupni
a které vystupni po pfevodu DKA na NKA. Obecné vSak
byla vase feseni hezkd a bylo mi potéSenim je opravovat.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

23-4-3 Zadani (Zabugovany program) Python

23-4-3 Zadani (Zabugovany program) C

#!/usr/bin/python
# —x- coding: utf-8 -*-

# Cteni vstupu (zde neni chyba)
# N je pocet nugetl
# ceny je pole s jejich cenami
N = long(raw_input())
s = raw_input ()
ceny = map(long,s.split(" "))
if len(ceny) != N:
print "(Po)Chybny vstup"
exit (1)
# Vstup lspésn

& precten
# Setfidime ceny
ceny.sort ()

A=0
B=0
LA =[]
LB = []

# a rozhéZeme
while len(ceny) > 0:
c = ceny.pop()
if A > B:
LB.append(c)
B += ¢
else:
LA.append(c)
A +=c

# Vypis (zde neni chyba)
if A == B:
print " ".join(map(str,LA))
print " ".join(map(str,LB))
else:
print "Nelze spravedlivé rozdélit."

— 14 —

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX 1000

int N; // polet nugetd
int ceny[MAX]; // ceny nugett
int 1a[MAX], 1b[MAX]; // co dostane kdo

// VypiSe zadané pole o N prvcich
void vystup(int *pole, int N) {
for (int i=0; i<N; i++) {
if (i>0)
printf(" ");
printf("%d", polel[il);
}
printf("\n");
}

// Porovnavaci funkce pro gsort()

int cmp(const void *a, const void *b) {
return (*x((int *)b) - *((int *)a));

}

int main(void) {
// Pfe&teme vstup
scanf ("%d", &N);
for (int i=0; i<N; i++)
scanf ("%d", &cenyl[il);

// Set¥idime vstup
gsort(ceny, N, sizeof(int), cmp);

int a=0, ai=0, b=0, bi=0;
for (int i=0; i<N; i++) {
// Ktery zlatokop mi zatim méné&?
if (a < b) { // A -> pfidame A
lalail = cenyl[i];
ai++;
a += cenyl[il;
} else { // B -> pfidéme B
1b[bi] = ceny[il;
bit++;
b += ceny[il;
}
}

if (b == a) { // Povedlo se rozd&lit
// Tak to vypiSeme
vystup(la,ai);
vystup(1lb,bi);
} else // Nepovedlo se rozdélit
printf ("Nelze spravedlivé rozd&lit.\n");
exit(0);

7
8

9 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/eulerovske-tahy

Casova slozitost

Je mozné dobu béhu omezit poc¢tem vrcholi a hran? Vyse
uvedenym postupem na grafu s celo¢iselnymi kapacitami
kazdou nalezenou cestou zvysime tok alesporii o jednotku,
takze program nebude bézet déle, nez je soucet vSech ka-
pacit. Ale to neni moc uspokojivy odhad, protoZe zalezi na
ohodnoceni.

Pokud budeme hledat cesty skute¢né prohledavanim do $if-
ky, bude pocet krokii v O(nm?), protoze se d4 ukizat, ze se
hrany, které pfi zlepSovani cesty tvorl minimum, postupné
vzdaluji od zdroje. Pak mame O(m) ¢asu k nalezeni cesty
a m hran, které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak
skutecné je, je lehce zdlouhavé intelektualni cvi¢eni. Nechat
si prozradit postup muZzete tfeba v druhém vydéani Intro-
duction to Algorithms na strané 662.

O vylepseni daného postupu si miiZete precist v zdznamu”
z jedné Medvédovy prednasky predmétu ADS2, ukazka dru-
hého piistupu k feSeni hledani maximalniho toku je na za-
znamu® jejiho pokracovani.
K zamysleni:

Dilezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celoc¢i-
selné kapacity, vrati celo¢iselny tok. Bude se nam to hodit
v aplikacich. Dokazete to?

Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hleda cesty obec-
nym zpusobem, a takovym, ktery to déla prohledavanim
do sitky, je ze slozitostniho hlediska docela velky, a proto
se tomu druhému obcas fika Edmondsiv-Karpiv. Najdéte
maly graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpisobi, ze
F-F pobézi skutecné v zavislosti na velikosti kapacit.
Muzete dokonce zkusit vyuzit zlatého Fezu k nalezeni grafu
s realnymi kapacitami, na kterém F-F pro danou (nesikov-
nou) posloupnost cest nikdy neskonéi.

Skonéi algoritmus v koneéném ¢ase, jsou-li kapacity cisla
racionalni?

Uziti
Péarovani v bipartitnich grafech

Mame-li za tkol najit na plese co nejvice tanecnicim ta-
nec¢nika, kterého znaji, stojime pfed zasadnim a nelehkym
tkolem.

Co tfeba postavit na zakladé zndmosti bipartitni graf me-
zi partitou tanecniki a partitou tanenic, pfidat zdroj za
kluky a stok za holky, tyto k nim pfipojit hranami s jednot-
kovou kapacitou, hranam v bipartitnim grafu také nastavit
jednotkové kapacity a nakonec vSechno zorientovat smérem
do stoku?

Maximélni celo¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme,
nam hrany bipartitniho grafu rozdéli na nevybrané s to-
kem 0 a vybrané s tokem 1. Muzou vybrané hrany sdilet

http://mj.ucw.cz/vyuka/0910/ads2/2-dinic.pdf
http://mj.ucw.cz/vyuka/0910/ads2/3-goldberg.pdf
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tane¢nika? Tézko, kdyz do néj tece nejvyse jednotkovy tok
a musi platit Kirchhoffiiv zdkon. A podobné s taneénicemi.
Vybrané hrany ndm proto vytvofi parovani. A protoze jsme
nasli maximalni tok, jde o parovani nejvétsi. Kdyby existo-
valo parovéani vétsi, dokdzali bychom z néj zvétsit tok.
Hledéani hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu u do vrcholu v, mi-
7e nas zajimat (tfeba kvili spolehlivosti, s jakou se umime
dopravit do cile), kolik mezi nimi existuje cest, které
nesdili hrany, nebo

nesdili vrcholy. (Tato podminka je silnéjsi. Kdyz dvé cesty
nesdili vrcholy, nesdili hrany.)

Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximalniho to-
ku. V obou piipadech nastavime u jako zdroj a v jako stok.
V prvnim piipadé nastavime jednotkové kapacity vSem hra-
nam, v druhém navic vSem vrcholtim.

Ford-Fulkerson nastavil nékterym hrandm jednotkovy tok,
nékterym nulovy. Nulové nyni z grafu vyhodime. Pokud
jsme hledali hranové disjunktni cesty, miZeme nyni ziskat
tfeba takovyto graf:

zdroj <ok

Jak z néj vykfesat kyzeny vysledek? Za¢neme prochazet ze
zdroje zbylé hrany. Vzdy, kdyz se dostaneme do vrcholu,
ve kterém uz jsme v tom samém pruchodu byli, vyhodi-
me z grafu vSechny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili.
(Hodnota toku se tim nezméni.)

Prichodem grafu se vzdy mtzeme dostat az do stoku (viu-
de jinde budeme moci podle Kirchhoffova zakona jit dal —
dost to pripomind tvahu o eulerovskych tazich)? a protoze
jsme mezitim agilné odstramnovali cykly, dostali jsme cestu.
Vréatime ji jako jeden vysledek, smazeme jeji hrany a pokud
jesté tok neni nulovy, pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty
je navic pocet hranové/vrcholové disjunktnich cest roven
stupni hranové/vrcholové souvislosti grafu — méame tedy ny-
ni algoritmus, ktery ji najde.

K zamysleni:

Uvaha nebyla naprosto piimocara kvili cyklim v naleze-
ném toku. Rik4 se jim cirkulace. Je jasné, Ze v p¥ipadé hle-
dani hranové disjunktnich cest vzniknout mohou. Co v pfi-
padé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy jsme ome-
zili tok vrcholy?

Nepracuje ndhodou neupraveny Edmondstv-Karptv algo-
ritmus rychleji, pokud je graf, jak jsme ted opakované vidéli,
ohodnoceny toliko nulami a jedni¢kami?



Vzorova FeSeni tfeti série

23-3-1 Usporny koFen

Resitelé, ktefi maji dobrou grafovou intuici nebo dostated-
né naposlouchéno, si uvédomili, ze jde dokazat, ze kyzené
vrcholy najdou uprostied nejdelsi cesty stromu. Jan Bok si
dobfe vsimnul, ze v davné tloze 18-1-3 Kefik uz jsme do-
konce obecnéjsi variantu problému nejdelsi cesty ve stromu
Fesili.

Vezmeme zavdék algoritmem, ktery takové pozorovani ne-
vyuziva. Bude se zakladat na opakovaném obirani stromu
o listy. Nejdiiv ale nékolik otazek:

Muize byt list stromu na alesporni trech vrcholech tsporny
koten? NemtZe, protoze soused takového listu je ke vSem
ostatnim vrcholiim o jednotku blizsi (kazda cesta z listu
k dalsimu vrcholu totiz vedla pfes ngj), takze bude mit
o jednotku mensi hlobuku.

Zméni se mnoZzina uspornych kofeni odstranénim vsech lis-
ti stromu na alespori trech wvrcholech? Ne, protoze tako-
vou operaci zmensime hloubku vSech zbylych vrcholu pravé
o jednicku — vrcholy s minimélni hloubkou zistanou tytéz.

Pro¢ pravé o jednicku? Hloubka kazdého vrcholu je dana
vrcholy, které jsou od néj nejdal. To ale musi byt listy, jinak
by $lo onu vzdalenost méfici cestu protahnout a hloubku
Zvetsit.

Tim, ze odstranime vSechny listy, tedy odstranime vSech-
ny diavody, pro¢ by nemohla byt hloubka o jednotku mensi
O vic to byt nemiize, protoze sousedi odstranénych nejvzda-
lengjsich listt svédéi o existenci cesty o jednotku kratsi.
Je dobré si rozmyslet, kde argumentace selhavd na stro-
mech, které ani t¥i vrcholy nemaji.

Ted uz je ziejma spravnost algoritmu, ktery vraci vysledek
sama sebe pro strom obrany o vSechny své listy, je-li spous-
tén na stromu s tfemi a vice vrcholy. Pro strom na jednom
¢i dvou vrcholech je mnozina tispornych kofenti rovna mno-
ziné vrcholi.

Algoritmus skonéi, protoze kazdy strom na alesponi dvou
vrcholech obsahuje alespont dva listy (jsou to t¥eba konce
nejdelsi cesty).

Abychom se vesli do linearni ¢asové sloZitosti, predpoéita-
me si stupent (pocet sousedit) kazdého vrcholu a pii kazdém
odtrhavani listu si jej zaktualizujeme. Budeme si také udr-
zovat seznam listt grafu — vrcholy z néj zanikaji odtrhava-
nim a pfibyvaji snizenim stupné na jednotku.
Odtvodnénim linedrnosti pak budiz to, Ze odstranéni kaz-
dého vrcholu nam trva konstantné casu — nezapomenme,
ze odstranujeme listy, takze aktualizace seznamu sousedi a
stejné tak stupné se tyka jen jediného souseda tohoto od-
stranovaného.

Vzorovy program je na konci letdku.

Lukd$ Lansky

23-3-2 Nejkratsi cesta pres ocean

Nejprve se podivame na to, jak vypada ona nejkratsi tsec-
ka, kterou hledame. Jeji krajni body lezi na obvodech za-
danych mnohothelnikt, takze budto na néjaké strané, nebo
v né&jakém vrcholu mnohotuhelnika.

Navic, kdyz si po chvili uvédomime, ze feSenim urcité bude
kombinace vrchol-strana, nebo vrchol-vrchol, tak uz neni

zadny problém vyzkousSet vSechny takové kombinace v ¢a-
se O(N?). MiZe existovat i feSeni strana-strana, ale pak
existuje 1 jiné stejné dobré. ..

S trochou $tésti, tfidéni a bindrniho vyhledavani se da ta-
kovy algoritmus zrychlit az na O(N log N), ale to stéle neni
zadna slava.

Naservirujeme si tedy trochu geometrickych dikazi a vy-
koukéme z nich algoritmus je$té vyrazné rychlejsi.

Prvni pfipad. Pokud je fesenim kombinace strana-vrchol,
pak ona hledana tisecka bude na pfislusnou stranu kolma.
Ditkaz sporem. Uvazme stranu XY jednoho mnohotihel-
nika, uvnit¥ které lezi bod B (riizny od X i Y); bod A je
vrcholem druhého mnohothelnika. Hledanou tseckou budiz
AB a tthel ABY nechf neni pravy.

Pak necht B’ je pata kolmice z bodu A na pfimku XY.
Pokud B’ lezi mezi X a Y, pak rozhodné [AB’| < |AB|, a
tedy mame kratsi usecku a AB nebyla feSenim.

Pokud by bod B’ padl mimo XY, pak na piimce XY lezi
body ur¢ité v potadi B’, X, B, Y, nebo B',Y, B, X, pfi¢emz
vzdalenost od bodu A v tomto potadi roste (AB’ je nejkrat-
8 a AY, resp. AX je nejdelsi). Specialné tedy jedna z AY
a AX musi byt krat$i nez tsecka AB, ktera tedy neni fese-
nim. Spor. QED

Podobnou uvahou zjistime, Ze pokud je FeSenim kombinace
vrchol-vrchol, pak hledana tsecka musi s obéma prilehlymi
stranami svirat alespori pravy thel, jinak na ni mtzeme
aplikovat argument z pfedchozich odstavci.

Takze pro kazdou hranu mame
jen jeden smér, ve kterém z ni
muze vést hledana tsecka, a pro
kazdy vrchol interval sméru.

Co vic, mnohothelniky jsou kon-
vexni, takze kdyz si Fekneme li-
bovolny smér (dhel), tak nalez-
neme jen jedno misto na kazdém
mnohothelniku, pro které tento
smér pfipada v tvahu.

Navic jsme dostali ony mnoho-
thelniky zadané jako body v po-
fadi na obvodu, takze muzeme
jednoduse v linearnim ¢ase postupné projit vSechny mozné
smery.

Lze si to také predstavit tak, ze mame dvé rovnobézky, kte-
ré otac¢ime kazdou okolo jednoho z mnohothelniki stejnym
smérem (tak, abychom nepfesko¢ili zadny vrchol), a vidyc-
ky si ukladame, kterého vrcholu se zrovna ktera ze p¥imek
dotyka. Tak je také implementovan vzorovy program.

Jak zjistime, Ze pravé prochazime okolo feseni? Pokud je
spravnym FeSenim kombinace vrchol-strana (A-BC'), roz-
hodné se v jednu chvili stane, Ze na jednom mnohouhelniku
mame zrovna vybrany bod A a na druhém piechézime z B
do C.

Navic pro spravné feseni jako jediné plati, ze ABC je ost-
rothly trojuhelnik, ktery se nepfekryva se zadanymi mno-
hothelniky. Diikaz je jednoduchy — od spravného feseni se
rozchazi odpovidajici si vrcholy na rtizné strany, viz obra-
zek.

Analogicky z {D, H} pfe¢tenim 1 dojdeme do {4, E, G, I}.
Z {G,E,I} pak vedou hrany 0 a 1 do {A,C,E,G,I} a
{B,D,F,H}.

{4.E,G.1)
{
wmy,/  BDEH)
\ o\
(G} 0 (G.E1} 0 (ACEG.I

Stejnym zptsobem pak jesté doplnime hrany z nové vznik-
Iych t¥i stavi (dalsi uz nevzniknou, ale teoreticky by mohly
— vysledny DKA miize mit az 2"V stavii oproti NKA s N sta-
vy).

Vystupni stavy jsou pak vSechny ty, v jejichz mnozindch
se vyskytuje alespon jeden vystupni stav piivodniho NKA.
V tom byl v naSem p¥ipadé vystupnim stavem jen C, ktery
se 1 ve vysledném automatu vyskytuje v jediném stavu. Ten
je tedy vystupnim.

(AE,G.T}
1
1
{D,H} o°
: 0 AW {B.D,FH)}
1 1
H o
(G} 0 (G.E1y 0

mou {A,C,E,G, I}

Na obrazku vidite kompletni zkonstruovany DKA a zérover
feSeni tkolu 1.

Kdyz jste prevedli oba dva vyrazy z dikelu 2 na NKA (po-
stupem z minulé série) a touto metodou na DKA, dostali
jste pfiblizné tyto dva automaty:

1° N
B|A
A A
B
.3 268 >3
A
‘A A
B Al
P
4 B s A6
v

Vérili byste, ze jsou ekvivalentni, tedy Ze prijimaji stejny
jazyk? Na prvni pohled to tak rozhodné nevypada, ale jsou.
Jak na to pfijdeme?

Ukazeme si postup zvany ,redukce automatu“, kdy nalez-
neme vSechny stavy, které jsou ekvivalentni, a slou¢ime je.

Naptiklad si mizeme vS§imnout, Ze u FeSeni tkolu 1 by slo
sloucit (nerozlisitelné) stavy {A,E,G,I} a {G,E,I}. At
prectu cokoli, skon¢im na stejném misté.

A B
112 —jw Zapiseme si levy automat tabulkou. Se Sip-
218 1la o je vstupni stav, podtrzen je vystupni.
315 4la vy sloupci vpravo jsou pak zapsany katego-
413 5 0o e stavi — jak by automat z tohoto stavu
M m W M pokracoval, kdyby na vstupu uz nebyl zad-

ny znak.

Tabulku budeme déle rozsifovat. Pfedpokladejme, Ze je na
vstupu o znak vic:

A B| |A B
112 —Jwla —|w Zjistili jsme, jak se automat cho-
213 llaja wia po precteni jednoho znaku.
315 4)ajw a)p Vidime, ze stavy 2, 4 a 6 jsou ne-
413 5 lala wla ogtelns, pokud precteme ma-
216 —Jwla — | yimalng jeden znak ze vstupu.
63 Slala wl|a

Taktéz stavy 1 a 5.

Tteti, separatni kategorii jsme museli zavést pro stav 3,
ktery se zacal lisit od stavu 2, 4 a 6.

Provedeme jesté jeden krok a zjistime, Ze se uz kategorie
stavil nezménily.

|AB| |AB| |AB]
—-1|12 -|lwla - |w|la —|w
213 1l|la|la wlal|f wl|a
3|5 4||lalw al|flw afp
413 Hlala wllalf w|a«
516 - |w|la - |w|la —-|w
6|3 SHj|lala wila|f w|a

Jedna hezka véta rika, ze jakmile se jednou nezméni ka-
tegorie stavi, nezméni se nikdy. To je docela jasné vidét,
kdyz si uvédomite, zZe by se vlastné porad dokola opakovaly
stejné trojice sloupeck.

Dalsi hezka véta tiké, ze posledni trojice slou-
peckti ndm popisuje tzv. redukovany automat,
ktery je ekvivalentni s tim ptivodnim. Dupli-
citni fadky vynechame.

Kdyz pak provedeme totéz pro druhy automat, dostaneme
podobnou tabulku.

|A B |AB| |AB] |A B
—-112 —|a|f —|a|f |« —alf -
213 4||B|B a|B|y a|B Bly «
3|4 2)Bla Blyla By T ~la B
412 —|a|f —|a|Bf -|a«

Automaty tedy jsou ekvivalentni, nebot jejich redukova-
né verze jsou ekvivalentni (sta¢i tabulky prepismenkovat).
Proto i dva zadané regexy jsou ekvivalentni, tedy popisuji
stejny jazyk.

Jedno obtizné dokazatelné tvrzeni fika, ze pokud jsou dva
automaty ekvivalentni, pak je lze zredukovat timto postu-
pem na stejny DKA, az na isomorfismus.

Isomorfni DKA jsou takové, ze pokud spravné pfecislujeme
stavy jednoho z nich, tak dostaneme druhy automat. A¢ se
to nezd4, na problém nezname polynomidlni algoritmus, ale
ani nevime, jestli je NP-tplny.

A jaké bylo spravné feseni tkolu 37?7 10101010101201 je
nejmensim nasobkem deviti vyhovujicim zadanému vyra-
zu. Bylo potfeba si vS§imnout, Ze vSechny ohvézdickované
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Pak postupné bereme prvky ze zacatku obou tsekil (na-
sledniky prvku prvekl a prvek2) a mensi z nich pfepojime
za prvek prvekl. Je-li to prvek z prvniho seznamu, staci
posunout odkaz prvekl o jeden prvek dopfedu, jinak je to
néslednik prvek2 (ozna¢me ho p), ktery prepojime za pr-
vek1 takto: naslednikem p bude naslednik prvek1, nasled-
nikem prvekl bude p, naslednikem prvek2 bude puvodni
naslednik p.

Jestli vas predchozi odstavec zméatl, viibec se nedivim a ra-
déji predkldddm obrazek (teckované Sipky ukazuji pfepojeni
prvku p):

Je vidét, ze potiebujeme jen konstantné mnoho pomocné
paméti. Co se tyce ¢asové slozitosti, bude pro jakakoliv da-
ta O(nlogn), kde n je podet prvka. V k-tém kroku totiz
slévame tiseky o 2F prvcich, a bude-li 28 > n/2, ziskdme po
tomto kroku cely set¥idény spojovy seznam. Odtud zlogarit-
movanim dostaneme, zZe staci log, n kroki, pricemz v kaz-
dém provedeme O(n) operaci.

Vzorovy program je na konci letdku.

Pavel Vesely

My si tedy pro kazdy bod vytvofime piislusné udélosti (po-
zor, u krajnich bodi je pouze udalost opusténi/pfidani pic¢-
ky) a tyto udélosti si setfidime primérné podle vysky a
sekundéarné podle jejich priority.

Priorita udalosti je:

. zména na Spicku maxima
. pfidani $picky minima

. opusténi $picky maxima

=W N

. rozdvojeni $picky u minima

Zkuste si rozmyslet, pro¢ jsou priority udalosti pravé tak-
to a v jakém piipadé muze nastat problém, kdyby zadné
priority nebyly.

Ted uZ jen postupné zpracovavame vsechny udélosti a po
kazdém zpracovani zkontrolujeme, jestli nejsme v maximal-
nim poctu prisecikt. Po zpracovani vSech udélosti vypise-
me vysledek.

Na prvni pohled to vypada docela slozité, ale vlastné je to
jednoduché. Viz zdrojovy kéd.

Vzorovy program je na konci letaku.

Karel Tesar

23-3-7 Automaty stokrat jinak

23-3-6 Vyzkum vefejného minéni

Tato tloha méla spoustu moznosti, jak ji Fesit. My si ukaze-
me jedno kvadratické feSeni a pak FeSeni v ¢ase O(N log N).
Nejdrive se podivame na kvadratické feseni.

Vstupni posloupnost si na¢teme do dvou poli. V poli X
budeme mit posloupnost, tak jak pfisla na vstupu, a do
pole Y ulozime posloupnost setfidénou podle velikosti.

Nyni si v§imneme, ze kazdé dvé po sobé jdouci ¢isla v poli X
nam uréuji intervaly mezi vstupnimi obdobi (kde popularita
klesé/stoupd) a dvé po sobé jdouci éisla v poli Y urcuji
intervaly hodnot, které budou mit stejnou ¢etnost vyskytu.

My tedy z kazdého intervalu v poli Y vezmeme libovolnou
hodnotu, (napfiklad prostfedni), a spocitame, kolikrat se
vyskytuje v intervalech pole X.

Nyni k Feseni pracujici v ¢ase O(N log N). Existuje spousta
zpusobi, jak na ulohu jit. My si ukdZeme techniku zvanou
Zametani pfimkou (line sweep), pomoci které se mimo jiné
daji Tesit i nékteré geometrické tlohy.

Predstavme si, ze se ke grafu popularity blizi pfimka rov-
nobézna s osou z. Tato pfimka zacne v minus nekonecnu,
projde grafem od zdola nahoru a skoné¢i v plus nekonec-
nu. Nas v kazdém okamziku bude zajimat, kolikrat primka
protina graf.

Vsechny okamziky ale testovat nemtzeme, tak se budeme
vénovat jen tém, ve kterych se pocet pruseciki s pfimkou
méni. Takovym okamzikim budeme fikat udalosti a tyto
udélosti budeme zpracovavat v poradi, v jakém nastanou
pri prichodu od zdola nahoru.

V nasSem pfipadé jsou udalosti vSechny body, ve kterych
se méni pocet pruseciki s primkou. Vsimneme si, ze tento
pocet se nam bude ménit pouze v lokadlnich maximech a
minimech (tam, kde je $picka). V maximu nastanou dvé
udélosti: nejdiive se pocet priisecikit zmensi o jedna (dosli
jsme do 8picky) a poté $picku opustime a pocet priseciki se
znova zmensi o jedna. Podobné budou i udalosti u minima.

- 12 —

Tteti sérii uzavirame serialovou odboc¢ku k automattim. Jes-
té ndm chybi vysvétlit pfevod NKA na DKA a redukci au-
tomatu.

Nejprve si ukdzeme prevod NKA na DKA tfeba na zadani
tkolu 1. Oznaéime si jednotlivé stavy tfeba pismeny A az I
jako na obrazku (ten stav uprostied je F, jen se to tam
neveslo).

G H I

1

s 1

CM w M W
s 1

Mc M

A

0

1l o 1
0
1 B 1 ¢
Nyni budeme konstruovat DKA, ve kterém budou jako sta-
vy mnoziny stavii ptivodniho NKA. Vstupni stav je G. Z néj

se muzeme dostat prectenim 1 do {D,H} a prectenim 0

do {G,E,I}.
{D,H}

Ite)! 0 (GBI}

Kam se nyni muzeme dostat z {D, H} pfettenim 07 Ze
stavu D jde jit do B (a pak po & hranich do D, F a H),
z H jde jit do D a F (a po ¢ hranach do H), tedy z {D, H}
vede hrana popsand 0 do stavu {B, D, F, H}.

Pro pripad, ze feSeni je vrchol-vrchol, si jesté ukladdame
vzdalenosti mezi projitymi dvojicemi vrcholi. Pokud tedy
dobéhne cyklus bez toho, abychom vypsali vysledek a skon-
¢ili, je spravnym fesenim nalezené minimum vrchol-vrchol.
Linearni feSeni (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2332-1.c

Cas je tedy O(N), pamét taktéz. Vyfesili jsme tedy tilohu
tak rychle, jak rychle umime nacist vstup.

Existuje drsnéjsi feseni, které vyuziva modifikaci pule-
ﬁMW ni intervalu. Jeho kompletni popis by vystacil na samo-
statny ¢lanek a jeho ¢asova slozitost je O((log A)(log E)),
kde A a FE jsou poéty vrcholi mnohothelnikti. Nam vsak
bohaté stacilo Feseni linearni.

V tloze se masivné pouziva analyticka geometrie a vek-

torovy pocet. Za zminku stoji nékolik pouzitych faktt:

® Bod se da povazovat za vektor.

e Skalarni soucin dvou vektort a, b je roven |a||b| cos ¢, tedy
je kladny, pokud sviraji ostry tihel, zdporny pro tupy thel
a nula pro pravy thel .

e Normaéalovy vektor ay je kolmy na vektor a

e Skalarni soucin vektoru a a normalového vektoru by je klad-
ny, je-li vektor b ,na jedné strané“ od vektoru a, jinak za-
porny (a pro vektory opa¢ného sméru nulovy). Kladna a
zaporna strana zavisi na definici normélového vektoru (je-li
to ,ten kolmy vlevo“, nebo ,ten kolmy vpravo“).

Jan ,Moskyto“ Matéjka € Jitka Novotnd

23-3-3 Skok bez padaku

Uloha mé prehrgel parametri a u takovych se obvykle stavé,
ze slozitost rtznych FeSeni zavisi na riznych parametrech.
Tak si je pojdme pojmenovat:

(z0,y0) poCateéni pozice
ho vyska, ze které smime spadnout
T pocet trampolin
W sitka (pozice nejpravéjsi trampoliny)

Ujasnént zadani. Zadani zaryté mléi o dvou dulezitych vé-
cech:

e Jsou soutadnice celoéiselné? Nikoho z FeSitelt nastésti ne-
napadlo, Ze by nemusely byt, tak to pfedpokladejme také.
(Jinak by totiz tloha byla mnohem zékeiné&jsi — byla by
vitbec fesitelnd v koneéném ¢ase?)

e Co se stane, kdyz padame z vysky 1?7 Pak by mél néasledovat
odraz do vysky 0. A pokud spadneme na jednu z nékolika
sousednich trampolin, miZeme po nich pak volné chodit
a na kraji seskoéit doli? Radé&ji nulové odrazy zakézeme.
(Kdybychom je opravdu chtéli, nas algoritmus pijde snad-
no upravit, aby s nimi po¢ital.)

Pdr pozorovani pro zacdtek. Pfedné, pokud spadneme z bo-
du (z,y) na trampolinu (z,t), odrazime se do vysky y’ =
[(y +¢)/2] a odtamtud se posuneme budto do (z —1,/),
nebo do (z + 1,y’). Jelikoz ¢ < y (trampolina lezi pod na-
mi) a nulové odrazy jsme zakézali, musi byt iy < y. Takze
postupné paddme z ¢im dal tim nizsich bodu.

Proto af uz se odrazime jakkoliv, po koneéné mnoha odra-
zech spadneme na zem (Zivi ¢i mrtvi; se schrodingerovsky
kockovitymi parasutisty nepocitame). Dokonce vime, Ze od-
razu je vzdy nejvyse yo.

Rekurzivni feseni. Nejprve se podivame na prvni podulo-
hu. Chceme tedy naprogramovat funkci, kterd dostane po-
¢atecni polohu (zo,y0) a oznami, jaky je minimalni pocet
odrazt, chceme-li pfezit (nebo 400, pokud nemame Sanci).
Tato funkce si mtize spocitat, kterd trampolina lezi pod za-
danym bodem, odrazit se od ni, a vyzkouSet jak posunuti
doleva, tak doprava.

Kazdé z téchto moznosti zase dava néjaky bod, ze kterého
budeme padat. Ktery si vybrat? Nevime. Tak zkusime oba.
Pro kazdy se zavolame rekurzivné a zjistime, kterd moznost
déva mensi pocet odrazii. O 1 vétsi pocet pak prohldsime
za svij vysledek. Jak uz vime, stale klesdme, takze vypocet
se nemize zacyklit.

Zbyvé oSetfit trividlni pfipad, totiz ten, Ze uz pod nami
zadna trampolina nelezi. Pak podle toho, zda uz jsme v bez-
pecné vysce, vratime bud 0 nebo +oo.

Toto je jisté funkéni Feseni, bohuZel ale ponékud hlemyzdi
— pro kazdy odraz se dvakrat rekurzivné volame, takze pro
nejvyse yo odrazi dostdvame exponencialni ¢asovou slozi-
tost O(2%). (N4 odhad poctu odrazi je ponékud premrs-
tény, ale i s tim spravnym, ktery casem dokazeme, vyjde
exponenciala.)

Jak neopakovat vjpocty. Cim viechen ten ¢as travime? Inu,
pocitame porad dokola totéz. Vstupem nasi funkce je totiz
dvojice soufadnic a ruznych dvojic existuje pouze W x yq.
Algoritmus tedy mizeme vylepsit tim, Ze si pofidime pole
(,blbenku®) a budeme si v ném pamatovat, pro které po-
¢ateéni polohy uz zname vysledek a jaky je. Pred kazdym
volanim funkce se tam podivame a pokud uz hodnotu zna-
me, pouzijeme ji. Jinak volani provedeme a vysledek si po-
znamendme. Tim celkovy pocet volani snizime na O(Wyp).

Jak najit trampolinu. V pfedchozim rozboru jsme ponékud
zamluvili, Ze potfebuje pro zadanou polohu zjistit, jaka
je nejblizsi nizsi trampolina. Na to by se dalo jit vSelijak
chytfe, tfeba si souradnice trampolin setfidit lexikograficky

a pak v nich pilenim intervalu hledat.

My na to ale piujdeme jinak: pfedpocitdme si ,navigacni
tabulku“ tvaru W X yo, kterd nam pro kazdy bod fekne,
jak hluboko pod nim je trampolina.

Nejprve tabulku vyplnime nulami, jen na pozice trampo-
lin napiSeme jednicky. Pak pole projdeme zespoda nahoru
a dopliujeme hodnoty. Jednicky ztstanou jednickami, pro
kazdou nulu se podivame, co je pod ni. Pokud nula, pone-
chame nasi nulu. Pokud néco jiného, nase hodnota bude o 1
vétsl. Vypocet tabulky tedy bude trvat cas O(Wyo + T').

Kazdy krok naseho rekurzivniho algoritmu s blbenkou ted
uz umime provést v konstantnim case, cely algoritmus tedy
pobézi v case O(Wyo + T).

Zespoda nahoru. Rekurzi s blbenkou obvykle muzeme zjed-
nodusit na dynamické programovani. Tim myslime, ze bu-
deme blbenku rovnou poéitat zespoda nahoru — pro vypocet



kazdé hodnoty potfebujeme jenom hodnoty z nizsich fadk,
které uz budeme mit spocitané.

Presnéji feceno, oznaéime si Pz, y|] minimalni pocet odrazi
pii pddu z bodu (z,y) a budeme zespoda nahoru provadét
toto:

Pokud pod (z,y) nelezi zadna trampolina, polozime

: _Jo pro y < hy,
Pley] = ﬁ;ﬁoo pro y > ho.

Lezi-li pod (z,y) trampolina (z,t), spo¢itdme vysku po od-
razu y' = |y +t] a polozime

Plz,y] = min(P[z — 1,y'], Plz + 1,9]) + 1.
Ptame-li se na hodnotu mimo tabulku, pouZijeme +oc.

S predvypocétem naviga¢ni tabulky sebéhne tento algorit-

mus opét v éase O(Wyo + T), ale je daleko jednodussi.
Proto jsme ukazkovy program psali podle néj.

Podiloha b. Druhou podulohu, totiz stanoveni vSech vysek,
ze kterych spadnuvse bychom pfezili, ziskdme jako vedlejsi
produkt pravé popsaného algoritmu. Staci se totiz do ta-
bulky P podivat na zo-ty sloupec a vypsat ta y, pro néz je
Plxg,y] konecné. To stihneme v ase O(yo), takze nam to
Casovou slozitost nezhorsi.

Pseudopolynomidlni sloZitost. Algoritmus, ktery jsme
@ si ukazali, ma takzvané pseudopolynomialni slozitost.
Tim se mysli, Ze slozitost neni polynom ve velikosti vstupu,
nybrz v hodnotach ¢isel obsazenych na vstupu. U opravdo-
vého polynomialniho algoritmu by tedy sméla zaviset pouze
na 7, nikoliv na yy, ho nebo W. Pfipadné pokud bychom
(jak se casto ¢ini) méfili velikost vstupu v bitech, byla by
vzhledem k velikosti vstupu polynomiélni také ¢isla log yo,
log hg a log W. Neuméli bychom najit poctivé polynomialni
Feseni?

Lepsi odhad na podet odrazi. Predevsim si vSimneme,
WMW ze nase omezeni poctu odrazt ¢islem yo bylo napros-
to pfemrsténé. Zaméime se na jednu trampolinu a sleduj-
me vysky, do kterych se dostaneme po jednotlivych odra-
zech. Kdyby 7zadné jiné trampoliny neexistovaly (a dovolili
bychom si na chvili po odrazu neuhnout doleva ani dopra-
va), délila by se po kazdém odrazu vyska dvéma, takZze po
fadové log yp odrazech by byla nulova. Ted vratime ostat-
ni trampoliny do hry a vSimneme si, Ze tim, Ze jsme si na
né odskodcili (doslova), jsme si pfi dal§im névratu na nasi
trampolinu mohli vysku jediné zmensit. Takze i tehdy je
pocet odrazu o jednu trampolinu nejvyse log yo a celkem se
proto miizeme odrazit nejvyse (T logyp)-krat.

Odstranéni zavislosti na W . Zavislosti na parametru W
@ (sifce mapy) se miZeme zbavit snadno. VSimneme si
totiz, Ze se ve vodorovném sméru nikdy nedostaneme dal
nez o T krokt od poc¢atku. Do vzdalenosti T+ 1 musi pfeci
lezet aspon jeden sloupec bez trampoliny a ten nemame jak
preskocit. Stacéi tedy pole P v naSem algoritmu omezit na
velikost (27 4 1) x yo (sloupec odpovidajici soufadnici g
bude uprostied) a trampoliny lezici mimo ignorovat. Tim
¢asovou slozitost zlepsime na O(Tyo).

Zdvislost na yo. Ve svislém sméru to nedopadne tak
@ skvéle. Nabizi se vyuzit toho, ze béhem jednoho se-
skoku spadneme na jednu trampolinu nejvyse (log yo)-krat,
takze bychom poli¢ka nad touto trampolinou mohli rozdé-
lit na néjaké intervaly, uvnitt kterych je P[z,y] konstantni,
a pamatovat si pouze hranice intervalli a jednu hodnotu pro
kazdy z nich. Takovych algoritmu se d4 vymyslet vicero, ale
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vSechny selzou na tom, ze v riznych seskocich mize byt to-
to rozdéleni na intervaly rtzné, takze intervaly se mohou
mnozit a mnozit, az jich nakonec bude radové yg.

Je tato hrozba realna? Bohuzel ano — ukazeme kon-
@@ strukei vstupu, ktery se v téchto ohledech chova
znacéné osklivé. Predem varujeme, Ze to nebude uplné snad-
né; ¢tenar neprahnouci po dobrodruzstvi necht radéji pre-
sko¢i k podpisu autora na konci feSeni.

Jesté tu jste? Dobra, jdeme na to. Nejdiive si uvédomime,
jak se méni soufadnice, kdyz se béhem jednoho seskoku
odrazime postupné od trampolin ve vyskach ¢,tq, ..., t,.
Uz vime, ze po prvnim odrazu vyskoc¢ime do vysky y; =
(yo + t1)/2 (zaokrouhleni s dovolenim zanedbame a pak
budeme volit vysky tak, aby vzdy vyslo celé éislo). Obecné
yi = (yi—1 + t;)/2. Pokud tyto vztahy slozime dohromady,
dostaneme:

\@a S S ?
Yn = on+1 +M+N3\H ++m A*v

Nase konstrukce bude vypadat tak, Ze si zvolime néjaka
¢isla x1,...,xr a rozmistime 7 trampolin na soufadnice
(n—1,z;). Uvazujme, do jakych vySek nad nejpravéjsi tram-
polinou se mizeme dostat pfi riznych zpusobech seskoku.
Ukazeme, ze moznych vysek je spousta, a to dokonce i teh-
dy, kdyz se omezime na nékteré specialni druhy seskok.
Kterykoliv seskok mizeme jednozna¢né popsat posloupnos-
ti rozhodnuti o sméru doleva/doprava po jednotlivych od-
razech. Nas budou zajimat pouze seskoky slozené z tseki
tvaru PPLP nebo PLPP. Vsimnéte si, Ze kazdy takovy usek
nas posune pfesné o 2 trampoliny doprava, takze po T/2
tsecich proskaceme celou posloupnost trampolin; celkem se
pfi tom odrazime 27T-krat.

Nyni pouZzijeme vzoreGek (*) a uvazime, jak k finalni vysce
piispéji trampoliny v i-tém tseku. Useky ptitom oéisluje-
me od nultého uplné vpravo, takze i-ty usek bude slozeny
z trampolin (n—2i — 2, x;42) a (n—2i — 1, 22,41) a navsti-
vime ho ve skocich s vahami (to jsou ty mocniny dvojky
ve vzorecku) 24+ az 241+,

Pokud ho proskdceme zpiusobem PPLP, piispéje k souctu
hodnotou

L2i+2 L2i+1
A= .
94i+4 24i+1
Pii PLPP:
L2i+2 L2i+1 L2i+2 | T2i+1
p; = 242 2l | 223, sl
ijrp w»iww m&+w th

Rozdil téchto dvou hodnot oznacime
_ _ L2it2 — X2
C;i=B,—A; = ERT TSR
Finélni vysku tedy muzeme vyjadiit jako soucet vSech A;,
ke kterému piicteme ta Cj, kterd odpovidaji usekiim typu
PLPP.

Uvazujme nyni néjakou obecnou posloupnost pfirozenych
éisel zp,...,zx (K = T/2 —2). V nasi konstrukci nasta-
vime x; = 0 pro vSechna liché 4, dédle polozime xg = 0 a
Toj+a = Taj + zj - 242 pro viechna j. Navic zvolime pocé-
teéni visku yo tak, aby byla vétsi nez 227+ . max; z; — tim
zafidime, Ze se béhem seskoku délky 27" nemuzeme dostat
pod zadnou z navrzenych trampolin.

Touto volbou hodnot z; jsme zaridili, ze rozdily C; z pred-
choziho vypoctu jsou rovny pravé z;. Jinymi slovy, vysky
dosazitelné zkoumanymi druhy seskokt se daji napsat kon-
stanta plus soucet néjaké podmnoziny cisel z;.

K dokonceni staéi klasicky trik: z mocnin dvojky 2°,..., 2K
se daji naséitat vSechna é&isla od 0 do 2K+! — 1 (tak fun-
guje dvojkova soustava). Pro volbu z; = 2° tedy existu-
je alespon 2K+1 dosazitelnych vysek, coz je exponencialné
mnoho vzhledem k 7.

Navic po¢ty pouzitych trampolin odpovidaji po¢tu jednicek
v binarnim zépisu ¢isla, coz se méni prilis rychle na to, aby
intervaltt mohlo byt fadové méné. EPA.10

Vzorovy program je na konci letdku.

Martin ,Medvéd“ Mares

23-3-4 Psani pismen

Pozndmka redakce: Zadavatel této dlohy do CodEzu ji po-
zménil. Oproti zadani v letdku a na webu byl na vstupu
zadan graf explicitné rozsekany na komponenty. Navic za-
ddni v CodEzu vyZadovalo optimalizaci na pamét. Tomu
odpovida i zdrojovy kod.

Abychom mohli tlohu vyfesit, méli bychom védét, co jsou
to eulerovské tahy a jaké podminky spliiuji grafy, které je
obsahuji (nahlédnout muZete do nasich grafovych kucha-
tek). To, ze jde obrazek nakreslit jednim tahem, znamen,
ze obsahuje uzavieny ¢i otevieny eulerovsky tah.

Pokud souvisly graf obsahuje pouze vrcholy sudého stupné,
je v ném mozno nalézt uzavieny eulerovsky tah.

Co se stane, pokud neobsahuje pouze vrcholy sudého stup-
né? Mezi dvojici lichych vrcholii pfiddme hranu (opakuje-
me, dokud méme vrcholy lichého stupné), takto postup-
né dostaneme graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého
stupné, tedy obsahuje uzavieny eulerovsky tah.

Nyni odebereme hrany, které jsme piidali, a tento eulerov-
sky tah se ndm rozpadne na nékolik hranové disjunktnich
tahi, které vzdy zacinaji a konéi v néjakém vrcholu lichého
stupné (jeden pocatecni lichy vrchol a jeden koncovy lichy
vrchol pro kazdy tah), tudiz celkovy pocet téchto tahd je
pocet lichych vrcholi déleno dvéma.

Zédny vrchol lichého stupné nemtze byt uprostied tahu,
tudiz tah nemtze byt méné, nez jsme nasli.

Sta¢l nam védét, kolik takovych tahii potfebujeme, neni
tedy potfeba je konstruovat, stac¢i nam urcit pocet lichych
vrcholl (a dét si pozor na grafy bez lichych vrcholit).
Samotné Feseni tlohy (provedeme pro kazdou komponentu
souvislosti samostatng):

Potiebujeme pole délky n (pocet vrcholtl), pfi nacitani si
v ném udrzujeme stupné jednotlivych vrcholi. Po nacteni
projdeme toto pole a uré¢ime pocet lichych vrchold, ktery
vydélime 2. Dostaneme, kolikrat musime zvednout pero pii
kresleni grafu.

Pamétova slozitost: O(n).

Casovd slozitost: O(m + n), kde m je pocet hran grafu.
Vzorovy program je na konci letdku.

Martin Béhm & Lucie Mohelnikovd & CodEx

23-3-5 Rozhazené EWD

Ukolem bylo seti{dit zadany jednosmérny spojovy seznam
co nejrychleji, ale v konstantni paméti, coz znamena jen
s pfedem danym poctem proménnych, bez rekurze a dal-
sich pomocnych poli, tedy pouze pfepojovanim puvodniho
spojového seznamu.
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Ur¢ité bylo dobrym napadem podivat se do nasi (tradi¢ni
Ceské) kucharky o t¥idéni. A co s tak malou paméti? Bublin-
kové ti{déni (bubble sort) bude zcela jisté fungovat, protoze
v pribéhu algoritmu prohazujeme jen dva sousedni prvky,
coz lze udélat jednoduse.

Bublinkové tfidéni ma navic péknou vlastnost, ze tridéni
jiz setfidénych dat trvd pouze O(N). JenZe nejhiife a do-
konce i primérné vyjde asymptotickd slozitost O(N?2). Je
to nejrychlejsi mozny vysledek za danych podminek, nebo
ne?

Nez si fekneme FeSeni, uvedme si dolni odhad sloZitosti. Je-
likoz stafi zaznamt EWD mutzeme akorat tak porovnévat
(nic o nich nevime), plati dikaz uvedeny na konci kuchaiky
o t¥idéni, a tedy uréité nevymyslime algoritmus s prameér-
nou slozitosti lepsi nez O(N log NV).

Takovy algoritmus skutecné existuje. My si ukazeme, jak
modifikovat t¥{déni slévanim (Mergesort) se zachovénim slo-
Zitosti v nejhorsim piipadé i v praméru O(N log N), na coz
prislo i nékolik Fesitelt. Nevylucuji vSak, ze nepiijde upravit
jiny algoritmus, i kdyz tfidéni haldou ani Quicksort nejspis
prevést na feSeni tlohy nelze.

Jak funguje takovy bézny Mergesort na tfidéni pole? Ten
si nejprve rozdéli pole na dvé ptilky, ty setfidi stejnym al-
goritmem (zavold se na kazdou rekurzivné) a pak je ,slije“:
odebirad vzdy mensi z prvka na zacatku obou setiidénych
pulek pole a vklada je do nového pole. Podrobnéjsi popis
opét v kucharice.

Nyni upravime Mergesort pro potieby nasi ulohy. Jelikoz
nesmime pouzit rekurzi, nebudeme postupovat ,odshora
dol&* (postupné pilime data na co nejmensi ¢asti), ale ,,od-
spoda nahoru“ (spoustu maljch setfidénych ¢asti slévame

postupné do jedné).

V prvnim kroku se podivame na vSechny dvojice sousednich
prvki (kazdy prvek je nejvysSe v jedné dvojici), porovname
prvky dvojice a pfipadné je prohodime, coz v pripadé spo-
jového seznamu znamena prepojeni odkazi. V druhém kro-
ku slévame vzdy dvé sousedni dvojice prvki do setfidéné
Ctverice, v tfetim dvé ¢tverice do osmice. ..

Obecné v k-tém kroku slijeme dvé sousedni &asti o 2¥ prv-
cich. Az slijeme vSechny prvky do jedné setiidéné posloup-
nosti, mame vyhrano.

Casto se miize stat, Ze posledni slévany tsek v k-tém kro-
ku nemusi mit 2¥ prvki, ale to vitbec nevadi (jeden sléva-
ny usek bude mensi). Podobné lichy pocet slévanych tseki
(nemtiZzeme je sparovat do dvojic) oSetfime prostym ignoro-
vanim posledniho tseku. V néjakém pozdéjsim kroku musi
byt tento tsek slit se zbytkem, tfeba pro 2™ + 1 prvki se
bude posledni prvek slévat az v poslednim kroku.

Nyni pojdme na implementaci slévani dvou setiidénych tse-
kit ve spojovém seznamu (ne nutné stejné délky) s konstant-
ni pomocnou paméti. Budeme si pamatovat odkaz na pr-
vek pred prvnim tsekem (tedy posledni prvek jiz slité ¢asti)
v proménné prvekl a odkaz na prvek pred druhym tsekem

v proménné prvek2.

Na zacatku slévani dvou tseki nejprve posuneme odkaz
prvek2 o délku prvniho useku za odkaz prvekl. Abychom
mohli kontrolovat, jestli v néjakém useku nedosly prvky,
vytvorime si dvé proménné delkal a delka2, v nichz budou
pocty zbyvajicich prvki v tsecich.

10 Est post aves. To je néco jako ,Quod erat demonstrandum.“, ale znamené to ,,A je po ptakach.“



