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M
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M
artin

H
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G
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Jan
L
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K
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55.
T
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áš
T
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G
R
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anaP

V
2

1
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P
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P
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ŠsV
setín

4
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7
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B
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H
ourová

G
B
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4
1

0,0
5,7

58.
P
atrik
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G
K
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1
1
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59.
R
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C
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G
N
oM
ěsN
M
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4
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M
ilí
řešitelé

a
řešitelky!

P
řichází

druhé
p
ololetí

středoškolského
školního

roku,
m
y
vysokoškoláci

dotahujem
e

druhou
třetinu

tradičního
zápasu

studenti
vs.
vyučující

a
zim
a
je
v
plném

proudu.
N
avíc

aritm
etický

prům
ěr
čísel

v
těchto

dvou
odstavcích

je
přibližně

3,053,
což
je

docela
blízko

π
.

T
řetísériijsm

e
úsp
ěšně

uzavřelia
čtvrtou

držíte
v
ruce.Jako

tradičně
obsahuje

7
úloh,

ze
kterých

se
do
celkového

b
odového

hodnocení
zap
očítávají

4
nejlép

e
vyřešené.

N
ezap
om
eňte,

že
k
vyřešení

některých
úloh

stačí
prostudovat

vhodné
kuchařky.

T
erm
ín
odevzdání

čtvrté
série

je
stanoven

na
p
ondělí

28.
března

v
8:00

SE
L
Č
,
což

znam
ená,

že
papírové

řešení
byste

m
ěli
p
odat

na
p
oštu

do
středy

23.
března.

Ř
ešení

přijím
ám
e
elektronicky

na
stránce

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/subm

it/.
C
hcete-li

s
nám
i
kom
unikovat

b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
šifrovací

certifikát
–
zde
je
jeho
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T
aké
nám

řešení
m
ůžete

p
oslat

klasickou
p
oštou

na
adresu

K
oresp

ondenční
sem
inář

z
program

ování
K
SV
I
M
F
F
U
K

M
alostranské

nám
ěstí
25

118
00

P
raha

1

N
a
případné

dotazy
vám

rádi
odp
ovím

e
také

na
adrese

ksp@
m
ff
.cun
i.cz
a
v
diskusním

fóru
na
našem

w
ebu.

Č
tvrtá

série
třiadvacátého

ročníku
K
SP

Jen
výjim

ečn
ě
se
n
ajdou

lidé
píšící

program
y
s
dokum

en
-

tací
obsáhlejší

n
ež
sam
otn
ý
kód
a
provádějící

veškerou
čin
-

n
ost
s
obdivuhodn

ou
pečlivostí.

V
této

sérii
si
představím

e
osobn

ost,
pro
n
iž
je
psan
í
dobře

okom
en
tovan

ých
program

ů
takřka

den
n
ím
chlebem

a
která

povýšila
program

ován
í
n
a

um
ěn
í
program

ován
í.

M
ožn
á
už
tušíte,

že
se
jedn
á
o
D
on
alda

E
rvin
a
K
n
utha,

a
vybavilo

se
vám

jeho
dílo
U
m
ěn
í
program

ován
í
(v
origin

á-
le
T
he
A
rt
of
C
om
puter

P
rogram

m
in
g),
obsahující

m
n
ohé

zn
alosti

in
form

atiky,
popisy

základn
ích
algoritm

ů
a
jejich

m
atem

atickou
an
alýzu.

V
ýjim
ečn
ost
tohoto

m
uže
potvrzuje

i
titul

em
eritn

ího
profesora

(pln
ým
n
ázvem

P
rofessor

E
m
e-

ritus
of
T
he
A
rt
of
C
om
puter

P
rogram

m
in
g)
n
a
S
tan
fordově

un
iverzitě

v
U
S
A
.

E
m
eritn

í
zn
am
en
á,
že
odešel

z
profesion

áln
ího
života,

n
icm
én
ě
m
u
zůstal

čestn
ý
profesorský

titul.
K
n
uth
se
totiž

rozhod
l
opustit

un
iverzitu,

aby
se
m
ohl
pln
ě
věn
ovat

práci
n
a
U
m
ěn
í
program

ován
í.
C
hce-li

n
apsat

o
n
ějakém

tém
atu,

hluboko
se
do
n
ěho
pon
oří,
přečte

o
n
ěm
spoustu

člán
ků,

z
n
ichž

vybere
pro
čten
áře
n
ejpřín

osn
ější
pozn
atky,

každý
algoritm

us
si
n
aprogram

uje...
P
roto

také
jeho

práce
n
a
U
m
ěn
í
program

ován
í
trvá

již
od
roku

1962,
n
yn
í
jsou

n
apsán

y
tři
svazky

(Z
ákladn

í
algo-

ritm
y,
S
em
in
um
erické

algoritm
y,
V
yhledáván

í
a
tříděn

í),
čtvrtý

(K
om
bin
atorické

algoritm
y)
se
dokon

čuje,
ale
v
plá-

n
u
jsou

ještě
další

tři.
C
elkem

by
tedy

m
ělo
vyjít

sedm
svazků.
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S
tu
d
en
ti
a
p
rofesoři

12
b
o
d
ů

Jedna
z
věcí,

jež
ho
na
univerzitě

zam
ěstnávala

(a
tedy

m
u

ubírala
čas
od
psaní),bylo

vedenívědeckých
pracístudentů

(např.
psaní

článků
do
odb
orných

časopisů).

Studenti
na
Stanfordově

univerzitě
se
chtějí

prosadit
a
na-

psat
co
nejvíce

článků,přičem
ž
každý

z
nich

m
á
vytip

ováno
několik

profesorů,p
od
jejichž

vedením
by
chtělčlánek

psát.
S
jiným

i
profesory

sp
olupracovat

nechce
a
nebude.

Studenti
jsou

schopni
psát

m
axim

álně
K
článků

najednou.

L
eč
čas
profesorů

je
om
ezený,

každý
z
nich

je
totiž

ocho-
ten
sp
olupracovat

m
axim

álně
s
K
studenty,

přičem
ž
je
jim

jedno,
kteří

to
budou.

V
aším

úkolem
je
najít

algoritm
us,
který

zjistí,
jestli

je
m
ož-

né,aby
každý

student
psalprávě

K
článků

a
každý

profesor
sp
olupracovalprávě

s
K
studenty,a

p
okud

ano,tak
vypsat,

který
student

bude
sp
olupracovat

s
kterým

profesorem
.

M
ůžete

předp
okládat,

že
profesorů

i
studentů

je
stejně,

totiž
N
,
a
nem
usíte

uvažovat
situaci,

že
by
student

chtěl
psát

u
jednoho

profesora
více

článků.

P
říklady:

pro
vstup

N
=
4,

K
=
2,
student

S1
chce

psát
článek

s
profesory

P
1
a
P
2,
student

S2
s
P
1,
P
2,
P
3,
P
4,

student
S3
s
P
2,P
3,P
4
a
student

S4
s
profesory

P
3,P
4,jsou

řešením
tyto

páry
student–profesor:

S1–P
1,
S1–P

2,
S2–P

1,
S2–P

3,
S3–P

2,
S3–P

4,
S4–P

3,
S4–P

4.

P
ro
vstup

N
=
5,

K
=
2,
studenti

S1
a
S2
chtějí

psát
u
profesorů

P
1,
P
2,
P
3,
student

S3
u
P
3,
P
4,
P
5
a
studenti

S4,
S5
u
P
4,
P
5,
řešení

neexistuje.
E
xistovalo

by,
kdyby

bylo
K
=
1,
ale
to
už
je
zase

jiný
vstup.

A
by
bylK

n
uth
při
své
práci

co
n
ejm
én
ě
vyrušován

,
zrušil

si
1.
ledn
a
1990

e-m
ailovou

adresu.
Jak
píše
n
a
svém

w
ebu,

cítí
se
n
yn
í
šťastn

ější,
protože

m
u
už
n
echodí

n
evyžádan

á
pošta.

I
přesto

výhod
elektron

ické
kom
un
ikace

a
in
tern
etu

stále
využívá,

ale
většin

u
e-m
ailů

za
n
ěj
vyřizuje

jeho
se-

kretářka.

23-4-2
P
araleln

í
p
rofesoři

10
b
o
d
ů

N
a
chvíli

si
představm

e,
že
neexistuje

nic
jako

e-m
ail,
in-

ternet,
ba
dokonce

obyčejná
„šnečíÿ

p
ošta.

Jak
by
si
takoví

profesoři
sdělovali

své
p
oznatky?

N
a
univerzitě

pracuje
N
profesorů.N

a
začátku

dne
m
á
kaž-

dý
svůj

unikátní
nový

ob
jev,
který

chce
sdělit

všem
ostat-

ním
.

Jelikož
však

ve
skupince

třech
a
více
profesorů

je
vzájem

né
sdělování

p
oznatků

nem
ožné

kvůli
překřikování,

p
ořádají

–
1
–



profesořib
ěhem

dne
ob
čas
sezení.

B
ěhem

nich
utvořídvoji-

ce
(ne
nutně

všichnijsou
ve
dvojici)

a
ve
dvojicích

sivym
ění

všechny
ob
jevy,

které
m
ají
(tedy

i
ob
jevy

získané
dříve

od
jiných

profesorů).
B
ěhem

sezení
se
dvojice

nem
ění.

Jaký
je
pro
různá

N
m
inim
ální

p
očet

sezení,
která

m
usí

prob
ěhnout,

aby
každý

profesor
znal

ob
jevy

všech
svých

kolegů?

T
řeba

pro
N
=
2
stačíjedno

sezení,pro
N
=
4
jsou

p
otřeba

dvě
(nejdřív

A
–B
a
C
–D
a
p
otom

A
–C
a
B
–D
).

Jak
D
.
E
.
K
n
uth
n
edávn

o
v
jedn
om
rozhovoru

pozn
am
e-

n
al,
m
n
ohdy

n
aráží

n
a
odborn

é
texty,

jejichž
jedin

ým
cílem

je
překon

at
tajupln

ým
i
m
etodam

i
jedn
odušší

algoritm
y,
ale

pouze,
když

bude
velikost

vstupu
větší

n
ež
počet

proton
ů

ve
vesm

íru.
V
e
svých

kn
ihách

proto
předkládá

jedn
odušší,

ale
stále

efektivn
í
m
etody.

Jak
však

ukáže
n
ásledující

úloha,
n
e
vždy

jsou
jedn
oduché

a
rychlé

m
etody

dobré.
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Z
ab
u
govan

ý
p
rogram

8
b
o
d
ů

�
D
va
zlatokop

ové
ob
jevilib

ohaté
ložisko

zlata
a
sp
olečně

vykopali
velké

m
nožství

nugetů.
C
htějí

se
o
ně
rozdělit

rovným
dílem

,
na
což
si
napsali

program
.
K
aždý

nuget
m
á

svoji
zadanou

cenu
(přirozené

číslo),
seznam

nugetů
pro-

gram
dostane

na
vstupu,

na
výstup

vypíše,
jak
si
je
m
ají

rozdělit,
neb
o
oznám

í,
že
řešení

neexistuje.

N
apříklad

pro
nugety

o
hodnotách

3,
3,
5,
5
dostanou

oba
nugety

s
cenou

3,
5;
pro
sadu

nugetů
3,
3,
5
řešení

neexis-
tuje.

C
o
čert

(neb
o
spíš

zlatokop)
nechtěl,

v
program

u
je
chy-

ba
a
ne
m
alá,
nehledejte

tedy
zap
om
enutý

středník,
chybu

v
p
oužití

knihovní
funkce

jako
q
s
o
r
t
neb
o
neošetření

čte-
ní
vstupu.

Z
latokop

ové
špatně

vym
ysleli

celý
algoritm

us
a

program
by
si
zasloužil

od
základu

přepsat.

T
o
však

nechte
na
nich,

ať
se
p
ocvičí

v
algoritm

izaci,
vaším

úkolem
bude

p
ouze

přesvědčit
je,že

program
napsališpatně

–
najít

jim
vstup,

na
něm
ž
vypíše

špatný
výsledek,

a
určit

pro
tento

vstup
správný

výsledek.
B
onusové

b
ody
nem
inou

řešitele,
kteří

najdou
nejm

enší
takový

vstup
co
do
p
očtu

předm
ětů
neb
o
celkové

ceny.

O
ba
program

y
(C
,
P
ython)

naleznete
na
konci

letáku.

Z
m
iň
m
e
ještě

trochu
biografi

ckých
údajů.

D
on
ald
E
rvin

K
n
uth
se
n
arodil

v
roce

1938
ve
W
iscon

sin
u.
U
ž
od
m
ládí

vykazoval
vysokou

in
teligen

ci,
když

v
8
letech

dokázal
slo-

žit
z
písm

en
„Z
iegler’s

G
ian
t
B
arÿ
4500

an
glických

slov
do

jedn
é
soutěže,

přestože
porota

m
ěla
jen
2500

slov.
V
roce

1956
n
astoupil

n
a
C
ase
In
stitute

of
T
echn
ology

n
a
fyziku,

ale
byl
záhy

přesvědčen
,
aby
se
věn
oval

m
atem

atice.
K
in
form

atice
se
dostal

v
podstatě

n
áhodou

při
své
letn
í

práci,
když

n
arazil

n
a
počítač

IB
M
650.

Z
aujal

ho
n
atolik,

že
u
n
ěj
strávil

d
louhé

hodin
y
jeho

zkoum
án
ím
.
V
e
20
le-

tech
n
apsal

program
n
a
an
alýzu

výkon
n
osti

un
iverzitn

ího
basketbalového

tým
u,
který

m
u
vyn
esl
trochu

slávy.
T
om
uto

počítači
dokon

ce
později

věn
ovaljedn

u
svoji

práci
slovy

„n
a

pam
átku

m
n
ohých

příjem
n
ých
odpoledn

íÿ.
S
pracem

i
n
a
U
m
ěn
í
program

ován
í
začal

již
v
roce

1962
(tedy

6
let
po
n
ástupu

n
a
vysokou

školu)
a
prvn
í
tři
svazky

vyšly
v
letech

1968,
1969

a
1973.

P
oté
byl
však

zklam
án

zm
ěn
ou
techn

iky
sazby

jeho
kn
ih,
protože

se
zm
ěn
ilo
písm

o
a
sn
ížila

kvalita.
R
ozhod

l
se
proto

vyvin
out
vlastn

í
systém

pro
sazbu

textů,
a
tak
vzn
ikly
jeho

dva
další

zn
ám
é
počin

y:
TE X

jako
n
ový
systém

pro
sázen

í
textů

a
M

E
T
A

F
O

N
T
pro

tvorbu
fon
tů.

D
otáhl

sazbu
a
propracovan

ost
svých

kn
ih
dokon

ce
tak

daleko,
že
se
rozhod

l
vyplatit

0x$1.00
(jeden

hexadecim
áln
í

dolar,
tedy

$2.56)
každém

u,
kdo
n
ajde

v
n
ějaké

jeho
kn
ize

chybu.
N
a
svých

strán
kách

m
á
sezn
am
odm
ěn
ěn
ých,

který
dn
es
čítá
bezm

ála
400
jm
en
.

23-4-4
Z
ávork

y
v
T
E
X
u

10
b
o
d
ů

V
TE X
u
se
hojně

využívají
složené

závorky
(např.

v
defini-

cích
či
voláních

m
aker)

a
lze
je
i
lib
ovolně

vnořovat.
O
b
čas

se
ale
stane,

že
se
člověk

překlepne
a
m
ísto
{
napíše

}
neb
o

naopak.

V
ym
yslete

algoritm
us,
který

na
vstupu

dostane
p
osloup-

nost
(řetězec)

N
složených

otevíracích
a
zavíracích

závorek
(b
ez
dalších

jiných
znaků)

a
nalezne

m
inim
ální
p
očet

zm
ěn

znaku
{
na
znak

}
neb
o
naopak,

aby
byl
řetězec

správně
uzávorkovaný.

Ž
ádné

jiné
zm
ěny,

krom
ě
přepsání

jednoho
znaku

na
druhý,

nejsou
p
ovoleny.

Správně
uzávorkovaný

znam
ená,

že
ke
každé

otevírací
zá-

vorce
existuje

odp
ovídajícíuzavírací,která

je
od
nínapravo,

a
p
odobně

ke
každé

uzavírací
existuje

odp
ovídající

otevíra-
cí,
jež
je
od
ní
nalevo.

N
ep
ůjde-li

p
osloupnost

závorek
žádným

zp
ůsob

em
zm
ěnit

na
správně

uzávorkovaný
řetězec,

m
ěl
by
to
být
váš
algo-

ritm
us
schop

en
rozp
oznat.

P
říklad:

pro
vstup

{
{
}
{
}
}
}
{
{
}
je
jedním

z
m
ožných

nej-
kratších

p
ostup

ů
ke
správném

u
uzávorkování

tento:

{
{
}
{
}
}
}
{
{
}

↓

{
{
}
{
{
}
}
{
{
}

↓

{
{
}
{
{
}
}
}
{
}

V
ýsledek

je
tedy

2.

Jak
je
uveden

o
n
a
začátku,

K
n
uth
píše

dobře
dokum

en
-

tovan
é
program

y.
V
70.
letech,

kdy
vzn
ikal
TE X
,
si
vym
ys-

lel
dokon

ce
vlastn

í
styl
program

ován
í,
v
origin

ále
n
azvan

ý
literate

program
m
in
g
(česky

by
se
dalo

přeložit
jako

„kul-
tivovan

é
program

ován
íÿ),
který

se
sn
aží
program

ován
í
více

přiblížit
m
yšlen

í
člověka

a
n
e
potřebám

strojů.
V
e
zdrojovém

kódu
se
m
íchá

dokum
en
tace

a
sam
otn
ý
kód

(n
apř.

v
P
ascalu

či
C
),
přičem

ž
K
n
uth
si
n
aprogram

oval
utility

n
a
vyextrahován

í
čistého

zdrojového
kódu

pro
účely

kom
pilace

a
program

átorské
dokum

en
tace

v
TE X
u.

O
tom
,
že
K
n
uth
n
en
í
žádn
ý
suchar

a
rád
si
hraje

s
čísly,

vypovídá
n
ěkolik

věcí.
U
ž
jako

středoškolský
studen

t
odeslal

do
soutěže

vědeckých
talen

tů
svůj

prvn
í
m
atem

atický
člán
ek

o
číseln

ých
soustavách

se
záporn

ým
či
dokon

ce
kom
plexn

ím
základem

.
V
ym
yslel

soustavu
o
základu

2i,
jejíž

speciáln
í

vlastn
ostí
je,
že
každé

kom
plexn

í
číslo

m
ůže
být
reprezen

to-
ván
o
pouze

číslicem
i
0,
1,
2
a
3
a
bez
zn
am
én
ka.

Z
vláštn

í
je
také

systém
číslován

í
verzí

TE X
u
a

M
E
T
A
-

F
O

N
T
u.
Jak
se
TE X

stává
dokon

alejším
,
jeho

verze
se
stále

více
blíží

číslu
π
.
P
rohlásil,

že
po
jeho

sm
rti
se
číslo

verze
program

u
TE X

s
defi
n
itivn
í
platn

ostí
ustálí

n
a
π
a
všechn

y
zbývající

bugy
se
stan
ou
vlastn

ostm
i
program

u.
P
odobn

ě
se

verze
M

E
T
A

F
O

N
T
u
blíží

základu
přirozen

ého
logaritm

u,
čís-

lu
e,
a
po
jeho

sm
rti
bude

proveden
a
podobn

á
zm
ěn
a
jako

u
TE X
u.

–
2
–

23-3-6
P
rogram

(V
ý
zk
u
m
veřejn

éh
o
m
ín
ěn
í)

C
+
+

#
i
n
c
l
u
d
e
<
c
s
t
d
i
o
>

#
i
n
c
l
u
d
e
<
c
s
t
d
l
i
b
>

#
i
n
c
l
u
d
e
<
a
l
g
o
r
i
t
h
m
>

u
s
i
n
g
n
a
m
e
s
p
a
c
e
s
t
d
;

s
t
r
u
c
t
B
o
d
{

d
o
u
b
l
e
h
o
d
n
o
t
a
;

i
n
t
t
y
p
;

b
o
o
l
o
p
e
r
a
t
o
r
<
(
c
o
n
s
t
B
o
d
&
b
)
c
o
n
s
t
{

r
e
t
u
r
n
(
h
o
d
n
o
t
a
<
b
.
h
o
d
n
o
t
a
|
|
(
h
o
d
n
o
t
a
=
=
b
.
h
o
d
n
o
t
a
&
&
t
y
p
<
b
.
t
y
p
)
)
;

}
}
;

i
n
t
n
;

d
o
u
b
l
e
h
o
d
n
o
t
y
[
1
0
0
1
0
0
]
;

B
o
d
u
d
a
l
o
s
t
i
[
2
0
0
2
0
0
]
;

i
n
t
p
o
c
e
t
;

i
n
t
m
a
i
n
(
v
o
i
d
)
{

s
c
a
n
f
(
"
%
d
"
,
&
n
)
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
n
;
i
+
+
)

s
c
a
n
f
(
"
%
l
f
"
,
&
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
)
;

i
f
(
n
=
=
1
)

p
r
i
n
t
f
(
"
%
l
f
\
n
"
,
h
o
d
n
o
t
y
[
0
]
)
;

e
l
s
e
{

/
/
v
y
t
v
o
ř
e
n
í
u
d
á
l
o
s
t
í

p
o
c
e
t
=
0
;

/
/
p
r
v
n
í
b
o
d

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
0
]
,
(
h
o
d
n
o
t
y
[
0
]
<
h
o
d
n
o
t
y
[
1
]
)
?
2
:
3
}
;

/
/
p
o
s
l
e
d
n
í
b
o
d

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
n
-
1
]
,
(
h
o
d
n
o
t
y
[
n
-
1
]
<
h
o
d
n
o
t
y
[
n
-
2
]
)
?
2
:
3
}
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
1
;
i
<
n
-
1
;
i
+
+
)
{

/
/
m
a
x
i
m
u
m

i
f
(
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
>
h
o
d
n
o
t
y
[
i
-
1
]
&
&
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
>
h
o
d
n
o
t
y
[
i
+
1
]
)
{

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
,
1
}
;

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
,
3
}
;

}/
/
m
i
n
i
m
u
m

e
l
s
e
i
f
(
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
<
h
o
d
n
o
t
y
[
i
-
1
]
&
&
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
<
h
o
d
n
o
t
y
[
i
+
1
]
)
{

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
,
2
}
;

u
d
a
l
o
s
t
i
[
p
o
c
e
t
+
+
]
=
(
B
o
d
)
{
h
o
d
n
o
t
y
[
i
]
,
4
}
;

}
}s
o
r
t
(
u
d
a
l
o
s
t
i
,
u
d
a
l
o
s
t
i
+
p
o
c
e
t
)
;

/
/
z
p
r
a
c
o
v
á
n
í
u
d
á
l
o
s
t
í

i
n
t
m
a
x
=
0
;

d
o
u
b
l
e
h
=
0
.
0
;

i
n
t
p
r
u
s
e
c
i
k
y
=
0
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
p
o
c
e
t
;
i
+
+
)
{

i
f
(
p
r
u
s
e
c
i
k
y
>
m
a
x
)
{

m
a
x
=
p
r
u
s
e
c
i
k
y
;

h
=
(
i
>
0
)
?
(
(
u
d
a
l
o
s
t
i
[
i
]
.
h
o
d
n
o
t
a
+
u
d
a
l
o
s
t
i
[
i
-
1
]
.
h
o
d
n
o
t
a
)
/
2
)
:
(
u
d
a
l
o
s
t
i
[
i
]
.
h
o
d
n
o
t
a
)
;

}s
w
i
t
c
h
(
u
d
a
l
o
s
t
i
[
i
]
.
t
y
p
)
{

c
a
s
e
1
:
p
r
u
s
e
c
i
k
y
-
-
;
b
r
e
a
k
;

c
a
s
e
2
:
p
r
u
s
e
c
i
k
y
+
+
;
b
r
e
a
k
;

c
a
s
e
3
:
p
r
u
s
e
c
i
k
y
-
-
;
b
r
e
a
k
;

c
a
s
e
4
:
p
r
u
s
e
c
i
k
y
+
+
;
b
r
e
a
k
;

}
}p
r
i
n
t
f
(
"
P
r
o
c
e
n
t
a
%
l
f
%
%
,
p
o
c
e
t
p
r
u
s
e
c
i
k
u
%
d
\
n
"
,
h
,
m
a
x
)
;

}r
e
t
u
r
n
0
;

}

–
19
–



d
o
{
/
/
c
y
k
l
u
s
d
l
e
k
r
o
k
ů
a
l
g
o
r
i
t
m
u

p
r
v
e
k
1
=
n
o
v
y
Z
a
c
a
t
e
k
;
/
/
n
a
s
t
a
v
u
k
a
z
a
t
e
l
e
p
r
e
d
z
a
č
á
t
e
k

p
r
v
e
k
2
=
n
o
v
y
Z
a
c
a
t
e
k
;

d
o
{
/
/
c
y
k
l
u
s
s
l
é
v
á
n
í
d
v
o
u
ú
s
e
k
ů

i
n
t
d
e
l
k
a
1
=
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
;
/
/
d
é
l
k
a
p
r
v
n
í
h
o
s
l
é
v
a
n
é
h
o
ú
s
e
k
u

i
n
t
d
e
l
k
a
2
=
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
;
/
/
d
é
l
k
a
d
r
u
h
é
h
o
s
l
é
v
a
n
é
h
o
ú
s
e
k
u

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
;
i
+
+
)
{
/
/
p
r
o
j
d
i
p
r
v
n
í
ú
s
e
k

p
r
v
e
k
2
=
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
;

i
f
(
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
=
=
1
)
p
o
c
e
t
P
r
v
k
u
+
+
;
/
/
v
p
r
v
n
í
m
k
r
o
k
u
p
o
č
í
t
á
m
e
p
r
v
k
y

i
f
(
p
r
v
e
k
2
=
=
N
U
L
L
)
b
r
e
a
k
;
/
/
k
o
n
e
c
s
e
z
n
a
m
u

}i
f
(
p
r
v
e
k
2
=
=
N
U
L
L
)
b
r
e
a
k
;
/
/
d
r
u
h
ý
ú
s
e
k
j
e
p
r
á
z
d
n
ý
,
n
e
m
á
c
e
n
u
s
l
é
v
a
t

/
/
d
o
k
u
d
n
e
j
s
o
u
s
l
i
t
y
v
š
e
c
h
n
y
p
r
v
k
y
v
o
b
o
u
ú
s
e
c
í
c
h

w
h
i
l
e
(
d
e
l
k
a
1
>
0
|
|
(
d
e
l
k
a
2
>
0
&
&
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
!
=
N
U
L
L
)
)
{

/
/
d
o
š
l
y
p
r
v
k
y
v
2
.
ú
s
e
k
u
,
n
e
b
o
j
e
1
.
p
r
v
e
k
1
.
ú
s
e
k
u
s
t
a
r
š
í
n
e
ž
1
.
p
r
v
e
k
2
.
ú
s
e
k
u

i
f
(
d
e
l
k
a
2
<
=
0
|
|
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
=
=
N
U
L
L

|
|
(
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
!
=
N
U
L
L

&
&
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
-
>
s
t
a
r
i
>
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
-
>
s
t
a
r
i
)
)
{

d
e
l
k
a
1
-
-
;

p
r
v
e
k
1
=
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
;
/
/
z
a
t
ř
i
ď
u
j
e
m
e
p
r
v
e
k
z
1
.
ú
s
e
k
u
,
s
t
a
č
í
t
e
d
y
p
o
s
u
n
o
u
t
u
k
a
z
a
t
e
l

}e
l
s
e
i
f
(
d
e
l
k
a
1
<
=
0
)
{
/
/
d
o
š
l
y
p
r
v
k
y
v
1
.
ú
s
e
k
u

d
e
l
k
a
2
-
-
;

p
r
v
e
k
1
=
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
;
/
/
j
e
t
ř
e
b
a
p
o
s
u
n
o
u
t
o
b
a
u
k
a
z
a
t
e
l
e

p
r
v
e
k
2
=
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
;

i
f
(
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
=
=
1
)
p
o
c
e
t
P
r
v
k
u
+
+
;

}e
l
s
e
{
/
/
j
e
t
ř
e
b
a
p
ř
e
h
o
d
i
t
1
.
p
r
v
e
k
2
.
ú
s
e
k
u
p
ř
e
d
1
.
p
r
v
e
k
1
.
ú
s
e
k
u

P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
u
s
e
k
1
=
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
;

p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
=
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
;

p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
=
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
-
>
d
a
l
s
i
;

p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
-
>
d
a
l
s
i
=
u
s
e
k
1
;

p
r
v
e
k
1
=
p
r
v
e
k
1
-
>
d
a
l
s
i
;

i
f
(
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
=
=
1
)
p
o
c
e
t
P
r
v
k
u
+
+
;

d
e
l
k
a
2
-
-
;

}
}p
r
v
e
k
1
=
p
r
v
e
k
2
;

}
w
h
i
l
e
(
p
r
v
e
k
2
-
>
d
a
l
s
i
!
=
N
U
L
L
)
;
/
/
d
o
k
u
d
n
e
j
s
m
e
n
a
k
o
n
c
i
s
e
z
n
a
m
u

d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
=
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
*
2
;
/
/
z
d
v
o
j
n
á
s
o
b
d
é
l
k
u
s
l
é
v
a
n
ý
c
h
ú
s
e
k
ů

}
w
h
i
l
e
(
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
<
p
o
c
e
t
P
r
v
k
u
)
;
/
/
d
o
k
u
d
j
s
m
e
n
e
s
l
i
l
i
v
š
e
c
h
n
y
p
r
v
k
y

r
e
t
u
r
n
n
o
v
y
Z
a
c
a
t
e
k
-
>
d
a
l
s
i
;

}

–
18
–

23-4-5
P
alin
d
rom

n
ásob

k
y

11
b
o
d
ů

�
K
dyž
už
jsm
e
u
těch

čísel,
naprogram

ujem
e
si
jednu

zajím
avou

úlohu
z
této

oblasti.
V
íte,
co
je
zajím

avé
na
roce

1991?
K
dyž
ho
vydělíte

11,
získáte

181,
přičem

ž
všechna

tato
třičísla

jsou
palindrom

y.(P
alindrom

je
takový

řetězec,
který

se
stejně

čte
zleva

i
zprava.)

V
aším

úkolem
bude

napsat
program

,
který

na
vstupu

do-
stane

čísla
K
a
D
a
na
výstup

vypíše
p
očet

násobků
čísla

K
,

jež
m
ají
délku

D
a
jsou

palindrom
y
(všechno

v
desítkovém

zápise).
1
<

K
<
1
000
a
D

<
20.

Z
dá-li

se
vám
,
že
takových

čísel
m
usí
být
hrozně

m
álo,
tak

vězte,
že
pro
každé

K
nedělitelné

10
existuje

nekonečně
m
noho

jeho
palindrom

ických
násobků.

Č
íslo
dělitelné

10
takový

násob
ek
nem
á,
protože

se
nuly

na
začátku

nepíší.

Form
át
vstupu

a
výstupu:v

soub
oru
v
s
t
u
p
.
i
n
jsou

na
prv-

ním
řádku

dvě
přirozená

čísla
K
a
D
oddělená

m
ezerou.

D
o
soub

oru
p
o
c
e
t
.
o
u
t
vypište

na
první

řádku
p
očet

ná-
sobků

K
délky

D
,
které

jsou
palindrom

y.

P
říklady:
v
s
t
u
p
.
i
n
p
o
c
e
t
.
o
u
t

3
1

3
2
5
3

2
1
2
4

7
6
0
4

0
8
1
6

0

T
ato
úloha

je
praktická

a
řeší
se
ve
vyhodnocovacím

sys-
tém
u
C
odE
x. 1
P
řesný

form
át
vstupu

a
výstupu,

p
ovolené

jazyky
a
další

technické
inform

ace
jsou

uvedeny
v
C
odE
xu

přím
o
u
úlohy.

V
eškerý

svůj
čas
však

D
on
K
n
uth
n
evěn
uje
jen
in
form

ati-
ce.
S
e
svou

žen
ou
Jill
m
ají
dom
a
n
apříklad

vlastn
í
varhan

y
s
812
píšťalam

i.
D
alší

zajím
avou

zálibou
je
focen

í
kosočtverečn

ých
do-

pravn
ích
zn
aček,

které
se
vyskytují

n
apř.

v
U
S
A
,
K
an
adě

a
A
ustrálii.

N
a
svých

strán
kách

m
á
slušn

ou
sbírku

1069
fo-

tek
různ
ých
dopravn

ích
zn
aček, 2

včetn
ě
kuriozit

jako
zn
ačky

s
n
ápisem

„A
n
ti-icin

g
spray

system
ÿ.

23-4-6
K
n
u
th
ov
y
cesty

p
o
státech

9
b
o
d
ů

K
nuth

si
b
ěhem

jedné
cesty

p
o
státech,

při
níž
fotil

znač-
ky,
při
průjezdu

křižovatkou
vždy

zapsal
její
číslo.

O
n
si
je

totiž
předem

očísloval.
Z
ajím
alo
by
ho,
jakou

největší
sou-

vislou
část

cesty
(p
odle

p
očtu

křižovatek)
neprošel

žádnou
křižovatkou

více
než
jednou.

N
apříklad

pro
p
osloupnost

křižovatek

3
,4,1,2,4,8,7

,2
,3,8,2,9,1

,4

je
správným

řešením
p
osloupnost

3
,8,2,9,1,4.

Jako
třešn

ičku
n
a
in
form

atickém
dortu

si
uvedem

e
citát

z
jedn
oho
jeho

dopisu:
„B
ew
are
of
bugs

in
the
above

code;
I
have

on
ly
proved

it
correct,

n
ot
tried

it.ÿ
(„P
ozor

n
a
chyby

ve
výše

uveden
ém
kódu;

pouze
jsem

dokázal
jeho

správn
ost,

ale
n
ezkoušel

jsem
ho.ÿ)

I
přes

stáří
73
let
používá

K
n
uth
m
odern

í
prostředky.

S
vé

in
tern
etové

strán
ky
3
často

aktualizuje
a
pracuje

n
a
dvou

po-
čítačích:

m
á
M
ac
n
a
vytvářen

í
grafi
ky
a
přístup

k
in
tern
etu

a
n
otebook

s
L
in
uxem

n
a
práci.

Je
tedy

m
ožn
é,
že
používá

i
n
ěkteré

z
utilit

zm
ín
ěn
ých
v
dalším

díle
seriálu

(ačkoliv
píše

v
editoru

E
m
acs
a
n
e
ve
V
im
u).

23-4-7
B
ratrstvo

S
ed
a
a
G
rep
a

16
b
o
d
ů

�
T
ento

text
volně

navazuje
na
předchozí

tři
série,

ně-
které

pasáže
nem
usí
být
lehce

p
ochopitelné

b
ez
jejich

znalosti.

U
kážem

e
si,
jak
regulární

výrazy
p
oužívám

e
v
praxi.

P
ro-

gram
y,
které

nás
budou

zajím
at,
jsou

U
N
IX
ové
nástroje

s
e
d,
g
r
e
p
a
případně

světoznám
ý
editor

V
im
.
Jsou

snad
v
každé

distribuci
L
inuxu,

na
W
indow

s
je
m
ožné

p
oužít

balík
C
ygw
in. 4

N
a
vyhledávání

v
textu

se
p
oužívá

program
g
r
e
p.
N
ení

to
žádná

aplikace
s
klikacím

frontendem
,
p
oužívá

se
trap-

ně
v
term

inálu.
O
to
je
však

rychlejší.
Z
ákladní

p
oužití

je
e
g
r
e
p
<
r
e
g
e
x
>,
kdy
program

čte
standardní

vstup
(to,
co

m
u
píšete

na
klávesnici)

a
vypisuje

na
standardní

výstup
(term

inál).
V
ypisuje

ty
řádky,

na
kterých

našel
p
odřetězec

vyhovující
zadaném

u
regexu.

M
ožná

si
říkáte

–
proč

e
g
r
e
p?
P
ohled

do
m
anuálu

(m
a
n

g
r
e
p)
nap
oví,
že
existovaly

starší
regexy,

které
toho

um
ěly

m
éně
a
m
ají
trochu

jinou
syntaxi.

K
vůli
zp
ětné

kom
patibi-

litě
starých

skriptů
byla

tedy
přidána

tato
varianta

progra-
m
u
g
r
e
p.
Z
e
stejného

důvodu
budem

e
p
ozději

u
program

u
s
e
d
p
oužívat

přepínač
-
r.

K
dyž
si
tedy

pustím
e
e
g
r
e
p
’
b
a
*
g
r
+
’,
tak
na
vstup

g
r
b
a
g
r

b
a
a
g
r
r

r
g
b
a

b
b
a
r
g

r
b
g
r
b
g
g

dostanem
e
výstup

g
r
b
a
g
r

b
a
a
g
r
r

r
b
g
r
b
g
g

M
ůžem

e
chtít,

aby
g
r
e
p
četl
vstup

ze
soub

oru.
Z
a
zadaný

regex
m
ůžem

e
napsat

lib
ovolně

m
noho

jm
en
soub

orů,které
m
á
číst
(oddělené

m
ezeram

i).

P
okud

čte
jeden,

vypíše
prostě

vhodné
řádky.

K
dyž
jich
je

víc,
vypíše

na
začátku

každého
řádku

ještě
jm
éno
soub

oru,
ve
kterém

jej
našel.

T
oto
chování

se
dá
regulovat

volbam
i

-
h
(b
ez
jm
en)
a
-
H
(vypiš

jm
éno,

i
když

je
soub

or
sám
),

které
m
ůžete

napsat
před

výraz.

T
akže

například

e
g
r
e
p
-
h
K
á
j
a
j
m
e
n
a
p
r
i
j
m
e
n
i
a
r
c
h
i
v

vyhledá
všechny

řádky
ze
soub

orů

j
m
e
n
a,
p
r
i
j
m
e
n
i
a
a
r
c
h
i
v
,

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
z
a
c
i
n
a
m
e
/
c
o
d
e
x
.
h
t
m
l

2
h
t
t
p
:
//
w
w
w
-
c
s
-
f
a
c
u
l
t
y
.
s
t
a
n
f
o
r
d
.
e
d
u
/
~
u
n
o
/
d
i
a
m
o
n
d
s
i
g
n
s
/
d
i
a
m
.
h
t
m
l

3
h
t
t
p
:
//
w
w
w
-
c
s
-
f
a
c
u
l
t
y
.
s
t
a
n
f
o
r
d
.
e
d
u
/
~
u
n
o
/

4
h
t
t
p
:
//
w
w
w
.
c
y
g
w
i
n
.
c
o
m
/

–
3
–



které
obsahují

výraz
K
á
j
a.
V
olba

-
h
p
otlačila

výpis
jm
en

soub
orů.

Ještě
existuje

zajím
avá
volba

-
v,
která

logicky
obrátí

výpis
(vypisuje

jen
ty
řádky,

které
hledaný

výraz
neobsahují).

N
apříklad

když
hledáte,

jak
často

k
vám

na
w
eb
chodí

lidé
z
jiných

prohlížečů
než
IE
a
F
F
,
tak
ze
záznam

ů
prostě

vyřadíte
řádky

odp
ovídající

IE
a
F
F
...

P
rogram

y
za
seb
e
m
ůžete

řetězit
znakem

|
–
vezm

e
stan-

dardní
výstup

prvního
program

u
a
nevypisuje

ho
na
ter-

m
inál,

ale
předhodí

ho
druhém

u
program

u
na
standardním

vstupu.N
apříklad

e
g
r
e
p
b
a
+
g
r
|
e
g
r
e
p
-
v
b
a
a
a
g
r.N
ěkdy

je
jednodušší

program
y
zřetězit

než
psát

jeden
dlouhý

vý-
raz,
který

p
ojm
e
všechno.

T
ento

znak
se
také

označuje
jako

„rouraÿ
(pipe),

protože
to

dávným
program

átorům
připadalo,

jako
by
m
ezi
program

y
prostě

natahovali
p
otrubí.

Složitější
výrazy

se
hodí

psát
m
ezi
ap
ostrofy:

’
(
\
(
|
\
)
)
’,

jinak
je
m
ůže
interpretovat

ještě
term

inál
sam
otný

a
z
a
*

udělat
seznam

soub
orů,

které
začínají

a,
což
rozhodně

ne-
chcete,

a
to
je
to
nejm

enší,
m
ůžou

se
stát

daleko
horší

vě-
ci...

D
osud

jsm
e
regulárním

ivýrazy
p
ouze

vyhledávali.Jde
však

o
daleko

m
ocnější

zbraň,
výrazně

větší
kladivo.

Jak
bylo

zm
íněno

už
v
prvním

dílu,
regexy

často
p
oužívám

e
k
syste-

m
atickém

u
nahrazování

v
textu.

N
a
nahrazováníse

hodíprogram
s
e
d.Jeho

základníp
oužití

je
p
odobné

jako
u
program

u
g
r
e
p.

Jak
ale
vypadá

nahrazovací
výraz?

Z
ačíná

písm
enkem

s,
pak

následuje
oddělovač

(typicky
/
neb
o
#,
ale
m
ůže
to

být
lib
ovolný

znak,
klidně

písm
enko),

pak
hledaný

řetězec,
p
otom

znovu
stejný

oddělovač,
p
otom

řetězec
k
nahraze-

ní,
a
nakonec

zase
oddělovač.

N
apříklad

nahrazovací
výraz

s
/
a
h
o
j
/
n
a
z
d
a
r
/
nahrazuje

slovo
a
h
o
j
za
n
a
z
d
a
r.

O
ddělovač

se
p
otom

stává
sp
eciálním

znakem
a
p
okud

jej
chcete

p
oužít

v
p
ůvodním

význam
u,
je
p
otřeba

to
říct
–

obackslashovat
jej.
(\
/,
\
#)

Jak
to
funguje

jako
příkaz?

K
dyž
pustíte

příkaz

s
e
d
-
r
’
s
/
a
h
o
j
/
n
a
z
d
a
r
/
’,

čte
standardní

vstup
p
o
řádkách,

na
každém

řádku
hledá

výraz
a
h
o
j,
jeho

první
nalezený

výskyt
zm
ění
na
n
a
z
d
a
r
a

zm
ěněný

řádek
vypíše

na
výstup.

T
akže

p
okud

vstup

m
o
s
k
y
t
o
@
a
t
r
e
y
.
k
a
r
l
i
n
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z

b
a
g
r

k
s
p
@
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
b
a
i
t
@
u
u
.
u
c
w
.
c
z

k
o
m
b
a
j
n

proženem
e
třeba

příkazem
s
e
d
-
r
’
s
/
@
/
(
a
t
)
/
’,
dosta-

nem
e
výstup

m
o
s
k
y
t
o
(
a
t
)
a
t
r
e
y
.
k
a
r
l
i
n
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z

b
a
g
r

k
s
p
(
a
t
)
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
b
a
i
t
@
u
u
.
u
c
w
.
c
z

k
o
m
b
a
j
n

V
šim
něte

si
na
třetím

řádku
zbylého

zavináče.
K
dybyste

p
otřeb

ovali
nahrazovat

všechny
výskyty,

ne
jen
ten
první,

tak
m
usíte

za
výraz

ještě
připsat

g
(od
„globallyÿ):

s
e
d
-
r
’
s
/
@
/
(
a
t
)
/
g
’
.

P
okud

p
otřebujete

„přišp
endlitÿ

celý
výraz

na
začátek

neb
o

na
konec

řetězce,
uveďte

stříšku
^
na
jeho

úplném
začátku

neb
o
dolar

$
na
jeho

konci.
T
o
funguje

jak
pro
s
e
d,
tak
pro

g
r
e
p.

Ú
kol
1
[1b]:

N
apište

nahrazovací
výraz,

který
sm
aže
všech-

ny
„trailing

spacesÿ
–
bílé
znaky

na
koncích

řádků
(stačí

asi
m
ezera,

\
t
a
\
r).

Jenom
takhle

by
to
ale
bylo

trapné.
C
o
když

p
otřebuje-

m
e
z
řádku

jenom
něco

vytáhnout?
P
ak
opravdu

m
ůžem

e
„najítÿ

třeba
celý

řádek
jedním

výrazem
a
vybrat

si
z
něj

jenom
tu
část,

kterou
p
otřebujem

e.

s
e
d
-
r
’
s
/
^
.
*
"
(
.
*
)
"
.
*
$
/
\
1
/
’
z
celého

řádku
nechá

jen
řetězec

v
uvozovkách.

T
akže

vstup
vlevo

se
přepíše

na
výstup

vpravo.
"b
a
g
r

b
"
a
g
"
r

b
"
a
"
g
"
r

"b
a
g
r

a
g
g

K
dyž
tedy

kus
řetězce

uzávorkujete,
m
ůžete

se
na
tyto

zá-
vorky

pak
odkazovat

p
om
ocí
znaku

\
následovaného

číslicí
(1
–
9).Z

ávorky
jsou

číslovány
zleva

doprava
p
odle

své
ote-

vírací
závorky.

T
akže

třeba
s
e
d
-
r
’
s
/
(
.
)
(
.
)
/
\
2
\
1
/
’
na

každém
řádku

prohodí
první

dva
znaky.

P
am
atujte

si,že
p
okud

s
e
d
na
řádku

nenajde
žádný

výskyt
hledaného

výrazu,
vypíše

řádek
b
eze
zm
ěny.

T
aké
je
p
otřeba

si
uvědom

it
„žravostÿ

některých
op
erací.

Z
naky

*
i
+
jsou

„nenažranéÿ.
T
o
znam

ená,
že
p
okud

by
si
s
e
d
m
ěl
vybrat

m
ezi
více

p
odřetězci,

které
by
přiřadil

do
oné
hvězdičky,

tak
vyb
ere
ten
nejdelší

z
nich.

P
řednost

ve
žravosti

m
á
dřívější

*/
+.
T
oho
si
m
ůžete

všim
nout

na
čtvrtém

řádku,
kde
byly

troje
uvozovky,

že
ty
první

byly
p
olknuty

do
.
*
na
začátku.

P
odobně

je
žravý

i
výb
ěr
z
více
m
ožností

–
b
ere
první

vari-
antu,

která
se
na
dané

m
ísto
hodí,

takže
(
.
|
.
.
)
vždy

uloží
do
\
1
jeden

znak
(a
druhá

p
ůlka

závorky
je
tedy

zbyteč-
ná),

kdežto
(
.
.
|
.
)
uloží

do
\
1
dva
znaky,

p
okud

to
jenom

trochu
jde.

P
ravidlo

číslování
u
otevírací

závorky
se
hodí

u
vnořených

závorek:s
e
d
-
r
’
s
/
^
(
a
b
*
c
d
(
e
f
|
g
h
)
i
+
j
)
$
/
\
1
:
\
2
/
’

připíše
za
každý

řádek,
p
okud

je
v
onom

p
om
ěrně

složitém
tvaru,

dvojtečku
a
e
f
neb
o
g
h...

Ú
kol
2
[4b]:

V
češtině

je
typ
ografickou

chyb
ou
napsat

na
konec

řádku
jednopísm

ennou
předložku

neb
o
sp
ojku,

vý-
jim
kou
je
sp
ojka

a,
p
okud

se
před

ní
nevyskytuje

nějaké
interpunkční

znam
énko

(tečka,
čárka,

závorka,
...).

R
ůzné

program
y
to
řeší
různě,

v
TE X
u
se
za
předložku

m
ís-

to
m
ezery

vkládá
vlnka

(~).
N
apište

výraz
pro
s
e
d,
který

zařídí
korektní

„ovlnkování
textuÿ

(případ,
kdy

je
před-

ložka/sp
ojka

přím
o
na
začátku

neb
o
na
konci

řádku,
řešit

nem
usíte).

T
yhle

„odkazy
zpátkyÿ

(backreferen
ces)

m
ůžem

e
ale
p
ou-

žívat
i
ve
vyhledávaném

výrazu.
s
/
^
(
.
*
)
\
1
$
/
\
1
/
tedy

na-
jde
všechny

řádky,
na
kterých

je
řetězec

dvakrát
za
seb
ou,

a
nahradí

tyto
výskyty

jen
jedním

opakováním
řetězce.

N
a

vstup

a
a
a
b
a
b
e
c
e
d
a

b
a
g
r
b
a
g
r

odp
oví

–
4
–
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#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
i
o
.
h
>

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
r
i
n
g
.
h
>

#
d
e
f
i
n
e
M
A
X
V
1
0
0
0
0

s
t
r
u
c
t
p
o
l
o
z
k
a

{
i
n
t
k
o
m
p
o
n
e
n
t
a
;

i
n
t
s
t
u
p
e
n
;

}
p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
M
A
X
V
]
;

i
n
t
m
a
i
n
(
)

{
i
n
t
v
r
c
h
o
l
y
;

i
n
t
h
r
a
n
y
;

i
n
t
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
=
0
;

i
n
t
v
1
=
0
;

i
n
t
v
2
=
0
;

i
n
t
k
o
m
p
=
0
;

w
h
i
l
e
(
!
f
e
o
f
(
s
t
d
i
n
)
)

{
k
o
m
p
+
+
;

c
h
a
r
p
o
m
[
2
]
;

p
o
m
[
0
]
=
g
e
t
c
h
a
r
(
)
;

i
f
(
p
o
m
[
0
]
=
=
’
-
’
)

{
s
c
a
n
f
(
"
%
c
%
c
\
n
"
,
&
p
o
m
[
1
]
,
&
p
o
m
[
2
]
)
;

s
c
a
n
f
(
"
%
d
%
d
\
n
"
,
&
v
r
c
h
o
l
y
,
&
h
r
a
n
y
)
;

}e
l
s
e

{
u
n
g
e
t
c
(
p
o
m
[
0
]
,
s
t
d
i
n
)
;

s
c
a
n
f
(
"
%
d
%
d
\
n
"
,
&
v
r
c
h
o
l
y
,
&
h
r
a
n
y
)
;

}

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
h
r
a
n
y
;
i
+
+
)

{
s
c
a
n
f
(
"
%
d
%
d
\
n
"
,
&
v
1
,
&
v
2
)
;

p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
v
1
]
.
s
t
u
p
e
n
+
+
;

p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
v
1
]
.
k
o
m
p
o
n
e
n
t
a
=
k
o
m
p
;

p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
v
2
]
.
s
t
u
p
e
n
+
+
;

p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
v
2
]
.
k
o
m
p
o
n
e
n
t
a
=
k
o
m
p
;

i
f
(
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
<
v
1
)
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
=
v
1
;

i
f
(
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
<
v
2
)
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
=
v
2
;

}

}
i
n
t
p
o
l
e
_
k
o
m
p
o
n
e
n
t
[
k
o
m
p
+
1
]
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
1
;
i
<
=
k
o
m
p
;
i
+
+
)

{
p
o
l
e
_
k
o
m
p
o
n
e
n
t
[
i
]
=
0
;

}/
/
p
r
i
n
t
f
(
"
p
o
c
e
t
k
o
m
p
:
%
d
\
n
"
,
k
o
m
p
)
;

/
/
p
r
i
n
t
f
(
"
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
:
%
d
\
n
"
,
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
)
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
1
;
i
<
=
m
a
x
_
v
r
c
h
o
l
;
i
+
+
)

{
i
f
(
p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
i
]
.
s
t
u
p
e
n
%
2
=
=
1
)

p
o
l
e
_
k
o
m
p
o
n
e
n
t
[

p
o
l
e
_
v
r
c
h
o
l
u
[
i
]
.
k
o
m
p
o
n
e
n
t
a
]
+
+
;

}i
n
t
v
y
s
t
u
p
=
0
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
1
;
i
<
=
k
o
m
p
;
i
+
+
)

{
v
y
s
t
u
p
=
p
o
l
e
_
k
o
m
p
o
n
e
n
t
[
i
]
/
2
;

p
r
i
n
t
f
(
"
v
y
s
t
u
p
:
%
d
\
n
"
,
v
y
s
t
u
p
+
!
v
y
s
t
u
p
)
;

}

r
e
t
u
r
n
0
;

}
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é
E
W
D
)
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/
/
p
r
v
e
k
s
p
o
j
o
v
é
h
o
s
e
z
n
a
m
u

t
y
p
e
d
e
f
s
t
r
u
c
t
p
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
{

/
/
z
á
z
n
a
m
E
W
D
(
j
e
n
p
r
o
i
l
u
s
t
r
a
c
i
,
ž
e
s
d
a
t
y
E
W
D
s
e
n
e
h
ý
b
e
-
-
v
c
e
l
é
m
p
r
o
g
r
a
m
u
s
e
j
i
n
a
k
n
e
p
o
u
ž
í
v
á
)

E
W
D
z
a
z
n
a
m
;

/
/
s
t
á
ř
í
z
á
z
n
a
m
u
(
č
í
m
s
t
a
r
š
í
,
t
í
m
v
y
š
š
í
č
í
s
l
o
)

i
n
t
s
t
a
r
i
;

/
/
u
k
a
z
a
t
e
l
n
a
d
a
l
š
í
p
r
v
e
k
s
p
o
j
o
v
é
h
o
s
e
z
n
a
m
u
(
n
e
b
o
h
o
d
n
o
t
a
N
U
L
L
,
p
o
k
u
d
j
e
p
o
s
l
e
d
n
í
)

s
t
r
u
c
t
p
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
d
a
l
s
i
;

}
P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
;

/
/
n
e
r
e
k
u
r
z
i
v
n
í
f
u
n
k
c
e
,
k
t
e
r
á
d
o
s
t
a
n
e
u
k
a
z
a
t
e
l
n
a
p
r
v
n
í
p
r
v
e
k
n
e
s
e
t
ř
í
d
ě
n
é
h
o
s
e
z
n
a
m
u

/
/
a
v
r
á
t
í
u
k
a
z
a
t
e
l
n
a
p
r
v
n
í
p
r
v
e
k
s
e
t
ř
í
d
ě
n
é
h
o
s
e
z
n
a
m
u

P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
E
W
D
S
o
r
t
(
P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
z
a
c
a
t
e
k
)
{

i
f
(
z
a
c
a
t
e
k
=
=
N
U
L
L
)
r
e
t
u
r
n
N
U
L
L
;
/
/
a
l
g
o
r
i
t
m
u
s
d
o
s
t
a
l
p
r
á
z
d
n
ý
s
e
z
n
a
m

i
n
t
d
e
l
k
a
U
s
e
k
u
=
1
;
/
/
d
é
l
k
a
s
l
é
v
a
n
ý
c
h
ú
s
e
k
ů

i
n
t
p
o
c
e
t
P
r
v
k
u
=
0
;
/
/
p
o
č
e
t
p
r
v
k
ů
s
p
o
j
o
v
é
h
o
s
e
z
n
a
m
u
,
s
p
o
č
t
e
s
e
v
p
r
v
n
í
m
k
r
o
k
u

P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
n
o
v
y
Z
a
c
a
t
e
k
=
(
P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
)
m
a
l
l
o
c
(
s
i
z
e
o
f
(
P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
)
)
;

n
o
v
y
Z
a
c
a
t
e
k
-
>
d
a
l
s
i
=
z
a
c
a
t
e
k
;

P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
p
r
v
e
k
1
;
/
/
u
k
a
z
a
t
e
l
n
a
p
o
s
l
e
d
n
í
p
r
v
e
k
j
i
ž
s
l
i
t
é
č
á
s
t
i
s
e
z
n
a
m
u

/
/
p
ř
i
s
l
é
v
á
n
í
j
e
p
r
v
e
k
1
p
o
s
l
e
d
n
í
p
r
v
e
k
p
ř
e
d
1
.
s
l
é
v
a
n
ý
m
ú
s
e
k
e
m

P
r
v
e
k
S
e
z
n
a
m
u
*
p
r
v
e
k
2
;
/
/
p
r
v
e
k
p
ř
e
d
a
k
t
u
á
l
n
ě
z
p
r
a
c
o
v
á
v
a
n
ý
m
p
r
v
k
e
m

/
/
p
r
v
e
k
2
j
e
p
o
s
l
e
d
n
í
p
r
v
e
k
p
ř
e
d
2
.
s
l
é
v
a
n
ý
m
ú
s
e
k
e
m
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P
rogram

(S
kok

b
ez
p
ad
ák
u
)

C

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
i
o
.
h
>

#
d
e
f
i
n
e
M
A
X
W
1
0
0

/
/
m
a
x
.
š
í
ř
k
a

#
d
e
f
i
n
e
M
A
X
H
1
0
0

/
/
m
a
x
.
v
ý
š
k
a

#
d
e
f
i
n
e
I
N
F
T
Y
1
0
0
0
0
0
0

/
/
t
o
t
o
j
e
n
e
k
o
n
e
č
n
o

i
n
t
x
0
,
y
0
;

/
/
p
o
č
á
t
e
č
n
í
p
o
z
i
c
e

i
n
t
h
0
;

/
/
b
e
z
p
e
č
n
á
v
ý
š
k
a

i
n
t
T
;

/
/
p
o
č
e
t
t
r
a
m
p
o
l
í
n

i
n
t
W
;

/
/
š
í
ř
k
a

/
/
J
a
k
d
l
o
u
h
o
p
a
d
á
m
e
,
n
e
ž
n
a
r
a
z
í
m
e
n
a
t
r
a
m
p
o
l
í
n
u

/
/
0
=
ž
á
d
n
á
p
o
d
n
á
m
i
n
e
n
í
,
1
=
j
s
m
e
p
ř
í
m
o
n
a
n
í

i
n
t
t
r
a
m
p
[
M
A
X
W
]
[
M
A
X
H
]
;

/
/
k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
=
m
i
n
.
p
o
č
e
t
o
d
r
a
z
ů
p
ř
i
s
k
o
k
u

/
/
z
p
o
l
í
č
k
a
x
,
y
n
e
b
o
I
N
F
T
Y
,
k
d
y
ž
n
e
l
z
e
p
ř
e
ž
í
t

i
n
t
k
r
o
k
y
[
M
A
X
W
]
[
M
A
X
H
]
;

i
n
t
m
a
i
n
(
v
o
i
d
)

{
/
/
P
ř
e
č
t
e
m
e
v
s
t
u
p
a
v
y
z
n
a
č
í
m
e
s
i
t
r
a
m
p
o
l
í
n
y

s
c
a
n
f
(
"
%
d
%
d
%
d
%
d
"
,
&
x
0
,
&
y
0
,
&
h
0
,
&
T
)
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
T
;
i
+
+
)

{
i
n
t
t
x
,
t
y
;

s
c
a
n
f
(
"
%
d
%
d
"
,
&
t
x
,
&
t
y
)
;

/
/
V
í
m
e
,
ž
e
C
g
l
o
b
á
l
n
í
p
r
o
m
ě
n
n
é
n
u
l
u
j
e

t
r
a
m
p
[
t
x
]
[
t
y
]
=
1
;

i
f
(
t
x
>
W
)

W
=
t
x
;

}

/
/
P
ř
e
d
p
o
č
í
t
á
m
e
s
i
v
z
d
á
l
e
n
o
s
t
i
k
t
r
a
m
p
o
l
í
n
á
m

f
o
r
(
i
n
t
y
=
1
;
y
<
=
y
0
;
y
+
+
)

f
o
r
(
i
n
t
x
=
0
;
x
<
=
W
;
x
+
+
)

i
f
(
!
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
]
&
&
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
-
1
]
)

t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
]
=
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
-
1
]
+
1
;

/
/
D
y
n
a
m
i
k
a
z
e
s
p
o
d
a
n
a
h
o
r
u

f
o
r
(
i
n
t
y
=
0
;
y
<
=
y
0
;
y
+
+
)

f
o
r
(
i
n
t
x
=
0
;
x
<
=
W
;
x
+
+
)

{
k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
=
I
N
F
T
Y
;

i
f
(
!
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
]
)

{
/
/
N
e
n
í
p
o
d
n
á
m
i
ž
á
d
n
á
t
r
a
m
p
o
l
í
n
a

i
f
(
y
<
=
h
0
)

k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
=
0
;

}
e
l
s
e
i
f
(
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
]
>
1
)

{
/
/
S
p
a
d
n
e
m
e
n
a
t
r
a
m
p
o
l
í
n
u
(
x
,
y
t
)

/
/
O
d
r
a
z
í
m
e
s
e
d
o
b
o
d
u
(
x
,
y
o
)

i
n
t
y
t
=
y
-
t
r
a
m
p
[
x
]
[
y
]
+
1
;

i
n
t
y
o
=
(
y
+
y
t
)
/
2
;

i
f
(
x
>
0
&
&

k
r
o
k
y
[
x
-
1
]
[
y
o
]
+
1
<
k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
)

k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
=
k
r
o
k
y
[
x
-
1
]
[
y
o
]
+
1
;

i
f
(
x
<
W
&
&

k
r
o
k
y
[
x
+
1
]
[
y
o
]
+
1
<
k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
)

k
r
o
k
y
[
x
]
[
y
]
=
k
r
o
k
y
[
x
+
1
]
[
y
o
]
+
1
;

}}

/
/
V
y
p
í
š
e
m
e
v
ý
s
t
u
p

i
f
(
k
r
o
k
y
[
x
0
]
[
y
0
]
<
I
N
F
T
Y
)

{
p
r
i
n
t
f
(
"
O
d
r
a
z
ů
:
%
d
\
n
"
,
k
r
o
k
y
[
x
0
]
[
y
0
]
)
;

p
r
i
n
t
f
(
"
J
e
š
t
ě
p
ř
e
ž
i
j
e
m
e
z
v
ý
š
e
k
:
"
)
;

f
o
r
(
i
n
t
y
=
y
0
;
-
-
y
>
=
0
;
)

i
f
(
k
r
o
k
y
[
x
0
]
[
y
]
<
I
N
F
T
Y
)

p
r
i
n
t
f
(
"
%
d
"
,
y
)
;

p
u
t
c
h
a
r
(
’
\
n
’
)
;

}
e
l
s
e
p
r
i
n
t
f
(
"
R
.
I
.
P
.
\
n
"
)
;

r
e
t
u
r
n
0
;

}

–
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aa
b
a
b
e
c
e
d
a

b
a
g
r

M
im
ochodem

,
například

také
slova

s
e
n
t
e
n
c
e,
s
e
q
u
e
n
c
e

neb
o
s
t
a
t
e
m
e
n
t
jsou

nahrazovacím
i
výrazy...

Ú
kol
3
[4b]:

N
apište

vyhledávací
výraz,

který
ze
slovníku

„vygrepujeÿ
všechna

slova,
která

jsou
validním

i
nahrazova-

cím
i
výrazy

pro
s
e
d.
I
g
r
e
p
um
í
backreference

(stejně
jako

s
e
d).
B
onusové

4
b
ody
dostane

ten,
kdo
vyrobí

takový
vý-

raz
b
ez
backreferencí

(C
huck

N
orris

je
m
á
jisté).

V
ýraz

m
usí
být
sam
ozřejm

ě
nezávislý

na
p
oužité

ab
ecedě,

takže
nenísprávným

řešením
vygenerovat

pro
každý

m
ožný

oddělovač
separátní

výraz...

V
e
slovníku

je
na
každém

řádku
právě

jedno
slovo

(a
vlevo

a
vpravo

od
něj
nejsou

žádné
m
ezery).

M
ísto
jednoho

výrazu
m
ůžete

p
oužít

až
tři
volání

příkazu
g
r
e
p
sp
ojená

za
seb
ou
rourou.

N
yní
si
zavedem

e
fiktivní

program
ovací

jazyk,
budem

e
m
u

říkat
třeba

„R
eP
rogÿ.

P
rogram

em
v
R
eP
rogu

bude
p
o-

sloupnost
nahrazovacích

výrazů
pro
s
e
d.

N
ad
vstupním

i
daty

se
p
ostupně

spustí
každý

z
výrazů.

K
dyž
program

dob
ěhne

na
konec,

zjistí
R
eP
rog,
jestli

něja-
ký
z
výrazů

m
ěnil
data.

P
okud

ano,
spustí

se
celý

program
od
začátku

znovu;
p
okud

ne,
data

se
prohlásí

za
výstup

a
program

skončí.

T
akový

vzorový
program

je
třeba

s
t
a
t
e
m
e
n
t

s
e
n
t
e
n
c
e

s
a
m
a
r
i
a

K
dyž
m
u
předhodím

e
seb
e
sam
a
jako

vstup,pak
p
o
prvním

průb
ěhu
budem

e
m
ít

s
t
e
r
i
e
n
c
e
m
e
n
t

s
e
n
c
e
n
c
e

s
e
r
i
e
n
m
a
r
i
a

P
o
druhém

průchodu
m
ám
e

s
t
e
r
i
e
n
c
e
r
i
e
n
c

s
e
n
c
e
n
c
e

s
e
r
i
e
n
r
i
e
m
e
n
r
i
a

a
tak
dále,

až
pátý

průchod
data

nezm
ění
a
výstup

em
je

s
t
e
r
i
e
n
c
e
r
i
e
n
c

s
e
n
c
e
n
c
e

s
e
r
i
e
n
r
i
e
r
i
e
n
r
i
e
r
i
e
n

Ú
kol
4
[7b]:

N
apište

program
pro
R
eP
rog,
který

na
vstupu

na
každém

řádku
dostane

dvě
přirozená

čísla
ve
dvojkovém

zápisu
oddělená

m
ezerou

a
na
výstupu

bude
na
každém

řádku
to
větší

z
nich.

N
apříklad

pro
jednořádkový

vstup
1
0
1
1
1
1
0
bude

výstup
1
0
1
1.

Z
a
zm
ínku

ještě
stojí,

že
i
s
e
d
p
odobné

iterování
um
í,
byť

na
jiném

principu
a
s
trochu

jinou
syntaxí.

T
o
už
je
ale
tro-

chu
jiný
příb
ěh,třeba

na
nějakou

soustředkovou
přednášku.

A
kdybyste

se
báli,

že
se
na
soustředko

nedostanete,
pře-

čtěte
si
třeba

m
anuálovou

stránku
(m
a
n
s
e
d),
neb
o
dosti

obsáhlou
dokum

entaci
na
internetu. 5

T
o
je
pro
tentokrát

vše,
v
závěrečném

dílu
si
ukážem

e
tem
-

nou
a
m
ocnou

sílu
jedné

zajím
avé
m
utace

regexů
–
těch

v
P
erlu.

P
rý
se
v
nich

dá
napsat

výraz,
který

nahradí
dvo-

jici
čísel

na
vstupu

za
jejich

p
odíl...

R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky

U
kážem

e
si
um
ěle
znějící

úlohu,
kterou

p
osléze

zm
atem

a-
tizujem

e,
vyřeším

e
a
dokážem

e
vlastnosti

řešení.
N
akonec

přijdou
četná

užití,
která

ozřejm
í,
proč

jsm
e
se
snažili.

L
átka

je
lehce

p
okročilá,

takže
vězte,

že
budete

p
otřeb

ovat
znát

grafy.

U
m
ěle
znějící

úloha
4

2

6
3

4
2

1
1

4

5

3
2

2

4

2

2

R
uský

p
etrobaron

vlastníropná
na-

leziště
na
Sibiři

a
trubky

vedoucí
do
E
vropy.

T
rubky

vedou
m
e-

zi
nalezišti,

uzlovým
i
b
ody

a
koncovým

i
b
ody,

kde
ropu

pře-
bírají

odb
ěratelé.

K
aždá

trubka
m
ůže
a
nem
usím

ít
definováno,kterým

sm
ěrem

jím
á

téci
ropa.

P
ro
každou

trubku
zvlášť

ví-
m
e,kolik

nejvýše
jíza

hodinu
protlačím

e.

N
aleziště

jsou
b
ezedná

a
m
ohou

p
osílat

neom
ezená

m
nož-

stvíropy.O
db
ěratelé

také
dokážíneom

ezená
m
nožstvíropy

z
koncových

b
odů
odebírat.

P
etrobaron

čelí
problém

u,
jak

protlačit
danou

distribučnísítíco
nejvíce

ropy
za
hodinu

ze
zdrojů

k
odb
ěratelům

.

Z
ap
eklité

je
to
hlavně

proto,
že
v
uzlových

b
odech

nelze
ropu

hrom
adit,

ani
pálit

–
rozhodně

tedy
nejde

b
ez
roz-

m
yslu

přikázat,
ať
každou

trubkou
teče

m
axim

um
,
protože

bychom
p
oškodili

cenná
zařízení

a
v
hnusu

labutě
zahubili.

Z
m
atem

atizování

V
zadání

vidím
e
graf,

který
obsahuje

orientované
i
neorien-

tované
hrany,

kde
je
nějaká

p
odm
nožina

vrcholů
označená

jako
zdroje

a
jiná
jako...

říkejm
e
tom
u
třeba

stoky.

A
bychom

m
ěli
situaci

jednodušší,
zbavím

e
se
hned

na
úvod

m
nohočetnosti

zdrojů
a
stoků.

P
řikreslím

e
si
dva
nové

vr-
choly

–
z
nadzdroje

budem
e
p
osílat

ropu
do
všech

zdrojů,
do
nadstoku

budem
e
p
osílat

ropu
ze
všech

stoků.
K
apacitu

přikreslených
hran

pak
nastavím

e
na
nekonečno.

4

2

6
3

4
2

1
1

4

5

3
2

2

4

2

2

∞
∞

∞

∞

∞

T
eď
nám

stačí
vym
yslet

algoritm
us,
který

řeší
problém

s
právě

jedním
zdrojem

a
právě

jedním
stokem

.

K
aždý

vstup
totiž

p
opsaným

zp
ů-

sob
em
převedem

e,
p
ošlem

e
ho

algoritm
u
a
z
výstupu

prostě
jen
odstraním

e
dva
přidané

vr-
choly

a
přip
ojené

hrany.

P
odobně

se
zbavím

e
neoriento-

vaných
hran.

K
aždou

takovou
hranu

v
každém

zadání
zm
ěním

e
na
dvojici

proti-
sm
ěrných

orientovaných
hran

se
stejnou

kapacitou.
V
algo-

ritm
u
pak
už
m
ůžem

e
p
očítat

jen
s
hranam

iorientovaným
i.

D
ostávám

e
se
nyník

nejdůležitějším
u
–
p
odm
ínkám

na
hle-

daný
tok.

5
h
t
t
p
:
//
w
w
w
.
g
n
u
.
o
r
g
/
s
o
f
t
w
a
r
e
/
s
e
d
/
m
a
n
u
a
l
/
s
e
d
.
h
t
m
l

–
5
–
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N
a
vstupu

dostávám
e
ohodnoce-

ní
hran

nezáp
orným

i
čísly

a
na-

ším
úkolem

je
sestavit

jiné
ohod-

nocenítěch
sam
ých
(všech)

hran.

Je
důležité,aby

se
nám

to
neplet-

lo
–
ohodnoceníze

vstupu
se
říká

kapacita
a
značí

se
c(e),

konstru-
ované

ohodnocení
se
jm
enuje

tok
a
říkám

e
m
u
f
(e).

K
onstruované

ohodnocením
axim

alizujem
e,ale

om
ezuje

nás
kapacita

a
K
irchhoff

ův
zákon.

T
ak
budem

e
říkat

p
odm
ínce

na
to,
že
součet

toku
na
hra-

nách,které
do
vrcholu

vstupují,m
usíbýt

stejný
jako

součet
toku

na
hranách,

které
z
vrcholu

vystupují.
M
áte-li

rádi
fy-

ziku
neb
o
b
erete-li

školu
vážně,

důvod
k
takovém

u
p
ojm
e-

nování
jistě

cháp
ete.

F
orm
álně

ony
dvě
p
odm
ínky

vypadají
takto:

∀
e
∈
E
:
f
(e)≤

c(e)

∀
v
∈
V

\
{
z
,s}
: ∑u⃗

v∈
E

f
(u⃗
v)
= ∑v⃗

u∈
E

f
(v⃗
u
)

K
irchhoff

ova
p
odm
ínka

se
sam
ozřejm

ě
netýká

ani
zdroje,

ani
stoku

–
tam

nám
naopak

jde
o
to
ji
co
nejvíce

p
orušit.

V
elikost

toku
je
nejsnazší

m
ěřit
na
nich.

B
udem

e
ji
defino-

vat
jako

rozdíl
m
ezi
součtem

odtoků
a
součtem

přítoků
ve

zdroji.

K
zam
yšlení:

•
N
astavit

ohodnocení
hrany

(kapacitu)
na
skutečné

neko-
nečno

v
našem

program
ovacím

jazyce
nem
usí
jít.
P
ak
se
to

řeší
tím
,
že
se
zvolí

dostatečně
velké

číslo.
Jak
co
nejm

enší,
ale
stále

b
ezp
ečné,

rychle
ze
zadání

určit?
Stejný

problém
se
řešítřeba

v
D
ijkstrově

algoritm
u,ale

ive
sp
oustě

dalších.
•
N
eorientované

hrany,neb
oliob

ousm
ěrné

trubky,sizaslouží
p
odrobnější

rozb
or,
než
jaký

jsm
e
jim
věnovali

v
textu.

Jak
sp
olehlivě

převedem
e
řešení

algoritm
u
do
p
ůvodní

sítě?
•
V
ym
ysleli

jsm
e,jak

vyřešit
více
zdrojů

a
stoků

a
jak
ošetřit

ob
ousm

ěrné
trubky.

C
o
kdyby

bylo
v
zadání

om
ezení

na
průtok

vrcholy?
•
U
m
íte
dokázat,

že
je
absolutní

hodnota
rozdílu

přítoků
a

odtoků
stejná

na
zdroji

i
na
stoku?

T
edy
že
bychom

m
ohli

velikost
toku

stejně
tak
dobře

m
ěřit
i
na
stoku?

Ř
ešení

P
roblém

je
velm

i
studovaný

a
k
jeho

řešení
existují

dva
velké

přístupy,
které

jsou
hum
orně

protikladné.
T
en
první

vezm
e
nulový

tok
a
opatrně

ho
zlepšuje.

D
ruhý

si
napíská

veliké
ohodnocení

hran,
které

ani
tokem

není,
a
pak

ho
opravuje.

P
ředvedem

e
si
onen

první
zp
ůsob

a
algoritm

us,
který

se
p
odle

svých
autorů

jm
enuje

F
ordův-F

ulkersonův.
B
ude
se

nám
odteď

hodit
tvářit

se,
jako

že
m
ezi
každým

i
dvěm

a
vrcholy

vede
ob
ěm
a
sm
ěry
hrana.

T
am
,
kde
ze
vstupu

ne-
přišla,

si
dom
yslím

e
jednu

s
nulovou

kapacitou.

P
ředstavm

e
si
graf,

na
kterém

p
očítám

e
tok
a
dejm

e
tom
u,

že
už
nějaký

tok
m
ám
e
–
třeba

prázdný.
P
ředstavm

e
si,
že

jsm
e
ropný

m
agnát

a
každý

rozdíl
m
ezi
kapacitou

p
otrubí

a
jejím

využítím
(tokem

)
nás
stojí

m
iliony

dolarů.
U
ž
jsm
e

se
sm
ířili
s
tím
,
že
každá

trubka
nem
ůže
být
využita

na
m
axim

um
,
ale
...
zkusm

e
si
vyznačit

ty
hrany,

kde
c(e)̸=

f
(e).

C
o
když

existuje
cesta

z
nad-

zdroje
do
nadstoku,

která
vede

p
ouze

p
o
takových

hranách?

M
ůžem

e
vzít

m
inim
um
z
rozdílů

na
každé

hraně
a
o
toto

číslo
navýšit

tok
na
každé

z
nich!

A
nikapacitní,aniK

irchhoff
ovu
p
odm
ín-

ku
to
jistě

nep
oškodí.

P
okud

žádnou
takovou

cestu
nevidím

e,
znam

e-
ná
to,
že
tok
vylepšit

nejde?
N
e
úplně.

P
ředstavte

si
násle-

dující
situaci:f=

2
f=
2

f=
2

c
=
3

c
=
2

c
=
3

C
opak

nejde
zlepšit?

Jde!
N
ení
na
to
první

p
ohled

úplně
jasné,

ale
m
ůžem

e
zlepšovat

výsledný
tok
i
tím
,
že
ho
na

protism
ěrné

části
cesty

snížím
e.
Sam
ozřejm

ě
však

nesm
ím
e

nastavovat
tok
záp
orný.

(Je
sm
utné,

že
si
teď
trochu

kazím
e
grafovou

term
inologii

–
co
je
to
za
cestu

v
orientovaném

grafu,
která

nem
usí
re-

sp
ektovat

orientaci
hran?)

T
akže

jaká
je
přesně

p
odm
ínka

pro
„vyznačeníÿ

hrany
u⃗
v?

N
astává

f
(u⃗
v)

<
c(u⃗

v)
neb
o
f
(v⃗
u
)
>
0.P
otom

jilze
zlepšit

o
c(u⃗

v)−
f
(u⃗
v)
+

f
(v⃗
u
).

H
ledání

všech
vhodných

(„zlepšujícíchÿ)
cest
tedy

m
ůžem

e
dělat

prostým
prohledáváním

do
šířky

přes
vyznačené

hra-
ny.
B
udem

e
to
dělat

opakovaně
znovu

a
znovu,

až
žádnou

takovou
nenajdem

e,
a
pak
vrátím

e
získaný

tok
jako

výsle-
dek.

A
nalýza

algoritm
u

Správnost

Z
avolali

jsm
e
algoritm

us
na
prázdný

tok,
ten
ho
zlepšil

do
situace,

ve
které

neexistuje
zlepšující

cesta.

Z
nam
ená
tato

neexistence,
že
je
výsledný

tok
m
axim

ální?
O
pačná

im
plikace

je
jasná

–
m
axim

ální
tok
zlepšit

žádným
zp
ůsob

em
nep
ůjde,

takže
ani
přes

zlepšující
cestičky.

K
dyž
zkusím

e
algoritm

us
pustit

na
graf,

kde
už
žádná

ta-
ková

cesta
není,

m
ůžem

e
si
p
oznam

enat
všechny

vrcholy,
kam

jsm
e
se
p
om
ocí
prohledávání

zlepšitelných
hran

ješ-
tě
dostali.

T
ato
m
nožina

bude
jistě

obsahovat
zdroj

(tam
jsm
e
začali)

a
jistě

nebude
obsahovat

stok
(to
by
existovala

zlepšující
cesta).

N
a
hranách

m
ezi
touto

m
nožinou

a
jejím

doplňkem
nem
ů-

žem
e
zlepšovat,

jinak
by
se
p
o
nich

náš
program

pustil
dál

a
m
nožinu

vrcholů,
kam

se
dostal,

by
rozšířil.

V
šechny

hra-
ny
sm
ěřující

ven
tedy

m
ají

f
(e)
=

c(e),
pro
všechny

hrany
sm
ěřující

dovnitř
platí

f
(e)
=
0.

T
yto
hrany

tvořířez
naším

grafem
.D
ovolám

se
v
tuto

chví-
li
na
vaši

intuici
–
tok
nem
ůže
být
větší

než
lib
ovolný

řez.
Z
toho

už
dostávám

e,
že
náš
algoritm

us
našel

tok
m
axi-

m
ální,

protože
našel

také
řez,

který
zaručuje,

že
nem
ůže

existovat
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dál.

P
očet

cest
je
tedy

velikost
toku.

P
odle

M
engerovy

věty
je
navíc

p
očet

hranově/vrcholově
disjunktních

cest
roven

stupnihranové/vrcholové
souvislostigrafu

–
m
ám
e
tedy

ny-
ní
algoritm

us,
který

ji
najde.

K
zam
yšlení:

•
Ú
vaha

nebyla
naprosto

přím
očará

kvůli
cyklům

v
naleze-

ném
toku.

Ř
íká
se
jim
cirkulace.

Je
jasné,

že
v
případě

hle-
dání

hranově
disjunktních

cest
vzniknout

m
ohou.

C
o
v
pří-

padě
vrcholově

disjunktních,
tedy

v
situaci,

kdy
jsm
e
om
e-

zili
tok
vrcholy?

•
N
epracuje

náhodou
neupravený

E
dm
ondsův-K

arp
ův
algo-

ritm
us
rychleji,p

okud
je
graf,jak

jsm
e
teď
opakovaně

viděli,
ohodnocený

toliko
nulam

i
a
jedničkam

i?

7
h
t
t
p
:
//
m
j
.
u
c
w
.
c
z
/
v
y
u
k
a
/
0
9
1
0
/
a
d
s
2
/
2
-
d
i
n
i
c
.
p
d
f

8
h
t
t
p
:
//
m
j
.
u
c
w
.
c
z
/
v
y
u
k
a
/
0
9
1
0
/
a
d
s
2
/
3
-
g
o
l
d
b
e
r
g
.
p
d
f

9
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
e
u
l
e
r
o
v
s
k
e
-
t
a
h
y–
7
–



V
zorová

řešení
třetí

série

23-3-1
Ú
sp
orn
ý
kořen

Ř
ešitelé,

kteří
m
ají
dobrou

grafovou
intuici

neb
o
dostateč-

ně
nap
osloucháno,

si
uvědom

ili,
že
jde
dokázat,

že
kýžené

vrcholy
najdou

uprostřed
nejdelší

cesty
strom

u.
Jan
B
ok
si

dobře
všim

nul,
že
v
dávné

úloze
18-1-3

K
eřík

už
jsm
e
do-

konce
ob
ecnější

variantu
problém

u
nejdelší

cesty
ve
strom

u
řešili.

V
ezm
em
e
zavděk

algoritm
em
,
který

takové
p
ozorování

ne-
využívá.

B
ude
se
zakládat

na
opakovaném

obírání
strom

u
o
listy.

N
ejdřív

ale
několik

otázek:

M
ůže
být
list
strom

u
n
a
alespoň

třech
vrcholech

úsporn
ý

kořen
?
N
em
ůže,

protože
soused

takového
listu

je
ke
všem

ostatním
vrcholům

o
jednotku

bližší
(každá

cesta
z
listu

k
dalším

u
vrcholu

totiž
vedla

přes
něj),

takže
bude

m
ít

o
jednotku

m
enší

hlobuku.

Z
m
ěn
í
se
m
n
ožin
a
úsporn

ých
kořen

ů
odstran

ěn
ím
všech

lis-
tů
strom

u
n
a
alespoň

třech
vrcholech?

N
e,
protože

tako-
vou
op
eracízm

enším
e
hloubku

všech
zbylých

vrcholů
právě

o
jedničku

–
vrcholy

s
m
inim
ální
hloubkou

zůstanou
tytéž.

P
roč
právě

o
jedn
ičku?

H
loubka

každého
vrcholu

je
dána

vrcholy,které
jsou

od
něj
nejdál.T

o
ale
m
usíbýt

listy,jinak
by
šlo
onu

vzdálenost
m
ěřící

cestu
protáhnout

a
hloubku

zvětšit.

T
ím
,
že
odstraním

e
všechny

listy,
tedy

odstraním
e
všech-

ny
důvody,proč

by
nem
ohla

být
hloubka

o
jednotku

m
enší.

O
víc
to
být
nem
ůže,protože

sousediodstraněných
nejvzdá-

lenějších
listů

svědčí
o
existenci

cesty
o
jednotku

kratší.

Je
dobré

si
rozm

yslet,
kde

argum
entace

selhává
na
stro-

m
ech,

které
ani
tři
vrcholy

nem
ají.

T
eď
už
je
zřejm

á
správnost

algoritm
u,
který

vrací
výsledek

sam
a
seb
e
pro
strom

obraný
o
všechny

své
listy,

je-li
sp
ouš-

těn
na
strom

u
s
třem

i
a
více

vrcholy.
P
ro
strom

na
jednom

čidvou
vrcholech

je
m
nožina

úsp
orných

kořenů
rovna

m
no-

žině
vrcholů.

A
lgoritm

us
skončí,

protože
každý

strom
na
alesp

oň
dvou

vrcholech
obsahuje

alesp
oň
dva
listy

(jsou
to
třeba

konce
nejdelší

cesty).

A
bychom

se
vešli

do
lineární

časové
složitosti,

předp
očítá-

m
e
sistup

eň
(p
očet

sousedů)
každého

vrcholu
a
přikaždém

odtrhávání
listů

si
jej
zaktualizujem

e.
B
udem

e
si
také

udr-
žovat

seznam
listů

grafu
–
vrcholy

z
něj
zanikají

odtrhává-
ním
a
přibývají

snížením
stupně

na
jednotku.

O
důvodněním

lineárnosti
pak
budiž

to,
že
odstranění

kaž-
dého

vrcholu
nám

trvá
konstantně

času
–
nezap

om
eňm
e,

že
odstraňujem

e
listy,

takže
aktualizace

seznam
u
sousedů

a
stejně

tak
stupně

se
týká

jen
jediného

souseda
tohoto

od-
straňovaného.

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

L
ukáš

L
án
ský

23-3-2
N
ejk
ratší

cesta
p
řes
o
ceán

N
ejprve

se
p
odívám

e
na
to,
jak
vypadá

ona
nejkratší

úseč-
ka,
kterou

hledám
e.
Její
krajní

b
ody
leží
na
obvodech

za-
daných

m
nohoúhelníků,takže

buďto
na
nějaké

straně,neb
o

v
nějakém

vrcholu
m
nohoúhelníka.

N
avíc,

když
si
p
o
chvíli

uvědom
ím
e,
že
řešením

určitě
bude

kom
binace

vrchol-strana,
neb
o
vrchol-vrchol,

tak
už
není

žádný
problém

vyzkoušet
všechny

takové
kom
binace

v
ča-

se
O
(N
2).
M
ůže
existovat

i
řešení

strana-strana,
ale
pak

existuje
i
jiné
stejně

dobré...

S
trochou

štěstí,
třídění

a
binárního

vyhledávání
se
dá
ta-

kový
algoritm

us
zrychlit

až
na

O
(N
log

N
),ale

to
stále

není
žádná

sláva.

N
aservírujem

e
si
tedy

trochu
geom

etrických
důkazů

a
vy-

koukám
e
z
nich

algoritm
us
ještě

výrazně
rychlejší.

P
rvní

případ.
P
okud

je
řešením

kom
binace

strana-vrchol,
pak
ona
hledaná

úsečka
bude

na
příslušnou

stranu
kolm

á.
D
ůkaz

sp
orem

.
U
važm

e
stranu

X
Y
jednoho

m
nohoúhel-

níka,
uvnitř

které
leží
b
od

B
(různý

od
X
i
Y
);
b
od

A
je

vrcholem
druhého

m
nohoúhelníka.H

ledanou
úsečkou

budiž
A
B
a
úhel

A
B
Y
nechť

není
pravý.

P
ak
nechť

B
′
je
pata

kolm
ice
z
b
odu

A
na
přím

ku
X
Y
.

P
okud

B
′
leží
m
ezi

X
a
Y
,
pak
rozhodně

|A
B

′|
<

|A
B
|,
a

tedy
m
ám
e
kratší

úsečku
a
A
B
nebyla

řešením
.

P
okud

by
b
od

B
′
padl

m
im
o
X
Y
,
pak
na
přím

ce
X
Y
leží

b
ody
určitě

v
p
ořadí

B
′,X

,B
,Y
,neb

o
B

′,Y
,B

,X
,přičem

ž
vzdálenost

od
b
odu

A
v
tom
to
p
ořadíroste

( A
B

′je
nejkrat-

ší
a
A
Y
,
resp.

A
X
je
nejdelší).

Sp
eciálně

tedy
jedna

z
A
Y

a
A
X
m
usí
být
kratší

než
úsečka

A
B
,
která

tedy
není

řeše-
ním
.
Sp
or.

Q
E
D

P
odobnou

úvahou
zjistím

e,
že
p
okud

je
řešením

kom
binace

vrchol-vrchol,
pak
hledaná

úsečka
m
usí
s
ob
ěm
a
přilehlým

i
stranam

i
svírat

alesp
oň
pravý

úhel,
jinak

na
ni
m
ůžem

e
aplikovat

argum
ent
z
předchozích

odstavců.

T
akže

pro
každou

hranu
m
ám
e

jen
jeden

sm
ěr,
ve
kterém

z
ní

m
ůže
vést

hledaná
úsečka,

a
pro

každý
vrchol

interval
sm
ěrů.

C
o
víc,m

nohoúhelníky
jsou
kon-

vexní,
takže

když
si
řeknem

e
li-

b
ovolný

sm
ěr
(úhel),

tak
nalez-

nem
e
jen
jedno

m
ísto
na
každém

m
nohoúhelníku,

pro
které

tento
sm
ěr
připadá

v
úvahu.

N
avíc

jsm
e
dostali

ony
m
noho-

úhelníky
zadané

jako
b
ody
v
p
o-

řadí
na
obvodu,

takže
m
ůžem

e
jednoduše

v
lineárním

čase
p
ostupně

projít
všechny

m
ožné

sm
ěry.

L
ze
sito

také
představit

tak,že
m
ám
e
dvě
rovnob

ěžky,kte-
ré
otáčím

e
každou

okolo
jednoho

z
m
nohoúhelníků

stejným
sm
ěrem

(tak,
abychom

nepřeskočili
žádný

vrchol),
a
vždyc-

ky
si
ukládám

e,
kterého

vrcholu
se
zrovna

která
ze
přím

ek
dotýká.

T
ak
je
také

im
plem

entován
vzorový

program
.

Jak
zjistím

e,
že
právě

procházím
e
okolo

řešení?
P
okud

je
správným

řešením
kom
binace

vrchol-strana
(A
-B

C
),
roz-

hodně
se
v
jednu

chvílistane,
že
na
jednom

m
nohoúhelníku

m
ám
e
zrovna

vybraný
b
od

A
a
na
druhém

přecházím
e
z
B

do
C
.

N
avíc

pro
správné

řešení
jako

jediné
platí,

že
A
B
C
je
ost-

roúhlý
trojúhelník,

který
se
nepřekrývá

se
zadaným

i
m
no-

hoúhelníky.
D
ůkaz

je
jednoduchý

–
od
správného

řešení
se

rozchází
odp
ovídající

si
vrcholy

na
různé

strany,
viz
obrá-

zek.

–
8
–

A
nalogicky

z
{
D
,H

}
přečtením

1
dojdem

e
do

{A
,E

,G
,I}.

Z
{G

,E
,I}
pak

vedou
hrany

0
a
1
do

{A
,C

,E
,G

,I}
a

{
B
,D

,F
,H

}.

0

1

0

1

0

1

{
G
}

{
G
,E

,I
}

{
D
,H

}

{
A
,C

,E
,G

,I
}

{
B
,D

,F
,H

}

{
A
,E

,G
,I
}

Stejným
zp
ůsob

em
pak
ještě

doplním
e
hrany

z
nově

vznik-
lých

tří
stavů

(další
už
nevzniknou,

ale
teoreticky

by
m
ohly

–
výsledný

D
K
A
m
ůže
m
ít
až
2
N
stavů

oprotiN
K
A
s
N
sta-

vy).

V
ýstupní

stavy
jsou

pak
všechny

ty,
v
jejichž

m
nožinách

se
vyskytuje

alesp
oň
jeden

výstupní
stav

p
ůvodního

N
K
A
.

V
tom

byl
v
našem

případě
výstupním

stavem
jen

C
,
který

se
ive
výsledném

autom
atu
vyskytuje

v
jediném

stavu.T
en

je
tedy

výstupním
.

0

1

0

1

0

1

1

1

1

0

0

0

{
G
}

{
G
,E

,I
}

{
D
,H

}

{
A
,C

,E
,G

,I
}

{
B
,D

,F
,H

}

{
A
,E

,G
,I
}

N
a
obrázku

vidíte
kom
pletnízkonstruovaný

D
K
A
a
zároveň

řešení
úkolu

1.

K
dyž
jste
převedli

oba
dva
výrazy

z
úkolu

2
na
N
K
A
(p
o-

stup
em
z
m
inulé

série)
a
touto

m
etodou

na
D
K
A
,
dostali

jste
přibližně

tyto
dva
autom

aty:

B

A

A A

A

B

B

A

A

B

123

4
5

6

12
3 4

A

A

BA

A

B

V
ěřili

byste,
že
jsou

ekvivalentní,
tedy

že
přijím

ají
stejný

jazyk?
N
a
prvníp

ohled
to
tak
rozhodně

nevypadá,ale
jsou.

Jak
na
to
přijdem

e?

U
kážem

e
si
p
ostup

zvaný
„redukce

autom
atuÿ,

kdy
nalez-

nem
e
všechny

stavy,
které

jsou
ekvivalentní,

a
sloučím

e
je.

N
apříklad

si
m
ůžem

e
všim

nout,
že
u
řešení

úkolu
1
by
šlo

sloučít
(nerozlišitelné)

stavy
{A

,E
,G

,I}
a
{G

,E
,I}.

A
ť

přečtu
cokoli,

skončím
na
stejném

m
ístě.

A
B

→
1
2
–

ω
2
3
1

α
3
5
4

α
4
3
5

α
5
6
–

ω
6
3
5

α

Z
apíšem

e
silevý

autom
at
tabulkou.Se

šip-
kou
je
vstupní

stav,
p
odtržen

je
výstupní.

V
e
sloup

civpravo
jsou
pak
zapsány

katego-
rie
stavů

–
jak
by
autom

at
z
tohoto

stavu
p
okračoval,kdyby

na
vstupu

už
nebylžád-

ný
znak.

T
abulku

budem
e
dále

rozšiřovat.
P
ředp
okládejm

e,
že
je
na

vstupu
o
znak

víc:

A
B

A
B

→
1
2
–

ω
α
–

ω
2
3
1

α
α

ω
α

3
5
4

α
ω

α
β

4
3
5

α
α

ω
α

5
6
–

ω
α
–

ω
6
3
5

α
α

ω
α

Z
jistilijsm

e,jak
se
autom

at
cho-

vá
p
o
přečtení

jednoho
znaku.

V
idím
e,že

stavy
2,4
a
6
jsou

ne-
rozlišitelné,p

okud
přečtem

e
m
a-

xim
álně

jeden
znak

ze
vstupu.

T
aktéž

stavy
1
a
5.

T
řetí,

separátní
kategorii

jsm
e
m
useli

zavést
pro
stav

3,
který

se
začal

lišit
od
stavů

2,
4
a
6.

P
rovedem

e
ještě

jeden
krok

a
zjistím

e,
že
se
už
kategorie

stavů
nezm

ěnily.A
B

A
B

A
B

→
1
2
–

ω
α
–

ω
α
–

ω
2
3
1

α
α

ω
α

β
ω

α
3
5
4

α
ω

α
β

ω
α

β
4
3
5

α
α

ω
α

β
ω

α
5
6
–

ω
α
–

ω
α
–

ω
6
3
5

α
α

ω
α

β
ω

α

Jedna
hezká

věta
říká,

že
jakm

ile
se
jednou

nezm
ění
ka-

tegorie
stavů,

nezm
ění
se
nikdy.

T
o
je
docela

jasně
vidět,

když
si
uvědom

íte,
že
by
se
vlastně

p
ořád

dokola
opakovaly

stejné
trojice

sloup
ečků.

A
B

→
ω

α
–

α
β

ω
β

ω
α

D
alší
hezká

věta
říká,

že
p
oslední

trojice
slou-

p
ečků

nám
p
opisuje

tzv.
redukovaný

autom
at,

který
je
ekvivalentní

s
tím
p
ůvodním

.
D
upli-

citní
řádky

vynechám
e.

K
dyž
pak
provedem

e
totéž

pro
druhý

autom
at,
dostanem

e
p
odobnou

tabulku.

A
B

A
B

A
B

→
1
2
–

α
β
–

α
β
–

α
2
3
4

β
β

α
β

γ
α

β
3
4
2

β
α

β
γ

α
β

γ
4
2
–

α
β
–

α
β
–

α

−→

A
B

→
α

β
–

β
γ

α
γ

α
β

A
utom

aty
tedy

jsou
ekvivalentní,

neb
oť
jejich

redukova-
né
verze

jsou
ekvivalentní

(stačí
tabulky

přepísm
enkovat).

P
roto

i
dva
zadané

regexy
jsou

ekvivalentní,
tedy

p
opisují

stejný
jazyk.

Jedno
obtížně

dokazatelné
tvrzení

říká,
že
p
okud

jsou
dva

autom
aty
ekvivalentní,

pak
je
lze
zredukovat

tím
to
p
ostu-

p
em
na
stejný

D
K
A
,
až
na
isom

orfism
us.

Isom
orfní

D
K
A
jsou

takové,
že
p
okud

správně
přečíslujem

e
stavy

jednoho
z
nich,

tak
dostanem

e
druhý

autom
at.
A
č
se

to
nezdá,na

problém
neznám

e
p
olynom

iálníalgoritm
us,ale

ani
nevím

e,
jestli

je
N
P
-úplný.

A
jaké

bylo
správné

řešení
úkolu

3?
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
2
0
1
je

nejm
enším

násobkem
devíti

vyhovujícím
zadaném

u
výra-

zu.
B
ylo
p
otřeba

si
všim

nout,
že
všechny

ohvězdičkované

–
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–



P
ak
p
ostupně

b
erem

e
prvky

ze
začátku

ob
ou
úseků

(ná-
sledníky

prvku
p
r
v
e
k
1
a
p
r
v
e
k
2)
a
m
enší
z
nich

přep
ojím
e

za
prvek

p
r
v
e
k
1.
Je-li

to
prvek

z
prvního

seznam
u,
stačí

p
osunout

odkaz
p
r
v
e
k
1
o
jeden

prvek
dopředu,

jinak
je
to

následník
p
r
v
e
k
2
(označm

e
ho
p),
který

přep
ojím
e
za
p
r
-

v
e
k
1
takto:

následníkem
p
bude

následník
p
r
v
e
k
1,
násled-

níkem
p
r
v
e
k
1
bude

p,
následníkem

p
r
v
e
k
2
bude

p
ůvodní

následník
p.

Jestli
vás
předchozí

odstavec
zm
átl,
vůb
ec
se
nedivím

a
ra-

dějipředkládám
obrázek

(tečkované
šipky

ukazujípřep
ojení

prvku
p):

1
2

1
0

5
4

2
8

6
3

p
rv
ek
1

p
rv
ek
2

p

Je
vidět,

že
p
otřebujem

e
jen
konstantně

m
noho

p
om
ocné

pam
ěti.
C
o
se
týče

časové
složitosti,

bude
pro
jakákoliv

da-
ta

O
(n
log

n
),
kde

n
je
p
očet

prvků.
V

k-tém
kroku

totiž
slévám

e
úseky

o
2
k
prvcích,

a
bude-li

2
k
>

n
/2,
získám

e
p
o

tom
to
kroku

celý
setříděný

sp
ojový

seznam
.O
dtud

zlogarit-
m
ováním

dostanem
e,
že
stačí

log
2
n
kroků,

přičem
ž
v
kaž-

dém
provedem

e
O
(n
)
op
erací.

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

P
avel

V
eselý

23-3-6
V
ý
zk
u
m
veřejn

éh
o
m
ín
ěn
í

T
ato
úloha

m
ěla
sp
oustu

m
ožností,jak

jiřešit.M
y
siukáže-

m
e
jedno

kvadratické
řešenía

pak
řešenív

čase
O
(N
log

N
).

N
ejdříve

se
p
odívám

e
na
kvadratické

řešení.

V
stupní

p
osloupnost

si
načtem

e
do
dvou

p
olí.
V
p
oli

X
budem

e
m
ít
p
osloupnost,

tak
jak
přišla

na
vstupu,

a
do

p
ole

Y
uložím

e
p
osloupnost

setříděnou
p
odle

velikosti.

N
ynísivšim

nem
e,že

každá
dvě
p
o
sob
ě
jdoucíčísla

v
p
oli

X
nám

určujíintervaly
m
ezivstupním

iob
dobí(kde

p
opularita

klesá/stoupá)
a
dvě
p
o
sob
ě
jdoucí

čísla
v
p
oli

Y
určují

intervaly
hodnot,

které
budou

m
ít
stejnou

četnost
výskytů.

M
y
tedy

z
každého

intervalu
v
p
oli

Y
vezm

em
e
lib
ovolnou

hodnotu,
(například

prostřední),
a
sp
očítám

e,
kolikrát

se
vyskytuje

v
intervalech

p
ole

X
.

N
yník

řešenípracujícív
čase

O
(N
log

N
).E
xistuje

sp
ousta

zp
ůsob

ů,
jak
na
úlohu

jít.
M
y
si
ukážem

e
techniku

zvanou
Z
am
etání

přím
kou
(line

sw
eep),

p
om
ocí
které

se
m
im
o
jiné

dají
řešit

i
některé

geom
etrické

úlohy.

P
ředstavm

e
si,
že
se
ke
grafu

p
opularity

blíží
přím

ka
rov-

nob
ěžná

s
osou

x
.
T
ato
přím

ka
začne

v
m
inus

nekonečnu,
projde

grafem
od
zdola

nahoru
a
skončí

v
plus

nekoneč-
nu.
N
ás
v
každém

okam
žiku

bude
zajím

at,
kolikrát

přím
ka

protíná
graf.

V
šechny

okam
žiky

ale
testovat

nem
ůžem

e,
tak
se
budem

e
věnovat

jen
těm
,
ve
kterých

se
p
očet

průsečíků
s
přím

kou
m
ění.
T
akovým

okam
žikům

budem
e
říkat

události
a
tyto

události
budem

e
zpracovávat

v
p
ořadí,

v
jakém

nastanou
při
průchodu

od
zdola

nahoru.

V
našem

případě
jsou

události
všechny

b
ody,

ve
kterých

se
m
ění
p
očet

průsečíků
s
přím

kou.
V
šim
nem
e
si,
že
tento

p
očet

se
nám

bude
m
ěnit

p
ouze

v
lokálních

m
axim

ech
a

m
inim
ech
(tam

,
kde
je
špička).

V
m
axim

u
nastanou

dvě
události:

nejdříve
se
p
očet

průsečíků
zm
enší

o
jedna

(došli
jsm
e
do
špičky)

a
p
oté
špičku

opustím
e
a
p
očet

průsečíků
se

znova
zm
enší
o
jedna.

P
odobné

budou
i
události

u
m
inim
a.

M
y
sitedy

pro
každý

b
od
vytvořím

e
příslušné

události(p
o-

zor,u
krajních

b
odů
je
p
ouze

událost
opuštění/přidáníšpič-

ky)
a
tyto

události
si
setřídím

e
prim

árně
p
odle

výšky
a

sekundárně
p
odle

jejich
priority.

P
riorita

událostí
je:

1.
zm
ěna
na
špičku

m
axim

a

2.
přidání

špičky
m
inim
a

3.
opuštění

špičky
m
axim

a

4.
rozdvojení

špičky
u
m
inim
a

Z
kuste

si
rozm

yslet,
proč

jsou
priority

událostí
právě

tak-
to
a
v
jakém

případě
m
ůže
nastat

problém
,
kdyby

žádné
priority

nebyly.

T
eď
už
jen
p
ostupně

zpracovávám
e
všechny

události
a
p
o

každém
zpracovánízkontrolujem

e,jestlinejsm
e
v
m
axim

ál-
ním

p
očtu

průsečíků.
P
o
zpracování

všech
událostí

vypíše-
m
e
výsledek.

N
a
první

p
ohled

to
vypadá

docela
složitě,

ale
vlastně

je
to

jednoduché.
V
iz
zdrojový

kód.

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

K
arel
T
esař

23-3-7
A
u
tom
aty
stok

rát
jin
ak

T
řetísériíuzavírám

e
seriálovou

odb
očku

k
autom

atům
.Ješ-

tě
nám

chybí
vysvětlit

převod
N
K
A
na
D
K
A
a
redukci

au-
tom
atu.

N
ejprve

si
ukážem

e
převod

N
K
A
na
D
K
A
třeba

na
zadání

úkolu
1.
O
značím

e
si
jednotlivé

stavy
třeba

písm
eny

A
až

I
jako

na
obrázku

(ten
stav

uprostřed
je

E
,
jen
se
to
tam

nevešlo).

ε
ε

ε
ε

ε
ε

ε
ε

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

1
1

1
1

11

11

11

A
B

C

D
F

G
H

I

N
yní
budem

e
konstruovat

D
K
A
,
ve
kterém

budou
jako

sta-
vy
m
nožiny

stavů
p
ůvodního

N
K
A
.V
stupnístav

je
G
.Z
něj

se
m
ůžem

e
dostat

přečtením
1
do

{
D
,H

}
a
přečtením

0
do

{G
,E

,I}.

0

1

{
G
}

{
G
,E

,I
}

{
D
,H

}

K
am
se
nyní

m
ůžem

e
dostat

z
{D

,H
}
přečtením

0?
Z
e

stavu
D
jde
jít
do

B
(a
pak
p
o
ε
hranách

do
D
,
F
a
H
),

z
H
jde
jít
do

D
a
F
(a
p
o
ε
hranách

do
H
),
tedy

z
{D

,H
}

vede
hrana

p
opsaná

0
do
stavu

{
B
,D

,F
,H

}.

–
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–

P
ro
případ,

že
řešení

je
vrchol-vrchol,

si
ještě

ukládám
e

vzdálenosti
m
ezi
projitým

i
dvojicem

i
vrcholů.

P
okud

tedy
dob
ěhne

cyklus
b
ez
toho,abychom

vypsalivýsledek
a
skon-

čili,
je
správným

řešením
nalezené

m
inim
um
vrchol-vrchol.

L
ineární

řešení
(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
t
a
s
k
s
/
2
3
/
2
3
3
2
-
1
.
c

Č
as
je
tedy

O
(N
),
pam
ěť
taktéž.

V
yřešili

jsm
e
tedy

úlohu
tak
rychle,

jak
rychle

um
ím
e
načíst

vstup.

} ∑
E
xistuje

drsnější
řešení,

které
využívá

m
odifikaci

p
ůle-

níintervalu.Jeho
kom
pletníp

opis
by
vystačilna

sam
o-

statný
článek

a
jeho

časová
složitost

je
O
((log

A
)(log

E
)),

kde
A
a
E
jsou

p
očty

vrcholů
m
nohoúhelníků.

N
ám
však

b
ohatě

stačilo
řešení

lineární.

} ∑
V
úloze

se
m
asivně

p
oužívá

analytická
geom

etrie
a
vek-

torový
p
očet.

Z
a
zm
ínku

stojí
několik

p
oužitých

faktů:

•
B
od
se
dá
p
ovažovat

za
vektor.

•
Skalární

součin
dvou

vektorů
a,

b
je
roven

|a||b|cos
φ
,
tedy

je
kladný,

p
okud

svírají
ostrý

úhel,
záp
orný

pro
tupý

úhel
a
nula

pro
pravý

úhel
φ
.

•
N
orm
álový

vektor
a
N
je
kolm

ý
na
vektor

a

•
Skalárnísoučin

vektoru
a
a
norm

álového
vektoru

b
N
je
klad-

ný,
je-li
vektor

b
„na
jedné

straněÿ
od
vektoru

a,
jinak

zá-
p
orný

(a
pro
vektory

opačného
sm
ěru
nulový).

K
ladná

a
záp
orná

strana
závisí

na
definici

norm
álového

vektoru
(je-li

to
„ten

kolm
ý
vlevoÿ,

neb
o
„ten

kolm
ý
vpravoÿ).

Jan
„M
oskytoÿ

M
atějka

&
Jitka

N
ovotn

á

23-3-3
S
kok

b
ez
p
ad
ák
u

Ú
loha

m
á
přehršelparam

etrů
a
u
takových

se
obvykle

stává,
že
složitost

různých
řešení

závisí
na
různých

param
etrech.

T
ak
si
je
p
ojďm

e
p
ojm
enovat:

(x
0 ,y
0 )
p
očáteční

p
ozice

h
0
výška,

ze
které

sm
ím
e
spadnout

T
p
očet

tram
p
olín

W
šířka

(p
ozice

nejpravější
tram

p
olíny)

U
jasn
ěn
í
zadán

í.
Z
adání

zarytě
m
lčí
o
dvou

důležitých
vě-

cech:

•
Jsou

souřadnice
celočíselné?

N
ikoho

z
řešitelů

naštěstí
ne-

napadlo,
že
by
nem
usely

být,
tak
to
předp

okládejm
e
také.

(Jinak
by
totiž

úloha
byla

m
nohem

zákeřnější
–
byla

by
vůb
ec
řešitelná

v
konečném

čase?)
•
C
o
se
stane,když

padám
e
z
výšky

1?
P
ak
by
m
ělnásledovat

odraz
do
výšky

0.
A
p
okud

spadnem
e
na
jednu

z
několika

sousedních
tram

p
olín,

m
ůžem

e
p
o
nich

pak
volně

chodit
a
na
kraji

seskočit
dolů?

R
aději

nulové
odrazy

zakážem
e.

(K
dybychom

je
opravdu

chtěli,
náš
algoritm

us
p
ůjde

snad-
no
upravit,

aby
s
nim
i
p
očítal.)

P
ár
pozorován

í
pro
začátek.

P
ředně,p

okud
spadnem

e
z
b
o-

du
(x
,y)
na
tram

p
olínu

(x
,t),
odrazím

e
se
do
výšky

y
′
=

⌊(y
+

t)/2⌋
a
odtam

tud
se
p
osunem

e
buďto

do
(x

−
1
,y

′),
neb
o
do
(x
+
1
,y

′).
Jelikož

t
<

y
(tram

p
olína

leží
p
od
ná-

m
i)
a
nulové

odrazy
jsm
e
zakázali,

m
usí
být
i
y
′
<

y.
T
akže

p
ostupně

padám
e
z
čím
dál
tím
nižších

b
odů.

P
roto

ať
už
se
odrážím

e
jakkoliv,

p
o
konečně

m
noha

odra-
zech

spadnem
e
na
zem

(živí
či
m
rtví;

se
schrödingerovsky

kočkovitým
iparašutisty

nep
očítám

e).D
okonce

vím
e,že

od-
razů

je
vždy

nejvýše
y
0 .

R
ekurzivn

í
řešen

í.
N
ejprve

se
p
odívám

e
na
první

p
odúlo-

hu.
C
hcem

e
tedy

naprogram
ovat

funkci,
která

dostane
p
o-

čáteční
p
olohu

(x
0 ,y
0 )
a
oznám

í,
jaký

je
m
inim
ální

p
očet

odrazů,
chcem

e-li
přežít

(neb
o
+
∞
,
p
okud

nem
ám
e
šanci).

T
ato
funkce

si
m
ůže
sp
očítat,

která
tram

p
olína

leží
p
od
za-

daným
b
odem

,
odrazit

se
od
ní,
a
vyzkoušet

jak
p
osunutí

doleva,
tak
doprava.

K
aždá

z
těchto

m
ožností

zase
dává

nějaký
b
od,
ze
kterého

budem
e
padat.

K
terý

si
vybrat?

N
evím

e.
T
ak
zkusím

e
oba.

P
ro
každý

se
zavolám

e
rekurzivně

a
zjistím

e,která
m
ožnost

dává
m
enší

p
očet

odrazů.
O
1
větší

p
očet

pak
prohlásím

e
za
svůj

výsledek.
Jak
už
vím
e,
stále

klesám
e,
takže

výp
očet

se
nem
ůže
zacyklit.

Z
bývá

ošetřit
triviální

případ,
totiž

ten,
že
už
p
od
nám
i

žádná
tram

p
olína

neleží.P
ak
p
odle

toho,zda
už
jsm
e
v
b
ez-

p
ečné

výšce,
vrátím

e
buď
0
neb
o
+
∞
.

T
oto
je
jistě

funkční
řešení,

b
ohužel

ale
p
oněkud

hlem
ýždí

–
pro
každý

odraz
se
dvakrát

rekurzivně
volám

e,
takže

pro
nejvýše

y
0
odrazů

dostávám
e
exp
onenciální

časovou
složi-

tost
O
(2

y
0).
(N
áš
odhad

p
očtu

odrazů
je
p
oněkud

přem
rš-

těný,
ale
i
s
tím
správným

,
který

časem
dokážem

e,
vyjde

exp
onenciála.)

Jak
n
eopakovat

výpočty.
Č
ím
všechen

ten
čas
trávím

e?
Inu,

p
očítám

e
p
ořád

dokola
totéž.

V
stup
em
naší

funkce
je
totiž

dvojice
souřadnic

a
různých

dvojic
existuje

p
ouze

W
×

y
0 .

A
lgoritm

us
tedy

m
ůžem

e
vylepšit

tím
,
že
si
p
ořídím

e
p
ole

(„blb
enkuÿ)

a
budem

e
si
v
něm

pam
atovat,

pro
které

p
o-

čáteční
p
olohy

už
znám

e
výsledek

a
jaký

je.
P
řed
každým

voláním
funkce

se
tam

p
odívám

e
a
p
okud

už
hodnotu

zná-
m
e,
p
oužijem

e
ji.
Jinak

volání
provedem

e
a
výsledek

si
p
o-

znam
enám

e.
T
ím
celkový

p
očet

volání
snížím

e
na

O
(W

y
0 ).

Jak
n
ajít
tram

polín
u.
V
předchozím

rozb
oru
jsm
e
p
oněkud

zam
luvili,

že
p
otřebuje

pro
zadanou

p
olohu

zjistit,
jaká

je
nejbližší

nižší
tram

p
olína.

N
a
to
by
se
dalo

jít
všelijak

chytře,
třeba

si
souřadnice

tram
p
olín
setřídit

lexikograficky
a
pak
v
nich

p
ůlením

intervalu
hledat.

M
y
na
to
ale
p
ůjdem

e
jinak:

předp
očítám

e
si
„navigační

tabulkuÿ
tvaru

W
×

y
0 ,
která

nám
pro
každý

b
od
řekne,

jak
hlub
oko
p
od
ním

je
tram

p
olína.

N
ejprve

tabulku
vyplním

e
nulam

i,
jen
na
p
ozice

tram
p
o-

lín
napíšem

e
jedničky.

P
ak
p
ole
projdem

e
zesp
oda
nahoru

a
doplňujem

e
hodnoty.

Jedničky
zůstanou

jedničkam
i,
pro

každou
nulu

se
p
odívám

e,
co
je
p
od
ní.
P
okud

nula,
p
one-

chám
e
našinulu.P

okud
něco

jiného,naše
hodnota

bude
o
1

větší.
V
ýp
očet

tabulky
tedy

bude
trvat

čas
O
(W

y
0
+
T
).

K
aždý

krok
našeho

rekurzivního
algoritm

u
s
blb
enkou

teď
už
um
ím
e
provést

v
konstantním

čase,
celý
algoritm

us
tedy

p
ob
ěží
v
čase

O
(W

y
0
+

T
).

Z
espoda

n
ahoru.

R
ekurzi

s
blb
enkou

obvykle
m
ůžem

e
zjed-

nodušit
na
dynam

ické
program

ování.
T
ím
m
yslím

e,
že
bu-

dem
e
blb
enku

rovnou
p
očítat

zesp
oda
nahoru

–
pro
výp
očet

–
9
–



každé
hodnoty

p
otřebujem

e
jenom

hodnoty
z
nižších

řádků,
které

už
budem

e
m
ít
sp
očítané.

P
řesnějiřečeno,označím

e
si
P
[x
,y]m

inim
álníp

očet
odrazů

při
pádu

z
b
odu
(x
,y)
a
budem

e
zesp
oda
nahoru

provádět
toto:

•
P
okud

p
od
(x
,y)
neleží

žádná
tram

p
olína,

p
oložím

e

P
[x
,y]= {

0
pro

y
≤

h
0 ,

+
∞

pro
y
>

h
0 .

•
L
eží-li

p
od
(x
,y)
tram

p
olína

(x
,t),
sp
očítám

e
výšku

p
o
od-

razu
y
′
=

⌊y
+

t⌋
a
p
oložím

e

P
[x
,y]=

m
in(P

[x
−
1
,y

′],P
[x
+
1
,y

′])
+
1
.

P
tám
e-li
se
na
hodnotu

m
im
o
tabulku,

p
oužijem

e
+
∞
.

S
předvýp

očtem
navigační

tabulky
seb
ěhne

tento
algorit-

m
us
op
ět
v
čase

O
(W

y
0
+

T
),
ale
je
daleko

jednodušší.
P
roto

jsm
e
ukázkový

program
psali

p
odle

něj.

P
odúloha

b.
D
ruhou

p
odúlohu,

totiž
stanovení

všech
výšek,

ze
kterých

spadnuvše
bychom

přežili,
získám

e
jako

vedlejší
produkt

právě
p
opsaného

algoritm
u.
Stačí

se
totiž

do
ta-

bulky
P
p
odívat

na
x
0 -tý
sloup

ec
a
vypsat

ta
y,
pro
něž
je

P
[x
0 ,y]

konečné.
T
o
stihnem

e
v
čase

O
(y
0 ),
takže

nám
to

časovou
složitost

nezhorší.

} ∑
P
seudopolyn

om
iáln
í
složitost.

A
lgoritm

us,
který

jsm
e

si
ukázali,

m
á
takzvaně

pseudop
olynom

iální
složitost.

T
ím
se
m
yslí,

že
složitost

není
p
olynom

ve
velikosti

vstupu,
nýbrž

v
hodnotách

čísel
obsažených

na
vstupu.

U
opravdo-

vého
p
olynom

iálního
algoritm

u
by
tedy

sm
ěla
záviset

p
ouze

na
T
,
nikoliv

na
y
0 ,

h
0
neb
o
W
.
P
řípadně

p
okud

bychom
(jak

se
často

činí)
m
ěřili

velikost
vstupu

v
bitech,

byla
by

vzhledem
k
velikosti

vstupu
p
olynom

iální
také

čísla
log

y
0 ,

log
h
0
a
log

W
.N
eum
ělibychom

najít
p
octivé

p
olynom

iální
řešení?

} ∑
L
epší

odhad
n
a
počet

odrazů.
P
ředevším

si
všim

nem
e,

že
naše

om
ezení

p
očtu

odrazů
číslem

y
0
bylo

napros-
to
přem

rštěné.
Z
am
ěřm
e
se
na
jednu

tram
p
olínu

a
sleduj-

m
e
výšky,

do
kterých

se
dostanem

e
p
o
jednotlivých

odra-
zech.

K
dyby

žádné
jiné
tram

p
olíny

neexistovaly
(a
dovolili

bychom
si
na
chvíli

p
o
odrazu

neuhnout
doleva

ani
dopra-

va),
dělila

by
se
p
o
každém

odrazu
výška

dvěm
a,
takže

p
o

řádově
log

y
0
odrazech

by
byla

nulová.
T
eď
vrátím

e
ostat-

ní
tram

p
olíny

do
hry
a
všim

nem
e
si,
že
tím
,
že
jsm
e
si
na

ně
odskočili

(doslova),
jsm
e
si
při
dalším

návratu
na
naši

tram
p
olínu

m
ohli

výšku
jedině

zm
enšit.

T
akže

i
tehdy

je
p
očet

odrazů
o
jednu

tram
p
olínu

nejvýše
log

y
0
a
celkem

se
proto

m
ůžem

e
odrazit

nejvýše
(T
log

y
0 )-krát.

} ∑
O
dstran

ěn
í
závislosti

n
a
W
.Z
ávislostina

param
etru

W
(šířce

m
apy)

se
m
ůžem

e
zbavit

snadno.
V
šim
nem
e
si

totiž,
že
se
ve
vodorovném

sm
ěru
nikdy

nedostanem
e
dál

než
o
T
kroků

od
p
očátku.

D
o
vzdálenosti

T
+
1
m
usí
přeci

ležet
asp
oň
jeden

sloup
ec
b
ez
tram

p
olíny

a
ten
nem
ám
e
jak

přeskočit.
Stačí

tedy
p
ole

P
v
našem

algoritm
u
om
ezit
na

velikost
(2
T
+
1)×

y
0
(sloup

ec
odp
ovídající

souřadnici
x
0

bude
uprostřed)

a
tram

p
olíny

ležící
m
im
o
ignorovat.

T
ím

časovou
složitost

zlepším
e
na

O
(T

y
0 ).

} ∑
Z
ávislost

n
a

y
0 .
V
e
svislém

sm
ěru
to
nedopadne

tak
skvěle.

N
abízí

se
využít

toho,
že
b
ěhem

jednoho
se-

skoku
spadnem

e
na
jednu

tram
p
olínu

nejvýše
(log

y
0 )-krát,

takže
bychom

p
olíčka

nad
touto

tram
p
olínou

m
ohli
rozdě-

lit
na
nějaké

intervaly,
uvnitř

kterých
je

P
[x
,y]
konstantní,

a
pam
atovat

sip
ouze

hranice
intervalů

a
jednu

hodnotu
pro

každý
z
nich.T

akových
algoritm

ů
se
dá
vym
yslet

vícero,ale

všechny
selžou

na
tom
,
že
v
různých

seskocích
m
ůže
být
to-

to
rozdělení

na
intervaly

různé,
takže

intervaly
se
m
ohou

m
nožit

a
m
nožit,

až
jich
nakonec

bude
řádově

y
0 .

} ∑
} ∑
Je
tato

hrozba
reálná?

B
ohuželano

–
ukážem

e
kon-

strukci
vstupu,

který
se
v
těchto

ohledech
chová

značně
ošklivě.

P
ředem

varujem
e,
že
to
nebude

úplně
snad-

né;
čtenář

neprahnoucí
p
o
dobrodružství

nechť
raději

pře-
skočí

k
p
odpisu

autora
na
konci

řešení.

Ještě
tu
jste?

D
obrá,

jdem
e
na
to.
N
ejdříve

si
uvědom

ím
e,

jak
se
m
ění
souřadnice,

když
se
b
ěhem

jednoho
seskoku

odrážím
e
p
ostupně

od
tram

p
olín

ve
výškách

t1 ,t2 ,...,t
n .

U
ž
vím
e,
že
p
o
prvním

odrazu
vyskočím

e
do
výšky

y
1
=

(y
0
+

t1 )/2
(zaokrouhlení

s
dovolením

zanedbám
e
a
pak

budem
e
volit

výšky
tak,

aby
vždy

vyšlo
celé
číslo).

O
b
ecně

y
i
=
(y

i−
1
+

t
i )/2.

P
okud

tyto
vztahy

složím
e
dohrom

ady,
dostanem

e:y
n
=

y
0

2
n
+
1
+

t12 n
+

t2
2
n
−
1
+

...+
t
n

2
1
.

(∗)

N
aše
konstrukce

bude
vypadat

tak,
že
si
zvolím

e
nějaká

čísla
x
1 ,...,x

T
a
rozm

ístím
e
T
tram

p
olín

na
souřadnice

(n−
i,x

i ).U
važujm

e,do
jakých

výšek
nad
nejpravějšítram

-
p
olínou

se
m
ůžem

e
dostat

při
různých

zp
ůsob

ech
seskoku.

U
kážem

e,
že
m
ožných

výšek
je
sp
ousta,

a
to
dokonce

i
teh-

dy,
když

se
om
ezím
e
na
některé

sp
eciální

druhy
seskoků.

K
terýkoliv

seskok
m
ůžem

e
jednoznačně

p
opsat

p
osloupnos-

tí
rozhodnutí

o
sm
ěru
doleva/doprava

p
o
jednotlivých

od-
razech.

N
ás
budou

zajím
at
p
ouze

seskoky
složené

z
úseků

tvaru
P
P
L
P
neb
o
P
L
P
P.
V
šim
něte

si,
že
každý

takový
úsek

nás
p
osune

přesně
o
2
tram

p
olíny

doprava,
takže

p
o
T
/2

úsecích
proskáčem

e
celou

p
osloupnost

tram
p
olín;

celkem
se

při
tom

odrazím
e
2T
-krát.

N
yní
p
oužijem

e
vzoreček

(∗)
a
uvážím

e,
jak
k
finální

výšce
přisp

ějí
tram

p
olíny

v
i-tém

úseku.
Ú
seky

přitom
očísluje-

m
e
od
nultého

úplně
vpravo,

takže
i-tý
úsek

bude
složený

z
tram

p
olín
(n

−
2i−
2
,x
2
i+
2 )
a
(n

−
2i−
1
,x
2
i+
1 )
a
navští-

vím
e
ho
ve
skocích

s
vaham

i
(to
jsou

ty
m
ocniny

dvojky
ve
vzorečku)

2
4
i+
4
až
2
4
i+
1.

P
okud

ho
proskáčem

e
zp
ůsob

em
P
P
L
P,
přisp

ěje
k
součtu

hodnotou

A
i
=

x
2
i+
2

2
4
i+
4
+

x
2
i+
1

2
4
i+
3
+

x
2
i

2
4
i+
2
+

x
2
i+
1

2
4
i+
1
.

P
ři
P
L
P
P:

B
i
=

x
2
i+
2

2
4
i+
4
+

x
2
i+
1

2
4
i+
3
+

x
2
i+
2

2
4
i+
2
+

x
2
i+
1

2
4
i+
1
.

R
ozdíl

těchto
dvou

hodnot
označím

e

C
i
=

B
i −

A
i
=

x
2
i+
2 −

x
2
i

2
4
i+
2

.

F
inální

výšku
tedy

m
ůžem

e
vyjádřit

jako
součet

všech
A

i ,
ke
kterém

u
přičtem

e
ta

C
j ,
která

odp
ovídají

úsekům
typu

P
L
P
P.

U
važujm

e
nyní

nějakou
ob
ecnou

p
osloupnost

přirozených
čísel

z
0 ,...,z

K
(K
=

T
/2

−
2).
V
naší

konstrukci
nasta-

vím
e
x
i
=
0
pro
všechna

lichá
i,
dále

p
oložím

e
x
0
=
0
a

x
2
j+
2
=

x
2
j
+
z
j ·2

4
j+
2
pro
všechna

j.
N
avíc

zvolím
e
p
očá-

teční
výšku

y
0
tak,

aby
byla

větší
než
2
2
T
+
1·m
ax

i x
i
–
tím

zařídím
e,
že
se
b
ěhem

seskoku
délky

2
T
nem
ůžem

e
dostat

p
od
žádnou

z
navržených

tram
p
olín.

T
outo

volb
ou
hodnot

x
i
jsm
e
zařídili,

že
rozdíly

C
i
z
před-

chozího
výp
očtu

jsou
rovny

právě
z
i .
Jiným

i
slovy,

výšky
dosažitelné

zkoum
aným

i
druhy

seskoků
se
dají
napsat

kon-
stanta

plus
součet

nějaké
p
odm
nožiny

čísel
z
i .

–
10
–

K
dokončenístačíklasický

trik:z
m
ocnin

dvojky
2
0,...,2

K

se
dají

nasčítat
všechna

čísla
od
0
do
2
K
+
1
−
1
(tak

fun-
guje

dvojková
soustava).

P
ro
volbu

z
i
=
2
i
tedy

existu-
je
alesp

oň
2
K
+
1
dosažitelných

výšek,
což
je
exp
onenciálně

m
noho

vzhledem
k
T
.

N
avíc
p
očty

p
oužitých

tram
p
olín
odp
ovídajíp

očtu
jedniček

v
binárním

zápisu
čísla,

což
se
m
ění
příliš

rychle
na
to,
aby

intervalů
m
ohlo

být
řádově

m
éně.

E
P
A
. 1
0

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

M
artin

„M
edvědÿ

M
areš

23-3-4
P
san
í
p
ísm
en

P
ozn
ám
ka
redakce:

Z
adavatel

této
úlohy

do
C
odE
xu
ji
po-

zm
ěn
il.
O
proti

zadán
í
v
letáku

a
n
a
w
ebu
byl
n
a
vstupu

zadán
graf

explicitn
ě
rozsekan

ý
n
a
kom
pon
en
ty.
N
avíc

za-
dán
í
v
C
odE
xu
vyžadovalo

optim
alizaci

n
a
pam
ěť.
T
om
u

odpovídá
i
zdrojový

kód.

A
bychom

m
ohli
úlohu

vyřešit,
m
ěli
bychom

vědět,
co
jsou

to
eulerovské

tahy
a
jaké

p
odm
ínky

splňují
grafy,

které
je

obsahují
(nahlédnout

m
ůžete

do
našich

grafových
kucha-

řek).
T
o,
že
jde
obrázek

nakreslit
jedním

tahem
,
znam

ená,
že
obsahuje

uzavřený
či
otevřený

eulerovský
tah.

P
okud

souvislý
graf
obsahuje

p
ouze

vrcholy
sudého

stupně,
je
v
něm

m
ožno

nalézt
uzavřený

eulerovský
tah.

C
o
se
stane,

p
okud

neobsahuje
p
ouze

vrcholy
sudého

stup-
ně?
M
ezi
dvojici

lichých
vrcholů

přidám
e
hranu

(opakuje-
m
e,
dokud

m
ám
e
vrcholy

lichého
stupně),

takto
p
ostup-

ně
dostanem

e
graf,

ve
kterém

jsou
všechny

vrcholy
sudého

stupně,
tedy

obsahuje
uzavřený

eulerovský
tah.

N
yní
odeb

erem
e
hrany,

které
jsm
e
přidali,

a
tento

eulerov-
ský
tah
se
nám

rozpadne
na
několik

hranově
disjunktních

tahů,
které

vždy
začínají

a
končí

v
nějakém

vrcholu
lichého

stupně
(jeden

p
očáteční

lichý
vrchol

a
jeden

koncový
lichý

vrchol
pro
každý

tah),
tudíž

celkový
p
očet

těchto
tahů

je
p
očet

lichých
vrcholů

děleno
dvěm

a.

Ž
ádný

vrchol
lichého

stupně
nem
ůže
být
uprostřed

tahu,
tudíž

tahů
nem
ůže
být
m
éně,

než
jsm
e
našli.

Stačí
nám

vědět,
kolik

takových
tahů

p
otřebujem

e,
není

tedy
p
otřeba

je
konstruovat,

stačí
nám

určit
p
očet

lichých
vrcholů

(a
dát
si
p
ozor

na
grafy

b
ez
lichých

vrcholů).

Sam
otné

řešení
úlohy

(provedem
e
pro
každou

kom
p
onentu

souvislosti
sam
ostatně):

P
otřebujem

e
p
ole
délky

n
(p
očet

vrcholů),
při
načítání

si
v
něm

udržujem
e
stupně

jednotlivých
vrcholů.

P
o
načtení

projdem
e
toto

p
ole
a
určím

e
p
očet

lichých
vrcholů,

který
vydělím

e
2.
D
ostanem

e,
kolikrát

m
usím

e
zvednout

p
ero
při

kreslení
grafu.

P
am
ěťová

složitost:O
(n
).

Č
asová

složitost:O
(m
+

n
),
kde

m
je
p
očet

hran
grafu.

V
zorový

program
je
na
konci

letáku.

M
artin

B
öhm

&
L
ucie

M
oheln

íková
&
C
odE
x

23-3-5
R
ozh
ázen

é
E
W
D

Ú
kolem

bylo
setřídit

zadaný
jednosm

ěrný
sp
ojový

seznam
co
nejrychleji,

ale
v
konstantní

pam
ěti,
což
znam

ená
jen

s
předem

daným
p
očtem

prom
ěnných,

b
ez
rekurze

a
dal-

ších
p
om
ocných

p
olí,
tedy

p
ouze

přep
ojováním

p
ůvodního

sp
ojového

seznam
u.

U
rčitě

bylo
dobrým

nápadem
p
odívat

se
do
naší

(tradiční
české)

kuchařky
o
třídění.A

co
s
tak
m
alou

pam
ětí?
B
ublin-

kové
třídění(bubble

sort)
bude

zcela
jistě

fungovat,protože
v
průb

ěhu
algoritm

u
prohazujem

e
jen
dva
sousední

prvky,
což
lze
udělat

jednoduše.

B
ublinkové

třídění
m
á
navíc

p
ěknou

vlastnost,
že
třídění

již
setříděných

dat
trvá

p
ouze

O
(N
).
Jenže

nejhůře
a
do-

konce
i
prům

ěrně
vyjde

asym
ptotická

složitost
O
(N
2).
Je

to
nejrychlejší

m
ožný

výsledek
za
daných

p
odm
ínek,

neb
o

ne?

N
ež
si
řeknem

e
řešení,

uveďm
e
si
dolní

odhad
složitosti.

Je-
likož

stáří
záznam

ů
E
W
D
m
ůžem

e
akorát

tak
p
orovnávat

(nic
o
nich

nevím
e),platídůkaz

uvedený
na
koncikuchařky

o
třídění,

a
tedy

určitě
nevym

yslím
e
algoritm

us
s
prům

ěr-
nou
složitostí

lepší
než

O
(N
log

N
).

T
akový

algoritm
us
skutečně

existuje.
M
y
si
ukážem

e,
jak

m
odifikovat

tříděnísléváním
(M
ergesort)

se
zachováním

slo-
žitosti

v
nejhorším

případě
i
v
prům

ěru
O
(N
log

N
),
na
což

přišlo
iněkolik

řešitelů.N
evylučujivšak,že

nep
ůjde

upravit
jiný
algoritm

us,
i
když

třídění
haldou

ani
Q
uicksort

nejspíš
převést

na
řešení

úlohy
nelze.

Jak
funguje

takový
b
ěžný

M
ergesort

na
třídění

p
ole?

T
en

si
nejprve

rozdělí
p
ole
na
dvě
p
ůlky,

ty
setřídí

stejným
al-

goritm
em
(zavolá

se
na
každou

rekurzivně)
a
pak
je
„slijeÿ:

odebírá
vždy

m
enší

z
prvků

na
začátku

ob
ou
setříděných

p
ůlek

p
ole
a
vkládá

je
do
nového

p
ole.
P
odrobnější

p
opis

op
ět
v
kuchařce.

N
yní
upravím

e
M
ergesort

pro
p
otřeby

naší
úlohy.

Jelikož
nesm

ím
e
p
oužít

rekurzi,
nebudem

e
p
ostup

ovat
„odshora

dolůÿ
(p
ostupně

p
ůlím
e
data

na
co
nejm

enšíčásti),ale
„od-

sp
oda
nahoruÿ

(sp
oustu

m
alých

setříděných
částí

slévám
e

p
ostupně

do
jedné).

V
prvním

kroku
se
p
odívám

e
na
všechny

dvojice
sousedních

prvků
(každý

prvek
je
nejvýše

v
jedné

dvojici),
p
orovnám

e
prvky

dvojice
a
případně

je
prohodím

e,
což
v
případě

sp
o-

jového
seznam

u
znam

ená
přep
ojení

odkazů.
V
druhém

kro-
ku
slévám

e
vždy

dvě
sousední

dvojice
prvků

do
setříděné

čtveřice,
v
třetím

dvě
čtveřice

do
osm
ice...

O
b
ecně

v
k-tém

kroku
slijem

e
dvě
sousední

části
o
2
k
prv-

cích.
A
ž
slijem

e
všechny

prvky
do
jedné

setříděné
p
osloup-

nosti,
m
ám
e
vyhráno.

Č
asto

se
m
ůže
stát,

že
p
oslední

slévaný
úsek

v
k-tém

kro-
ku
nem
usí
m
ít
2
k
prvků,

ale
to
vůb
ec
nevadí

(jeden
sléva-

ný
úsek

bude
m
enší).

P
odobně

lichý
p
očet

slévaných
úseků

(nem
ůžem

e
je
spárovat

do
dvojic)

ošetřím
e
prostým

ignoro-
váním

p
osledního

úseku.
V
nějakém

p
ozdějším

kroku
m
usí

být
tento

úsek
slit
se
zbytkem

,
třeba

pro
2
n
+
1
prvků

se
bude

p
oslední

prvek
slévat

až
v
p
osledním

kroku.

N
yníp

ojďm
e
na
im
plem

entacislévánídvou
setříděných

úse-
ků
ve
sp
ojovém

seznam
u
(ne
nutně

stejné
délky)

s
konstant-

ní
p
om
ocnou

pam
ětí.
B
udem

e
si
pam
atovat

odkaz
na
pr-

vek
před

prvním
úsekem

(tedy
p
osledníprvek

již
slité

části)
v
prom

ěnné
p
r
v
e
k
1
a
odkaz

na
prvek

před
druhým

úsekem
v
prom

ěnné
p
r
v
e
k
2.

N
a
začátku

slévání
dvou

úseků
nejprve

p
osunem

e
odkaz

p
r
v
e
k
2
o
délku

prvního
úseku

za
odkaz

p
r
v
e
k
1.
A
bychom

m
ohli

kontrolovat,
jestli

v
nějakém

úseku
nedošly

prvky,
vytvořím

e
sidvě

prom
ěnné

d
e
l
k
a
1
a
d
e
l
k
a
2,v
nichž

budou
p
očty

zbývajících
prvků

v
úsecích.

1
0
E
st
p
ost
aves.

T
o
je
něco

jako
„Q
uod
erat

dem
onstrandum

.ÿ,
ale
znam

ená
to
„A
je
p
o
ptákách.ÿ
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