Mili Tesitele a Tesitelky!

Drzite v ruce ¢tvrty letak 24. ro¢niku KSP. Kazda série letos obsahuje 8 tloh a z nich se
5 nejlépe vyfesenych zapocitava do celkového bodového hodnoceni.

Nové je mozno byt piijat na MFF UK za tispésné feseni KSP. Uspésnym Fesitelem se stava ten,
kdo ziské za cely ro¢nik alespon 50 % bodii. Za leto$ni rok ptijde ziskat maximélné 300 bod,

takzZe hranice pro Uispésné fesitele je 150.

Upozornujeme letosni maturanty, ze termin odevzdani paté série bude prilis pozdé na to, aby
patou sérii dohanéli chybéjici body. Diplom tspésného resitele ale mtizeme v pripadé potfeby

zaslat i drive, budete-li mit dost bod1.

Termin odevzdani étvrté série je stanoven na pondéli 9. dubna v 8:00 SEC, coz znamené, Ze papirové feseni byste méli podat
na postu do stfedy 4. dubna, aby nam stihlo pfijit. CodExova tloha ma termin o den posunuty, protoZe nam ji opravuje

automat — 10. dubna v 8:00.

Reseni pfijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi komunikovat bezpe¢né, miizete si
ovéFit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také nam feSeni muzete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Ctvrta série &tyriadvacatého roéniku KSP

Den pruni: ,Jd se na to tedy podivam* povzdechl si John
a vstal od papirovani. Pritom hodil okem po kalenddri. Pdty
leden 2137, uZ jenom tri dny do slavnostniho otevreni sek-
ce vystupnich zafizeni muzea pocitaciu. A potdd memdme
funkéni expondty, zaklel v duchu a poklusem se dal k oddé-
lent elektronkovych pocitaci.

U presné kopie pruniho elektronkového pocitace ENIAC
z roku 1946, jak hldsal holograficky panel, jej privital jeden
z techniki. ,Problém je s timhle panelem; ekl a ukdzal na
desku se Zdrovickami. Ta, jak si John pamatoval, nemé-
la u pivodniho ENIACu Zddny klicovy vyznam, ale méla
slouzit pro vizualizaci vypoctu. Bézni lidé chtéli vidét, Ze ta
ohromnd konstrukce néco deéld a blikajici svétla byla nejlep-
§i. Od té doby také nekolik desitek let preZivala predstava
pocitace, jako stroje s chaoticky blikajicimi kontrolkams.

10 bodu

24-4-1 Inicialy predku

|%Tym technik® chce nechat na panelu se zarovickami
postupné zobrazovat néjaky fetézec znaki, aby panel

épékné blikal a upoutalo to prochazejici lidi. Panel je

tvoreny spoustou sloupct zarovek a kazdy sloupec umi zob-

razit jeden znak.

Technici si jako spravni hracickové sepsali inicidly vSech
svych predki az do 20. stoleti a ty chtéji nechat zobrazovat
na panelu.

Nicméné, ¢im je fetézec delsi, tim déle se musi vkladat do
paméti pocitace. Technici si chtéji usetfit praci, a tak by

chtéli znat takovou jeho nejkratsi ¢ast, jejimz opakovanim
se da vypsat cely Tetézec.

Vasim tkolem je tedy napsat program, ktery si na vstu-
pu precte Fetézec znaku (slozeny z velkych pismen anglické
abecedy), nalezne v ném nejkratsi usek, jehoz opakovinim
vznikne cely fetézec, a vypiSe jeho délku.

vstup odpovéd
ABABAB 2
ABABA 5
AAA 1

I http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.htm]|

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

John se po vyreseni problému jesté chvili prochdzel odde-
lenim nejstarsich pocitacu a zkoumal dalsi vystupni zarize-
ni. U jedné staré tiskdrny se dal do Teci s pruvodcem, ktery
st zrovna cvicil svig vyklad.

»NeZ prisly na scénu ruzné obrazovky, velmi oblibenou
metodou vystupu byl tisk na rizny tiskdrndch ¢i elektronic-
kiyjch psacich strojichy zacal pruvodce. ,,Neumély samozrej-
me tisknout néejakou grafiku, natoZpak trojrozmerné, jako ty
dnesni. Ale zvladaly celkem rychle tisknout znaky. Tiskdrny
zvlddagict tisk nejakijch jinych obrazcu neZ znaku prisly az
v 60. letech 20. stoleti¥

Presel k pronimu expondtu ,Nejdiive se pouzivaly jeh-
lickové tiskdarny, které se stylem fungovdni podobaly psa-
cim strojum. Pomoct jehlicek pritiskdvaly barevnou pdsku
na papir... pozor, pane, ta pdska pordd barvi. AZ teprve
pocdtkem 70. let se zacal prosazovat laserovy tisk. Ten fun-
guje v zdakladé tak, Ze se pomoci laseru na spravngch mistech
vybije elektrostaticky nabity rotujici selenovy vdlec. Toner
se prichyti pouze na vybitd mista, pohybem vdlce ndsledné
prilne na papir. A nakonec se toner do papiru zapece’

»A co inkoustové tiskarny, myslel jsem, Ze prisly drive
nez laserové?“

w10 je casty omyl. Inkoustové tiskdarny se zacaly prosazo-
vat aZ pocdtkem 80. let, ale protoZe byly levnéjsi na vyrobu,
prosadily se hlavné v domdcim prostredi. Funguji tak, Ze se
inkoust v tryskdch tiskové hlavy zahreje pomoci malického
elektrického téliska asi na 300°C a pak vlivem tlaku ve velké
rychlosti vystrikne z trysky na papir®

Vyklad o tiskdrndch byl ale prerusen jednim ze straznych
muzea. ,,Problém $éfe, spadnul ndm systém zjistovdni po-
lohy exponatu. Vime, kde expondt je, ale systém uZ nevy-
hodnoti, jestli je pordd uvniti budovy, nebo nef To tu jesté
schdzelo, pomysli si John, ale neddvaje na sobé zndt unavu
poslednich dni se vyddvd za strazngm do velinu bezpecnos-
ti, kde si mechavd vysvétlit fungovani celého systému, tedy
spise jeho nefungovani. Bude nutné ho cely prepsat.


http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.html

8 bodu

24-4-2 Sledovani exponatu

@ Hranice muzea pocitac¢it mé tvar nekonvexniho mnoho-
thelniku. Na sledovaném exponéatu je pripevnéno cidlo,

které vysila jeho aktudlni polohu (uréenou napiiklad pomo-

ci GPS).

Meéli byste straznym v muzeu pomoci tim, ze vymyslite po-

stup, jak zjistit, jestli je exponét jesté na tizemi muzea,

nebo ne. Jediné, co mate k dispozici, je poloha exponatu

a posloupnost vrchold hranice muzea.

Byla uz skoro pulnoc, kdyz John konecné vitézoslavné kle-
pl do potvrzovaci kldvesy a zvedl se od pocitace. Tak, dalsi
problém vyreseny, poklepal se v duchu po rameni. Ted ale
musim stthnout ten banket v aule muzea.

Rychle probéhl skrz kanceldr, vzal na sebe spolecensky
oblek a pospichal, at stihne alespon piilnocni pripitek.

24-4-3 Cinkani sklenic¢kami 8 bodu

Pripitky ve 22. stoleti maji nékolik zadkladnich pravidel. Sto-
ji se v kruhu, vsichni si musi cinknout se vSemi a déle se
nesmi cinkat ,kiizem“ (kdyz si dva péry lid{ cinkaji, nesmi
se jim zk¥iizit ruce).

A aby to nebylo tak jednoduché, cinka se v taktech. Vzdy
na tder gongu si ¢lovék bud cinkne s nékym, nebo zlstane
stat. Pak na dalsi ader gongu s dalsim ¢lovékem a tak dale,
dokud si necinkne se vSemi.

Vas zajima, kolik nejméné takovychto taktd bude potieba,
aby si navzajem cinklo N lidi a také spravny postup, jakym
si budou cinkat. Nezapomente dokazat, ze to na méné taktt
nejde.

Druhy den rdno prisel John do prdace s hroznym bolenim
hlavy — nemeél to véera s témi pripitky prehdnét. V kanceldri
si jenom vzal néco na bolest, pockal, aZ prdsek zabere, a pak
sel zkontrolovat konecné pripravy otevreni expozice. Jen co
vesel do hlavni haly, vsiml si podivného ruchu u dveri skla-
du.

»Jako by mam nekdo neprdl otevrent wvital ho vrchni
skladnik. ,,Mdme vijpadek proudu ve skladu. A to zrovna po-
trebujeme navézt nékolik beden s témi, jak se jim tikalo. . .
monitory, myslim. Jsme schopni nabit kazdému voziku ba-
terie trochou energie, ale chtélo by to néjak optimalizovat
jejich trasy, jinak to prosté z toho skladu nestihneme vyveézt:

24-4-4 Voziky ve skladu 10 bodu

Moderni sklad 22. stoleti je obsluhovan pouze automaticky-
mi elektrickymi voziky. Ty normélné cerpaji energii z roz-
vodné sité vozikil, ale pfi vypadku této sité jsou schopné
fungovat i na baterie. Samotny sklad je splet kfizovatek
a ulicek. Ulicky jsou obousmérné, mohou se kiizit i vicet-
roviiové a setkavaji se pouze na kfizovatkach.

Navic pod podlahou nékterych uli¢ek jsou silnoproudé vo-
dice, které svym magnetickym polem ztézuji vozikim pri-
jezd. Silnoproudé vodice jsou napojeny na oddéleny okruh,
vypadek je tedy neovlivni. Samoziejmé v nich ,teCe* stii-
davy proud, ktery indukuje (st¥idavé) magnetické pole —
to v jedné piilce svoji periody vozik zpomaluje, ve druhé
zrychluje.

Skladnici zjistili, Ze by toto pole mohli vyuzit — nastavili
voziky tak, aby jim prijezd libovolnou ulickou trval vzdy
stejné dlouho, a to pravé pilku periody stfidavého prou-
du. Délka cesty a magnetické pole ovliviiuji jen spotiebu
energie.

Vzhledem k vypadku napéjeni se hlavni skladnik pokousi
optimalizovat trasy jednotlivych vozikl a potfebuje od vas
najit energeticky nejuspornégjsi trasu (tj. trasu, pfi niz vozik
spotfebuje nejméné energie z baterii) mezi dvéma k¥izovat-
kami, které si urdi.

Na vstupu dostanete mapu skladu popsanou jednotlivymi
kfizovatkami spolu s ulickami, které mezi nimi vedou. Kaz-
da ulicka ma danou spotifebu energie pfi prijezdu. Dale
dostenete seznam ulicek, pod kterymi vedou silnoproudé
vodice — miizZete si je predstavit tak, ze kazdy lichy prijezd
libovolnou kfizovatkou zdvojnésobi jejich energetickou na-
roc¢nost, kazdy sudy prijezd ji vrati do pocatecniho stavu.

Samoziejmé vite i odkud kam ma vozik jet — tedy startovni
a cilovou kfizovatku. Nejuspornéjsi trasu vypiste jako po-
fadi krizovatek. Nezapomerite, ze skladnici spéchaji, vozik
tedy nesmi nikdy stat.

Priklad: mame 5 kfizovatek ocislovanych 0 az 4 a chce-
me vozik pfepravit z 0 do 1. VSechny ulicky obsahuji sil-
noproudé vodice a vedou mezi kiizovatkami (v zavorce je
energie spotfebovana pii prijezdu): 0 a 1 (21), 0 a 2 (10),
2a3(5),3a4(2),2a4(5),4a1(10).

vz

Nejvyhodnéjsi je pouzit cestu 0 — 2 — 3 — 4 — 1, pfi niz
se spotfebuje 39 jednotek energie. Kdyby se jelo ulickou z 0
rovnou do 1, stalo by to 42 jednotek; cesta 0 -2 —4 — 1
by stala 45 jednotek.

Kdyz se ze skladu konecné dostaly i posledni palety s mo-
nitory, John si oddechl. Mezitim, co se hlavni skladnik za-
byval voziky, si John dokonce néco stihl nastudovat i o pra-
starych monitorech.

Jak psali ve starém propagacnim letdku, pruni monitory
byly jednobarevné, napevno vestavené do pocitaci a neby-
lo mozné k jakémukoliv pocitaci pripojit jakykoliv monitor.
Za pruni univerzdlni grafickou kartu se standardizovanym
adaptérem se dd povazovat aZ Monochrome Display Adapter
(MDA) z roku 1981 od Intelu, k némuz se dal ptes konektor
podobny pozdéjsimu VGA (ale s méné piny) pripojit jaky-
koliv monitor s timto konektorem. MDA umoziioval vystup
80 sloupci na 25 vadki znaki.

Pozdéji se objevily i karty podporujici nejen znakovy, ale
i graficky rezim a v roce 1987 prisel standard Video Gra-
phics Array (VGA) se svgm konektorem, ktery prezil pres
25 let. Stdle se ale jednalo o analogovy vystup. Pruni digi-
talnt vystup do pripojeného monitoru prisel az v roce 1999
spolecné se standardem a konektorem Digital Visual Inter-
face (DVI).

John prestal procitat brozuru, rychle nalistoval posledni
kapitolu se zakladnim rozebranim principu dvou nejrozsive-
néjsich zobrazovacu prelomu tisicileti a Cetl. Starsim byla
technologie katodové trubice, tedy CRT monitory. Fungo-
valy na stejném principu jako tehdejsi televize. Elektronové
délo vysilalo proud nabitych édstic, které byly usmeérnovany
velkymi elektromagnety, na dopadovou plochu zvanou stinit-
ko. Tam se pomoci ldtky zvané luminofor proud elektroni
menil na viditelné svétlo.

Druhou technologit, kterd se zacala kvili cené prosazovat
az pocdtkem 90. let a k jejimuz masovému rozsireni doslo
aZ po prelomu tisicileti, byla technologie tekutych krystali
LCD. Pracovala na principu zastiriovdni svétla. Za deskou
z tekutych krystali bylo osvétlovact téleso, produkugici bi-
l€ viditelné svétlo. Samotnd deska z tekutych krystali pak
v zdvislosti na natocent krystalki bud svétlo v daném bo-
dé propoustéla, nebo ne. Natoceni krystalki v jednotlivijch
bodech bylo Tizeno pomoci slabého elektrického proudu.



sleda, ti si s tim vyhraliy’ hvizdl obdivne John a odlo-
Zil broZuru. Pak se podival smérem ke vstupu do expozice,
kde meéla skupinka pracovniki problém s maprosto soucas-
nou zobrazovaci technikou, s holografickymi projektory.

24-4-5 Holografické projektory 12 bodua

Do expozice muzea se vstupuje dlouhou chodbou, v niz jsou
na jedné sténé instalovany holografické projektory. Kazdy
projektor promitd na presné urcené misto na druhé sténé

chodby.

74dné dva promitané obrazy na sténé se sice nepfekryvaji
a zadné dva projektory nejsou na jednom misté, ale mu-
7e se stat (a vzhledem k ndvrhiim umeéleckého designéra
na uspofdddni se stava dost Gasto), Ze se paprsky né&jakych
dvou projektortu cestou kiizi. A aby u holografickych pro-
jektort nedoslo k nechténé interferenci a rozmazani obrazu,
musi v takovém piipadé pracovat oba projektory na jiné
frekvenci.

Technik, ktery uz tak ma boleni hlavy z navrht designéra,
zaroven chce, aby bylo pouzito co nejméné frekvenci, proto-
7e je to jednodussi na adrzbu. Kdyz se projektory nekiizi,

se projektory nemuzou pracovat na stejné frekvenci.

Navrhnéte tedy postup, jak co nejrychleji urcit, na jakych
frekvencich maji pracovat které projektory, tak, aby pocet
pouzitych frekvenci byl co nejmensi. Od designéra dostanete
pouze rozmisténi promitanych obrazt na sténé (napiiklad
oc¢islované podle poradi odpovidajicich projektort na druhé
sténé).

Priklad: pro vstup 3 1 2 5 4 se paprsky na stejné frek-
venci nek¥izi napriklad pfi rozdéleni: frekvence 1 — projek-
tory 1, 2, 4, frekvence 2 — projektory 3, 5. Viz obrazek:

Lok vidite, Ze to slo. A vypadd to pékné usmdal se John
na designéra, kdyz mu konecné vymluvil néekteré jeho $i-
lenéjsi napady s umisténim holografickych projektori. Roz-
loucili se a John se vydal ddl, aZ uplné dozadu celého prosto-
ru pripravované expozice. Tam sidlila vystava netradicnich
vystupnich zatizend.

Na podstavci v vstupu stdl Braillsky rddek. Jak 7ikal po-
pisek, tato pomicka pro nevidomé mohla zobrazovat az
80 znakid v Braillové pismu. Zobrazeni jednotlivych znaki
mély na starost vetsinou malé elektromagnety, které nad-
zvedly odpovidajici vystupky. Nevidomy tedy mohl prochdzet
jakykoliv textovy obsah na obrazovce a na Braillském tadku
si ho precist.

Dalsi zajimavosti byla ukdzka technologie, kterd se zacala
rozvijet na prelomu pruniho a druhého desetileti 21. stole-
ti, takzvanych generdtoru viné. Vstupni data pro tyto véci
mohla pochdzet bud ze specidlniho programu, nebo z che-
mického c¢idla na druhé strané komunikacni linky. Generd-
tor pachu pak z nékolika zdkladnich chemickgch vind (po-
dobné jako monitor z nékolika zakladnich barev) posklddal
pach nebo vini, kterd se tomu co nejvice bliZila.

»INeéco takoveho bych si domi asi neporidily’ rekl John a
pak leknutim uskocil, nebot se hned vedle néj ndhle rozsvitila
velkd obrazovka plnd spousty znaki. , Prominte pane, jenom
tady prochdzime stard zdznamovd média a koukdme, co by
slo zobrazit na téchto obrazovkdch, hned to dam pryc¥
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»,Pockejte!“ vyhkrl John, v némz se probudila zvidavost.
,VZdyt to je kus néjakého starého programového kodu, k ce-
mu asi. .. hmm. .. pockejte, uz je mi to asi jasné. Ale pro¢
je to napsané takhle neefektivné?“

24-4-6 Stary koéd 9 bodu

Pracovnici muzea pocitact nalezli na jednom starém disku
nasledujici kéd. Zkuste zjistit, co vlastné kéd déla, a zamys-
lete se nad tim, jestli by nesel prepsat néjak efektivnéji.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX_H 1000000
#define MAX_V 1001

typedef struct {
int x, y;

}H;

int N, M;

H h[MAX_H];

int v[MAX_V] [MAX_V];

int p[MAX_V1;

int f[2+MAX_V];

short b[MAX_V];

int main() {
scanf ("%d%d", &N, &M);
if (N>MAX_V || M>MAX_H) {
printf ("Chybny vstup.\n");

return 1;
}
for (int i=0; i<M; i++) {
int x, y;
scanf ("%d%d", &x, &y);
if (x>N || =<1 || y>N || y<1) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
h[il = (M{x, y};
vix] [plx]++] = y;
vyl [plyl++] = x;
}

printf ("Vysledny seznam:\n");
for (int k=0; k<M; k++) {

int a = 0;

int z = 0;

for (int i=1; i<=N; i++)
b[i] = 0;

b[h[k].x] = 1;
f[z++] = h[k].x;
while (a<z && b[h[k].y]l==0) {
int q = fla++];
for (int i=0; i<plql; i++) {
if (b[v[ql [i]1]1==0 && !(g==h[k].x
&& vIql [il==h[k].y)) {
flz++] = v[ql [i];
blvlql [i1] = 1;

}
}
}
if (b[h[k].y]l==0)
printf ("%d %d\n", hlk].x, h[k].y);
}
return 0;

}



Vedle né€j byl objeven druhy, podobny kéd, u kterého byla
poznamka, Ze az na nepodstatny rozdil ve ¢teni vstupu déla
to samé:

import sys
MAX_H = 1000000
MAX_V = 1001
v=[0;p=1010;£f=0;b=10;n
for j in range (MAX_V+1):
v.append([]); b.append(0); p.append(0)
for j in range(2+MAX_V):
f.append(0)

(]

N, M = raw_input() .split(’ ?)

N = int(N); M = int(M)

if N > MAX_.V or M > MAX_H:
sys.exit ("Chybny vstup.")

for i in range(M):
x, y = raw_input() .split(’ ’)
x = int(x); y = int(y)
if (x>N or x<1 or y>N or y<1):

sys.exit("Chybny vstup.")

h.append((x, y))
v[x] .append(y); plx] +=
v[yl.append(x); plyl +=

1
1

print "Vysledny seznam:"
for k in range(M):

a=0;z=0
for i in range(1,N+1):
bl[i] = 0

blh(k][0]] = 1
flz] = n[k][0]; z += 1
while(a<z and b[h[k][1]] == 0):
q=f[a]l; a+=1
for i in range(plql):
if blvlql[i]] == 0 and not (
q == h[k][0] and v([q][i] == h[k][1]
):
flz]l = vIiql[il; z += 1
blvlql [1]] 1

if bl[h[k][1]] == O:
print h[k][0], h[k][1]

Kdyz John dozkoumal kod, pozval ho ten stejny technik,
ktery ho vylekal, dal. ,Nechcete se podivat na ty staré helmy
virtudlni reality, co jsme zrovna vybalili?“

Pruni helmy virtudlni reality se zacaly objevovat koncem
80. a pocdtkem 90. let. V podstaté slo o helmu se dvema
malymi obrazovkami, pro kaZdé oko jedna. Ve spojeni jesté
naptiklad s rukavicemi poskytujicimi hmatovou odezvu se
tak cloveék mohl ponorit do svéta virtudlni reality.

Helmy se ale diky své cené a vdze nikdy prilis neuplatni-
ly. Na prelomu pruvniho a druhého desetileti nového tisici-
leti jejich funkci ¢dstecné prevzaly technologie trojrozmer-
nych bryli a odpovidajicich obrazovek, které byly mnohem
dostupnéjsi nez drahé helmy.

,Nechcete si tieba vyzkouset néjakou starou hru?“ zeptal
se technik a aniz by cekal na odpovéd, spustil hru s nejnd-
padnéjsim ndzvem.

13 bodu

24-4-7 Ctvercové bombardovani

f Predstavte si, ze mate velké mésto a chcete ho srovnat
se zemi. Tteba protoZze se vam uz nelibi a chcete misto

starych domt postavit nové, moderni.

Mate k dispozici bombardér se specidlni demoli¢ni bom-
bou. Na demoli¢nich bombéch je zajimavé to, zZe jsou pecli-
vé sestrojené tak, aby srovnaly se zemi pouze presné danou
¢tvercovou oblast. A protoze jste nakoupili kvalitni demo-
liéni bomby, bouchaji navic pouze smérem na vychod a jih.

Tedy pokud shodite demoli¢ni bombu s rdzem D do mis-
ta [z, y], budou zdemolovany vSechny budovy ve étverci vy-
mezeném body [z,y] a [x+ D,y + D], ale nic jiného. Proto-
ze ale chcete demolovat efektivné, bude lepsi si vSe pfedem
propocitat.

Pro zjednoduseni budeme budovy povazovat za body — na
vstupu dostanete jejich pocet B < 250000 a jejich sourad-
nice [z;;y5]; —10° < x4, y; < 10° Zkuste vymyslet program,
kterého se budete moci ptat, kolik budov bude zbourano,
kdyZ do mista [z,y] hodite bombu s rdzem 0 < D < 2-10°.
Vsechny soufadnice jsou celoc¢iselné.

Pocitejte s tim, ze téchto dotazi bude program dostavat
radovée statisice, takze se pokuste, aby odpovédi na dotazy
byly rychlé i za cenu delsitho tvodniho predpocitani.

1o teda byla hra!“ smdl se John, kdyZ sundaval helmu.
» Deéekugu’

Technik s usmeévem prevzal helmu a podival se na obra-
zovku, kde svitilo ,,Uroveri New York dokoncena, prejete si
pokracovat?“

I nadesel posledni den pred otevrenim, do slavnostniho
prestrizent pasky zbyvalo jiZ jen nekolik hodin a vse konecné
vypadalo pripravené. Projektory svitily, panel se Zarovicka-
mi blikal, voziky ve skladu opét jezdily a sledovaci systém
expondti spokojené predl.

Nestrhne se na posledni chvili jesté néjakd pohroma? Bu-
de konecné doprino Johnovi prestrihnout v klidu slavnost-
ni pdsku? Prozradim vdm, Ze ano. Co se ale stane nékolik
sekund po prestriZeni pdsky, to je uZ jiny pribéh. Moznd
nékdy priste. . .

Od kldvesnice se s Vami louct vd$ dnesni pruvodce mu-
zeem pocitact

Jirka Setnicka

24-4-8 O hrach a ¢islech 15 bodu

Vitejte u dalsiho dilu herniho seriadlu. Podrobnéji rozvi-
neme Conwayovu teorii her, konkrétné se nauc¢ime hry
porovnavat a nékterym prifazovat cisla.
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hry dvou hracd oznacovanych jako Levy a pRavy. Vse jsme
si dosud ukazovali na dominovdni, které spociva v pokla-
dani dominovych kostek do ¢tvercové mrizky. Levy poklada
svisLe, pravy vodoRovné.

Déle jsme rozdélili hry (pfesnéji feceno pozice) do étyf tfid
dle vitéze:

vyhrané pozice: vyhraje hrac, ktery bude tahnout jako prv-
ni; t¥ida V'

prohrané hry: zacinajici hra¢ prohraje; tiida P

pozice levého: levy vzdy vyhraje, af zaéne kdokoliv; t¥ida L
pozice pravého: analogicky k levému; tiida R

Diilezité bylo s¢itani pozic, které jsou nezavislé (nelze za-
hrat do obou najednou), pfiGemz zalinajici hraé si vidy
miuze vybrat, kam potahne.

V tomto dile se nAm bude hodit rovnost her: hry G a H se
rovnaji, tedy G = H, pokud dopadnou stejné, kdyz k obéma
pri¢teme libovolnou jinou hru. Rovnéz budeme vyuzivat i
obracené hry znafené —G, v niz si hrad¢i vyméni mozné



tahy, které od ted povedou do podobné obracenych pozic.
V dominovani odpovida —G otoceni herniho planu o 90°

Poslednim tkolem v minulém dile bylo ukéazat, ze z G = H
vyplyva, ze G — H je prohrana hra. Tvrzeni vSak plati i
opacné: pokud G — H je prohrand hra, pak G = H.

Kdyz vime, které hry se rovnaji, jak poznat, Ze néjaka hra je
lepsi pro levého nez jina? Opét budeme zkoumat hru G— H.
Je-li to pozice levého (levy vyhraje, at za¢ind kdokoliv), pak
G je pro levého lepsi nez H, coz se zapisuje jako G > H.

Pokud je pozice G — H v t¥idé R, tak G < H. Dvojicim her,
pro néz G — H je pozice vyhrana pro zacinajiciho hrace,
budeme Fikat neporovnatelné, coz se zna¢i G || H.

Timto jsme si definovali ¢astecné usporadani na hrach. Stej-
né jako pro jind uspofadéni z G < H a H < I vyplyva
G < I (analogicky pro pravého).

Cislovani her

Nez zacneme cislovat hry, doplnime jesté abstraktni zapis
her, v némz bude pozice G vypadat takto: G = {G. | Gp}.
G, je mnoZina pozic, kam muze tdhnout levy hrac, obdobné
Gp jsou hry po tazich pravého hrace. Jelikoz takto sucha
definice miiZze snadno zmast, podivejte se na obrazek:

g =l

Nyni se mtizeme pustit do pfirazovani ¢isel hram. Ty budou
vyjadfovat, jak moc velkou ma levy nebo pravy vyhodu
v pozici oproti soupefi. Velikost ¢isla bude udéavat, kolik
taht ma jeden z hra¢d navic (kupodivu to vyjde nékdy
neceloéiselné).

Kladna ¢isla budou znamenat vyhodu levého a zaporna vy-
hodu pravého. VS8imnéte si, Ze pozici levého hrace nemu-
zeme priradit zaporné ¢islo, jelikoz v ni ma alespon malou
vyhodu levy. Obdobné pozice z tfidy R nemohou dostat
kladné ¢islo.

V pozici vlevo ma levy hrac je-
den tah navic, hra dostane te-
dy ¢islo 1. V pozici vpravo méa
pravy dva tahy a levy nic, proto —2. V abstraktnim zapise
se hra s kladnym ¢islem n d4 zapsat jako {n — 1 | } (le-
vy hra¢ muze tdhnout do hry s ¢éislem n — 1), hran < 0
analogicky jako { | n + 1}.

Kdyz mame kladna i zaporna cisla, je logické se ptat, co
bude 0. V souladu s definici kladnych i zapornych her zna-
mena 0, ze zadny z hrac¢d nemé vyhodu, ani ten, co je na
tahu, ¢ili je to prohrand pozice.

Nejjednodussi takovd hra je { | } (z4dny hrac¢ nem4 tah) a
kazd4 prohrand hra se rovna 0. (Pro prohranou hru G neni
tézké ovérit, ze G = 0. Nejsnadnéji asi dikazem, ze G — 0
je prohrana hra.)

Na zacatku jsme tvrdili, Ze ¢isla her mohou byt necelo¢i-
selna. Konkrétné mohou byt jen tzv. diadickd raciondln,
tedy zlomky n/2™ v zdkladnim tvaru, kde n je celé ¢islo a
m piirozené (véetné 0).

Na nésledujicim obrazku je hra s hodnotou 1/2,
v niz levy ziska tah navic, jen kdyz za¢ina pravy:

Jak zjistit hodnotu dané pozice, kdyz mame ro-
zebrany hry, do nichz hrac¢i mohou tahnout, nam
fekne pravidlo jednoduchosti.

Mgjme hru G = {Gr | Gr}, pfifemz vSechny tahy obou
hrac¢d vedou do pozic, jez jsou d¢isla, a kazdy tah levého
vede do pozice s Cislem mensim, nez maji vSechny pozice
po tazich pravého hrace (formélné VG € G, VGr € Gr:
G < GRr). Potom G je nejjednodussi éislo x, nachazejici
se mezi hodnotami pozic levého a pravého (G < x < GR).
Nejjednodussi v minulém odstavci znamena, ze x je diadic-
ké, ¢ili n/2™ v zékladnim tvaru, m je co nejmensi (preferuji
se celd ¢isla) a mezi ¢isly se stejnym m se vybere to s mensi
absolutni hodnotou n.

Ptiklady:

e {-1|1}=0

e {—100 |10} =0

o (42| —4}=-5

o {01} =1/2

e {{1]|—-1}|{1]|—1}} =0 (je to prohrana hra)

e {1| —1} neni ¢islo

e {—5| —10} neni ¢islo (hra je vSak vyhrana pro pravé-
ho)

e {0| 0} neni ¢islo

Posledni hra v seznamu, {0 | 0}, je nejjednodussi vyhranou
hrou a znadi se x*.

Vsimnéte si, ze nékteré hry levého ¢i pravého jsou cisla a
jiné ne. Zadn4 vyhrand hra vsak neni é&slo (vyhodu mé
ten, kdo za¢ne, ne vzdy levy nebo pravy) a naopak kazda
prohrand hra se rovna 0, i kdyZ se to nemusi nahlédnout
pres pravidlo jednoduchosti.

Her, které nejsou ¢isla, je hodné. Napiiklad t= {0 | *},
analogicky |= {* | 0} = — 1. Hram {a | b}, kde a > b, se
fikd pfepinag, specidlné +a = {a | —a} pro a > 0.

Co se tycée uspofadani dle vyhodnosti pro levého (¢i pravé-
ho), tak plati naptiklad (ovéfeni nechdme jako cvideni):

* {-10]10} ={-1[1} =0,
o {1]2} <{1]6},

® 1> 0 a symetricky /< 0,

e x| 0,

o 1] 0,

e +10 || £5.

Bylo by nyni potfeba ukazat, ze hry, jez se rovnaji, maji
stejna ¢isla (maji-li viibec néjakd). Nebo Ze soucet her G a
H ma ¢islo rovné souctu ¢isel G a H.

Celkové by vsak dikazy zabraly mozna celou sérii, takze
pripadné zajemce odkazi na literaturu a internet (viz nize).
Jejich hlavnim disledkem je, Ze 1ze libovolné zaménovat hru
a k ni prislusejici ¢islo.

Misto diikazt zkusime hry zjednodusovat. Podivejme se tie-
ba na hru G = {3,2,%,0 | 4,6,8,10}. Levy nem4 zadny du-
vod tdhnout do 2, * nebo 0, podobné pravy potdhne urcité
do 4, tedy G = {3 | 4} = 3,5.

Obecné lze v moznostech levého vyskrtat pozice horsi pro
levého nez néjaka jina pozice a analogicky mezi tahy pravé-
ho skrtame pozice vétsi nez néjaka jina. Formélné zapsano
(pro moznosti levého): je-li G = {A,B,... | C,D...}, pfi-
¢emZ A > B nebo A = B, pak G = {A,... | C,D...}
(nerovnosti mezi hrami jsou ty samé, co byly definovény na
zacatku tohoto dilu).



Ukol 1 [4b]: M&jme hromédku n sirek. Je-li n sudé, levy na
tahu odebird dvé sirky a pravy jednu. Je-li n liché, vezme
levy jednu sirku a pravy dvé. Urcete ¢islo hry pro kazdé
n > 0.

Ukol 2 [5b]: Vyse jsme si ukazovali pozici v dominovani
s hodnotou 1/2 (ozna¢me ji G). Ovéite, ze G + G = 1.
Daéle naleznéte v dominovani pozici H, jez neni ¢islo, ale
H+H=1.

Ukol 3 [6b]: Hra Padajici domino se hraje s bilymi a éerny-
mi dominovymi kostkami postavenymi v fadé za sebou. Tah
hrace spociva ve vybéru jedné své kostky a jejim shozeni
doleva nebo doprava, ptricemz diky tomu spadnou vSechny
kostky ve sméru, kam padala.

Levy hraje s biLymi kostkami, pravy s ceRnymi a opét pla-
ti, Ze prohral ten, kdo nemuze tahnout. Pro jednoduchost
budeme posloupnost kostek zapisovat jako Tetézec s pis-
meny B a C zastupujicimi bilé a ¢erné kostky. Naptiklad
z pozice CBC ma4 levy dva tahy, oba vedouci do pozice C.
Pro hry BCBBBBC a BBCCBC najdéte co nejjednodussi
abstraktni zapis, jez neobsahuje konkrétni pozice, ale jen
Cisla, *, T apod. (tedy t¥eba {{4 |2} | —6}). Vyskrtdvate-li
néjakou moznost, je tfeba zduvodnit, proc.

Tim jsme zakonéili spiSe neforméalni avod do Conwayovy
teorie her. Toto odvétvi matematiky je vSak podstatné ko-

Saté&jsi, vynechali jsme dost ditkazi (i zajimavych!), teploty
a teploméry her (urfovéni, jak moc vyhodné je do hry za-
hrat) a mnoho dalsich zajimavych véci.

Co se tyce praktické vyuzitelnosti teorie, je na ni zalozeny
algoritmus pro feseni koncovek v Go nazvany Decomposi-
tion search.

Prohloubit své znalosti teorie si miizete mimo jiné pfecte-
nim Winning Ways for your Mathematical Plays od Ber-
lekampa, Conwaye a Guye a On Numbers and Games od
Conwaye (ani jedna z nich bohuZel nem4 cesky pfeklad).

Mimochodem, hry v zapise {4, B,C,... | P,Q, R, ...} jsou
tzv. nadredind éisla (jejich specidlnim piipadem jsou i re-
alna ¢isla), o nichZ se doctete vice na Wikipedii.?

Hracickiim doporuc¢ujeme program CG Suite,® v némz lze
zaddvat pozice z riiznych her (nebo zapsané nadredlnym
¢islem) a nechat urdit jejich hodnotu, teplotu a dalsi vlast-
nosti. (To mtze slouzit i pro kontrolu FeSeni tkola, bude
vSak t¥eba vSe zdtivodnit.)

Pristé se muzete tésit na navrat vypocetni ¢asti seridlu za-
pocaté v prvni a druhé sérii (algoritmy Minimax a Alfa-beta
ofezavani). Nové nabyté znalosti si budete moct vyzkouset
na analyze jedné deskovky, kterou bude mozné hrat online.

Pavel ,,Paulie“ Vesely

Recepty z programatorské kucharky

Retézec je v podstaté jakékoli posloupnost symbolii zapsa-
na za sebou a s nimi budeme v této kapitole pracovat. Kaz-
dého napadne ,vyhledavani v textu“ nebo ,hledani jmen
v telefonnim seznamuj ale fetézce najdeme i na nizsich
arovnich informatiky. Napfiklad celé ¢islo zakédované v bi-
narni soustavé, které dostaneme na vstupu programu, je
také jen fetézec nul a jednicek.

Jiny piiklad pouziti Fetézclt (a jejich algoritmi) najdeme
v biologii. DNA neni o mnoho vice, nez chytré uloZeni po-
sloupnosti ¢tyt znakt/nukleovych bazi — a chceme-li hledat
vzory anebo konkrétni podposloupnosti, bude se nam hodit
znalost zakladnich algoritmii pro praci s fetézci.

Nemame bohuzel Sanci vysvétlit vsechny algoritmy s fetéz-
ci, protoze je prilis mnoho moznjch véci, co s fetézci délat.
Pievadénim Fetézcii na c¢isla (heSovanim) jsme se vénovali
v jiné kuchafce, v této se budeme soustredit na algoritmy,
které se objevuji spise v praci s textem.

Kromé tvodu popiseme dva stavebni kameny textovych
algoritmt, coz bude jedna datova struktura pro adresaie
(trie) a jedno vyhledani v textu s predzpracovanim hleda-
ného slova (a jeho rozsifeni pro vice slov). S jejich znalosti
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problémi.

Jak Tetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kricky, ¢asto moc netusi, co
s témi fetézci vlastné mize a nesmi délat. V programovacim
jazyce to je jasné — néco mu jazyk dovoli a na néco nejsou
prostiedky. Ale jak to je na Grovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zacatku, retézec bude posloupnost néja-
kych symboli, kterym fikdme znaky. Tyto znaky jsou z né-

jaké mnoziny, které fikame abeceda. Abeceda miiZe byt jen
01 pro ¢isla v bindrnim zapisu, klasické A-Za-z pro ang-
lickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové sa-
dy Unicode, kterd mé az 23! znakdl. Nezapominejme, Ze
nejenom pismena a Cislice, ale i mezery a interpunkce jsou
znaky!

Vidime, Ze zanedbat velikost abecedy pti odhadu slozitosti
by bylo pfilis troufalé, a tak budeme velikost abecedy ozna-
Covat |X|. Abeceda samotnd se v textech o Fetézcich casto
znaci feckym X.

O znacich samotnych predpokladame, Ze jsou dostatecné
malé, abychom s nimi mohli pracovat v konstantnim case,
podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich kapitolach.

Nyni hlavni otdzka — mame chépat fetézec jako pole znaki,
nebo jako spojovy seznam? Salamounska odpovéd: miZeme
s nim pracovat tak i tak. Kdyz budeme potfebovat pfevést
Fetézec na spojovy seznam (protoze se ndm hodi rychlé pie-
pojovani Fetézcil), tak si jej pfevedeme. Tento pfevod nés
samoziejmé bude stat cas linedrné zavisly na délce Tetéz-
ce. Budeme ji znacit dale L; ¢asova slozitost prevodu bude

o(L).

Standardné se ale pocita s tim, ze fetézec je uloZen v poli
nékde v paméti (jiz od zadatku algoritmu), takze ke kazdé-
mu znaku mizeme pristupovat v konstantnim case.

Jelikoz jsme Fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime
zapominat ani na prdazdny tetézec €. A kdyZz uz mame feté-
zec, ur¢ité mame i podretézec — souvislou podposloupnost
znakd jiného fetézce. Napriklad BAR, RET, € i KABARET jsou
podietézce slova (Fetézce) KABARET; KAT vSak podfetézcem
neni.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Nadre%C3%A11n%C3%A9_%C4%8D%C3%ADs1d

http://www.cgsuite.org/|
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Casto nas budou zajimat dva zvlastni druhy podfetézcii.
Pokud ze slova odstranime néjaky souvisly tsek na konci,
vznikne podfetézec, kterému Fikdme prefiz (Cesky predpo-
na), a pokud odstranime né&jaky souvisly tsek ze zacatku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABA-
RET, KABA je zase jeho prefixem.

Terminologie dovoluje zepredu i zezadu odstranit prazdny
Fetézec — to znamend, Ze slovo je samo sobé prefixem i suf-
fixem.

Pokud chceme mluvit o prefixech, suffixech nebo obecné
podfetézcich, kde jsme museli alespon jeden znak odtrh-
nout, oznacime takové podretézce jako vlastni.

Pro néktera pouziti Fetézct je dulezité, abychom je mohli
porovnavat — kdyZz méame fetézce R a S, tak rozhodnout,
ktery je mensi, a ktery je vétsi. Jaké presné toto usporadani
bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva tzv.
lexikografické uspordddni.

Pro lexikografické usporadani potfebujeme nejprve zadané
(linedrni) uspofadani na znacich (kromé binarniho 0 < 1 se
Casto pouziva ,telefonni* A =a <B=b< ... <Z =z
které je ovSem linedrni az na velikost znaki).

KdyZ mame zadané usporadani na znacich, na vSechny fe-
tézce jej rozsifime nasledovné: nejkratsi je prazdny retézec
a ostatni fetézce tfidime podle znaku od zacatku do konce.
Zvlastnost je v tom, ze fetézec je vétsi nez jeho kazda vlast-
ni pfedpona (neboli prefir). Retézec A tedy bude mensi nez
AUTO, které samo bude mensi nez AUTOBUS.

Adresar pomoci trie

Typicky problém v oblasti textu je, Ze mame seznam néja-
kych Fetézch (Casto tfeba jmenny adresar), mlzeme si jej
néjak predzpracovat, a pak bychom radi efektivné odpovi-
dali na otazku: , Je fetézec S obsazen v adresari?“ Muzeme
také po predzpracovani chtit pfidavat nové polozky i ode-
birat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat jména, mizeme pouzit
hesSovéani, které je rychlé a t¢inné. Vice o ném najdete v ku-
chafce o hefovani.* M4 vSak tu nevyhodu, ze pii velkém
zaplnéni se zane chovat pomaleji a mirné nepredvidatelné.

Ukézeme si jiné feseni, které je také asymptoticky rychlé a
neni ani prili§ naroéné na pamét. Vyuziva stromové struk-
tury a fikéd se mu trie (vyslovujeme Cesky ,tryje“ a anglicky
jako ¢ast slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo). V ¢es-
tiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom

Trie bude zakofenény strom, budeme jej stavét pro néjaky
adresar A. Kofen bude odpovidat prazdnému slovu . Kaz-
dé hrana, ktera z néj povede, odpovida jednomu ze znak1,
kterym slovo z adresife A zacind, a to bez opakovéni (tedy
jsou-li v A CGtyfi slova zaéinajici na A, hranu vedeme jen
jednu).

Na koncich téchto hran z kofene ndm vznikly vrcholy, které
odpovidaji vSem jednoznakovym prefixim slov z A, a uz
je celkem jasné, jak struktura dale pokracuje — z kazdého
vrcholu odpovidajicimu prefixu P vede hrana se znakem ¢
pravé tehdy, kdyz slovo P + ¢ (za P prilepime znak c) je
také prefixem nékterého slova z A.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

Obrézek vyda za tisic definic, zde je postavena trie pro slova
AHOJ, AT, KSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA:

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak
jsme ji definovali: kazdé slovo z adresafe budeme proché-
zet znak po znaku a bude-li néjakda hrana chybét, tak ji
vytvorime a pokracujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konéi slovo
z adresare a kde konci jen jeho prefix. Standardni zptusoby,
jak to vyfesit, jsou dva: bud si do kazdého vrcholu pfiddme
informaci o tom, je-li koncem celého slova nebo ne, anebo
si rozsifime abecedu o specialni znak, ktery se v ni predtim
nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem slovim z A pfilepime
tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo v adresafi, po pri-
chodu trii zkontrolujeme jesté, jestli z kone¢ného vrcholu
vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcho-
lech trie reprezentovat hrany do delSich prefixi. Abychom
mohli vyhledavat skutecné lineadrné, potfebovali bychom
umeét v konstantnim case odpovédét na otazku ,ma vr-
chol P potomka pfes hranu se znakem c?“.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom
mit v kazdém vrcholu pole indexované znaky abecedy. To
ovSem znamend, ze takové pole budeme muset vytvorit, a
tedy alokovat |%| policek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou narofnost trie (a ¢asovou narocnost)
na O(D - |%|), kde D znadi velikost vstupu, ¢ili soucet délek
vSech slov v adresafi. To je naprosto prijatelné pro malé
abecedy, ale uz pro A-Za-z je tento faktor roven 52 a pro
Unicode je uz takova alokace nemyslitelna.

Pokud tedy pracujeme s velkou abecedou, muize se nam vy-
platit oZelet konstantni rychlost dotazu a pouzit v kazdém
vrcholu vlastni binarni vyhledavaci strom pro znaky, kte-
rymi aktudlni prefix muze pokracovat. To zmirni ¢asovou
slozitost konstrukce na O(D -log|X|) a zhorsi ¢asovou slo-
Zitost dotazu na slovo délky L na O(L -log|X]).

A jsme hotovi! S trii miZzeme v linedrnim ¢ase odpovidat
na dotazy ,Vyskytuje se dané slovo v adresari?“, pridavat
a odebirat dalsi polozky za béhu a nejen to — vic o tom ve
cvicenich.

Poznamky

Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pas-
calu, podivejte se do knihy Algoritmy a programovact tech-
niky.

Triim se také fika prefizové stromy, coz popisuje, ze kazdy
vrchol odpovida prefixu nékterého slova v adresafi. (Slovo
prefizové je viak v matematice hodné naduzivané (prefixova
notace, prefixové kédy), a tak to muze vést ke zmateni.)
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e Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat
v Ceském textu v linedrnim case. Mtzeme pfeci postavit
adresar ze vSech slov v daném textu, a pak prochazet tu
trii. Ma to ale par hacku: jednak je Casto hledany feté-
zec kratky, ale text se nevejde do paméti. Druhak, pokud
bychom pouzili jako oddélova¢ mezery, mohli bychom hle-
dat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi kusy
véty.

Asi se po posledni pozndmce ptate — existuje néjakd mo-
difikace trie, kterd umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano,
jmenuje se suffizovy strom a jdou s ni délat spousty kras-
nych kouskd. Rika se, Ze kazdou fetézcovou ulohu lze fesit
v linedrnim c¢ase pomoci suffixovych stromi. Vic se o nich
doétete tieba v knizce Grafové algoritmy.’

Cviceni

Reknéme, Ze chceme adresai na vstupu setiidit v lexikogra-
fickém poradi (definovaném v sekci ,Jak Fetézce chapat“).
Miuzeme pouzit néjaky klasicky t¥idici algoritmus, ale bohu-
zel musime pocitat s tim, Ze porovnani dvou fetézcti neni
konstantné rychlé. Vymyslete zptisob, jak setfidit takovy
adresar pomoci trie.

Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytecné
vrcholy trie, tedy ty, v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete
si, jestli by néemu vadilo misto takovychto cest mit jen
jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhledavani?
Mimochodem, je celkem jasné, ze takovato komprimovand
trie pfinese jen konstantni zrychleni dotazi i prostoru, a
tak na soutézich apod. staci pouzit zakladni variantu.

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlou-
hy text a kratké slovo. Chceme si slovo zpracovat, nacez
projdeme co nejrychleji text a zahlasime jeden nebo vsech-
ny jeho vyskyty. Zajimaji nas pfi tom i vyskyty, které se
navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo NANA vyskytu-
je dvakrat. Casto se hovoii o ,,hledani jehly v kupce sena®, a
tedy se textu prezdiva seno a hledanému slovu jehla. Délku
jehly oznac¢ime D a délku textu H.

Predstavme si nejdfive hledané slovo jako spojovy seznam,
tfeba slovo INSTINKT:

(e ms =)o)

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kont-
rolovat, zda se text shoduje s nasim slovem/spojovym se-
znamem. Pokud by si znaky odpovidaly, sko¢ime na dalsi
znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemtzeme jen skocit na dalsi znak textu —
co kdybychom v textu narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového sezna-
mu, ale i zpatky v textu na druhy znak, ktery jsme oznadili
jako odpovidajici, a zkouSet porovnavat s jehlou znovu od
zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus ne-
bude linearni, protoze se musi vracet zpét v textu o délku
jehly.

Sice je predchozi popis skute¢né v nejhorsim pfipadé slozi-
ty O(H - D), av8ak sta¢i mald tiprava a slozitost piejde na
linedrni O(H + D). Ve skute¢nosti algoritmus nezpomalo-
valo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se
vraceli prilis zpatky.
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Tteba v nasem prikladu s textem INSTINSTINKT se nemu-
sime vracet ve spojovém seznamu na zacatek, jakmile na-
Cteme INSTINS. Mohli jsme se vratit jen na druhy znak,
tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, mizeme po-
kracovat dale v ¢teni a nevracime se v textu. Kdyby text
byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po nac¢teni B na
zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali
dale bez zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy urcime policko
spojového seznamu, na které sko¢ime, pokud se nasleduji-
ci znak v textu lisi od toho ocekdavaného. Poradové cislo
tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bu-
de funkce definovand pomoci pole, kde F[i] bude poradové
¢islo policka, na které se mé skocit z policka ¢islo i. Porov-
navat pak budeme s nasledujicim znakem. Pokud F[i] = 0,
znamena to, Ze mame zacit porovnavat uplné od prvniho
znaku jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, miZete se na nas
spojovy seznam divat jako na graf a hovofit o zpétngch
hrandch.

Zatim jsme ale piesné nepopsali, na které policko presné
bude zpétna funkce ukazovat. Necht chceme urcit zpétné
policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pracujeme ted s pre-
fixem INSTIN. Selsky feceno, chceme najit ,konec slova IN-
STIN takovy, Ze je stejny, jako zacatek slova INSTIN“.

Abychom nas pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpét-
nym polickem pro jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo
ABABABC a my urcovali zpétné policko pro ABABAB? Kdy-
bychom ukéazali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné,
protoze pak bychom pro text ABABABABC nezahlésili vyskyt
jehly, coz je jasna chyba. Musime se vratit uz na ABAB!

Zajim4a nas tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako
zacatek, ale nejdelsi takovy konec/suffix. A jesté navic ne
jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni“ — slovo INSTIN je
samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by
se nemeéla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pra-
vé urcovali hodnotu zpétné funkce pro znak ¢islo 7, kterému
odpovida prefix P, pak jeji hodnota bude délka nejdelsiho
vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdrovern
prefitem P.

Pro slovo INSTINKT vypada spojovy seznam se zpétnou
funkei (zakreslenou pomoci ukazatelir) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slo-
zitost? Jak spocitat zpétnou funkci?

Poperme se nejdrive s tou prvni. Pro kazdy znak vstup-
niho textu mohou nastat dva pripady: Bud znak rozsiruje
aktualni prefix, nebo musime pouzit zpétnou funkci. Prvni
piipad m4 jasné konstantni slozitost, druhy je horsi, nebot
zpétnd funkce muZe byt pro jeden znak volana az D-krat.
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Pri kazdém volani vsak klesne poradové ¢islo aktuédlniho
stavu (poli¢ka) alespoii o jedna, zatimco kdykoliv stav pro-
dluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady mize byt nejvyse tolik, kolik bylo vsech prodlou-
zeni, ¢ili kolik jsme precetli znakt textu. Celkem je tedy
pocet krokd automatu linedrni v délce textu, O(H).

Konstrukci zpétné funkce provedeme malym trikem. VSim-
néme si, ze F[i] je pfesné &islo stavu, do néjz se dostane-
me pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu na fetézec,
ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Pro¢ to tak je? Zpétna funkce rika, jaky je nejdelsi vlastni
suffix daného stavu, ktery je také stavem, zatimco policko,
ve kterém po i krocich skon¢ime, oznacuje nejdelsi suffix
textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druha pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu za-
branime odstranénim prvniho znaku.

Takze F ziskame tak, ze spustime vyhledavani na ¢ast sa-
motné jehly. Jenze k vyhledavani zase potfebujeme funk-
ci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret po-
stupné od nejkratsich prefixt. Z¥ejmé F[1] = 0. Pokud jiz
méme F[i], pak vypocet F[i + 1] odpovid4 spusténi auto-
matu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji
jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet
vzdy znovu od za¢atku — (i + 1)-ni prefix je pfeci prodlou-
zenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci tedy spustit algo-
ritmus na celou jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi
stavy bude prochazet, a to budou pfesné hodnoty zpétné
funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce D — 1, a proto pobézi
v éase O(D). Casova slozitost celého algoritmu tedy bude
O(H + D). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé po-
psali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se
mu tikd KMP. Naprogramovany bude vypadat nasledovné
(Gteni vstupu jsme si odpustili):
var

Slovo: array[1l..D] of char; { jehla }

Text: array[1l..H] of char; { seno }

F: array[1..D] of integer; { zp&tna fce }

function Krok(I: integer; C: char): integer;

begin
if (I < D) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok := 1 + 1
else if I > O then
Krok := Krok(F[I], C)
else
Krok := 0;
end;
var I, J: integer; { pomocné proménné }
begin
{ konstrukce zpé&tné funkce }
F[1]:= 0;

for I:= 2 to D do
F[I]:= Krok(F[I-1], Slovo[I]);
{ prochézeni textu }
J:= 0;
for I:= 1 to H do begin
J:= Krok(J, Text[I]);
if J = D then writeln(I);
end;
end.

Poznamky

® Pro anglicky nebo cesky text je pouziti takto sofistikované-
ho algoritmu skoro skoda, protoze v obou jazycich se stava
jen méalokdy, ze bychom méli nékolik slov spojenych dohro-
mady. Prakticky bude stacit i na zac¢atku zminény naivni
algoritmus. Na soutézich a olympiddach ale piste radéji al-
goritmus KMP.

® HeSovani lze pouzit i na vyhledavani fetézce v textu. Ob-
zv14§t& vhodné jsou na to rolling hash functions (,,0kénkové
heSovaci funkce*), které umi v konstantnim case pfepocitat
hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku a pridame-li jiny na
konci — jako kdybychom se divali na text skrz posouvajici
se okénko.

Cviceni
® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jedno,
a algoritmus musi vypsat vSechny vyskyty na vystup, mu-

zeme se dobrat vySsi nez linearni slozitosti v zavislosti na
vstupu. Na ¢em potom takova Casova slozitost také zalezi?

® Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci pro
vyhledavani jedné jehly.

Vyhledavani jehelnic¢ku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale
cely jehelnicek, ¢ili seznam hledanych slov? I to lze Tesit
podobnou metodou, jako jsme fesili jedno slovo. Tento al-
goritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spoc€iva v tom, ze jednoduchy spojovy seznam nahradime
tril a do trie opét priddme zpétné hrany.

Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskla-
dame jehelnicek do trie. Pro pfiklady v této kuchafce pou-
7ijeme jehelnicek ARAB, ARARA, ARARAT, BAR, BARA, BARABA,
RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestro-
jeni zpétnych hran. Nejprve jsme se-
strojili zpétnou hranu pro prvni znak
slova, pak pro druhy atd. Ve trii to
bude o néco slozitéjsi.

Na prvni pohled se muze zdat, ze
bychom mohli automat sestrojit tak,
7ze bychom vyrobili KMP pro prv-
ni slovo, pak KMP pro druhé slovo
s vywzitim struktury prvniho atd.,
ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do
predka. Naptiklad pro slovo BARAB
povede zpétna hrana do slova ARAB,
z toho do slova RAB a z toho do B.
Kdybychom ale zkonstruovali auto-
mat vySe popsanym zptisobem (a za-
Cali slovem BARAB), nebude existovat
v trii ani ARAB, ani RAB, takze bychom vedli zpétnou hranu
chybné do B.

Muzeme se ale opfit o trik z konstrukce KMP — vyhledéani
svého nejdelsiho vlastniho suffixu. Kam dojde vypocet po
jeho vyhledani, tam povede zpétna hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit celou trii a pak postupné vy-
hledat nejdelsi vlastni suffix pro kazdé slovo. Ouha, to také
nefunguje. Kdyz zacneme slovem BARABA a budeme tedy vy-
hledéavat ARABA, nalezneme v trii Gspésné prefix ARAB, ale



ARABA jiz v trii neni. Méli bychom ptejit ze slova ARAB po
zpétné hrané, ale tu jesté neméme zkonstruovanou.
Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov budou prvni

vrstva, druhé znaky budou tvofit druhou vrstvu atd., az
i-té znaky slov budou tvofit i-tou vrstvu.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné,
kdyz je musime vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté
vzit slovo, pro které hledame zpétnou hranu, utrhnout mu
prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.

Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARA-
BA v jiz zkonstruované casti automatu, ale pro¢ to délat
celé, kdyz jsme pii konstrukci predchozi vrstvy vyhledavali
ARAB pii konstrukei zpétné hrany pro BARAB?

Najdeme tedy akorat, kde jsme minule skonéili, a odtamtud
pokrac¢ujeme dal. Jak to najdeme? Z otce naseho vrcholu
tam pirece vede zpétnd hrana. Takze miizeme postup shr-
nout do bodti:

. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hledame
zpétnou hranu);

. pfesuneme se do otce;

. pfesuneme se po zpétné hrang;

. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni,
presouvame se po zpétnych hranéch;

. pokud existuje syn se znakem ¢, natdhneme do néj zpétnou
hranu z P, jinak ji natdhneme do kofene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce se-
stavé z konstrukee trie v O(D - |3]), resp. O(D -log |2|) (po-
kud pouZzijeme bindrni strom ve vrcholech) a z pfedpocita-
ni zpétnych hran. P¥i predpocitavani udélame néjaky kon-
stantni pocet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(D))
a také paralelné vyhledavame vSechny jehly z jehelnicku,
jejichz vyhledéni nés stoji O(D), resp. O(D -log|X]).
Tedy konstrukee trva celkem O(D - |X|), resp. O(D -log |3)),
pamétova naroc¢nost je stejnd jako u trie — O(D - |X]), resp.
O(D), pridali jsme jen O(D) zpétnych hran.

Projdeme tedy automatem text BARABARARAT. Ohlasi po-
stupné nalez slov BAR, BARA, BARABA, BAR, BARA, ARARA a
ARARAT.
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Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy
tedy povede do vrstvy s nizsim pofadovym c¢islem. Pokud
tedy budeme zpétné hrany konstruovat po vrstvach, dojde-
me kyzeného vysledku.

Nenalezl vSak vSechno. Chybi mu napf. ARAB, ktery zacina
druhym znakem a kon¢i patym. Déle chybi nékolik vyskyt
RA a jeden RAB.

Kdyz byl na patém znaku, byl ve stavu BARAB, jehoz suffi-
xem je ARAB. Obecné na suffixy zapominame — narozdil od
KMP, kde suffix aktualniho stavu nikdy nebyl jehla, tady
jehlou byt muze.

V kazdém stavu bychom te-
dy méli projit vSechny suffixy
a zkontrolovat je, jestli naho-
dou nejsou jehlami. Jak na-
jdeme vSechny suffixy? Pro-
jdeme postupné po zpétnych
hranach az do kofene. M4 to
jen jeden problém — je to po-
malé.

Predstavme si naptiklad slov-
nik obsahujici A a AAAA...A
(délky D — 1). Budeme-li jim
vyhledavat v textu AAAA. . .A
délky H > D, projdeme prak-
ticky pro kazdy znak az D —1
zpétnych hran, ¢imz slozitost
naroste az na nepouzitelnych
O(H - D).

Vsimnéme si vsak, ze vétsinou zpétnych hran jsme prosli
uplné zbytecné. Predpocitame si tedy zkratky — z vrcholu
vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu, ktery je jehlou. Na
obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran casovou slozitost konstrukce
automatu jisté nezhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim pfipa-
dé projit vSechny zpétné hrany jesté jednou.



Pottebujeme-li ohlasit vSechny vyskyty slov véetné pozi-
ce, kde se nachézeji, jsme hotovi. Vysledna casova slozitost
prohledavéni bude O(H + O), resp. O(H -log |X| + O), kde
O je velikost vystupu — pocet vyskyt vsech slov.

Celkova Casova slozitost prohledavani véetné stavby auto-
matu tedy bude O(O + H + D-|3|), resp. O(O + (H +
D)-log ).

Jak velky muze byt vystup? Obec-
né az O(H?)). Extrémné velky vy-
stup je mozné vygenerovat napii-
klad slovnikem obsahujicim vsech-
ny prefixy slova AAAA. . .A délky H
a senem taktéz AAAA. . .A délky H.
Automat pak hlasi vyskyt pro kaz-
dé podslovo, kterych je O(H?).

Pokud nédm sta¢i u kazdého slova
jen pocet vyskytd, nemusime zou-
fat — zavislost na poctu vyskyta
umime odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozi-
ci zapoc¢itame pouze nejdelsi jehlu,
ktera tam kond¢i (u kazdé jehly si
budeme udrzovat ¢itac). Nebude-
me tedy v kazdém kroku poskako-
vat po zkratkach az do aleluja, ale
maximalné jednou. Diky tomu nadm z ¢asové slozitosti zmizi
velikost vystupu.

V nasem prikladu se senem BARABARARAT tedy na konci
budeme mit ulozeno, Zze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x,
ARARAT 1Xx, BAR 2x, BARA 2x a BARABA 1x. RA a RAB nemayji
hlaseny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy
vrchol spocitame soucet celého jeho podstromu.

Tedy po pfepoctu bude mit RA 3 vyskyty a RAB 1 vyskyt;
celkovy pocet vyskytd pak bude 12.

Poznamky

Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou konecné
automaty a regularni vyrazy, o kterych jsme méli serial ve
23. roc¢niku.

Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasicko-
vou v rozumné dobé napriklad pfi soutézi, pokud tento al-
goritmus nemate opravdu pod ktzi. Radsi zkuste pouzit
hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cviceni
Redukci o velikost vystupu mtzeme provést i pro pfipad,
kdy vystup nebudeme vypisovat, ale staci nam mit jej ulo-
zeny v paméti. Vymyslete vhodnou tpravu triku s ¢itacem.
Zkuste si implementovat Aho-Corasickovou vlastnoruéné ve
svém oblibeném jazyce, abyste si byli jisti, ze doopravdy
chapete vSechny zaludnosti tohoto algoritmu.

Martin Bohm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda

Vzorova Feseni tfeti série Etyriadvacatého roéniku KSP

24-3-1 Intervalové duplicity

Kuchatka na intervalové stromy, intervaly v nazvu tlohy,
dokonce nam i chodi dotazy na intervaly. ,,To prosté musi
byt intervalové stromy!“ Ale nejsou. Tato shoda nahod je
jeden velky chytdk. Je mozné, Ze na tuto tlohu néjakym
zpusobem jdou napasovat intervalové stromy, ale rozhod-
né to nepatii k tém jednodussim fesenim. Jaky tedy byl
vzorovy postup?

Celé Teseni této tlohy je vlastné jen jeden velky trik. Nejdfi-
ve si v§imneme, Ze pro dvojici ¢isel se stejnou hodnotou nas
zajimé predevsim interval, ktery méa na krajich ¢isla z této
dvojice. .. Pak o libovolném intervalu [X, Y] fekneme, Ze je
Spatny, pokud v sobé obsahuje néktery z téchto minimal-
nich intervald.

My dostaneme dotaz na interval [L, P] a vSe, co nés zajima,
je, jestli se v ném vyskytuje néktery z minimalnich Spatnych
intervali. Co kdybychom si pro kazdy mozny pravy kraj
intervalu [L, P] pfedpo¢itali pozici A za¢atku nejblizsiho
levého minimélniho intervalu [A, B], ktery zéroveii spliu-
je B < P? Pak bychom jen porovnali A a L. Pokud by
A < L, tak by interval byl dobry a v opa¢ném ptipadé by
byl $patny. To bychom méli vyhrano!

Predpocitat si tyto hodnoty ale vibec neni tézké. Posloup-
nost projdeme zleva doprava a pro kazdou hodnotu si bu-
deme pamatovat, kdy naposled jsme ji vidéli. To si mtzeme
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pamatovat napriklad pomoci hesovaci tabulky, nebo binér-
niho vyhledavaciho stromu. Af uz to bude cokoliv, Fikejme
tomu mapa. Déle si chceme pamatovat posledni miniméalni
Spatny interval nalevo od néas. Nyni pro vSechny pozice k
v posloupnosti zavolame tyto ptrikazy:

posledni[k] = max(posledni[k-1], mapalpolel[k]])
mapa[polel[k]] = k

A to uz vlastné mame hodnoty predpocitané. Ted jen staci
odpovédét na vsechny dotazy.

Pti pouziti binarniho vyhledévaciho stromu potfebujeme
¢as O(N log N) na predpociténi a éas O(Q) na zodpovéze-
ni dotazi, kde N je délka posloupnosti a @ je pocet dotazt.
Celkem tedy O(Nlog N + Q). Pfi pouziti hesovaci tabul-
ky Casova sloZitost zavisi na pouZité hesovaci funkci a pri-
mérném mnozstvi vzniklych kolizi v tabulce. Tento rozbor
slozitosti zde vynechame.

Pamétovd slozitost feSeni je O(IN). Potfebujeme si pama-
tovat konstantni mnozstvi informaci ke kazdé hodnoté po-
sloupnosti.

Ve vzorovém zdrojovém kédu je pouzita mapa z C++ kni-
hovny STL, se kterou se pracuje stejné jako s hesovaci ta-
bulkou a vlastné stejné jako s asociativnim polem, které
pouzivate naptiklad v PHP.

Zavérem bych chtél poznamenat, Ze na nasich testovacich



vstupech prosla na plny pocet bodu i néktera feseni s kva-
dratickou ¢asovou slozitosti s dostatecnym mnozstvim heu-
ristik. Tohoto faktu si v8§iml Ondra Hiibsch a my mu timto
dékujeme za upozornéni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-1.cpp

Karel Tesar

24-3-2 Nemnoho pocitaéua

Nejdfive si uvédomime, Ze rychleji nez v O(N) ¢isla pocita-
¢ nesetfidime, protoze je potfebujeme alespor nacist a vy-
psat, coz rychleji nez linearné nejde. Soucasné urcité umime
¢isla pocitaci setfidit v O(N log N), protoze v tomto Gase
umime setfidit obecnou posloupnost ¢isel pomoci ttidicich
algoritmt, jako jsou Quicksort nebo Mergesort. Nejde to
vsak rychleji?

V doslych fesenich se objevovaly dva mozné pristupy, po-
piSeme si tedy oba. Prvnim z nich je pouziti asociativniho
pole, neboli heSovani.

Reseni pomoci heSovani

V rychlosti tu popiSeme pouze zakladni principy, koho by
to zaujalo, mtze se podivat do odpovidajici kucharky o he-
Sovani.

Zakladem fungovani heSe je hesovaci funkce. Ta pfifazuje
klicim (textovych fetézctum nebo velkym ¢islim podle to-
ho, jakymi hodnotami chceme he§ indexovat) né&jakd mala
¢isla z rozsahu 0 az K — 1, pomoci nichz se jiz da indexo-
vat normalni pole. Dobrym piikladem hesovaci funkce pro
velka ¢isla je napriklad zbytek po déleni ¢islem K.

Kdyz ale heSovaci funkce pfifadi dvéma kli¢im stejnou hod-
notu, nastava kolize. V takovém ptipadé je nékdy nutné
projit az celé pole a to trva linearné dlouho. Pro vétsi de-
taily se opét podivejte do kuchaiky o hesovani.®

Pokud se rozhodneme pouzit heSovani, vytvorime si asocia-
tivni pole o velikosti K, slouzici pro ukladani pocta jednot-
livych typt pocitact. Cislo K zvolime jako né&jaké prvoéislo
mezi 2log N a 4log N (takové prvodislo mezi ¢islem a je-
ho dvojnasobkem urcité existuje, ale to si zde nebudeme
dokazovat).

Proc¢ pravée takhle? Rozsah zhruba dvojnasobku poctu klict
je rozumnd volba z hlediska minimalizovani poc¢tu kolizi,
ale soucasné pole jesté neni piilis velké. A volba prvocisla
je Sikovna z hlediska heSovaci funkce, ktera bude vracet
zbytek po déleni K.

Poté jiz postupné prochézime vstupni posloupnost. Pokud
se kli¢ odpovidajici typu pocitace v hesi jesté nenachazi,
zalozime ho, jinak ke stavajicimu poc¢tu pocitactt tohoto
typu pouze pri¢teme jednicku.

Po nacteni celého vstupu pak pole setfidime, coz nam vzhle-
dem k jeho velikosti O(log N) bude s pouzitim napiiklad
Mergesortu trvat O(log N loglog N), coz je méné nez O(N).
Poté jiz staci jenom setfidéné pole projit a u kazdého typu
ho vypsat tolikrat, kolikrat byl na vstupu. To ndm zabere
linearni ¢as vzhledem k velikosti vstupu.

Pamétova slozitost je tmérna velikosti pole, tedy O(log V).
Je ale ¢asova slozitost skuteéné O(N)? Vse zalezi na volbé
hesovaci funkce a na ¢islech, ktera se vyskytnou na vstupu.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy
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V nejhorsim pripadé mize nastat u vSech prvki hese kolize
a zpracovani kolize miize stat az linedrné vzhledem k veli-
kosti hese, tedy O(log N) Casova slozitost by tedy byla az
O(Nlog N).

ReSeni pomoci vyhledavacich stromi

Druhym pfistupem, ktery nam zajisti dobrou ¢asovou slo-
Zitost ve vSech pfipadech (i kdyZ to nebude tak dobré, jako
O(N) u heSovani v nejlepsim piipadé), je pouziti vyhled4d-
vacich stromt. Vyvazeny vyhledavaci strom nam zarucuje
pristup ke vSem jeho prvkim v logaritmickém case vzhle-
dem k jeho velikosti.

Vyhledavaci strom je strom s néjakou hodnotou v kazdém
vrcholu. Pro kazdy vrchol plati, ze vSechny hodnoty v jeho
levém podstromu jsou mensi, nez hodnota v daném vrcholu,
a vSechny hodnoty v pravém podstromu jsou zase vétsi, nez
hodnota v daném vrcholu.

Budeme potiebovat pouze piidavani do stromu, proto si
popiSeme pouze to. Pro vice detailt se podivejte do ku-
chatky o vyhledavacich stromech.” P¥idavani je stejné jako
vyhledavani. Za¢neme v kofeni a postupné se zanorujeme
do levého nebo pravého podstromu (podle toho, jestli je hle-
dana hodnota mensi nebo vétsi, nez hodnota ve vrcholu),
dokud nenarazime na vrchol s hledanou hodnotou.

Nebo, pokud takovy vrchol neexistuje a my ho chceme pfi-
dat, vytvorime ho na daném misté jako levého nebo pra-
vého syna vrcholu, kde jsme skondili. Pti takovém ptidani
nam ale miiZze strom degenerovat a muze ndm vzniknout az
strom tvaru dlouhé linearni cesty. Pro zajisténi podminky
pristupu ke vSem prvkiim v logaritmickém case je nutné
strom vyvazovat.

Vyvazovani se provadi pomoci rotaci. Prosté prekofenime
nevyvazeny podstrom za néjaky jeho vrchol tak, aby se
hloubka levého a pravého podstromu vzdy liSila maximalné
o jedna. Zaroven samoziejmé nesmime porusit usporada-
ni hodnot ve vrcholech — vysledkem rotace je opét binarni
vyhledavaci strom.

Takovym stromtm se fikd AVL stromy, koho rotace zaji-
maji vice, necht se op&t zacte do kucharky o vyhledévacich
stromech.

Nam staci védét pouze to, Ze jedna rotace trva konstantné
dlouho a pfi jednom vyvazovani provedeme maximalné tolik
rotaci, kolik je hloubka stromu, tedy logaritmicky vzhledem
k jeho velikosti.

Nyni tedy mame datovou strukturu, do které mtizeme v lo-
garitmickém case pfiddvat libovolné hodnoty. A navic, po-
kud poté budeme strom prochézet zleva (v kazdém vrcholu
nejdiive zpracujeme levy podstrom, pak vrchol a nakonec
pravy podstrom), dostaneme rovnou setfidénou posloup-
nost téchto hodnot. Prochézeni stromu zleva trva linedrné
vzhledem k jeho velikosti.

Zakladni idea programu tedy bude stejnd jako v predcho-
zim pripadé. Budeme nacitat posloupnost na vstupu a kaz-
dy prvek se pokusime vlozit do stromu. Pokud se uz ve
stromu tento typ pocitace nachézi, jenom ke stavajicimu
poctu pocitacti tohoto typu pricteme jednicku, jinak tento
typ pocitace zalozime.

Velikost stromu bude stejna, jako je pocet typu pocitact,
tedy O(log N) a pfidani prvku do stromu véetné néasled-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy

ného vyvéazeni bude stat O(loglog N). Zpracovani vstupu
nam tedy zabere O(N loglog N). Nakonec uz pouze projde-
me strom zleva a vypiSeme kazdy typ tolikrat, kolikrat se
objevil na vstupu.

Pamétova slozitost je v tomto piipadé také O(log N). Nej-
vice ¢asu nam zabere zpracovani celého vstupu do stromu,
tedy celkova Gasova slozitost je O(N loglog N).
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-2.cpp

Jirka Setnicka

24-3-3 Parovani znalcu

Nasou tlohou je zistif pocet hran v maximalnom parovani
v strome.

Hranu, ktora obsahuje vrchol, ktory mé len jedného suseda
(a to druhy vrchol, ktory patri tej istej hrane) nazvyme
listovd hrana.

Algoritmus je jednoduchy. Vezmeme si Tubovolnt listovil
hranu a odoberieme zo stromu oba vrcholy patriace tejto
hrane (odobrat vrchol znamend aj odobrat vSetky hrany
ktorym patri). Za takyto krok si zapocitdme jednu hranu
do péarovania (ta listovi), tie ¢o sme odobrali spolu s vr-
cholom, ktory v najdenej listovej hrane nebol list, do paro-
vania samozrejme nepoéitame. Skonéime, ked uz nemame
¢o odobrat. To, Ze ndm pri odoberani listovych hrdn méze
vzniknut les, ni¢omu nevadi.

Preco to funguje? Tak, predpokladajme, Ze e je listova hra-
na a M je nejaké maximélne parovanie v strome. Takze
plati, ze ak do M priddme Tubovolnt hranu, ktord v M es-
te nie je, tak M uz nebude parovanie. Nech M neobsahuje
listovt hranu e. Ak hranu e do M pridame, tak prave jeden
vrchol bude obsiahnuty v dvoch hrandch péarovania (lebo
e je listovd). Takze mozme odobrat nejaki z hrdn v M a
dostat maximalne parovanie, ktoré obsahuje e.

Mozeme si to predstavit takto: vzdy, ked najdeme nejaki
listovi hranu, tak na zéklade predchadzajiceho odstavca
vieme, Ze existuje maximalne parovanie (v tom, ¢o ndm zo
stromu na vstupe eSte zostalo) také, ze obsahuje najdent
hranu a preto moézeme vrcholy tejto hrany odobrat. A teda
spravnost algoritmu je dokdzand, pretoZze vieme, Ze v kaz-
dom kroku ni¢ nepokazime.

Algoritmus mo6zeme implementovat ako prehladdvanie stro-
mu do hibky metédou postorder (s vrcholom nie¢o vykoné-
me aZ potom, ¢o sme dokondili pracu s jeho synmi): vzdy,
ked sa pozrieme na vrchol (to je uz po tom, ¢o sme sa po-
zreli na v8etkych jeho synov), tak zistime, ¢i nemd nejakého
nesparovaného syna. Ak 4no, tak vrchol sparujeme s fubo-
volnym nesparovanym synom.

Co sa ¢asovej zlozitosti tyka, tak ta je linedrna vzhladom
na pocet vrcholov, ¢ize O(n), kde n je pocet vrcholov. Pa-
miitova zlozitost je na tom rovnako.
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-3.d

Peter Zeman

24-3-4 Navrat do podposloupnosti

Po precteni zadani neni tézké si uvédomit, ze nasim uko-
lem je vyskrtnout souvislou ¢ast posloupnosti tak, abychom
dostali co nejdelsi souvislou rostouci podposloupnost.

Nez za¢neme cokoliv vymyslet, tak si uvédomime, ze by se
nam pro kazdy prvek mohlo hodit znat, jak dlouha souvisla

- 13 —

rostouci podposloupnost v ném konci a jak dlouhd souvis-
14 rostouci podposloupnost v ném zacina. Témto hodnotam
budeme fikat prefixy a sufixy prvka. Prefixy spocitame tak,
ze posloupnost projdeme zleva doprava a budeme si pribéz-
né pamatovat, jak dlouha je posledni rostouci ¢ast. Obdob-
né, pii pruchodu zprava doleva, spocitame sufixy.

Ted teprve nad tlohou za¢neme premyslet. Pokud bychom
nic neskrtli, tak odpovédi bude nejdelsi prefix. Pokud vy-
skrtneme néjaky tsek [a, b], tak se ndm situace muze zlepsit
pouze v misté Skrtani, pokud spolu miZeme spojit prefix
konéici v bodé a — 1 se sufixem zacinajicim v bodé b + 1.
Nikde jinde se nam situace nezméni.

Pro kvadratické feseni nam tedy staci jen vyzkousSet vsech-
ny mozné useky a pro kazdy se podivat, jak dlouhd po-
sloupnost vznikne po jeho vyskrtnuti. Pak jen vezmeme
maximum ze vSech hodnot, které jsme takto nasli, a vSech
prefixii a feSeni vypiSeme. Toto feseni ma casovou slozitost
O(n?). Zkousime O(n?) tsekt a z kazdého ziskdme zlepseni
v konstantnim case.

Jde to ale Fesit i 1épe. Pokud si uré¢ime, kde skrtany tsek
bude koncit, tak budeme chtit efektivné zjistit, kde ma skr-
tany tsek zacinat, abychom vytvorili co nejdelsi souvisly
rostouci tsek. Jinymi slovy nés zajimé, k jakému nejdelsi-
mu prefixu, umisténému smérem nalevo, jsme schopni tento
sufix napojit.

K tomu vyuzijeme datovou strukturu jménem intervalovy
strom, ktery je popsan v kuchafce ke tfeti sérii. Konkrét-
né se nam bude hodit intervalovy strom pro maxima, na
zacatku inicializovany na samé 0. Jak pfesné ndm pomuze?

Hodnoty v posloupnosti si seradime podle velikosti od nej-
mensich po nejvétsi. Nyni postupné od nejmensich prvkt
budeme provadét tyto operace (pozor, prvni operace bez
druhé neddvé smysl):

Zeptame se stromu na maximum na intervalu jedna az pa-
vodni pozice prvku.

Do intervalového stromu na ptivodni pozici prvku ulozime
velikost rostouciho prefixu konciciho timto prvkem.

Vzdy, kdyz se intervalového stromu ptadme na maximum
néjakého intervalu, tak v ném mame ulozené prefixy vSech
mensich prvki, tedy jedinych prvki, na které ma smysl se
ptat. Tedy dostavame spravné odpovédi. A to je vlastné
celé.

Toto FeSeni méa ¢asovou slozitost O(nlogn). Prvky t¥idime
a pokladdame O(n) dotazl intervalovému stromu, kde kazdy
zabere ¢as O(logn).

Reseni pomoci intervalového stromu miizete najit ve zdro-
jovém kédu. Pro jednoduchost zépisu program jen zjistuje,
jak dlouhou posloupnost umime vytvorit. Konkrétni po-
sloupnost dostaneme tak, Ze intervalovy strom upravime,
aby si pamatoval i to, odkud maximum pochézi.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-4.cpg Karel Tesar

24-3-5 Soudin zlomku

jil moznd za poznamku, ze jen par feSitelt pfislo na prvni
z nich a nikdo na druhé ani na tfeti. Navic se objevil ne-
trivialni pocet Fesiteli, ktefi vzali pfiklad s jednobajtovymi
¢isly za soucast zadani, coz je pochopitelné stalo nemalou
¢ast bodt. A nyni uz k véci.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-2.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-4.cpp

Prvni varianta

Lze snadno nahlédnout, ze rozloZenim c¢itatelt a jmenova-
telt na prvocinitele a naslednym pokracenim dostaneme
zlomek v zékladnim tvaru. K rozkladu (neboli faktoriza-
ci) pouzijeme pole prvocisel pfedpocitané zndmym algorit-
mem Eratosthenova sita. Ten ostatné budeme potiebovat i
v nasledujicich dvou fesenich.

Nejdiive tedy precteme cely vstup a vybereme maximum M
ze vSech Citatelli a jmenovatelti. M nastavime jako horni
mez pro Eratosthenovo sito. Sitem ziskdme pole prvocisel,
kde si nasledné u kazdého prvocisla budeme udrzovat hod-
notu jeho exponentu ve vysledku. Tu zjistime tak, ze znovu
prochazime vstup a kazdého z citateli, resp. jmenovatelt
rozklddame na prvocinitele a podle toho zvySujeme, resp.
snizujeme ptislusny exponent o jednicku.

Tento algoritmus bézi v ¢ase O(M loglog M + N - K). Z to-
ho O(M loglog M) nés stoji sito (viz dodatek), O(N - K)
trva rozklad na prvocinitele (K ozna¢ime podet prvocisel
mensich nez M a pro kazdé z 2N ¢isel na vstupu projdeme
v nejhor$im vSechna prvocisla). Pokud jako vystup chce-
me skutecného Citatele a jmenovatele, nejen jeho faktori-
zaci, musime jeSté zapocist ¢as na umocnovani. Ten se da
snadno shora odhadnout logaritmem maximéalni hodnoty D
datového typu, tedy O(log D).

Casova slozitost je tedy O(M loglog M + N - K + log D).
Druhi varianta

Eratosthenova sita se nejspis nezbavime, takze se zaméri-
me na druhou ¢ast algoritmu, a to na prvociselny rozklad.
Upravime sito tak, aby si u slozenych ¢isel pamatovalo nejen
to, ze jsou vyskrtnutd, ale také nékteré z prvocisel, jimiz
jsme je Skrtli. Presnéji feceno, kdyz v situ vyskrtavame k-ty
nasobek prvodisla p, poznamendme si do prvku pole P[k - p]
¢islo p.

K ¢emu je nam to dobré? Ve chvili, kdy potfebujeme fakto-
rizovat néjaké ¢islo i, podivame se do P[i] a tam najdeme je-
den z faktort. Tim ¢ vydélime a proces opakujeme tak dlou-
ho, az v P[i] bude 0. Faktorizace kazdého ¢isla ndm nyni
zabere O(log M) (zkuste si rozmyslet, pro¢). Celkova ¢asova
sloZitost tudiz klesla na O(M loglog M + N log M +log D).

Treti, nejlepsi varianta

Opét vyuzijeme vhodného predpocitani. Nez spustime sito,
spo¢itame si pro kazdé ¢islo od 1 do M hodnotu C[i], ktera
se rovna rozdilu poc¢tu vyskytd ¢ v Citatelich a jmenova-
telich. Kdykoliv pak v situ vyskrtavame nasobky néjakého
prvodisla p, pos¢itdme C[i] vSech vySkrtanych ¢isel a hned
vime, kolikrat se prvodislo vyskytuje ve vysledku. Jen pii-
tom musime davat pozor na ta ¢, kterd jsou délitelnéd vyssi
mocninou p. Ta musime zapocitat vicekrat.

Kdybychom neosetfili vyssi mocniny, trval by cely algorit-
mus O(N) pro vypocet pole C a O(M loglog M) pro sito.
Vys$§i mocniny nam ale ve skutecnosti algoritmus nezpo-
mali. Pokud vyskrtdvame nésobky prvocisla p, budou mé
prvni mocniny stat n/p, druhé n/p?, atd., coZ nenf nic jiné-
ho, neZ geometrickd fada se souétem O(n/p). Celkové tedy
dostavame Gasovou slozitost O(M loglog M + N + log D).

Pamétova slozitost vSech tii feSeni je O(M + N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5.4

Jan Bok
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SloZitost Eratosthenova sita

Eratosthenovo prvociselné sito je jednim z viibec nej-
@ starsich zndmych algoritmi (Eratosthenés z Kyrény zil
ve 3. stoleti pr. n. 1. a objevil ledacos zajimavého, naptiklad
docela presné spocital velikost Zemé). OvSem teprve v his-
toricky nedavné dobé se matematici naucili spocitat, jakou
maé toto sito ¢asovou slozitost. Pojdme to také zkusit.

Uvazujme néasledujici pfimocarou implementaci sita:
for (int p=2; p<=n; p++)
if ('sitolpl)
for (int j=2*p; j<=n; j+=p)
sito[j] = 1;

Vétsinu casu jisté travime ve vnitinim cyklu. Pokud zrov-
na vyskrtdvame nasobky prvocisla p, projdeme jich |n/p].
Oznacime-li vSechna nalezend prvocisla p; < ps < ... < pg,
muZeme slozitost celého sita zapsat jako O(n/p; + ... +
n/pr) = O(n-s), kde s = 1/p1 + ... + 1/px, tedy soudet
prevracenych hodnot vSech prvocisel od 1 do n.

Pfesny vzorec pro s neni znam, ale ukadzeme, jak hodnotu s
omezit shora.

Nejprve to zkusime pomeérné hrubé: doplnime do souctu i
prevracené hodnoty ostatnich ¢isel. Tedy s < 1/1+1/2 +
1/34...41/n. Tomuto souctu se fika n-té harmonické ¢islo
a znadi se H,. Za chvili dokdzeme, ze H, = O(logn), takze
sito dobéhne v ¢ase O(nlogn).

Aby se nam H,, pocitalo snaz, budeme predpokladat,
@ Ze n je mocnina dvojky. (Pokud by nebylo, prosté ho
zaokrouhlime na nejblizsi vys$$i mocninu dvojky n’, ¢imz
nevzroste vic nez dvojnasobné. Dostaneme H, < H,, =
O(log2n) = O(logn).)

Zlomky v harmonickém souctu rozdélime na bloky po moc-
ninach dvojky:

H—1+1+}+1+}+1+1+1+
T\l 2 3 4 5 6 7 8) 7

V i-tém bloku se tedy nachézeji ¢isla od 1/(2¢=1+1) do 1/2°.
Blok tudiZ obsahuje 20~! é&isel a vsechna jsou mensi nez
1/2i71 takze soucet bloku je nejvyse 1. (To plati i pro nulty
blok 1/1, ktery jinak z pravidelné struktury vybocuje.)
Jelikoz kazdy blok prispéje nejvyse jednickou a bloku je
O(logn), plati H,, = O(logn).
Mimochodem, podobné mtizeme dokézat, ze kazdy blok pfi-
spéje aspon 1/2, takze H, miizeme logaritmem omezit i
zespoda.

Logaritmicky odhad souctu s je sice pékny, ale jesté
@@ jsme viubec nevyuzili toho, Ze soucet obsahuje jen
prvociselné ¢leny. Podobné jako predtim budeme pfedpo-
kladat, Ze n je mocnina dvojky, soucet rozdélime na bloky
a omezime shora soucet jednoho bloku, feknéme toho mezi
n/2 an.

Nejprve spocitame, kolik mezi n/2 a n lezi prvoéisel. Oznag-
me P mnozinu vSech téchto prvocisel, tedy:

P ={p]|pjeprvocislo A n/2 <p<n}.
Bude se ndm hodit néasledujici kombina¢ni ¢islo:
o ( n ) _ nn—1-mn-2)-...-(n/2+1)
n/2 (n/2)-(n/2-1)-...-2-1
Dokazeme nésledujici nerovnosti:

(/2" < J[p<c<2m
peP



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5.c

Tteti nerovnost plati, jelikoz libovolna n-prvkova mnozina
ma celkem 2" podmnozin a éislo C' udava pocet jejich (n/2)-
prvkovych podmnozin, takze musi byt mensi.

Druhou nerovnost dostaneme z toho, ze kazdé prvocislo p €

P je délitelem naseho C': v prvociselném rozkladu citatele
se p vyskytuje pravé jednou a ve jmenovateli ani jednou.
A jelikoz je C délitelné vSemi prvocisly z P, musi byt dé-
litelné i jejich soudinem, takze C je aspon tak velké, jako
tento soucin.

Prvni nerovnost je nejsnazsi: vSechna p € P jsou vétsi nebo
rovna n/2.

Nyni nerovnosti slozime:
(n/2)P < 2
a zlogaritmovanim ziskame:
(loggn —1)-|[P| <mn,
z ¢ehoz vyjadiime pocet prvocisel v mnoziné P:
|P| < n/(logyn—1)=0O(n/logn).

Dokézali jsme tedy, ze mezi n/2 a n lezi nejvyse O(n/logn)
prvodisel. Soucet prevracenych hodnot téchto prvodisel uz
omezime snadno:

yloy % < o(n/bgn)% — O(1/logn).

peP p peP

Vratme se k pivodni otdzce, totiz k souctu prevracenych
hodnot vSech prvocisel mezi 1 a n. Ta mezi n/2 a n, ¢ili
v poslednim bloku, jsme uz zapoditali, ted stejnym zptiso-
bem zapocteme i bloky piedchazejici:

P Y
N logn  logn/2 logn/4 ~~~  log2

o L4 L, L . ]

N logn ~ (logn)—1  (logn)—2 =~ 1)’
To je ovSem a7 na konstantu skrytou v O rovno (log n)-tému
harmonickému &islu, ¢ili O(loglogn).

Dokazali jsme tedy, ze Eratosthenovo sito dobéhne v case
O(nloglogn).

Martin ,Medvéd“ Mares

24-3-6 Prunik plana

Uloha nebyla tak tézka, jak se na prvni pohled zdala. Stacilo
nebat se a nenechat se ukolébat jednoduchosti vzorového
obrazku.

Nejpiimocarejsim feSenim je uvédomit si, které vrcholy bu-
dou ohranicovat hledany pranik. Vrchol jednoho mnoho-
thelnika, ktery je uvnitf nebo na hranici druhého, bude
urcité vrcholem pruniku. Stejné tak prusecik stén mnoho-
thelnikd bude vrcholem jejich primniku. Zadny jing bod jisté
nebude vrcholem priniku.

Na tomto misté vétsina z TeSitelt zajasala a fekla, ze maxi-
malni pocet praseciki stén bude néjaka konstanta, nejcas-
téji ¢tyfi. To ale neni pravda. Obou typt vrcholt priniku
miize byt O(n), kde n je podet vrcholl na vstupu. Linearni
pocet vrchold uvnitf jednoho mnohotihelniku si 1ze predsta-
vit snadno — druhy mnohothelnik bude cely uvnitf prvniho.
Linearni pocet prusec¢ikt stén maji napiiklad dva soustied-
né pravidelné n-uhelniky. Pro Sest prusecikt je to znama
Davidova hvézda, pro osm dva pootocené Ctverce.
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I na zakladé této myslenky by Sel vymyslet hezky program.
My si vsak ukdzeme daleko jednodussi algoritmus.

Napried nastinme jeho myslenku. Horni hranice priniku ne-
bude vy$ nez minimum z hornich hranic obou mnohotihel-
nikd. Obdobné dolni hranice nebude niz nez maximum.

Pro snazsi popis si rozdélme konvexni obal na horni a dolnt
obdlku. To jsou casti, které vedou od nejlevéjsiho k nej-
pravéjsimu vrcholu ,horem“ a ,spodem“. Pokud by byly
dva vrcholy se stejnou z-ovou soutradnici, berme vzdy ten
z nich, ktery mé vétsi y-ovou souradnici. Obélky si pama-
tujme v poli jako vrcholy sefazené podle x-ové soutadnice.

Rozdéleni na horni a dolni obalky zvladneme snadno v line-
arnim case, pokud mame vrcholy zadané uz sefazené podle
z-ové soutradnice nebo po obvodu konvexniho obalu. Kdy-
bychom méli vrcholy zadané jako nesetfidénou mnozinu,
potfebovali bychom jesté tfidit. Tento ¢as nebudeme poci-
tat do vysledného ¢asu.

Kolmy primét mnoziny bod@ M na osu z je mnozina bodt
na ose x takovych, Zze kdyz jimi vedeme kolmici, tak tato
kolmice ma neprazdny prinik s mnozinou M.

Pomoci hornich obélek sestrojme horni lomenou ¢aru, ktera
bude jejich minimem. Jeji kolmy primét na osu z bude pri-
nikem kolmych priméta hornich obélek. Na postup tvorby
horni lomené ¢ary se mohou zkuseni fesitelé geometrickych
tloh a znalci kostat divat jako na zametani roviny.

Z obou hornich obélek si udrzujme jednu tsecku, se kte-
rou budeme pracovat. Na zacatku to budou prvni tisecky
z obéalek. Dokud maji prazdny prinik kolmych primétt na
osu z (tedy dokud neexistuje pfimka kolmé na osu x, kterd
m4 s obéma tseckami spoleény aspoii jeden bod), nahradi-
me usecku s mensi x-ovou soufadnici za nasledujici v jeji
obalce.

Dokud je prinik kolmych primétt pracovnich tsecek ne-
prézdny, pridavame do horni lomené c¢ary hrani¢ni body
¢asti jedné tsecky, kterd je pod druhou, nebo s ni splyva.
Jakmile dojdeme na konec nékteré z nasich pracovnich tse-
¢ek, vezmeme z jeji obalky dalsi. Zjistovani, kterd ¢ast jedné
usecky je pod druhou, nebo s ni splyva, zabere konstantni
c¢as.



Snadnym rozborem piipada nahlédneme, Ze do horni lome-
né ¢ary priddme nejvys dveé tsecky v kazdém pasu kolmém
na osu x a vyhraniceném prinikem jejich kolmych primeétu.
Takovych tusekt je linearné s poctem tsecek v obou obal-
kach.

Lomenou ¢aru si jesté ,,uklidime* — odebereme z ni vrcholy,
které jsou na spojnici dvou sousednich vrcholid. Jak vyrobu,
tak uklizeni lomené Gary stihneme v ¢ase O(n). Obdobné
vyrobime i dolni lomenou ¢aru, ale nesmime zapomenout,
ze v tomto piipadé hleddme lomenou c¢aru, kterd vede po
maximu z obéalek.

Obdobnym zametenim, jako kdyz jsme tvorili lomené ¢ary,
urc¢ime hranice oblasti, kde je horni lomena ¢ara nad dol-
ni. MiZeme si vSimnout, Ze to bude souvisla oblast. Prinik
konvexnich mnozin je totiz konvexni mnozina. Pfipadny d-
kaz plyne z definice — mnoZina bodi M je konvexni, pravé
kdyz pro kazdé dva body x,y € M lezii cela tisecka xy v M.
Pokud x, y néalezi priniku konvexnich mnozin, nalezi tam i
jimi dana tsecka, protoze x,y lezi v pruniku, takze musely
lezet ve vSech konvexnich mnozinach, stejné jako jimi dana
tsecka.

ODbé lomené ¢ary musi mit stejnou z-ovou soutadnici zaCat-
ku (a symetricky i konce). Je to ddno tim, Ze jejich kolmy
primét na osu x je roven pruniku kolmych primétt zada-
nych konvexnich mnohotihelnikid na osu x. Lomené ¢ary se
musi dvakrat protnout nebo dotknout. Pokud by se nedo-
tkly, znamenalo by to, Ze minimum z hornich obalek je vétsi
nez maximum z dolnich. Ale horni obélka se v konvexnim
mnohotthelniku vzdy dotyka dolni.

Postupujeme po lomenych carach a ¢ast, kde horni je nad
spodni, si zapamatujeme a vypiSeme. Musime vypsat i pfi-
padné priseciky tsecek tvoricich lomené ¢ary. Opét stihne-
me v linedrnim case.

Dokazme jesté korektnost. Pokud lezi bod v nami vypsané
oblasti, jeho z-ova soufadnice je z pruniku kolmych primeé-
t zadanych konvexnich mnohotithelniki na osu x. Navic lezi
pod minimem z hornich obélek a nad maximem z dolnich
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obéalek. Tedy lezi v priniku onéch konvexnich mnohotihel-
nikd. Naopak, pokud bod lezi v priniku, musi lezet i ve
vypsané oblasti.

Celkem tedy ¢asova slozitost algoritmu je O(n) (bez tfidé-
ni, které neni potieba, pokud jsou vstupem body v jejich
pofadi na konvexnim obalu). Pamétova slozitost je také li-
nearni, protoze si nepamatujeme vic nez konstantné mnoho
linearné velkych poli.

Karel Kral

24-3-7 Mazani zavorek

Predpokladajme, ze N je parne, pretoze v opa¢nom pripa-
de nemé vyznam uvaZovat o spravnosti uzatvorkovania a
podobne musi platit, ze K < N/2.

Zakladnou myslienkou pri rieSeni tejto tlohy je pouzit za-
sobnik k overeniu spravnosti uzatvorkovania. Otvaracie za-
tvorky postupne ukladdme do zdsobnika. Ak narazime na
uzavieraciu zatvorku, tak ak je zasobnik prazdny (momen-
talne v fiom nie st otvéracie zatvorky) alebo typ otvaracej
zatvorky na vrchu zasobnika sa nezhoduje s typom uzavie-
racej zatvorky, potom uzatvorkovanie urcite nie je spravne.

V pripade, ze ndm v zasobniku po vycerpani zatvoriek osta-
nu este nejaké otvaracie, je uzatvorkovanie nespravne. Inak
ho moZeme prehlésit za spravne.

Budeme teda postupne ¢itat vstup. Ak je zatvorka na vstu-
pe otvaracia, tak ju vlozime na vrch zasobnika. Ak je uza-
vieracia, tak rozlisime nasledujiice moznosti:

Zasobnik je prazdny.
Na vrchu zéasobnika je prislusna otvaracia zatvorka.

Na vrchu zasobnika je otvaracia zatvorka iného typu.

V prvom pripade je nutné skontrolovat spravnost uzétvor-
kovania, v ktorom odignorujeme zatvorky typu prave spra-
covévanej uzavieracej zatvorky (je jednoduché si rozmysliet,
Ze sta¢i odignorovat len tento jeden typ). Podobne spravime
v trefom pripade, avSak musime navyse skontrolovat sprav-
nost uzatvorkovania, v ktorom odignorujeme zatvorky typu
otvaracej zatvorky na vrchu zasobnika. (opit je jednoduché
si rozmysliet, Ze sta¢i kontrolovat tieto dva typy). V druhom
pripade odoberieme otvaraciu zatvorku z vrchu zasobnika.

Ak nakoniec ostane zasobnik prazdny, vieme, ze je vSetko
v poriadku a méZeme prehlésit uzdtvorkovanie za spravne.
Inak mo6zeme skusit skontrolovat spravnost uzatvorkovania,
v ktorom odignorujeme zatvorky typu otvaracej zatvorky
na vrchu zasobnika. Casové zloZitost je linéarna vzhladom
na dlzku vstupu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-7.cpp

Peter Zeman

24-3-8 Scitame hry s panem Conwayem

Ukol 1: Maze

Jednoduché hra Maze spocivajici v posouvani zetonu po
planu byla prostym cvicenim na definice her prohranych,
vyhranych, her levého a pravého (tedy ti¥id P, V, L a R).
Reseni tikolu potésila, chyb nebylo mnoho a vét§inou ziejmé
z nepozornosti.

Aby néjakd pocatecni pozice Zetonu mohla byt oznacena
spravnou ti¥idou, je tfeba urcit, jak dopadnou pozice, kam


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-7.cpp

z ni lze tdhnout (ne vzdy nutné vSechny, ale hodi se to).
Proto bylo vhodnym postupem oznacovat policka odspodu.

Jako prvni bylo mozné zatadit do tfidy P policka, v nichz
nemd zadny hra¢ zadny tah. Dale pozice Zetonu, v nichz
jeden hra¢ nemd tah a druhy muze zahrat do prohrané po-
zice, pat¥i jasné do t¥idy L nebo R (podle toho, kdo mé
tah).

Dostaneme se tak k tomuto ¢aste¢nému mezivysledku (pis-
mena tfid vkladame pro jednoduchost pfimo na policka ve
hfe, jak to ostatné délala vétsina Fesiteli):

Pak se odspodu urcuji policka tak, ze na kazdém se pro
oba hrace zjisti, jestli mohou z této pozice vyhrat tahem
do prohrané pozice nebo do jejich pozice (tj. pro levého do
pozice L). Podle toho se ur¢i tiida, do niz nalezi policko.

Naptiklad tedy policko prohrané pro zacinajiciho je to, z né-
hoz vedou vSechny tahy levého do pozic pravého nebo do
pozic vyhranych a vSechny tahy pravého do pozic levého
nebo vyhranych. Na pozici levého ma levy tah, kterym vy-
hraje, a pravy ne.

Vysledny plan se zafazenymi policky vypada takto:

Ukol 2: dlouhé dominovéni

Prazdné miizka o rozmérech 2 x 4k (pro kazdé piirozené k)
je vzdy vyhrané pro pravého hrace pokladajicitho vodorovna
domina. (V tomto FeSeni se uvazuje m¥izka se 2 policky na
vysku a se 4k na sifku. Pokud jste ve svém feSeni méli
miizku otoc¢enou, nevadilo to, jen je tfeba prohodit L a R,
levého a pravého, tedy prosté celou hru obratit.)

Jednou z moznosti, jak to ukazat (¢i viibec zjistit vysledek),
bylo najit pro pravého vyhravajici strategii, kdyz zacina i
kdyz nezacin. My si ukazeme jednodussi argument zaloze-
ny na sCitani her, ktery také dava pravému strategii vedouci
k vyhfe.

Nejprve rozebereme nejmensi pripad, miizku 2 x 4. Zacne-li
levy, muze zahrat do sloupecku u kraje, nebo ve prostredku
(ostatni dvé moznosti jsou symetrické k témto). V obou
ptripadech pravy polozi nékam své domino, nyni ma levy
jen jeden tah a pravy také, jenze levy je na tahu, takze
prohraje.

Na obrazku je jeden z pripadi, druhy si lze snadno domys-

let:
3
4
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Pokud zac¢ne pravy, zahraje doprostied (je jedno, jestli na-
horu nebo dolu). Levy polozi domino doleva, nebo doprava
(opét symetrické piipady), nacez pravy mu druhou moznost
sebere polozenim posledniho volného domina pres posledni
volny sloupec (viz obrazek), ¢imz vyhraje.

Jelikoz pravy vyhral, neni tfeba zkoumat dalsi moznosti
jeho prvniho tahu.

3

1

Mrizka 2 x 4 tedy nalezi do t¥idy R. Mrizky 2 x4k pro k > 1
vyfesime s¢itanim tak, Ze je rozdélime na k neptfekryvajicich
se bloki 2 x 4. Vsimneme si, ze levy nemiize zahrat do obou
bloki soucasné, pravy vsak ano.

My ovSsem chceme dokazat, ze pravy vzdy vyhraje, takze
si miZzeme dovolit ho omezit (pokud i s omezenim stale
vyhraje). Zakdzeme mu tahy do dvou bloki soucasné, diky
¢emuz se bloky 2 x 4 stavaji nezavislymi hrami. Celd mtizka
2 x 4k je pak jejich souc¢tem.

Vsechny bloky méa vyhrané pravy, takze i jejich soucet méa
vyhrany pravy (formalné pouzijeme indukci dle k, pficems
indukéni krokem je secteni miizek 2 x 4(k — 1) a 2 x 4, jez
obé nélezi do R). A je to dokazano.

Navic doplnime strategii pro druhého na mfizce 2 x 4k.
Zacne-li levy, hraje pravy vzdy do stejného bloku jako levy
dle strategie pro mfizku 2 x 4. Pokud zacne pravy, tdhne
doprostfed néjakého bloku (opét dle své vyhravajici stra-
tegie pro jeden blok) a pak hraje do stejného bloku jako
predtim levy.

Ukol 3: rovnajici se hry

v

¢tu spravnych feseni. Kdo neptisel na nésledujici vcelku
jednoduchy dukaz, pustil se do rozboru pfipadt podle toho,
do jaké t¥idy nélezi hry G a H. Jenze ten obsahuje spoustu
skrytych zaludnosti kvili tomu, Ze G a H mohou vypadat
o dost jinak, proto se mu budeme stru¢né vénovat.

Celkem ziejmé nalezi G i H do stejné t¥idy (je to vidét z de-
finice rovnosti, kdyZ pfi¢teme prohranou hru, v niz nikdo
nem4 tah). Pokud je H ve tiidé V nebo P, je —H ve stejné
t¥idé. Je-li H hra levého, je —H hra pravého (a opacné pro
hru pravého).

Pokud je G prohranéd nebo vyhrana hra, pak mame soucet
dvou prohranych her, respektive dvou vyhranych (z jedné
Ize tahem udélat bud prohranou hru, nebo hru hréace, co
tahl) a lze pouzit nasledujici ¢4st (soudet her z L a R) nebo
dikaz ze seridlu (pfi¢teni prohrané hry neméni vysledek).

Dikaz v seridlu vSak obsahoval chybu, za niz se hluboce
omlouvam — vyhranou hru lze totiz tahem zménit nejen na
prohranou hru, ale i na hru toho hréide, co t4hl (je to vidét
napiiklad v dominovani na miizce 2 x 2). Toto jsem tedy
v TeSenich toleroval a v seridlu opravil.

vy

pravého). Asi nejlepsi bylo argumentovat stejnou pfevahou
levého ¢i pravého v G a H, neboli stejnym poctem taht
pro levého i pravého, coz vsak neni lehké obecné spocitat

(k vaham tézsich pfipada se misto dominovani hodi spise
abstraktni zépis her).



Tolik v kratkosti k Fesenim rozborem piipadi. Obecné se
nad nim bylo potfeba pofaddné zamyslet, jestli je opravdu
v poradku.

Nyni o poznani jednodussi feSeni. Z definice rovnosti G a
H dopadnou hry G + X a H 4+ X pro libovolnou hru X
stejné. Specialné to plati pro hru —H, tedy G — H dopadne
stejné jako H — H.

Rozbor, jak dopadne H — H je uz o dost jednodussi nez
rozbor G — H. Druhy hra¢ pouzije tzv. zrcadlici strategii.

— 18 —

Tahne-li prvni do H, zahraje druhy do —H ten samy tah,
ktery tam z definice obracené hry musi byt. Obdobné, po
tahu prvniho do —H hraje druhy do H.

Takto se druhy po prvnim potrad opic¢i. Zaroven prvnimu
musi dojit tahy dfive nez druhému, diky ¢emuz druhy vy-
hrava. Tedy H — H je prohrana hra a G — H také.

Tim je hotovo. Nezbyva nic jiného nez vam popiat hodné
stésti do dalsiho Feseni.

Pavel ,Paulie“ Vesely
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