Mili resitelé a resitelky!

Zkouskové na matfyzu jsme vSichni prezili a nyni jiz naplno zijeme letnim semestrem. Samoziejmé nezapominadme ani na Vas
a Vase TeSeni, kterd jsme opravili a sepsali k nim feSeni vzorova. Racte se zacisti. . .

Vzorova feSeni tieti série ctyriadvacatého roéniku KSP

24-3-1 Intervalové duplicity

Kuchatka na intervalové stromy, intervaly v nazvu tlohy,
dokonce ndm i chodi dotazy na intervaly. ,,To prosté musi
byt intervalové stromy!“ Ale nejsou. Tato shoda nahod je
jeden velky chytdk. Je mozné, Ze na tuto tlohu néjakym
zpusobem jdou napasovat intervalové stromy, ale rozhod-
né to nepatii k tém jednodussim fesenim. Jaky tedy byl
vzorovy postup?

Celé Teseni této tlohy je vlastné jen jeden velky trik. Nejdii-
ve si v§imneme, Ze pro dvojici ¢isel se stejnou hodnotou nas
zajimé predevsim interval, ktery méa na krajich ¢isla z této
dvojice. .. Pak o libovolném intervalu [X, Y] fekneme, Ze je
Spatny, pokud v sobé obsahuje néktery z téchto minimal-
nich intervald.

My dostaneme dotaz na interval [L, P] a v8e, co nds zajim4,
je, jestli se v ném vyskytuje néktery z minimalnich Spatnych
intervali. Co kdybychom si pro kazdy mozny pravy kraj
intervalu [L, P] pfedpocitali pozici A zacatku nejblizsiho
levého minimélniho intervalu [A, B], ktery zéaroveii spliu-
je B < P?7 Pak bychom jen porovnali A a L. Pokud by
A < L, tak by interval byl dobry a v opa¢ném ptipadé by
byl $patny. To bychom méli vyhrano!

Predpocitat si tyto hodnoty ale viibec neni tézké. Posloup-
nost projdeme zleva doprava a pro kazdou hodnotu si bu-
deme pamatovat, kdy naposled jsme ji vidéli. To si mtizeme
pamatovat naptiklad pomoci heSovaci tabulky, nebo binar-
niho vyhledéavaciho stromu. At uz to bude cokoliv, fikejme
tomu mapa. Déale si chceme pamatovat posledni minimalni
$patny interval nalevo od nas. Nyni pro vSechny pozice k
v posloupnosti zavolame tyto ptikazy:

posledni [k]
mapa [pole[k]]

max (posledni[k-1], mapalpole[k]])
k

A to uz vlastné méame hodnoty predpocitané. Ted jen staci
odpovédét na vSechny dotazy.

P1i pouziti bindrniho vyhledévaciho stromu potfebujeme
¢as O(N log N) na predpocitani a ¢as O(Q) na zodpovéze-
ni dotazi, kde N je délka posloupnosti a @ je pocet dotazu.
Celkem tedy O(Nlog N + Q). Pfi pouziti heSovaci tabul-
ky Casova sloZitost zavisi na pouzité hesovaci funkci a pri-
mérném mnozstvi vzniklych kolizi v tabulce. Tento rozbor
slozitosti zde vynechame.

Pamétova slozitost FeSeni je O(N). Potfebujeme si pama-
tovat konstantni mnoZstvi informaci ke kazdé hodnoté po-
sloupnosti.

Ve vzorovém zdrojovém kdédu je pouzita mapa z C++ kni-
hovny STL, se kterou se pracuje stejné jako s heSovaci ta-
bulkou a vlastné stejné jako s asociativnim polem, které
pouzivate naptiklad v PHP.

Zavérem bych chtél poznamenat, Ze na nasich testovacich
vstupech prosla na plny pocet bodu i néktera feseni s kva-
dratickou ¢asovou slozitosti s dostatecnym mnozstvim heu-
ristik. Tohoto faktu si vS§iml Ondra Hiibsch a my mu timto
dékujeme za upozornéni.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-1.cpp

Karel Tesar

24-3-2 Nemnoho poéita¢a

Nejdiive si uvédomime, Ze rychleji nez v O(N) ¢isla poéita-
¢l nesettidime, protoze je potfebujeme alespon nadist a vy-
psat, coz rychleji nez linearné nejde. Soucasné urcité umime
isla pocitaci setfidit v O(N log N), protoze v tomto Case
umime setfidit obecnou posloupnost ¢isel pomoci tfidicich
algoritmt, jako jsou Quicksort nebo Mergesort. Nejde to
vsak rychleji?

V doslych fesenich se objevovaly dva mozné pristupy, po-
piSeme si tedy oba. Prvnim z nich je pouziti asociativniho
pole, neboli hesovani.

ReSeni pomoci heSovani

V rychlosti tu popiSeme pouze zakladni principy, koho by
to zaujalo, muze se podivat do odpovidajici kucharky o he-
Sovani.

Zakladem fungovani hese je hesovaci funkce. Ta pFitazuje
klicim (textovych Fetézctim nebo velkym &islim podle to-
ho, jakymi hodnotami chceme he§ indexovat) né&jakd mala
¢isla z rozsahu 0 az K — 1, pomoci nichz se jiz da indexo-
vat normalni pole. Dobrym pfikladem hesSovaci funkce pro
velka cisla je napiiklad zbytek po déleni ¢islem K.

Kdyz ale heSovaci funkce pfifadi dvéma kli¢im stejnou hod-
notu, nastava kolize. V takovém piipadé je nékdy nutné
projit az celé pole a to trva linearné dlouho. Pro vétsi de-
taily se opét podivejte do kuchaiky o hesovani.!

Pokud se rozhodneme pouzit hesovani, vytvofime si asocia-
tivni pole o velikosti K, slouzici pro uklddani pocta jednot-
livych typt poéitact. Cislo K zvolime jako néjaké prvoéislo
mezi 2log N a 4log N (takové prvocislo mezi ¢islem a je-
ho dvojnasobkem urcité existuje, ale to si zde nebudeme
dokazovat).

Proc¢ pravé takhle? Rozsah zhruba dvojnasobku poc¢tu klict
je rozumna volba z hlediska minimalizovani poctu kolizi,
ale soucasné pole jesté neni ptilis velké. A volba prvodisla
je sikovna z hlediska hesovaci funkce, ktera bude vracet
zbytek po déleni K.

Poté jiz postupné prochézime vstupni posloupnost. Pokud
se kli¢ odpovidajici typu pocitace v hesi jeSté nenachazi,
zalozime ho, jinak ke stavajicimu poc¢tu pocitact tohoto
typu pouze pricteme jednicku.

Po nacteni celého vstupu pak pole setiidime, coz nam vzhle-
dem k jeho velikosti O(log N) bude s pouzitim napiiklad
Mergesortu trvat O(log N log log N), coZ je méné nez O(N).
Poté jiz staci jenom setfidéné pole projit a u kazdého typu
ho vypsat tolikrat, kolikrat byl na vstupu. To nam zabere
linearni ¢as vzhledem k velikosti vstupu.

Pamétova slozitost je imérnd velikosti pole, tedy O(log N).
Je ale Casova slozitost skutecné O(N)? Ve zdlezi na volbé


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

heSovaci funkce a na ¢islech, kterd se vyskytnou na vstupu.
V nejhorsim pfipadé muize nastat u vSech prvkit hese kolize
a zpracovani kolize mize stat az linedrné vzhledem k veli-
kosti hese, tedy O(log N) Casova slozitost by tedy byla az
O(Nlog N).

Reseni pomoci vyhledavacich stromii

Druhym pfistupem, ktery ndm zajisti dobrou ¢asovou slo-
Zitost ve vSech piipadech (i kdyZ to nebude tak dobré, jako
O(N) u heSovéani v nejlepsim pfipadé), je pouziti vyhleda-
vacich stromt. Vyvazeny vyhledavaci strom nam zarucuje
pristup ke vSem jeho prvkim v logaritmickém case vzhle-
dem k jeho velikosti.

Vyhledavaci strom je strom s néjakou hodnotou v kazdém
vrcholu. Pro kazdy vrchol plati, Ze vSechny hodnoty v jeho
levém podstromu jsou mensi, nez hodnota v daném vrcholu,
a vSechny hodnoty v pravém podstromu jsou zase vétsi, nez
hodnota v daném vrcholu.

Budeme potiebovat pouze pridavani do stromu, proto si
popiSeme pouze to. Pro vice detaild se podivejte do ku-
chatky o vyhledavacich stromech.? Pfidavani je stejné jako
vyhledavani. Za¢neme v kofeni a postupné se zanorujeme
do levého nebo pravého podstromu (podle toho, jestli je hle-
dand hodnota mensi nebo vétsi, nez hodnota ve vrcholu),
dokud nenarazime na vrchol s hledanou hodnotou.

Nebo, pokud takovy vrchol neexistuje a my ho chceme pfi-
dat, vytvoiime ho na daném misté jako levého nebo pra-
vého syna vrcholu, kde jsme skoncili. Pfi takovém prfidani
nam ale miZe strom degenerovat a muze nam vzniknout az
strom tvaru dlouhé linearni cesty. Pro zajisténi podminky
pristupu ke vSem prvkiim v logaritmickém case je nutné
strom vyvazovat.

Vyvazovani se provadi pomoci rotaci. Prosté prekorenime
nevyvazeny podstrom za néjaky jeho vrchol tak, aby se
hloubka levého a pravého podstromu vzdy lisila maximéalné
o jedna. Zaroven samoziejmé nesmime porusit usporada-
ni hodnot ve vrcholech — vysledkem rotace je opét binarni
vyhledavaci strom.

Takovym stromum se ¥ikd AVL stromy, koho rotace zaji-
maji vice, necht se opét zaéte do kucharky o vyhledavacich
stromech.

Nam staci védét pouze to, Ze jedna rotace trva konstantné
dlouho a pfi jednom vyvazovani provedeme maximalné tolik
rotaci, kolik je hloubka stromu, tedy logaritmicky vzhledem
k jeho velikosti.

Nyni tedy mame datovou strukturu, do které mizeme v lo-
garitmickém case pridavat libovolné hodnoty. A navic, po-
kud poté budeme strom prochézet zleva (v kazdém vrcholu
nejdiive zpracujeme levy podstrom, pak vrchol a nakonec
pravy podstrom), dostaneme rovnou setfidénou posloup-
nost téchto hodnot. Prochézeni stromu zleva trva linedrné
vzhledem k jeho velikosti.

Zakladni idea programu tedy bude stejnéd jako v predcho-
zim pripadé. Budeme nacitat posloupnost na vstupu a kaz-
dy prvek se pokusime vlozit do stromu. Pokud se uz ve
stromu tento typ pocitace nachézi, jenom ke stavajicimu
poctu pocitact tohoto typu pricteme jednicku, jinak tento
typ pocitace zalozime.

Velikost stromu bude stejnéa, jako je pocet typt pocitact,
tedy O(log N) a pfidani prvku do stromu véetné néasled-

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy

ného vyvazeni bude stat O(loglog N). Zpracovani vstupu
nam tedy zabere O(N loglog N). Nakonec uz pouze projde-
me strom zleva a vypiSeme kazdy typ tolikrat, kolikrat se
objevil na vstupu.
Pamétova slozitost je v tomto pfipadé také O(log N). Nej-
vice ¢asu nam zabere zpracovani celého vstupu do stromu,
tedy celkova Gasova slozitost je O(N loglog N).
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-2.cpg

Jirka Setnicka

24-3-3 Parovani znalcu

Nasou tlohou je zistif pocet hrdn v maximalnom parovani
v strome.

Hranu, ktora obsahuje vrchol, ktory mé len jedného suseda
(a to druhy vrchol, ktory patri tej istej hrane) nazvyme
listovd hrana.

Algoritmus je jednoduchy. Vezmeme si Tubovolna listovi
hranu a odoberieme zo stromu oba vrcholy patriace tejto
hrane (odobraf vrchol znamena aj odobrat vSetky hrany
ktorym patri). Za takyto krok si zapoc¢itdme jednu hranu
do pérovania (tu listovi), tie ¢o sme odobrali spolu s vr-
cholom, ktory v najdenej listovej hrane nebol list, do paro-
vania samozrejme nepocitame. Skonéime, ked uz nemame
¢o odobrat. To, zZe ndm pri odoberani listovych hran moze
vzniknat les, nicomu nevadi.

Preco to funguje? Tak, predpokladajme, Ze e je listova hra-
na a M je nejaké maximélne parovanie v strome. Takze
plati, Ze ak do M priddme Iubovolnt hranu, ktord v M es-
te nie je, tak M uz nebude parovanie. Nech M neobsahuje
listovii hranu e. Ak hranu e do M pridame, tak préve jeden
vrchol bude obsiahnuty v dvoch hranich parovania (lebo
e je listovd). Takze mozme odobrat nejakt z hran v M a
dostat maximéalne péarovanie, ktoré obsahuje e.

Mozeme si to predstavit takto: vzdy, ked ndjdeme nejakt
listovii hranu, tak na zadklade predchédzajiiceho odstavca
vieme, Ze existuje maximalne parovanie (v tom, ¢o ndm zo
stromu na vstupe eSte zostalo) také, ze obsahuje néjdent
hranu a preto mozeme vrcholy tejto hrany odobraf. A teda
spravnost algoritmu je dokézand, pretoze vieme, ze v kaz-
dom kroku ni¢ nepokazime.

Algoritmus moZeme implementovat ako prehladévanie stro-
mu do hibky metédou postorder (s vrcholom nie¢o vykoné-
me az potom, ¢o sme dokondili pracu s jeho synmi): vzdy,
ked sa pozrieme na vrchol (to je uz po tom, ¢o sme sa po-
zreli na vSetkych jeho synov), tak zistime, ¢i nemé nejakého
nesparovaného syna. Ak ano, tak vrchol sparujeme s Tubo-
volnym nesparovanym synom.

Co sa casovej zlozitosti tyka, tak t4 je linedrna vzhladom
na pocet vrcholov, ¢ize O(n), kde n je pocet vrcholov. Pa-
miétova zlozitost je na tom rovnako.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-3.d  Peter Zeman

24-3-4 Navrat do podposloupnosti

Po precteni zadani neni tézké si uvédomit, ze nasSim tuko-
lem je vyskrtnout souvislou ¢ast posloupnosti tak, abychom
dostali co nejdelsi souvislou rostouci podposloupnost.

Nez zatneme cokoliv vymyslet, tak si uvédomime, Ze by se
nam pro kazdy prvek mohlo hodit znat, jak dlouhé souvisla


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-2.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy
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rostouci podposloupnost v ném konci a jak dlouhd souvis-
14 rostouci podposloupnost v ném zacina. Témto hodnotam
budeme fikat prefixy a sufixy prvka. Prefixy spocitame tak,
ze posloupnost projdeme zleva doprava a budeme si pribéz-
né pamatovat, jak dlouha je posledni rostouci ¢ast. Obdob-
né, pii pruchodu zprava doleva, spocitdme sufixy.

Ted teprve nad tlohou za¢neme premyslet. Pokud bychom
nic neskrtli, tak odpovédi bude nejdelsi prefix. Pokud vy-
skrtneme néjaky usek [a, b], tak se ndm situace mtize zlepsit
pouze v misté Skrtani, pokud spolu miZeme spojit prefix
konéici v bodé a — 1 se sufixem zacinajicim v bodé b + 1.
Nikde jinde se nam situace nezméni.

Pro kvadratické reseni nam tedy staci jen vyzkousSet vSech-
ny mozné useky a pro kazdy se podivat, jak dlouhd po-
sloupnost vznikne po jeho vyskrtnuti. Pak jen vezmeme
maximum ze vSech hodnot, které jsme takto nasli, a vSech
prefixii a feseni vypiSeme. Toto feseni ma casovou slozitost
O(n?). Zkousime O(n?) tiseki a z kazdého ziskdme zlepseni
v konstantnim case.

Jde to ale fesit i lépe. Pokud si uréime, kde skrtany tsek
bude koncit, tak budeme chtit efektivné zjistit, kde ma skr-
tany tsek zacinat, abychom vytvorili co nejdelsi souvisly
rostouci tsek. Jinymi slovy nés zajimé, k jakému nejdelsi-
mu prefixu, umisténému smérem nalevo, jsme schopni tento
sufix napojit.

K tomu vyuzijeme datovou strukturu jménem intervalovy
strom, ktery je popsan v kuchafce ke tfeti sérii. Konkrét-
né se nam bude hodit intervalovy strom pro maxima, na
zacatku inicializovany na samé 0. Jak pfesné ndm pomuze?

Hodnoty v posloupnosti si sefadime podle velikosti od nej-
mensich po nejvétsi. Nyni postupné od nejmensich prvka
budeme provadét tyto operace (pozor, prvni operace bez
druhé neddva smysl):

Zeptame se stromu na maximum na intervalu jedna az pu-
vodni pozice prvku.

Do intervalového stromu na ptuvodni pozici prvku ulozime
velikost rostouciho prefixu konéiciho timto prvkem.

Vzdy, kdyz se intervalového stromu ptédme na maximum
néjakého intervalu, tak v ném mame ulozené prefixy vSech
mensich prvki, tedy jedinych prvki, na které ma smysl se
ptat. Tedy dostavame spravné odpovédi. A to je vlastné
celé.

Toto FeSeni méa ¢asovou slozitost O(nlogn). Prvky t¥idime
a pokladdame O(n) dotazl intervalovému stromu, kde kazdy
zabere Cas O(logn).

Reseni pomoci intervalového stromu miizete najit ve zdro-
jovém kédu. Pro jednoduchost zépisu program jen zjistuje,
jak dlouhou posloupnost umime vytvorit. Konkrétni po-
sloupnost dostaneme tak, Ze intervalovy strom upravime,
aby si pamatoval i to, odkud maximum pochézi.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-4.cpgd Karel Tesar

24-3-5 Soudin zlomku

jl mozna za poznamku, ze jen par fesSitelti pfislo na prvni
z nich a nikdo na druhé ani na tfeti. Navic se objevil ne-
trivialni pocet Fesiteli, ktefi vzali pfiklad s jednobajtovymi
Cisly za soucéast zadani, coz je pochopitelné stalo nemalou
¢ast bodu. A nyni uz k véci.

Prvni varianta

Lze snadno nahlédnout, ze rozloZzenim c¢itatelt a jmenova-
teld na prvocinitele a naslednym pokracenim dostaneme
zlomek v zdkladnim tvaru. K rozkladu (neboli faktoriza-
ci) pouzijeme pole prvodcisel pfedpoéitané znaAmym algorit-
mem Eratosthenova sita. Ten ostatné budeme potiebovat i
v nasledujicich dvou fesenich.

Nejdrive tedy precteme cely vstup a vybereme maximum M
ze vSech Citatelli a jmenovatelt. M nastavime jako horni
mez pro Eratosthenovo sito. Sitem ziskdme pole prvocisel,
kde si nasledné u kazdého prvocisla budeme udrzovat hod-
notu jeho exponentu ve vysledku. Tu zjistime tak, ze znovu
prochazime vstup a kazdého z citateli, resp. jmenovatel
rozklddame na prvocinitele a podle toho zvySujeme, resp.
snizujeme piislusny exponent o jednicku.

Tento algoritmus bézi v ¢ase O(M loglog M + N - K). Z to-
ho O(M loglog M) nés stoji sito (viz dodatek), O(N - K)
trva rozklad na prvodéinitele (K oznacime pocet prvocisel
mensich nez M a pro kazdé z 2N cisel na vstupu projdeme
v nejhor§im vSechna prvocisla). Pokud jako vystup chce-
me skutecného Citatele a jmenovatele, nejen jeho faktori-
zaci, musime jeSté zapocist ¢as na umocnovani. Ten se da
snadno shora odhadnout logaritmem maximéalni hodnoty D
datového typu, tedy O(log D).

Casova slozitost je tedy O(M loglog M + N - K +log D).
Druha varianta

Eratosthenova sita se nejspis nezbavime, takze se zaméri-
me na druhou ¢ast algoritmu, a to na prvociselny rozklad.
Upravime sito tak, aby si u sloZzenych ¢isel pamatovalo nejen
to, ze jsou vyskrtnutd, ale také nékteré z prvocisel, jimiz
jsme je Skrtli. Presnéji feceno, kdyz v situ vyskrtavame k-ty
nasobek prvodisla p, poznamendme si do prvku pole P[k - p]
¢islo p.

K ¢emu je ndm to dobré? Ve chvili, kdy potFebujeme fakto-
rizovat néjaké ¢islo i, podivame se do P[i] a tam najdeme je-
den z faktort. Tim ¢ vydélime a proces opakujeme tak dlou-
ho, az v P[i] bude 0. Faktorizace kazdého ¢isla ndm nyni
zabere O(log M) (zkuste si rozmyslet, pro¢). Celkova ¢asova
slozitost tudiz klesla na O(M loglog M + N log M +log D).

Treti, nejlepsi varianta

Opét vyuzijeme vhodného predpocitani. Nez spustime sito,
spocitame si pro kazdé ¢islo od 1 do M hodnotu C[i], ktera
se rovna rozdilu poc¢tu vyskytd ¢ v Citatelich a jmenova-
telich. Kdykoliv pak v situ vyskrtavame nasobky néjakého
prvodisla p, pos¢itdme C[i] vSech vyskrtanych ¢isel a hned
vime, kolikrat se prvodislo vyskytuje ve vysledku. Jen pii-
tom musime davat pozor na ta ¢, kterd jsou délitelnéd vyssi
mocninou p. Ta musime zapocitat vicekrat.

Kdybychom neosetfili vyssi mocniny, trval by cely algorit-
mus O(N) pro vypocet pole C a O(M loglog M) pro sito.
Vys$si mocniny nam ale ve skuteCnosti algoritmus nezpo-
mali. Pokud vyskrtdvame nésobky prvocisla p, budou mé
prvni mocniny stat n/p, druhé n/p?, atd., coz nenf nic jiné-
ho, nez geometrickd fada se souétem O(n/p). Celkové tedy
dostavame Casovou slozitost O(M loglog M + N + log D).

Pamétova slozitost vsech tii feseni je O(M + N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5.4

Jan Bok
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Slozitost Eratosthenova sita

Eratosthenovo prvociselné sito je jednim z viibec nej-
@ starsich znamych algoritmi (Eratosthenés z Kyrény zil
ve 3. stoleti pr. n. 1. a objevil ledacos zajimavého, naptiklad
docela pfesné spocital velikost Zemé). OvSem teprve v his-
toricky nedavné dobé se matematici naucili spocitat, jakou
maé toto sito ¢asovou sloZitost. Pojdme to také zkusit.

Uvazujme nésledujici pfimocarou implementaci sita:
for (int p=2; p<=n; p++)
if ('sitolpl)
for (int j=2*p; j<=n; j+=p)
sito[j] = 1;

Vétsinu casu jisté travime ve vnitinim cyklu. Pokud zrov-
na vyskrtdvame nasobky prvocisla p, projdeme jich |n/p].
Oznacime-li vSechna nalezena prvodisla p; < ps < ... < pg,
miZeme slozitost celého sita zapsat jako O(n/p; + ... +
n/pr) = O(n-s), kde s = 1/p1 + ... + 1/pg, tedy soudet
prevracenych hodnot vSech prvocisel od 1 do n.

Pfesny vzorec pro s neni znam, ale ukazeme, jak hodnotu s
omezit shora.

Nejprve to zkusime pomeérné hrubé: doplnime do souctu i
prevracené hodnoty ostatnich ¢isel. Tedy s < 1/1+1/2 +
1/3+...41/n. Tomuto souctu se fika n-té harmonické ¢islo
a znadi se H,. Za chvili dokdzeme, ze H, = O(logn), takze

sito dobéhne v ¢ase O(nlogn).
@ Aby se nam H,, pocitalo snaz, budeme predpokladat,

Ze n je mocnina dvojky. (Pokud by nebylo, prosté ho
zaokrouhlime na nejblizsi vys$$i mocninu dvojky n’, ¢imz
nevzroste vic nez dvojnasobné. Dostaneme H, < H,, =
O(log2n) = O(logn).)
Zlomky v harmonickém souctu rozd€lime na bloky po moc-
ninach dvojky:

1 1 1 1 1

me= () (3) (2o 1)+ (Brbete )

V i-tém bloku se tedy nachézeji ¢isla od 1/(2°~1+1) do 1/2°.
Blok tudiz obsahuje 2i~! ¢isel a vSechna jsou mensi nez
1/2i71 takze soucet bloku je nejvyse 1. (To plati i pro nulty
blok 1/1, ktery jinak z pravidelné struktury vybocuje.)
Jelikoz kazdy blok prispéje nejvyse jednickou a bloku je
O(logn), plati H, = O(logn).

Mimochodem, podobné mtzeme dokazat, ze kazdy blok pfi-
spéje aspont 1/2, takze H, miZeme logaritmem omezit i

zespoda.
@ @ Logaritmicky odhad souctu s je sice pékny, ale jesté
jsme viubec nevyuzili toho, Ze soucet obsahuje jen
prvociselné ¢leny. Podobné jako predtim budeme pfedpo-
klddat, Zze n je mocnina dvojky, soucet rozdélime na bloky
a omezime shora soucet jednoho bloku, feknéme toho mezi
n/2 an.
Nejprve spocitame, kolik mezi n/2 a n lezi prvoéisel. Oznag-
me P mnozinu vSech téchto prvocisel, tedy:
P ={p]|pjeprvocislo A n/2 <p<n}.
Bude se ndm hodit néasledujici kombina¢ni ¢islo:
o_ (™ ~n(n—-1)-(n—-2)-...-(n/2+1)
S \n/2) (n/2)-(n/2-1)-...-2-1
Dokézeme nésledujici nerovnosti:
(/2 < J[p<c<om
peP

Tteti nerovnost plati, jelikoz libovolnéd n-prvkova mnozina
ma celkem 2" podmnozin a éislo C' udava podéet jejich (n/2)-
prvkovych podmnozin, takze musi byt mensi.

Druhou nerovnost dostaneme z toho, ze kazdé prvocislo p €
P je délitelem naseho C': v prvociselném rozkladu citatele
se p vyskytuje pravé jednou a ve jmenovateli ani jednou.
A jelikoz je C' délitelné vSemi prvocisly z P, musi byt dé-
litelné 1 jejich soucinem, takze C je aspon tak velké, jako
tento soucin.

Prvni nerovnost je nejsnazsi: vSechna p € P jsou vétsi nebo
rovna n/2.

Nyni nerovnosti slozime:
(n/2)lP! < 2
a zlogaritmovanim ziskame:
(loggn —1)-[P| <mn,
z ¢ehoz vyjadiime pocet prvocisel v mnoziné P:
|P| < n/(logyn —1)=0O(n/logn).

Dokézali jsme tedy, ze mezi n/2 a n lezi nejvyse O(n/logn)
prvodéisel. Soucet prevracenych hodnot téchto prvodisel uz
omezime snadno:

Z Z % < O(n/logn) % = O(1/logn).

peP peP

1
- <
p

Vratme se k pivodni otdzce, totiz k souctu prevracenych
hodnot vSech prvocisel mezi 1 a n. Ta mezi n/2 a n, ¢ili
v poslednim bloku, jsme uz zapocitali, ted stejnym zptiso-
bem zapocteme i bloky piedchazejici:

P Y
N logn  logn/2 logn/4 ~~  log2
1 1 1 1
-0 ).
(logn (logn)—lJr(logn)—QJr +1)

To je ov8em aZ na konstantu skrytou v O rovno (log n)-tému
harmonickému &islu, ¢ili O(loglogn).

Dokézali jsme tedy, ze Eratosthenovo sito dobéhne v cCase
O(nloglogn).

Martin ,Medvéd“ Mares

24-3-6 Prunik plana

Uloha nebyla tak tézka, jak se na prvni pohled zdala. Stagilo
nebat se a nenechat se ukolébat jednoduchosti vzorového
obrazku.

Nejpiimocarejsim feSenim je uvédomit si, které vrcholy bu-
dou ohranicovat hledany prinik. Vrchol jednoho mmnoho-
thelnika, ktery je uvnitf nebo na hranici druhého, bude
urc¢ité vrcholem pruniku. Stejné tak prusec¢ik stén mnoho-
thelnikd bude vrcholem jejich primiku. Zadny jing bod jisté
nebude vrcholem priniku.

Na tomto misté vétsina z TeSitelt zajasala a fekla, ze maxi-
malni pocet priseciki stén bude néjaka konstanta, nejcas-
téji ¢tyfi. To ale neni pravda. Obou typt vrcholt priniku
muZe byt O(n), kde n je pocet vrcholti na vstupu. Linedrni
pocet vrchold uvnitf jednoho mnohotithelniku si 1ze predsta-
vit snadno — druhy mnohotuhelnik bude cely uvnitf prvniho.
Linearni pocet prusec¢ikt stén maji napiiklad dva soustied-
né pravidelné n-thelniky. Pro Sest pruseciku je to znama
Davidova hvézda, pro osm dva pootocené Ctverce.



I na zakladé této myslenky by Sel vymyslet hezky program.
My si vSak ukdzeme daleko jednodussi algoritmus.

Napted nastiime jeho myslenku. Horni hranice priniku ne-
bude vy$ nez minimum z hornich hranic obou mnohotihel-
niki. Obdobné dolni hranice nebude niz nez maximum.

Pro snazsi popis si rozdélme konvexni obal na horni a dolni
obdlku. To jsou casti, které vedou od nejlevéjsiho k nej-
pravéjsimu vrcholu ,horem“ a ,spodem“. Pokud by byly
dva vrcholy se stejnou x-ovou soutadnici, berme vzdy ten
z nich, ktery ma vétsi y-ovou soufadnici. Obalky si pama-
tujme v poli jako vrcholy sefazené podle x-ové soutadnice.

Rozdéleni na horni a dolni obalky zvladneme snadno v line-
arnim case, pokud mame vrcholy zadané uz sefazené podle
z-ové soufadnice nebo po obvodu konvexniho obalu. Kdy-
bychom méli vrcholy zadané jako nesetiidénou mnozinu,
potfebovali bychom jesté t¥idit. Tento ¢as nebudeme poci-
tat do vysledného ¢asu.

Kolmy primét mnoziny bodt M na osu z je mnozina bod
na ose x takovych, Ze kdyz jimi vedeme kolmici, tak tato
kolmice ma neprazdny prinik s mnozinou M.

Pomoci hornich obélek sestrojme horni lomenou ¢aru, ktera
bude jejich minimem. Jeji kolmy primét na osu x bude pri-
nikem kolmych priméti hornich obélek. Na postup tvorby
horni lomené ¢ary se mohou zkuseni fesitelé geometrickych
tloh a znalci kostat divat jako na zametani roviny.

Z obou hornich obélek si udrzujme jednu tsecku, se kte-
rou budeme pracovat. Na zacatku to budou prvni tsecky
z obéalek. Dokud maji prazdny prinik kolmych pramétt na
osu z (tedy dokud neexistuje pfimka kolmé na osu x, kterd
m4 s obéma tseckami spoleény aspoii jeden bod), nahradi-
me usecku s mensi x-ovou soufadnici za nasledujici v jeji
obalce.

Dokud je prinik kolmych primétt pracovnich tsecek ne-
prazdny, priddvame do horni lomené c¢ary hraniéni body
Casti jedné tusecky, kterd je pod druhou, nebo s ni splyva.
Jakmile dojdeme na konec nékteré z nasich pracovnich tse-
éek, vezmeme z jeji obalky dalsi. Zjistovani, ktera ¢ast jedné
usecky je pod druhou, nebo s ni splyva, zabere konstantni
éas.

Snadnym rozborem piipad nahlédneme, Ze do horni lome-
né ¢ary priddme nejvys dvé tsecky v kazdém pasu kolmém
na osu x a vyhraniceném prinikem jejich kolmych primétu.
Takovych tuseku je linedarné s poctem tsecek v obou obal-
kach.

Lomenou ¢aru si jesté ,,uklidime* — odebereme z ni vrcholy,
které jsou na spojnici dvou sousednich vrchold. Jak vyrobu,
tak uklizeni lomené Gary stihneme v ¢ase O(n). Obdobné
vyrobime i dolni lomenou ¢aru, ale nesmime zapomenout,
ze v tomto piipadé hleddme lomenou ¢aru, kterd vede po
maximu z obéalek.

Obdobnym zametenim, jako kdyz jsme tvofili lomené ¢ary,
urc¢ime hranice oblasti, kde je horni lomena ¢ara nad dol-
ni. MizZeme si vS§imnout, Ze to bude souvisla oblast. Prinik
konvexnich mnozin je totiz konvexni mnozina. Pfipadny di-
kaz plyne z definice — mnozZina bodi M je konvexni, pravé
kdyz pro kazdé dva body x,y € M lezii cela tisecka xy v M.
Pokud x, y nalezi priniku konvexnich mnozin, nalezi tam i
jimi dana tsecka, protoze x,y lezi v pruniku, takze musely
lezet ve vSech konvexnich mnozinach, stejné jako jimi dana
tsecka.

Obé lomené ¢ary musi mit stejnou xz-ovou soutradnici zacat-
ku (a symetricky i konce). Je to ddno tim, Ze jejich kolmy
primét na osu x je roven pruniku kolmych primétt zada-
nych konvexnich mnohotihelnikd na osu . Lomené ¢ary se
musi dvakrat protnout nebo dotknout. Pokud by se nedo-
tkly, znamenalo by to, Ze minimum z hornich obalek je vétsi
nez maximum z dolnich. Ale horni obélka se v konvexnim
mnohotthelniku vzdy dotyka dolni.

Postupujeme po lomenych ¢arach a ¢ast, kde horni je nad
spodni, si zapamatujeme a vypiseme. Musime vypsat i p¥i-
padné priiseciky tsecek tvoricich lomené ¢ary. Opét stihne-
me v linedrnim case.

Dokazme jesté korektnost. Pokud lezi bod v nami vypsané
oblasti, jeho z-ova soufadnice je z priuniku kolmych priameé-
t zadanych konvexnich mnohotithelniki na osu x. Navic lezi
pod minimem z hornich obélek a nad maximem z dolnich



obéalek. Tedy lezi v priniku onéch konvexnich mnohotihel-
nikd. Naopak, pokud bod lezi v priniku, musi lezet i ve
vypsané oblasti.

Celkem tedy ¢asovd slozitost algoritmu je O(n) (bez tfidé-
ni, které neni potteba, pokud jsou vstupem body v jejich
pofadi na konvexnim obalu). Pamétova slozitost je také li-
nearni, protoze si nepamatujeme vic nez konstantné mnoho
linearné velkych poli.

Karel Kral

24-3-7 Mazani zavorek

Predpokladajme, ze N je parne, pretoze v opacnom pripa-
de nemé vyznam uvaZovat o spravnosti uzétvorkovania a
podobne musi platit, ze K < N/2.

Zékladnou myslienkou pri rieSeni tejto tlohy je pouzit za-
sobnik k overeniu spravnosti uzatvorkovania. Otvaracie za-
tvorky postupne ukladdme do zadsobnika. Ak narazime na
uzavieraciu zatvorku, tak ak je zasobnik prazdny (momen-
talne v fiom nie st otvéracie zétvorky) alebo typ otvaracej
zatvorky na vrchu zasobnika sa nezhoduje s typom uzavie-
racej zatvorky, potom uzatvorkovanie urcite nie je spravne.

V pripade, Ze ndm v zasobniku po vycerpani zatvoriek osta-
nu este nejaké otvaracie, je uzatvorkovanie nespravne. Inak
ho moéZzeme prehlésit za spravne.

Budeme teda postupne éitat vstup. Ak je zatvorka na vstu-
pe otvaracia, tak ju vlozime na vrch zasobnika. Ak je uza-
vieracia, tak rozlisSime nasledujice moznosti:

Zasobnik je prazdny.
Na vrchu zésobnika je prislusna otvaracia zatvorka.

Na vrchu zéasobnika je otvaracia zatvorka iného typu.

V prvom pripade je nutné skontrolovat spravnost uzatvor-
kovania, v ktorom odignorujeme zatvorky typu prave spra-
covavanej uzavieracej zatvorky (je jednoduché si rozmysliet,
Ze sta¢i odignorovat len tento jeden typ). Podobne spravime
v trefom pripade, avSak musime navyse skontrolovat sprav-
nost uzatvorkovania, v ktorom odignorujeme zitvorky typu
otvéracej zatvorky na vrchu zasobnika. (opéf je jednoduché
si rozmysliet, Ze staci kontrolovat tieto dva typy). V druhom
pripade odoberieme otvaraciu zatvorku z vrchu zasobnika.

Ak nakoniec ostane zasobnik prazdny, vieme, ze je vSetko
v poriadku a modzeme prehlésit uzatvorkovanie za spravne.
Inak mozeme skusit skontrolovat spravnost uzatvorkovania,
v ktorom odignorujeme zatvorky typu otvaracej zatvorky
na vrchu zasobnika. Casové zloZitost je linéarna vzhladom
na dizku vstupu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-7.cpp

Peter Zeman

24-3-8 Scitame hry s panem Conwayem

Ukol 1: Maze

Jednoduchéd hra Maze spocivajici v posouvani zetonu po
planu byla prostym cvicenim na definice her prohranych,
vyhranych, her levého a pravého (tedy t¥id P, V, L a R).
Reseni tikolu potésila, chyb nebylo mnoho a vétsinou ziejmé
7 nepozornosti.

Aby néjakd pocatecni pozice Zetonu mohla byt oznacena
spravnou tfidou, je tfeba urcit, jak dopadnou pozice, kam

z ni lze tdhnout (ne vzdy nutné vSechny, ale hodi se to).
Proto bylo vhodnym postupem oznacovat policka odspodu.

Jako prvni bylo mozné zatadit do tfidy P polic¢ka, v nichz
nemd zadny hra¢ zadny tah. Dale pozice zetonu, v nichz
jeden hra¢ nemd tah a druhy muze zahrat do prohrané po-
zice, pat¥i jasné do t¥idy L nebo R (podle toho, kdo mé
tah).

Dostaneme se tak k tomuto ¢dsteénému mezivysledku (pis-
mena tfid vkladame pro jednoduchost pfimo na policka ve
hie, jak to ostatné délala vétsina Fesiteli):

Pak se odspodu urcuji policka tak, ze na kazdém se pro
oba hrace zjisti, jestli mohou z této pozice vyhrat tahem
do prohrané pozice nebo do jejich pozice (tj. pro levého do
pozice L). Podle toho se ur¢i tiida, do niZz nalezi policko.

Napriklad tedy policko prohrané pro zacinajiciho je to, z né-
hoz vedou vSechny tahy levého do pozic pravého nebo do
pozic vyhranych a vSechny tahy pravého do pozic levého
nebo vyhranych. Na pozici levého ma levy tah, kterym vy-
hraje, a pravy ne.

Vysledny plan se zafazenymi policky vypada takto:

Ukol 2: dlouhé dominovani

Prazdna mfizka o rozmérech 2 x 4k (pro kazdé ptirozené k)
je vzdy vyhrané pro pravého hrace pokladajicitho vodorovna
domina. (V tomto feSeni se uvazuje miizka se 2 policky na
vysku a se 4k na sifku. Pokud jste ve svém TeSeni méli
miizku oto¢enou, nevadilo to, jen je tfeba prohodit L a R,
levého a pravého, tedy prosté celou hru obratit.)

Jednou z moznosti, jak to ukazat (¢i viibec zjistit vysledek),
bylo najit pro pravého vyhravajici strategii, kdyz zacina i
kdyZ nezacind. My si ukazeme jednodussi argument zaloze-
ny na s¢itani her, ktery také dava pravému strategii vedouci
k vyhte.

Nejprve rozebereme nejmensi pripad, miizku 2 x 4. Zac¢ne-li
levy, muze zahrat do sloupecku u kraje, nebo ve prostredku
(ostatni dvé moznosti jsou symetrické k témto). V obou
pripadech pravy polozi nékam své domino, nyni ma levy
jen jeden tah a pravy také, jenze levy je na tahu, takze
prohraje.

Na obrazku je jeden z ptripadi, druhy si lze snadno domys-
let:



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-7.cpp

Pokud zac¢ne pravy, zahraje doprostied (je jedno, jestli na-
horu nebo dolu). Levy polozi domino doleva, nebo doprava
(opét symetrické piipady), nacez pravy mu druhou moznost
sebere polozenim posledniho volného domina pres posledni
volny sloupec (viz obrazek), ¢imz vyhraje.

Jelikoz pravy vyhral, neni tieba zkoumat dalsi moznosti
jeho prvniho tahu.

3

‘I1

Miizka 2 x 4 tedy nélezi do tfidy R. Miizky 2x 4k prok > 1
vytesime s¢itanim tak, Ze je rozdélime na k nepfekryvajicich
se blok 2 x 4. Vsimneme si, Ze levy nemuze zahrat do obou
blokl soucasné, pravy vsak ano.

My ovSem chceme dokézat, ze pravy vzdy vyhraje, takze
si muzeme dovolit ho omezit (pokud i s omezenim stale
vyhraje). Zakdzeme mu tahy do dvou bloki soucasné, diky
¢emuz se bloky 2 x 4 stavaji nezavislymi hrami. Celd mtizka
2 x 4k je pak jejich souctem.

Vsechny bloky méa vyhrané pravy, takze i jejich soucet ma
vyhrany pravy (formalné pouZijeme indukci dle k, pfi¢emz
indukéni krokem je secteni miizek 2 x 4(k — 1) a 2 x 4, jeZ
obé nélezi do R). A je to dokdzéano.

Navic doplnime strategii pro druhého na mfizce 2 x 4k.
Zacne-li levy, hraje pravy vzdy do stejného bloku jako levy
dle strategie pro miizku 2 x 4. Pokud zac¢ne pravy, tdhne
doprostted néjakého bloku (opét dle své vyhravajici stra-
tegie pro jeden blok) a pak hraje do stejného bloku jako
predtim levy.

Ukol 3: rovnajici se hry

¢tu spravnych feseni. Kdo nepfisel na néasledujici vcelku
jednoduchy dukaz, pustil se do rozboru pfipadt podle toho,
do jaké t¥idy nalezi hry G a H. Jenze ten obsahuje spoustu
skrytych zaludnosti kvtli tomu, ze G a H mohou vypadat
o dost jinak, proto se mu budeme stru¢né vénovat.
Celkem zfejmé nalezi G 1 H do stejné t¥idy (je to vidét z de-
finice rovnosti, kdyZ pfi¢teme prohranou hru, v niz nikdo

nemd tah). Pokud je H ve t¥idé V nebo P, je —H ve stejné
tfidé. Je-li H hra levého, je —H hra pravého (a opacné pro
hru pravého).

Pokud je G prohrana nebo vyhrana hra, pak mame soucet
dvou prohranych her, respektive dvou vyhranych (z jedné
Ize tahem udélat bud prohranou hru, nebo hru hréace, co
tahl) a lze pouzit nasledujici ¢ast (soucet her z L a R) nebo
dukaz ze seridlu (pfi¢teni prohrané hry neméni vysledek).

Dikaz v seridlu vSak obsahoval chybu, za niz se hluboce
omlouvam — vyhranou hru lze totiz tahem zménit nejen na
prohranou hru, ale i na hru toho hréide, co t4hl (je to vidét
napiiklad v dominovani na miizce 2 x 2). Toto jsem tedy
v TeSenich toleroval a v seridlu opravil.

Vv

pravého). Asi nejlepsi bylo argumentovat stejnou pfevahou
levého ¢ pravého v G a H, neboli stejnym poctem tahu
pro levého i pravého, coz vsak neni lehké obecné spocitat
(k tvaham tézsich pripadi se misto dominovani hodi spise
abstraktni zapis her).

Tolik v kratkosti k feSenim rozborem pfipadi. Obecné se
nad nim bylo potfeba poradné zamyslet, jestli je opravdu
v poradku.

Nyni o poznani jednodussi feSeni. Z definice rovnosti G a
H dopadnou hry G + X a H 4+ X pro libovolnou hru X
stejné. Specialné to plati pro hru —H, tedy G — H dopadne
stejné jako H — H.

Rozbor, jak dopadne H — H je uz o dost jednodussi nez
rozbor G — H. Druhy hra¢ pouzije tzv. zrcadlici strategii.
Téhne-li prvni do H, zahraje druhy do —H ten samy tah,
ktery tam z definice obracené hry musi byt. Obdobné, po
tahu prvniho do —H hraje druhy do H.

Takto se druhy po prvnim pofad opic¢i. Zaroven prvnimu
musi dojit tahy dfive nez druhému, diky ¢emuz druhy vy-
hrava. Tedy H — H je prohrana hra a G — H také.

Tim je hotovo. Nezbyva nic jiného nez vam poprat hodné
Stésti do dalsiho Feseni.

Pavel ,Paulie“ Vesely




