Mili resitelé a resitelky!

Drzite v ruce paty letdk 24. ro¢niku KSP. Kazd4a série letos obsahuje 8 tloh a z nich se
5 nejlépe vyfesenych zapocitava do celkového bodového hodnoceni.

Nové je mozno byt pfijat na MFF UK za tspésné feseni KSP. Uspé$nym fesitelem se stava
ten, kdo ziska za cely roénik alespori 50 % bodti. Za letosni rok lze ziskat maximélné 300 bod,

takze hranice pro ispésné fesitele je 150.

V této sérii jsme k vétsiné tloh zafadili jednodussi variantu — typicky jde o stejnou tlohu,
kde mate navic néjaké zjednodusujici predpoklady. Pokud jeji feSeni vymyslite, nevahejte
s odesldnim a slibené body vas neminou. ReSeni jednodussi varianty by vas mélo navést

Termin odevzdani paté série je stanoven na pondéli 4. éervna v 8:00 SELC, coz znamens,
7e papirové feseni byste méli podat na postu do c¢tvrtka 31. kvétna, aby nadm stihlo pfijit.
CodExova tloha mé termin o den posunuty, protoze nam ji opravuje automat — 5. Cervna

v 8:00.

Reseni ptijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s nami komunikovat bezpe¢né, miizete si
ovéFit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také nam feseni muzete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminar z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

Pata série étyriadvacatého roéniku KSP

»Dobry den, pane, mdte tu jedno rekomando. Prosil bych
jeden podpis. .. vyborné, pékny den preju!“

Zvlastni — doporucené uZ mi delsi dobu mikdo nic ne-
poslal, vynecham-li soudni obsilky. .. Tohle ani nevypadd
uredné.

Mily priteli,

uz je tomu dlouho, kdy jsem se naposledy ozval. Neza-
pomnél jsem na Tebe — jen jsem mél posledni dobou hodné
prace kvili té nasi chaté. Pred casem jsi nam fikal, Ze se
mame ozvat, az budeme potiebovat pomoc — tak Ti tedy
pisu.

Chata uz je skoro hotovéa, jen bychom potiebovali po-
moc s jednim vykopem. Mohl by ses nékdy stavit v jiznich
Cechach? Sesli bychom se na obvyklém misté, dopravu na
chatu zajistim.

Méj se pékné,

Edo

Hmm. .. Mohl by to byt normdalni dopis. Nebyjt toho, Ze
zZdadného Edu nezndm, a tim méné jeho chatu. Vyvolalo to
ve mné znacnou nostalgii. Je tomu uz hodné ddavno, co jsem
dostal néco podobného — podobné sifry uz dnes chodi zdsad-
né oknem.

Ani nevim, kdo dostal ten bdjecny ndpad pouZivat ke ko-
munikaci postovni holuby. Klasickou postu i telefony od ne-
pameéti kontroluje StB. Veskeré zprdvy jsme museli Sifrovat
velmi podivngm zpisobem, aby nebudily podezieni. A dostat
cokoliv za hranice bylo aZ doneddvna prakticky nemozné.

To vsechno se s prichodem postovnich holubu zménilo.
Jsou podstatné rychlejsi, nez klasickd posta. Ale hlavné —
StB neni schopnd je jakkoliv kontrolovat. TakzZe si muze-
me dovolit zprdvy posilat prakticky nesifrované. A od dob
RFC 1149" ani nemusime esit nejednoznacnosti datovijch
paketi.

I holubi vsak maji spoustu chyb — napriklad jednosmér-
nost prenosu. Takovy postovni holub umi jen jednu véc — af

I http://wuw.faqgs.org/rfcs/rfc1149.html|

ho dovezete kamkoliv, vZdycky trefi domi. Pokud potrebuje-

te poslat zprdvu nékam jinam, mdte prosté smulu. .. anebo
musite pouZit prostrednika (nebo jiného holuba).
24-5-1 Holubi centrala 9 bodu

Typickym problémem byvalo svolavani srazu. Sraz mize
vyhlésit libovolny ¢len organizace, jen musi zajistit, Ze se
informace o ¢asu a misté dostane ke vSem ostatnim.

Véas by zajimalo, ktefi ¢lenové mohou sraz vyhlésit. Do-
stanete seznam Clentd véetné postovnich holubi, které maji
jednotlivi ¢lenové u sebe. Kazdy postovni holub mé urceno,
ke kterému clenovi doleti. Mate vypsat ty ¢leny organizace,
od kterych vede spojeni pomoci holubt ke vSem ostatnim.
Takové spojeni samoziejmé muze vést pres prostiedniky.

Pokud ma napiiklad organizace 6 ¢lent (s ¢isly 1 az 6), ¢len
¢islo 3 ma holuby letici ke ¢lentim 1, 2 a 5, ¢len 5 holuby pro
3 a 6, ¢len 6 umi poslat zpravu clenovi 4 a ostatni nemaji
zadného holuba, je spravnym fesenim vypsat ¢leny 3 a 5.

Nase ornitologické oddélent neddvno vymyslelo i efektioni
broadcasting (vSesmérové vysildni): staci vyuZit hejna labu-
ti. Labuté jsou pri presunu dobre vidét. Navic se vyskytuji
ve dvou barvdch: cerné a bilé.

24-5-2 Labuti broadcasting 11 bodua

Zprava pro broadcast se sestavuje nasledujicim zptisobem:
Nejprve ji prevedete do posloupnosti nul a jednicek, poté
sefadite labuti hejno. Kazd4 labut odpovidé jednomu bitu.
Pokud je bit nulovy, zafadite ¢ernou labut; pokud je jed-
nickovy, zaradite bilou. Takto sefazené hejno poté vypustite
na oblohu a doufate, ze poleti spravnym smeérem.

MV

V labutim hejnu mé prvni labut nejtézsi kol — rozrazi
vzduch. Proto se labuté postupné stfidaji. Vzdy, kdyz je
prvni labut unaven, zafadi se na konec hejna, pficemz ve-
douci pozici pfevezme labut za ni.
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Ornitologické oddéleni dosud nevymyslelo vhodny pfenoso-
vy protokol; proto se obracime na vas.

Méte vymyslet co nejefektivnéjsi prenosovy protokol — vite,
ze pri poslani N bitd pfijemci dorazi N stejnych bitd, ale
nadhodné rotovanych. Kdyz tedy odeslete 1101, tak mize
prijit 1101, 1011, 0111 a 1110.

Vymyslete, jak timto zptisobem odeslat zpravu o K bitech,
aby na jeji zakédovani bylo potieba co nejméné realné ode-
slanych bitt a stale byla jednoznacné dekédovatelna.

Priklad: Pro K =1 je feSeni trivialni, vysleme tu spravnou
jednu labuf. Pro K = 2 vysleme bity tak, jak jsme je dostali,
a druhy z nich zopakujeme. Tedy pokud chceme odeslat zy,
tak odesleme xyy. Na zpravu délky 2 jsme tedy spotfebovali
3 bity. Pro K = 3 potfebujeme 5 labuti.

5 bodu dostanete, pokud vymyslite efektivni protokol pro
K =8.

Nostalgie bylo dost. Asi bych nds mél trochu predstavit,
kdyz uz jsem to nakousl. .. jsem clenem jedné organizace,
kterd md za svuj cil postavit tajnou necenzurovanou tele-
fonni linku z CSSR do Rakouska — snaZime se vybudovat
rozumné spojeni se siti EARN.? CoZ se samoziejmé neli-
b7 vldde ani StB — vznikl by nekontrolovatelny komunikacni
kandl se zahranicnim disentem, navic podstatné rychlejsi
neZ holubi a labuté dohromady. TakZe pracujeme tajneé.

Cinnost organizace je pochopitelné casové i organizacné
velmi ndrocnd.

24-5-3 Struktura organizace 11 bodu

Abychom minimalizovali riziko odhaleni, rozhodli jsme se
pro zvlastni organizacni strukturu. Kazdy ¢len zna jen své
podfizené a svého pifimého nadfizeného, od kterého dostava
rozkazy. Podfizenych mize byt i vic, nadfizeného ma kazdy
jediného, s vyjimkou pravé jednoho velkého $éfa, jenz uz
nadiizeného nema. Nikdo neni nadfizenym sdm sobé, a to
ani neprimo.

Do akce je posilana vzdycky skupina ¢lent. Ti mezi sebou
potfebuji komunikovat, proto skupina musi ztstat souvis-
la. To znamena, Ze po odeslani do akce musi kazdy clen
byt schopny odeslat zpravu vSem ostatnim. Zpravy se sa-
moziejmé mohou predévat pouze mezi znamymi, tedy mezi
podfizenymi a nadfizenymi.

Vas by zajimalo, kolika zpisoby mizeme vytvorit libovolné
velkou skupinu, kterou posleme do akce.

Napriklad pokud méme 3 zaméstnance, pficemz zamést-
nanec Cislo 3 je pfimy nadfizeny zaméstnanct 1 a 2, tak
méme dohromady 6 moznosti, jak skupinku vytvofit: {1},
{2}, {3}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}. Zaméstnance 1 a 2 vyslat
nemuzeme, protoze pak by byli naprosto oddéleni.

7 bodt dostanete, pokud tlohu vyfesite pro strukturu tvo-
fici tplny bindrni strom. Zde mé kazdy dva nebo zaddného
podfizeného, navic vsichni bez podfizenych ,jsou si rov-
ni“ — maji nad sebou stejny pocet nadrizenych.

Tentokrat to vyslo na mé. Abych to nezakecal, to reko-
mando znamend zahdjit stavbu, sraz ve mésté, kde by chtel
Zit kazdy. Zajisteni dopravy znamend, zZe nemusim shdnét
bagr.

Tok uz jen zabalit nékolik kilometru kabelu a hurd na
cestu!

Kdo jste nékdy videli sraz clent tajné organizace na ve-
rejném miste, jisté date za pravdu, Ze to neni nic jednodu-
chého. NemizZete si prosté vzit transparent hldsajici , Hle-
dam své tajné kolegy!“ a stoupnout si doprostied ndmésti.

Misto toho je nutné mit predem domluveny zpiusob, jak
se poznat. Samoziejmé dostatecné nendpadny. My vétsinou
vyuzZivame zemepisnych vlastnosti dané lokace.

Protentokrat jsme zvolili sraz na zdpadnim konci nejdelsi
usecky vedouct ve vychodozdpadnim sméru, kterou je mozné
na ndmésti najit. Mapu mdme. PomiZete nam s hleddnim
takové usecky?

11 bodt

24-5-4 Sraz na namésti

‘é Na vstupu dostanete (ne nutné konvexni) mnohothel-
nik predstavujici ndmésti, zadany napiiklad posloup-

nosti vrcholid. Mate vypsat nejdelsi tisecku ve vodorovném

sméru, ktera je v mnohothelniku celd obsazena.

Priklad:

Tucné je vyznacena hledand tsecka.

6 bodu dostanete, pokud vyfesite lohu pro konvexni na-
meésti.

Nakonec jsme se nasli a snad nds pritom nikdo nevidél.

Na podobné dlouhych linkdch se hodné projevuje rusent,
zejmeéna proto, Ze nemdme finance na dostatecné stinéné
kabely — ty jsou moc drahé. Proto je obcas nutné kabel pre-
rusit a umistit stanici, kterd detekuje prichozi signdl a predd
ho ddl.

Polohy téchto zesilovacich stanic jsou ddny cdstecné tech-
nickymi limity a rusenim signdlu, hlavné vsak tim, kde vsu-
de mdame svoje lidi a elektrinu.

Rezdni kabelii (a pripojovdni koncovek) také neni jedno-
duché. Pokud to jde, snaZime se kabely natezat na prislusné
délky peékné v klidu nékde v tovdrné.

24-5-5 Rezani kabelu 9 bodu

Maéte dlouhy kabel a chtéli byste ho co nejrychleji natezat
na kusy o délce ki, ks, ..., k,. Kabel ma celkovou délku
K =k +ks+ ...+ k,. Je namotany na civce, pred feza-
nim ho musite cely odmotat a pfemérit. Pti fezani rozdélite
jednu souvislou ¢ast kabelu na dvé mensi o prislusnych dél-
kach. Odmotané kusy jsou dlouhé, takze je musite ihned
namotat na jinou civku.

Nejvice ¢asu zabere neustalé namotavani a smotavani, sa-
motné fezani 1ze zanedbat. Kazdy fez tedy trva tak dlouho,
jaka je délka rezaného kusu kabelu.

Na vstupu dostanete pocet tsekl a jejich délky. Mate vy-
psat takové potradi fezl, které zabere co nejméné casu.

Priklad: Pro tseky délek 3 3 3 3 8 je optimalnim FeSenim
posloupnost fezt 20 — 8 +12, 12 - 6 +6, 6 — 3 + 3,
6—3+3.
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Po narezdani kabeli jsme se dali do stavby. Obcas se nds
mistni ptali, co to vlastne déladme. Na podobné dotazy jsme
pripraveni — hlavné proto, Ze nekdy provdadime meohldsené
vgkopy na cizich zahraddch. Vidy se stacilo vymluvit na
tagnou linku od Sprdvy post a telekomunikaci stavenou pro
armddu — tim jsme uspésné odradili jak vojdky, tak ,kolegy“
od SPT. Majitele pozemki jsme typicky odbyli slovy ,Kdyz
nesledujete vyvésni desku, tak se nedivte.“ NeZ si to stihli
overit, uz jsme byli pryc.

Brzy jsme dorazili k hranicnimu pdsmu, tady si nemuZe-
me dovolit byt tak drzi. Nasli jsme jedno slabsi misto, kudy
se dostaneme zhruba kilometr od hranic bez jakéhokoliv ri-
zika odhaleni. Md to vsak jeden problém — po celé délce je
minové pole.

13 bodu

24-5-6 Minové pole

% Takové typicka hrani¢ni mina m4 uréenou oblast, kde
detekuje pohyb — kdyz se sem néco dostane, tak vy-

bouchne a celou ji znic¢i. Miny byly pokladany do ¢tvercové

sité, navic pri vybuchu zni¢i pouze obdélnikovou oblast ko-

lem sebe. Minové pole je obdélnikové.

Mate detektor kovi, vite tedy, kde se jakd mina nachéazi,
a z jejich velikosti vite, jakou oblast dand mina kontroluje.
Pro kazdé pole ctvercové sité by vas zajimalo, kolik min
vybouchne, kdyz na néj Slapnete.

Na vstupu dostanete rozméry minového pole (pocet fadkl
a pocet sloupch ¢tvercové sité: R a S) a seznam min spo-
lu s oblasti, kterou dand mina kontroluje (zadanou levym
hornim a pravym spodnim rohem).

Pokud obdélnik zacind a kon¢i na stejném fadku, resp.
sloupci, tak je jedno policko Siroky, resp. vysoky.

VypisSte matici o rozmérech R x S, kde je na pozici (4, 5)
uvedeno ¢islo udavajici pocet min, které vybouchnou pti
§lapnuti na toto pole.

Tato tuloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.? Piesny format vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

U prvnich 5 vstupi bude zadané pole jednorozmérné — vy-
feSenim ziskate 7 bodu.

Ezxplodujict minové pole jsme uspésné nechali za sebou.

Vzniklé krdatery se daji skvéle vyuZit pro poloZeni kabelu!
LTaky sis vzpomnél na hru Ctvercové bombardovdni?“
,Pst! Nékoho slysim!“

3 http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.html|
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Mezi ndmi a hranict zbyvd jen pohranicni strdz. Ted uZ
se nevzdame! Nastésti mame na jejich velitelstvi své lidi a
zndame dennit rozpisy hlidek — ukryt se tak, aby nds nenasli,
nent tézké. Dokonce jsme zvlddli i zamaskovat vykopy.

Kousek za hranici mds uZ netrpélivé ocekdvali rakousti
kolegové. Spojili jsme nataZené kabely a pak nds kolegové
odvezli do Linze na svou centrdlu. Zdroven jsme morseov-
kou poslali pruonich nekolik krdtkych zprav, abychom ovérili,
ze nase linka funguje.

Byla v pordadku! Rakousti kolegové okamzité zacali posilat
informace, které se k nam jinak nedostanou.

Vypada to, Ze fyzickd c¢dst spojent je hotovd. Jeste zbyvd
vyresit softwarovou cédst, abychom mohli propojit pocitace a
zbavili se zdlouhavé prdace telegrafisti. K tomu se ndm bude
hodit pomoc zkuseného odbornika.

24-5-7 Cesta pres hranice 13 bodu

Odbornik sidli v némeckém Pasové. Potrebujete se k né-
mu dostat a nasledné ho dopravit do Prahy. Cestou budete
muset nékolikrat prekrocit hranice. To je mensi problém,
protoze nemate platny pas. Mate vsak nékolik vymluv, kte-
ré muzete pii prijezdu pouzit — abyste zabranili odhaleni,
miuzZete kazdou pouzit pouze jednou. Samoziejmé jich mate
jen konecné mnoho a neméli byste jimi plytvat, aby vam
néco zbylo i na pfisté. Na druhou stranu si vas celnici za-
pamatuji a pii kazdém dalsim prijezdu stejnou celnici vas
uz kontrolovat nebudou.

Na vstupu dostanete mapu oblasti — seznam mést a cest
mezi nimi, véetné vzdalenosti. Dale u kazdého mésta vite,
jestli je v ném celnice, nebo ne. Taky dostanete pozici Linze
(zde zacinate), Pasova (tam se musite zastavit) a Prahy
(tam musite skoncit).

Naleznéte a vypiste nejefektivnéjsi cestu. Primarné se snazi-
te minimalizovat pocet prijezdu celnicemi, sekundarné uje-
tou vzdéalenost.

7 bodu ziskate za vyreseni tlohy pro zapomnétlivé celniky.
Ti si vas prijezd celnici nezapamatuji, takze pri kazdém
dalsim priijezdu jejich celnici musite pouzit novou vymluvu.

Cestou do Prahy bylo jasné poznat, Ze se néco déje. Oblo-
hu kriZovala cernobila labuti hejna, noviny byly plné zahra-
nicnich informact a malem jsme srazili dva postovni holuby.

Ocividné si toho vsimla i StB — tolik silnic¢nich kontrol
jsme uz hodné dlouho nepotkali. Ale je vidét, Ze absolutné
netust, co se stalo.

Povedlo se!

Radim ,Rumcajz* Cajzl

24-5-8 Jak hraje deskovky poéitac? 15 bodua

Herni serial se blizi ke svému konci a je tfeba mu nasadit ko-
runku. Po dvou dilech o matematickych hrach a jejich feseni

vvvvvv

papife vyfesit neumime. MuzZete si pfedstavovat napriklad
Sachy, ddmu, piskvorky pét v fadé nebo jinou deskovku pro
dva hrace.

V prvni sérii* byl probran algoritmus Minimax, v druhé®
jeho vylepseni pomoci Alfa-beta ofezévani. Pak ubéhla celd
zima, béhem niz mozné leckomu algoritmy v paméti roztaly
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jako jarni snih. Zopakovat oba by vsak bylo na dlouho, tak-
Ze se budeme muset spokojit s Minimaxem. K pochopeni
dalsiho textu a tkolu by ndm mél stacit.

Strom hry a Minimax

Situace je nasledujici: mame hru bez ndhody a chceme najit
z jejl urcité pozice co nejlepsi tah. Kdyz se vSak podivame
na jednotlivé tahy, neumime jednoduse urcit, ktery povede
k vyhte a ktery ne. Proto budeme muset prozkoumat i po-
zice, do nichz vedou nase tahy, coz provedeme rekurzivné
(tim samym algoritmem).

V podstaté prochazime tzv. hernim stromem — jeho kore-
nem je pozice, pro niz hleddme nejlepsi tah, synové kotfene
jsou pozice vzniklé po jednom nasem tahu, jejich synové
jsou pozice po tahu soupete atd. Listy stromu jsou bud po-
zice, kde jsme vyhrali, nebo pozice, v nichz vyhral souper
(na remizu na chvili zapomertime).

Necht jsme prosli rekurzivné cely strom. Jak zjistit, ktery
tah vede do pozice pro nds vyhrané? (To je takova pozice,
v které pti dokonalé strategii obou hra¢t vyhrajeme my.)
Pomiize ndm k tomu ohodnocovdni uzld stromu, ¢ili pozic.

Listy ohodnotime tak, Zze pro nas vyhrané pozice budou oo
a pro soupeie —oo. Ostatnim vrcholtim pfifadime hodnotu,
az kdyz méame ohodnocené jejich syny. Pokud jsme na tahu
my, vezmeme maximum z ohodnoceni synii (tedy oo odpo-
vidajici nasi vyhte, pokud tam je), soupef na tahu zase bere
minimum.

V praxi nejsme vétsinou schopni propocitat cely herni strom

(s vyjimkou jednoduchych her nebo pozic v koncovce), pro-
to je dobré prohledévani ukonéit v uréité hloubce (odpovi-
dajici poétu odehrangch taht z kofene).

Prohledéavanim jen do uréité hloubky vsak ziskame listy,
které pro nas nejsou vyhrané ¢i prohrané. Ty musime ohod-
notit heuristickou funkci, ktera bude pro danou pozici vra-
cet, jak moc pravdépodobné je, Ze v ni vyhrajeme. Kdyz
je lepsi pro nas, vrati kladné ¢islo, kdyz pro soupere, vrati
zaporné. Vyrovnand nebo remizova pozice obdrzi 0.

Pokud jsme na tahu, vybirdme maximum ze syni (hraci,
ktery vybird maximum, budeme fikat Maz), soupef vybi-
r4 minimum (a necht se jmenuje Min), algoritmus se tedy
nazyva Minimaz. Zde je jeho pseudokdd:

// funkce vraci hodnotu pozice a nejlepsi tah
def minimax(pozice, hloubka, natahu):
// jsme v listu
if hloubka 0 or konecHry(pozice)
return (hodnota(pozice), prazdnyTah)

if natahu == Max:
nejHodnota = -nekonecno - 1
nejTah = prazdnyTah
// projdeme tahy hrace Max
for p in mozneTahy(pozice, Max):
(hodnota, tah) =
minimax (provedTah(p), hloubka - 1, Min)
if hodnota > nejHodnota:
nejHodnota = hodnota
nejTah = p
return (nejHodnota, nejTah)

if natahu == Min:
nejHodnota = nekonecno + 1
nejTah = prazdnyTah:

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-9

// projdeme tahy hréace Min
for p in mozneTahy(pozice, Min):
(hodnota, tah) =
minimax (provedTah(p), hloubka - 1, Max)
if hodnota < nejHodnota:
nejHodnota = hodnota
nejTah = p
return (nejHodnota, nejTah)

Pokud vam néco ohledné Minimaxu neni jasné, nakoukné-
te do prvni série. Téz prikladdme obrazek herniho stromu
prohledaného do hloubky 2.

MAX

2
3 N2 P
MIN K My& / MIN
- - -00

Algoritmus lze zjednodusit tak, Ze pokazdé budeme vybi-
rat maximum z hodnot syni, ale musime pak mezi Garovné-
mi pfendsobit hodnotu pozice ¢islem —1 a patri¢né upravit
hodnotici funkci. Zkuste si sami takto upravit pseudokdd a
oveérit, ze déla to samé. ZjednoduSenému algoritmu se iika
Negamaz (nisobeni —1 je jakési negace a vidy vybirdme
maximum).

Co se tyce hodnotici funkce, méla by byt velmi rychla (rych-
lejsi nez prohledavéani do hloubky o jedna vétsi s trivialni
ohodnocovaci funkei).

Minimax je sam o sobé dost neefektivni, protoze zkousi
vsechny mozné varianty, jak by hra déle mohla probihat
(i ty nesmyslné). Moznym zrychlenim vypoctu je proto ne-
generovat vSechny tahy, coz mtze byt vSak mnohdy ne-
bezpecné, protoze lze prehlédnout dobry tah... ale tfeba
u piskvorek preskoceni dobrého tahu zas tolik nehrozi, viz
prvni sérii.

Algoritmus Alfa-beta otezdvani pak dostaneme z Minima-
xu, kdyz si vS§imneme, Ze nékteré uzly ve stromu mohou
byt pro jednoho z hraca tak nevyhodné, Ze do nich urcité
nebude hrat. Tyto ¢asti herniho stromu tedy neni potfeba
prozkoumavat, mohou byt tzv. oriznuty.

Z casoprostorovych duvodi odkazeme na podrobnéjsi popis
Alfa-beta ofezavani® do druhé série.

Transpoziéni tabulky

Casto se také stane, Ze k jedné pozici se lze dostat nékoli-
ka riznymi posloupnostmi taht, je tedy v hernim stromé
vickrat. Aby se vzdy nemusela znovu a znovu prozkouma-
vat, ulozi se poprvé vysledek vypoctu do tzv. transpozicni
tabulky.

Kdyz tedy mame prozkoumat néjakou pozici, nejprve na-
hlédneme do transpozi¢ni tabulky, neni-li tam. Pokud ano
a byla uz prohledana do stejné hloubky, jako chceme, vra-
time ulozeny vysledek, jinak provedeme vypocet a pozici
ulozime.
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Transpozi¢ni tabulka technicky neni nic jiného nez hesovaci
tabulka (o nich se vice mzete do¢ist v kuchafce o hesova-
ni).” Z pozice vytvoiime obrovské ¢islo (t¥eba 64-bitové),
které by meélo byt pokud mozno unikatni — nazyva se hes
pozice.

Hes modulo velikost tabulky udéava, kam méame pozici ulo-
zit. Jelikoz velikost transpozi¢ni tabulky byva o dost mensi
nez rozsah hodnot hese a také nez pocet dosazitelnych po-
zic, Casto se stane, ze policko v tabulce, kam chceme pozici
ulozit, je uz obsazené.

Tento problém se muze Tesit ruznymi zpusoby, ale vzdy
se néjaka pozice z tabulky za urcitych podminek vyhazuje
(jinak by program spotieboval moc paméti). Nové ukladana
pozice byva vzdy ulozena.

Nejcastéji se do kazdého policka tabulky davaji dvé pozice,
aby nedochézelo tak ¢asto k vyhazovani. Kdyz uz jsou pred
ukladéanim na policku dvé pozice, vyhodi se z tabulky ta,
jez byla prohleddna do mensi hloubky, coz se musi ukladat
v tabulce.

Toto samoziejmé neni jediny zptisob, jak se chovat, kdyz je
bunka v tabulce obsazena, ale byva lepsi nez ukladani jedné
pozice do jednoho policka tabulky, jak ukézaly testy.®

Abychom ovérili, ze madme na konkrétnim policku uloZenu
hledanou pozici, musime v tabulce uchovavat i hese pozic.
Takze celkové pro kazdou pozici budeme ukladat jeji hes,
vypoctenou hodnotu, nejlepsi tah a hloubku, do niz byla
prohledavana.

Mize se také stat, ze dvé ruzné pozice dostanou stejnou
hes. Aby se to stavalo co nejméné, musi byt funkce poci-
tajici heS dostateéné ndhodna a rozsah hodnot hese velky.
Kdyz vsak problém nastane, ¢asto nelze zahrat z pozice
tah ulozeny v transpozicni tabulce. Jinak se tento problém
vétsinou nefesi, jeho vyskyt byva ridky.

Zbyvé jen povédét, jak pocitat onu hes. Casto se pouziva
Zobristovo hesovdni. Pred vypoctem si pro kazdou kombi-
naci herniho policka a herniho kamene (figurky) vygeneru-
jeme nahodnou hodnotu (v rozsahu hese). He$ konkrétni
pozice je XOR hodnot kombinaci policka a kamene, jez se
momentalné nachézeji na herni desce.

Tedy napf. v Sachach se hes muzZe pocitat takto: nahodné
¢islo pro bilou véZ na A1l XOR ¢islo pro bilého jezdce na Bl
XOR atd.

Vyznam transpozic¢ni tabulky vzroste pfi pouziti iterativ-
nitho prohlubovdni. P¥i ném prosté prohledavani poustime
do hloubky 1, pak 2, 3, ..., dokud nedojde ¢as nebo ne-
zjistime, Ze pozice je pro nas vyhrané ¢i prohrana. Navic
pfi prohledavani upfednostiiujeme nejlepsi tahy z minulého
prohled4avéni do mensi hloubky (ty najdeme prévé v trans-
poziéni tabulce).

Dalsich vylepseni Alfa-beta algoritmu je lidové feceno hafo.
Ostatni vsak ponechame na dobrovolné samostudium, které
se muze hodit pfi feSeni tkolu. Dobrym zdrojem muze byt
Chess Programming Wiki.?

//ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani|

Ukol [14b]: Ukol spoéiva ve zkouméni a analyze hry Dvonn,
neboli jak by mél v takové hie pocitac hledat z daného stavu
nejlepsi tah. Abyste se méli ¢eho chytit, dostanete ndvodné
otazky. Odladény program po vas chtit nebudeme, mohlo
by vam to sebrat klidné celé jaro. :-)

Aby se vam hra dobie analyzovala, je mozné ji hrat tieba
na BoardSpace.net'® (s lidmi i roboty). Pravidla najdete
na internetu i v Cestiné!! a soupefe si mizete domlouvat
na nagem féru'? (tieba autor seridlu si s vdmi rdd zahraje).
Bohaté staci, kdyZ se zamyslite nad fazi hry po rozmisténi
kament (tj. kdyZ uz se kameny pfemistuji).

Algoritmus na hledani nejlepsiho tahu uz znéte, par trika
také. Predstavte si, ze chcete robota pro Dvonn implemen-
tovat ve svém oblibeném jazyce, ktery by ovSem sam o sobé
mél byt rychly (coZ t¥eba Python neni, C# také moc ne).
Jak efektivné reprezentovat pozici? Jak s pomoci té repre-
zentace rychle generovat a provadét tahy?

Zamyslete se rovnéz nad ohodnocovanim pozice. (Vyhra bi-
lého je néjaka velka konstanta H, vyhra ¢erného —H, re-
mizova nebo vyrovnand pozice mé 0, vSe ostatni je na vés.)
I toto by mélo byt pekelné rychlé. Namisto slovniho popisu
miuZete dodat rozumné Citelny (pseudo)kdd, coz lze udélat
i u jinych ¢asti tkolu.

Dalsim namétem muize byt fazeni tahti dle vyhodnosti pro
hrace na tahu, které se hodi pro Alfa-beta ofezavani (lepsi
tahy spiSe zptisobi ofezani pozice). Jak lze v této hie fa-
dit tahy? Daji se generovat rovnou v néjakém ,dobrém*
poradi?

Ukol je v podstaté dost kreativni a klidné napiste i o nécem
jiném, co vas pfi zkoumani hry a pfemysleni o algoritmech
napadne, bude to nalezité ocenéno.

Udéla ndm radost (a vdm bodové pfilepsi) samostudium
algoritmii a jinych technik z této oblasti (napf. téch, co
vylepsuji Alfa-beta ofezavani). Z toho pak sepiste vlastni
poznamky o té technice, pfipadné i o jejim nasazeni na
Dvonn. Staéi i par odstavct.

Asi vas zajimé bodovani. PInym poc¢tem ohodnotime feSeni
obsahujici:

vhodnou reprezentaci pozice a kratky popis, jak implemen-
tovat generovani taht,

zpusob ohodnoceni pozice, neboli jak a pro¢ se rtzné vlast-
nosti stavu hry zapocitavaji do hodnoty, rovnéz s kratkjym
nastinénim efektivni implementace,

alespon kratké zamysleni nad fazenim tahti v Dvonnu,

jak zhruba vypada herni strom, tedy jak dlouha je bézna
hra (méfeno tahy) a kolik ma hra¢ primérné tahtt v riznych
Castech hry.

Jednotlivé ¢asti hodnoceni lze nahradit i jinym souviseji-
cim népadem, tématem apod. Velmi dobra feSeni (po kva-
litativni i kvantitativni strance) moznéd obdrzi néjaky ten
bonusovy bod.
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Alfa-beta neni zdaleka jedinym pouZivanym algoritmem
v oblasti her, i pokud pomineme algoritmy vhodné jen pro
konkrétni hry. V koncovkach se ¢asto hodi nasadit Proof
Number Search,'® bylo jim nedévno také zjisténo, Ze poca-
tecni pozice v anglické damé je remizova. Dalsim zajima-
vym algoritmem je Monte-Carlo Tree Search,'* pouzivajici
pseudondhodné simulace hry.

Oba tyto algoritmy sice nejsou jednoduché, ale jsou obecné
pouzitelné pro velké mnozstvi her. Existuji také algoritmy
urcené jen pro jednu hru zalozené na jejich specifickych
vlastnostech.

Tak a je po seridlu o hrach matematickych i vypocetné slozi-
téjsich. Vérime, ze vas zaujal a tfeba se vam budou nabyté
znalosti jesté nékdy hodit. Na vase feSeni se tési a hezké
jaro preje

Pavel ,Paulie“ Vesely

Recepty z programatorské kucharky

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchafkového specidlu se budeme
uCit vafit geometrické problémy. A co Ze si predstavujeme
pod pojmem geometricky problém? Trochu analytické geo-
metrie, napriklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha ploti, neboli konvexnich obalti, a obecné
mnoho zametani.

V celé kuchafce se omezime pouze na dvourozmérné pro-
blémy, tedy na algoritmy v roviné. Nékteré postupy se daji
zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou i pro n-rozmérné pro-
blémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdiive trocha stiedoskolské analytické geometrie pro ty,
kdo ji jesté neméli. Ostatni mohou tuto sekci preskocit.
Kazdy bod v roviné mizeme urcit jeho soufadnicemi vi-
ny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy oznacované jako
x-ové osa (vodorovnd) a y-ova osa (svisld). Obvykle se uva-
7uje, %e hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa x)
a smérem nahoru (osa y), my se toho budeme v nasi ku-
chafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek
soustavy soufadnic. Samotné souradnice bodu zapisujeme
jako dvojici ¢isel, kterd udavaji, o kolik jednotek se musime
posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému soutfadnice patfi. Pocatek mé souradni-
ce [0,0]. Bod se soufadnicemi [a, b] leZi na pozici, kterou
ziskdme tak, ze se od pocatku posuneme o a jednotek ve
sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na
zakladni skole, tedy tisecka je urcena dvéma krajnimi body,
obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si ale fekneme, co je to
vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potiebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bodii.
Mizeme napiiklad udat jejich vzdalenost a smér (t¥eba jako
uhel vzhledem k ose x). Prakti¢téjsi ale byva ¥ici, o kolik se
lis1 jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam dé dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napiiklad k bodu [1, 1] pFi¢teme vektor a = (2, —1),
dostaneme se do bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odeéte-

me napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak dostaneme vek-
tor b = (=3, 1) udavajici jejich vzdjemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit primku. Bod nam
ur¢i, kam umistit vektor, a vektor ndm urci smér pfimky
z daného bodu. Tomuto vektoru se fika smérovy vektor,
nebo také nékdy smeérnice, dané primky nebo tsecky.

Samotné vyjadreni pfimky nebo tsecky poté muze byt ve
dvou tvarech. Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem
je néjaky bod A = [ay, ay]. Od toho se ve sméru smérového
vektoru u = (ug, u,) mizeme pohybovat libovolné a stéle
budeme na piimce. To nam vede na nasledujici tvar, kde
t je libovolny realny parametr, neboli proménnad, za kterou
si mizeme dosadit jakékoliv readlné cislo a vzdy nam vyjde
bod na pfimce. Parametricky tvar vypada:
T = a; + tu,

Y = ay + tuy
To samé muzeme vyjadrit i vektorove, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢t = 0, tak do-
staneme vychozi bod primky. Pokud poté budeme s para-
metrem hybat od —oo do 400, dostaneme postupné vsechny
body na piimce.

Druhym zpisobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho
vyjadieni budeme potiebovat kolmy vektor ke smérovému
vektoru, tomu se také fikd normdlovy vektor. V roviné ho
ziskdme jednoduse. Pokud je v = (vg,vy) smérnice piimky,
tak vektor na néj kolmy mé tvar n = (vy, —v,). Jako po-
znamku pro zvidavé mizeme uvést, ze skaldrni soucin téch-
to vektort, tedy soucin po slozkich (v-n = ab+ b(—a)), je
roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar pfimky? Pokud je
n = (a,b) normalovy vektor pfimky, tak obecny tvar pfim-
ky je rovnice ax 4 by 4+ ¢ = 0. Dobfe, a a b mame, jak ale
zjistit ¢? Normalovy vektor urcuje smér, kterym pirimka po-
vede, ale stale ji mtzeme libovolné posouvat. Potfebujeme
jesté znat jeden bod, ktery na nasi pfimce lezi, aby byla
urcend jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice pfim-
ky s neznamou c, ziskame tak rovnici pro ¢, kterou vy-
feSime. A mame hotovo, zndme hodnoty vSech koeficientt
v rovnici. Jesté si mizeme vSimnout, ze pro ¢ = 0 prochazi
pfimka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi jednak pro né&jaké zapsani piimek,
ale také pro zjisteént jejich priseciku. Kdyz hledame prise-
¢ik, hledame vlastné misto, kde maji obé pfimky navzajem
stejné z-ové a y-ové souradnice. A to vede na jednoduché
soustavy linearnich rovnic, které jisté jiz vyfesit umite.

Jeste si ale zdiraznéme rozdil tisecek oproti primkam. V pfi-
padé parametrického tvaru omezujeme velikost parametru
t (napfiklad t € (0,1)) a v piipadé obecného tvaru ome-
zujeme rozsah jedné ze soufadnic (napiiklad z € (—2,2)).
V ptipadé, ze bychom chtéli vyjadiit polopfimku, si para-
metr nebo soufadnici omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukdzeme jednu zékladni aplikaci parametru a pa-
rametrického vyjadfeni tsecky. Jak snadno spocitat stied
néjaké tsecky AB? V takovém piipadé neni nic jednodussi-
ho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tusecky je v poloviné jeji délky) a pficist k bodu A.
Trividlni tipravou pak zjistime, ze stted tisecky mtizeme spo-
Citat jako aritmeticky prameér jejich krajnich bodu:

1 A+B
At S-(B-A)="—




Jako priklad na rozkoukéni si ukézeme, jak zjistit, na které
strané primky lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdiive si zavedeme pojem orientovana primka. Kdyz bu-
deme mit pifimku uréenou dvojici bodi A a B, budeme se
na ni divat, jako kdybychom stali v prvnim bodé (bod A)
a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jas-
né definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde
vici piimce bod lezi.

Vezméme si tedy primku urcenou body A a B a bod X.
Uréime si vektory u = X — A av =B — A (s prvky ug, uy,
respektive v, v,) a porovndme thel mezi nimi.

Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzo-
recek na vypocet thlu mezi dvéma vektory. Vzorecéek mé
tvar:
uU-v

cosq = ——
|uf[v]
Jeho nevyhodou je, Ze vypocet inverzni funkce cos™! trva
dlouho. Je proto lepsi pouzit jiny zptusob vypoctu, kde si
vystac¢ime pouze s nadsobenim.

Tim jinym zptsobem je vypocet determinantu matice ur-
¢ené témito vektory. Matice je pouze tabulka, kde jsou vek-
tory posklddany pod sebe (ta naSe tedy bude velkd 2 na 2
policka).

Determinant matice této velikosti ndm udava obsah rov-
nobézniku uréeného zadanymi vektory. A navic znaménko
determinantu nam ¥ik, jestli je thel mezi vektory (méfe-
ny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych rucicek)
mensi nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mize brat nasledujici
vzorec pro vypocet determinantu matice dva krat dva ja-
ko kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce zduivodnéni, muze si
zkusit udélat rozbor vsech vzajemnych poloh dvou pfimek
(a jejich smérovych vektort), které mohou nastat. Po chvi-
li dojdete ke vztahu presné odpovidajicimu nésledujicimu
vzorecku:

d = UupVy — UyVy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od primky, pokud
vyjde d zaporné, je bod nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud
vyjde d = 0, tak bod lezi na pfimce.

Bod a konvexni mnohotithelnik

Konvexni mnohothelnik je takovy, ktery nema zadny vnitt-
ni thel vétsi nez 180°. Jinou definici je, Ze pokud si zvolime
libovolné dva body v mnohotihelniku a natdhneme tsecku
mezi nimi, nikdy ndm nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime,
jestli néjaky bod lezi v ném nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti. Sta¢i ndm jit po hranich na obvodu a zjisto-
vat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
pfimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachazi se
uvnitf mnohothelniku. Pokud se ale vuci jen jediné hra-
né nachéazi na jiné strané nez vici ostatnim, lezi bod vné
mnohotthelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:
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Tomuto postupu se také nékdy fika test polorovinami. Kaz-
d4 kontrola nam zabere konstantné mnoho ¢asu. Casova
slozitost tohoto postupu je tedy linedrni vzhledem k poctu
hran, neboli O(N).

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, jednodu-
Se si muzeme vsimnout, ze postup s kontrolovanim polohy
bodu vicéi vsem hrandm nebude fungovat. Zkuste si postup
pro nekonvexni obrazce rozmyslet sami. Muzete bud vyu-
7it testu polorovinami, jako v ptipadé konvexniho obraz-
ce, nebo vyuzit zajimavé vlastnosti prisecikit hran obrazce
s ndhodné vedenou polopfimkou.

Pokud se vdm o tom nechce pfemyslet, miizete se podivat
na vzorové feeni tlohy 24-4-2.15

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych pro-
blémt, totiz hledani konvexniho obalu mnoziny bodu v ro-
viné. Konvexni obal je nejmensi konvexni mnohothelnik,
ktery obsahuje vSechny zadané body. Mizeme si vS§imnout,
ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt né-
jaké body ze zadané mnoziny, jinak bychom mohli mnoho-
thelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni obal).

Jako motivaci si pfedstavte tfeba situaci, ze mate sad ovoc-
nych stromi a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak
takovy plot, nebo obecné obal, nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukéazeme si postup, kterému se 1ika zametdnt roviny. Je to
trik, ktery najde uplatnéni u mnoha rtznych geometrickych
problémt a vyplati se ho umét.

Zakladni myslenka spocivd v tom, ze néjakou pfimkou, i-
kejme ji zametact primka, piejedeme pies celou rovinu (od
minus nekonecna do plus nekonec¢na, zleva doprava nebo
shora dolt) a vzdy kdyz zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme pfislusnou udéalost. Uddlost
je néco vyznamného, co souvisi s pfislusnym bodem (pri-
se¢ik pfimek, vrchol mnohothelnika apod.)

Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekonec¢na do plus
nekonec¢na? To neni vibec nutné. Pohyb pfimky miZeme
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zadit v n&jakém startovnim bodé& (vétsinou prvni udédlost
v setfidéné posloupnosti udélosti) a ukoncit ho po zpraco-
vani vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat
plynule, ale budeme ji vzdy skdkat z udalosti na udélost
(protoZe mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k nasemu problému s konvexnim obalem. Jako
udalosti budeme brat vsechny body, které dostaneme na
vstupu. V tomto piipadé ndm Zadné nové udalosti v priubé-
hu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti mizeme
implementovat jako linedrni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich z-ové soufadnice
(zatim budeme pro jednoduchost pfedpoklddat, ze zadné
dva body nemaji stejnou x-ovou soufadnici), zacneme je
zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodu, které jsme uz zpra-
covali.

V pribéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dol-
ni obalku. Obé obalky budou urcité zacinat v nejlevéjsim
a konéit v nejpravéjsim bodé (jednoduchym pozorovinim
lze nahlédnout, ze tyto body do obalu urcité patii). A jak
uz nazev napovida, horni obalka ptjde vrchem a bude se
zatacet stale doprava, a dolni obalka naopak piijde spodem
a bude se stale zatacet doleva.

Mizeme se pro zjednoduseni dohodnout, Ze nejlevéjsi i nej-
pravejsi bod patii do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni
obalku spojime, dostaneme konvexni obal.

Horni (respektive dolni) obéalku si budeme udrzovat jako
linedrni seznam vrcholi.

Ted si ukdZzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani.
Vypocet se bude provadét samostatné pro horni a dolni
obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni (pro dolni je az na
zrcadleni stejny).

Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skodi-
li jsme zametaci pfimkou na dal$i bod a ten ted chceme
pridat. Podivame se na posledni bod v horni obalce a zkon-
trolujeme thel posledni hrany v obdlce a tsecky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu mtzeme vyuzit napiiklad test polorovinami z tvo-
du kuchatky (pokud novy bod lezi viiéi posledni hrané hor-
ni obalky napravo, je vnitini tthel konvexni, pokud nalevo,
je thel konkdvni). Jestlize se horni obélka zataci doprava,
mame vyhrano, pfiddme novy bod do obalky a mtzeme se

posunout na dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se
nam obalka stoc¢i doleva a vznikne konkéavni tihel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidime, ze je po-
tfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit
nové pridavany bod s predposlednim. Odstranime tedy po-
sledni bod obalky a budeme test opakovat s predposlednim
bodem.

Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi bo-
dy), nez bud bude uhel hran konvexni, nebo dokud ndm

16 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni]

v obélce nezistane pouze jeden bod (poéatecni). Pak novy
bod ptriddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

VysSe popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou
pro obé dvé obalky. Tedy kazdy bod se pokusim pfipojit
k horni i dolni obélce a podle toho obé obalky prislusné
upravim.

Proc tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny bo-
dy a kazdy z nich se alespon na chvili stane poslednim bo-
dem obalky. P¥i zméné obalky se obsazena plocha v kon-
vexnim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod tedy nam tedy
nemtize ztistat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvex-
ni, ani konkévni. V takovém piipadé se rozhodneme, jestli
budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat mezi vrcholy kon-
vexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni
obal vlastné potfebujeme.

Skonc¢ime, az zametaci primkou sko¢ime na posledni bod
a zpracujeme ho. V tomto bodé se nam obéalky spoji a do-
staneme cely konvexni obal. Ted ale prichazi otdzka, kolik
¢asu nam tento postup zabere?

Mize se zdat, ze hodné, protoze pri vyhazovani bodti z obal-
ky muZeme postupné vyhodit skoro vSechny body. Ozna¢me
si velikost zadané mnoziny (pocéet bodl na vstupu progra-
mu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obélky pfi-
dame pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jednou,
tedy Casova slozitost je linearni k velikosti mnoziny, tedy
O(N), v pfipadé, Ze jiz mame setfidény vstup. Pokud ne,
musime jeSté pricist ¢as potiebny k setfidéni bodu, tedy
O(N log N) pii pouziti néjakého rychlého t¥idiciho algorit-
mu. 16

Nakonec jesté zbyva dotesit vice bodl se stejnou x-ovou
soufadnici. Pokud to nejsou krajni body, tak nam to v po-
stupu nevadi. Mensim problémem je, kdyz to jsou pocatec-
ni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfesime tim,
kdyz body seradime lexikograficky, tedy nejdiive podle z
a pokud je stejné, pak podle y. To nam jednoznacné urci
poradi bodti a pocatecni i koncovy bod.

Také si to miizeme predstavit tak, Ze rovinu nepatrné nato-
¢ime. Tim se ur¢ité konvexni obal (aZ na nato¢eni) nezméni,
nikde nebudou dva body nad sebou a z pohledu algoritmu
je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikografic-
kém poradi.

Hledani prusec¢iku usecek

Nakonec si ukazeme jesté jeden typicky zametaci problém,
ktery principu zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni
obal. Predstavte si, ze mate v roviné N tsecek a chcete najit
vSechny jejich priiseciky.

Hleddame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem
k N a poctu pruseciku P.

Bystfi si jisté jiz spocitali, Ze pruseciku miize byt v extrém-
nim p¥ipadé az N? a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat
kazdou tisecku se vSemi dalSimi v tomto piipadé neni.

Ale takové pripady se moc Casto nestavaji, spisSe naopak.
Uvazujme tedy, ze pruseciku je fadoveé tolik, kolik je usecek
a v tom pfipadé je vyse popsany algoritmus jiz pomaly.
Predpokladejme pro zjednoduseni, ze v zadném bodé se ne-
protinaji t¥i a vice tsecek, zadné dveé tisecky nemaji vice nez
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jeden spoleény bod (nelezi pfes sebe) a zadnd tsecka neni
ani presné svisla, ani presné vodorovna. Vyieseni takovych-
to pripadu spoc¢iva v jednoduchych tpravach uvedeného fe-
Seni.

Pouzijeme opét zametaci pfimku (pro lepsi pfedstavu ted
jdouci shora doli, obecné ale nem4 smér zametani vyznam),
kterou budeme skakat pres udalosti, a na ni si budeme udr-
zovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prurezem. Jak uz na-
zev napovidé, bude udrzovat poradi tisecek, které aktudlné
protinaji zametaci pfimku. Jelikoz se prifez bude po kazdé
udélosti ménit, budeme pro néj potrebovat Sikovnou da-
tovou strukturu. Ale na to se podivime aZ potom, co si
rozebereme udalosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém pfipadé budou mezi udalostmi vsech-
ny body na vstupu (tedy pocatecni i koncové body tsedek),
vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme si tedy trochu lépe ro-
zebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

Zacdtek usecky: Pridame tsecku na spravné misto do pruare-
zu, spoCitame pripadné priseciky s okolnimi tiseckami a pri-
dame je do seznamu udéalosti.

Konec usecky: Smazeme usecku z prifezu, a jelikoz se nam
dvé okolni tsecky dostanou smazanim této k sobé, musi-
me jesté spocitat jejich ptfipadny priisecik a pfidat ho do
seznamu udalosti.

Prisecik: Zapocitame a zapiSeme si priisecik tisecek, pro-
hodime pofadi téchto dvou tsecek na prurezu, a jelikoz se
nam k sobé€ na prifezu dostaly nové tsecky, musime spo-
Citat, jestli se nékde protinaji, a pripadné priseciky pridat
do seznamu udélosti.

Spocitani pruseciki tusecek je jednoducha analytickd geo-
metrie. Nejdfive porovname jejich smérnice. Pokud jdou
od sebe, nemusime se o nic starat, pokud jdou k sobé, spo-
Citdme, ve kterém bodé se protnou. A kdyZ mame tento
bod, jenom ovéiime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze
usecky nekondi jesté pred spocitanym prisecikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét
v prufezu rychle vyhledavat, pridavat a mazat, k cemuz
nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom. Ale co za infor-
mace si budeme o useckach ve vrcholech stromu pamato-
vat? Jejich aktudlni z-ovou pozici (tedy piesnéji z-ovou
soufadnici bodu této tsecky na trovni zametaci piimky)?
Tu bychom museli po kazdé udalosti u vSech tiseéek prepo-
¢itat, budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme uklddat pouze néjaky rovni-
covy tvar usecky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smér-
nici a bod) a vzdy, kdyz budeme vyhledavat ve stromu, tak
si na zadkladé aktualni y-ové pozice zametaci primky spo-
Citdme v konstantnim case aktualni x-ovou pozici tsecky
(jednoduchym doplnénim do obecné rovnice) a podle toho
se budeme ve vyhledavacim stromu pohybovat.
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Méme tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho
budou trvat operace s nim? Jelikoz v kazdou chvili bude
ve vyhleddvacim stromu maximalné N vrchold (tedy ma-
ximalné tolik, kolik je tisecek), budou vSechny operace se
stromem trvat O(log N).

Do seznamu udéalosti budeme potfebovat také pridavat prv-
ky, takze tentokrat se nAm mnohem vice hodi pouziti néjaké
haldy. Opét si mizeme uvédomit, ze v haldé bude najednou
pouze O(N) prvki (za kazdou usecku jeji zacatek a konec
a pruseciky tisecek vedle sebe na prifezu, tedy maximalné
N — 1 prisecikt) a tedy operace s haldou bude trvat také
O(log N).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se
na to, jak algoritmus pobézi. Na zacatku priddme do pri-
fezu prvni usecku a do seznamu udéalosti vSechny zacatky
i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech, kaz-
dou udalost zpracujeme podle postupu vyse a skoncéime ve
chvili, kdy ndm dojdou vSechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoZ postupné projde pies
vSechny pruseciky (kdyZz jedna tsecka protiné vice dalsich,
tak postupnym prohazovanim v prurezu se dostanou vsech-
ny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseciky pfidame do
udalosti) a zddny priseéik neprojdeme vicekrat.

Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi
operaci s datovymi strukturami, a protoze kazdé z téchto
operaci stoji maximalné O(log N), tak nas zpracovani jed-
né udélosti stoji O(log N). Pocet udalosti je 2N + P kde
N je pocet tsecek a P pocet prisecikti na vystupu, tedy
celkova ¢asova slozitost je O((N + P)log N). Pro pofadek
jesté uvedme pamétovou slozitost, které je diky pouzitym
datovym strukturdm O(N).

Mizeme si vS§imnout, ze pokud by priseciku bylo radoveé
N?, tak jsme si vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale
situaci, kdy je priisecikii fadove stejné jako tisecek. V tomto
pfipadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér
Prosli jsme si zakladni geometrické algoritmy pro rovinn-
né problémy a ukézali jejich zdkladni myslenky. Rtznou
aplikaci a kombinaci téchto postupti mizeme Fesit vétsinu
lehéich geometrickych problémi v rovinég, se kterymi se se-
tkédme.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného
diagramy, coz je rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy
nejbliz danému bodu (motivaci miize byt napiiklad ptifaze-
ni obci na mapé k nejbliz§imu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ale tentokrat jiz
ne primkou, ale pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na zac¢atku, mnohé z uvedenych postu-
pt lze zobecnit z roviny i do prostoru a podobné. Ale o tom
tfeba nékdy jindy. Pokud vsak mate zajem o dalsi informace
o geometrickych algoritmech, tak vas mohu odkéazat na stu-
dijni text o geometrickjch algoritmech!? k piednésce ADS
na strankach Martina MaresSe.

Pokud stale nemate geometrie dost, miizete si jesté zku-
sit vyhledat pojmy kombinatorickd a vypocetni geometrie.
Dostanete se tak ke spousté dalsich zajimavych materidla.

Dnesni kucharkové menu vam serviroval
Jirka Setnicka
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Vzorova feSeni étvrté série étyriadvacatého roéniku KSP

24-4-1 Inicialy predku

Nejdiive si preformulujeme zadani. Nasim tkolem je pro da-
ny Tetézec zjistit jeho nejkratsi periodu. Tedy takovy pod-
fetézec, jehoz opakovanim dostaneme cely fetézec.

Pro feseni vyuzijeme algoritmus KMP, ktery je popsan
v kuchafce ke ¢tvrté sérii. V zadaném fetézci si vytvorime
zpétné hrany, jako bychom jej chtéli vyhledavat v textu a
v§imneme si, ze o ném plati nasledujici tvrzeni:

Bud s periodicky fetézec délky m s periodou o velikosti
p < n. Potom je p rovno délce nejdelsi zpétné hrany re-
tézce s spocitané algoritmem KMP.

Staci se tedy kouknout, jaka je nejdelsi zpétnd hrana a ové-
fit, zda takto dlouhy pocatecni isek nam slozi cely fetézec.
Pokud ano, tak mame délku periody a pokud ne, tak nej-
kratsi periodou je cely fetézec.

Zbyva ndm jen dokazat nase malé tvrzeni. Zpétnou hra-
nu delsi nez je perioda fetézce jednoduse mit nemiZeme,
protoze by pak Fetézec nebyl periodicky (celd perioda by
zpétnou hranou byla preskocena). Mize se ndm tedy stét,
ze by nejdelsi zpétna hrana byla mensi?

Necht je délka nejdelsi zpétné hrany d mensi nez délka pe-
riody p. O zpétnych hrandch vime, Ze kazda dalsi je bud
stejné dlouhé jako predchozi, nebo delsi. Z toho vyplyva,
ze od jistého mista fetézce budou vsechny zpétné hrany
stejné dlouhé.

My se podivame na dva po sobé jdouci useky periody na
misté, kde uz se vyskytuji jen nejdelsi zpétné hrany. Pokud
je takové misto moc na konci, tak par period pfidame. Nyni
ze zpétnych hran, které jsou dlouhé d vime, ze

Sp = Sp—d
Sp4+1 = Sp—d+1

Sop—1 = S2p—d—1

Z toho dostaneme, ze nékteré znaky v ramci periody musi
byt stejné. Napiiklad pro p = 5 a d = 3 dostaneme, Ze
vSechny znaky jsou stejné a tedy, Ze perioda je vlastné 1.
Obecné pro dané p a d dostaneme z vynucenych shodnych
znakd mensi periodu, kterd bude rovna pfesné nsd(p,d),
coz je spor s tim, Ze fetézec ma periodu p.

Délka nejdelsi zpétné hrany nemtize byt ani vétsi, ani mensi
nez délka periody. Tedy musi nastat rovnost.

Casov4 slozitost algoritmu je linedrni. Retézec projdeme jen
jednou pii stavbé zpétnych hran a jednou pro ovéreni, ze
fetézec mé periodu rovnu délce nejdelsi zpétné hrany. Pa-
métova slozitost je taktéz linedrni, uchovavame jen fetézec
a jeho zpétné hrany.

Karel Tesar

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-1.cpp

24-4-2 Sledovani exponatu

Niektori z vds sa pokusali Glohy vyriesit prili§ mocnymi
nastrojmi. Zpravila tymto vzniklo spravne, avSsak pomalé
rieSenie.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theoren]
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Jednoduchy algoritmus je viest polpriamku s podiatoénym
bodom X, kde X je bod, o ktorom chceme rozhodntit, ¢i je
v mnohouholniku. Ak tato polpriamka pretne mnohouhol-
nik parny pocet-krat, tak sme vonku, inak vnutri.

Pre kazdt hranu mnohouholnika zistime, ¢i ju nahodne zvo-
lené polpriamka pretina. Priese¢nik polpriamky a tsecky
najdeme v ¢ase O(1) — ak neviete ako, pozrite sa do geomet-
rickej kuchéarky.'® Ak méa mnohouholnik N vrcholov, ma
taktiez N hran; vSetky prieseéniky nadjdeme v ¢ase O(NV).

Ak by sme nédhodou polpriamkou trafili do nejakého vr-
cholu, zvolime in1 polpriamku. MdZeme ocakévat, Ze mimo
vrchol sa trafime na O(1) pokusov, takze si ¢asovi zlozitost
nepokazime.

Spravnost odargumentujeme tym, Ze ak sme vonku, tak za
kazdé pretatie mnohouholnika, ked don vchadzame, musi-
me mnohouholnik pretat aj ked z neho vychadzame, teda
pretati musi byt parny pocet. Ak sme naopak vnutri, tak
situaciu prevedieme na prvy pripad tym, Ze z neho vyjde-
me, ¢o nam d4 jedno pretatie a teda celkovo mame neparny
pocet pretati.

Poznamendm na zaver zaujimavost, Ze toto funguje vdaka
tomu, Ze plati Jordanova veta o kruznici,!? ktora vlastne
hovori to, ze kazda spojitd, uzavreta krivka nepretinajica
samu seba rozdeluje rovinu na dve disjunktné casti. For-
malny dokaz tohoto (zdanlivo) zrejmého tvrdenia d& v ma-
tematike prekvapivo vela préce.

Peter ,,pizet Zeman

24-4-3 Cinkani sklenickami

Nejdrive ukazme dolni odhad poc¢tu takt a potom teprve
hledejme kyzeny zpiisob, jak to provést.

Snadno nahlédneme, Ze pokud si maji cinknout vsichni se
vSemi, je pocet cinknuti roven poctu hran dplného grafu
o N vrcholech, tedy (1;/ ) = w Dale rozlisujme situaci
dle parity N.

Je-li N liché, je maximalni pocet cinknuti v jednom taktu
roven % Tedy v kazdém taktu si jeden necinka, protoze
nemd nikoho do paru (proto N — 1) a kazdé cinknuti po-
¢itdme jen jednou (proto délime dvojkou). Tedy miniméalni

pocet taktl je roven V.

Obdobné postupujeme pro sudd N. Dostavame tak dolni
odhad N — 1. Ten ale miizeme vylepsit. Uvazme situaci,
kdy si ma v ramci jednoho z taktd cinknout napft. prvni se
tFetim (Castniky ¢islujeme postupné po sméru hodinovych
rucicek). V tu chvili si druhy nemtZe cinknout s nikym,
nebot by musel zk¥{Zit ruce s prvnim a t¥etim. Pro sudd N
ted mame odhad také N. Vyjimku tvoti N rovno dvéma.
V takovém ptipadé lze cinknuti provést na jeden takt.

Vime tedy, ze potfebujeme alesponi N taktd. Nyni jiz uka-
zeme, ze dokdzeme najit zptlsob, jak cinkdni na N taktt
provést. Predstavme si pripitek jako kruh, na jehoz obvo-
du je rovnomérné rozestavéno N ucastnika pripitku. Dale
vSechny lidi o¢islujme po sméru hodinovych rucicek 1 az N.
Opét rozdélime situaci dle parity N.

Nejdiive uvazme N liché. Clovék s éislem 1 si v tomto taktu
necinkne. Pro j od 1 do &1 si cinkne (j+1)-ty s (N—j+1)-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie
http://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem

tym. Kazdé cinknuti si predstavme jako tiseCku mezi pii-
slusnymi lidmi. Snadno nahlédneme, ze kazda z tisecek je
rovnobézna s ostatnimi, tedy podminka nekfiZeni je splné-
na.

V dalsim taktu pootocime ¢islovani o 1 proti sméru ho-
dinovych rucicek a pokracujeme stejnym zptisobem. Pokud
otoceni opakujeme (N —1)-krat, dostali jsme i s po¢ateénim
rozloZzenim N ruznych situaci, v nichz kazdy z lidi necin-
kal pravé jednou. Tedy si musel nutné cinknout se vSemi
ostatnimi.

Nyni pro sudé N. Pro prvnich % taktl pouzijme nasledujici

zpusob. V prvnim taktu si j-ty cinkne s (N —j+1)-tym pro
jod1do&. Nyniipo kazdém z nésledujicich & —1 taktt
provedeme precislovani stejnym zptisobem jako v pripadé
lichého N. Usecky reprezentujici cinknuti jsou opét rovno-
bézné. Vidime, Ze takto si cinknou vSechny pary ve tvaru
lichy a sudy, resp. sudy a lichy. Situace totiz jsou opét rizné
a jejich pocet je stejny jako pocet lidi oznacenych sudym,
resp. lichym ¢islem.

Pro dalsich % taktl zvolime cinkani nasledovné. V (% +1)-
tém taktu prvni a (% + 1)-ty stoji a pro j od 2 do % si
cinkne j-ty s (N — j + 2)-tym. Pro kazdy dalsi takt opét
precislujeme. Jelikoz je parita obou cinknuvsich stejna, si-
tuace jsou opét rizné; je jich % a kazdy z Gcastnikid stoji
prévé jednou. Dostavame tady konecné zpiisob cinkéni na
N taktt i pro suda N.

Jan Bok

24-4-4 Voziky ve skladu

,Nebyt téch silnoproudych vodict, slo by to fesit jednodu-
Seji.“ Takto si urcité povzdechla velka ¢ast z vas a méli jste
Castecné pravdu. Nebyt promeénlivé délky ulicek, tak si celé
skladisté mizeme predstavit jako graf a jednoduSe na néj
pustit Dijkstriiv algoritmus.?°

Ten nam vyhledd nejkratsi cestu od jednoho vrcholu ke
vSem ostatnim v grafu a to s ¢asovou slozitosti O((M +
N)log N), kde N je pocet vrcholt (kfizovatek) a M je po-
Get hran (uliéek mezi nimi).

Pracuje ve zkratce tak, ze vzdy vezme vrchol s nejmensi
vzdéalenosti, ktery doposud neni oznaceny za finalni, oznaci
ho za finalni a aktualizuje vzdélenosti ke vSem jeho sou-
sedim. Takto zpracuje vSechny vrcholy grafu a postupné
buduje cesty z nejkratSich vzdalenosti ke zpracovavanym
vrcholim.

Podivejme se na zadani znovu. Vzdyt se na grafu zase tolik
nezmeénilo, nestacilo by jen ptfidat néjaké hrany nebo upra-
vit Dijkstriv algoritmus? Existuji v podstaté dva mozné
pristupy.

Prvnim z nich je si cely graf zdvojit pro lichou a sudou délku
cesty. Vzdy natdhneme hrany mezi odpovidajicimi lichymi
a sudymi vrcholy s tim, ze lichym hranadm se silnoproudy-
mi vodi¢i nastavime dvojnasobnou délku. A pak na tento
upraveny graf pustime klasicky Dijkstrav algoritmus.

Tento postup je lehéi z hlediska toho, Ze si nemusime upra-
vovat samotny algoritmus, ale je téZsi na pfipravu grafu
a na vypsani spravného vystupu na konci (musime si vice
hlidat, po kterych hrandch jsme pfisli).

Druhym postupem je neménit si graf, ale upravit Dijkst-
ruv algoritmus tak, aby zpracovaval oddélené sudé a liché

20 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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prichody. Kazdy vrchol tedy nebude mit jednu vlastnost
finality, ale bude mit samostatnou finalitu pro lichy a sudy
pruchod.

V takovém piipadé€ si ale musime zdvojit haldu vrcholt v al-
goritmu a pri zpracovani vlastné kazdy vrchol projdeme
dvakrat. Zastavime se ve chvili, kdy dojdeme do cilového
vrcholu po sudé i liché hrané. V ukazkovém programu po-
uzijeme tuto variantu.

Obéma postupy projdeme maximalné dvojnasobek hran,
respektive dvojnasobek vrcholi, nez v klasické implementa-
ci Dijkstrova algoritmu, a paméti spotiebujeme také zhruba
dvojnasobek. Tato konstanta se ndm schova do O, tedy ca-
sova slozitost je stale O((M + N)log N) a pamétova O(N).

Jirka Setnicka

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-4.cpp

24-4-5 Holografické projektory

Prevedeme tlohu na obarveni vrcholi grafu... aha, ale to
je pomérné znamy NP-tplny problém, to by nam orgové
neudélali, ne?

Neudélali, alespon protentokrat ne. Zadéani totiz neni obec-
ny graf, ale jen specialni druh, takze tloha neni NP-tiplna.
Stacilo polozit si oblibenou otéazku: ,, A nejde to hladové?*
Jde to hladové. Nuze, jak na to?

Na vstupu mame potradi zobrazenych obrazu. Priklad ze
zadani 3 1 2 5 4 7ik4, ze o prvni obraz se stard projektor
¢islo 3, o druhy obraz projektor ¢islo 1 atd.

Budeme si pro jednoduchost znacit dvojici projektor-obraz
(kterou mizeme chapat také jako paprsek) jako © — y, kde
T je pozice projektoru a y je pozice obrazu.

Algoritmus bude jednoduchy — prvnimu obrazu pfifadime
frekvenci 1. Nejblizsimu dals$imu obrazu, jehoz paprsek se
nekfizi s pfedchozim, pfifadime také frekvenci 1. Takto po-
kracujeme, dokud neprojdeme vSechny obrazy.

Pak projdeme znova obrazy, jimz jsme nepfifadili zddnou
frekvenci. Prvnimu z nich dame frekvenci 2, nejblizsimu
dalsimu, jehoZ paprsek se nekfizi s predchozim, dame ta-
ké 2, ... a takto prochazime obrazy, dokud méame néjaké
bezfrekvenéni.

Proc¢ to funguje? Vsimneme si, ze pokud méa néjaky paprsek
x — y frekvenci f > 1, tak urcité existuje paprsek =’ — 3/
s frekvenci f — 1, pro ktery plati, ze y' < y (obraz je vic
vlevo) a o’ > x (projektor je vic vpravo), takze se kiizi.
Totéz ale plati pro novy paprsek. Opakovanim az do f =1
zjistime, Ze pokud existuje paprsek x; — yy s frekvenci
f > 1, tak existuji paprsky ©1 — y1, T2 = y2, ..., Tf —
yr, pro které plati w4 > w23 > 23 > --- > z; a zaroven
y1 < y2 <yz < --- <Yy, neboli které se vSechny navzdjem
protinaji. A na takovy chrchel potfebujeme jisté f barev.
Nase metoda pfifazovani frekvenci tedy jisté nepridéli zby-
tecné mnoho frekvenci. . . a je zjevné, Ze se zadné paprsky se
stejnou frekvenci neprotinaji. Tedy je nas algoritmus sprav-
ne.

Jaka je jeho slozitost? Ozna¢me si pocet obrazti N. Ca-
su na kazdy prtichod spotfebujeme O(N), pruchodt bude
O(N) (vSechny paprsky se vzdjemné protinaji), takze cel-
kem O(N?). Paméti potiebujeme O(N) na ulozeni vstupu
a vystupu.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-4.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

Tady bychom mohli skonc¢it s argumentem, ze priisecikii za-
danych paprskii mtize byt také O(NN?) a viechny je musime
probrat. Ale chyba lavky, jde to zrychlit. P¥i jednotlivych
prichodech se totiz dost flakame a urcité se nemusime po-
divat na kazdy prusecik zvI4st.

Béhem prvniho priichodu se podivame na vSechny projek-
tory, ale urcime frekvenci jen u nékterych. Pti dalSim pri-
chodu musime zase projit vSechny zbylé ve stejném potadi
se stejnou ¢innosti. Zkusime tedy vytidit vSechno potfebné
jednim prichodem.

Projdeme obrazy od zacatku do konce jen jednou. Budeme
si pro kazdou frekvenci udrzovat, na jaké pozici je posledni
znamy projektor, ktery tuto frekvenci ma. Tento seznam
bude jisté setfidény sestupné, rozmyslete si, pro¢. Diky to-
mu v ném mizeme vyhledavat ptilenim intervalu.

Vzdy, kdyz budeme zpracovavat dalsi obraz = — y, vyhle-
déame nejmensi takovou frekvenci f, jejiz posledni projektor
p(f) je vic vlevonez z (p(f) < z). Tuto frekvenci pfifadime,
upravime seznam a jdeme na dalsi obraz. Pokud zjistime,
7e takové frekvence zatim neni pfifazena (vytekli jsme ze
seznamu), tak ji pfifadime a zvétSime seznam.

Pro¢ to je ekvivalentni algoritmus? Jednoduse provadime
vSechny faze najednou podle pivodniho planu. Kdyz zrovna
pridélujeme frekvenci f, tak si mizeme predstavit, Ze jsme
skodili zrovna do f-té faze...

Casov4 sloZitost je nyni virazné lepsi. Pileni intervalu nam
zabere nejhtit O(log N) a provadime jej N-krat, takze cel-
kem méame O(Nlog N). Paméfové jsme porad na O(N)
(musime si uloZit celé pivodni pole). A pak Ze to nejde
rychleji.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-5.4

Jan ,Moskyto“ Matéjka

24-4-6 Stary kéd

Slozité (respektive spiSe ogklivé) zapsany kdd je jen hleda-
nim mostt v grafu (viz grafovou kuchaiku).?! Jeho srozumi-
telnost znacné stoupne, pokud zjistime, co znamena ktera
proménna.

MAX_H Maximalni pocet hran grafu.
MAX_V Maximalni pocet vrcholu grafu.
N Pocet vrcholu grafu.
Pocet hran grafu.
Hrany grafu (s konci .x a .y).
Seznam hran vedoucich z daného vrcholu.
Pocet hran vedoucich z daného vrcholu.
Fronta vrcholi, které jsme navstivili.
b ,Byli jsme tu“ — vrcholy, kam jsme se jiz dostali.

[N e A = e

A podrobnéji jaka je funkce programu? Na zac¢atku nacte
hranu grafu do poli h a v. Pak prochézi vSechny hrany grafu
for (int k= ... a ukazdé otestuje, jestli je sama mostem
(tj. jestli se po zbylych hranach d4 dojit z vrcholu h[k] .x
do h[k].y). To déla prochdzenim do sifky z vrcholu h [k] . x.
Do fronty zafazuje jen vrcholy, kam jsme se jeSté nepodi-
vali. Pokud jsme po vyprazdnéni fronty (tj. po priichodu
v8ech vrcholi, kam se z pocatecniho vrcholu lze dostat po
hrandch riznych od h[k]) nenavstivili h[k] .y, tj. druhy
konec zkoumané hrany, je dand hrana mostem a tedy ji
vypiseme.

2l http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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Pamétova slozitost tohoto kédu je ztejmé O(M+N), asova
O(M(M + N)) (v kazdé iteraci for-cyklu muzeme projit az
v8echny hrany).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#tdefine MAX_H 1000000
#define MAX_V 1001

typedef struct {int x, y;} H;
int N, M;

H h[MAX_H];

int v[MAX_V] [MAX_V];

int p[MAX_V];

int f[2+«MAX_V];

short b[MAX_V];

int main() {
// nalteme poet vrchold a hran
scanf ("%d%d", &N, &M);
if (N>MAX_V || M>MAX_H) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
// a nasledné i jednotlivé hrany
for (int i=0; i<M; i++) {
int x, y;
scanf ("%d%d", &x, &y);
if (x>N || x<1 || y>N || y<1) {
printf ("Chybny vstup.\n");
return 1;
}
hi]l = (MA{x, y};
vix] [plx]++] = y;
vyl [plyl++] = x;
}
printf ("Vysledny seznam:\n");
// budeme postupné testovat vSechny hrany
for (int k=0; k<M; k++) {
int a = 0;
int z = 0;
for (int i=1; i<=N; i++)
b[i] = 0;
// zatim jsme navstivili jen
// pocateéni vrchol
blh(k].x] = 1;
f[z++] = h[k].x;
// dokud neni prazdna fronta, tj. je jedté
// nezpracovanj vrchol...
while (a<z && b[h[k].y]l==0) {
int q = fla++];
// projdeme hrany vedouci
// z tohoto vrcholu
for (int i=0; i<plql; i++) {
if (blvlq]l [i]1==0 && !(gq==h[k].x
&& v[ql [i]==h[k].y)) {
// a pokud to neni testovana hrana
// a kon&i nékde, kde jsme nebyli
flz++] = v[ql [i];
// ptidame koncovy vrchol do fronty
// na zpracovani a oznalime si ho
blvlql [i1] = 1;


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-5.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

}
// pokud jsme na konec této hrany nedosli
// vypiSeme ji, nebot je to most
if (b[h([k].y]l==0)
printf("%d %d\n", h[k].x, hlk].y);
}

return O;

}

A jak program zrychlit? Vcelku jednoduse. Staéi si uvédo-
mit, Ze most neni v grafu soucasti zadného cyklu. Takze
budeme prochézet graf do hloubky a pokud narazime na
hranu, kterd vede do vrcholu, ktery uz jsme navstivili, jsme
nasli cyklus. Budeme si pamatovat, jak hluboko sahal (t;j.
kam az se mtizeme dostat cyklem) a pfi ndvratu z rekurze
vime, Ze v8echny hrany az do této hloubky nejsou mosty.
Zbytek vypiseme. Kazdou hranu projdeme maximéalné dva-
krat takze Gasovd i paméfova narocnost tohoto FeSeni je
O(M + N).

Timto samoziejmé dostaneme jiné poradi vystupnich hran
jez z puvodniho starého kédu. Tato nedokonalost se dé po-
mérné snadno napravit (aniz by to asymptoticky zpomalo-
valo program), zkuste si rozmyslet jak.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-6.4

Pavel Cizek

24-4-7 Ctvercové bombardovani

Zopar poznamok na uvod

Aj napriek tomu, ze loha je oznacend ako tazka, niektori
z vas poslali riesenie, ktoré bolo oc¢ividne prili§ pomalé, ma-
lo extrémne naroky na pamiif alebo dokonca oboje. Uplne
najjednoduchsie riesenie tlohy mé ¢asovi zlozitost O(n),
kde n je pocet budov. Staéi si ulozit vSetky body do pola a
vzdy, ked pride dotaz, pole prejst a o kazdom bode rozhod-
nut, ¢éi do Stvorca spada. Za toto rieSenie ste mohli ziskat
jeden bod.

S jednym bodom sa neuspokojime

Prvé, ¢o si mozno vSimnit je, Ze sa vlastne pytame na nieco,
¢omu by sa dalo hovorit dvojrozmerné intervaly. Podme si
tlohu kvapku zjednodus$it a pozriet sa na to, ako by sme
rie$ili jednorozmernt verziu. Dostaneme teda (celo¢iselné)
body z1, ..., T, na z-ovej osi a chceme vediet, ze kolko ich
patri do nejakého intervalu [z, 2].

V tejto chvili si spomenieme, Ze sme nedavno (v minulej sé-
rii) ¢itali kuchdrku o intervalovych stromoch, a Ze asi bude
staf za to, pokusit sa tieto pozoruhodné Struktiry vyuzit.

Predtym, nez sa pustime do samotného rozpravania o inter-
valovych stromoch, treba oSetrit eSte jednu neprijemnost.
Hodilo by sa ndm, aby sme nemali dva body, ktoré by ma-
li rovnaka z-ova alebo y-ovi stradnicu (neskor si budete
moct rozmysliet predo). Ozna¢me si body zadané na vstupe
b1, ..., by, kde b; = (z;,y;). Polozme b} := nb; +i (zmenime
obe zlozky). Je zrejmé, Ze ak mali dva body b; a b; rovnaki
z-ovili alebo y-ovli stradnicu, tak potom body b; a b} ju
maji roznu. ESte nahliadnime, Ze ju nebudi maf rovnak,
ak ju mali roznu. Nech z; > x;. Potom je urcite nx; > nx;
a kedZe |i — j| < n, tak aj nx; +¢ > nz,; +j. Analogicky pre
y-ovu suradnicu. Dotaz [z,2'] X [y,y'] musime vSak upra-
vit na [nz,na’ +n — 1] X [ny,ny’ + n — 1]. V dalSom texte
predpokladame body s réznymi stradnicami.
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Vrafme sa teraz k jednorozmernej verzii problému. Na tu
nam v skutocnosti bude stacit obycajné pole, v ktorom st
body zoradené vzostupne. Pri dotaze typu [z, 2] staci v po-
li dvakrat binarne vyhladat. Najprv hodnotu z a potom z’.
Potom je uz jednoduché zistit poc¢et bodov, ktoré vyhovuju
dotazu. Odpoved zvadneme v ¢ase O(logn) a pole pripra-
vime na dotazy v ¢ase O(nlogn).

Dalsou moznostou je pouzif isty druh intervalov§ch stro-
mov. Intervalovy strom pre body ;, ..., ; (nech s zora-
dené vzostupne) definujeme rekurzivne:

Koren bude uchovavat informéciu o bodoch z;, ..., x;.
Ak i < j, tak polozme mid = [(i + 7)/2]. Lavy syn uchovéi
informéciu o bodoch x;, ..., Z;ymiq & potom pravy o bodoch
Tmid+1y « - Lj-

Mozete si vS§imnuf, Ze kazdy vrchol v intervalového stro-
mu S vybudovaného nad bodmi 1, ..., x, reprezentuje
nejaky tsek [z;,z;] na z-ovej osi, jeho Tavy syn 1(v) re-
prezentuje interval [x;, 4] a pravy syn P(v) reprezentuje
interval [Zmid+41, 5], kde mid = (i + j)/2.

Takjto strom bude mat hibku O(logn) a jeho definicia ndm
vlastne hovori, ako ho budeme budovat. Budovanie m4 ¢a-
sovu zlozitost O(nlogn), kedze si body potrebujeme vzo-
stupne zoradit. Pamétova zloZitost je O(n).

Ako odpovedat na dotaz [z, 2]? Chceme vlastne vybrat ta-
ké vrcholy stromu S, aby spolu reprezentovali interval [z, 2]
a zaroven chceme, aby tychto vrcholov bolo ¢o najmene;j.
Vyhladdme si v strome z a z’. Budeme vyhladévat ako
v bindrnom vyhladdvacom strome aZ na to, ze z vrcholu v
sa do 1(v) presunieme ak vyhladdvand hodnota je mensia
alebo rovné x,,;q a v opacnom pripade do P(v)). Vyhlada-
vanie skonc¢ime v liste.

Oznac¢me v, a v, listy, v ktorych skonéi vyhladdvanie x a z’
a v, ich najblissieho splo¢ného predka. Skontrolujeme, ¢i do
hladanych bodov médme zapocitat aj bod v v, a v,/. Teraz
budeme postupovat z v, do v, a vidy, ked do nejakého
vrcholu prideme z Tavého syna, tak do vysledku priddme
interval z pravého syna. Rovnako budeme postupovat z v,
do v, a ak prideme do vrcholu z pravého syna, tak priddme
interval z lavého syna.

Na dotaz vieme teda odpovedat v ¢ase O(logn). Neskor sa
presvedéime, ze rovnako rychlo sme schopny odpovedat aj
na dvojrozmerny dotaz.

Dvojrozmerné intervalové stromy

Skiisme teraz zostrojit strukturu, v ktorej budeme schopni
odpovedat na dvojrozmerny dotaz.

Pouzijeme intervalovy strom z predchadzajicej cCasti, aby
sme rozdelili jeden dvojrozmerny dotaz na niekolko jedno-
rozmernych poddotazov. Vybudujeme intervalovy strom S,
ktory ignoruje y-ové stiradnice bodov. V kazdom vrchole v
intervalového stromu, ktory reprezentuje interval [a,, b, | na
x-ovej, vybudujeme druhotroviiovi struktaru Sy (v), ktora
obsahuje vSetky body v intervale [a,,b,]. Kazdy vrchol v
stromu S nam teda reprezentuje nejaky vertikalny pasik
v rovine a Sy (v) uchovava body v tiom. Struktira S, (v)
moze byt opif intervalovy strom, ktory tentoraz ignoru-
je xz-ové suradnice. Moze to byt ale aj pole bodov v pri-
slusnom vertikdlnom pésiku, zoradenych vzostupne podla
y-ovej suradnice. Prva varianta sa lahSie zovSeobecni do
viacerych dimenzii, my ale pre jednoduchost budeme uva-
zovaft, ze Sy (v) je pole.
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Mobzeme si véimnuf, Zze pre kazdy vrchol v stromu S plati,
ze body ulozené v Sy (v) st presne body ulozené v Sy (1(v)) a
Sy (P(v)). Preto ak Sy (1(v)) a Sy(P(v)) pozname, tak S, (v)
vybudujeme jednoducho zliatim S, (1(v)) a Sy (P(v)). Celé
budovanie si mozeme predstavit ako merge sort, s rozdie-
lom, Ze doposial zoradené polia si ukladdme v jednotlivych
vrcholoch S a nakoniec v koreni k£ dostaneme vysledné vzo-
stupne zoradené pole. A sice, pole S, (k). Vdaka tomu, ze
mame rozne suradnice, mézeme body do druhotroviovej
Struktary rozmiestnit rovnomerne.

Je vidiet, ze budovanie mé ¢asova zlozitost O(nlogn), rov-
nako ako merge sort. Hlbka stromu je O(logn). Na kazdej
hladine si v druhotroviovych struktirach paméitame spolu
O(n) bodov. Paméitova zlozitost je teda O(nlogn).

Na dotaz typu [z,2'] X [y,y'] mdZeme odpovedat tak, ze
sa najprv stromu S spytame na [z,z'], ¢im vymedzime
O(logn) vrcholov S, ktoré spolu tvoria horizontalny inter-
val [x,2']. Pre kazdy takyto vrchol v dvakrat vyhladdme
v poli Sy (v). Najprv hodnotu y, potom y’. Jednoducho spo-
¢itame, kolko bodov sa nachddza v [a,, b,] X [y,y'], a kedZze
to spocitame pre kazdy vrchol v, ktory sme vymedzili, tak
dostaneme pocet bodov v [z, 2] X [y, y'].

Pri dotaze O(logn)-krat binarne vyhladame. Casova zlo-
zitost je teda O(log®n). Za riesenie, ktoré malo rovnaki
Gasovt zlozitost, ste mohli ziskat plny pocet bodov.

Na zaver

Pocas vykladu riesenia sme nikde nevyuzili toho, ze dotaz,
ktory pride na vstupe je Stvorcovy. Sme teda schopni od-
povedat aj na fubovolny obdlznikovy dotaz v rovine.

Peter ,pizet® Zeman
Fractional cascading

Existuje moc pékny trik (fikd se mu fractional casca-
ding), kterym se da ¢asova slozitost dotazu v dvojroz-
mérném intervalovém stromu snizit na O(logn).

Zopakujme si, jak se vyhodnocuje obdélnikovy dotaz: po-
stupujeme stromem shora dolt a podle z-ovych sourad-
nic se rozhodujeme, zda méame jit doleva nebo doprava.
V kazdém vrcholu, ktery navstivime, je pritom uloZen se-
znam, v némy potiebujeme vyhledat minimalni a maximal-
ni y-ovou soufadnici naseho obdélniku. Jelikoz seznam je
setf{dény, mizeme hledat binarné v ¢ase O(logn). To pro-
vedeme O(logn)-krat.

Hledani v setfidéném seznamu obecné zrychlit nemuzeme,
ale pomuze nam, kdyz si uvédomime, ze seznamy, v nichz
hledame, nejsou nezavislé. Pokazdé, kdyz se pfesuneme do
néjakého syna, najdeme v ném totiz podseznam seznamu
ulozeného v otci.

Podivejme se na to tedy obecnéji: Mame néjaky seznam
A= ay,...,a, a vime, kde se v ném nachazi ¢islo = —
budto je rovno néjakému a;, nebo leZi mezi a; a a;11. Nyni
chceme totéz x najit v jeho podseznamu B = by, ..., by,.

K tomu nam pomiize, kdyz si pro kazdé a; predpocitame,
kde se nachézi v seznamu B. A pokud se tam nenachézi,
zapamatujeme si nejblizsi vétsi prvek seznamu B. Kdyby
neexistoval (a; by bylo vétsi nez vSechna b;), ukdzeme za
konec seznamu B. Receno formélné: f; := min{j | b; > a;},
pricemz dodefinujeme b,,+1 := +00, aby minimum vzdy
existovalo.

22 http://mj.ucw.cz/papers/linrec.pdi]

— 14 —

Pokud tedy pro hledané x plati a; < x < a;11, najdeme ho
v seznamu B mezi pozicemi f;11 —1 a fi11.

Vratme se k intervalovému stromu. Do kazdého jeho vrcholu
pridame pomocné ukazatele, které seznam v tomto vrcholu
propoji se seznamy v obou synech. V kofeni tedy budeme
stale muset pouzit binarni vyhledavéani, ale pokazdé, kdyz
se presuneme do syna, prepocitdme pouze zacatek a konec
intervalu podle ulozenych ukazatelti, coz stihneme v kon-
stantnim ¢ase. Celkem néas tedy celé hledani stoji O(logn)
v kofeni a O(1) v O(logn) dalsich vrcholech, coz dohroma-
dy dava O(logn).

Martin ,Medveéd“ Mares

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7.d

24-4-8 O hrach a ¢islech

Ukol 1: Hromadka n sirek

Ukol vyfesime takto: nejdiive pfifadime ¢islo hram pro ma-
14 n, poté si ukadzeme, zZe pro kazdé n je hra ¢islo, a nakonec
odvodime vzorec, jak urcit toto ¢islo.

n = 0 — nikdo nemé tah, hra je tedy 0,

n =1 —levy ma tah do 0, pravy tdhnout nemuze, coz se da
zapsat {0 | } =1,

n =2 — levy tadhne do 0, pravy do 1, tedy {0 |1} =1/2,
n=3-{1/2]1} =3/4,

n=4-{1/2]3/4} =5/8,

n=4-{5/8]3/4} =11/16,

Dale chceme ovéfit, ze kazda hra je cislo. Nejdiive si vsim-
neme, ze hry pro sudd n maji mensi ¢isla nez hry s n + 1
sirkami a naopak hry pro lichd n maji vétsi ¢isla nez hry
pro n + 1 sirek.

Dtikaz provedeme indukci podle n. Pro prvnich par her pla-
ti, Ze sudé hry maji mensi ¢islo nez liché (viz vyse). Podi-
vejme se na hru s n sirkami, pficemz predpokladame, ze to
mame dokazané pro vSechny mensi hry.

Je-li n sudé, hraje levy do hry s n — 2 sirkami a pravy do
n — 1. Z indukéniho predpokladu vime, ze ¢islo hry n — 2
je mensi nez ¢islo hry n — 1, tedy hra s n sirkami je ¢islo,
navic mens$i, nez mé hra s n — 1 sirkami. Analogicky pro
liché n je hra ¢islo vétsi nez hra pro predchozi sudé n — 1.
Dalsim pozorovanim je, ze hra s n sirkami ma po rozsifeni
zlomku dvéma stejny jmenovatel jako hra s n 4 1 sirkami.
Jelikoz jejich citatel se 1isi jen o 1, hra s n + 2 sirkami tak
ma ve jmenovateli koeficient o jedna vétsi a je rovna jejich
praméru.

Na ¢isla her se mizeme divat jako na posloupnost a.,, kde a,,
udava ¢islo hry s n sirkami. Po¢atek posloupnosti je ag = 0,
a1 = 1. Plati nasledujici vzorec, ktery stacil k plnému poctu

bodi:
Nyni mutzeme chtit explicitni vzorec pro n-ty ¢len po-
sloupnosti. Ten vyfesime pomoci kucharky o linearnich
rekurencich.??

Ap = (an—l + an—Z)/Z-

Charakteristicky polynom posloupnosti 22 — /2 —1/2 =0
m4 FeSeni —1/2 a 0. Vzorec tedy bude tvaru a, = A-1" +
B-(—1/2)" pro néjaké konstanty A a B. Ty zjistime do-
sazenim za prvnich par ¢lent posloupnosti, ¢ili vyfesenim
soustavy rovnic 0 = A+ Bal=A—-B/2.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7.c
http://mj.ucw.cz/papers/linrec.pdf

7 prvni rovnice vyjde, Ze A = —B, druhou upravime na
1=A+ A/2. Dostdvame A =2/3 a B = —2/3, vzorec pro
n-ty ¢len tudiz je:

an =2/3—-2/3-(-1/2)"

Kdo se setkal s konvergenci posloupnosti, asi jiz vidi, ze
limitou posloupnosti jsou 2/3.

[Pozndmka M.M.: Mimochodem, jde to i bez explicitniho
vzorce. Zkusme Cleny posloupnosti zapisovat ve dvojkové
soustave: ag =0, a; = 1, ap = 0.01, ag = 0.11, a4 = 0.101,
as = 0.1011, ag = 0.10101, ... a neni tézké ovéfit (tfeba
indukei), ze i dalsi ¢leny maji tento pravidelny tvar. Blizi
se proto k 0.10, coz jsou desitkové 2/3.]

Ukol 2: Dominovéni

Pro pozici v dominovani s hodnotou 1/2, kterou budeme
oznacovat GG, chceme dokazat, ze G + G = 1. Nejsnazsim
feSeni bylo pouzit pozndmku na za¢atku seridlu: pokud G —
H je prohrand hra, pak G = H.

Budeme tedy jednoduse zkoumat hru G + G — 1, ktera vy-
pada takto:

|+ |+|||

Zacne-li levy, polozi do jedné z her G své svislé domino bud
tak, aby sebral soupefi tah, nebo o policko vysSe. PTi prvni
moznosti zahraje pravy do druhé hry G a vznikne soucet
1 —1=0. Na tahu je levy, tedy prohrava.

Druh4 moznost (levy polozi domino o policko vyse) vede
opét na vyhru pravého: pravy polozi domino do stejné hry
jako levy. Ten ma v druhé hie G jeden tah, ale pravy méa
jesté dalsi tah ve hie —1.

Pokud zac¢ne pravy, mtze zacit hrat do G nebo —1. Zahraje-
li do G, levy potdhne do druhé hry G tak, aby tam pravy
nemél tah. Opét dostavame soucet 1 — 1, na tahu je vSak
pravy, kvili ¢emuz prohraje.

Jestlize pravy polozi prvni domino do hry —1, levy zahraje
do G tak, aby tam uz nemohl tdhnout pravy, jemuz zbude
jedna moznost v druhé hie G. Potom vsak bude mit levy
jesté jeden tah, ale pravy ne, takze prohraje.

Druh4 ¢ast tkolu byla celkem o nadpadu, proto jsme nakonec
jeji absenci hodnotili mirné. Resenim je tfeba tato pozice H:

Dokézeme jen, ze H neni ¢islo, a ovéfeni rovnosti H+H =1
nechdme jako cvideni (velmi se podobé prvni ¢asti tkolu).

Ve hie H ma levy dva tahy, oba vedou do hry 1, pravy
mize tdhnout jen do hry 0. Plati tedy H = {1 | 0}, ¢ili H
neni ¢éislo. (Lze rovnéz vyvratit, Ze H = G, konkrétné pres
rozbor hry H — G.)

Ukol 3: Padajici domino

Ukol byl cvidenim na vyskrtavanim taht, bylo vsak t¥eba
davat pozor a ovéfovat nerovnosti: napf. mezi moznostmi
levého mtzeme vyskrtnout pozici A jen, pokud muze levy
zahrdt do B a A < B. Jak ovéfovat nerovnosti je popsiano
na zacatku serialu.

Nejprve prifadime ¢isla nékolika jednodussim pozicim:

e viechna domina popadala — ¢islo 0 (nikdo nema4 tah),

® v pozici B méa levy dvé moznosti a pravy zadnou, takze
je to 1, pozice BB je 2, BBB je 3...Podobné napiiklad
CcCcCC je —4,

e v BC maji oba hraci tah do 0, takze je to *,

e v BBC ma levy tah do 0 a 1 (0 je pro levého hor$i nez 1,
miizeme ji vySkrtnout), a pravy do 0, jde tedy o {1 | 0}.
BBBC je z podobného diivodu {2 | 0} a plati BBBC >
BBC, coz se ovéii prozkouméanim hry BBBC — (BBC') =
BBBC + CCB (je-li to hra levého, nerovnost plati).

Také si vSimneme, ze otocené pozice dostanou stejna cisla
(BBBBC i CBBBB jsou {3 ] 0}).
Nyni se podivejme na pozici BCBBBBC. Levy ma moz-
nost hrat do nasledujicich pozic:

® 0 (vSechna domina shozena, nikdo nema tah),

e BBBC ={2] 0},

e BBC, BC, C jsou vSechny horsi nez BBBC (lze dokazat,
7e BBC < BBBC(C), takZze je miZeme zapomenout,

e CBBBBC - v této pozici mé levy tah do BBBC' (ostatni
moznosti jsou pro néj horsi) a pravy do 0 a BBBBC (0 a
BBBBC jsou neporovnatelné, nebot BBBBC + 0 je hra
vyhrand pro zaéinajiciho). Plati tedy: CBBBBC = {{2 |
0} 1 0,{3|0}}. Opét lze dokézat, Ze tato pozice je horsi nez
BBBC,

e BCB, BCBB, BCBBB — z téchto her ma cenu uvazovat
jen BCBBB (ostatni jsou mensi, diikaz ponechdme jako
cviGeni). BCBBB = {2 | 1}, coZ je vétsi nez {2 | 0} a 0,
takze BBBC' a 0 muzeme vysSkrtnout.

Pravy mtze tahnout do pozic:

® vSechna domina shozena, tedy 0,

e B =1,alel > 0, takze tuhle moznost mizeme zapomenout,
e BBBBC ={3] 0},

e BCBBBB = {3 | 1}, ale to je vétsi nez BBBBC.

Celkové tedy BOBBBBC = {{2 |1} | 0,{3 | 0}}. (To od-
povidd intuitivnimu odhadu, Ze levy zahraje do BCBBB.)
Moznost {3 | 0} pro pravého miZzeme sice intuitivné vyskrt-
nout, ale formalné na to neméme néstroj (hry 0 a {3 | 0}
jsou neporovnatelné).

Podobné, ale stru¢néji rozebereme hru BBCCBC'. Levy ma
tahy do:

e B =1 (coz je vétsi nez 0 ¢ C' = —1, které miizeme vyskrt-
nout),

e BBCC = =1 (coz je neporovnatelné s 1)

e CCBC je zjevné horsi nez 0,

e BCCBC —jelikoz hra BCCBC— B je vyhrana pro pravého,
plati B > BCCBC a moznost BCC BC neni tifeba uvadeét.

Pravy ma moznost tdhnout do nasledujicich pozic:

e CBC =-1/2

e vSechna domina shozena, tedy 0, ale 0 > —1/2,

e BC =x>—1/2,

e BBC ={1]0} > x,

e BB=2>-1/2,

e BBCCB > —1/2.
Tedy plati, ze BBCCBC = {1,4+1 | —1/2}. Moznost +1
mizeme intuitivné vyskrtnout, i kdyz je neporovnatelné s 1.

Pavel ,Paulie“ Vesely
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