Mili resitelé a resitelky!

Prazdniny jsou tu a s nimi i konec 24. ro¢niku KSP. Nez se rozjedete do vSech moznych i nemoznych

koutt svéta, pfindsime vam vzorova feSeni posledni série.

Doufame, Ze se vam uplynuly ro¢nik libil a do budoucna na nés nezaneviete. Abychom se mohli nadéle
zlepsovat, prosime o vyplnéni ankety.! Jiz odmaturovavsi fesitele zveme ke spolupraci pii organizaci

ro¢nik pristich.

Piejeme piijemné stravené prazdniny!

Organizatori KSP

Vzorova feseni paté série dvacatého étvrtého roéniku KSP

24-5-1 Holubi centrala

Vétsina z vas volila jednoduchy algoritmus, ktery spocival
v prochézeni grafu do hloubky nebo do sitky od kazdého
z vrchold grafu. Takové feseni je sice spravné, ale jeho kva-
draticka slozitost je pfilis velika. Ukazeme si feseni s linearni
slozitosti, a to hned dvé. Jedno pfimocaré a druhé o kapku

vvvvvv

ReSeni prohledavanim do hloubky

Zakladem je klasické prohledavani do hloubky (DFS). Z li-
bovolného vrcholu (oznaéme ho v) pustime DFS. Jestlize
timto prichodem objevime vSechny vrcholy, mame jednoho
z hledanych ¢lenti. Znovu spustime DFS od v, tentokrat ale
po opacné orientovanych hranich. Dostaneme tak vSechna
dalsi feseni. Pro¢ vSechna?

Predpokladejme pro spor, Ze jsme takto nenalezli néjakého
z Clend, ktery patii k fesSeni. I pro néj musi platit, Ze se
dokéze dostat ke vSsem ostatnim. Specidlné i k ¢lenovi v, ze
kterého se poprvé DFS spoustélo. V tom pfipadé ale musel
byt nalezen priichodem do hloubky po opacné orientova-
nych hranach z v, ¢imz dostavame spor.

Zbyva vyresit situaci, kdy prvni DFS nenajde ¢lena vyhla-
Sovatele. Pak zjevné ani zadny dalsi ¢len objeveny timto
DFS nemitze byt feSenim. Oznac¢me si kazdého z nich jako
jiz navstiveného a spustme DFS na néjakém dosud nena-
vstiveném. Takto postupujeme az do chvile, kdy oznac¢ime
vSechny vrcholy.

Jedingm kandidatem je nyni ¢len, ze kterého jsme DFS
spustili naposled. Dalsim prichodem tedy zjistime, zda pat-
1 k feseni, a v pripadé, Ze ano, najdeme zase pruchodem
po opacné orientovanych hranach celou mnozinu feseni.

Reseni pomoci komponent silné souvislosti

Zakladem bude hledani komponent silné souvislosti grafu.
Komponenta silné souvislosti je maximalni podgraf orien-
tovaného grafu G takovy, ze pro kazdé dva rtizné vrcholy u
a v z tohoto podgrafu existuje cesta jak z u do v, tak z v
do u.

Dejme tomu, ze jsme ziskali rozklad grafu na KSS. Nasle-
duje nékolik jednoduchych pozorovani, kterda nam uz daji
feSeni tlohy.

Kondenzace grafu je graf, kde vrcholy odpovidaji jednotli-
vym KSS a orientované hrany mezi nimi vedou pravé teh-
dy, pokud mezi néjakym vrcholem jedné komponenty a né-
jakym vrcholem druhé vede hrana. Takova kondenzace je
nutné acyklickym grafem (zkuste si rozmyslet, co by zna-
menalo, kdyby v kondenzaci cyklus byl).

I http://ksp.mff.cuni.cz/about/anketa.cgi|

Daéle pokud existuje né€jaky hledany vrchol v komponen-
té K, od kterého se 1ze dostat ke vSem ostatnim, pak i vSech-
ny dalsi vrcholy v K jsou feSenim.

Nakonec si uvédomme, ze takova komponenta K muze byt
prave jedna a musi mit vstupni stupen roven 0. Kdyby tomu
tak nebylo, nedalo by se dostat do komponent, ze kterych
do K vede hrana. To vyplyva z acykli¢nosti kondenzace.
Pokud by takovych komponent bylo vice, nedalo by se kvili
nulovému vstupnimu stupni dostat z jedné do druhé.

Aby komponenta K byla feSenim, musi z ni vést cesta do
vSech ostatnich komponent. To zjistime trivialné zavolanim
DFS na puvodni graf od libovolného z vrchola K. Pokud
se pocet objevenych vrcholi rovnd poctu vrcholi grafu, je
K feSenim ulohy.

Zbyvéa vytesit, jak rozklad grafu najit. Na to lze pouzit na-
priklad Tarjantv algoritmus. Spravnost a priabéh Tarjanova
algoritmu na tomto omezeném misté nemé smysl rozvadét.
Pockejte si tieba na jednu z dalsich kucharek. Pro nas je
v tuto chvili dilezité, ze ndm v Case linedrnim v poctu hran
a vrcholti najde kyzeny rozklad.

Casova i pamétova slozitost algoritmu je v obou piipadech
linearni ku poc¢tu hran a vrchold.

Program (C++) — DFS:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-dfs.cpg

Program (C++) — komponenty:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-komponenty.cpy

Jan Bok

24-5-2 Labuti broadcasting

Na vstupu mame zprdvu a v podobé fetézce K bita. Chce-
me ji pfitadit néjaky kdd, coz bude opét Fetézec bitl (jeho
délku oznac¢ime N) tak, abychom po pfijeti libovolné rotace
kédu uméli zjistit pivodni zpravu. Také si to mizeme pred-
stavovat tak, ze kddy jsou cyklické posloupnosti a nevime,
kde maji zacatek.

Nejjednodussi Feseni

Vytvoiime kéd tvaru 015 +10a — jingmi slovy prediadime
zpraveé nulovy bit, pak K + 1 jednickovych bitt a opét je-
den nulovy. Pokud kéd ¢teme cyklicky, narazime na jednu
jedinou (K + 1)-tici jednicek a ta ndm fekne, odkud ¢&ist
zpravu. Kéd méfi N = 2K + 2 bitd (prvni nulovy bit by
dokonce Sel vynechat, ale tim si moc nepomiizeme). Kédo-
vani i dekédovani jisté zvladneme v linedrnim case.

Blokovy kod

Uspornéjsi zptisob kédovani spoéiva v rozdéleni zpravy na
bloky velikosti b (konkrétni hodnotu zvolime vzépéti). Za


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-dfs.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-1-komponenty.cpp
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kazdy blok pripiSeme nulu, ¢imz zafidime, ze se ve zpra-
vé nevyskytuje vic nez b jednicek za sebou. Staci tedy na
zacatek pridat synchronizaéni znacku 1°710 a jsme hotovi.

Kolik jsme potiebovali biti? Znacka je dlouhd b + 2, za ni
néasleduje [ K/b] bloku délky b+1. Celkové tedy N = b+2+
[K/b]-(b+1) < b+24((K/b)+1)(b+1) < K+K/b+2b+3.

Ted vyuzijeme, Ze jsme mohli b zvolit libovolné, a vybereme
si takovou hodnotu, aby N vyslo co nejmensi. Jelikoz s ros-
toucim b vyraz 2b roste, zatimco K/b klesd, jejich soudet
bude (asymptoticky) nejmensi, kdyz se vyrovnaji. To od-
povida volbé b = [V/K], coz vede na N < K + K/[VK] +
2[VK]+3 < K+K/VK+2VK+5= K +3VK +5. Cel-
kem tedy piidavame O(v/K) bitt; kédovéni i dekédovani
opét stihneme v linearnim case.

Abstraktni pohled

Je nase blokové feseni optimalni, nebo si lze vystacit s Fa-
dové mensim poctem bitii? Abychom na tuto otazku odpo-
védéli, zkusme se na tlohu podivat trochu abstraktnéji.

Existuje 2% moznych zprav a kazdé z nich chceme piifadit
jeden z 2V mozn§ch kédu. Pokud se néjaké dva kédy lisi
pouze rotaci, mizeme pouzit nejvyse jeden z nich (takovym
kédim budeme tikat ekvivalentni). Rozdélime tedy mnozi-
nu kédu na skupiny tak, Ze uvniti kazdé skupiny budou
v8echny kdédy ekvivalentni a kédy z riznych skupin nikdy
ekvivalentni nebudou. Kazdé zpravé pak pritadime jednu
ze skupin.

(Malicko podvadime: predpoklddame, ze viem 25 zpravam
pritazujeme kédy téze délky. Nemohlo by pomoci, kdy-
bychom uvazovali i krat$i kédy? Asymptoticky nikoliv, pro-
toze jak za chvili uvidime, pocty skupin rostou s N expo-
nencialné, takze vsech kéd délky mensi nez N je asympto-
ticky stejné jako kédu délky presné N.)

Hruba sila

Potiebujeme zvolit co nejmensi N, pro které uz bude sku-
pin dostateény pocet. Oznacime-li pocet skupin s(N), musi
platit s(N) > 2K. Jak ale s(N) spocitat?
Pro N =4 je snadné skupiny sestrojit rucné:
0000 0001 0011 0101 O111 1111
0010 0110 1010 1110
0100 1100 1101
1000 1001 1011

Pro trochu vétsi N si m@izeme napsat jednoduchy program,
ktery bude generovat vSechny kédy a zatazovat je do sku-
pin. Tak vznikla nésledujici tabulka:

N 123456 7 8 9 10 11 12 13 14
s(N) 23468 14 20 36 60 108 188 352 632 1182

Podle této tabulky mizeme snadno zjistit, ze pro K = 8
(coz jsme zadéavali jako jednodussi podilohu) je potfeba
N =12 labuti. 28 = 256 totiz lez mezi s(11) a s(12).

Pro vyrazné vétsi K ale tento postup neni pouzitelny, nebot
vyzaduje probrat a zafadit do skupin exponencialné mnoho
kéda.

Véstime z tabulky

Jednoduchy vzorec pro s(N) naSim snahdm zatim unik§,
tak zkusme podle hodnot v tabulce odhadnout, jak rych-
le s(N) pfiblizné roste. Trocha experimentovéni odhali, Ze
s(N) ~ 2NV /N. Kdyby to byla pravda, plynulo by z toho,
7e dokdzeme zakddovat az lgs(N) = N — lg N zprav (kde

2 http://oeis.org/|

lg znaci dvojkovy logaritmus). Méli bychom si tedy vysta-
¢it s pridanim tadové lg K biti, coZz je mnohem méné nez
nagich VK.

Zatim oviem jenom hadame. Casem dokaZeme, Ze nas od-
had poctu skupin je fadové spravny; pokud jste netrpélivi,
muzete mezitim zkusit najit ¢isla z tabulky v Online En-
cyclopedia of Integer Sequences.? Zde nejprve piedvedeme
kédovani, kterému rfadové logaritmicky pocet bitti staci.

Skoro optimalni kédy

Myslenku kédovani pomoci bloku Ize vylepsit. Pokud

by se nam podafrilo zarfidit, Ze zadny blok nebude tvo-
fen samymi jednickami, nepotifebujeme bloky prostrkavat
nulami. Z neexistence jednickového bloku totiz plyne, Ze se
ve zpravé nikdy nevyskytne vice nez 2b — 2 po sobé jdou-
cich jednicek. Postaci tedy synchroniza¢ni znacka s 2b — 1
jednickami.
Jenze jak se vyhnout jednickovym blokiim? Snadno: zpravu
budeme povazovat za zapis ¢isla ve dvojkové soustavé a toto
¢islo prevedeme do soustavy o zakladu 2° — 1. Kazdou &islici
pak zapiseme dvojkové do jednoho bloku. Pfevodem mezi
soustavami si sice pokazime ¢asovou slozitost, ale stale z1-
stane polynomidlni (zkuste vymyslet, jak pfevod zvladnout
v case O(K?)).
Kolik takto vytvorime blokt? Pokud néjaké ¢islo = zapisuje-
me v soustavé o zakladu z, potfebujeme nejvyse 14+log, z =
1+lgx/lg z &islic. Nage ¢islo neni vétsi nez 2K, takze pocet
blokti neptekroéi 1+1g(25)/1g(2° — 1) = 1+ K/1g(2° - 1).
Kazdy blok pfitom zabere b bitt a navic pridame synchro-
niza¢ni znacku délky 2b. Vytvorime tedy kéd délky

bK

Pékné to vyjde, pokud K je mocnina dvojky. Tehdy nasta-
vime b = lg K a za chvili ukdZzeme, Ze kdd si opravdu vysta-
¢l s logaritmickym poc¢tem pfidanych bitt. Dosazenim do
predchozi nerovnosti ziskame:

lgK-K
525K — 1)’
Jmenovatele zjednodusime a vSechny malé ¢leny posbirdme
do O, ¢imz dostaneme:

N <3lgK +

KlgK

N<-—2"_ 10(gK).
S L& D) +0(Ig K)
N———
A

Zlomek Z je ocividné ,néco mélo pres K“. O kolik presné?
Pocitejme:
KlgK - Klg(K -1) K-(lgK —Ig(K —1))
Ig(K — 1) I5(K — 1)

Nyni se ndm bude hodit jedna ne tplné standardni nerov-
nost pro logaritmy:

lgn —1g(n —1) < 2/n. (%)
Kdyz ji dosadime do ptfedchoziho vypoctu Z — K, dostane-
me:

Z - K< = 2 <2.
T lg(K-1) 1g(K-1)—
Potvrdilo se tedy podezieni, ze Z neni o mnoho vétsi nez K,
coz nyni dosadime do nerovnosti pro N a ziskdme kyzené:
N<K+240(gK)=K+0O(lgK),

takze nas kdd je az na konstantu skrytou v O-¢ku optimal-
ni. (Tedy aspoii pro K, které je mocninou dvojky. Zkuste

Z-K=

K-2/K

(pro K > 3)


http://oeis.org/

vymyslet, jak kéd upravit, aby tento predpoklad nepotie-
boval. Napovéda: kazdé prirozené ¢islo lze rozlozit na soucet
navzajem riznych mocnin dvojky.)

Nerovnost s logaritmy

Jesté si dluzime ditkaz nerovnosti (*). S dovolenim bu-
deme predpokladat, ze n je sudé ¢islo; pro liché bychom
postupovali obdobné.

Oznacime ¢; = lg(n — i+ 1) — 1g(n — 7) a uvazime soucet
S =1Ly + L+ {3+ ...+ {,/. Viimneme si, ze:

V souc¢tu S se sousedni éleny vyrusi: S =1gn—lg(n—1)+
lg(n—1)—1g(n—2)+lg(n—2)—lg(n—3)+...—...—lg(n/2) =
lgn —lg(n/2) = 1. (Takovym sumam se Fika teleskopické
podle staroddvnych dalekohledt, jejichz ¢asti se do sebe
podobnym zptsobem zasouvaly.)
Posloupnost {1, 2,03, ...,4, /2 je neklesajici. Vskutku: pro
kazdé t plati gt —1g(t — 1) < lg(t — 1) — 1g(t — 2). Rozdil
logaritmu totiz mazeme napsat jako logaritmus podilu:

A

t—17- °t-2

coz odlogaritmujeme:

t t—1
<=
t—1"t—-2

Vynésobenim sou¢inem jmenovateld (ten je pro zajimava ¢
nezdporny) dostaneme:

t(t—2) < (t—1)-(t—1),

¢éili

2 -2t <t?—2t+41,
a to je pravda pro vSechna t.
V kazdé posloupnosti realnych ¢isel je minimum mensi nebo
rovno aritmetickému praméru. Zde je minimem ¢; a pri-
mérem S/(n/2) = 2/n, jinak feceno

lgn —1g(n —1) < 2/n,

coz je pfesné nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat.

(Podobnym trikem by sla dokazat i nerovnost v opaéném
sméru, totiz lgn — lg(n — 1) > 1/n. Zkuste vymyslet, jak.)

Pocitame skupiny

Abychom uspokojili hloubavou mysl, vratme se jesté

k poétu skupin s(N), ktery jsme zatim pouze ,vyvés-
tili«.
Uvazme néjaky kéd délky N a pocitejme, jak velkd je sku-
pina, do které patri. Kdyby byly vSechny skupiny stejné
velké, stacilo by vydélit pocet kéda velikosti skupiny. Jenze
uz v nasem piikladu pro N = 4 narazime: existuji skupiny
velikosti 1, 2 i 4.

Zkusme prijit na to, jak pro dany kéd « zjistit, jak velka je
jeho skupina. Ta je tvofena vSemi rotacemi retézce a. Po-
kud jsou vSechny rotace rizné, skupina obsahuje N kdéda.
V opa¢ném pripadé je kéd a roven néjaké své rotaci. Ta-
kové fetézce musi byt nutné periodické (tzn. jsou tvofeny
opakovanim né&jakého kratsiho Fetézce; rozmyslete si, proc).

Toto pozorovani ndm pomiZe spocitat s(IN) pro prvocisel-
né N. Délka periody periodického fetézce totiz musi byt
délitelem jeho délky, takze pokud je N prvocislo, jediné pe-
riodické fetézce jsou 0...0 a 1...1. Dvé ze skupin proto
maji velikost 1 a ostatni velikost N. Celkem se v nich na-
chézi 2V kédt, tudiz musi platit:

s(N) = (2N —2)/N +2.

Nase hypotéza se tedy aspon pro prvociselnd N potvrdila.

(Vrt4 vam hlavou, pro¢ je 2V — 2 délitelné ¢&islem N? To
plyne z Malé Fermatovy véty a drobnym rozsifenim nasich
Gvah o fetézcich bychom dokonce ziskali jeji kombinatoricky
dukaz.)

Pokud je N slozené ¢islo, je situace daleko komplikovanéjsi
a neumime ji vytesit bez pouziti trochu pokrocilejsi kombi-
natoriky (ale moc pékné, zkuste si najit tak fe¢ené Burnsi-
dovo lemma). Prozradime alespori, co vyjde:

1
s(N) = ¥ > p(d) 2N,
d\N
Suma bézi pies vSechny délitele ¢isla N, ¢(d) je Eulerova
funkce, ktera udava pocet cisel od 1 do d — 1 nesoudélnych
s d. Vysledné s(N) opét faddové nepiekroci 2V /N.
Zavérem
Po trose pocitani jsme nasli feseni, které pridava pouze fa-
dové logaritmicky pocet bitl, a to je az na konstantu opti-
malni.
Kdyby nam na konstantach zalezelo, problém by byl mno-
hem obtiznéjsi. V zasadé bychom potfebovali vybrat si né-
jaké reprezentanty skupin. Vhodnymi kandidaty jsou jejich
lexikograficky nejmensi prvky — tém se ika ndhrdelniky a
v nasi tabulce pro N = 4 lezi na prvnim fadku. Mnozi-
nu vSech nahrdelnikt bychom pak taktéz usporadali (t¥eba
zase lexikograficky) a chtéli bychom v ni umét najit i-ty
nejmensi ndhrdelnik, aniz bychom vsechny nadhrdelniky vy-
jmenovali. Ac¢koliv podobné algoritmy jsou znamé t¥eba pro
permutace, nalezeni i-tého nejmensiho nahrdelniku v poly-
nomialnim case je stale otevieny problém.

Pokud vas teorie ndhrdelnikti zaujala stejné jako mne, do-
porucuji zacist se do knizky Combinatorial Generation od
Franka Ruskeyho (dostupnd i online).

Program (C) — generator skupin:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-generator.d
Program (C) — kodér:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-koder.d

Program (C) — dekodér:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-2-dekoder.d

Martin ,Medveéd“ Mares

24-5-3 Struktura organizace

Obecné FeSeni

Aby skupina mohla komunikovat, musi existovat néjaky $éf,
ktery mé (nepifimo) podfizené vSechny zaméstnance. To
plati i pro podskupinku zaméstnanct, kterou posleme do
akce.

Pro jednoduchost tedy zvolme $éfa skupinky (S), kterd jde
do akce. Kazdy z jeho pfimych podfizenych (P) bud do
akce jit nemusi, nebo mtze. V prvnim ptipadé€ to odpovida
jedné varianté (pokud tam nejde P, nemiiZe jit ani libovolny
z jeho (nepfimych) podfizenych, jelikoZ by nebyl schopen
predat zprédvu napf. S). V druhém ptipadé lze vzit do akce
i néjaké podrizené P. Pocet moznosti, kolika zptusoby je lze
vybrat, je pfesné pocet moznosti, kolika mizeme vybrat
akéni skupinu, kde $éf bude P.

Celkovy pocet moznosti, kolika vybrat podfizené S, spoc-
teme uvazime-li, ze vybér je nezavisly pro kazdého podri-
zeného P, tedy

Moznosti(S) = (1 4+ Moznosti(P)).
Pepodrizeni S
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Pokud chceme zjistit pocet skupin s libovolnym séfem, staci
seCist poCty moznosti pres vSechny vedouci, tedy

AkénichSkupin = Mo#nosti(S).

Sevsichni

Tahle myslenka se v programu implementuje pfimocafre, ¢a-
sové slozitost bude O(NM), kde N je pocet zaméstnanct
a M cas potiebny na jednu aritmetickou operaci. Aritme-
tickych operaci vskutku provedeme O(N), jelikoZ operace
uvnitf Y nebo [[ miZzeme ,natétovat® podiizenym, kteti
se jich ucastni, a kazdému podfizenému takto natctujeme
nejvyse konstantni pocet operaci.

Obrovska ¢isla a Karacubuv algoritmus

Proc je ale ve slozitosti zminovano M? BohuZel pocet moz-
nosti, kolika lze poskladat skupinku, roste rychle. Horni
odhad je pocet moznosti, jak vybrat libovolnou skupinku
zaméstnanci (2VV), a neni pfilis nadhodnoceny. Uvazime-li
napft., ze 8éf S ma K piimych podiizenych a dalsi zamést-
nanci neexistuji, bude pocet moznych skupin vyslanych do
akce 2% + K, coz se od trividlniho odhadu (25+1) piilis
nelisi.

Potiebujeme tedy pocitat s obrovskymi cisly, kterd maji
C = O(N) cifer. Budeme je v paméti reprezentovat jako
pole éislic. S¢itani pak lze stihnout v ¢ase O(C') veelku tri-
vialné. S nasobenim je to horsi. UkdZeme si zde, jak dveé ¢isla
vynasobit v éase O(C'°#23) pomoci Karacubova algoritmu.

To, ze cisla ukladame po cifrach, je podstatné. Existuji re-
prezentace (napft. pomoci zbytki), ve kterych jde nésobit i
séitat v éase O(C). Problém pak maji s vypisem vysledku.

Zakladni myslenka Karacubova algoritmu je rozdél a pa-
nuj.> Nechf nisobime é&sla A a B o C cifrach. Rozdél-
me si kazdé na 2 &isla A, a Ag o C/2 cifrach tak, ze
bude platit A = A,10°/2 + A, (efektivné poloviny ésla
dle cifer v desitkovém zapisu), pro B analogicky. Pak plati
A-B = ApByp10¢ + (A Bg+ AgBy)10°/2 4 Ay By, efektivné
tedy potfebujeme kromé s¢itani 4 ndsobeni (vynechdme-li
nasobeni mocninami desitky, coz je vSak v zapisu po cifrach
jednoduchy posun).

Podivejme se na nasobeni poradné. S A, By a AgBg moc
neprovedeme, s ApBy + AgB), se vSak da jesté pracovat.
Konkrétné lze snadno nahlédnout, ze
ApBg+ AgBy, = (Ah + Ad)(Bh + Bd) — A By, — AyBy.

Hle — posledni dva souciny uz zndme. Spocteme tedy sou-
¢iny Maly = A;By, Sttedni = (A, + Aq)(By + Bg) a
Velky = Ap, By, a pak plati A- B = Maly+ (Stfedni—Maly —
Velky) - 109/2 4 Velky - 10, Tim jsme zredukovali pocet po-
tfebnych nasobeni na tri.

Cas potiebny k spocitani soucinu ¢isel o C cifrach, T(C), Ize
tedy vyjadiit jako T(C) = 3T(C/2) + fC, kde f je vhod-
né konstanta. Cas fC odpovida &asu spotfebovanému na
s¢itani, posouvani apod., vSe jde stihnout linedrné ¢i 1épe
vzhledem k poctu cifer. Vyresenim takovéhle rekurence zjis-
time, Ze ndsobeni spotiebuje ¢as O(C'°823) ~ O(N1585).

S timhle nasobenim (a uvazenim, ze C' = O(N)) tedy bude
program mit ¢asovou slozitost O(N - N1°823) ~ O(N?2:585)
a pamétovou O(NH), kde H je pocet hladin stromu, tj. ko-
lik (nepfimych) $éftt ma libovolny zaméstnanec maximélné
nad sebou (+1).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-karacuba.pasg

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj
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Binarni stromy

V ptipads, Ze strom zaméstnanci je uplny bindrni (coz jsme
zadévali jako podilohu), lze algoritmus zjednodusit. Kon-
krétné vime, ze oba podstromy synt budou pro kazdy vrchol
stejné. Tedy i poCty moznosti, kolik skupin mizeme stvorit,
se bude shodovat.

Pro séfa v hloubce h (velky $éf mé hloubku 0, jeho piimi
podfizeni 1, atd.) bude tedy platit

Moznosti(hloubka k) = (1 4 Moznosti(hloubka h 4 1))?,

samoztejmé Ze pro listy (zaméstnance bez pod¥izenych) pla-
ti MozZnosti = 1.

Déle v hladiné s hloubkou h bude 2" zaméstnancti. Pocet
akénich skupin pak bude

H

AkénichSkupin = Z 2" . Moznosti(hloubka ).

h=0
Tohle 1ze stihnout spocitat v ¢ase O(HM), kde H je hloub-
ka stromu (H = [logy(N +1)]) a M je opét naro¢nost na-
sobeni. Celkové (s Karacubovym algoritmem) bude ¢asova
slozitost O(N'°832 -1og, N).

Rychlejsi nasobeni

Nasobeni nas evidentné brzdi. Neni mozné jej stih-
@ @ nout rychleji? Lze ukazat, ze Karacubiv algoritmus
je soucasti t¥idy algoritmtt Tooma a Cooka, které spocita-
ji nésobeni v case O(C'8(2k—1)/10g(k)) kde k je pfirozené
¢islo. Pro kazdé £ > 0 tedy mtizeme zvolit dost velké k tak,
abychom néasobili v ¢ase O(C17¢); konstanta v O piitom
s klesajicim € obludné roste.

Naznacme si vSak, jak pracuje jeden z (asymptoticky) nej-
rychlejsich algoritmiti na nasobeni, Schonhagetv-Strassentv
algoritmus — po¢ita soucin éisel v ¢ase O(C'log C'loglog C).
Vzhledem k tomu, Ze vSak spoléhé na nékteré slozitéjsi vy-
sledky z algebry, nebudu zde jeho spravnost dokazovat, ¢te-
nar si v pfipadé zajmu jisté vyhleda tento algoritmus detail-
né sam. (Doporucuji se podivat i na Carmichaelovu funkci,
ktera souvisi s volbou zakladu p okruhu Z.)

Zakladni myslenka je, Ze vynasobeni frekvencnich koefici-
entd po provedeni Fourierovy transformace odpovida kon-
voluci v ,,pfimém“ obrazu.

Uvazujme Fouriertiv obraz daného éisla A. To je néjaky
vektor F[A], pro jehoz k-tou slozku plati:

c—-1
]:[A]k = Z Aj()éjk.
j=0

kde A; je j-ta cifra A, a C-t4 odmocnina z jednicky (pri-
mitivni, tj. takové, ze o # 1 pro 0 < k < C), analogicky
pro B. Definujeme-li Fourieriv obraz D jako soucin Fourie-
rovych obrazti A a B, tedy

F[Dlk

FlAlk - FlAlk,
pak bude platit
Dy = A;Bi_j,

J
pficemz suma jde pres vSechny hodnoty, kde s¢itanci maji
smysl. Vzhledem k této definici vSak plati

A-B= ZDklok.
k

Tedy bude stacit jen znormalizovat zpét Dy, na cifry (jelikoz
konvoluce nezarucuje, ze vyjdou jednotlivé cifry, ale jen ze
predchozi suma je rovna soudinu).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-karacuba.pas
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj

K implementaci budeme potfebovat znat jesté inverzi Fou-
rierovy transformace, ktera lze zapsat jako

1 c-1
_ —jk
D= ;Of[p]ja ik,

a zpusob, jak rychle spoéist Fourierovu transformaci (inver-
ze evidentné, az na normalizaci, je Fourierova transformace
s pouzitim primitivni odmocniny 1/«) a dale jak najit ono
¢islo «, aniz bychom ztraceli pfesnost.

Prvni problém lze vyfesit pouzitim algoritmu pro rychly
vypocet Fourierovy transformace, v implementaci je po-
uzit Cooleytuv-Tukeytv algoritmus, ktery pracuje v case
O(ClogC).

Problémtim s presnosti se nevyhneme, pokud budeme po-
¢itat Fourierovu transformaci klasicky, tj. v komplexnich
¢islech. Pomiize ale pfesunout se do néjakého konec¢ného
okruhu, v nasem pfipadé do celych ¢isel modulo 469 762 049
(kde 33 je primitivni 226-t4 odmocnina z jednicky).

Po pouziti tohoto algoritmu bude cely program pracovat
v ¢ase O(C?%log C'loglog C).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-s-s.pag

Pavel Cizek

Medvédi pozndmka: Ani Schonhagetv-Strassentiv algorit-
mus neni poslednim slovem v oblasti rychlé aritmetiky. S po-
uzitim takrka dabelskych triki se d4 nasobit i v linedrnim
case. O téchto algoritmech a fascinujici historii jejich ob-
jevovani znamenité vypravi pan Donald Knuth ve svych
Seminumerical Algorithms (2. dil jeho veledila The Art of
Computer Programming). Pokud by vés zajimalo, jak se ta-
kové véci délaji, rad se necham premluvit k ptilno¢ni pred-
nasce na soustiedéni. A pokud touzite ,jen“ po pochope-
ni Fourierovy transformace, zkuste nahlédnout na stranky
prednasky z ADS2.4

Martin ,Medvéd“ Mares

24-5-4 Sraz na namésti

Napred chvili predpokladejme, ze architekt namésti byl pti
smyslech a udélal ho konvexni. Regeni pro nekonvexni né-

vvvvvv

né. Taktéz predpoklddejme, Ze zddné dva vrcholy nemaji
stejnou y-ovou soufadnici. Programu to nijak nevadi (po-
kud se vrcholy se stejnou y-ovou souradnici prochéazi napt.
zleva doprava), ale ve vysvétlovan{ by rusily.

Vsimneme si, ze alesponl jedna z nejdelsich vodorovnych
tsecek bude koncit ve vrcholu. Pokud se totiz podivame na
néjakou tusecku, kterd nekonéi ve vrcholu, tak bud neni od
kraje ke kraji, nebo obéma konci kon¢i na hranéch nameésti.
Tyto dvé hrany jsou bud rovnobé&zné, potom tsecku miiZe-
me posouvat jak nahoru, tak dold, dokud nenarazime na
vrchol, aniz by se zménila délka. A nebo tyto hrany rov-
nobézné nejsou, ale v tom pripadé se jednim smérem od
sebe vzdaluji, tsecku tedy mtzeme posunout timto smérem
a tim ji prodlouzit.

Tedy pro vyfeseni problému s konvexnim ndmeéstim nam
staél zamést jej pfimkou odshora dolt (coz bylo ukézano
v geometrické kuchaice).® Budeme si udrzovat, kterd hra-
na je aktivni na levé a na pravé strané. V kazdém vrcholu

http://mj.ucw.cz/vyuka/ads2/|
> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

spocitame délku tisecky od tohoto vrcholu k protéjsi aktiv-
ni hrané. Poté vyménime aktivni hranu na strané, kde se
nachéazel vrchol.

Nyni, co za problémy nadm prinese nekonvexnost namésti?
Prvnim je to, Ze z vrcholu uz nemusi vést jedna tsecka na-
horu a druhéa doli. Mize se nam stat, ze obé vedou nahoru
nebo obé dolit. A z toho plyne dalsi drobny problém. Useé-
ka uz ted nemusi byt v dané vysce jen jedna, ale mtZe jich
byt nékolik vedle sebe, oddélenych od sebe zuby.

Jak to vyTesime? Jednotlivé usecky, co aktualné existuji, si
ulozime do vyhledéavaciho stromu, v poradi odleva doprava.
Jejich konce se sice stale méni, proto nemohou byt ulozené,
ale to nevadi, mtizeme ulozit hrany, na kterych ty konce lezi,
a pocitat je prubézné dle potieby. Jejich poradi ztistane po
cely zivot tsecky stejné.

Kdyz potkame vrchol, ktery ma jednu svou tiseCku nahoru a
jednu dolt, najdeme tsecku, kterd v té horni konéi, a hranu
v ni nahradime. Pokud mé& vrchol obé& hrany dolt, pak bud
déli existujici tsecku na dvé (pokud se ndmésti nachzi na
vngjsi strané hlu), nebo vytvaii novou usecku zacdinajici
v tomto vrcholu.

Pokusime se tedy najit tisecku, ktera tento bod obsahuje.
Pokud existuje, isecku rozdélime na dvé. Pokud ne, vytvo-
fime novou usecku. Vrchol, kde vedou obé hrany nahoru,
funguje obdobné, jen dvé usecky spojujeme nebo aktudlni
jednu tsecku uvnitf zubu mazeme.

V kazdém pripadé zjistime délku té usecky, na kterou jsme
sahli. V pripadé, ze rozdélujeme nebo spojujeme, uvazujeme
tu veelku, nebot je to ta nejdelsi, kterou mame k dispozici.

Nyni, k odhadtm slozitosti. Pokud ma nameésti n vrcholq,
tak ma také tolik hran. Ve stromu budeme mit maximal-
né tolik tseéek, nebot ke vzniku nové tsecky potiebujeme
vzdy vrchol. Takze pamétova slozitost bude linearni. Na za-
¢atku potfebujeme vrcholy setfidit a délame O(n) operaci
na stromé, kde kazd4 operace trva O(logn). Dohromady
méme tedy ¢asovou slozitost O(n -logn).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-4.cpp

Michal ,Vorner“ Vaner € Lucka Mohelnikova

24-5-5 Rezani kabelt

S tlohou o fezani kabelti se mizete setkat na Medvédovych
cviCenich z Programovani II na Matfyzu jako s fezanim tra-
mid. Moznéd budu nosit dfivi do lesa, nez s nim dojdu na
pilu, ale rdd bych ttvodem Fekl néco o fesenich, ktera nikam
nevedou. Nebojte, optimalni feSeni také zminim a nakonec
se dozvite i par slov o tom, jak tloha souvisi s kompresi dat.

Zopakujme ve strucnosti zadani: Kabel o délce K mame
nafezat na n kust zadanych délek ky az k,,. Mizeme pfitom
vzdy Tezat jen jeden kus na dva; takovy fez ndm zabere tolik
¢asu, jako je délka fezaného kusu. Hleddme postup, kterym
narezeme cely kabel za nejkratsi moznou dobu 7.

Hruba sila

Hruba sila dé& spravny vysledek vzdycky. Bohuzel, tady je
prilis hrubé i pro velmi malé vstupy.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-3-s-s.pas
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-4.cpp
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads2/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

Kustim, jejichz délky jsou na vstupu, fikejme zdkladni ku-
sy. Do podoby ptivodniho kabelu je za sebe mutizeme slepit
n! zptisoby.b

Na kabelu si mtizeme udélat rysky, podle kterych budeme
fezat a kterych bude pro kazdy zptsob n — 1. Pocet fezu
je to jediné, ¢im si mazeme byt docela jisti — nékteri z vas
vidéli spojitost se znamou tlohou o laméani cokolady, ale
rysky podle mé déavaji jesté jednodussi predstavu; podle
kazdé ocividné musime kabel pfefiznout pravé jednou.

Ruznych pofadi vybéru rysek je (n—1)!. Udrzujeme si v pa-
méti dosavadni nejlepsi postup fezani a v Case linedrnim
vzhledem k n s nim porovnavame kazdy nové vygenerova-
ny postup. Celkem tedy hrub4 sila trvd O(n!-(n—1)!-n) =
O((n!)?). To je mnohem, mnohem, mnohem horsi nez expo-
nencialni. Pamét O(n) nas pak ani nebude zajimat a honem
pobézime hledat néco, co ma Sanci dobéhnout pred koncem
svéta. (Takze do zimy.) ;-)

Heuristiky s pulenim délek

Nemalo z vas pristupovalo k tloze s dobrou intuici, Ze se
vyplati kabel nejprve rozfiznout nékde ,,uprostied*, abyste
Cas na fezani velkého kusu investovali jednou a fezali pak
uz jen mensi kusy.

Takto vagni popis algoritmu se rozrostl v celou fadu heu-
ristik, bez vyjimky chybnych. Samotné rozdéleni kusi do
dvou v souctu stejné dlouhych skupin je problém dvou lou-
peznikt,” o kterém jsme loni méli tlohu a ktery patii mezi
t&7ké problémy.® Piiklad ze zadani je p¥imo protipiikladem
na heuristiku ze zminované loriské tlohy (rozdélovani od
nejdelsich kust). Nemohu vyloudit, Ze néktery z algoritm
jdoucich timto smérem bude dost blizko korektnimu feseni,
ale vazné o tom pochybuji.

Hladové lepeni — optimalni algoritmus

Jak mélo vypadat optimélni feseni? Mélo se na to jit z opac-
ného konce. Misto abychom kabel fezali, budeme ho z uz
narezanych kouskt lepit. Potom jenom pustime zaznam po-
stupu pozpatku.

Lepit k sobé budeme vzdycky dva nejkratsi kusy kabelu,
které zrovna mame. Opakujeme, dokud neméme cely ka-
bel. Je to tak prosté, az se nechce vérit, ze je to spravneé.
Korektnost postupu si ale hned dokazeme.

Nejprve si vSimneme, co se stane, kdyz budeme lini. Li-
ny programéator nevyhodnocuje aritmetické vyrazy, jenom
k nim pfipisuje dalsi operace. Pokud si v priibéhu lepeni po-
znamenavame délky slepengch kust liné, dojdeme k tomu,
ze kazdy zdkladni kus (jeden z n kust na vstupu) pfispéje
do celkového Casu tolikrat, kolikrat se ti¢astnil lepeni sam
nebo jako soucast uz slepeného kusu.

Uz z tohoto pozorovani je mozné uhodnout, ze bude moudré
lepit nejdriv dva nejmensi kusy, protoze u téch nejméné
vadi, Ze se budou lepeni ti¢astnit vickrat.

Exaktni dikaz povedeme sporem. Oznacme si [; pocet le-
peni, kterych se ucastnil zédkladni kus ¢, ¢as Tezéni T; =
iy ki-l;. Optimélni éas Fezani T* = min; 7). Optimdl-
nim postupem myslime postup, ktery trval dobu T*.

Dokazovat budeme tvrzeni, ze dva zékladni kusy = a v,
které se v néjakém optimalnim postupu ucastnily nejvice
lepeni a jako prvni se slepily spolu (I, = [, = maxi<;<n l;),

6 http://cs.wikipedia.org/wiki/Permutace
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-4-3/reseni
8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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jsou ty dva nejkratsi (k, = min; k;; ky = min, £, k;; tedy
ky < ky < k;Vi). Kdyby v optimalnim postupu « a y nebyly
dva nejkratsi kusy kabelu, musel by existovat kus z # =
o délce k., < k,. Tento kus by se diky volbé [, tcastnil
I, <1, lepeni. Prohodime [, a [, jinak postup zachovame.

l; =1,
U =1,

U=1Yi¢{y,z}

Pokud [, = I, ¢as fezéni T; se prohozenim nezmeénil a po-
stup uz vyhovuje tvrzeni. Chtéli jsme, aby néjaky takovy
postup existoval.

Pokud [, < [, prohozenim jsme cas 7; snizili, protoze
Ly ke 41y ky > 1, -k, +1, - k. alevou dvojici s¢itancti jsme
v T; pii pfechodu k I’ vymeénili za pravou. Cas po prohozeni
Ty < Ty, ale predpokladali jsme T; = T, coz je spor s pied-
pokladem. Lepsiho nez optimélniho ¢asu fezdni dosdhnout
nemuzeme, takze ptivodni postup nebyl optimalni.

Tvrzeni dokdzano a s nim i korektnost algoritmu. Zapome-
neme, ze jsme x a y slepili, a po nalezeni zbytku optimalniho
postupu si na to zase vzpomeneme; v tom tkvi celé kouzlo.

SloZitost optimalniho Feseni

Jakou ma nas algoritmus slozitost? To zalezi, jak chytie bu-
deme pribézné hledat nejkratsi kusy. Dobré je vlozit vSech-
ny délky kust do haldy a vzdycky dva nejkratsi slepit a
vysledny kus zase vratit, dokud nebudeme mit cely kabel.
P1i jednom lepeni potfebujeme dva vybéry minima z hal-
dy a jedno vlozeni do haldy. Tyto operace s haldou trvaji
O(logn), protoze v haldé mame < n kusi. Jak uz jsme
zjistili dfiv, lepeni je n — 1, celkem tedy potiebuje nas algo-
ritmus ¢as O(nlogn). Paméti potfebuje O(n) kvli haldsé.
Pokud bychom chtéli vypisovat na vystup fezy a ne lepeni,
mohli bychom si lepeni ukladat na zasobnik a na konci pro-
gramu je vypsat. Casové ani pamétové naroky algoritmu to
nezhorsi.

Pfi implementaci haldy si musime dat pozor, aby zvlada-
la pracovat s duplicitnimi kli¢i. Pokud v haldé mame dvé
stejna Cisla, je zcela ocividné jedno, které z nich vybereme.

na volbé zalezet miize.
Drobné vylepsSeni
Jesté si mlzeme rozmyslet, Ze haldu programovat nemusi-
me. Staci si v§imnout, ze kazdy dalsi slepeny kus je nejméné
tak velky, jako je ten predchozi. Kdyz je budeme davat do
fronty, budeme je z ni vybirat v setfidéném potradi. Algo-
ritmus tedy miiZete najit ve vzorové implementaci zhruba
takto:
Nacti pocet kusu kabelu n, pokud n < 2, skondi.
Nacti délky kust k.
Setfid k vzestupné.
Vytvor frontu délek slepenych kusti s, vystupni zasobnik o.
Vyber do a, b prvni dva prvky k.
Do o uloz (a, b), do s pfidej a + b.
Proved (n — 2)-krat. ..

® Vyber minimum a z Cel front k a s a z ptivodniho umis-

téni ho odeber.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Permutace
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® Vyber minimum b z Cel front k a s a z ptivodniho umis-
téni ho odeber.

® Do o uloz (a, b), do s piidej a + b.

8. Kazdou dvojici z o vypis ve formatu " (a+b) -> a + b".

Mizeme si vSimnout, ze nejpomalejsi na celém postupu je
tiidéni; pokud pouZijeme néktery z rychlych algoritmi,® z{-
staneme na ¢asové slozitosti O(nlogn). Pokud ale dostane-
me vstup uz setfidény, mizeme si polepsit — zbytek algo-
ritmu totiz bézi v éase O(n), jelikoz béhem kazdého lepeni
délame jen konstantni pocet operaci konstantni slozitosti.

Dynamika? Pomala. ..

Nékteré z vas mohlo napadnout, Ze by mohlo existovat fe-
Seni zalozené na dynamickém programovani; jedno takové
jsem dokonce dostal. Piivodné jsem nevéril tomu, Ze fun-
guje, ale opravdu je to tak. OvSem je pomalé a tézkopadné
proti tomu, které jsem uz ukazal. V podstaté se zaklada
na pristupu hrubou silou, ale navic potfebuje diikaz celkem
netriviadlniho tvrzeni.

To tvrzeni fika, ze v feseni hrubou silou neni potifeba zkou-
Set vSechna rizna poradi nafezanych kust, protoze kdyz
najdeme nejkratsi postup fezéni pro setfidénou permutaci,
jde upravit na nejkratsi postup pro kazdou jinou. Setfidé-
nou permutaci myslime takovou, Ze délky kust na kabelu
zleva doprava rostou. Diky tomuto omezeni rozsahu tlohy
srazime slozitost hrubé sily na O(n!), coz je jenom mno-
hem pomalejsi nez exponencialni — dalsi dvé ,,mnohem“ uz
si mohu odpustit. Kdyz navic pfiddme dynamické progra-
movani, ziskdme uz polynomialni algoritmus.

Ten zkousi, podle které rysky v pevné daném, setfidéném
poradi zakladnich kusi je nejvyhodnéjsi zacit fezat. Pro
kazdou z O(n?) posloupnosti po sobé jdoucich zékladnich
kusti postupné spocita minimalni ¢as, za ktery jde narezat.
Postupuje pfitom od téch, které obsahuji nejméné kust,
po ty, které jich obsahuji nejvice. Jednokusové posloupnos-
ti jdou narezat triviadlné za nulovy cas. Pro delsi budeme
pocitat Casy fezani zacinajicich vybranou ryskou, z nich
minimum pfes vSechny rysky uvniti této posloupnosti.

Rez podle vybrané rysky rozdéli posloupnost zakladnich
kust na dvé kratsi, pro které vysledek uz zname. Spoci-
tame tedy minimalni ¢as fezani posloupnosti, které zacina
timto fezem. Casy fezani kratsich posloupnosti se¢teme a
pricteme k nim ¢as potiebny pro jejich oddéleni, tedy cel-
kovou délku praveé fezané posloupnosti. (Redlnou délku, uz
ne v poctu kustt!)

Casy si mfizeme v pribéhu vypoétu uchovévat tieba v ta-
bulce (matici, vicerozmérném poli), kterou budeme indexo-
vat délkou posloupnosti (opét v poétu kusti) a pofadovym
¢islem rysky, na které zac¢ina. Posloupnost délky n kust je
jen jedna, cely kabel. V jemu odpovidajici buiice najdeme
na konci vypoctu minimélni celkovy Cas fezani.

Ted jesté najit i konkrétni postup. Je to klasickd dynami-
ka...Pro kazdou posloupnost si budeme pamatovat (v ex-
tra tabulce), ktery ez je pro ni nejvyhodnéjsi provést jako
prvni. To uz v pribéhu vypoctu zjistujeme, tak si to ted
budeme i pamatovat. Z takové informace uz je na konci
vypoctu postup fezani celého kabelu trivialni sestavit.

Algoritmus ziskany metodou dynamického programovani
potiebuje O(n?) paméti kviili tabulce pro rekonstrukei po-
stupu a O(n?®) ¢asu, protoze pii vypocétu hodnoty kazdé
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z O(n?) bunék tabulky spotiebuje ¢as O(n) na hled4ni nej-
lepsi rysky.

Cas t¥idéni délek kust je asymptoticky mensi nez O(n?),
takze slozitost nezvysi, bunék tabulky je O(n?) proto, Ze
tolik je riznych dvojic zacatek-konec posloupnosti.

Pripominam, Ze jsme nedokazali onen netrivialni pfedpo-
klad, ze staci lohu vyfesit pro setfidéné poradi zakladnich
kusti. Dtikaz nechavam jako cviceni pro pokrocilé. Kdybys-
te ho nemohli vymyslet a moc vas zajimal, zeptejte se mé
mailem nebo radéji na féru.

Bodovani

Za prehledné popsany optimalni algoritmus véetné vypoctu
casové a paméfové slozitosti, se zdivodnénim korektnos-
ti (ditkaz jsem nechtél, ten by byl za bonusovy bod) bylo
mozné ziskat plny pocet 9 bodt.

Za Spatné popsany optimalni algoritmus, u kterého jste se
slozitosti ani korektnosti viibec nezabyvali, jste dostéavali
6 bodu. Stejny pocet bodl jsem mél v planu davat i dobte
popsanym algoritmtim se zdivodnénim korektnosti a vypo-
¢tem slozitosti, které nejsou optimalni, ale porad bézi v po-
lynomialnim case. PfiSel mi ale jen jeden 4bodovy s divo-
kym popisem a bez zdivodnéni korektnosti. Ten mi zabral
na opraveni nejvic ¢asu. Pamatujte, ze pocet pridélenych
bodu je nepfimo tmérny casu, ktery opravujici org nad fe-
Senim stravi. ;-)

Méné nez ¢tyfi body dostavala feSeni, kterd nefungovala
nebo nebyla polynomialni. Pouzitelné jsou totiz obé kate-
gorie zhruba stejné. Nulu nedostal nikdo; konkrétni pocet
bodu jsem udéloval podle pritomnosti uziteénych pozoro-
véani o tloze, prehlednosti vyjadfovéani (ani nad nefunkénim
FeSenim nechci stravit odpoledne) a za snahu.

Souvislost s kompresi dat

Na konec slibovana perlicka ohledné komprese dat. Jak
spousta z vas postfehla, na postup fezdni je mozné se di-
vat jako na binarni strom. Zakladni kusy tvofi listy, slepené
kusy tvori vnitini vrcholy, cely kabel je kofen. Zaroven kaz-
dy vnitini vrchol ma pravé dva syny a predstavuje jedno
Tezani.

Zapomenme na to, ze $lo o kabely, k zakladnim kustim pfi-
piSme pismena abecedy a na délky kabelu se koukejme jako
na Cetnosti pismen v néjakém textu. Na hrany smérujici
doleva napisme nuly, na hrany sméfujici doprava jednicky
a uz po cesté z kofene do listu mizeme c¢ist kdd, kterym
budeme znak zapisovat.

Diky tomu, Ze pismena jsou jenom v listech, neni zadny kéd
prefixem (pfedponou) jiného, takZze text zapsany pomoci
takto zakddovanych pismen je jednoznacéné dekddovatelny.
Kdyz se znovu podivame, co je vlastné ¢as fezani, zjistime,
7e je to vazeny soucet délek kodu, kde vahy jsou Cetnosti
znakid. To je ale preci celkovd délka zakédovaného textu!
Jak jsme o kousek vys dokazali, mensi uz byt nemuze. ..

Tomuto optimélnimu prefixovému kédu se fikd Huffmanovo
kédovani.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-5.4

Tomds ,,Palec“ Malecek



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-5.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

24-5-6 Minové pole

Je zfejmé, Ze minové pole samotné ma velikost O(MN)
a celé je musime vypsat, budeme se tedy snazit o pravé
takovou slozitost.

Nejprve jednorozmérna varianta: tam obdélniky popisujici
dosah min (dale jen obdélniky) jsou vlastné tsecky, a tak
nas jen zajimé, kde na fadce zac¢inaji a kde konci.

Uvédomime si, ze nas ¢asto budou zajimat hranice, a tak si
vytvorime pole o délce n + 1, které misto policek v matici
obsahuje informace o hranach ¢tvereck. To ndm pomiiZe
vytesit pripady 1 x 1.

Toto pole budeme chtit projit pravé jednou, a tak si do néj
ulozime levé a pravé hranice obdélnikti na vstupu. Na levou
hranici ulozime +1 a na pravou -1. Pak budeme prochézet
nase pole hranic zleva doprava, v pomocné proménné bude-
me udrzovat soucet plus a minus jednicek, a kdykoli bude-
me uvniti ¢tverecku (tedy mezi hranicemi), tak vypiSeme
pomocnou proménnou.

Ted jesté tu tézs1 éast algoritmu — dvourozmérné obdélniky.
Nedala by se stejnd myslenka s plus a minus jednickami
pouzit i pro obdélniky? Dala, vyfesime nejprve sloupecky a
pak zopakujeme nas ptvodni, fadkovy postup.

Chtéli bychom, aby na konci druhé faze v pomocné matici
mél kazdy obdélnik na ptislusnych radkach jednu +1 a jednu
-1 presné tam, kde je jeho leva a pravéa svisla hranice.

Tohle by ale hravé vytvoril nas ptivodni algoritmus, pokud
bychom jej spustili na sloupecky, do levého horniho rohu
vlozili +1, a do levého spodniho rohu -1. To vyftesi levou
hranici, pro pravou hranici udélame to samé, jen s opa¢nymi
znaménky.

Pro poradek sesumirujeme: levy horni roh dostane +1, pra-
vy horni -1, levy spodni -1 a pravy spodni +1. Spusté-
ni algoritmu na sloupecky vytvori levou hranici obdélnika
z +1 a pravou hranici obdélnikd z -1. V matici samoziej-
mé budou vyssi ¢isla, protoze tento postup provadime pro
vSechny obdélniky soucasné, stejné jako v jednorozmérné
varianté. Spusténi algoritmu znovu, ale nyni na radky, uz
dodéa spravné soucty do policek.

Casov4 slozitost byla opravdu O(M N), protoze jsme nejpr-
ve za kazdy obdélnik ulozili ¢tyti hodnoty do matice, a pak
ji dvakrat prosli — jednou po sloupcich a jednou po radcich.
Matici jsme méli pouze jednu, o velikosti (M +1) x (N +1),
a tak je pamétova sloZitost stejna jako casova.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-6.4

Martin Bohm

24-5-7 Cesta pres hranice

Tyto dvojice pak budeme porovnavat lexikograficky, tedy
(i,7) < (k,l) pravé tehdy, kdyz ¢ < k nebo i =k & j < L.
Nyni jen staci pouzit Dijkstrav algoritmus a pfi porovnava-
ni vzdalenosti zohlednovat pocet projetych celnic a mame
vysledek. O detailech Dijkstrova algoritmu se mizete docist
v nasi kucha¥ce o haldé a Dijkstrové algoritmu.'?

Nyni k téz81 varianté. Opét hledame nejkratsi cestu z A do
C pres B, akorat s tim rozdilem, Zze kazdou celnici zapo-
¢itavame jen jednou. Je dulezité si uvédomit, ze nemusime
nutné pouzit nejkratsi cesty A do B a z B do C, protoze
se nam muzZe stat, Ze méné vyhodnou cestu z A do B pak
efektivné vyuzijeme pfi cestovani z B do C.

Po chvilce premysleni si vSimneme, Ze v nejkratsi cesté urci-
t€ bude existovat vrchol X takovy, Ze nejdfive jdeme z A do
X, pak z X do B, poté se z B vracime zpét do X a nakonec
cestujeme z X do C.

Jinymi slovy pfi cesté z B do C nejdfive jdeme po stejné
cesté, po které jsme prisli, pak se od ni odpojime ve vrcho-
lu X a uz cestu z A do B nikdy kfizovat nebudeme.

Pro¢? Kdybychom cestu z A do B kiizili vicekrat, tak by
to znamenalo, Ze jsme mezi témito dvéma kiiZzenimi nasli
kratsi cestu bez celnic, nez je na prislusné ¢asti cesty z A
do B, tedy by i piivodné bylo vyhodnéjsi jit po tomto nové
nalezeném tuseku.

Nyni, kdyz vime, ze nejkratsi cesta takovy vrchol X obsa-
huje, tak mizeme zkusit vSechny moznosti toho, ktery to
bude (véetné vrcholi A, B, C). Pokud zvolime vrchol X
pevné a vzdélenost X a A bude (i,75), vzdélenost X a B
bude (k,1) a vzdilenost X a C bude (m,n), tak celkova
délka trasy pii vyuziti X bude (i + k +m,j + 2l + n).

Jako X tedy vyzkousime vSechny mozné vrcholy a nejmensi
vypocitana hodnota bude nasim fesenim. Ke kompletnimu
feSeni nam uZ jen zbyva spocitat vzdalenosti z vrchola A,
B, C do vsech ostatnich vrchold a to udélame tak, Ze pro
kazdy z nich zvlast spustime Dijkstriv algoritmus a tim
napriklad zjistime vzdélenost vrcholu A od vSech ostatnich
vrchold.

Casova slozitost obou variant je stejna jako ¢asova slozitost
Dijkstrova algoritmu, tedy O(n?), nebo O((n + m)logn),
pokud v Dijkstrové algoritmu pouzivame haldu.

Ve vzorovém zdrojovém kédu muzete vidét feseni tézsi vari-
anty v jazyce C++. Pro pfehlednost hlavnich ¢asti algoritmu
neni pocitana vysledna cesta, ale pouze optimalni vzdale-
nost.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-7.cpp

Karel Tesar

24-5-8 Jak hraje deskovky poéitac?

Mapa meést je vlastné ohodnoceny neorientovany graf, ve
kterém jsou nékteré vrcholy celnicemi. Pro jednoduchost
bude Linz vrchol A, Pasov vrchol B a Praha vrchol C.

Jednodussi varianta tlohy je vlastné jen hledani nejkratsi
cesty mezi vrcholy A a B a pak mezi vrcholy B a C, kde
pri cestovani musime zohlednovat, i kolika celnicemi jsme
projeli. Na vzdalenost mezi dvéma vrcholy se budeme divat
jako na dvojici ¢isel (4, 7), kde i je poCet celnic, kterymi jsme
projeli, a j je vzdélenost, kterou jsme pfi tom urazili.
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Ukolem bylo prozkoumat Dvonn a zamyslet se nad souc¢ést-
mi algoritmu Alfa-beta, které jsou specifické pro tuto hru.
To je pravé zajimava ¢ast vyvoje umélé inteligence robota
hrajiciho hru, pokud je kostra algoritmu jiz dané. Do Dvon-
nu se sice pustili jen dva odvazlivci, nicméné obé feseni se
mi libila.

Nezarucuji, ze zde predvedené myslenky povedou k nejlep-
$imu moznému pocitacovému soupefi, urcité lze toto Te-
Seni v mnohém jesté vylepsit. Predpokladéna je alespon


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-6.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-5-7.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

poviechna znalost pravidel.!! Tahem se mysli tah jednoho
hrace (nékdy také piltah).

Zamétime se predevsim na ¢ast hry po rozestaveni kament.
Pro prvni ¢ast, tedy rozestavovani kament, je doporuc¢enou
strategii davat své kameny na okraj a co nejblize Cervenym
kamentim, ale nepoklddat moc svych kament vedle sebe.
Podle tohoto popisu je mozné udélat ohodnocovaci funkci
pro Alfa-beta prohleddvani.

Reprezentace pozice a generovani tahu

Zakladem programu jisté musi byt néjaka reprezentace po-
zice a na ni postavené generovani moznych taht. Policka
na desce jsou v Sestitthelnikové mfizce, tu vsak lze repre-
zentovat pfimo jen tézko. Proto policka na desce trochu
posuneme, piesnéji feceno i-tou fadku posuneme o (i —1)/2
policek a dostaneme dvourozmeérné pole.

Lépe pujde transformace pochopit z obrazku, ktery je pre-
vzat z feSeni Vojty Hlavky. X znamena herni policko, polic-
ka S jsou sousedé P, . je poli¢ko mimo desku (nicméné ve
vysledném poli byt musi):

XXXXXXXXX ..
XXXXSSXXXX.
XXXXSPSXXXX
. XXXXSSXXXX
. XXXXXXXXX

!
XXXXXXXXX.
XXXXSSXXXX.
XXXXSPSXXXX
XXXXSSXXXX
X¥XXXXXXXX

V kazdém prvku tohoto dvourozmérného pole musi byt ulo-
Zena barva a vyska sloupku (0 pro prézdné policko), a jestli
se nékde ve sloupku nachézi ¢erveny kamen. Jednou moz-
nou implementaci je mit 3 pole, kazdé pro jednu vlastnost.
Spolu s proménnou znacici, kdo je na tahu, mame takto
kompletni reprezentaci pozice.

Generovdni tahi lze udélat jednoduse prochazenim vSech
policek a pro sloupky (vézicky) hréde na tahu vyhledat, kam
mohou skoc¢it. Nicméné v koncovce, kdy je spousta policek
prazdnych, uz se vyplati generovat tahy chytfeji.

Jednou z moznosti je udrzovat si pro oba hrace seznam je-
jich sloupkt na desce. Ten pak staci projit a podivat se, kam
mohou sloupky skocit. Seznamy se vygeneruji pied prohle-
davanim a budou se udrzovat pfi provadéni a vraceni tahu.

NP7 DU BT PRI

Mozna jesté efektivnéjsi, ale slozitéjsi na implementaci je
pfed prohledéavanim vygenerovat vsechny tahy a pak jen
udrzovat jejich seznam. Je vsak tfeba si dat pozor pii od-
stranovani kament na to, ze bude treba smazat mimo jiné
i tahy vedouci mezi odstranéné kameny.

Provadeni taht je vétsinou primocara zalezitost, v této hie
vSak mé hédek: je tieba zjistovat, jestli se néjaka skupina
kament nestala po tahu nedosazitelnou od cervenych ka-
menu.

Podivame se proto na okolni kameny pravé odebraného ka-
mene, konkrétné na to, jestli se vyskytuji v néjakych shlu-
cich (napf. dva sousedi vedle sebe, prazdné policko, dva
sousedi a prazdné policko davaji dva shluky). Shluky mo-
hou byt maximalné t¥i. Pokud je shluk jen jeden a neni

skdkano s vézickou obsahujici ¢erveny kdmen, urcité se nic
odstranovat nebude.

Jinak je nejspis nutné spustit prohledavani, v kterych kom-
ponentach piislusejicich shlukim jsou ¢ervené kameny. Asi
nejlépe to pujde prohledavanim do sitky, dokud v kazdé
komponenté nenajdeme cerveny kamen nebo ji neprojdeme
celou (v tom pfipadé ji odstranime).

Pokud neskaceme se sloupkem obsahujicim ¢erveny kamen,
mizeme zastavit prohledavani uz po odstranéni vsech kom-
ponent az na jednu — urcité€ v ni cerveny kamen nékde bude.

P1i prohledévani stromu hry je tfeba tahy i vracet, je tedy
nutné udrzovat si historii provedenych taht. Vraceni odstra-
nénych kament lze udélat pomoci spojového seznamu. Ten
se vytvori pfi provedeni tahu a pfi jeho vraceni se projde.

Pro tcely urceni, kdo vyhral, se hodi udrzovat si soucet
vysek sloupkt hrace, coz lze jednoduse doplnit do provadéni
a vraceni taht.

Ohodnocovani pozice a tahu

Ohodnocovdni pozice byva pro algoritmy zalozené na Mi-
nimaxu nejspise tou nejtézsi ¢asti. Na jednu stranu by mé-
lo byt velmi rychlé, vyplati se totiz prohledavat o jedna
hloubéji, nez mit pomalou ohodnocovaci funkci. Na druhou
stranu chceme umeét rozlisit slibné pozice od téch Spatnych.
Tahle ¢ast feseni tlohy je bez praktického vyzkouseni nej-
vice diskutabilni.

Z hlediska efektivity neni dobré, aby ohodnocovaci funk-
ce prosla v kazdém listu prohledévaciho stromu celé herni
pole, hodi se tedy udrzovat si nékteré vlastnosti inkremen-
talné — ménit je jen pri provadéni a vraceni tahd na zakladé
policek ovlivnénych tim tahem. Z takovych vlastnosti uz se
pak muze spocist vysledna hodnota v kazdém listu v case
nezavislém na velikosti herni desky.

Prestoze vyhraje ten, kdo ma vyssi soucet vysek vézicek,
neni podle toho mozna dobré ohodnocovat, protoze nékteré
vézicky mize jednoduSe vzit soupef. Spise je zajimavéjsi
urcit pro vyssi vézicky pobliz cerveného kamene, kdo by
vyhrél, kdyby se o tu vézicku zacalo bojovat (hraci by na
ni stfidavé pokladali kameny).

Je tedy tfeba védét, které kameny mohou na tu vézicku
doskocit, a udrzovat si soucet ovladanych vézicek pro oba
hrace (ale jen téch pobliz Cervenych kament). Na druhou
stranu je nutné dat si pozor, jelikoz nékteré kameny mohou
napadat ¢i chranit vice vézicek najednou.

Zajimavou heuristikou muze byt pocet moznych tahd, tedy
kdo ma vice taht, muze 1épe ovliviiovat hru a je ve vyho-
dé. V koncovce casto vyhraje ten, kdo zahraje poslednich
par taht, pficemz souper musi kola vynechavat, protoze mu
dosly tahy.

Vyhodné jsou ¢asto jen tahy vedouci na soupeftiv nebo cer-
veny kamen anebo chranici vlastni vysokou vézicku, ty by
mély mit vétsi vliv na hodnoceni. Je vsak tfeba jejich pocet
udrzovat pfi provadéni tahii, coz nemusi byt lehké.

Neékdy je vyhodné mit ve svém sloupku cerveny kamen,
protoze pak s nim lze uskoc¢it v pripadé moznosti pfipravit

soupefe o jeho vézicky. Sloupek s ¢ervenym kamenem se asi
hodi zapocitavat, jen kdyz ma moznost nékam se pohnout.

1 http://deskovehry.blogspot.com/2009/10/pravidla-dvonn. htm]|
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12 http://en.wikipedia.org/wiki/Game_complexity

Pokud bychom toto dokézali udrzovat inkrementalné, ohod-
noceni pozice hrace by vypadalo takto, pficemz konstanty
chtéji jesté doladit:
pocetTahu + 2 - pocetTahuNaVezSoupere +
10 - soucetOvladanychVezicek +

30 - pocetVezicekSCervenymKamenem.

Ohodnoceni pozice z pohledu bilého hréace je pak jednoduse
ohodnoceni bilého minus ohodnoceni ¢erného. Z pohledu
¢erného to samé vynasobené —1.

Alfa-beté se kvuli efektivnimu ofezavani hodi mit tahy sera-
zené od téch nejlepsich. Jako prvni se asi vyplati vyzkouset
tahy, které odstrani vice soupefovych kamenid nez nasich
nebo které tomuto odpojeni napomdhaji (po tahu ptjde
skupina odpojit jednim tahem).

Potom byvaji dobré tahy, diky kterym mtizeme néjakou vy-
sokou vézicku ziskat, a dale ty, pii nichz skaceme na soupe-
fav kdmen. AZ naposledy se vyplati zkouSet tahy, pfi nichz
skoc¢ime na svij vlastni kdmen, coz je vétSinou nevyhodné.

Herni strom

U hry se ¢asto zkoumd velikost herniho stromu, aby bylo
mozné odhadnout, jak moc tézké je hru vyftesit, tedy najit
vyhréavajici strategii. Definuje se jako pocet listti stromu,
neboli pocet riznych her, které je mozné sehrat.

Obvykle se neda spocist presné a odhaduje se umocnénim
typického vétveni (poc¢tu moznych taht hrace v né&jaké po-
zici) na maximalni délku hry (nékdy maximélni az na vyji-
meéné dlouhé hry). Pro jednoduchost se omezime na jedno
konkrétni rozmisténi kamenii, tj. vynechame prvni ¢ast hry.

Pro Dvonn je mozné odhadnout vétveni poctem kament
hrade na zac¢atku (23) krat pocet moznych sméra (6), tedy
138. V kazdém tahu hrace se musi uvolnit alespon jedno
policko a na konci musi byt alespon jedno policko obsazené,
coz dava 48 piltaht a tedy maximalné 13848 = 5,18 - 10192
moznych her. Proti tomu je odhadovany pocet atomi ve
vesmiru jako nic.

Skutec¢na velikost herniho stromu je samoziejmeé o dost nizsi
a odhad na vétveni lze podstatneé zlepsit. Mtizeme naptiklad
vyuzit faktu, Ze pocet sloupku pfi hi'e neustéle klesa a tedy
klesa i pocet moznych tahi.

Dalsi véc, ktera se pro hry odhaduje, je pocet dosazitel-
nych stavi. Jelikoz jeden stav se ve stromé muze vyskyto-
vat mnohokrat, byva toto ¢islo mnohem mensi, presto vsak
porad astronomické. Odhadnout tento pocet shora je pékné
kombinatorické cviceni.

Slozitost riznych her a vice informaci lze najit na Wikipe-
dii.'? Tolik v ,kratkosti“ pro Dvonn. Pokud vés toto téma
zajima hloubéji, mtizete se mi ozvat. :-) UZijte si 1éto!

Pavel ,Paulie“ Vesely
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