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m
ód.ÿ
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D
op
lň
ován

í
op
erátorů

6
b
o
d
ů

�
M

ám
e

zadaná
celá

čísla
a

chcem
e

m
ezi

ně
doplnit

zna-
m

énka
plus

+
neb

o
krát

∗
tak,

aby
výsledek

vzniklého
výrazu

byl
co

největší.
Jak

to
m

ám
e

udělat?

P
říklad:

P
ro

čísla
6

2
1

3
0

je
nejvýhodnější

doplnění

6
∗

2
∗

1
∗

3
+

0
=

36.

E
viden

tn
ě

byl
úkol

příliš
jedn

oduchý.
H

lavn
ě

m
ě

ten
po-

licista
zdrželn

atolik,
že

m
ilý

pan
velvyslan

ec
pláchl.

P
ro

teď
bude

asi
rozum

n
ější

zm
izet

a
vrátit

se
sem

jin
dy.

R
aději

se
půjdu

n
ěkam

projít.
M

oje
kroky

m
ě

doved
ly

až
n

a
K

am
pu.

A
o

kus
dál,

k
m

en
-

ším
u

japon
ském

u
chlapci.

P
ůsobí

ztracen
ě,

radši
ověřím

si-
tuaci.

„O
oi.

H
itoribocchi

desu.
N

aze.ÿ
ptám

se.
C

hlapec
se

n
a

m
ě

podíval
a

úpln
ě

se
m

u
rozzářily

oči.
P

o
chvilce

už
vím

,
že

se
jm

en
uje

T
an

aka,
zatoulal

se
své

skupin
ce

a
že

sn
ad

trefí
tam

,
kde

se
m

ají
sejít.

S
am

ozřejm
ě

ho
doprovodím

,
potřebuje

to...
a

kdo
ví,

třeba
se

od
jeho

skupin
ky

ještě
dozvím

n
ěco

zajím
avého.

Z
T

an
akova

výrazu
vyčtu,

že
bychom

m
ěli

být
n

a
m

ístě,
a

vzápětí
lapám

po
dechu.

M
afi

án
i!

L
idi

před
n

ám
i

jsou
určitě

m
afi

án
i

uprostřed
akce.

K
dyž

děláte
n

ovin
ařin

u
dost

d
louho,

n
a

n
ěkteré

věci
prostě

m
áte

čuch,
a

tohle
k

n
im

patří.
C

hvíli
sleduju,

jak
jsou

zorgan
izovan

í.
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rgan

izace
v
y
k
lád
k
y
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b
o
d
ů

�
Z

ákladem
organizovanosti

je
vybrání

dobrého
m

ísta
pro

zastavení
dodávky.

M
afiáni

se
kolem

ní
pak

roze-
staví

v
p

om
yslné

čtvercové
síti

a
předávají

si
zb

oží,
které

se
m

á
dopravit

na
jednotlivá

m
ísta.

Je
žádoucí,

aby
p

očet
m

afiánů
p

otřebných
na

vyloženívšeho
zb

ožíbylco
nejm

en-
ší.

P
ohyb

m
afiánů

p
o

čtvercové
síti

odp
ovídá

p
ohybu

krále
p

o
šachovnici.

F
orm

álnějiřečeno,m
ějm

e
N

b
odů

v
rovině,p

oužívejm
e

m
a-

xim
ovou

m
etriku

(právě
ta

odp
ovídá

m
inim

álním
u

p
očtu

kroků
šachového

krále
m

ezi
dvěm

a
p

oli
šachovnice).

H
ledá-

m
e

b
od

ze
zadaných,

pro
který

platí,
že

součet
vzdáleností

od
všech

ostatních
b

odů
je

pro
něj

nejm
enší.

M
axim

ová
m

etrika
funguje

v
rovině

tak,že
vzdálenostidvou

b
odů

odp
ovídá

větší
z

rozdílů
jejich

souřadnic.
T

edy

d((x
1 ,y
1 ),(x

2 ,y
2 ))

=
m

ax{|x
1 −

x
2 |,|y

1 −
y
2 |}

3

2

5

T
ato

úloha
je

praktická
a

řeší
se

ve
vyhodnocovacím

sys-
tém

u
C

odE
x. 1

P
řesný

form
át

vstupu
a

výstupu,
p

ovolené
jazyky

a
další

technické
inform

ace
jsou

uvedeny
v

C
odE

xu
přím

o
u

úlohy.

N
ajedn

ou
se

objeví
blesk

z
T

an
akova

foťáku.
A

do
háje!

V
šichn

i
si

n
ás

sam
ozřejm

ě
všim

li.
C

hytám
T

an
aku

za
ruku

a
rozbíhám

se
s

n
ím

pryč.
K

dyby
n

ás
chytili,

m
ohlo

by
to

být
hodn

ě
špatn

é.
N

ajedn
ou

se
m

i
T

an
aka

vytrhl.
B

ěží
doprava.

N
ejsem

si
jistá,

co
m

á
v

plán
u,

ale
odbočuju

doleva.
M

ám
e

tak
větší

šan
ce

a
on

se
sn

ad
zn

ovu
n

eztratí.
A

n
i

n
en

echá
chytit.

Z
n

ějakého
důvodu,

m
ožn

á
jak

jsm
e

se
od

sebe
tak

odtrhli,
m

i
ale

vyletělz
brašn

y
blok

s
pozn

ám
kam

i
a

vysypaly
se

z
n

ěj
jedn

otlivé
papíry!

T
o

m
i

tak
chybělo...

potřebuju
je

posbírat,
a

to
hezky

rychle.
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o
d
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N
ovinářce

se
na

cestu
rozsypaly

papíry.P
ředstavm

e
sicestu

jako
čtvercovou

síť
M
×
N

,
kde

přesun
m

ezi
dvěm

a
p

olíčky
odp

ovídá
jednom

u
kroku

a
není

p
ovoleno

přesouvání
šikm

o.
N

a
některá

p
ole

se
vysypaly

jednotlivé
papíry.

N
ovinářka

se
nem

ůže
vracet

zp
ět

(řekněm
e

dolů),
m

ůže
jen

vpřed
(nahoru),doprava

a
doleva.Z

ároveň
p

otřebuje
p

osbí-
rat

všechny
papíry

na
co

nejm
enší

p
očet

kroků.
N

avrhněte
algoritm

us,
který

jí
p

oradí,
jak

se
m

á
p

ohyb
ovat.

N
a

začát-
ku

stojí
novinářka

v
levém

dolním
rohu.

P
říklad:

(p
olíčko

s
papírem

je
1,

b
ez

papíru
0)

0
1

0
0

0
1

0
1

0
0

1
0

O
ptim

ální
řešení

je
například

R
R
U
R
L
L
U.

�
L

ehčí
varianta

(za
3

b
ody):

Ř
ešte

úlohu
pro

oblast
ši-

rokou
právě

3
p

olíčka,
tedy

pro
čtvercovou

síť
rozm

ěru
3
×
N

.

S
papíry

v
n

áručí
utíkám

dál,
dokud

se
m

i
n

epovede
se-

třást
i

posledn
ího

m
afi

án
a.

T
ěžce

oddechuju.
V

ůbec
jsem

n
evn

ím
ala,

kam
běžím

,
ale

to
vyřeším

později.
T

ohle
bude

úžasn
ý

člán
ek.

Š
koda

jen
om

,
že

n
em

ám
ty

fotky,
co

n
afotil

T
an

aka.
A

le
žiju,

to
je

m
ožn

á
hlavn

í.
S

ahám
do

brašn
y

pro
m

obil,
abych

zavolala
Jitce.

M
o-

m
en

t,
tady

je
n

ěco
špatn

ě!
C

hvíli
zoufale

přehrabuju
brašn

u,
n

ež
si

připustím
,

že
m

á
pen

ěžen
ka

v
n

í
prostě

n
en

í.
Jen

že
rán

o
jsem

ji
určitě

m
ěla.

M
usela

jsem
ji

vytratit
při

tom
zběsilém

útěku.
C

o
teď?

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
c
o
d
e
x

–
2

–

(hvězdička
m

oc
hezká

není)
a
$
\
l
d
o
t
s
$

neb
o
$
\
c
d
o
t
s
$

pro
různé

druhy
trojteček.

N
ěkom

u
se

nem
usílíbit

výchozínastaveníform
átu

odstavce
a

stránky.
T

o
sam

ozřejm
ě

jde
přenastavit:

•
\
p
a
r
i
n
d
e
n
t

je
velikost

odsazení
prvního

řádku
odstavce;

•
\
p
a
r
s
k
i
p

je
m

ezera
m

ezi
odstavci;

•
\
b
a
s
e
l
i
n
e
s
k
i
p

je
p

ožadovaná
vzdálenost

m
eziúčařím

ijed-
notlivých

řádků
odstavce;

•
p

okud
by

p
o

uplatněnípravidla
o
\
b
a
s
e
l
i
n
e
s
k
i
p

m
ěly

být
b

oxy
ve

vertikálním
b

oxu
blíž

k
sob

ě
(vzdálenost

m
eziokra-

jib
oxů)

než
\
l
i
n
e
s
k
i
p
l
i
m
i
t,jsou

m
ísto

toho
um

ístěny
tak,

aby
m

ezi
jejich

okraji
byl

\
l
i
n
e
s
k
i
p;

•
předchozí

dva
b

ody
se

uplatní
na

lib
ovolné

dva
b

oxy,
které

se
m

ají
um

ístit
do

vertikálního
b

oxu
hned

p
od

seb
e,

nejen
na

řádky
odstavce.

N
apříklad

m
ůj

oblíb
ený

styl
odstavců

je
takovýto:

\
p
a
r
i
n
d
e
n
t
0
p
t

%
%
z
á
k
l
a
d
n
í
r
o
z
m
ě
r
3
p
t
,
k
t
e
r
ý
s
e
s
m
í

%
%
r
o
z
t
á
h
n
o
u
t
o
2
p
t
a

z
m
e
n
š
i
t
o
1
p
t
,

%
%
k
d
y
ž
j
e
p
o
t
ř
e
b
a

\
p
a
r
s
k
i
p
3
p
t
p
l
u
s
2
p
t

m
i
n
u
s

1
p
t

\
b
a
s
e
l
i
n
e
s
k
i
p
1
1
p
t

\
l
i
n
e
s
k
i
p
1
p
t
%
%
d
e
f
a
u
l
t

\
l
i
n
e
s
k
i
p
l
i
m
i
t
0
p
t
%
%

d
e
f
a
u
l
t

N
a

konkrétní
odstavec

se
p

oužijí
právě

ty
rozm

ěry,
které

jsou
platné

ve
chvíli

zpracování
prim

itiva
\
p
a
r.

P
okud

ne-
m

á
\
p
a
r

co
vysázet,

nevysází
nic,

ani
prázdný

řádek.

N
a

vertikální
m

ezery
rozum

ných
velikostí

m
ůžete

p
oužít

předdefinované
\
s
m
a
l
l
s
k
i
p,

\
m
e
d
s
k
i
p

a
\
b
i
g
s
k
i
p,

každý
z

nich
je

dvojnásobkem
předchozího.

P
okud

p
otřebujete,

aby
se

každý
řádek

zdrojáku
choval

ja-
ko

sam
ostatný

odstavec,
p

oužijte
\
o
b
e
y
l
i
n
e
s.

T
o

se
m

ůže
hodit

třeba
na

sazbu
básní.

N
a

seznam
y

se
dá

p
oužít

\
i
t
e
m
{
o
d
r
á
ž
k
a
},

případně
pro

druhou
úroveň

\
i
t
e
m
i
t
e
m.

P
okud

byste
p

otřeb
ovali

třetí
a

další
úroveň

odrážek,
nejprve

se
zam

yslete,
jestli

bude
výsledek

ještě
stále

přehledný,
neb

o
jestli

to
nebude

lepší
vysázet

jinak.

Ještě
m

ůžete
chtít

zm
ěnit

velikost
strany.

Šířku
a

výšku
strany

určují
rozm

ěry
\
p
d
f
p
a
g
e
w
i
d
t
h

a
\
p
d
f
p
a
g
e
h
e
i
g
h
t.

Šířku
a

výšku
zrcadla

(p
otištěné

části
papíru)

nastavíte
v
\
h
s
i
z
e

a
\
v
s
i
z
e.

K
onečně

\
h
o
f
f
s
e
t

a
\
v
o
f
f
s
e
t

m
ění

levý
a

horní
okraj

–
ten

je
roven

tom
uto

rozm
ěru

plus
1in.

T
edy

nastavení
strany

A
4

s
centim

etrovým
i

okraji
p

o
stra-

nách
vypadá

takto:

\
p
d
f
p
a
g
e
w
i
d
t
h
2
1
0
m
m

\
p
d
f
p
a
g
e
h
e
i
g
h
t

2
9
7
m
m

\
h
s
i
z
e

1
9
0
m
m

\
v
s
i
z
e

2
7
7
m
m

\
h
o
f
f
s
e
t
-
1
5
.
4
m
m

\
v
o
f
f
s
e
t
-
1
5
.
4
m
m

T
olik

první
série.

D
oufám

,
že

vás
druhá

série
neodradí,

ne-
b

oť
obtížnost

úloh
výrazně

stoupla;
těším

se,
že

budu
m

ít
zase

přes
30

řešení
k

opravování.
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D
alší

p
ozorování:

P
ro

právě
zpracovávaný

prvek
x

zjevně
existuje

právě
jedno

k
takové,

že
m

k
<
x
≤
m

k
+
1 .

C
o

to
znam

ená?
V

první
řadě

vím
e,

že
dosud

„nejlepšíÿ
p

odp
osloupnost

délky
k

+
1

(a
větší)

končila
číslem

vět-
ším

neb
o

rovným
x

.
Ž

ádnou
takovou

p
osloupnost

nem
ůže-

m
e

prodloužit
hodnotou

x
,

takže
hodnoty

od
m

k
+
2

dále
se

m
ěnit

nebudou.

P
odobně

se
nebudou

m
ěnit

hodnoty
od

m
1

p
o
m

k
včetně.

V
šechny

už
jsou

m
enší

než
x

,
tedy

je
zlepšit

nedokážem
e.

Z
m

ěnilo
se

p
ouze

to,
že

nyní
um

ím
e

vybrat
rostoucí

p
o-

sloupnost
délky

k
+

1,
která

končí
hodnotou

x
.

N
astavím

e
tedy

m
k
+
1

=
x

.Z
ároveň

vím
e,že

k
+

1
je

délka
nejdelšíros-

toucí
p

odp
osloupnosti

končící
právě

zpracovaným
prvkem

.

N
yní

si
jen

stačí
uvědom

it,
že

hodnoty
m

i
jsou

seřazeny
p

odle
velikosti,

takže
m

ůžem
e

nalézt
správné

číslo
k

binár-
ním

vyhledáváním
v

čase
O

(log
N

).P
otřebujem

e
zpracovat

všech
N

prvků
p

ole,
časová

složitost
algoritm

u
tedy

bude
O

(N
log

N
).

U
rčit

ty
prvky,které

m
ám

e
z

p
osloupnostivyškrtnout

je
už

triviální.
Stačí

si
pro

každý
prvek

a
i

ukládat
index

předp
o-

sledního
prvku

v
nejdelší

rostoucí
p

odp
osloupnosti

končící
v
a
i

a
p

ole
proskákat

až
na

začátek.
P

ro
klesající

část
op

ět
analogicky.

V
zorový

kód
je

z
větší

části
přepisem

program
u

M
artina

R
aszyka.

V
ysvětlení

lineárně-logaritm
ické

verze
algoritm

u
je

pak
z

větší
části

převzato
z

autorského
řešení

dom
ácího

kola
57.

ročníku
M

O
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e
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T
E
X
u

Ř
ešení

úkolu
1

bylo
p

om
ěrně

triviální:

\
c
h
y
p
h

{
\
i
t
P
o
z
n
a
t
k
y
z
í
s
k
a
n
é
c
í
l
e
v
ě
d
o
m
ě

v
p
r
e
a
d
o
l
e
s
c
e
n
t
n
í
m
v
ě
k
u
j
s
o
u

a
d
e
k
v
á
t
n
í

p
o
z
n
a
t
k
ů
m

p
o
ř
í
z
e
n
ý
m

n
á
h
o
d
n
ě
v
e
v
ě
k
u

s
e
n
i
o
r
s
k
é
m
.
(
C
o

s
e
v
m
l
á
d
í
n
a
u
č
í
š
,

v
e
s
t
á
ř
í
j
a
k
o
k
d
y
ž
n
a
j
d
e
š
.
)
}

\
b
y
e

N
ěkteří

z
vás

neřešili
\
i
t,

to
jsem

taktéž
neřešil,

neb
oť

ze
zadání

nebylo
úplně

jasné,
jestli

text
m

áte
vysázet

italikou,
neb

o
rom

anem
(latinkou).

N
ěkteříz

vás
do

některých
slov

vložili
\
-.T

o
jsem

p
enalizo-

val
ztrátou

jednoho
b

odu,
neb

oť
se

jedná
o

nouzové
řešení

pro
případ,

kdy
se

TE X
u

nep
ovede

zalám
at

text
standard-

ním
i

prostředky.
P

ředstavte
si,

že
byste

takhle
ručně

m
ěli

zalám
at

stostránkovou
knihu.

V
souvislosti

s
tím

jsem
strhával

nějaké
b

ody
za

nepřítom
-

nost
\
l
a
n
g
u
a
g
e
\
c
z
e
c
h.

N
a

tom
to

m
ístě

se
m

usím
om

luvit,
daleko

lepší
je

m
ísto

\
l
a
n
g
u
a
g
e
\
c
z
e
c
h

zadat
\
c
h
y
p
h

(resp.
\
s
h
y
p
h

pro
slovenčinu)

–
to

jsem
v

zadání
op

om
enul.

Jaký
je

m
ezitím

rozdíl?
\
c
h
y
p
h

nastavíkrom
ě

českých
vzo-

rů
pro

lám
áníiněkolik

dalších
param

etrů,například
\
f
r
e
n
-

c
h
s
p
a
c
i
n
g

–
v

anglických
textech

se
píšou

za
interpunkč-

ním
i

znam
énky

dvojité
m

ezery,
zato

v
českých

textech
ne.

P
okud

jsem
někom

u
za

toto
strhnul

b
ody,

prosím
,

aby
si

stěžoval,
a

om
yl

bude
napraven.

N
ejsem

si
však

ničeho
ta-

kového
vědom

.

P
okud

jste
se

p
okusili

tento
úkol

vysázet
rom

anem
b

ez
na-

stavené
češtiny,zjistilijste,že

na
konciprvního

řádku
m

áte
plže

(konkrétně
slim

áka).
T

ento
p

o
správném

nastavení
ja-

zyka
zm

izel.

Ú
kol2

byltaktéž
snadný.N

ěkteříkonalivlastnívýzkum
,ji-

ním
ožná

chvílihledalina
internetu,každopádně

snad
všich-

ni,
kdo

dodali
řešení,

jej
m

ěli
správně.

P
říkaz

\
r
m

nastavuje
font

na
rom

an,
latinku,

základní
řez,

jinak
funguje

úplně
stejně

jako
\
i
t

neb
o
\
b
f.

Ještě
dop

o-
ručím

p
ozornosti

čtenáře
příkaz

\
t
t,

který
nastaví

nepro-
p

orcionální
strojopisné

písm
o

(typ
ew

riter).

Jednotlivé
řezy

písm
a

se
v

některých
znacích

liší.
Z

drojáky
je

buď
p

otřeba
sázet

typ
ew

riterem
(\
t
t),

neb
o

si
m

usíte
ohlídat

znaky
jako

{
}
<
>,

na
jejichž

p
ozicích

jsou
v

jiných
řezech

um
ístěny

jiné,
p

otřebnější
znaky.

Ú
kol

3
se

dal
vysázet

čistě
na

základě
látky

ze
seriálu:

$
$
{
a
^
{
(
b
-
2
d
_
c
)
^
3
}

\
o
v
e
r
\
s
q
r
t
{
2
a
^
{
3
b
_
1
}
}
}

+
{
}
_
{
{
}
_
{
{
}
_
1
^
2
}
^
{
{
}
_
3
^
4
}
}

^
{
{
}
_
{
{
}
_
5
^
6
}
^
{
{
}
_
7
^
8
}
}
-

\
s
q
r
t
{
1

+
\
s
q
r
t
{
1

-
\
s
q
r
t
{
1

+
\
s
q
r
t
{
1
-

\
s
q
r
t
{

1
+

{
1

-
{

1
-

{
1
-

x
\
o
v
e
r

1
+

x
}

\
o
v
e
r

1
+
{
1

-
x
\
o
v
e
r

1
+

x
}

}
\
o
v
e
r

1
+

{
1

-
{
1
-

x
\
o
v
e
r

1
+

x
}

\
o
v
e
r

1
+
{
1

-
x
\
o
v
e
r

1
+

x
}

}
}

}
}
}

}
}
$
$

N
ejvíc

práce
zjevně

zabral
druhý

sčítanec
–

nesm
yslná

kon-
strukce

z
horních

a
dolních

indexů.

P
rakticky

identickou
konstrukci

někteří
řešitelé

vytvořili
přes

\
a
t
o
p,

což
nebylo

zam
ýšlené

řešení.
V

ýsledek
však

vy-
padal

velm
i

p
odobně:

$
$
{
{
1

\
a
t
o
p

2
}

\
a
t
o
p
{
3
\
a
t
o
p

4
}
}

\
a
t
o
p

{
{
5

\
a
t
o
p
6
}

\
a
t
o
p

{
7

\
a
t
o
p
8
}
}
$
$

P
oužité

prim
itivum

se
chová

prakticky
stejně

jako
\
o
v
e
r,

akorát
nekreslí

zlom
kovou

čáru.

Ř
ešení

čtvrtého
úkolu

jste
se

zhostili
různě.

M
nozí

doda-
li

hezký
zdroják,

m
ám

z
vás

radost.
Jiná

řešení
však

byla
odfláknutá

až
hrůza.

M
ezi

nejčastější
chyby

patřily
p

om
lč-

ky
(p

oužívání
-

m
ísto

–),
uvozovky

(””
m

ísto
„ÿ)

a
ruční

lám
ání

řádku
v

případech,
kdy

stačilo
nastavit

češtinu.
T

a-
ké

někteří
z

vás
trestuhodně

ignorovali
m

atem
atický

m
ód.

M
inus

jedna
se

sází
jako

$
-
1
$.

D
ále

jste
řešili

několik
problém

ů,
které

jsm
e

v
zadání

ne-
probrali,

neb
oť

buď
nebylo

m
ísto,

neb
o

si
na

ně
nikdo

ne-
vzp

om
něl.

H
ezké

O
ve

složitostních
vzorcích

získáte
jako

$
{
\
c
a
l
O
}
$.

V
m

atem
atickém

m
ódu

se
také

dajípřepínat
fonty,přepínač

\
c
a
l

vybírá
„kaligrafickýÿ

font.

P
ro

stupně
p

oužijte
konstrukci

$
9
0
^
\
c
i
r
c
$:

90
◦.

V
yzkou-

šejte
také

$
\
c
d
o
t
$

a
$
\
t
i
m
e
s
$

pro
různé

druhy
součinů

9
h
t
t
p
:
//
m
o
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
p
/
5
7
/
r
e
s
e
n
i
-
1
.
h
t
m
l

–
14

–

Z
pátky,

přím
o

do
n

áruče
m

afi
án

ů,
se

m
i

tedy
n

echce.
R

a-
ději

vyrážím
po

okolí
se

zoufalou
n

adějí,
že

se
pen

ěžen
ka

n
ěkde

zázračn
ě

objeví.
A

dn
eska

se
zázraky

pod
le

všeho
dějí.

K
luk,

kterého
vidím

,
totiž

n
en

í
n

ikdo
jin

ý
n

ež
T

an
aka,

a
věc,

kterou
drží

ve
své

ruce,
n

en
í

n
ic

jin
ého

n
ež

m
á

pen
ěžen

ka!
A

...,
počkat,

to
je

ten
otrava

z
rán

a,
co

m
ě

odhán
ěl

od
am

basády!
C

o
se

to
tam

vlastn
ě

děje?
T

an
aka

m
ává

m
ou

pen
ěžen

kou
a

O
trava

m
u

bere
foťák...

H
a,

foťák!
K

dybych
se

dostala
k

fotkám
,

byl
by

m
ateriál

pro
člán

ek
už

n
aprosto

dokon
alý.

D
ojdu

k
těm

dvěm
a

blíž.
T

an
aka

je
tak

zaražen
ý,

že
si

vůbec
n

evším
á,

když
m

u
z

ruky
vytáhn

u
svou

pen
ěžen

ku.
O

trava
si

toho
ale

všim
l

a
hn

ed
po

m
n

ě
vyjel.

B
rán

ím
se,

že
pen

ěžen
ka

je
m

oje,
že

v
n

í
jsou

doklady,
pod

le
kterých

m
ě

m
ůže

zkon
trolovat.

S
n

edůvěřivým
pohledem

m
i

bere
pen

ěžen
ku.

N
ijak

zá-
sadn

ě
se

n
ebrán

ím
.

„N
echcete

podržet
ten

foťák,
ať

to
m

ůžete
líp

zkon
trolovat?ÿ

ptám
se.

„H
m

...
jo,

díky,ÿ
zabručí

O
trava

a
podá

m
i

foťák.
Jo!

K
dyž

děláte
n

ovin
ařin

u
dost

d
louho,

n
aučíte

se
taky

dost
rychle

vytahovat
pam

ěťovky
z

foťáků.
A

dost
n

en
ápad-

n
ě.T

akže
když

m
i

pan
policista

o
chvíli

později
s

n
áležitý-

m
i

om
luvam

i
a

dom
luvam

i
podává

pen
ěžen

ku
zpět,

byd
lí

už
pam

ěťovka
z

T
an

akova
foťáku

v
m

é
brašn

ě.
S

pokojen
ě

m
izím

přím
o

do
redakce.

T
am

m
ě

vítají
zprávy

o
optim

alizaci,
či

co
to

m
á

být.

25-2-6
O
p
tim
alizace

v
red
akci

9
b
o
d
ů

�
N

ovinový
článek

se
m

ůže
nacházet

v
m

noha
různých

stavech
a

m
ezi

každým
i

dvěm
a

z
nich

ho
m

ůže
přesou-

vat
nejvýše

jeden
redaktor.K

aždém
u

takovém
u

redaktorovi
se

ale
platí,

a
šéfredaktoři

se
rozhodli

snížit
výdaje.

C
htě-

jí
tedy

některé
redaktory

propustit,
aby

součet
platů

těch
zbylých

byl
co

nejm
enší.

Je
ovšem

třeba
zajistit,

že
se

článek
stále

bude
m

oci
dostat

z
lib

ovolného
stavu

do
lib

ovolného
jiného.

Z
jistěte,

kteří
redaktoři

se
nem

usí
trápit,

kteří
si

m
ají

začít
hledat

no-
vou

práci
a

kteří
by

m
ěli

vyrazit
koupit

svým
nadřízeným

dobrou
b

onb
oniéru.

F
orm

álněji
řečeno,

nalezněte
algoritm

us,
který

pro
každou

hranu
neorientovaného

ohodnoceného
grafu

(váhy
více

hran
m

ohou
být

stejné)
rozhodne,

zda
ta

hrana
leží

v
každé

m
i-

nim
álníkostře

grafu,žádné
m

inim
álníkostře,neb

o
v

někte-
rých

m
inim

álních
kostrách.

P
řip

om
eňm

e,
že

o
m

inim
álních

kostrách
píšem

e
v

kuchařce.

P
říklad:

V
následujícím

grafu
jsou

tučně
vyznačeny

hrany,
které

ležíve
všech

m
inim

álních
kostrách,tence

hrany,které
leží

v
některých,

a
čárkovaně

hrany,
které

neleží
v

žádné
m

inim
ální

kostře.

5
2

2

8
2

S
potěšen

ím
zjišťuju,

že
já

jsem
v

bezpečí.
A

v
ještě

vět-
ším

bezpečí
budu,

až
kon

ečn
ě

dopíšu
ten

člán
ek.

In
vestigativn

ě
n

ovin
ařila

K
arolín

a
„K

arryÿ
B

urešová

25-2-7
Z
alévám

e
d
ok
u
m
en
t

13
b
o
d
ů

�
Seriál

o
TE X

u
p

okračuje
svým

druhým
dílem

.
M

inule
jsm

e
se

naučilizáklady
sazby,přeložiliprvnídokum

en-
ty

a
vyzkoušeli

m
atem

atický
m

ód.
T

entokrát
se

p
onořím

e
hloub

ěji
do

vnitřností
TE X

u,
naučím

e
se

psát
m

akra
a

za-
vřem

e
dokum

ent
do

krabičky.
M

atem
atika

přijde
zkrátka,

v
této

sérii
se

neob
jeví.

P
řip

om
ínám

,
že

preferovaný
for-

m
át

řešení
je

kom
entovaný

zdro-
jový

kód
odevzdaný

jako
prostý

text.
N

em
usíte

se
snažit

zdroják
hezky

vysázet
ap

od.,
jen

bychom
s

tím
m

ěli
zbytečně

víc
práce.

Sazba
do

b
oxů

TE X
sází

na
stránku

nepřeb
erné

m
nožství

různých
ob

jektů.
A

by
se

v
tom

vyznal,
každý

z
nich

za-
balí

do
krabičky,

a
dál

už
pracu-

je
jenom

s
ní.

V
šechno,

co
se

sází,
je

tedy
krabička

–
ob

délníkový
b

ox,
který

m
á

definovanou
výšku,

šířku
a

hloubku.

referen
čn
í
b
o
d−→

•
ú
čaří

←
−
šířka

−→

↑||
v
ý
ška
||↓↑

h
lou
b
ka

↓

TE X
vidí

jednotlivá
písm

enka
jako

b
oxy,

z
nich

(a
výplní

m
ezi

b
oxy)

pak
staví

řádky
a

celé
stránky.

T
uto

větu
vidí

přibližně
takto:

Jednotlivé
b

oxy
se

m
ohou

skládat
do

horizontálních
a

ver-
tikálních

b
oxů

–
věty

v
odstavcisestávajíz

písm
en,která

se
naskládají

do
horizontálních

b
oxů

–
řádků.

Ř
ádky

se
pak

nasyp
ou

do
vertikálního

b
oxu

a
z

toho
vznikne

odstavec.

D
o

horizontálního
b

oxu
se

tedy
skládají

ob
jekty

vedle
seb

e,
kdežto

do
vertikálního

b
oxu

p
od

seb
e.

TE X
řeší

skládání
do

b
oxů

autom
aticky,

ale
přesto

je
ob

čas
p

otřeba
vyráb

ět
b

oxy
explicitně.

K
tom

u
se

m
ůžou

hodit
následující

prim
itiva: 2

\
h
b
o
x
{
n
ě
c
o
}

a
\
v
b
o
x
{
n
ě
c
o
}

explicitně
vyrobíhorizontální

neb
o

vertikální
b

ox
a

do
nich

vloží
příslušný

obsah.

\
h
b
o
x
t
o

1
0
c
m
{
}

je
hb

ox
široký

přesně
10

cm
.T

o
znam

ená,
že

jeho
obsah

se
natáhne

neb
o

sm
rskne

přesně
na

zadanou
velikost.

P
okud

to
TE X

nezvládne,
bude

si
stěžovat

hláškou
O

verfull
hbox

neb
o

U
n

derfull
hbox.

D
alší

m
ožné

jednotky
délky

jsou
například

m
m,

i
n,

p
t,

pří-
padně

e
m

a
e
x.

P
rvní

čtyři
jsou

absolutní
–

jsou
prostě

dlouhé
centim

etr,
m

ilim
etr,

palec
neb

o
am

erický
typ

ogra-
fický

b
od

(TE X
p

oint;
1

7
2
,2
7

palce).
Jednotky

e
m

a
e
x

závisí
na

nastavené
velikosti

písm
a.

P
rvní

z
nich

odp
ovídá

šířce
velkého

písm
ene

M
,

druhá
z

nich
odp

ovídá
výšce

m
alého

písm
ene

x.

2
P

rim
itivum

je
základní

řídící
příkaz

TE X
u.

Je
vhodné

jej
nepředefinovat,

protože
by

se
pak

TE X
m

ohl
chovat

p
odivně.

–
3

–



C
hcete-li

hb
ox

široký
přesně

stejně
jako

stránka
(nezasa-

hující
do

okrajů),
p

oužijte
\
l
i
n
e
{
o
b
s
a
h
}

neb
o
\
h
b
o
x

t
o

\
h
s
i
z
e
{
o
b
s
a
h
}.

O
b

ojí
udělá

totéž.
R

ozm
ěr

\
h
s
i
z
e

určuje
šířku,

na
kterou

se
sází

odstavec.

\
v
b
o
x
t
o
1
0
c
m
{
}

je
vb

ox
vysoký

přesně
10

cm
.

Ještě
exis-

tuje
\
v
t
o
p,

který
m

á
referenční

b
od

v
referenčním

b
odu

prvního
z

ob
jektů

uvnitř,
kdežto

\
v
b
o
x

m
á

referenční
b

od
v

referenčním
b

odě
p

osledního
z

ob
jektů

uvnitř.

P
ozor,

jakm
ile

se
uvnitř

vb
oxu

ob
jeví

odstavec,
tak

m
á

vb
ox

autom
aticky

šířku
\
h
s
i
z
e.

P
roč

tolik
řeším

referenční
b

od,
resp

ektive
účaří?

P
rotože

v
drtivé

většině
případů

se
ob

jekty
skládají

do
horizon-

tálního
b

oxu
tak,

aby
jejich

účaří
lícovala

s
účařím

i
toho

horizontálního
b

oxu.

A
proč

m
á

vlastně
každý

b
ox

výšku
a

hloubku?
Sázím

e-li
písm

ena
na

řádek,
pak

některé
znaky

přesahují
p

od
řádek:

gjp
qy

–
ty

pak
m

ajínenulovou
hloubku.Stejně

jsou
na

tom
například

závorky:
()

M
ódy,

čáry
a

prázdné
m

ísto

TE X
op

eruje
v

různých
m

ódech.
N

a
začátku

je
ve

verti-
kálním

m
ódu,

tedy
skládá

b
oxy

p
od

seb
e.

Jakm
ile

začnete
odstavec,

přejde
do

horizontálního
m

ódu
a

skládá
b

oxy
ve-

dle
seb

e.
K

dyž
skončí

odstavec
(\
p
a
r),

zp
ůsobí

zalám
ání

a
přejde

zp
ět

do
vertikálního

m
ódu.

T
aktéž

uvnitř
vb

oxu
je

ve
vertikálním

m
ódu

a
uvnitř

hb
o-

xu
v

horizontálním
,

jen
s

tou
výjim

kou,
že

uvnitř
b

oxů
jste

jistým
zp

ůsob
em

ohraničeni,
například

hb
ox

se
vám

neza-
lám

e.

K
dyž

chcete
nakreslit

vodorovnou
neb

o
svislou

čáru,
p

ou-
žijte

\
h
r
u
l
e

neb
o
\
v
r
u
l
e.

P
ozor,

\
h
r
u
l
e

sm
í

být
p

oužita
jen

ve
vertikálním

m
ódu

a
\
v
r
u
l
e

jen
v

horizontálním
.

V
odorovná

čára
je

standardně
vysoká

0.4
pt

a
široká

stej-
ně

jako
b

ox,
který

ji
ohraničuje

(což
je

buď
příslušný

vb
ox,

neb
o

celá
stránka).

P
okud

se
nám

to
nelíbí,

m
ůžem

e
to

zm
ěnit:

\
h
r
u
l
e

w
i
d
t
h

2
c
m

h
e
i
g
h
t
1
p
t
d
e
p
t
h
1
p
t.A

na-
logicky

funguje
svislá

čára
v

horizontálním
b

oxu.

D
op

oručuji
za

takovýhle
příkaz

napsat
\
r
e
l
a
x,

čím
ž

zam
e-

zíte
tom

u,
aby

se
TE X

p
okoušel

interpretovat
nějaký

násle-
dující

text
jako

rozm
ěry

čáry.

N
akonec,

když
chcete

bílé
m

ísto,
p

oužijte
příkaz

\
v
s
k
i
p

neb
o
\
h
s
k
i
p

p
odle

m
ódu,

ve
kterém

jste:
\
v
s
k
i
p

1
5
m
m

vytvoří
15

m
m

vertikální
m

ezeru.

P
okud

p
otřebujete

roztažitelnou
m

ezeru,
p

oužijte
\
v
f
i
l

neb
o
\
h
f
i
l.

T
aková

výplň
se

m
ůže

roztahovat
do

neko-
nečna.

T
akže

například
centrovaný

řádek
vypadá

takto:
\
l
i
n
e
{
\
h
f
i
l
o
b
s
a
h
\
h
f
i
l
}.N

eb
o

m
ůžete

p
oužít

konstruk-
ci

\
c
e
n
t
e
r
l
i
n
e
{
o
b
s
a
h
},

ta
funguje

stejně.

K
b

oxům
a

výplním
se

ještě
vrátím

e
ve

čtvrté
sérii

a
vy-

světlím
e

si,
jak

fungují
doopravdy

uvnitř
různých

procedur
TE X

u.

M
akra

M
áte-lip

ocit,že
nějaký

kus
textu

neb
o

kódu
píšete

vícekrát,
jsou

m
akra

přesně
pro

vás.
F

ungují
p

odobně
jako

funkce
v

b
ěžných

program
ovacích

jazycích.

Z
ákladní

variantou
je

m
akro

b
ez

param
etrů.

D
efinuje

se
p

om
ocí

prim
itiva

\
d
e
f:

\
d
e
f
\
n
a
z
e
v
m
a
k
r
a
{
o
b
s
a
h

{
\
b
f
m
a
k
r
a
}
}

N
a

takto
definované

m
akro

se
pak

m
ůžete

kdekolidálodvo-
lat

p
om

ocí
\
n
a
z
e
v
m
a
k
r
a.

T
ypické

p
oužití

m
ůže

být
třeba

takovéto:

\
d
e
f
\
p
o
d
p
i
s
{
K
a
r
e
l

P
o
v
o
l
n
ý
,
M
F
F
U
K
\
p
a
r
}

T
e
x
t

d
o
p
i
s
u

1
\
p
o
d
p
i
s

\
v
f
i
l
\
e
j
e
c
t

%
%

d
a
l
š
í

s
t
r
á
n
k
a

T
e
x
t

d
o
p
i
s
u

2
\
p
o
d
p
i
s

\
v
f
i
l
\
e
j
e
c
t

\
b
y
e

P
rim

itivum
\
p
a
r

zp
ůsobí

přechod
na

nový
odstavec,

stejně
jako

prázdný
řádek.

S
m

akry
jste

se
už

p
otkali

v
m

inulé
sérii.

N
apříklad

\
T
e
X

je
m

akro,
které

vysází
název

program
u

TE X
se

správně
p

o-
sunutým

i
písm

eny.

K
aždé

m
akro

je
definované

jen
v

rám
ci

své
skupiny.

V
y-

zkoušejte,
jak

se
přeloží

například
následující

zdroják:

\
d
e
f
\
m
a
k
r
o
{
A
B
C
}
{
\
d
e
f
\
m
a
k
r
o
{
D
E
F
}
\
m
a
k
r
o
}
\
m
a
k
r
o

D
efinicí

již
existujícího

m
akra

předefinujete
stávající.

T
ím

sim
ůžete

absolutně
rozbít

prostředí,takže
je

p
otřeba

sivy-
bírat

jm
éna,

která
zatím

neexistují.
Sp

olehlivý
test

vypadá
například

takto:

\
d
e
f
\
i
s
d
e
f
i
n
e
d
#
1
{
\
i
f
x
\
u
n
d
e
f
i
n
e
d
#
1
N
\
e
l
s
e
Y
\
f
i
}

\
i
s
d
e
f
i
n
e
d
{
\
m
a
c
r
o
}

\
i
s
d
e
f
i
n
e
d
{
\
w
t
f
}

.
.
.

T
akové

testování
proveďte

jednou.
V

e
chvíli,

kdy
m

akro
de-

finujete,
si

ověřte,
že

tím
nic

nezkazíte.
P

ak
takový

test
zrušte,

nem
á

sm
ysl,

zbytečně
by

akorát
zaplevelil

zdroják.
Ž

ádná
budoucí

verze
plainu

vám
vaše

m
akro

nerozbije. 3

M
akra

s
param

etry

F
unkce

obvykle
m

ůžou
m

ít
param

etry,
stejně

na
tom

jsou
m

akra.

\
d
e
f
\
m
a
k
r
o
#
1
#
2
#
3
{
T
o
h
l
e

j
e

m
a
k
r
o
s
e
t
ř
e
m
i

p
a
r
a
m
e
t
r
y
.

P
a
r
a
m
e
t
r

1
j
e

#
1
,

p
a
r
a
m
e
t
r
2
j
e
#
2

a
p
a
r
a
m
e
t
r

3
j
e

#
3
.
}

\
m
a
k
r
o
{
k
o
m
b
a
j
n
}
{
b
a
g
r
}
{
t
r
a
k
t
o
r
}

T
ohle

je
m

akro
se

třem
i

param
etry.

P
aram

etr
1

je
kom

bajn
,

param
etr

2
je

bagr
a

param
etr

3
je

traktor.

K
aždé

m
akro

m
ůže

m
ít

až
9

param
etrů,

číslovaných
od

1.
N

a
n-tý

param
etr

se
odkazujem

e
p

om
ocí

#
n.N

a
každý

para-
m

etr
se

m
ůžem

e
odkázat

klidně
vícekrát,

neb
o

také
vůb

ec.

\
d
e
f
\
r
e
k
l
#
1
{
K
a
r
e
l

ř
e
k
l
:
\
u
v
{
#
1
}

O
p
r
a
v
d
u

ř
e
k
l
:

\
u
v
{
#
1
}
}

\
d
e
f
\
i
g
n
o
r
u
j
#
1
#
2
#
3
{
}

M
akra

s
odděleným

i
param

etry

M
akra

jsou
m

ocnějšízbraň,než
by

se
m

ohlo
zdát.P

aram
et-

ry
totiž

nem
usí

být
jenom

uzavřené
ve

složených
závorkách.

M
ohou

být
odděleny

prakticky
čím

koli.
T

aková
definice

vy-
padá

například
takto:

\
d
e
f
\
u
l
o
h
a
#
1
:
#
2
b
{
Ú
l
o
h
a
z
a

#
2

b
o
d
ů
:
#
1
\
p
a
r
}

\
u
l
o
h
a

T
ř
í
d
ě
n
í
:

4
b

\
u
l
o
h
a

G
r
a
f
y
:
5
b

P
aram

etr
#
1

v
uvedeném

příkladu
tedy

p
ožere

všechno
až

do
dvojtečky

a
následující

m
ezery.

A
param

etr
#
2

p
ožere

všechno
od

toho
m

ísta
dál

až
do

nejbližšího
b.

3
D

.
E

.
K

nuth
prohlásil,

že
plain

nebude
m

ěnit,
zůstane

navěky
stejný.

–
4

–

P
ojedem

e
doprava

až
ke

kraji.
P

ak
ve

sloup
cích

na
střídač-

ku
budem

e
jezdit

dolů
a

nahoru,
dokud

se
nevrátím

e
na

začátek.
V

iz
křivku

na
obrázku.

T
ento

p
ostup

funguje
vždy,

p
okud

m
ám

e
sudou

šířku.
P

okud
bychom

m
ěli

sudou
výš-

ku,
tak

trávník
jen

otočím
e.

U
kázali

jsm
e

tedy,
že

řešení
existuje,

p
okud

m
ám

e
alesp

oň
jeden

rozm
ěr

sudý.

A
le

p
ozor,

to
stále

není
všechno.

C
o

když
jeden

z
rozm

ěrů
trávníku

bude
1?

T
o

pak
naše

řešení
tak

úplně
nefungu-

je,
protože

se
nem

ám
e

jak
vrátit.

R
ozm

ěr
1

tedy
m

usím
e

vyřešit
zvlášť:

•
1
×

1
p

osekat
lze.

T
o

jen
stojím

e
na

m
ístě.

•
1×

2
p

osekat
také

lze.P
ojedem

e
na

sousedníp
olíčko

a
hned

se
vrátím

e.
•

1
×
N
,N
≥

3
p

osekat
nelze,

protože
už

se
nem

ám
e

kudy
vrátit.

A
to

už
je

opravdu
všechno,

další
případy

pro
trávník

b
ez

kytek
nem

ám
e.

N
yní

k
verzi

trávníku
s

kytkam
i.

O
p

ět
si

trávník
obarvím

e
jako

šachovnici
a

p
odívám

e
se,

ve
kterých

případech
m

á-
m

e
stejně

černých
a

bílých
p

olíček
(levé

horní
p

olíčko
vždy

obarvím
e

na
černo).

Stejně
jich

m
ám

e,
p

ouze
p

okud
m

á
trávník

oba
rozm

ěry
liché

a
kytky

leží
na

černém
p

olíčku.
V

ostatních
případech

vím
e,že

trávník
určitě

p
osekat

nelze.

P
ro

liché
rozm

ěry
a

kytky
na

černém
p

olíčku
zkonstruuje-

m
e

ob
dobné

řešení
jako

pro
trávník

b
ez

kytek.
P

ojedem
e

doprava
a

pak
na

střídačku
nahoru

a
dolů.

Jediný
rozdíl

je,
že

v
některé

dvojici
sloup

ců
obsahující

kytky
budem

e
kličkovat,

abychom
obkličkovali

kytky,
viz

obrázek.

A
jak

p
oznám

e,
kdy

kličkovat?
B

ude
to

tehdy,
kdy

p
oprvé

vjedem
e

do
sloup

ce
s

kytkam
i.A

díky
tom

u,že
ob

ě
souřad-

nice
kytek

m
ají

stejnou
paritu,

tak
před

p
otkáním

kytek
budem

e
m

ít
před

seb
ou

vždy
lichý

p
očet

řádků,
tedy

před
řádkem

s
kytkam

ise
kličkováním

dostanem
e

do
sloup

ce
vle-

vo
od

kytek,
a

p
o

kytkách
nám

zbyde
sudý

p
očet

řádků,
tedy

na
konci

kličkování
budem

e
otočeni

doleva.

P
okud

by
kytky

byly
v

prvním
sloup

ci,tak
situacivyřeším

e
zrcadlově.

A
p

okud
by

byly
v

prvním
řádku,

tak
si

plánek
otočím

e.

A
op

ět
to

funguje
až

na
případy,

kdy
je

jeden
z

rozm
ěrů

roven
jedné.

T
y

zas
vyřeším

e
zvlášť:

•
1
×

1
nedává

sm
ysl,

protože
se

tam
s

kytkam
i

nevejdem
e.

•
1
×

2
řešení

vždy
m

á,
jsm

e
tam

jen
m

y
a

kytky.

•
1
×

3
řešení

m
á,

p
okud

jsou
kytky

vpravo.

•
1
×
N
,N
≥

4
řešení

nem
á,

protože
se

nem
ám

e
jak

vrátit.

A
m

ám
e

vše
dokázáno.

Jelikož
nep

otřebujem
e

znát
kon-

krétní
dráhu,

tak
program

není
třeba.

K
arel

T
esař

25-1-7
G
P
S
log

N
ejdůležitějším

b
odem

řešení
této

úlohy
byl

algoritm
us

pro
hledání

nejdelší
rostoucí

vybrané
p

odp
osloupnosti.

V
ětšina

z
vašich

řešení
m

ěla
kvadratickou

časovou
složitost.

M
y

si
však

ukážem
e

lepší
řešení

s
časovou

složitostíO
(N

log
N

).

K
p

ojm
ům

:N
ejdelšírostoucíp

odp
osloupnostíp

osloupnosti
a
1 ,a

2 ,...,a
n

končící
v
i-tém

prvku
budem

e
rozum

ět
p

o-
sloupnost

prvků
a
r
1 ,a

r
2 ,...,a

r
l

takovou,
že
r
l

=
i

a
záro-

veň
∀
r
j
<
i

:
r
j
<
r
j+
1 ∧

a
r
j
<
a
r
j
+
1 .

Její
délku

značím
e
d
i .

N
ejdelší

klesající
p

odp
osloupnost

začínající
v
i-tém

prvku
je

definována
ob

dobně
s

tím
,

že
m

usí
začínat

i-tým
prvkem

.
Její

délku
označím

e
d
′i .

1.
pozorován

í:
Jestliže

chcem
e

znát
délku

nejdelší
klesající

p
odp

osloupnosti,
lze

obrátit
p

ořadí
prvků

v
p

oli
a

hledat
op

ět
rostoucí

p
odp

osloupnost.

2.
pozorován

í:C
hcem

e-livědět,jaký
je

nejdelším
ožný

G
P

S
log

pro
daný

vrchol,
lze

ho
snadno

sp
očítat

jako
d
i +

d
′i −

1.
Stačí

tedy
projít

vstupní
p

ole,
tuto

hodnotu
sp

očítat
pro

každý
prvek

a
uložit

si
m

axim
um

.

Z
bývá

nám
tedy

už
jen

říct,
jak

nejdelší
rostoucí

p
odp

o-
sloupnost

najít.
U

kážem
e

si
nejdřív

kvadratické
řešení,

kte-
ré

p
ozději

zlepším
e.

Jistě
platí

d
1

=
1.

P
ro

k
>

1
sp

očítám
e
d
k

následovně.
N

echť
m

ám
e

nejdelší
rostoucí

p
odp

osloupnost
končící

v
a
k .

Z
akrytím

a
k

dostávám
e

op
ět

nějakou
rostoucí

p
odp

osloup-
nost,

tentokrát
končící

v
a
x .

Její
délka

je
d
x ,

tedy
délka

p
osloupnosti

se
zakrytým

a
k

je
d
x

+
1.

Správné
x

sice
neznám

e,
lze

ho
však

snadno
najít.

V
ím

e
totiž,

že
m

usí
platit

x
<
k

a
navíc

a
x
<
a
k .

T
edy

platí
d
k

=
m

ax
x
<
k
,a

x
<
a
k
d
x

+
1.

P
ro

vylepšení
algoritm

u
p

oužijm
e

další
p

ozorování:
Jestliže

m
ám

e
dvě

stejně
dlouhé

rostoucí
p

odp
osloupnosti,

z
nichž

jedna
m

á
p

oslední
prvek

m
enší

než
druhá,

vždy
se

vyplatí
p

oužít
tu

s
m

enším
p

osledním
prvkem

.
Z

vládnem
e-li

totiž
vylepšit

tu
„horšíÿ,

jistě
to

dokážem
e

i
pro

tu
„lepšíÿ.

Stačí
si

tedy
pro

každou
z

m
ožných

délek
p

osloupností
dr-

žet
tu

nejlepší,
tedy

končící
nejm

enším
m

ožným
prvkem

.
O

značm
e

jako
m

i
nejm

enší
hodnotu,

kterou
m

ůže
končit

i-prvková
rostoucí

p
odp

osloupnost
z

dosud
prošlých

prvků,
a

na
začátku

inicializujm
e
m

takto:
m

i
=

0
pro

i
=

1,
jinak

m
i

=
∞

.

N
yní

p
ostupně

projdem
e

vstupní
p

ole
a

budem
e

sledovat,
jak

se
m

ění
hodnoty

m
i

p
o

zpracování
nového

členu.

V
šim

něte
si

nejprve,
že

v
každém

okam
žiku

platí,
že

hod-
noty

m
i

(které
jsou

různé
od
∞

)
jsou

rostoucí.
K

dyž
totiž

um
ím

e
vytvořit

rostoucíp
odp

osloupnost
délky

i,která
kon-

čí
hodnotou

m
i ,

tak
jejích

prvních
i−

1
členů

tvoří
rostoucí

p
odp

osloupnost
délky

i−
1,

která
končí

členem
m

enším
než

m
i .

P
roto

nutně
m

i−
1
<
m

i .

–
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Ú
těk

N
ejdříve

se
p

odívám
e,

jak
vypadá

řešení
pro

N
=

0,
te-

dy
hledání

nejkratší
cesty

v
bludišti

ze
startovního

p
olíčka

[s
x
,s

y ]
do

cílového
p

olíčka
[s

x
,s

y ].

K
řešení

budem
e

využívat
datovou

strukturu
jm

énem
fron-

ta.
F

ronta
funguje

jako
každá

norm
ální

fronta.
K

aždý
pr-

vek,
který

do
ní

přidám
e,

se
zařadí

na
konec

a
každý

prvek,
který

odebírám
e,

odeb
erem

e
ze

začátku.
O

b
ojí

zvládnem
e

v
konstantním

čase.

A
lgoritm

us,
který

zde
p

oužijem
e,

se
jm

enuje
prohledávání

do
šířky,p

om
ocíněho

zjistím
e

nejkratšívzdálenost
každého

p
olíčka

od
startovního.

T
yto

vzdálenosti
si

budem
e

pam
a-

tovat
v

dvourozm
ěrném

p
oli

D
(na

začátku
inicializováno

na
−

1).

N
a

začátku
algoritm

u
přidám

e
startovní

p
olíčko

do
fronty

a
nastavím

e
D

[s
y ][s

x ]=
0.N

yní,dokud
fronta

neníprázdná,
odeb

erem
e

p
olíčko

p
z

fronty
a

všechna
sousední

p
olíčka

q,
která

nejsou
zdm

i
a

m
ají

hodnotu
D

rovnu
−

1,
přidám

e
do

fronty
a

p
oložím

e
D

[q
y ][q

x ]=
D

[p
y ][p

x ]+
1.

N
a

algoritm
u

je
vidět,že

p
olíčka

zpracovávám
e

v
p

ořadídle
jejich

vzdálenosti
od

startu,
tedy

u
každého

p
olíčka

nyní
m

ám
e

sp
očítanou

jeho
vzdálenost

od
startu.

P
okud

tento
fakt

hned
nevidíte,

tak
si

průb
ěh

algoritm
u

nakreslete
do

nějakého
bludiště.

Č
asová

složitost
je
O

(velikost
bludiště),

každé
p

olíčko
prá-

vě
jednou

přidám
e

do
fronty,

právě
jednou

jej
odeb

erem
e

a
u

každého
p

olíčka
se

dívám
e

jen
na

4
sousedy.

N
yní

už
jen

zbývá
vypsat,

jak
jsm

e
se

do
cíle

dostali.
T

o
m

ůžem
e

jednoduše
udělat

tak,
že

si
v

průb
ěhu

algoritm
u

krom
ě

vzdáleností
navíc

budem
e

ukládat,
z

jakého
p

olíč-
ka

jsm
e

se
do

něj
dostali.

P
ak

jsm
e

schopni
p

om
ocí

těchto
zp

ětných
odkazů

získat
p

osloupnost
p

olíček
z

cíle
do

star-
tu,

tuto
p

osloupnost
pak

stačí
jen

otočit
a

m
ám

e,
co

jsm
e

chtěli.

N
yní

se
p

odívejm
e

na
variantu

pro
2
≥
N
>

0.
T

entokrát
už

nám
nestačí

jen
přím

očaře
procházet

bludiště,
protože

ještě
m

usím
e

zohledňovat
p

olohy
osob.

O
p

ět
p

oužijem
e

procházení
do

šířky,
ale

tentokrát
nebu-

dem
e

procházet
jen

m
apu

bludiště,
ale

něco,
čem

u
se

říká
stavový

prostor.
Stavový

prostor
je

nějaká
m

nožina
stavů,

kde
z

některých
stavů

m
ůžem

e
přecházet

do
jiných.

N
apří-

klad
v

bludišti
jsou

stavy
jednotlivá

p
olíčka.

K
aždá

osoba
i

m
á

dané
cyklické

p
ořadí

k
i

p
olíček,

která
navštěvuje,

budem
e

u
ní

tedy
rozlišovat

k
i

stavů.

Jednotlivým
i

stavy
pro

průchod
do

šířky
budou

všechny
m

ožné
p

ozice
nás

a
čísla

p
ozic

osob,
při

kterých
nestojím

e
na

p
olíčku

zároveň
s

osob
ou.

P
řechody

m
ezi

stavy
budou

odp
ovídat

jednom
u

p
ohybu

nás
a

osob,
při

kterém
se

ne-
střetnem

e.

N
a

tom
to

stavovém
prostoru

nyní
p

oužijem
e

prohledávání
do

šířky
a

jsm
e

hotovi.
Ještě

p
oznam

enejm
e,

že
abychom

om
ezilivelikost

stavového
prostoru,nebudem

e
brát

všechny
m

ožné
p

ozice
osob,

ale
že

stačí
vzít

jen
nejm

enší
sp

olečný
násob

ek
velikostí

jejich
okruhů.

N
a

tento
algoritm

us
se

m
ů-

žete
p

odívat
ve

vzorovém
zdrojovém

kódu.

Č
asová

složitost
celého

algoritm
u

je
O

(p
očet

stavů)
=

O
(velikost

bludiště ·nsn(k
1 ,k

2 )).

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
5
-
1
-
4
.
c
p
p

K
arel

T
esař
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A
lgoritm

u
s
sek
retářk

y

T
áto

úloha
testovala,že

čiste
správne

p
orozum

elikuchárke
o

základoch
časovej

zložitosti. 8
K

získaniu
plného

p
očtu

b
odov

neb
olo

nutné
vym

ýšľať,
čo

robí
sekretárka,

stačilo
p

opísať,
čo

robí
zdrojový

kód.

P
rogram

pre
každú

dvojicu
tvaru

(a[i],c[j])
vypíše

neja-
kú

hodnotu
ak

a[i]
=
c[j],

pričom
i
∈
{0
,...,N

−
1}

a
j
∈
{0,...,M

−
1}.

T
akýchto

dvojíc
je

presne
N
M

a
pre

každú
vykonám

e
najviac

dve
op

erácie
(test,

že
či

sa
ob

e
zložky

rovnajú
a

prípadné
vypísanie),

teda
celkový

p
očet

vykonaných
op

erácií
je

určite
najviac

2N
M

.
Z

kuchárky
viem

e,
že

2
N
M
∈
O

(N
M

),
m

ôžem
e

teda
konštatovať,

že
program

m
á

časovú
zložitosť

O
(N
M

).

Jednoduchým
argum

entom
dokážem

e,
že

to
isté

už
efektív-

nejšie
nespravím

e.
P

redstavm
e

si,
že

v
každom

prvku
p

o-
ľa
a

a
c

je
uložená

tá
istá

hodnota.
P

otom
je

nutné
vypísať

presne
N
M

hodnôt,
teda

každý
správny

algoritm
us

m
usí

m
ať

časovú
zložitosť

O
(N
M

).

Z
a

určenie
časovej

zložitosti
b

olo
m

ožné
získať

1
b

od
a

na-
vyše

za
korektné

zdôvodnenie
neexistencie

efektívnejšieho
algoritm

u
som

udelil
plný

p
očet.

P
eter

Z
em

an

25-1-6
S
ekán

í
tráv

y

N
ejdříve

pár
slov

k
došlým

řešením
.

A
si

nejčastější
chyb

ou
bylo,

že
i

když
jste

správně
napsali,

kdy
trávník

p
osekat

lze
a

kdy
ne,

tak
už

jste
nenapsali

žádné
odůvodnění,

proč
tom

u
tak

je
a

proč
to

v
jiných

případech
nelze.

O
b

čas
se

ob
jevovala

jen
zdůvodnění

pro
případy,

kdy
to

jde,
v

ji-
ných

řešeních
zas

p
ouze

zdůvodnění,
proč

to
v

některých
případech

nejde.

K
e

kom
pletním

u
řešení

se
úloha

m
usí

rozdělit
do

nějakých
případů

a
o

všech
se

pak
m

usí
něco

říct.
P

okud
u

nějakého
sp

eciálního
případu

ukážem
e,že

řešeníexistuje,tak
to

ještě
neznam

ená,
že

pro
ostatní

neexistuje,
a

naopak.

D
alší

častou
chyb

ou
bylo,

že
jste

zap
om

ínali
na

okrajové
případy,

kdy
se

řešení
chová

jinak.
N

apříklad,
p

okud
jeden

z
rozm

ěrů
je

1.

T
eď

už
ale

dost
přip

om
ínek.

P
ojďm

e
se

raději
p

odívat,
jak

to
m

ělo
být

správně.

N
ejdříve

rozeb
erem

e
případ

trávníku
b

ez
kytek.

C
elou

plo-
chu

trávníku
si

obarvím
e

jako
šachovnici

a
všim

nem
e

si,
že

ať
p

o
trávníku

budem
e

jezdit
jakkoliv,

tak
se

nám
na

cestě
vždy

p
o

jednom
budou

střídat
černá

a
bílá

p
olíčka.M

y
chce-

m
e

p
ostupně

projít
všechna,

každé
právě

jednou,
a

vrátit
se

zp
ět

na
začátek.

T
o

se
nám

m
ůže

p
ovést

jen
tehdy,

p
o-

kud
budem

e
m

ít
stejný

p
očet

černých
a

bílých
p

olíček.
T

o
nastává

právě,
když

alesp
oň

jeden
rozm

ěr
trávníku

je
sudý.

N
yníjsm

e
tedy

ukázali,že
pro

liché
rozm

ěry
trávníku

řešení
nem

ůže
existovat,ale

o
jeho

existencijsm
e

zatím
nic

neřekli.
P

ředp
okládejm

e
tedy,

že
alesp

oň
jeden

rozm
ěr

trávníku
je

sudý,
a

zkusm
e

řešení
zkonstruovat.

B
ez

újm
y

na
ob

ecnosti
budem

e
předp

okládat,
že

sudá
je

šířka
trávníku.

8
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
s
l
o
z
i
t
o
s
t

–
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e
následujícídefinicia

zkoum
ejm

e
chováním

akra
\
m
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\
d
e
f
\
m
c
#
1
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:
#
2
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#
3
:
:
#
4
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{
(
#
1
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(
#
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(
#
3
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(
#
4
)
}

\
i
t

\
m
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:
:
:
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:

\
m
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a
:
:
b
:
c
:
:
d
:

\
m
c
a
:
:
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:
:
c
:
:
d
:
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\
m
c
:
:
:
:
a
:
:

\
m
c
:
:
a
:
:
:
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:
:
:
:
:
:

V
ýstup

vypadá
takto:

()()()()
(:a)(b)(c)(d)

(a)(b)(:c)(d):
()()(:a)(

():a)()(:
)():::

Ještě
stojíza

p
oznám

ku,že
je

m
ožno

m
íchat

oddělené
a

ne-
oddělené

param
etry.

P
latí,

že
za

neodděleným
param

etrem
není

žádný
oddělovač,

v
definici

\
d
e
f
\
m
c
#
1
:
#
2
#
3
#
4
:
:

jsou
to

param
etry

2
a

3,
kdežto

1
a

4
jsou

oddělené
dvojtečkou,

resp.
čtyřtečkou.

Z
načka

#
n

je
zjednodušeně

odkaz
na

příslušný
param

etr.
P

okud
byste

například
ale

chtěli
napsat

„m
akro,

které
de-

finuje
m

akroÿ,
m

ožná
budete

p
otřeb

ovat
#
#,

což
se

expan-
duje

na
jediný

znak
#.

V
yzkoušejte

následující
kód:

\
d
e
f
\
o
b
a
l
m
a
k
r
o
#
1
#
2
{
\
d
e
f
#
1
#
#
1
{
#
#
1
#
2
#
#
1
}
}

Ú
kol

1
[3b]:

N
akreslete

TE X
em

šachovnici
8
×

8.
H

rana
čtvercového

p
olíčka

nechť
je

přesně
2

cm
.

B
odujem

e
hlavně

preciznost
a

čistotu
kódu.M

ě-
la

by
vypadat

takhle,
jen

větší:

Ú
kol

2
[2b]:

D
efinujte

m
akro

\
u
l
o
h
a,

které
se

bude
volat

takto:

\
u
l
o
h
a
2
5
-
2
-
7
:
Z
a
l
é
v
á
m
e
d
o
k
u
m
e
n
t
(
1
3
)

a
vysázíse

tak,aby
výsledek

vypadalco
nejvíce

jako
hlavič-

ka
úlohy

v
letácích

K
SP
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Skloňování

u
p

očtu
b

odů
m

ůžete
ignorovat,

za
výraz

„3
b

odůÿ
vám

žádné
b

ody
nestrhnem

e.

K
ategorie

znaků

TE X
rozlišuje

16
kategorií

znaků:

Č
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N
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Z
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0
E

scap
e

char
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1
O

p
en

group
{

2
C

lose
group

}
3

M
ath

$
4

A
lignm

ent
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5
E

nd
of

line
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(znak
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SC
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aram
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Subscript
_
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znak
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A
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Space
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L
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A
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O

ther
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13
A

ctive
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C
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ent
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15
Invalid

znak
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A
SC

II
kódem

127

Z
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se
m

ezikategoriem
idajípřehazovat

užitím
prim

itiva
\
c
a
t
c
o
d
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V
e

skutečnosti
je

to
256

nezávislých
4-bitových

čísel.
P

rostým
uvedením

A
SC

II
kódu

znaku
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\
c
a
t
c
o
d
e

vybíráte
jeho

kategorii:
\
c
a
t
c
o
d
e

7
1

odp
ovídá

kategorii
znaku

G
,

tedy
11.

K
dyž

chcem
e

číslo
vypsat

(vysázet),
p

oužijem
e

prim
itivum

\
t
h
e:

\
t
h
e
\
c
a
t
c
o
d
e

6
4

by
m

ělo
vysázet

12
(což

je
kate-

gorie
znaku

@
).

K
dyž

chcem
e

číselnou
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nastavit,
p

oužijem
e

následující
konstrukci:

\
c
a
t
c
o
d
e
6
4

=
1
3

%
%
P
ř
e
h
l
e
d
n
ě
j
š
í

v
a
r
i
a
n
t
a

\
c
a
t
c
o
d
e
6
4

1
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%
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T
o
t
é
ž

j
a
k
o

p
ř
e
d
c
h
o
z
í

Č
íslo

je
také

m
ožno

zapsat
jinak

než
decim

álně:
’
x
y
z

je
oktalový

zápis,
"
x
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je
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ální
zápis
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‘
\
x

je
A

SC
II

kód
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znam
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K
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m
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význam
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E
scap

e
char
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se
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ní:
Je-li

\
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o
d
e
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\
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pak
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p
a
r

a
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p
a
r

m
ají

úplně
stejný

význam
.

O
p

en
group

a
close

group
sloužík

uzávorkovánívšeho
m

ož-
ného.

Stejně
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u
escap

e
charu,

nezáleží
na

A
SC

II
kódu

znaku,
otevřít

resp.
uzavřít

skupinu
m

ůže
kterýkoli

znak
kategorie

1
resp.
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U
vozovací

znak
m

atem
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znáte

z
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inula.
A
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ent

se
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tabulkových
konstrukcích,to
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z
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E
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L
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navíc
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E
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L
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p
a
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P
aram
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m
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se
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Subscript
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sup
erscript

se
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v
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index.

Ignored
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se

chovají
tém

ěř
stejně

–
jsou

ignorovány.
V

případě
invalidního

znaku
si

ještě
navíc

TE X
stěžuje.

U
m

ezery
se

ignoruje
A

SC
II

kód
a

nahrazuje
se

bílým
m

ís-
tem

p
odle

param
etrů

fontu.
M

ezera
je

totiž
divný

znak
–

všim
něte

si,
že

jako
jediná

m
ůže

m
ít

různou
šířku

p
odle

p
otřeby.

P
ísm

ena
a

ostatní
znaky

se
liší

prakticky
jedinou

věcí
–

tím
,

jak
se

chovají
za

escap
e

charem
.

Ř
ídící

sekvence
je

totiž
escap

e
char

+
všechny

následující
znaky

kategorie
11,

neb
o

escap
e

char
+

jeden
následující

znak
lib

ovolné
kategorie.

A
ktivníznaky

se
chovajístejně

jako
řídícísekvence.M

ůžete
je

p
oužít

za
\
d
e
f

a
definovat.

A
konečně

znak
kom

entáře.
O

d
toho

se
ignoruje

vše
až

ke
konci

řádky.

Ř
ádky

M
ožná

vás
zarazilo,

že
jenom

znak
C

R
(13)

je
end-of-line,

když
na

L
inuxu

je
konec

řádky
znak

L
F

(10).

TE X
čte

vstup
p

o
řádkách

tak,
jak

je
dostává

od
systém

u.
N

a
L

inuxu
je

to
tedy

znak
L

F
(kód

10),
na

W
indow

s
dvo-

jice
znaků

C
R

+
L

F
(13

a
10).

Systém
ový

znak
konce

řádku
se

uřízne,
ořežou

se
bílé

znaky
a

na
konec

řádku
se

vloží
znak

C
R

.

N
a

vstupu
m

ůže
také

probíhat
netrivální

překódování,
ob-

vykle
se

tím
ale

není
třeba

zabývat.

T
okeny

Je
důležité

vědět,jak
se

TE X
vlastně

chová
ke

svém
u

vstupu.
K

aždý
znak,

který
se

ob
jeví,

je
tokenizován.

Je
určena

jeho
kategorie

a
jeho

A
SC

II
kód

sp
olečně

s
kategorií

je
uložen

jako
token.

T
okeny

budem
e

značit
takto:

(znak,
kategorie).

D
lužno

p
odotknouti,že

řídícísekvence
se

p
ovažuje

za
jeden

token,
tedy

například
\
p
a
r

je
jen

jeden
token

(p
a
r,

0).

–
5

–



T
ento

kód
nefunguje

tak,
jak

byste
čekali.

Z
kuste

si
to:

\
c
a
t
c
o
d
e
‘
\
@

1
1

%
%
@
j
e
l
e
t
t
e
r

\
d
e
f
\
m
a
c
#
1
@
{
p
a
r
a
m
e
t
r
:

(
#
1
)
}

\
c
a
t
c
o
d
e
‘
\
@

1
2

%
%
@
j
e
o
t
h
e
r

\
m
a
c
n
ě
c
o

@
\
c
a
t
c
o
d
e
‘
\
@

1
1

%
%
@
j
e
l
e
t
t
e
r

\
m
a
c
n
ě
c
o

@

M
akro

totiž
očekává

token
(@,

11),
nikoli

(@,
12).

A
tak

čte
tokeny

jeden
za

druhým
a

čeká,
jestli

se
neob

jeví
ten

správný.
A

on
se

neob
jeví,

protože
i

když
p

ostupně
přečte

\
c
a
t
c
o
d
e
‘
\
@
1
1

na
pátém

řádku,tak
jsou

to
pro

něj
stále

jen
tokeny,

které
přijdou

do
prvního

param
etru...

E
xpanze

m
aker

K
dyž

se
na

nějakém
m

ístě
ob

jeví
řídící

sekvence,
která

je
definována

jako
m

akro,
tak

se
TE X

p
odívá,

jak
se

m
á

volat
a

jak
m

ají
vypadat

param
etry.

P
ak

čte
tokeny

jeden
za

druhým
,

dokud
nenačte

všechny
param

etry
m

akra.

P
řečtené

tokeny
odstraní

a
m

ísto
nich

vloží
definici

m
ak-

ra.
V

ní
nahradí

všechny
výskyty

#
n

příslušným
i

param
et-

ry
a

všechny
dvojice

tokenů
(#,

6)
zredukuje

na
jednotlivé

výskyty.
A

pak
se

na
to

pustí
hledání

m
aker

znova
a

znova,
dokud

tam
nezůstanou

jenom
znaky

a
prim

itiva.

TE X
navíc

obsahuje
om

ezení
pro

případ
b

ěžných
překlep

ů
(zap

om
enutých

pravých
závorek)

–
standardně

není
p

ovo-
leno,

aby
param

etr
m

akra
obsahoval

\
p
a
r.

K
dyž

to
p

otře-
bujete,

předřaďte
před

definici
m

akra
\
l
o
n
g:

\
l
o
n
g
\
d
e
f
\
a
#
1
{
}

\
d
e
f
\
b
#
1
{
}

\
a
{
\
p
a
r
}
%
%
p
r
o
j
d
e

\
b
{
\
p
a
r
}
%
%
v
y
h
o
d
í
c
h
y
b
u

Ú
kol

3
[8b]:

V
ym

yslete,
jak

přepnout
TE X

do
m

ódu,
kdy

vysází
na

výstup
(tém

ěř)
přesně

to,
co

m
á

ve
vstupu.

H
od-

notí
se

funkčnost,
čistota

kódu
a

nápad.
N

eb
ojte

se
zeptat

ve
fóru,

rádi
p

oradím
e

a
p

om
ůžem

e,
také

se
tam

m
ůžete

dozvědět
různá

dop
oručení

a
upřesnění

úlohy.

Sp
olu

s
hotovým

m
akrem

dodejte
také

ukázkové
p

oužití
–

vysázené
řešení

nějaké
jiné

úlohy
z

této
série

se
zdrojovým

kódem
.

T
oto

řešení
dodejte

jako
součást

řešení
této

úlohy,
jinak

nebude
hodnoceno.

P
okud

by
vás

náhodou
napadlo

prozkoum
at

zdrojové
kódy

L ATE X
u,

nedělejte
to,

byť
by

se
v

nich
jedno

m
ožné

řešení
dalo

najít.
Jsou

spletité
a

akorát
se

v
nich

zam
otáte.

R
adši

to
zkuste

vym
yslet

sam
i.

B
ěhem

řešení
úloh

se
vám

ještě
m

ůže
hodit

prim
itivum

\
l
e
t:

P
o

provedení
\
l
e
t
\
x
y
z
\
a
b
c

m
á
\
x
y
z

identický
vý-

znam
jako

\
a
b
c.P

oužívá
se

například
na

uloženíp
ůvodního

význam
u

řídící
sekvence,

případně
na

„nakopírováníÿ
m

ak-
ra.

I
když

se
pak

zm
ění

význam
p

ůvodní
sekvence

(v
uve-

deném
příkladě

\
a
b
c),

význam
nové

sekvence
zůstává.

V
y-

zkoušejte:

\
d
e
f
\
a
b
c
{
A
B
C
}
\
a
b
c

\
l
e
t
\
x
y
z
\
a
b
c

\
x
y
z

\
d
e
f
\
a
b
c
{
D
E
F
}
\
a
b
c

\
x
y
z

V
e

skutečnosti
\
l
e
t

nepřiřazuje
význam

řídícísekvence,ale
význam

tokenu,
takže

například
m

ůžete
p

oužít
konstrukci

\
l
e
t
\
z
a
v
i
n
a
c

@
a

pak
bude

m
ít
\
z
a
v
i
n
a
c

stejný
význam

jako
token

(@,
12).

T
aké

se
vám

při
definování

m
aker

m
ůžou

hodit
prim

itiva
\
b
e
g
i
n
g
r
o
u
p

a
\
e
n
d
g
r
o
u
p.

H
odí

se
ve

chvíli,
kdy

p
otřebu-

jete
například

jedním
m

akrem
otevřít

a
jiným

pak
zavřít

skupinu,
neb

oť
definice

m
akra

m
usí

být
dobře

uzávorkova-
ná.

P
ozor,

toto
je

jiný
typ

skupiny
než

ta,
která

je
ohraničena

tokeny
(*,

1)
a

(*,
2). 4

T
akže

skupina
otevřená

prim
itivem

\
b
e
g
i
n
g
r
o
u
p

m
usí

být
uzavřená

p
om

ocí
\
e
n
d
g
r
o
u
p,

jinak
si

TE X
stěžuje

(a
obráceně

skupina
otevřená

tokenem
kate-

gorie
1

m
usí

být
uzavřená

tokenem
kategorie

2).

T
oť

protentokrát
vše.

P
řeji

m
noho

štěstí
při

definování
m

a-
ker.

D
otazy

a
doplnění

p
osílejte

do
fóra,

stejně
jako

v
první

sérii.

Jan
„M

oskytoÿ
M

atějka

R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky:

M
inim

ální
kostra

P
ředstavm

e
si

následující
problém

:
C

hcem
e

určit
silnice,

které
se

budou
v

zim
ě

udržovat
sjízdné,

a
to

tak,
abychom

celkově
udržovali

co
nejm

éně
kilom

etrů
silnic,

a
přesto

žád-
né

m
ěsto

od
ostatních

neodřízli.

M
ěsta

a
silnice

sim
ůžem

e
představit

jako
graf,o

kterém
ny-

ní
budem

e
předp

okládat,
že

je
souvislý.

K
dyby

nebyl,
náš

problém
nijak

vyřešit
nelze.

V
ýsledný

p
odgraf/seznam

sil-
nic,

který
řeší

náš
problém

se
sněhem

,
nazývají

m
atem

atici
m

in
im

áln
í

kostra
grafu

.

P
okud

vůb
ec

netušíte,
co

je
to

graf,
přečtěte

si
úvodní

gra-
fovou

kuchařku
na

našem
w

ebu. 5

C
o

se
v

souvislém
grafu

přesně
m

yslí
p

od
p

ojm
em

kost-
ra

?
N

azvem
e

jí
lib

ovolný
p

odgraf,
který

obsahuje
všechny

vrcholy
a

zároveň
je

strom
em

.S
trom

jsm
e

sidefinovaliv
ka-

pitole
o

grafech;
jsou

to
přesně

ty
grafy,

které
jsou

souvislé
(z

každého
vrcholu

„dojedem
eÿ

do
každého

jiného)
a

b
ez

kružnice
(takže

nem
ám

e
v

silniční
síti

žádné
přebytečné

cesty).

P
okud

každou
hranu

grafu
ohodnotím

e
nějakou

vahou,
což

v
našem

případě
bude

vždy
kladné

číslo,
dostanem

e
ohod-

n
ocen

ý
graf.

V
takových

grafech
pak

obvykle
hledám

e
m

ezi
všem

i
kostram

i
kostru

m
in

im
áln

í,
což

je
taková,

pro
kterou

je
součet

vah
jejích

hran
nejm

enší
m

ožný.

G
raf

m
ůže

m
ít

více
m

inim
álních

koster
–

například
jestliže

jsou
všechny

váhy
hran

jedničky,
všechny

kostry
m

ají
stej-

nou
váhu

n
−

1
(kde

n
je

p
očet

vrcholů
grafu),

a
tedy

jsou
všechny

m
inim

ální.

P
ro

vyřešeníproblém
u

hledáním
inim

álníkostry
se

nám
bu-

de
hodit

datová
struktura

D
isjoin

t-F
in

d-U
n

ion
(D

F
U

).
T

a
um

í
pro

dané
disjunktní

m
nožiny

(disjunktní
znam

ená,
že

každé
2

m
nožiny

m
ajíprázdný

průnik
neb

oližádné
sp

olečné
prvky)

rychle
rozhodnout,

jestli
dva

prvky
patří

do
stejné

m
nožiny,

a
provádět

op
eraci

sjednocení
dvou

m
nožin.

A
lgoritm

us

A
lgoritm

us
na

hledání
m

inim
ální

kostry,
který

si
předvede-

m
e,

je
typickou

ukázkou
tzv.

hladového
algoritm

u.
N

ejprve
setřídím

e
hrany

vzestupně
p

odle
jejich

váhy.
K

ostru
bude-

m
e

p
ostupně

vytvářet
přidáváním

hran
od

té
s

nejm
enší

vahou
tak,

že
hranu

do
kostry

přidám
e

právě
tehdy,

p
o-

kud
sp

ojuje
dvě

(prozatím
)

různé
kom

p
onenty

souvislosti
vytvořeného

p
odgrafu.

Jinak
řečeno,

hranu
do

vytvářené

4
U

tokenů
kategorie

1
a

2
nezáleží

na
kódu

znaku,
proto

jsou
uvedeny

hvězdičky.
5
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
g
r
a
f
y

–
6

–

T
o

nem
usíbýt

nalezeno
jen

přivkládánínového
m

nohoúhel-
níku,

ale
i

p
o

dosažení
vrcholu

některého
stánku

a
zm

ěně
„aktuálníÿ

okrajové
úsečky.

D
alší

m
ožnost

je,
že

vkládaný
m

nohoúhelník
je

uvnitř
ji-

ného
(B

v
A

)
či

jiný
stánek

bude
m

ezi
okraji

vkládaného
(D

v
C

).

A

B
C

D

T
yto

situace
se

však
v

intervalovém
strom

ě
snadno

deteku-
jí

–
v

čase
O

(log
T

)
je

m
ožno

zjisit,
jaký

okraj
bude

levým
sousedem

vkládaného.
Z

křížení
okrajů

m
ůžem

e
kontrolovat

při
každém

vkládání
okraje

do
intervalového

strom
u

(lze
si

rozm
yslet,

že
při

vkládání
se

úsečka
p

orovná
s

ob
ěm

a
sou-

sedním
i,

p
okud

existují).
A

„nekřížícíÿ
situace

se
snadno

detekuje
p

om
ocí

nalezení
levých

sousedů
vkládaných

okra-
jů

(op
ět

časO
(log

T
)).P

rvnípřípad
(B

v
A

)
nastane

tehdy,
p

okud
bude

sousedem
levého

okraje
levý

okraj,
druhý

pří-
pad

(D
s
C

)
ošetří

test,
zdali

levý
soused

pravého
okraje

vkládaného
m

nohoúhelníku
je

levý
okraj

téhož
útvaru.

A

B
C

D
E

P
ři

dosažení
vrcholu,

kde
se

jen
lám

e
okraj,

stačí
na

prv-
ní

p
ohled

otestovat
zkřížení

nové
úsečky

se
sousedy.

T
o

je
im

plem
entováno

p
om

ocí
odebrání

a
vložení

hrany.
V

praxi
však

nastává
ještě

jeden
drobný

problém
–

konkrétně
zkří-

žení
ve

vrcholu
okraje

(D
s
E

).
N

icm
éně

dotyky
okrajů

nep
ovažujem

e
za

překryv
(A

,
B

a
C

)
(toho

jsm
e

dosáhli
tím

,
že

při
detekci

kolizí
neuvažujem

e
krajní

b
ody

úseček
a

při
dotyku

okrajů
je

pravý
okraj

tříděn
vlevo

od
levého).

Jak
si

snadno
čtenář

rozm
yslí,

řešení
je

analogické
testu,

zdali
nově

vkládaný
m

nohoúhelník
je

součástí
jiného.

K
on-

krétně
ozkouším

e,
je-li

levým
sousedem

levého
okraje

něja-
ký

pravý
okraj,

resp.
(v

případě,
že

se
„lám

eÿ
pravý

okraj)
zdali

je
levým

sousedem
pravého

okraje
levý

okraj
téhož

m
nohoúhelníku.

V
hodn

ou
úpravou

lze
tuto

operaci
zrychlit

–
kon

krétn
ě

n
a-

lézt
sousedy

v
čase

O
(1).

N
icm

én
ě

vzhledem
k

tom
u,

že
pri-

oritn
í

fron
ta

potřebuje
n

a
každou

operaci
čas
O

(log
T

),
tak

zpom
alen

í
vyřazen

ím
a

opětovn
ým

vložen
ím

okraje
n

ám
cel-

kovou
asym

ptotickou
složitost

n
ezhorší.

O
debrání

m
nohoúhelníku

ve
chvíli,

kdy
se

dostanem
e

se
sw

eep-line
nad

něj,je
triviální.T

am
žádná

kolize
nevznikne,

a
je

tedy
p

otřeba
jen

upravit
intervalový

strom
na

absenci
přislušných

dvou
okrajů.

P
rogram

jen
im

plem
entuje

výše
zm

íněný
p

ostup.
P

okud
označím

e
celkový

p
očet

vrcholů
m

nohoúhelníků
N

a
p

o-
čet

stánků
T

,
časovou

náročnost
m

ůžem
e

celkově
p

opsat

jako
O

(N
log

T
)

–
údržba

strom
u

stojíO
(log

T
)

na
vlože-

ní/odebrání,údržba
haldy

(prioritnífronty)
taktéž

(je
třeba

si
uvědom

it,
že

p
okud

budem
e

do
fronty

vkládat
vždy

jen
následujícízlom

okraje,nebudem
e

v
nív

žádném
okam

žiku
m

ít
více

než
O

(T
)

prvků,p
odobně

jako
v

intervalovém
stro-

m
ě).

P
am

ěťová
náročnost

je
lineární

vzhledem
k

velikosti
vstupu,

tedy
O

(N
).

P
rogram

(P
ascal):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
5
-
1
-
2
.
p
a
s

P
avel

Č
ížek
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Ř
azen

í
h
rad
n
í
stráže

P
rvní

p
ozorování:

K
dyž

si
ob

ě
řady

stejně
přečíslujem

e
(ob

ecně
jakkolipřeznačím

e),p
očet

nutných
přesunů

se
urči-

tě
nezm

ění.
M

y
si

tedy
přečíslujem

e
odchozí

řadu
tak,

aby
vojáci

m
ěli

čísla
p

ostupně
1
,...,N

.
T

ím
jsm

e
úlohu

pře-
vedli

na
určení

nejm
enšího

p
očtu

přesunů
pro

seřazení
p

o-
sloupnosti.

D
ruhé

p
ozorování:

K
dyž

m
usím

e
přesunout

vojáka
na

i-té
p

ozici,
m

usím
e

přesunout
také

všechny,
kteří

stojí
napravo

od
něj.

V
šim

nem
e

si,
že

příchozí
řada

bude
vždy

začínat
nějakou

seřazenou
p

osloupností.
O

značm
e

délku
nejdelší

takové
p

o-
sloupnosti

jako
K

.
V

nejhorším
případě

je
K

určitě
ale-

sp
oň

1.

V
oják

na
(K

+
1)-té

p
ozici

stojí
špatně.

K
dyby

nestál,
m

ěla
by

m
axim

ální
seřazená

p
osloupnost

délku
alesp

oň
o

1
větší.

T
ohoto

vojáka
tedy

m
usím

e
přesunout,

a
s

ním
i

všechny
vojáky

napravo
od

něj.D
ohrom

ady
tak

budem
e

p
otřeb

ovat
alesp

oň
N
−
K

přesunů.

N
−
K

přesunů
nám

zároveň
stačí.V

ojácina
prvních

K
p

o-
zicích

jsou
vůči

sob
ě

správně,
nem

usím
e

je
tedy

přesouvat.
O

statní
vojáci

se
m

ůžou
při

svém
přesunu

zařadit
na

lib
o-

volné
m

ísto,
zařadí

se
tedy

na
správné

m
ísto.

P
ro

každého
z

nich
tak

p
otřebujem

e
jen

jeden
přesun.

Ú
lohu

tedy
vyřeším

e
tak,

že
si

nejprve
přečíslujem

e
ob

ě
řady.

N
a

to
p

otřebujem
e

jednou
projít

celý
vstup,

což
stih-

nem
e

v
O

(N
).N

ásledně
budem

e
procházet

příchozířadu
od

začátku
a

vždy
zkontrolujem

e,
jestli

m
á

voják
vpravo

větší
číslo.

T
ím

získám
e
K

.
V

nejhorším
případě

projdem
e

řadu
celou,

tedy
op

ět
O

(N
).

P
otřebujem

e
tři

p
ole

o
velikosti

N
,

takže
pam

ěťová
složitost

je
také

O
(N

).

N
ěkteříz

vás
určovalinejen

nutný
p

očet
přesunů,ale

také
to,

kam
se

m
á

každý
přesouvaný

voják
zařadit.

T
ěm

dop
oru-

čujem
e

číst
p

ořádně
zadání,

ušetří
vám

to
sp

oustu
práce

;)
P

oznam
enám

e
ale,

že
kdybychom

něco
takového

chtěli,
je

nejlepšířešit
úlohu

p
om

ocíbinárního
vyhledávacího

strom
u.

D
o

něj
bychom

si
uložili

všechny
vojáky

ze
seřazené

části
p

osloupnosti.
P

ak
bychom

do
něj

p
ostupně

vkládali
vojáky

z
konce

p
osloupnosti.P

odle
toho,zda

přecházím
e

do
levého,

neb
o

pravého
syna,

dokážem
e

říct,
na

jakou
p

ozici
se

m
á

daný
voják

zařadit.
P

am
ěťová

složitost
by

v
tom

případě
zůstala

O
(N

),
časová

složitost
by

vzrostla
na
O

(N
log

N
).

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
5
-
1
-
3
.
c

Jiří
S

etn
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a
K
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a
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B
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V
zorová

řešení
první

série
dvacátého

pátého
ročníku

K
SP

25-1-1
F
otografován

í

V
zorové

riešenie
nevyužíva

žiadnu
prevratnú

m
yšlienku

a
taktiež

nep
oužíva

žiadnu
štruktúru,s

ktorou
by

sa
nestretol

začiatočník.V
ystačím

e
siso

sp
ojákm

ia
obyčajným

ip
oliam

i
a

časová
zložitosť

vyjde
lineárna.

A
lgoritm

us
preb

ehne
v
n

krokoch
–

v
každom

kroku
odob

e-
riem

e
jeden

vrchol
v

a
priradím

e
m

u
číslo

k
v .

V
ytvorím

e
si

n
-prvkové

p
ole

V
také,

že
V

[x
]=

deg(x
).

V
ždy

odob
erám

e
vrchol,

ktorý
m

á
najm

enšiu
hodnotu

vo
V

(ak
ich

je
viac,

tak
vezm

em
e

ľub
ovoľný)

a
všetkým

jeho
susedom

s
väčšou

hodnotou
vo

V
znížim

e
hodnotu

vo
V

o
1.

P
re

vrchol
u

p
oložím

e
k
u

rovné
V

[u
],

pri
ktorom

sm
e

ho
odobrali.

A
by

sm
e

nahliadli
správnosť

algoritm
u,

stačí
ukázať,

že
pri

odobraní
bude

m
ať

každý
vrchol

u
nastavenú

správnu
hod-

notu
vo

V
.

N
a

začiatku
sú

určite
všetky

hodnoty
nasta-

vené
správne.

Ď
alej

p
ostupujm

e
indukciou.

P
redstavm

e
si,

že
odob

erám
e

nejaký
vrchol

u
.

Z
indukčného

predp
okladu

m
u

nastavím
e

správne
k
u .U

vážm
e

teraz
ľub

ovoľný
vrchol

x
taký,

že
V

[x
]

=
V

[u
].

V
rcholu

x
nem

ôžem
e

znížiť
V

[x
]

o
1,

pretože
by

to
znam

enalo,že
m

u
priradím

e
k
x
<
V

[u
],čo

sa-
m

ozrejm
e

nem
ôže

byť
pravda

–
pre

takéto
k
x

by
ešte

ostal
v

hre.
V

rcholom
s
V

[x
]
>
V

[u
]

m
usím

e
stup

eň
znížiť,

leb
o

vrchol
u

vypadne
z

hry
skôr

ako
akýkoľvek

takýto
vrchol

x
.

Č
asová

zložitosť
algoritm

u
zavisí

dosť
od

im
plem

entácie.
M

nohí
p

oužili
haldu,

v
ktorej

m
ali

uložené
vrcholy

p
od-

ľa
stupňa

a
z

toho
im

vyliezli
v

zložitosti
nejaké

logaritm
y.

T
o

ale
vôb

ec
nie

je
nutné.

Stačí
si

vytvoriť
p

ole
veľké

n
,

in-
dexujm

e
ho

od
0

do
n−

1.N
a
i-tejp

ozíciisa
bude

nachádzať
sp

oják
s

vrcholm
istupňa

i.T
oto

p
ole

budem
e

precházať
od

nultej
p

ozície.

P
redstavm

e
si,

že
sm

e
na

nejakej
p

ozícii
k.

K
ým

sú
v

prí-
slušnom

sp
ojáku

nejaké
vrcholy,

tak
prvý

odob
eriem

e
a

všetkých
jeho

susedov
v

konštantnom
čase

presuniem
e

na
správnu

p
ozíciu.

K
tom

u
sa

nám
bude

hodit
si

pre
každý

vrcholpam
ätať,kde

sa
nachádza.A

k
sm

e
už

pre
aktuálne

k
celý

sp
oják

vyčerpali,
zvýšim

e
k.

V
yššie

p
opísaná

im
plem

entácia
nám

zaručí
lineárnu

časovú
zložitosť.

N
a

každý
vrchol

sa
totižto

p
ozriem

e
práve

raz
(keď

ho
odob

erám
e)

a
zároveň

nastavím
e

stup
eň

každém
u

jeho
susedovi.

Č
asová

zložitosť
je

teda
O

(n
+
m

),
kde

m
je

p
očet

dvojíc.
P

am
äťová

je
rovnaká

ako
časová.

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
5
-
1
-
1
.
c
p
p

P
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S
tán
k
y
n
a
n
ám
ěstí

P
ro

zjištění,
zdali

m
ají

dva
stánky

kolizi
m

ezi
seb

ou,
p

o-
užijem

e
tzv.

sw
eep-line

(„zam
etací

přím
kuÿ).

P
ředstavím

e
si,

že
budem

e
m

ít
p

om
yslnou

přím
ku

rovnob
ěžnou

(např.)
s

osou
X

a
budem

e
s

ní
p

osouvat
z
y

=
−
∞

do
y

=
+
∞

.
T

ím
to

nám
p

ostupně
protne

všechny
stánky

(viz
následující

obrázek).

A
B

C

N
a

něm
m

ám
e

znázorněny
stánky

A
,
B

a
C

a
p

om
yslnou

přím
ku

zobrazenou
čárkovaně.

P
lnou

čárou
jsou

označeny
levé

okraje
m

nohoúhelníků
(stánků),hustě

tečkovanou
pra-

vé
okraje

a
řídce

tečkovanou
okraje

rovnob
ěžné

s
osou

X
.

Jak
si

m
ůžem

e
všim

nout,
m

nohoúhelníky
nám

rozdělují
přím

ku
na

několik
intervalů

(dle
jejich

průsečíků).
B

ez
ko-

lize
stánků

se
nám

na
sw

eep-line
pravidelně

střídají
jejich

levé
a

pravé
okraje.

P
okud

bychom
m

ěli
dva

levé
(či

pravé)
okraje

vedle
seb

e,
došlo

by
k

překrytí
vnitřků

m
nohoúhel-

níků.

Z
ákladem

program
u

tedy
bude

udržovat
siinform

ace
o

tom
,

jak
vypadá

rozdělení
na

intervaly
odp

ovídající
jednotlivým

m
nohoúhelníkům

.
V

této
struktuře

budem
e

p
otřeb

ovat
být

schopni
rychle

provést
následující:

•
P

řidat
m

nohoúhelník
–

ve
chvíli,

kdy
se

sw
eep-line

dotkne
jeho

sp
odního

okraje
•

O
debrat

m
nohoúhelník

–
ve

chvíli,
kdy

sw
eep-line

opustí
jeho

nejvyšší
b

od
•

O
pravit

intervaly
ve

chvíli,
kdy

narazím
e

na
b

od,
kde

se
levý

či
pravý

okraj
lám

e
(tj.

kdy
se

dostanem
e

na
některý

vrchol
m

nohoúhelníku)

P
rvníop

erace
vyžaduje,abychom

bylischopnirychle
vyhle-

dat,
které

m
nohoúhelníky

budou
vlevo

a
vpravo

od
vklá-

daného.
P

roto
pro

reprezentaci
rozdělení

sw
eep-line

stán-
ky

budem
e

p
oužívat

intervalový
strom

6
(v

program
u

užit
A

V
L

strom
kvůli

vyvažování
–

viz
kuchařku

o
vyhledáva-

cích
strom

ech). 7
T

ím
dosáhnem

e
vyhledání,kam

m
ám

e
no-

vý
stánek

zatřídit,
v

čase
O

(log
T

).

V
klasickém

intervalovém
strom

u
však

ukládám
e

krajníb
o-

dy
–

ty
se

nám
ale

m
ění,

jak
se

p
osouvá

sw
eep-line,

a
pře-

p
očítavat

je
p

o
každém

kroku
je

pracné.
M

ůžem
e

si
však

všim
nout,

že
dokud

nedojde
ke

zkřížení
okrajů

m
nohoúhel-

níků
(viz

obrázek
níže),

nebude
se

m
ěnit

p
ořadí,

v
jakém

intervaly
budou

na
přím

ce
za

seb
ou.

O
dtud

je
už

jen
krů-

ček
k

m
yšlence,že

nenínutné
okraje

intervalu
reprezentovat

p
om

ocí
dvou

b
odů,

ale
je

m
ožné

užít
i

dvou
úseček

(okraje
m

nohoúhelníku)
a

vlastní
b

od
bude

průsečíkem
úsečky

a
aktuální

sw
eep-line.

Jak
m

ůžou
kolize

stánků
(z

hlediska
přím

ky)
vypadat?

Jed-
na

m
ožnost

je,že
dojde

ke
zkříženíokrajů

(A
s
B

,či
C

s
D

).

A
B

C

D

6
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
i
n
t
e
r
v
a
l
o
v
e
-
s
t
r
o
m
y

7
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
v
y
h
l
e
d
a
v
a
c
i
-
s
t
r
o
m
y

–
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–

kostry
přidám

e,
p

okud
v

ní
zatím

neexistuje
cesta

m
ezi

vr-
choly,

které
zkoum

aná
hrana

sp
ojuje.

Je
zřejm

é,
že

tím
to

p
ostup

em
získám

e
kostru,

tj.
acyklic-

ký
p

odgraf
grafu,

který
je

souvislý
(p

okud
vstupní

graf
je

souvislý,
což

m
lčky

předp
okládám

e).
N

ež
si

ukážem
e,

že
nalezená

kostra
je

opravdu
m

inim
ální,

p
odívejm

e
se

na
ča-

sovou
složitost

našeho
algoritm

u:
P

okud
vstupní

graf
m

á
N

vrcholů
a
M

hran,
tak

úvodní
setřídění

hran
vyžadu-

je
čas
O

(M
log

M
)

(p
oužijem

e
některý

z
rychlých

třídicích
algoritm

ů
p

opsaných
v

jednom
z

m
inulých

dílů
kuchařky)

a
p

oté
se

p
okusím

e
přidat

každou
z
M

hran.

V
druhé

části
kuchařky

si
ukážem

e
datovou

strukturu,
s

je-
jíž

p
om

ocí
bude

M
testů

toho,
zda

m
ezi

dvěm
a

vrcholy
vede

hrana,
trvat

nejvýše
O

(M
log

N
).

C
elková

časová
slo-

žitost
našeho

algoritm
u

je
tedy

O
(M

log
N

)
(všim

něte
si,že

log
M
≤

log
N
2

=
2

log
N

).
P

am
ěťová

složitost
je

lineární
vzhledem

k
p

očtu
hran,

tj.O
(M

).

D
ůkaz

správnosti

Z
bývá

dokázat,
že

nalezená
kostra

vstupního
grafu

je
m

ini-
m

ální.B
ez

újm
y

na
ob

ecnostim
ůžem

e
předp

okládat,že
vá-

hy
všech

hran
grafu

jsou
navzájem

různé:
P

okud
tom

u
tak

není
již

na
začátku,

přičtem
e

k
některým

z
hran,

jejichž
váhy

jsou
duplicitní,

velm
i

m
alá

kladná
celá

čísla
tak,

aby
p

ořadíhran
nalezené

naším
třídicím

algoritm
em

zůstalo
za-

chováno.
T

ím
se

kostra
nalezená

hladovým
algoritm

em
ne-

zm
ění,

a
p

okud
bude

tato
kostra

m
inim

ální
s

m
odifikova-

ným
i

váham
i,

bude
m

inim
ální

i
pro

p
ůvodní

zadání.

O
značm

e
si

nyní
T
a
lg

kostru
nalezenou

hladovým
algorit-

m
em

a
T
m
in

nějakou
m

inim
ální

kostru.
C

o
by

se
stalo,

kdy-
by

byly
různé?

V
ím

e,
že

všechny
kostry

m
ají

stejný
p

očet
hran,

takže
m

usí
existovat

alesp
oň

jedna
hrana

e,
která

je
v
T
a
lg ,

ale
není

v
T
m
in .

Z
e

všech
takových

hran
si

vyb
erm

e
tu,

která
m

á
nejm

enší
váhu,

tedy
kterou

algoritm
us

přidal
jako

první.
K

dyž
se

p
odívám

e
na

stav
algoritm

u
těsně

před
přidáním

e,
vidím

e,
že

sestrojil
nějakou

částečnou
kostru

F
,

která
je

ještě
součástí

jak
T
m
in ,

tak
T
a
lg .

P
řidejm

e
nyní

hranu
e

ke
kostře

T
m
in .

T
ím

vznikl
p

odgraf
vstupního

grafu,který
zjevně

obsahuje
nějakou

kružnici
C

–
už

před
přidáním

hrany
e

totiž
T
m
in

byla
souvislá.

P
rotože

kostra
T
a
lg

neobsahuje
žádnou

kružnici,
na

kružnici
C

m
usí

být
alesp

oň
jedna

hrana
e ′,

která
není

v
T
a
lg .

V
šim

něm
e

si,že
hranu

e ′nem
ohlalgoritm

us
zpracovat

před
hranou

e:
hrana

e ′
neleží

v
T
m
in

na
žádném

cyklu,
takže

tím
spíš

netvoří
cyklus

v
F

,
a

kdyby
ji

algoritm
us

zpraco-
val,

m
usel

by
ji

přidat
do

F
,

což,
jak

vím
e,

neučinil.
Z

toho
plyne,

že
váha

hrany
e ′

je
větší

než
váha

hrany
e.

K
dyž

nyní
z

kostry
T
m
in

odeb
erem

e
hranu

e ′
a

přidám
e

m
ísto

ní
hranu

e,
m

usím
e

op
ět

dostat
souvislý

p
odgraf

(e
a
e ′

přeci
ležely

na
sp

olečné
kružnici),

tudíž
kostru

vstupního
grafu.

Jenže
tato

kostra
m

á
celkově

m
enší

váhu
než

m
ini-

m
álníkostra

T
m
in ,což

nením
ožné.T

ím
jsm

e
došlike

sp
oru,

a
proto

T
m
in

a
T
a
lg

nem
ohou

být
různé.

C
vičení

•
V

důkazu
jsm

e
předp

okládali,že
váhy

hran
jsou

různé
(resp.

jsm
e

je
různým

i
udělali).N

ení
p

otřeba
i

v
sam

otném
algo-

ritm
u

přičítat
velm

i
m

alá
čísla

k
hranám

se
stejnou

vahou?

D
isjoint-F

ind-U
nion

D
atová

struktura
D

F
U

slouží
k

udržování
rozkladu

m
no-

žiny
na

několik
disjunktních

p
odm

nožin
(čili

takových,
že

žádné
dvě

nem
ají

sp
olečný

prvek).
T

o
znam

ená,
že

p
om

ocí

této
struktury

m
ůžem

e
pro

každé
dva

z
uložených

prvků
říci,

zda
patří

či
nepatří

do
stejné

p
odm

nožiny
rozkladu.

V
algoritm

u
hledání

m
inim

ální
kostry

budou
prvky

v
D

F
U

vrcholy
zadaného

grafu
a

budou
náležet

do
stejné

p
odm

no-
žiny

rozkladu,
p

okud
m

ezi
nim

i
v

již
vytvořené

části
kostry

existuje
cesta.

Jiným
i

slovy
p

odm
nožiny

v
D

F
U

budou
od-

p
ovídat

kom
p

onentám
souvislosti

vytvářené
kostry.

S
reprezentovaným

rozkladem
um

ožňuje
datová

struktura
D

F
U

provádět
následující

dvě
op

erace:

•
find:

T
est,

zda
dva

prvky
leží

ve
stejné

p
odm

nožině
roz-

kladu.
T

ato
op

erace
bude

v
případě

našeho
algoritm

u
od-

p
ovídat

testu,
zda

dva
vrcholy

leží
ve

stejné
kom

p
onentě

souvislosti.

•
union:

Sloučení
dvou

p
odm

nožin
do

jedné.
T

uto
op

eraci
v

našem
algoritm

u
na

hledání
kostry

provedem
e

vždy,
když

do
vytvářené

kostry
přidám

e
hranu

(tehdy
sp

ojím
e

dvě
růz-

né
kom

p
onenty

souvislosti
dohrom

ady).

P
ovězm

e
si

nejprve,
jak

budem
e

jednotlivé
p

odm
nožiny

re-
prezentovat.

P
rvky

obsažené
v

jedné
p

odm
nožině

budou
tvořit

zakořeněný
strom

.V
tom

to
strom

ě
však

p
ovedou

uka-
zatele

(trochu
nezvykle)

od
listů

ke
kořeni.

O
p

eraci
fi

n
d

lze
pak

jednoduše
im

plem
entovat

tak,že
pro

oba
zadané

prvky
nejprve

naleznem
e

kořeny
jejich

strom
ů.Jsou-lityto

kořeny
stejné,jsou

prvky
ve

stejném
strom

ě,a
tedy

ive
stejné

p
od-

m
nožině

rozkladu.N
aopak,jsou-lirůzné,jsou

zadané
prvky

v
různých

strom
ech,

a
tedy

jsou
i

v
různých

p
odm

nožinách
reprezentovaného

rozkladu.
O

p
eraci

un
ion

provedem
e

tak,
že

m
ezi

kořeny
strom

ů
reprezentujících

slučované
p

odm
no-

žiny
přidám

e
ukazatel

a
tím

tyto
dva

strom
y

sp
ojím

e
do-

hrom
ady.

Im
plem

entace
dvou

výše
p

opsaných
op

erací,
jak

jsm
e

se
ji

právě
p

opsali,
následuje.

P
ro

jednoduchost
m

nožina,
jejíž

rozklad
reprezentujem

e,bude
m

nožina
číselod

1
do

N
.R

o-
diče

jednotlivých
vrcholů

strom
u

si
pak

pam
atujem

e
v

p
oli

paren
t,

kde
0

znam
ená,

že
prvek

rodiče
nem

á,
tj.

že
je

koře-
nem

svého
strom

u.F
unkce

root(v)
vrátíkořen

strom
u,který

obsahuje
prvek

v.

v
a
r

p
a
r
e
n
t
:

a
r
r
a
y
[
1
.
.
N
]
o
f

i
n
t
e
g
e
r
;

p
r
o
c
e
d
u
r
e
i
n
i
t
;

v
a
r

i
:

i
n
t
e
g
e
r
;

b
e
g
i
n

f
o
r

i
:
=
1
t
o
N
d
o

p
a
r
e
n
t
[
i
]
:
=
0
;

e
n
d
;

f
u
n
c
t
i
o
n

r
o
o
t
(
v
:
i
n
t
e
g
e
r
)
:
i
n
t
e
g
e
r
;

b
e
g
i
n

i
f
p
a
r
e
n
t
[
v
]
=
0

t
h
e
n

r
o
o
t
:
=
v

e
l
s
e

r
o
o
t
:
=
r
o
o
t
(
p
a
r
e
n
t
[
v
]
)
;

e
n
d
;

f
u
n
c
t
i
o
n

f
i
n
d
(
v
,
w
:

i
n
t
e
g
e
r
)
:
b
o
o
l
e
a
n
;

b
e
g
i
n

f
i
n
d
:
=
(
r
o
o
t
(
v
)
=
r
o
o
t
(
w
)
)
;

e
n
d
;

p
r
o
c
e
d
u
r
e
u
n
i
o
n
(
v
,

w
:
i
n
t
e
g
e
r
)
;

b
e
g
i
n

v
:
=
r
o
o
t
(
v
)
;
w
:
=
r
o
o
t
(
w
)
;

i
f
v
<
>
w

t
h
e
n

p
a
r
e
n
t
[
v
]
:
=
w
;

e
n
d
;

S
právě

předvedenou
im

plem
entací

op
erací

fi
n

d
a

un
ion

by
se

ale
m

ohlo
stát,že

strom
y

odp
ovídajícíp

odm
nožinám

bu-

–
7

–



dou
vypadat

jako
„hadiÿ,a

p
okud

budou
obsahovat

N
prv-

ků,
na

nalezení
kořene

bude
p

otřeba
čas
O

(N
).

K
e

zrychlení
práce

D
F

U
se

p
oužívají

dvě
jednoduchá

vy-
lepšení:

•
union

by
rank:

K
aždý

prvek
m

á
přiřazen

ran
k.

N
a

začátku
jsou

ranky
všech

prvků
rovny

nule.
P

ři
provádění

op
erace

un
ion

přip
ojím

e
strom

s
kořenem

m
enšího

ranku
ke

kořeni
strom

u
s

větším
rankem

.
R

anky
kořenů

strom
ů

se
v

tom
-

to
případě

nem
ění.

P
okud

kořeny
ob

ou
strom

ů
m

ají
stejný

rank,
přip

ojím
e

je
lib

ovolně,
ale

rank
kořenu

výsledného
strom

u
zvětším

e
o

jedna.
•

path
com

pression:V
e

funkciroot(v)
přep

ojím
e

všechny
prv-

ky
na

cestě
od

prvku
v

ke
kořeni

rovnou
na

kořen,
tj.

zm
ě-

ním
e

jejich
rodiče

na
kořen

daného
strom

u.

N
ež

si
ob

ě
m

etody
blíže

rozeb
erem

e,
p

odívejm
e

se,
jak

se
zm

ění
im

plem
entace

funkcí
root

a
un

ion
:

v
a
r

p
a
r
e
n
t
:

a
r
r
a
y
[
1
.
.
N
]

o
f

i
n
t
e
g
e
r
;

r
a
n
k
:
a
r
r
a
y
[
1
.
.
N
]
o
f

i
n
t
e
g
e
r
;

p
r
o
c
e
d
u
r
e
i
n
i
t
;

v
a
r

i
:
i
n
t
e
g
e
r
;

b
e
g
i
n

f
o
r
i
:
=
1

t
o

N
d
o

b
e
g
i
n

p
a
r
e
n
t
[
i
]
:
=
0
;

r
a
n
k
[
i
]
:
=
0
;

e
n
d
;

e
n
d
;

{
z
m
ě
n
a
p
a
t
h

c
o
m
p
r
e
s
s
i
o
n
}

f
u
n
c
t
i
o
n
r
o
o
t
(
v
:
i
n
t
e
g
e
r
)
:

i
n
t
e
g
e
r
;

b
e
g
i
n

i
f

p
a
r
e
n
t
[
v
]
=
0
t
h
e
n
r
o
o
t
:
=
v

e
l
s
e
b
e
g
i
n

p
a
r
e
n
t
[
v
]
:
=
r
o
o
t
(
p
a
r
e
n
t
[
v
]
)
;

r
o
o
t
:
=
p
a
r
e
n
t
[
v
]
;

e
n
d
;

e
n
d
;

{
s
t
e
j
n
a

j
a
k
o
m
i
n
u
l
e
}

f
u
n
c
t
i
o
n
f
i
n
d
(
v
,
w
:
i
n
t
e
g
e
r
)
:
b
o
o
l
e
a
n
;

b
e
g
i
n

f
i
n
d
:
=
(
r
o
o
t
(
v
)
=
r
o
o
t
(
w
)
)
;

e
n
d
;

{
z
m
ě
n
a
k
v
ů
l
i
u
n
i
o
n
b
y
r
a
n
k
}

p
r
o
c
e
d
u
r
e
u
n
i
o
n
(
v
,
w
:
i
n
t
e
g
e
r
)
;

b
e
g
i
n

v
:
=
r
o
o
t
(
v
)
;

w
:
=
r
o
o
t
(
w
)
;

i
f

v
=
w
t
h
e
n

e
x
i
t
;

i
f

r
a
n
k
[
v
]
=
r
a
n
k
[
w
]

t
h
e
n

b
e
g
i
n

p
a
r
e
n
t
[
v
]
:
=
w
;

r
a
n
k
[
w
]
:
=
r
a
n
k
[
w
]
+
1
;

e
n
d

e
l
s
e
i
f
r
a
n
k
[
v
]
<
r
a
n
k
[
w
]
t
h
e
n

p
a
r
e
n
t
[
v
]
:
=
w

e
l
s
e
p
a
r
e
n
t
[
w
]
:
=
v
;

e
n
d
;

Z
am

ěřm
e

se
nyní

blíže
na

m
etodu

un
ion

by
ran

k.
N

ejprve
učiním

e
následujícíp

ozorování:P
okud

je
prvek

v
s

rankem
r

kořenem
strom

u
v

datové
struktuře

D
F

U
,

pak
tento

strom
obsahuje

alesp
oň

2
r

prvků.

N
aše

p
ozorování

dokážem
e

indukcí
p

odle
r.

P
ro
r

=
0

tvr-
zení

zřejm
ě

platí.
N

echť
tedy

r
>

0.
V

okam
žiku,

kdy
se

rank
prvku

v
m

ění
z
r
−

1
na

r,
slučujem

e
dva

strom
y,

je-
jichž

kořeny
m

ají
rank

r
−

1.
K

aždý
z

těchto
dvou

strom
ů

m
á

dle
indukčního

předp
okladu

alesp
oň

2
r−
1

prvků,
a

tedy
výsledný

strom
m

á
alesp

oň
2
r

prvků,
jak

jsm
e

p
ožadovali.

Z
našeho

p
ozorování

ihned
plyne,

že
rank

každého
prvku

je
nejvýše

log
2
N

a
prvků

s
rankem

r
je

nejvýše
N
/2

r
(všim

-
něm

e
si,

že
rank

prvku
v

D
F

U
se

nem
ění

p
o

okam
žiku,

kdy
daný

prvek
přestane

být
kořen

nějakého
strom

u).

K
dyž

tedy
provádím

e
jen

un
ion

by
ran

k,je
hloubka

každého
strom

u
v

D
F

U
rovna

ranku
jeho

kořene,
protože

rank
ko-

řene
se

m
ění

právě
tehdy,

když
zvětšujem

e
hloubku

strom
u

o
jedna.

A
protože

rank
každého

prvku
je

nanejvýš
log
2
N

,
hloubka

každého
strom

u
v

D
F

U
je

také
nanejvýš

log
2
N

.
P

otom
ale

procedura
root

sp
otřebuje

čas
nejvýše

O
(log

N
),

a
tedy

op
erace

fi
n

d
a

un
ion

stihnem
e

v
čase

O
(log

N
).

A
m

ortizovaná
časová

složitost

A
bychom

m
ohli

p
okračovat

dále,
m

usím
e

si
vysvětlit,

co
je

am
ortizovan

á
časová

složitost.
Ř

eknem
e,

že
nějaká

op
era-

ce
pracuje

v
am

ortizovaném
čase

O
(t),

pakliže
provedení

lib
ovolných

k
takových

op
erací

trvá
nejvýše

O
(k
t).

P
řitom

provedení
kterékoliv

konkrétní
z

nich
m

ůže
vyžadovat

čas
větší.

T
ento

větší
čas

je
pak

v
součtu

kom
p

enzován
kratším

časem
,

který
sp

otřeb
ovaly

některé
předchozí

op
erace.

N
ejdříve

sipředveďm
e

tento
p

ojem
na

jednoduchém
příkla-

dě.
Ř

ekněm
e,

že
m

ám
e

číslo
zapsané

ve
dvojkové

soustavě.
P

řičíst
k

tom
uto

číslu
jedničku

jistě
netrvá

konstantní
čas,

neb
oť

záležína
tom

,kolik
jedniček

se
vyskytuje

na
konciza-

daného
čísla.P

okud
se

nám
ale

p
ovede

ukázat,že
N

přičtení
jedničky

k
číslu,

které
je

na
p

očátku
nula,

zab
ere

čas
O

(N
),

pak
m

ůžem
e

říci,
že

každé
takové

přičtení
trvalo

am
ortizo-

vaně
O

(1).

Jak
tedy

ukážem
e,

že
N

přičtení
jedničky

k
číslu

zab
ere

čas
O

(N
)?

P
oužijem

e
k

tom
u

„p
enízkovou

m
etoduÿ.

K
až-

dá
op

erace
nás

bude
stát

jeden
p

enízek,
a

p
okud

jich
na

N
op

erací
p

oužijem
e

jen
O

(N
),

bude
tvrzení

dokázáno.

K
aždé

jedničce,
kterou

chcem
e

přičíst,
dám

e
dva

p
enízky.

V
průb

ěhu
celého

přičítání
bude

platit,
že

každá
jednička

ve
dvojkovém

zápisu
čísla

m
á

jeden
p

enízek
(když

začnem
e

jedničky
přičítat

k
nule,

tuto
p

odm
ínku

splním
e).

P
řičítá-

ní
bude

probíhat
tak,

že
přičítaná

jednička
se

„p
odíváÿ

na
nejnižší

bit
(tj.

ve
dvojkovém

zápise
na

p
oslední

cifru)
za-

daného
čísla

(to
ji

stojí
jeden

p
enízek).

P
okud

je
to

nula,
zm

ění
ji

na
jedničku

a
dá

jí
svůj

zbylý
p

enízek.
P

okud
to

je
jednička,vezm

e
sipřičítaná

jednička
jejíp

enízek
(čiliuž

m
á

zase
dva),

zm
ění

zkoum
anou

jedničku
na

nulu
a

p
okračuje

u
dalšího

bitu,
atd.

T
akto

splním
e

p
odm

ínku,
že

každá
jednička

v
dvojkovém

zápisu
čísla

m
á

jeden
p

enízek.T
edy

N
přičítánínás

stojí2N
p

enízků.
P

rotože
p

očet
p

enízků
utracených

b
ěhem

jedné
op

erace
je

úm
ěrný

sp
otřeb

ovaném
u

času,
vidím

e,
že

všech
N

přičtení
prob

ěhne
v

čase
O

(N
).

N
ení

těžké
si

uvědo-
m

it,
že

přičtení
některých

jedniček
m

ůže
trvat

až
O

(log
N

),
ale

am
ortizovaná

časová
složitost

přičtení
jedné

jedničky
je

konstantní.

D
okončení

analýzy
D

F
U

P
okud

bychom
prováděli

p
ouze

path
com

pression
a

niko-
liv

un
ion

by
ran

k
,

dalo
by

se
dokázat,

že
každá

z
op

erací
fi

n
d

a
un

ion
vyžaduje

am
ortizovaně

časO
(log

N
),

kde
N

je

–
8

–

p
očet

prvků.
T

oto
tvrzení

nebudem
e

dokazovat,
protože

tím
bychom

si
nijak

oproti
sam

otném
u

un
ion

by
ran

k
ne-

p
om

ohli.
P

roč
tedy

vlastně
hovořím

e
o

ob
ou

vylepšeních?
Inu

proto,
že

při
p

oužití
ob

ou
m

etod
současně

dosáhnem
e

m
nohem

lepšího
am

ortizovaného
času

O
(α

(N
))

na
jednu

op
eraci

fi
n

d
neb

o
un

ion
,

kde
α

(N
)

je
inverzní

A
ckerm

an-
nova

funkce.
Její

definici
m

ůžete
nalézt

na
konci

kuchařky,
zde

jen
p

oznam
enejm

e,
že

hodnota
inverzní

A
ckerm

annovy
funkce

α
(N

)
je

pro
všechny

praktické
hodnoty

N
nejvýše

čtyři.
Č

ili
dosáhnem

e
v

p
odstatě

am
ortizovaně

konstantní
časovou

složitost
na

jednu
(lib

ovolnou)
op

eraci
D

F
U

.

} ∑
D

okázat
výše

zm
íněný

odhad
časové

složitosti
funk-

cí
α

(N
)

je
docela

těžké,
m

y
si

zde
předvedem

e
p

oně-
kud

horší,
ale

technicky
výrazně

jednodušší
časový

odhad
O

((N
+
L

)log
∗
N

),kde
L

je
p

očet
provedených

op
eracífi

n
d

neb
o

un
ion

a
log
∗
N

je
tzv.

iterovaný
logaritm

us,
jehož

de-
finice

následuje.
N

ejprve
si

definujem
e

funkci
2
↑
k

rekur-
zivním

předpisem
:

2
↑

0
=

1,
2
↑
k

=
2
2↑
(k−
1
).

M
ám

e
tedy

2
↑

1
=

2,
2
↑

2
=

2
2

=
4,

2
↑

3
=

2
4

=
16,

2
↑

4
=

2
1
6

=
65536,

2
↑

5
=

2
6
5
5
3
6,

atd.
A

konečně,
iterovaný

logaritm
us

log
∗
N

čísla
N

je
nejm

enší
přirozené

číslo
k

takové,
že
N
≤

2
↑
k.

Jiná
(ale

ekvivalentní)
defini-

ce
iterovaného

logaritm
u

je
ta,

že
log
∗
N

je
nejm

enší
p

očet,
kolikrát

m
usím

e
číslo

N
opakovaně

zlogaritm
ovat,

než
do-

stanem
e

hodnotu
m

enší
neb

o
rovnu

jedné.

Z
bývá

provést
slíb

enou
analýzu

struktury
D

F
U

při
součas-

ném
p

oužití
ob

ou
m

etod
un

ion
by

ran
k

a
path

com
pression

.
P

rvky
si

rozdělím
e

do
skupin

p
odle

jejich
ranku:

k-tá
sku-

pina
prvků

bude
tvořena

těm
i

prvky,
jejichž

rank
je

m
ezi

(2
↑

(k
−

1))
+

1
a

2
↑
k.

N
apř.

třetí
skupina

obsahuje
ty

prvky,
jejichž

rank
je

m
ezi

5
a

16.
P

rvky
jsou

tedy
rozděle-

ny
do

1
+

log
∗

log
N

=
O

(log
∗
N

)
skupin.O

dhadněm
e

shora
p

očet
prvků

v
k-té

skupině:

N

2
(2↑
(k−
1
))+
1

+
···+

N2
2↑

k
=

N

2
2↑
(k−
1
) · 

2↑
k−
2↑
(k−
1
)

∑i=
1

12
i 
≤

≤
N

2
2↑
(k−
1
) ·1

=
N

2
↑
k
.

T
eď

m
ůžem

e
provést

časovou
analýzu

funkce
root(v).

Č
as,

který
sp

otřebuje
funkce

root(v),
je

přím
o

úm
ěrný

délce
ces-

ty
od

prvku
v

ke
kořeni

strom
u.

T
ato

cesta
je

pak
následně

rozp
ojena

a
všechny

prvky
na

ní
jsou

přep
ojeny

přím
o

na
kořen

strom
u.

R
ozdělím

e
rozp

ojené
hrany

této
cesty

na
ty,

které
„naúčtujem

eÿ
tom

uto
volání

funkce
root(v),

a
ty,

kte-
ré

zahrnem
e

do
faktoru

O
(N

log
∗
N

)
v

dokazovaném
časo-

vém
odhadu.

D
o

volání
funkce

root(v)
zap

očítám
e

ty
hrany

cesty,
které

sp
ojují

dva
prvky,

které
jsou

v
různých

skupi-
nách.T

akových
hran

je
zřejm

ě
nejvýšeO

(log
∗
N

)
(všim

něte
si,

že
ranky

prvků
na

cestě
z

listu
do

kořene
tvoří

rostoucí
p

osloupnost).

U
važm

e
prvek

v
v
k-té

skupině,který
již

neníkořenem
stro-

m
u.

P
ři

každém
přep

ojení
rank

rodiče
prvku

v
vzroste.

T
e-

dy
p

o
2
↑
k

přep
ojeních

je
rodič

prvku
v

v
(k

+
1)-ní

neb
o

vyšší
skupině.

P
okud

v
je

prvek
v
k-té

skupině,
pak

hra-
na

z
něj

na
cestě

do
kořene

nebude
účtována

volání
funkce

root(v)
nejvýše

(2
↑
k)-krát.

P
rotože

k-tá
skupina

obsahuje
nejvýše

N
/(2
↑
k)

prvků,je
p

očet
takových

hran
pro

všech-
ny

prvky
této

skupiny
nejvýše

N
.A

protože
p

očet
skupin

je
nejvýše

O
(log

∗
N

),
je

celkový
p

očet
hran,

které
nejsou

za-
p

očítány
voláním

funkce
root(v),nejvýšeO

(N
log
∗
N

).P
ro-

tože
funkce

root(v)
je

volána
2L

-krát,
plyne

časový
odhad

O
((N

+
L

)log
∗
N

)
z

právě
dokázaných

tvrzení.

Inverzní
A

ckerm
annova

funkce
α

(N
)

A
ckerm

annovu
funkci

lze
definovat

následující
konstrukcí:

A
0 (i)

=
i

+
1
,

A
k
+
1 (i)

=
A

ik (i)
pro

k
≥

0,

kde
výraz

A
ik

zastupuje
složení

i
funkcí

A
k ,

např.
A
1 (3)

=
A
0 (A

0 (A
0 (3))).

P
latí

tedy
následující

rovnosti:

A
0 (i)

=
i

+
1
,

A
1 (i)

=
2i,

A
2 (i)

=
2
i·i.

A
ckerm

annova
funkce

s
jedním

param
etrem

A
(k)

je
pak

rovna
hodnotě

A
k (2),

takže
A

(2)
=
A
2 (2)

=
8,
A

(3)
=

A
3 (2)

=
2
1
1,
A

(4)
=
A
4 (2)

≈
2
↑

2048
atd...

H
odnota

inverzní
A

ckerm
annovy

funkce
α

(N
)

je
tedy

nejm
enší

při-
rozené

číslo
k

takové,
že
N
≤
A

(k)
=
A

k (2).
Jak

je
vidět,

ve
všech

reálných
aplikacích

platí,
že
α

(N
)≤

4.

D
an

K
ráľ,

M
artin

M
areš

a
M

ilan
S

traka
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