Mili resitelé a resitelky!

Ulozky, tlozky piichéazeji, Feste je pratelé! Do domu tlozky, tlozky prichazeji, mastné a pecené!
Je tu tfeti série 25. roéniku a v ni tradi¢ni nadilka tloh, pokracovani seridlu o TEXu a zbrusu

nova kucharka o teorii ¢isel.

Za lispé&sné feseni KSP je mozno byt pfijat na MFF UK bez pifjimacich zkousek. Uspésnym
feSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely rocnik alespoint 50 % bodt, pficemz ptjde ziskat
maximalné 300 bodt. Pfipominame, Ze z kazdé série se do celkového bodového hodnoceni

zapocitava 5 nejlépe vytresenych uloh.

Kazdému resiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alesponi 5 bodi, darujeme KSP

propisku, blok a tuzku. Navic kazdému, kdo v této sérii vytesi alesponi t¥i libovolné tlohy na

plny pocéet bodu, posleme ¢okoladu.

Termin odevzdani tfeti série je stanoven na pondéli 4. tmora v 8:00 SEC.

Reseni ptijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi komunikovat bezpe¢né, muizete si
ovéFit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také nam feSeni muzete poslat klasickou postou. V tom prfipadé byste jej méli podat do stredy 30. ledna s nasi adresou

Korespondenéni semind¥ z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

Pied tim ale vypliite pfihlasku (a to i tehdy, kdyZ jste se KSP¢ka ucastnili loni) na http://ksp.mff.cuni.cz/, kde najdete i dalsi
informace o tom, jak KSP funguje. Na webu mame také féorum, kde se mizete na cokoli zeptat. Nebo ndm muzete napsat na

e-mail ksp@mff.cuni.cz.

Treti série dvacatého patého rocniku KSP

10. 12. 2042

Odkladat véci je snadné, proklaté snadné. Nékdy kolem
tricatych narozenin jsem st vekl, Ze jednou sepisu nékteré ze
svych zdzZitki a zanechdm v mich otisk svych pociti z tohoto
sveta. Kazdy rok jsem si rikal, Ze jesté nend ta pravd chuvile,
Ze to prece ma sviuj cas. A najednou. .. ani nevim jak, jsem
starcem a tusim, Ze cas se krdti.

Kdyz se tak zpétne ohlizim, asi jsem nikdy prilis nepri-
vykl tempu Zivota. V mlddi jsem usiloval o spoustu véct, ale
vZdy se mi nakonec podatilo nechat si je proplout mezi prs-
ty. Jednou jsem na prechodnou dobu prijal misto u policie.
Z prechodné doby se stala zaleZitost na cely Zivot. Asi jsem
objevil klid, ktery jsem hledal. Prdci jsem travil pochiuzkams,
vétsinou jsem lidem pomdhal s riznymi vytriniky a chuli-
gany, deélal jsem to velmi rdad a po prdaci mél konecéné klid
na vSechny ty veci, které mi drive unikaly. . .

Chci vypravét o mnohém, ale zacnu historkou, kterd mi
do dnesniho dne obcas nedd spdt.

* % *

I kdyZ se odehrdl pred desitkami let, pamatuji si ten den
velice dobre. Dopoledne zajimavé nebylo, zacalo velkou po-
radou, pred kterou si nds velitel, porucik Hamdcek, neod-
pustil monolog o stavu discipliny v policejnim sboru, ktery
korunoval okdzalou kontrolou toho, zda se vsichni dostavili.

25-3-1 Kontrola dochazky 12 bodua

Pro fadnou kontrolu dochéazky je nutno své podrizené
é prepocitat. Policejni poruc¢ik Haméacek na to ma sviij
systém osvédceny léty sluzby — ve svém notesu ma N dvojic
(M;, K;). VSechna M; jsou po dvou nesoudélnd a 0 < K; <
M;. Celkovy pocet policistl je mensi nez soucin vSech M;.
Samotné kontrola probihd v N krocich, v i-tém kroku se
pfislusnici srovnaji do fad po M; osobach a porucik Ha-
macek nasledné zkontroluje, zda odpovidd pocet policisti,
ktefi uz nemohli vytvofit celou fadu, hodnoté K;.

Vrchni referent, strazmistr Bortuvka, se stéhuje. Pomozte
mu uréit k takové, ze vygumovanim dvojice (My, Kj) z po-
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rucikova notesu umozni co nejvétsimu poctu kolegti mu mis-
to porady pomoci se stéhovanim.
Porucik nesmi nic poznat, tedy pocty nezarazenych policis-
t pro zbyvajicich N — 1 dvojic musi stale odpovidat.
Priklad: Méjme 7157 policistt, ktefl se postupné fadi do
fad po 12, 13 a 49 osobach. Dvojice (M;, K;) tedy jsou
(12,5), (13,7) a (49, 3). OptimAalnim FeSenim je vygumovat
dvojici (13, 7). Na stanici pak musi zistat 101 policistii.
Po umorném prepocitdvani, pripominajicim vojenské
cvicent, jsme konecné mohli usednout k porade.

25-3-2 Zasedani u kulatého stolu 10 bodu

Na policejni schiizi se seSlo N prislusnikti policejniho sboru
sedicich u kulatého stolu, vzdalenost mezi kazdymi dvéma
sousednimi policisty je shodnd. Schiize je dlouhé&, policisté
v jejim pribehu vselijak odchazeji a prichézeji. Pritomnost
policistd v pravé poledne je zadana jakoZto posloupnost
N nul a jednicek, kde i-t4 jednicka znamena, ze policista na
i-tém misté je na schizi pravé piitomen. Vasim tkolem je
zjistit, zda existuje K > 3 takové, ze lze vytvofit pravidelny
K-thelnik, jehoz vrcholy tvoii pfitomni policisté.

Priklad: Pro 12 policisti a posloupnost 111010111011 je
odpovéd kladnd, 1ze sestrojit trojihelnik nebo Sestitthelnik.
Pro 5 policistti a posloupnost 10111 pravidelny K-thelnik
nesestrojime. Dalsi piiklad je na obrazku (plné tecky pred-
stavuji pfitomné policisty):




Po schuzi jsem se z nast tehdejsi sluzebny ve Viasske uli-
ct vydal na pochizku. Propletl jsem se spoustou aut pred
Schonbornskym paldcem, asi se na americké ambasddé ko-
nala duleZitd recepce, a pak zahnul do spleti uzkych ulicek.

V jedné velmi uzké ulicce stdla dost svérdzné zaparkova-
nd ¢ernd doddvka s japonskym osazenstvem. Po zdlouhavé
komunikaci, kterd spis meZ pomoci nékolika mdalo anglic-
kych slivek probihala predevsim gestikulact, se mi podatilo
domluvit, at mi zavolagji nékoho, kdo se alespori trochu doro-
zumi anglicky (moZnd némecky, jisty jsem si nasi domluvou
prilis nebyl). Zatimco jsem éekal, zacalo mé velmi silné za-
jimat, co se nachdzi v téch cernych pytlich v doddvce.

V tom okamziku se ale z mé vysilacky ozval rozkaz k oka-
mzitému presunu k japonské ambasddé. Md ndamitka, Ze
zrovna néco zajimaveého mdm, byla smetena. Pry je nut-

né se okamzité postarat o bezpecnost japonského konzula.

Propletl jsem se tedy nékolika uzkymi ulickami a za zvuku
sekacek z nedalekého parku uhdnél k ambasddeé.

25-3-3 Do tfetice sekani 13 bodu

V této sérii pro zménu travnik vypada jako jeden ifadek
Ctvercové sité a je jiz posekdn, nyni je potfeba posvazet
posekanou travu. Vasim tkolem je zanalyzovat, kolik by
ruzné moznosti svozu staly namahy.

Mate zadano N prirozenych ¢isel udavajicich hmotnost tra-
vy na jednotlivych polich a D intervalii [a..b]. Takovy in-
terval znamend, Ze se bude svazet z policek a az b. Namaha
pro pfevoz L travy z policka k na policko [ je dana jako
L |k —1]. Pro kazdy interval uréete policko, na které se da
vSechna trava posvazet s nejmensi celkovou namahou. Cel-
kova namaha je soucet veskeré namahy, jez byla potreba
pro svezeni travy z celého intervalu na toto policko.

Pokud existuje vice spravnych policek, vypiste libovolné
z nich. Vypocty pro jednotlivé intervaly jsou nezavislé, tedy
mnozstvi travy na jednotlivych policcich se mezi intervaly
neméni. Slozitost algoritmu by méla byt optimalizovana pro
pripady, kdy je D fadové stejné velké jako N.

Priklad: (Prvni fddek obsahuje N a D, nasleduji hodnoty L
a pak intervaly.)
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Odpovédi pro jednotlivé intervaly jsou 1 5 7.

Pred ambasddou postdvalo nékolik lidi. Nejvice pozornos-
ti zde poutala Zena hovotici s jednim Japoncem, pravdépo-
dobné onim konzulem, v jeho rodné rteci. Jemu to zrejmé
nebylo prilis prijemné.

Oslovil jsem je, abych zjistil, co se déje. Na to spustila
pritomnd Zena dlouhy monolog o tom, Ze je novindrkou, Ze
se zabyvd duleZitou mezindrodni zlocinnou kauzou, Ze je ve
verejném zdajmu, aby poloZila néekolik otdzek konzulovi, Ze ji
japonskd ambasdda odpird prdvo na informace a Ze v této
zemi obecné nent dostatecne cténa svoboda tisku. Zatimco
mi to vse tak emotivné sdélovala, ji ale pan konzul utekl.

V okamZiku, kdy si toho vsimla, trochu znejistéla, Tekla

néco o tom, zZe mi vlastné vibec nic neni do toho, co déld.

Ona st pry jen tak postdvd pred ambasddou a zrovna potre-
buje néco spocitat na jakési specidlng kalkulacce. A skutecné
vytdhla z kabelky kalkulacku.

—9_

Ohldsil jsem stanici, Ze konzul je mimo nebezpeci. Tro-
chu vzruseny hlas porucika Hamadcka mi sdélil, Ze se mam
okamZzité presunout na misto na druhém konci Malé Strany.
Pryj nase jednotka bude provddét zdsah.

Podarilo se mi tam dorazit v okamZziku, kdy probihaly po-
sledni pripravy. Zatimco chlapi z jednotky kontrolovali zbra-
né, vypravel porucik Hamdcek svym skoro otcovskym hla-
sem o tom, jak mu jeho peclivda priprava jednou zachrdnila
Zivot pri stretu se ¢leny jednoho nebezpecného mezindrod-
nitho gangu.

25-3-4 Zloéinna zalezZitost 10 bodu

Ve Spinavych vodach mezinarodniho zloc¢inu je obzvlasté
dilezita organizace, typickym piikladem zlocinu je vyroba
néceho ilegalniho. Vyroba probiha ve fazich a obvykle na
vice nez jednom misté. Pifevoz z jednoho mista na druhé
je nejkriti¢téjsi ¢asti vyrobniho procesu, proto je potieba
pocet prevozi mezi vyrobnimi misty minimalizovat.

V této uloze budete mit na vstupu popsan vyrobni proces
ve dvou tovarnach. Prvni fadek obsahuje ¢isla N a M, kde
N udéava pocet vyrobnich fazi a M pocet zavislosti me-
zi nimi. Druhy fadek vstupu obsahuje N hodnot, kde i-ta
hodnota je 1, pokud ma i-ta faze probihat v prvni ilegalni
tovarné, a 2 v pripadé, kdy ma probihat ve druhé tovar-
né. Nasleduje M 1radkt obsahujici dvojice a, b, které znaci,
ze faze b muze probéhnout az tehdy, kdyz byla provedena
faze a.

Urcete poradi fazi vyrobniho procesu tak, aby kazda faze
probéhla az poté, co jsou provedeny vSechny faze, na kte-
rych je zavisla, a aby pocet prevozil mezi vyrobnimi misty
byl minimélni. Pfevoz je nutny vzdy, kdyz po fazi probi-
hajici v tovarné 1 bezprostiedné nasleduje faze v tovarné 2,
nebo naopak. (Mizete pfedpokladat, Ze FeSeni existuje.)
@ Leh¢i varianta (za 6 bodu): Nabizime k feSeni i jedno-

dussi variantu tlohy, kde vSechny faze probihaji v jedi-
né tovarné.

Priklad:
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Potiebujeme alesponi 4 prevozy. Vyroba mize probéhnout
takto — za¢neme v prvni tovarné, provedeme v ni faze 3 a 4,
pak se pfesuneme do druhé tovarny a provedeme faze 2 a 1.
Nasleduji faze 5 v prvni tovarné a 6 v druhé tovarné, kon-
¢ime po ¢tvrtém prfevozu v prvni tovarné fazi 7.

Uz se nepamatugi, jaké zlocince tam nase jednotka ocekd-
vala. KaZdopadné, po pompéznim vyraZeni dveri a srazZeni
k zemi vSech pritomnijch osob zjistili ozbrojeni kolegové, Ze
se jim podatilo zneskodnit vsehovsudy tii zaméstnankyné
jakéhosi asijského bufetu. Vydal jsem se tedy zase zpdtky
k doddvce, treba tam jesté néco zajimavého bude.



Nesel jsem ani pét minut a opét mé volali vysilackou.
K dodavce se asi jen tak nedostanu. Mél jsem privést japon-
ského chlapce v c¢erném tricku a modrych riflich s velkym
fotoapardtem. Spatren pry byl na nedalekém ndmeésti.

Na ndmeésti skutecné jeste byl. Pisobil nesmirné zmatené.
V okamZiku, kdy me zahlédl, ke mné natahl ruku s penézen-
kou. Netusil jsem, co tim zamysli, zda to jsou jeho doklady,
¢t nejakd lest k tomu, aby mohl ndasledné utéci. KaZdopadné
jsem k nému pristoupil, pokusil se na néj usmdt, néco mu
rict a radéji jej chytil jemné za rameno a pro jistotu chytil

V tom se zezadu priritila opét ona mild novindrka a vza-
la z jeho ruky penéZenku. Povidala, Ze to je jeji penézZenka
a Ze si to klidné mohu zkontrolovat. Ucinil jsem tak a dal ji
podrzet chlapcuv fotoapardt. Driv, nez jsem stihl zareagovat,
z néj vyndala pamétovou kartu. V duchu jsem si zanaddval,
védel jsem, Ze tyhle novindrky jsou dost mazané a Sikouvné
na to, abych tu kartu uZ nikdy nevidel a radsi se tvaril, Ze
jsem si toho nevsimnul. (Krdtce pred tim jsem udélal jesté
jeden prusvih, a kdyby se k tomu pridalo, Ze jsem si ne-
chal pred nosem wvzit pamétovou kartu, opravdu by mi to
neprospélo.)

Pak jsem chlapce odvedl k ndm na stanici. Na chod-
be zrovna postdaval jeden z vyssich veliteli praZské policie,
u nas na stanici jsem jej vidél asi podruhé. Vzal st ode mé
chlapciv fotoapardt a ekl mi, af se postardm o chlapce a
najdu jeho rodice.

Vzal jsem jej k nam do kanceldre, zddl se byt hodné za-
ujat praci nasi sekretarky. Zrovna prerovndvala prilohy ke
spisum, predevsim grafy.

25-3-5 Histogram 9 bodu

Jednim z ¢etné pouzivanych typu grafa je histogram. Histo-
gram je, jak pravi Wikipedie, grafické znazornéni distribuce
dat pomoci sloupcového grafu se sloupci stejné Sifky. Ma-
te zadan histogram jakozto posloupnost N pfirozenych ¢i-
sel udavajicich vysky sloupcu, sitka sloupci je jednotkova.
Urcete obsah nejvétsiho obdélnika rovnobézného s osami,
ktery lze do grafu umistit tak, ze celda jeho plocha lezi na
sloupcich histogramu.

Priklad: Pro 7 sloupcti a vysky 3 6 74 2 3 1 je vysledny
obsah 12. Existuji hned 4 rizné obdélniky s timto optimal-
nim obsahem. Dalsi priklad s jednozna¢nym feSenim je na

obrazku:
8 8

Chlapec mi nastésti dal karticku pro podobné pripady.
Mimo jin€ se na ni nachdzelo ¢islo na japonskou amba-
sadu. Béhem telefondtu s ambasdadou prisel velitel, jemuz

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

jsem preddval fotdk. Byl dost nastvdn, Ze ve fotoapardtu
nebyla pamétovd karta a jestli o tom néco nevim, samoziej-
me jsem odpovedél, Ze nikoliv. Sekretdrka ambasdady se pri
nasem telefondtu musela dobre bavit.

Domluvili jsme se, Ze jim chlapce privedu. Predal jsem
jej vratnému, ten clovék to asi s détmi umél lépe. UZ kdyz
se pozdravili, objevil se na chlapcove tvari usmév. Na jeho
stole jsem dokonce zahlédl néjakou knihu s kresbou draka a
princezny. Chlapec byl urcité v dobrych rukou.

25-3-6 Rytif a princezny 10 bodu

% Rytif v dalekém kralovstvi se vydal na hrdinnou vy-
pravu. Trasa jeho vypravy vypada jako N poli uspo-
fadanych do fadku. Na kazdém poli se nachdzi bud drak,
ktery ma u sebe H zlatjych minci, nebo princezna, ktera
ma koeficient krasy K. Rytif se pohybuje pfi své vypraveé
z prvniho policka na posledni a je dostateéné silny na to,
aby zabil kteréhokoliv draka po cesté. Je jeho volbou, zda
draka zabije a ziskd mince, ¢i jej obejde a ponecha drakovi
zivot 1 mince.

V okamziku, kdy pfijde k princezné o krase K, nastavaji dve
moznosti. Pokud jiz rytif zabil alespon K draki, princezna
se do néj zamiluje a chce si jej vzit. Rytif neni schopen
odmitnout a jeho vyprava konc¢i. Pokud rytif zabil mensi
pocet draki, prohodi par zdvotilych slov s princeznou a
pokracuje ve vypraveé.

Na poslednim policku sidli princezna, kterou rytif miluje.
Pro zadanou trasu vypravy urCete, zda je mozné ziskat
princeznu na poslednim poli. Pokud ano, vypiste seznam
zabitych draku tak, aby rytif ziskal nejen princeznu na po-
slednim poli, ale i co nejvice zlatych minci.

Tato tloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Konecné jsem se mohl vrdtit na misto doddvky, ta uz tam
prirozené nebyla. Misto jsem prohledal. V nedalekém pri-
chodu jsem objevil svého starého kolegu a pritele, Tikejme
mu Jan. Jan se tam bavil s dal§im muZem, pravdépodob-
né Japoncem. K mé smale si mne vsimli a Japonec se dal
na utek. Rozbéhl jsem se za nim, ale Jan se mi postavil do
cesty.

Mel s sebou ob7i brasnu na spisy. Vypadal opravdu vy-
désene, Tikal jen: ,Prosim, nech mé odejit. Nikdy jsme se
tady nevideli.“ Tak jsem to i udélal. Byt to kdokoli jiny, oka-
mZité jej zatykam a zabavuji tyto spisy. Toto ale byl Jan —
mayg nejlepsi pritel, kterému jsem vdeécil opravdu za mnoho.
V dalsich cdstech svého vypravovdni se k tomu snad jesté
dostanu.

* % *

O kauze toho pozdéji proniklo mnoho ven. Doslo i k sérii
vrazd, asi 2 mésice po dni, o némsz jsem vyprdavél. O 20 let
pozdéj se mi podarilo dokonce dostat k odtajnénym spisum
GIBS a UOOZ. Vysetiovalo se velmi dikladné, ale nakonec
byl pripad uzavren pro nedostatek dikazi.

25-3-7 Zkratky 7 bodua

Svét je plny zkratek, nejen téch policejnich. V této tloze
@ mate zadano nejvyse 10 zkratek o nejvyse péti pisme-
nech a slovo délky L. Vasim tkolem je rozhodnout, zda lze
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slovo sestavit ze zadanych zkratek. Zkratky je mozno spo-
jovat za sebe a jednu zkratku lze pouzit i opakované.

Priklad: Pokud bychom jako zkratky méli oblibenou ¢tvefici
sus, usu, sss, Ssu a jesté pro obohaceni su. Pak slovo Ssusss
postavit ptijde, slovo sususu také a rovnou dvéma zptiisoby,
ale slova ssss nebo susSus uz nepostavime.

S Janem jsme prekvapivé zistali v kontaktu. Rikal, Ze se
svou nerozvaznosti dostal do obriho prisvihu a slo mu o Zi-
vot. Domluvili jsme se, Ze dalsi informace si radéji nechd
pro sebe. Mnoho casu jsem premital nad tim, jokd je cena
pratelstvi. Trapila mé otdzka, zda prdve tyto spisy nemohly
pripad rozuzlovat a treba i zabrdnit dalsimu krveproliti. . .

Ke zpovédi policisty se dostal

Lukds Folwarczny

25-3-8 Tabulatika 13 bodu

Treti dil seridlu o TEXu bude snad méné désivy nez
druhy. Nebojte, budeme se vénovat ,jenom*“ tabulkam,
pokrocilé matematice a podrobnostem sazby odstavci.

Sazba na tabulatory

vy,

Nejjednodussi tabulky mutzZzeme sazet jednoduchym zptso-
bem. Nasledujici konstrukei rozdélime stranku na 3 stejné
Siroké sloupce a pak do nich sazime radky:

\settabs 3\columns
\+Sloupec 1&Sloupec 2&Sloupec 3\cr
\+&Jen druhj\cr
\+Prvni&&a t¥etilcr
\+Vyk¥iénik je ve &tvrtém sloupci”-- mimo&&&!\cr
\+Prvni sloupec je pf¥ilis dlouhj&
a druhy se pfesazi pfres néj.\cr
\+Mezery za \&& se ignoruji.\cr
\+\hfill Tento Fadek&\hfill je zarovnan
&\hfill na pravy okraj.&\cr

Ukonceni tabulky se nijak zvlast nefedi.

Sloupec 2 Sloupec 3
Jen druhy
Prvni a treti
Vykfi¢nik je ve ¢tvrtém sloupci — mimo !
Prvni sloupec je prifiddidighge presazi pres néj.
Mezery za & se ignoruji.
Tento Fadek je zarovnan

Sloupec 1

na pravy okraj.
Ukonéeni tabulky se nijak zv1ast nefesi.

Poznamka: Diuvod, pro¢ zde ma \hfill najednou dvé L,
vysvétlime v tomto dile seridlu v kapitole o raznych typech
lepidla.

Nelibi se vam stejné siroké sloupce? Vymyslete si vzorovy
radek, podle kterého TEX nastavi sitky sloupcii:

\settabs\+Prvni sloupec &Druhj sloupec
&Tteti sloupec &Zbytek&\cr

\+A&B&C&D&E\cr

\+Prvni sloupec &Druhj sloupec

&Tfeti sloupec &Zbytek&!\cr

A B C D E
Prvni sloupec Druhy sloupec Tteti sloupec Zbytek!

Vzorovy fadek se nezobrazi, jen se podle néj nastavi sitka
sloupct.

—4-

Ukol 1 [2b]: Vysézejte pomoci tabuldtorti tuto jednoduchou
tabulku z knihy jizd:

Odkud Kam Kdy  Kolik km
Praha Olomouc 21. 12. 250
Olomouc Uherské Hradiste  30. 12. 130
Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350
Vyssi Brod Jablonec nad Nisou 17. 2. 324

Spravné odsazeny zdrojovy kod

Tabulatory vibec nemusi byt extra pevné. MiZeme zru-
sit vSechny tabulatorové pozice vpravo od aktualni ,bunky
ptfikazem \cleartabs. A pokud pouzijeme mezi \+ a \cr
znak & na misté, kde jeSté neni definované tabuldtorova
pozice, tak se ta pozice jednoduse nadefinuje pravé na ono
misto.

«

Vic asi ukaze priklad:
\cleartabs
\+{\bf if} $x<0%: &{\bf if} $x<-1000%:

&{\it print} \uv{$x$ je echt zaporné}\cr
\+&{\bf else}:

&{\it print} \uv{$x$ je trochu zaporné}\cr
\+{\bf else}: &\cleartabs{\bf if} $x>0%:

&{\it print} \uv{$x$ je kladné}\cr
\+&{\bf else}: &{\it print} \uv{$x$ je nulal\cr
if z < 0: if < —1000: print ,x je echt zaporné“

else: print ,x je trochu zdporné*
else: if x > 0: print ,x je kladné*
else: print ,x je nula“

Tabulky

P1i sazbé na tabulatory je potifeba odhadnout, ktery slou-
pec bude jak dlouhy, a podle toho nastavit sitku sloupct.
Také pokud chcete tabulku s ordAmovanim, nemate moc ro-
zumnych moznosti. TEX vSak nabizi mocnéjsi nastroj nez
sazbu na tabuldtory — primitivum \halign.

Tabulku z tkolu 1 vysazime primitivem \halign takto:

\halign{

# \hfil&# \hfil&# \hfil& \hfil#\cr

\it 0dkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské HradiZté&30. 12.&130\cr
Uherské Hradisté&Vys3i Brod&5. 1.&350\cr
Vys8i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr
}

Tabulka se sklada z jednotlivych fadkid oddélenych od sebe
znackou \cr. Builky se od sebe oddéluji znakem & (nebo
jinym znakem kategorie 4 — alignment).

Prvni fadek obsahuje vzor. V kazdé buiice musi byt znak
# (kategorie 6 — parameter) pravé jednou (jinak vam TEX
vynadd), jinak mutze byt vzorem prakticky libovolny kus
TEXu, ktery se d4 pouzit uvnitf hboxu (tfeba \bye neni
povoleny pifkaz). Butiky se pak sdzi tak, ze se v pfislusném
vzoru nahradi vyskyt znaku # za obsah bunky.

Dejte si pozor na mezery — mezery za & se ignoruji, mezery
pred & se neignoruji.

Tabulky a boxy

P1i sazbé tabulky si TEX zjisti pro kazdy sloupec, jak bude
siroky, a podle toho nastavi sitku vSem jeho bunkam. Kaz-
da bunka tabulky je separatni hbox siroky pravé tak jako
cely sloupec. Pokud nechcete mit osklivé roztazené mezery
v textu, vlozte na vhodné misto \hfil-y, vizte priklad vyse.



Ocarovana tabulka

Potiebujete-li do tabulky vlozit vodorovnou ¢aru (nebo li-
bovolny jiny materidl), vyuzijte prostfedi \noalign. Tim
zacne vertikalni box sitky presné takové, jak je Siroka celd
tabulka:

\halign{
\strut# \hfil&# \hfil&# \hfil& \hfil#\cr
\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2012 \hfil}\smallskip\hrule\smallskip}
Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské Hradist&&30. 12.&130\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2013 \hfil}\smallskip\hrule\smallskip}
Uherské HradisZté&Vyssi Brod&5. 1.&350\cr
Vy§3i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr
}

Odkud Kam Kdy  Kolik km
2012

Praha Olomouc 21. 12. 250

Olomouc Uherské Hradiste  30. 12. 130
2013

Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350

Vyssi Brod Jablonec nad Nisou 17. 2. 324

Potfebujeme-li i svislé ¢ary, je nas kol o poznani slozi-
téjsi. TEX totiz vklada kazdy radek tabulky samostatné
do strankového vboxu jako jednotlivé hboxy. Takze mezi
né vlozi \lineskip nebo \baselineskip. Proto je musi-
me vypnout a vysky fadkt nastavit explicitné. Na vypnuti
lineskiptt ,pofaddné a diukladné“ pouzijte makro \offin-
terlineskip, které mysli i na zbésilé okrajové pripady.

Aby byl kazdy fadek stejné vysoky, je potieba do néj vlozit
vzpéru. Jinak by sazba vypadala osklive. K tomu se hodi
makro \strut, které je v Plain TEXu definovano pfiblizné
takto:

\def\strut{\vrule height 8.5pt
depth 3.5pt width Opt\relax}

Odkud Kam ‘ Kdy  Kolik km
2012

Praha Olomouc 21. 12. 250

Olomouc Uherské Hradisté | 30. 12. 130
2013

Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350

Vyssi Brod Jablonec nad Nisou | 17. 2. 324

{\offinterlineskip
\def\higher{\vrule height 1ipt
depth 3.5pt width Opt\relax}

\halign{%
\strut# \hfil&# \hfillvrule\ &# \hfil& \hfil#\cr
\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2012 \hfil}\smallskip\hrule}
\higher Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské Hradisté&&30. 12.&130\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2013 \hfil}\smallskip\hrule}
\higher Uherské HradiZt&&Vys3i Brod&5. 1.&350\cr
Vy§si Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr
1}

Jesté se vam mizou hodit dvé tabulkové operace: \omit
na zacatku builky docasné nahradi vzor pro tuto builku za
prosté #.

Misto & v bézném radku mizete pouzit \span. V tu chvili
se prislusné dvé buniky spoji. To, co bylo pfed \span-em, se
vlozi na misto prvniho #, a to, co je za \span-em, se vlozi
na misto druhého #.

{\offinterlineskip
\halign{
\strut1A#1B\hfil\vrule&\ 2A#2B\hfillvrule
&\ 3A#3B\hfill\cr
x&y&z\cr
\omit\strut x x&y\span z\cr
\omit\strut\hfil x\span\omit y&z\cr
xxx& yyy& zzz\cr
x\span y\span z\cr
\omit\span\omit\span\omit
\strut\hfil abcde\hfillcr
3
1Ax1B |2Ay2B | 3Az3B
X X 2Ay2B‘ 3Az3B
xy 3Az3B
1AXXX1B‘2Ayyy2B‘3Azzz3B
1Ax1B| 2Ay2B| 3Az3B
abcde

Podrobnosti o tom, jak se vlastné TEX v tabulkich cho-
vé, si najdéte v TEXbooku v kapitole 22 (nebo v TBN?
v kapitole 4) — pfekracuje to rdmec tohoto seridlu.

Ukol 2 [6b]: Definujte makra pro sazbu vysledkové listi-
ny KSP. Zdrojak vysledkovky pak mtze vypadat naptiklad
takto:

\vysledkovka{

\radek 1. Petr Pilny (GABCD; 4; 7):
127 -495 - 7: 49,4 69,3

\radek 2.

}

Pokud se vam nelibi soucasny desing nasi vysledkovky, na-
vrhnéte lepsi a prehledné;jsi.

Poznamka: Pokud byste potfebovali tabulku ne po fadkéch,
ale po sloupcich, zkuste \valign. Funguje to stejné jako
\halign, jenom otocené€.

Periodicka hlavicka

Zdvojite-li v hlavi¢ce na néjakém (nejvySe jednom) misté
&, tikate tim TEXu: ,,Zde zacina periodicka ¢ast hlavicky.“
Tedy pokud by v néjakém radku dosly vzory pro bunky, tak
zacne recyklovat vzory od && dal:

\halign{1# & 2# && 1P# & 2P# \cr
AYB&C&D&E&F&GEHEI& J&K&L \cr

A&B&C&D&E&F&G\cr

}

1A 2B 1PC 2PD 1PE 2PF 1PG 2PH 1PI 2PJ 1PK 2PL
1A 2B 1PC 2PD 1PE 2PF 1PG

Tolik k tabulkam.
Matematické zavorky

Ve druhé ¢asti ponékud rozkouskovaného tietiho dilu se
budeme vénovat slozitéjsimu vyuziti matematického mddu.

2 Petr Olsak: TEXbook naruby, Konvoj Brno 2001 (2. vydani), ISBN 80-7302-007-6
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Slozité vzorce jsou Casto ruzné zbésile vysoké a jedna veli-
kost z&vorek nestaci. Prohlédnéte si ptiklad:

(v +Va=1) <i 132)

TEX si umi urcit velikost zévorek sam, jen je potfeba mu
fict, kterd patii ke které. Pouzivaji se k tomu primitiva
\left a \right, kterymi se oznaci pfislusné zavorky:
$$\left (\sqrt{
\left(x + \sqrt{x - 1}\right)
\left (\sum_{k=1}"\infty {1 \over k"2}\right)
HNright)$$

TEX sam zvoli velikost zavorek takovou, aby byly vhodné
vysoké. Pokud byste potfebovali, aby se jedna ze zavorek
nezobrazila, pouzijte misto ni tecku:

\left({x\over y}\right.

G

Typi zavorek je hrozna spousta, Plain urcité zna tyto:

$$0O [O\{\F\vert\Vert\lceil\rceil
\1floor\rfloor\langle\rangle
\backslash/\uparrow\downarrow
\Uparrow\Downarrow\updownarrow\Updownarrow$s$

O0CGHITILON 1t

Pokud byste ¢irou nahodou potfebovali pouzit jiné zavorky,
konzultujte TEXbook, kapitolu 17 a nasledujici (nebo TBN,
kapitolu 5).

Mize se vam vsak stat, ze potifebujete jinak velkou zavorku,
nez vam da TEX. V takovém pfipadé€ jsou pro vas pfipraveny
varianty \big, \bigg, \Big a \Bigg:

$\Bigg(\bigg (\Big(\big(()\big)\Big) \bigg)\Bigg)$

(((0)))

Zakulisi matematické sazby

Ani cely rozsah seridlu by zdaleka nevystacil na vylozeni
sazby matematiky v celé jeji krase a sile. Donald Knuth na
to v TEXbooku vynalozil pfes 60 stran. Naznacime si vSak
nékteré principy, které by vam pii pokrocilé sazbé nemély
zastat utajeny.

TEX umi velmi sofistikované rozlozit mezery do matema-

tického vzorce, pokud vi, jakého typu je kterd cast vzorce.
Rozlisuje téchto 13 typt:

Ord Standardni ,atom“ x il

Op Velky operator éf
Bin Binarni operator + ¢ —
Rel Relace = nebo <
Open/Close Zacatek/konec zavorky (/), [/], ---
Punct Interpunkce carka, stfednik
Inner Slozitéjsi konstrukce zlomek
Over/Under Atom s ¢arou nad/pod 7, z

Acc Atom s ,diakritikou* T, T

Rad Cosi pod odmocninou V2

Vcent Vystup z \vcenter

Pozndmka: PlainTEX m4 v matematice definovana tato dia-
kritickd znaménka:  \acute (d), \bar (a), \breve (a),
\check (@), \ddot (@), \dot (@), \grave (@), \hat (&), \vec
(@), \tilde (@), \widetilde (abc), \widehat (abc). Pousi-
vaji se stejnym zpiisobem jako nematematicka.

Poznamka: \vcenter je explicitni vbox v matematickém
médu, ktery je stejné vysoky jako hluboky, takze se vysazi
centrovany na osu. Viibec, matematika se sazi ne na ucafi,
ale na pomyslnou vodorovnou osu, nebot vzorce jsou ¢asto
takto symetrické. Ale toho uz jste si jisté vsimli.

Mezi jednotlivymi kategoriemi je pak definovéna tabulka,
ktera urcuje, kam patii jak velkd mezera. Tato tabulka je
pro drtivou vétSinu pouziti dostacujici.

Pokud vam pripadd, ze TEX néjakou mezeru uréil chybné,
zkuste oznacit atomy v jejim okoli jejich typem. K tomu po-
uzijte \mathord, \mathop, \mathbin, \mathrel, \matho-
pen, \mathclose, \mathpunct a \mathinner. Zbytek typu
se znaCl automaticky a nelze je oznacit ruc¢né.

Pokud selze i oznaceni atomu vhodnym typem, mizete po-
uzit mezery ruznych velikosti — \,, \; nebo \!:

$$x\!y\quad xy\quad x\,y\quad x\;y$$

y rYy Y TY

Matematicky mdd se déli na nékolik dil¢ich moédu. Vsim-
néte si, jak se vysazi rizné vyrazy na rtznych mistech —
$$\sum$$, $\sum$, $x"{\sum}$ ¢i $x"{x"{\sum}}$. Nejde

jen o velikost, ale také o umisténi indexti a rozlozeni mezer.

Ony dil¢i médy jsou D, T, S a SS: , display®, ,text“, ,script®
a ,scriptscript* uvedené ve stejném poradi jako v predcho-
zim odstavci.

Checete-li si vyzkouset vic magie okolo méda, poradim pri-
mitivum \mathchoice:

\def\te{{\mathchoice{D}{T}{S}{SS}}}
$$\te {\te"{\te"\te} \over \te " {\te"\tel}}$$

ss
TS

SSS

D

Nebo mizete vynutit konkrétni méd pouzitim \displa-
ystyle, \textstyle, \scriptstyle a \scriptscriptsty-
le.

Tabulkové konstrukce v matematice

Plain TEX definuje nékteré maticové konstrukee:

$$\pmatrix{a_{11}&a_{12}&\1dots&a_{1in}\cr
a_{21}&a_{22}&\1dots&a_{2n}\cr
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots\cr
a_{mi}&a_{m2}&\1ldots&a_{mn}\cr}$$

a1 ai12 N A1n
a1 a22 e agn
am1  Am2 cee Qmn

Pouziti je obdobné jako u tabulek, jen nemusite definovat
vzorovy fadek. Matici bez zavorek mizete ziskat pouzitim
\matrix. A na matici s okraji je definovdno makro \bor-
dermatrix (vyzkouSejte sami).



Ukol 3 [3b]: Vysézejte tento vzorec:

N
2 log|hi — Al = > V(\)
1

i<j =

N
N>0: Z
i=1

1

N=0: 0

7 =

Sazime odstavec

Dalsi kousek tfetiho dilu vénujeme podrobnéjsimu nahledu
na algoritmus laméani odstavce.

Kdyz se na vstupu objevi néco, co by mélo zacit odstavec
(znak, \indent, ... ), zkontroluje TEX nékolik véci. Na za-
¢atek horizontalniho boxu, ktery bude pozdéji zalaman na
jednotlivé fadky v odstavci, se vlozi prazdné misto velikosti
\parindent (pokud nebyl odstavec zahédjen pomoci piikazu
\noindent).

Pak se expanduje \everypar, coz je seznam tokent (pseu-
domakro), které se ma vlozit na zac¢étek kazdého odstav-
ce. Pfifazuje se do néj zavolanim \everypar={né&co}. Stan-
dardné je prazdny. Pak se do horizontalniho boxu postupné
vkladaji znaky, dokud se neobjevi \par.

Nyni se na tuplny konec boxu vlozi prazdné misto velikos-
ti \parfillskip (standardné \hfil). Pak se TEX pokusi
zaldmat odstavec s pfihlédnutim k nastavenému tvaru od-
stavce. Kazdy rfadek musi obsahovat nejprve prazdné mis-
to velikosti \leftskip, pak pfislusny kus odstavce a pak
prazdné misto velikosti \rightskip. Dohromady je vzdy
Siroky presné \hsize.

Poznédmka: Pro zjednoduSeni nyni vynechédvdme mozZnost
Upravy tvaru odstavce primitivem \parshape a nastavenim
\hangindent a \hangafter, které nas cekaji v dalsi sérii.

TEX se pokousi zaldmat odstavec celkem tfikrat. Nejprve
v mezerach mezi slovy. Pokud mu to nejde, zkusi rozdélit
slova podle pravidel pro déleni slov. Pokud se mu ani to-
to nepovede, zkusi nepatrné roztdhnout mezery a rozdélit
slova. Pokud selze i posledni pokus, vyhlasi chybu, necha
néjaky radek pretéct a vykresli slimaka.

Lamani odstavce probihd najednou, TEX se snazi, aby ne-
byl jeden fadek osklivé stazeny a hned ten dalsi osklivé
roztazeny — mé néjaky zdkladni smysl pro estetiku. Nicmé-
né kdyz pfi druhém a t¥etim pokusu déli slova, musi védét,
kde vsude muze délit, jinak muze odstavec vyjit zbytecné
osklivé. To je ten zasadni ddvod, pro¢ jsem v prvni sérii
vSem Tesitelim bez \language\czech strhéval body.

Presny algoritmus véetné vSech podrobnosti, které jste ni-
kdy nechtéli znét, najdete v TEXbooku v kapitole 14 (nebo
v TBN v kapitole 6).

Lepidlo

Prazdné misto je v sazbé dulezita véc. Nékdy se s nadsazkou
dokonce Fiké, ze celd typografie je véda o prazdném misté.
V posledni ¢asti tohoto dilu seridlu se naucime pracovat
s jeho roztaznosti.

TEX nahlizi na prazdné misto jako na kusy ,lepidla“, kte-
ré se miize riizné roztahovat a smrstovat. Cesky odborny
néazev je ,vyplnék“. Je né€kolik druht roztaznosti:

[

[\V]

w

Pevny vyplnék svoji velikost neméni. Je vzdy stejné velky:
\hbox{A\hskip 2cm\relax B}
A B

Omezené roztazitelny vyplnék ma zakladni velikost a meze,
kam az se muze roztahnout.

\hbox to 15mm{A\hskip 2cm plus lcm minus 1cmB}
\hbox to 25mm{A\hskip 2cm plus lcm minus 1cmB}

A B
A B

Roztaznost nemusi byt na obé strany stejna: 10mm plus
5mm minus 3mm

Nekonecné roztaZitelny vyplnék mé zakladni velikost a ji-
nak se mize roztdhnout neomezené podle potfeby.

\hbox to 5cm{A\hskip 2cm plus 1fil\relax B}
\hbox to 1cm{A\hskip 2cm minus 1fill\relax B}

A B
A B

Nekonecnych roztaznosti jsou t¥i druhy: £il, i1l a £i111.
Cim vic L, tim agresivnéji se roztahuje.

Jeden vyplnék je nuda. Co kdyby se nékde potkalo vice
vyplnka? Kdyz TEX sklada box, u kterého dopfedu nevi,
jak bude velky, tak se viubec roztaznosti nefidi. Idealni je
vzdycky, kdyz se nic natahovat nemusi, takze pouzije vzdy
pouze zékladni velikost. V opa¢ném pfipadé ma nafizeno,
jak musi byt vysledny box velky, a musi se do néj chté
nechté vejit.

Pokud je nutné roztahovat a stahovat bilé misto, TEX urci
spravné mezery piiblizné takovymto algoritmem:

. Zjisti, jakou velikost by mél box, kdyby se pouzily zédkladni

velikosti. Ur¢i rozdil mezi pozadovanou a zakladni velikosti.
Je-li rozdil kladny, bude nas dale zajimat pouze kladné roz-
taznost; je-li rozdil zaporny, budeme fesit pouze zapornou
roztaznost. Tento rozdil si ozna¢me jako w.

. Secte povolenou roztaznost pres cely box — zvlast omezenou

a zvlast kazdy druh nekonecné roztaznosti.

N

. Vybere nejagresivnéjsi roztaznost, ktera je nenulova, a tou

se bude zabyvat.

. Rozpo¢ita w mezi vSechny vypliky, které prispély do roz-

taznosti, podle poméru, ve kterém prispély.

Vizte priklad:

\hbox{\vrule
\hbox to 6cm{\strut,
\hskip 5mm plus 3cm
\vrule width 1lcm
\hskip lcm plus lcm minus lcm
\vrule width 1cm
\hskip 5mm minus 2cm
HNvrule}

Vnitini hbox ma byt siroky 6 cm. Zakladni sifka boxu vyjde
054+14+14+14+05=4cm, w=6—4=2cm. Zajima nas
tedy kladna roztaznost. Cary se neroztahuji, fesime tedy
jen skipy: 3+ 1+ 0 = 4 cm, jina roztaznost neni.

Primitivum \indent explicitné zapo¢ne odstavec; \indent\indent si vyzada dvojité odsazeni (mozno opakovat vicekrat pro
vicendsobné odsazeni). A koneéné explicitni zac¢atek odstavce bez odsazeni vynutite primitivem \noindent.
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Pottebujeme tedy rozdélit 2cm mezi prvni a druhy skip
v pomeéru 3: 1, tedy prvnimu skipu se ptidéli 15 mm a dru-
hému 5 mm. Box se tedy vysazi, jako by byl zadan takto:

\hbox to 5cm{\hskip 20mm\vrule width lcm
\hskip 15mm\vrule width 1lcm\hskip 5mm}

\hbox{\vrule
\hbox to 5cm{’,
\hskip 5mm plus 1fil
\vrule width 1cm
\hskip lcm plus 2cm minus lcm
\vrule width 1cm
\hskip 5mm minus 1fil
HNvrule}

Zakladni sitka boxu je 5cm, obsah mé zékladni sitku 4 cm,
w = 1lcm. Celkova kladné roztaznost je 2cm + 1fil, takze
nas zajima jen 1 fil. Prvnimu skipu se tedy ptidéli cely 1 cm.

Rozmyslete si, co se stane, kdyz:
posledni hskip nebude mit minus 1£fil, ale plus -1fil;

prvni hskip bude mit plus 1£fill;
bude hbox to 4cm nebo to 3cm.

Nyni je ¢as na dilezitou pozndmku. Roztaznost maji pouze
skipy (vyplitkky), mezi které se poéitaji i béZné mezery me-
zi slovy. VSechno ostatni (boxy, ¢ary) mé pevnou velikost,
jakmile je to vytvoreno. Neni mozné vytvorit box, jehoz
rozméry by byly pruzné podle jeho okoli. Najdéte si treba
ve své sazbé fadek s hodné roztazenymi mezerami a Cast
toho fadku uzaviete do hboxu. Vsimnéte si, co se stane
s mezerami, a zkuste si rozmyslet, pro¢ to tak mize byt.

Pripominam, Ze je nanejvys vhodné si vyzkouset praci s ta-
bulkami i pokrocilou matematikou na uvedenych piikladech.
Zkuste je ddl modifikovat a hrat si s nimi, at si to vSechno
dikladné zazijete. Pristé budeme kone¢né programovat.

Ukol 4 [2b]: Vymyslete nastaveni parametrii
odstavce tak, aby se zarovnal na stfed, pfiblizné
tak, jako je zarovnano zadani tohoto ukolu.
Reseni nemusi byt univerzalni, sta¢i, aby se zadany
odstavec povedlo vysazet v bézném pripadé. Nemusite Fesit
okrajové pripady, kdy je odstavec extrémné kratky apod.

A to bude ze treti série vSe. TéSim se na vasSe FeSeni.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

Recepty z programatorské kucharky: Teorie ¢isel

Dnes si budeme povidat o riznych uziteénych vlastnostech
celych ¢isel, predevsim o délitelnosti a kongruencich. Mohlo
by se zdat, ze to nema s informatikou nic spoleéného, ale
prekvapivé v informatice zakopavame o teorii ¢isel takika
na kazdém kroku. Nékdy se jednad o hledéni velkych pr-
vocisel, jindy o rychlé nasobeni ¢isel s miliony cifer nebo
vSudypritomnou asymetrickou Sifru RSA.

Zacneme vyjasnénim zakladnich pojmi, postupné se pro-
kouseme kongruencemi k hledani nejvétsiho spolecného dé-
litele a Bézoutovych koeficientd, chvilku se zamyslime nad
prvocisly a nakonec si také ukazeme, jak to vSechno souvisi
s ¢inskou armadou.

Definice na tivod

Mnozinu celych ¢isel si oznac¢ime Z a kazdé jeji podmnoziné
{0,1,...,n — 1} budeme fikat Z,.

Casto nas bude zajimat délitelnost: a\b (nebo a|b) budeme
znadit, Ze €islo a je délitelem ¢isla b (nebude-li hrozit mylka,
¢teme prosté ,a déli b*).

Pro nejvetsiho spolecného délitele dvou cisel zavedeme sym-
bol nsd(a, b). Pokud nsd(a, b) = 1, fikédme, Ze ¢isla a a b jsou
nesoudélnd, zkracené a | b. Kdyz budou naopak a a b sou-
délnd, napiSeme a || b. Podobné nejmensi spoleény ndsobek
dvou ¢isel ozna¢ime nsn(a,b) a vSimneme si, Ze je roven
a-b/nsd(a,b).

Neni-li jedno ¢islo délitelné druhym, znamena to, ze pfi
celoc¢iselném déleni vznikne zbytek: naptiklad pokud vy-
délime 23/8, dostaneme zbytek 7, protoze 23 = 8-2 + 7.
Obecné zbytkem po déleni a/b nazveme hodnotu z v rovni-
cia="b-x+ 2z, kde x je celé Cislo a z je nezaporné celé ¢islo
mensi nez b. Obvyklé programovaci jazyky mivaji takovouto
operaci zabudovanou a fikaji ji modulo. Programéatofi po-
¢itaji zbytky po déleni ¢asto néjakou konstrukci podobnou
z = a % b, zatimco matematici spise pisi z = a mod b.

Dodejme, Ze pro zaporna ¢isla uz neni definice zbytku po dé-
leni tak jednoznacné: v nékterych programovacich jazycich

je (-7)%3 = -1, jiné se shodnou s nasi definici na tom,
ze vyjde 2. Pfitom oba vysledky vychazeji z jedné rovni-
ce a = b-x + z. Aby méla jednoznac¢né feseni, pozadovali
jsme 0 < z < b. Lze na to ovSem jit i jinak: fekneme, ze x
ma byt celoéiselny podil a/b. Ten jde ale definovat dvéma
zpusoby: bud se zaokrouhlenim dol (coz se shodne s na-
§i definici), nebo se zaokrouhlenim k nule (to déla vétsina
procesoril), coz da pro zdporné a ziporny zbytek. Zkuste
zjistit (a vysvétlit), jak je to ve vaSem oblibeném jazyce a
co se stane, kdyz je zaporné i ¢islo, kterym modulime.

Kongruence
Kdyz cisla p a g davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m,
piseme

p=gq (modm)

a Cteme ,,p je kongruentni s ¢ modulo m“. To plati pravé
tehdy, je-li rozdil p — ¢ délitelny m.

Zapis kongruence tak trochu pfipominda rovnici. To neni
nahoda — kongruence totiz muzeme upravovat podobné jako
rovnice.

Soucet dvou kongruenci: Pokud a = A a b = B, pak také
plati a+b = A+ B (to vSe modulo totéz m). Ze je to pravda,
nahlédneme snadno. NapiSme si a jako n,-m + 2, a Cisla A,
b, B obdobné. Pak dostaneme:

Protoze a« = A a b = B, musi byt z, = z4 a 2, = zp.
MizZeme si tedy vSimnout, Ze rozdil mezi a + b a A+ B je
((ng+np) — (na+ng))-m. To je ndsobek m, takze a +b =
A+ B.

Rozdil dvou kongruenci: Nahlédneme obdobné.



Prictent téhoz cisla k obéma strandm: Pokud a = A, pak
plati a + K = A + k pro libovolné k. Staci totiz pricist
evidentné platnou kongruenci k = k.

Pricteni ndsobku m k jedné strané: Z a = A plyne a+k = A
pro libovolné k, které je nasobkem modulu m. Pri¢itame
totiz kongruenci k£ = 0.

Vyndsobeni dvou kongruenci: Z a = A a b = B plyne ab =
AB. Stejné jako u soucti a rozdily, i zde staci éisla rozepsat
na soucty nasobktt m a zbytkid po déleni m:

a-b=(ngm+ z,) (npy-m+ z) =
= (g np-m + Mg 2p + N 2a) M+ (24 2p) =
= Zq" ?b,

A-B=(nam+za)(ng-m-+zp)=

=(nang-m+na-zg+ng za) m+(za 2B)
=ZA'ZB.

Pritom opét vime, Ze z, = 24 a 2, = 2.

Vyndsobeni obou stran kongruence timiéz cislem: Pokud

a = A, plati také ax = Ax pro libovolné x. To plyne z na-
sobeni kongruenci z = .

Ekvivalentnost uprav: Bézné tpravy rovnic jsou takzvané
ekvivalentni — to znamend, Ze funguji obéma sméry, takze
feSeni rovnic ani neubiraji, ani neptidavaji. Jak je to s kon-
gruencemi? S¢itani kongruenci ekvivalentni musi byt, pro-
toze opacny smér odpovidd odecteni kongruenci, coz vime,
ze je také korektni aprava.

U néasobeni kongruenci to uz tak jasné neni. Zkusme zjistit,
jestli je pravda, Ze z kongruence ax = Az plyne a = A. Pro
x = 0 to jisté neplati, ale co kdyz zvolime jiné x7

VyzkousSime to tfeba na nasledujicim ptikladé:

a=5 (mod 14)
Takovato kongruence mé jednoduché feseni: a je kazdé celé
¢islo, které dostanu sectenim 5 a néjakého nasobku 14. To
se da zapsat tfeba takhle:
ac{b+k-14|keZ},
tudiz a muze tedy napiiklad 5, 19 nebo 33.

Vyzkousime nyni obé strany vynésobit. .. tfeba trojkou:

3-a=15=1 (mod 14).

Tato kongruence plati pro vSechna a, ktera po vynasobeni 3
déavaji modulo 14 zbytek 1. KdyZz mame néjaké a z prvni
kongruence, je ve tvaru 5+k - 14. Vynasobime-li ho 3, dosta-
neme 15+ 3 - k- 14. To je urcité kongruentni s 1 modulo 14,
takze zadné feseni jsme neztratili a po chvili uvazovani zjis-
time, Ze jsme ani zadné neptidali.

Dalsi pokus: pivodni kongruenci vynasobime misto trojky
dvojkou. Dostaneme:

2-a=10 (mod 14).
Reseni ptivodni kongruence poiad sedi, ale novéa kongruence
plati napiiklad i pro a = 12. Posudte sami:
2.12=24=10+14=10 (mod 14).

Ouha, najednou vynasobeni obou stran konstantou neni
ekvivalentni Gprava!

Pro¢ nam néasobeni trojkou fungovalo, ale nasobeni dvojkou
si vymysli kofeny navic? Postupné se ukaZe, Zze nasobeni k
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je ekvivalentni uprava pravé tehdy, kdyz k& L 14 (& obecnéji
k L m, pocitdme-li modulo m).

Nez k tomu dojdeme, nejdiiv na chvili odboc¢ime k nejvét-
$im spolec¢nym déliteltim.
Euklidav algoritmus

Nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel mizeme vypoci-
tat pomoci prvociselného rozkladu, ale to je pro velka cisla
velmi pomalé. Daleko lepsi je pouzit prastary Euklidav al-
goritmus. (Jmenuje se podle starovékého matematika Eu-
klida, v jehoz dile Zaklady se nachazi prvni dochované verze.
Jednd se zfejmé o nejstarsi netrividlni algoritmus, jaky se
s drobnymi tpravami pouzivd dodnes. Dokonce je pravdé-
podobné, ze Euklidés pouze sepsal ddvno zndmy trik.)

Pojdme si odvodit, jak Euklidiv algoritmus funguje. Na-
hlédneme, Ze pro libovolnd éisla a,b (a > b) plati:

nsd(a,b) = nsd(a — b, b).

Pro¢ je to pravda? DokaZzeme, Ze dvojice (a,b) a (a — b, b)
sdileji dokonce vSechny spolecné délitele, takze i toho nej-
vétsiho:

Necht d je spole¢nym délitelem a a b. Plati tedy a = a’ - d,
b = b -d pro n&jaka celd ¢isla a’ a b'. Pak ovSem mtiZeme
zapsat a — b jako (a’ — V') - d, coz je zase délitelné ¢islem d.
Necht naopak d je spoleénym délitelem a — b a b. Opét
zapiSeme a—b=c -d,b=10-d a ziskdime a = (a —b) +b =
(d+?)-d.

Euklidiv algoritmus dostane na vstupu néjaka dvé cisla
a a b a opakované od¢itd mensi z nich od vétsiho. Jak uz
vime, tato operace zachovava nejvétsiho spolecného délitele.
Pokazdé se pritom soucet a + b zmensi, takZze po konecné
mnoha krocich musime jedno z ¢isel vynulovat. Pak vime,
Ze nejvétsim spoleénym délitelem je druhé z nich (plati preci
nsd(0, z) = x).

Pojdme si takhle néjakého nejvétsiho spoleéného délitele
spocitat. A abychom netroskarili, zkusme rovnou ¢isla 1518
a 945.

a b
1518 945
573 945
573 372
201 372
201 171
30 171

Zastavme se na chvili. Ted bychom mohli pracné odeéitat 30
od b, dokud bychom nenasli v b néco mensiho nez 30. Budme
trochu lini: kdyz to budeme délat dost dlouho, zbude nam
v b zkratka zbytek po déleni b ¢islem 30. Mtizeme tedy misto
odecitani modulit. Pokracujeme:

a b

30 171
30 21 = 171 mod 30
30 mod 21 =9 21
9 3=21mod9
9mod3 =0 3

V a nam zbyla 0, takZze nsd(1518,945) = 3.

Pojdme si tento postup prevést do ndvodu pro podcitac. Pii
implementaci Euklidova algoritmu se hodi drzet si v jedné
proménné porad to vétsi z Cisel a a b. Navic mizeme vyuzit
toho, ze kazdym krokem algoritmu se z vétsiho ¢isla stane



mensi, takze je stac¢i prohodit a neni potieba znovu porov-
navat. (Dokonce i porovnani pied cyklem bychom si mohli
usetfit, kdyby ndm nevadilo, Ze prvni prichod cyklem miize
projit ,naprazdno“.)
def Euclid(a, b):

# Prohodime, je-1li t¥eba

if b > a:
a, b =>0, a
# Zde je vzdy a >= Db
while b > 0O:
# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).
a=au%b
a, b=">, a
# nsd(0, a) = a.
return a

Jak rychle nas algoritmus bézi? Podivejme se, co se stane,
kdyZ pustime dva kroky algoritmu na éisla a; a by (a1 > by):

as = a1 mod b1

by = by

a3 = as = a1 mod by
b3 = by mod ag = by mod (a; mod by) (nyni az > b3)

(nyni az < be)

DokéZeme, Ze a3 < a1/2. Rozebereme pfitom dva piipady
podle toho, jestli bylo by mensi, nebo vétsi nez aq /2:

Pokud by < a;/2, pak urcité plati ag < by, a tedy i ag <
a1/2. (Zde vyuzivame toho, Ze zbytek po déleni ¢ehokoliv
¢islem by musi byt mensi nez b;.)

V opaéném piipadé lezi by mezi a1/2 a ai, takze az =
a; mod by = a3 — by < a1 /2. (Posledni rovnost plati, proto-
ze Lal/b1j = 1)

Dokéazali jsme tedy, ze po dvou krocich algoritmu se vét-
§1 z obou proménnych zmensi pfinejmensim na polovinu a
opét bude vétsi. Po O(logn) krocich tedy musi vétsi pro-
ménna klesnout pod 1, ¢imz se algoritmus zastavi. Euklidtv
algoritmus proto provede O(logn) elementarnich operaci.

Jak dlouho ale trva jedna elementarni operace? Pokud po¢i-
tame s malymi ¢isly, ktera se nasemu pocitaci vejdou do ce-
lo¢iselné proménné, zvladneme ji v konstantnim case. Jsou-
li ovSem cisla vétsi, musime jesté zohlednit slozitost arit-
metickych operaci: porovnani ¢isel a operace modulo. Kdyz
pouzijeme moduleni pomoci $kolniho déleni, které je kvad-
ratické v poctu cifer, stravime v kazdém z O(logn) krokt
Euklidova algoritmu ¢as O(log?n). Celkova slozitost algo-
ritmu tedy vzroste na O(log®n).

Rozsifeny Eukliduv algoritmus

Préavé jsme nasli nejvétsiho spole¢ného délitele d néjakych
dvou obrovskych ¢isel a a b. Jak ale presvéd¢ime svého po-
chybovacného kolegu, zZe je nas vysledek spravné? Snadno
ovéfime, Ze d déli obé ¢isla. Ale jak ukdzeme, ze zadné vétsi
¢islo uz a ani b nedéli? Piekvapivé to jde jednoduse dosvéd-
¢it: pokud pro néjaka u a v plati

a-u+bv=d,
musi d byt délitelné kazdym spoleénym délitelem a a b, tak-
e 1 ¢islem nsd(a, b). Nemtize tedy byt mensi neZ nsd(a, b).
Dobréa — kde takova u a v vzit? Kupodivu snadno: trochu
upravime Euklidiv algoritmus. Nejprve ale prozradime, ze
rovnici
a-u+b-v=nsd(a,b)

se Tika Bézoutova identita a Cislim u a v Bézoutovy koefi-
cienty.
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Dokazeme, ze spustime-li Euklidiv algoritmus na ¢isla a
a b, v kazdém okamziku se v proménnych a a b budou na-
chazet ¢isla tvaru a-a + B-b (kde o a (B jsou néjaka celd
¢isla). Na zadatku to trividlné plati, nebot a = a a b = b,
a pokazdé, kdyz se proménné méni, bud se prohazuji, nebo
se jedna od¢ita od druhé. Obé tyto operace z vyrazi uve-
deného tvaru délaji opét vyrazy uvedeného tvaru. Takze i
koneény vysledek algoritmu, tedy nsd(a,b), musi jit zapsat
v takovém tvaru.

Algoritmus proto upravime tak, aby si stale udrzoval pro-
ménné o, ap, B, a By a vidy platilo

a=aa a+fab,
b=ap a+ Fp b
Ke konci algoritmu je, jak vime, b = nsd(a, b), takze ap a fp

jsou hledané Bézoutovy koeficienty. Opét si to vyzkousejme
na vypoétu nsd(1518, 945):

a Qg Ba b Qp Bo
1518 1 0 945 0 1
573 1 -1 945 0 1
573 1 -1 372 -1 2
201 2 -3 372 -1 2
201 2 -3 171 -3 5
30 5 —8 171 -3 5
30 5 -8 21 —28 45
9 33 =53 21 —-28 45

9 33 53 3 —94 151

0 315 -—-506 3 —-94 151

Algoritmus tedy tvrdi, ze hledany nsd spliiuje rovnost

1518 -(—94) + 945 - 151 = nsd(1518, 945) = 3.

Snadnym vypoctem ovéfime, Ze je to pravda. (Poznamenej-
me, ze Bézoutova identita mé nekoneé¢né mnoho reseni. Jak
byste nasli ta dalsi?)

Pievedme své myslenky do zdrojového kédu. Do Aa, Ba, Ab,
Bb budeme ukladat koeficienty aa, 8a, ap a Pp.

def ExtEuclid(a, b):
Aa, Ba =1, O#a=1%*a+0=xD
Ab, Bb=0, 1 #b=0*xa+1x*xb
# Prohodime, je-1li tIeba

if b > a:
a, b=">b, a
Aa, Ab = Ab, Aa

Ba, Bb = Bb, Ba

# Zde je viZdy a >= Db
while b > O:
# Odelteme od proménné a proménnou b
# tolikrat, kolikrat se tam vejde.
# ("/" znali celodiselné dé&leni)
Aa = Aa - (a / b) * Ab;
Ba = Ba - (a / b) * Bb;

# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).
a=a¥%b

# Prohodime

a, b =">o, a

Aa, Ab = Ab, Aa

Ba, Bb = Bb, Ba
# nsd(0, a) = a.
# Vratime také Bézoutovy koeficienty.
return [a, Aa, Ba]



74dna operace, kterou délame s koeficienty pro promén-
né a a b, netrva asymptoticky déle nez operace modulo.
Pridanim pocitani Bézoutovych koeficientt si tedy ¢asovou
slozitost Euklidova algoritmu nezhorsime.

Reseni linearnich kongruenci

Bézoutovy koeficienty jsou uZitecné také k feSeni kongru-
enci. Pojdme si to na jedné kongruenci vyzkousSet.

Méme nakoupena 4 vajicka. V obchodé se vajicka prodavaji
pouze v baliccich po 6 kusech, zatimco my je skladujeme
v platech po 20 kusech. Kolik si musime koupit balicki,
abychom neméli v zddném platu volno?

Piepisme si tento priklad do formy kongruence:

446-2=0 (mod 20),
¢ili
6-z=16 (mod 20).

To je totéz, jako Ze pro x a néjaké dalsi celé ¢islo y plati

6-z+20-y=16.
Ejhle, to je rovnice podobnéa Bézoutové identité. Kdyby na
jeji pravé strané byl nsd(6,20) = 2, byla by to pfesné Bé-
zoutova identita a rozsifeny Euklidiv algoritmus by nam
prozradil, Ze plati

6-(—3)+20-1=2.
Tim bychom méli vyfeseno.
Jenze v nasem pripad€ je na pravé strané 8krat vic, nez

bychom potfebovali. Tak obé strany Bézoutovy identity vy-
nasobime 8:

6-(—3)-8+20-1-8=2-8.
Resenim na$i rovnice tedy je z = —24, y = 8.
Tak hurd do obchodu nakoupit —24 balicka vajec. Coze?
Ze zaporné nemaji? Nevadi — stadi si vzpomenout, ze jsme
puvodné pocitali modulo 20, takze k z mtzeme pfic¢ist li-
bovolny nasobek 20 a dostaneme dalsi feseni. Mtzeme tedy
jit t¥eba pro 16 balickd.*
Ted uz muzeme zformulovat obecny ndvod na feseni kon-
gruence

ax =b (mod n)

s neznamou x. Kongruenci pfepiSseme do tvaru

ar—ny=>=

a ozna¢ime d = nsd(a, n). Rozlisime 3 piipady:

d =" ... tehdy jsou hledana x a y rovna Bézoutovym koefi-
cientim a najdeme je rozsitenym Euklidovym algoritmem.
d\ b ... pak najdeme feSeni 2’ a 3’ rovnice s d na pravé
strané a polozime x =2’ -b/d ay =y’ -b/d.

b neni nasobkem d ... v tomto pfipadé kongruence nemtize
mit zadné FeSeni, nebot levd strana rovnice je pro kazdé x
a y délitelna d, zatimco prava strana délitelna d nikdy neni.

Inverzni prvky modulo m

Vratme se ted zpatky z dlouhé odbocky a zkusme se znovu
zamyslet nad tim, kdy je vynasobeni obou stran kongruence
ve tvaru

x =z (modm)

konstantou k ekvivalentni iprava. Tak fikame tpravé, kterd
neubird ani nepfidava fesSeni. Uz mame dokazano, ze kdyz
r = z, tak pro kazdé k plati i k- = k2. Takze zbyva
zajistit, aby kazdé feseni kongruence k-z = k-z bylo i
fesSenim x = z.

Nejprve ukazeme, Ze pokud k je soudélné s m, je nase snaha
predem ztracend. Ozna¢me d = nsd(k,m) > 1. Vezméme
libovolnou dvojici  a z splnujici kongruenci x = z, coz je
totéZ jako x — z = 0. Nyni vytvoime novou dvojici 2’ = x
a z/ = z+ m/d. Pro tu dostaneme

¥ —2=x—(z+m/d)=z—2z—-m/d=—-m/d £0.

Ovsem kongruenci vynasobenou k tato nova dvojice stale
splnuje:

kx' — k2’ =k — k(z +m/d) = kx —kz —km/d =
=—km/d=m-(—k/d) =0.

Dokazali jsme tedy, ze pokud ¢islo k, kterym nasobime obé
strany kongruence, je soudélné s modulem m, nejedna se
o ekvivalentni tpravu. Ted naopak ukdZzeme, ze jsou-li k
a m nesoudélna, ekvivalentni to je.

Nahlédneme, Ze kdykoliv k L m, existuje né&jaké ¢islo k=1 €
Z., takové, ze k-k~' = 1. Tomuto &slu se ¥ika inverzni
prvek ke k (nebo také multiplikationi invers ¢isla k) a pokud
jim kongruenci kx = kz vynasobime, ziskame

kE-k ' z=k-k 'z (modm),
coz je kyzena kongruence x = z.
Kongruenci k-k~! = 1 pfitom uZ umime vyfesit — pred-
chozi kapitola nam ¥ika, Ze takové k! existuje pravé tehdy,
je-li £ L m, a ze se da najit Euklidovym algoritmem. Do-
dejme jesté, ze prvkim, které maji multiplikativni invers,
se Tiké invertibilni prvky modulo m.
Koneéna télesa
Kdyz specialné zvolime za m néjaké prvocislo, budou vsech-
ny prvky Z,, kromé nuly invertibilni. Tim padem se Z,, bu-
de chovat dost podobné racionalnim nebo realnym cislam.
M4 s nimi napiiklad tyto spolecné vlastnosti (séitanim a
nasobenim v pi{padé Z,, myslime operace modulo m):
S¢itant je asociativni a komutativni.
Pro kazdé a plati a + 0 = a.
Pro kazdé a existuje (—a) takové, ze a + (—a) = 0.
Ndsobeni je asociativni a komutativni.
Pro kazdé a je a-1 = a.

® Pro kazdé nenulové a existuje a~! takové, ze a-a~! = 1.
e Nésobeni a s¢itani jsou distributivni: a-(b—c) =a-b—a-c.

Obecnéji, mame-li libovolnou mnozinu, muzeme v ni ozna-
¢it ,jednicku“ a ,nulu“ a ,ptibalit® operace séitani, naso-
beni, ,dej mi (—a)* a ,dej mi a~1“. Operaci pfitom mys-
lime libovolnou funkci, kterd prvkim mnoziny nebo jejich
dvojicim prifazuje prvky. Pokud navic pro nasi mnozinu
s operacemi plati vSechny vyjmenované vlastnosti, fika se
ji komutativni téleso.

Racionalni, realné i komplexni ¢isla jsou ptiklady takovych
téles a my jsme k nim pridali konecnd télesa velikosti pr-
vodisla. (Na okraj poznamenejme, Ze je zndmo, Ze vSechna
konec¢na télesa maji velikost mocniny prvocisla, coz ovSsem

Mimochodem, neni to nejmensi pocet balicki, ktery vyhovuje tloze: 6 balickt by také fungovalo. Rozmyslete si, jak najit

nejmenst feSeni kongruence.
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neznamend, ze se vzdy chovaji jako celé ¢isla modulo néja-
kym m.)
Mala Fermatova véta

S prvodisly tizce souvisi takzvana Mald Fermatova véta. Ri-
ka, ze pokud je p prvocislo a a libovolné ¢islo od 1 do p—1,
tak
a? ' =1 (mod p).

Tato véta mé mnoho riznych pouZiti (tfeba ve znadmém
Sifrovacim algoritmu RSA nebo nize v algoritmu na tes-
tovani prvociselnosti), ndm se bude pfedevsim hodit jako
dalsi zptisob invertovani ¢isel modulo prvodislo:

a??2.a=aP"'=1 (mod p),
takze aP~? je inverzni prvek k a.
@ Pojdme nyni Malou Fermatovu vétu dokazat. Indukei
podle a budeme dokazovat ekvivalentni tvrzeni
a’? =a (mod p).

(Jelikoz a je uréité nesoudélné s modulem p, tak uZ vime,
7e nasobeni obou stran kongruence je ekvivalentni tiprava.)

Pro a =1 je snadné vidét, ze véta plati:
a?=1"=1=1 (mod p).

Ted udélame indukéni krok. Reknéme, Ze mame dokazano,
7e naSe véta plati pro néjaké a, a chceme ji dokazat i pro
a + 1. K tomu se bude hodit zndmé Binomické véta, ktera
tika, ze pro kazdé redlné = a y a prirozené n plati:

n __ - n i, n—1
oy =3 (7)ev
pricemz (7;) je takzvané kombinacni ¢islo tvaru
n\ n(n-1)-n-2)-...-(n—i+1)
i) i(i—1)-...-1 ’

majici v ¢itateli i jmenovali zlomku prave ¢ ¢lend.

Indukce po nés chee, abychom dokézali, ze (a+1)? = a. Ro-
zepiseme tedy levou stranu kongruence pomoci Binomické

véty:
(a+1)? = <g>a0+ (]1?>Q1+...+ <§)ap.

Jelikoz (g) i (i ) jsou rovny 1, tvori prvni a posledni ¢len
souctu dohromady a? + 1. To je podle indukéniho predpo-
kladu kongruentni s a.

Zbyva tedy dokazat, ze vSechny ostatni ¢leny jsou délitel-
né p, takze se v kongruenci modulo p neprojevi. Vskutku:
pro 0 < i < p se ve zlomku definujicim (’;) objevi p v pr-
vociselném rozkladu Citatele, ale ne v rozkladu jmenovatele,
takze se nemd s ¢im zkratit.

Tim je indukce hotova.

Fermatuv test prvociselnosti

Jako malou odménu za dlouhy dtikaz predvedeme, jak Ma-
lou Fermatovu vétu vyuzivat ke zjisténi, zda je néjaké ob-
rovské ¢islo n prvocdislem. Jisté€ bychom mohli zkouset vSech-
ny kandidaty na délitele od 2 do n — 1 (nebo chytfeji do
[v/n]), ale to by trvalo p¥ili§ dlouho.

Radéji zkusime vybrat néjaké ndhodné a € {1,...,n—1} a
spoditat, kolik je ¢! mod n. Pro prvociselné n musi vyjit
jednicka, takze pokud vyjde néco jiného, usvédcili jsme n
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z toho, Ze neni prvocislem (aniz jsme nasli jediného délite-
le — zv14stni, ze?).

Pokud pro toto konkrétni a jednicka vyjde, samoziejmeé to
neznamena, ze n je urcité prvocislo. Vyzkousime proto né-
kolik riznych a a pokud test pro zadné z nich neselze, drze
prohlasime, ze n je pravdépodobné prvocislo.

Jak moc velka drzost to je? Pfekvapivé ne moc velké. Pro
skoro kazdé slozené ¢islo n plati, Ze alespon polovina a-cek
dosvédci, ze se nejednd o prvocislo. Takze jeden pokus selze
s pravdépodobnosti nejvyse 1/2 a pokud udélame ¢ pokust,
pravdépodobnost chybného vysledku je nanejvys 1/2¢.

Jedinou vyjimku z naseho pravidla tvori takzvana Carmi-
chaelova ¢isla (nejmensi z nich je ¢islo 561). To jsou ¢isla,
jejichz slozenost prokazeme jen tehdy, kdyz se strefime do a
soudélného s n, a takovych a je velmi malo. Nastésti neni
Carmichaelovych ¢isel moc (relativné k prvocislim), takze
Fermativ test funguje docela spolehlivé.

Existuji i dimyslnéjsi testy, které se Carmichaelovymi ¢isly
obalamutit nenechaji. Jejich popis, jakoz i diukaz naseho
tvrzeni o spolehlivosti Fermatova testu, najdete v literature
zminéné na konci kucharky.

Rychlé mocnéni

Ve Fermatové testu nebo pfi pocitani inverzi pomoci Malé
Fermatovy véty potfebujeme spoéitat a* mod m pro velké k.
Pokud budeme mocninu a* poéitat p¥imo podle definice,
tedy jako a-a-...-a, budeme potfebovat O(k) nasobeni,
coz je prilis.

Jednoduchou fintou l1ze poéet operaci snizit na O(log k). Na-
ptiklad a'® mézeme spoéitat jako:

Pro obecny exponent bude rychlejsi umocniovani vypadat
takto:

def FastExp(a, k):
# Nejdrive oSetfime trividlni pripady.
if k == 0: return 1

if k == 1: return a

# Kdyz je x sudé, vratime a~(k/2) * a~(k/2).
# Kdyz je x liché, vratime a * a“(k - 1).

if k % 2 == 0:
i = FastExp(a, k / 2)
return i * i
else:
return a * FastExp(a, k - 1)

Kazdé volani FastExp pro sudé k jednou zavold FastExp
s polovi¢nim k a jednou vynasobi dvé ¢isla. Kdyz je k liché,
prevede se na sudé a provede se jedno vynasobeni. FastExp
tedy provede O(log k) nésobeni.

Je ale dilezité uvédomit si, ze kdybychom si neulozili vy-
sledek a*/2 do pomocné proménné i, ale rovnou vrace-
li FastExp(a, k / 2) * FastExp(a, k / 2), byl by nas
kéd stejné pomaly, jako kdybychom pocitali mocninu podle
definice!

Pro pouziti ve Fermatové testu (nebo obecné na spoéita-
ni mocniny a* mod m) staéi po kazdém nasobeni vysledek
vymodulit m.



Sito na prvocisla

Uz jsme zjistili, ze se nam hodi umét najit prvocisla. Kde
je ale vezmeme? MuZeme urcité zkouset jedno ¢islo po dru-
hém a pokazdé otestovat, jestli drzime prvocislo (tfeba Fer-
matovym testem nebo zkouSenim vsech délitelit). Uz staii
Rekové ale znali algoritmus, ktery najde vSechna prvocisla
mensi nez n efektivnéji. Rika se mu Eratosthenovo sito.

Sito funguje na docela jednoduchém principu. Budeme si
uchovavat v paméti pro kazdé ¢islo od 2 do n priznak, jestli
je prvocislo, nebo slozené. Za¢neme u dvojky a oznacime
vSechny nasobky 2 lezici mezi 4 a n jako slozend ¢isla. Dal-
§1 prvocislo je 3. OznacCime vSechny nasobky 3 lezici od 6
do n jako slozena ¢isla. Dalsi ¢islo na fadé je 4. Kdyz jsme
ale vyskrtavali nasobky 2, vyskrtli jsme i 4. Nebudeme te-
dy provadét nic a rovnou prejdeme na 5. Takto najdeme
v8echna prvocisla od 2 do n a stihneme to rychle.

Ukazme si jesté zdrojovy kéd v Pythonu:

def Eratosthenes(n):
prvocislo = [ True ] * n

for i in range(2, n):
if prvocislo[i]:
print ("%d je prvocislo." % i)

# Nasobky prvocisla jsou slozZené
j=1ix*x2
while j < n:
prvocislo[j] = False
ji

Jak dlouho sito pobézi? D4 se dokézat, ze jeho ¢asova slozi-
tost ¢ini O(nloglogn), ale neni to snadné. My si zde pfed-
vedeme jenom slabsi odhad O(nlogn). Zéjemce o t&z8i di-
kaz mensi slozitosti odkazujeme na vzorové feseni tlohy
24-3-5.°

Sito travi ¢as O(n) hleddnim prvocisel a mezitim skrta je-
jich nasobky. Kdyz skrtame nasobky dvojky, vysSkrtneme
nejvyse n/2 &isel, kdyz skrtdme nésobky trojky, vyskrtne-
me jich nejvyse n/3, atd. Slozitost Eratosthenova sita tedy
bude shora omezena souctem

n
n n n 1
n+-+-+...+—=n- —=.
n Zz

Sumé

se Tikd n-té harmonické ¢islo a dokaZeme o ném, ze lezi
v O(logn).

Uvazujme, o co se zvétsi Ho, oproti H,:

1 1 1
2 n+1 n—|—2+ Jr2n

To je soucet n ¢lendl, z nichz kazdy je mensi nez 1/n. Cely
soucet je tedy mensi nez 1.

Zjistili jsme tedy, ze Ha, < H, + 1. Funkce, které rostou

takhle pomalu, jdou shora omezit néjakym logaritmem n,

takze H,, = O(logn).
Proto slozitost celého Eratosthenova sita ¢ini O(nlogn).
Cinska zbytkova véta

Nasledujici véta dostala své jméno po starocinském zptiso-
bu poéitani vojakii. Cinska arméada je velka, a kdybychom

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/resenil
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chtéli pocitat vojaky jednoho po druhém, trvalo by to dlou-
ho. Pomahalo pry armadu rozradit do fad o velikostech my,

ma, ..., My (souéin v8ech m; si ozna¢ime jako M bez in-
dexu). Nékdy zbyli nezafazeni dva, nékdy tficet, nékdy se
sefadili v8ichni. Tyto zbytky si oznac¢ime 21, 23, ..., Zy.

A co Cinska zbytkova véta Fika? Tvrdi, ze kdyz jsou vSech-
na m; navzajem nesoudé€lné a pocet vojaki je mensi nez M,
1ze ho ze zbytki z; jednoznacné uréit. Kdyz naptiklad roz-
délujeme vojaky do fad velikosti 2, 3, 5, 7, 11 a 13, mtzeme
zbytky z fad jednoznacné vyjadrit kazdy pocet vojakt men-
Sinez2-3-5-7-11-13 = 30030.

Formalnéji feceno: Jsou-li dana navzajem nesoudélnd pfiro-
zend Cislamy, ..., m, (jejichZ soucin oznacime M) a zbytky
Z1, ..., Zn, pak existuje pravé jedno ¢islo x € Z); takové,
ze pro vSechna i je

=2z (mod m;).

A jak dokaZeme, Ze néco takového plati? Mé&jme 2 ¢isla
a,b € Zy; takova, ze maji stejné zbytky po déleni vsemi m;.
Ukéazeme, ze musi nutné byt stejna.

Vime, ze pro vSechna 7 plati

a=b (mod m;).
To podle definice kongruence znamena, Ze rozdil a —b je dé-
litelny vSemi m;. Proto je délitelny i nejmensim spole¢nym
nasobkem vsech m;, coz ovSem diky nesoudélnosti musi byt
jejich soucin M.
Mame tedy dvé Cisla ze Zj;, jejichz rozdil je délitelny M.
To nutné znamena, Ze jsou stejna.

Dokéazali jsme tedy, Ze jedna sada zbytku z1, ..., z, odpo-
vida jednozna¢né ur¢enému Cislu x € Zj;, ale jesté nevime,
jak bez zkouSeni vSech moznosti toto x najit. Pijdeme na
to od lesa.

Nejprve se hodi vSimnout si toho, ze kdyz secteme dvé cisla,
seCtou se i jejich zbytky modulo vSemi m;.

Co kdybychom nyni dokézali sehnat ¢isla @1, ..., @, ta-
kova, ze @); je délitelné vSemi m; kromé m; a Ze Q; = 1
(mod mj;)?

To by potom stacilo polozit

x=(21-Q1+22-Q2+ ...+ 2,-Qp) mod M.
Vskutku: pocitdme-li  mod m;, vSechny ¢leny z;-(Q; pro
j # i vyjdou nulové a ¢len z;-Q; bude roven z;. To, ze
cely vysledek nakonec vymodulime M, na véci nic neméni,
protoze pri¢teni ¢i odecteni libovolného nasobku M zbytek
po déleni zddnym m; neovlivni.

Jak se ale k ¢isliim Q; dostaneme? Cislo @; mé byt délitelné
vSemi m; kromé m,;. Uvazujme tedy soucin

Si:my e TMyg—1 " Myg41 7 oo "My

Ten modulo kazdé m; (j # i) da nulu, zatimco modulo m;
néjaké ¢islo r; nesoudélné s m; (nesoudélné musi byt, pro-
toze jinak by m; bylo soudélné s nékterym m;). Specidlné
to znamena, ze 7; neni 0.

Potfebujeme tedy z tohoto nenulového zbytku udélat jed-
nicku. To zaridime snadno: poridime si 7;° 1 coz bude in-
verzni prvek k r; modulo m;, a timto prvkem celé .S; vyna-
sobime:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/reseni

Toto (); uz mé pozadované vlastnosti: ); mod m; pro j # i
vyjde nulové, protoze @; je ndsobkem S;, které bylo délitel-
né m;. A modulo m; ziskdme

— -1 _ -1 _
Qi=Sir; =ri-r; =1

,2Kouzelna“ ¢isla Q); tedy dokazeme sestrojit a jejich zkom-
binovanim i hledané x.

Pojdme si to ted zkusit v praxi. Chceme najit nejmensi x
takové, ze plati nasledujici kongruence:
z=3 (mod 5)
x=1 (mod9)
x=14 (mod 16)
Spocitame si nejdiive M a vSechna S;:
M =5-9-16 = 720,
S1=9-16 = 144,
Se =5-16 = 80,
S3 =5-9 =45.
Ted zjistime, kolik vychézi kazdé S; modulo m; a uréime
prislusné multiplikativni inverze (napfiklad pomoci rozsite-
ného Euklidova algoritmu):
r1 = 144 mod 5 = 4,
ro = 80 mod 9 = 8,
r3 = 45 mod 16 = 13,
rit=4 (4-4mod5=1),
;' =8 (8-8mod9=1),
r3' =5 (13-5mod 16 = 1).

http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf]
7 http://mj.ucw.cz/papers/bert .pdi]
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Z toho vypocteme Q; jako S; -7 !

Q1 =51 7" =144-4 = 576,
Q2 = Sy-ryt =80-8 = 640,
Qs = S3-r3' =45-5 = 225.

Nakonec secteme prislusné nasobky @Q; a zjistime x:
x=3-5764+1-640+ 14-225 = 5518 = 478 (mod 720).
Vysledek opravdu vypada spravne:
x=478=34+(5-95) =1+ (9-53) = 14 + (16 - 29).

Par slov na zavér

Doufame, Ze se vdm nase povidani o teorii ¢isel libilo a ze
jste poznali, zZe i tak zdkladni objekty, jako jsou celd cisla,
maji spousty zajimavych vlastnosti.

Prejete-li si dozvédét se vice o prvociselnych testech nebo
o RSA, miiZzeme navrhnout ke studiu textik Algoritmy oko-
lo teorie ¢isel® od jednoho z autortt kuchaiky. Dikladny
rozbor Eratosthenova sita a jiné zajimavosti o prvocislech
najdete v élanku T¥ véty o prvocislech” od téhoZ autora.
S teorii Cisel také souvisi algebra, ktera zobectiuje rizné
poznatky na libovolné mnozZiny opatiené néjakymi opera-
cemi (napiiklad télesa). Mate-li o ni zajem, mohla by vam
pomoci naptiklad skripta Zdklady algebry od Davida Sta-
novského.

Kuchatku pro vas namichali

Michal Pokorny a Martin Mares


http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf
http://mj.ucw.cz/papers/bert.pdf

Vzorova feSeni druhé série dvacatého patého roéniku KSP

Cokolady

Oproti prvni sérii, ve které ziskali cokoladu jen 4 Fesitelé, se
v této sérii roztrhl s ¢okolddami pytel. Pro tuto sérii jsme
¢okoladdu rozdavali za vyfeseni nékteré ze tii nejvice bodo-
vanych tloh na plny pocet bodi. Tedy bud za 25-2-1 Vy-
tizenost dopravy, 25-2-4 Organizace vyklddky (CodExova
uloha), nebo za 25-2-7 Zalévdme dokument (serial).

Jen za CodEx ziskalo ¢okoladu 10 lidi. Celkem pak cokoladu
dostava 11 z vas. Gratulujeme a uzijte si sladkou odménu.

25-2-1 VytiZenost dopravy

Na tuto tlohu prfisla spousta vasich feseni. Jednim z nej-
vétsich problémut nékterych z vas se ale ukazalo byt to, jak
spravné rozdélit ¢as mezi predvypocet a mezi odpovédi na
dotazy. Zavedme znaCeni N pro podet zastavek (vrcholl
naseho stromu) a K pro pocet dotazu.

Spravné rozdéleni ¢asu

Zamysleme se nejdiive nad dvéma extrémy: Pokud bychom
odekéavali maly (konstantni) pocet dotazti, bylo by asi nej-
lepsi odpovéd pro kazdy dotaz vyhledat samostatné (t¥eba
jednoduchym prochézenim do $itky — BFS) a zabralo by
nam to ¢as O(N) na dotaz a O(N) celkem. Druhym ex-
trémem by bylo K > N2. V takovém piipadé si miizeme
predvypocitat pomoci BFS cesty z kazdé zastavky na kaz-
dou v O(N?) a odpovidat pak uZ jen v konstantnim ¢ase na
dotaz. Tim se dostaneme na celkovou sloZitost O(N? + K).
My jsme se ale zabyvali nejzajimavéjsim pripadem, a to
kdyz K je fadové stejné velké jako N. Pak je druhy postup
prilis pomaly. Ukazeme si, jak udé€lat pfedvypocet v case
O(Nlog N) a odpovéd na dotaz v ¢ase O(log N).

Lehdi varianta

Nejdiive se zamyslime nad leh¢i variantou s pouhou cestou.

To je jako situace pfimo stavéna pro maximové intervalové
stromy. Intervalovy strom je stromova struktura postavena
nad néjakou posloupnosti, ktera je schopné vracet hodnotu
(soucet, maximum a podobné) v néjakém intervalu. Déla to
tak, ze kofen drzi hodnotu celé posloupnosti, jeho synové
hodnotu levé a pravé poloviny a tak dale, az na troven
jednotlivych prvki posloupnosti.

Kazdy interval jsme pak schopni poskladat z maximélné
log N mensich intervalt zastoupenych vrcholy a dotaz na
intervalovy strom tedy trva O(log N), strom se d4 vysta-
vét v linedrnim dase. Tot FeSeni jednodussi varianty. Pokud
si chcete precist néco vice, podivejte se do nasi kucharky
o intervalovyjch stromech.®

SloZit€&jsi varianta

Nyni se pokusime nékteré myslenky intervalovych stromt
zobecnit, aby fungovaly nejenom na graf tvaru cesty. Struk-
turu ale nebudeme potfebovat aktualizovat, staci ndm ji
pouze jednou vybudovat a pak nad ni pokladat dotazy. Tim

se bude lisit od intervalovych stromi, které umoziiuji rychle
provadét i aktualizace.

Zakofenime si na$i grafovou sif zastavek v libovolném vr-
cholu a postavime strom. Ve chvili, kdy dostaneme dotaz
na tsek A-B, miizeme ho slozit (vzit maximum) z dotazl
na useky A-P a L-P, kde P je spole¢ny stromovy piedchud-
ce obou vrchold (tedy nejvySe umistény vrchol, pies ktery

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|
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cesta z A do B musi jit). K rychlému hledani P se vratime
pozdéji.

Tim jsme si problém zredukovali na nalezeni maxima néjaké
vertikalni cesty ve stromé. To bychom mohli udélat tak, ze
bychom ji celou prosli, ale to muze trvat az linearné dlouho
vzhledem k N (naptiklad v grafu tvaru cesty). My bychom
ale chtéli dosdhnout ¢asu O(log N). Zavedme si tedy v kaz-
dém vrcholu zpétné odkazy ruznych trovni. Zpétny odkaz
arovné 0 bude odkaz na otce, zpétny odkaz trovné 1 bude
odkaz na otce otce (tedy o 2 vys) a obecné zpétny odkaz
trovné m povede o 2™ vrcholi vyse. Takovych zpétnych
odkazii bude v kazdém vrcholu maximélné logn a kazdy si
navic bude pamatovat maximum na tuseku, ktery pokryva.

KdyZz budeme chtit vystoupit od A k P, dokdZeme tento
tsek pokryt jen pomoci téchto zpétnych odkazti a pouzi-
jeme jich jen O(log N) (jednoduchym argumentem: kdyz
budeme skakat po nejvétsim mozném zpétném odkazu, tak
kazdym skokem zmensime vzdélenost alespoii o polovinu).
Obdobné tsek od B k P. Pokud tedy dostaneme tako-
vouto strukturu, dokazeme odpovédét na libovolny dotaz
v O(log N).

Ted se vratime ke slibovanému hled4ani P. V kazdém vrcho-
lu si budeme pamatovat, v jaké je hloubce, a budeme stou-
pat od A a B zaroveii. Nejdiive vystoupame po zpétnych
odkazech z toho hlubsiho do stejné hloubky (v O(log n) kro-
cich) a pak zkousime stoupat z obou vrcholt nardz. Vezme-
me postupné vSechny délky zpétnych odkazii (od nejvétsich
po nejmensi) a kdyZ se pies takto dlouhé zpétné odkazy jes-
té nedostaneme do stejného vrcholu (mohl by to totiz byt
aZ néjaky predchudce P), vystoupdme po nich. Timto na-
lezneme snadno P a soucasné si nerozbijeme logaritmickou
délku cest od A aod B k P.

7 pROMLEDAVALY
Do HLouBkY \

Jak si takovou strukturu rychle potidit? To uz je jedno-
duché. Zakofenéni stromu mutizeme udélat pomoci prohle-
dévéani do hloubky od libovolného vrcholu, to nam zabere
linearné kroku. V kazdém vrcholu pak zkonstruujeme ma-
ximalné log N zpétnych odkazi a s vyuzitim predchozich
odkazi nam kazdy novy odkaz zabere jen konstantni cas.
Vzdalenost od A k B preklenutd zpétnym odkazem dél-
ky 2™ je totiz preklenutd dvéma zpétnymi odkazy: od A
k C délky 2™~ ! a od C k B délky také 21, KdyZ vez-
meme 7z téchto dvou odkazi maximum, mame maximalni
pocet cestujicich i na zpétném odkazu délky 2.

V kazdém vrcholu tedy stravime O(log N) a celou strukturu
zvladneme vystavét v O(N log N). Celkové predvypocet i
odpovéd na K dotazt trvd O((N+K)log N), coz je ideélni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-1.cpp

Jirka Setnicka



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

Heavy-light dekompozice

Datova struktura z naseho vzorového feSseni ma jed-
@ nu nevyhodu: pro strom na N vrcholech zabere fadové
Nlog N bunék paméti. Nacrtneme jesté jeden zpisob, jak
tlohu vyftesit, ktery si vystaci s linedrni paméti. Pouzijeme
k tomu takzvanou heavy-light dekompozici stromu neboli
rozklad stromu na lehké a tézké hrany.

Strom zakofenime a pro kazdy vrchol v spoéitdme T'(v),
coz bude pocet vrcholi v podstromu, jehoZz korenem je wv.
Za tézké prohlasime ty hrany, které vedou z néjakého vr-
cholu v do jeho syna w, pfi¢emz T'(w) > T'(v)/2. VSechny
ostatni hrany budou lehké. Dobfe je to vidét na nasleduji-
cim obrézku (¢isla udavaji velikosti podstromu, tézké hrany
jsou nakresleny tu¢né):

Povsimneme si, Ze z kazdého vrcholu muze dolt vést nejvyse
jedna tézka hrana. Tézké hrany proto tvofi cesty, kterym
budeme tikat tézke cesty a jejich nejvyssim vrcholtim stopky
cest. Pokud stopka cesty neni kofen, vede z ni nahoru lehké
hrana, ktera ji napoji na nadfazenou tézkou cestu (ta ovsem
miZe byt trividlni — jednovrcholovd).

O lehkych hranéich plati jind zajimava véc: kdykoliv se vy-
dame z kofene do listu, projdeme po nejvyse log, N lehkych
hranach. To proto, Ze kdykoliv projdeme po lehké hrané, ve-
likost podstromu, v némz se nachazime, klesne alespon na
polovinu.

Ted popiseme, jak pomoci nasi dekompozice hledat nejbliz-
§iho spoleéného piedchtidce dvou vrcholi. Stadi si pro kaz-
dou tézkou cestu zapamatovat pole vSech vrcholu, které na
ni lezi, a naopak si pro kazdy vrchol zapamatovat, na jaké
tézké cesté lezi a kolikaty v poradi je.

Kdyz ndm nyni nékdo zada vrcholy = a y, ptjdeme z nich
do kofene a podivame se, kde se obé cesty poprvé potkaly.
Do kofene pritom vyskaceme tak, ze pokazdé urcime stop-
ku tézké cesty, na niz se nachazime, a z té vystoupime po
jedné lehké hrané. To muZe nastat nejvyse O(log N)-krat a
pokazdé nés to stoji konstantni cas.

Podobné zvlddneme hledani maxim na cestach. Pro kazdou
tézkou cestu postavime intervalovy strom, pomoci kterého
budeme umét rychle nalézt maximum v libovolném tuseku
cesty.

Kdykoli nam pak nékdo zadé cestu z x do y, rozdélime ji
na usek z z nahoru do nejblizsiho spole¢ného predchiidce a
tsek z néj dolt do y. Staci tedy umét pocitat maxima pro
,Svislé“ cesty ve stromu. Kazda svisla cesta ovSem obsahuje
O(log N) lehkych hran; témi jsou spojeny useky tézkych
cest, takze usekt musi byt také O(log V).

Pro kazdou tézkou cestu se zeptame prislusného intervalo-

vého stromu, jaké je maximum z prislusného tseku, a vy-
pocteme maximum z téchto maxim a z ohodnoceni lehkych
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hran spojujicich t&zké tiseky. To dava celkem O(log N) do-
tazil na intervalové stromy, z nichz kazdy trva O(log V).
Dohromady O(log? N), coz je prilis.

Uc¢inime tedy jesté jedno pozorovani: skoro vSechny dotazy,
které intervalovym stromiim klademe, se tykaji intervalt
od néjakého vrcholu tézké cesty k jeji stopce. Jedinou vy-
jimku tvoii nejvyssi cesta, na kterou se zeptame. Muzeme
si tedy navic pro kazdou cestu predpocitat maxima tuse-
ki od stopky do ostatnich vrcholt. Pak polozime O(log N)
dotazl trvajicich O(1) a jeden trvajici O(log N). To je do-
hromady O(log N) na celé nalezeni maxima cesty z = do y.

Celd struktura nam pfitom zabere O(N) bunék paméti a
jsme ji schopni vystavét v linedrnim Case.

vvvvv

jde i aktualizovat. To si ale nechame na jindy; pokud jste
zvédavi, zkuste si najit néco o Sleatorovych-Tarjanovych
stromech, zndmych také pod nazvem Link-Cut Trees.

Martin ,Medved” Mares

25-2-2 Sekani travy podruhé

Reseni této tlohy je kratké, jednoduché, ale je t¥eba uznat,
ze 1 nemalo trikové. Pro tplnost zaddni budeme pfedpokla-
dat, ze startovni policko jiz je posekané. Pak ma vyhréavajici
strategii prvni hrac. A jaka tedy bude jeho strategie?

Hraci plocha se sklada ze sjednoceni obdélnikti se sudym
obsahem. Tedy alespon jeden z rozméri kazdého obdélniku
je sudy. Tedy je mozné cely herni plan vyskladat domino-
vymi kostkami. Jak se to presné udéla, si kazdy jednoduse
rozmysli.

Nyni k samotné strategii. Hra¢ jedna zacind na néjaké po-
loposekané dominové kostce. Tak jediné, co udéla, je, ze
prejde do druhé ¢asti této kostky. Nyni druhy hrac¢ bud uz
nemuze nikam tahnout, nebo prejde do jiné dominové kost-
ky. Tato kostka zatim nebyla pouzita, a tedy ma volnou
druhou pilku. Takze prvni hrac zas jen piejde do druhé po-
loviny. Tuto strategii bude opakovat az do doby, kdy druhy
hra¢ nebude mit kam tahnout.

Na zévér jesté poznamenejme, Ze obecné se této taktice rika
Parovact strategie a funguje ve vSech grafech, které maji
perfektni parovani (tj. vrcholy grafu lze rozdélit do dvojic,
kde kazd4d dvojice je spojena hranou).

Karel Tesar




25-2-3 Doplnovani operatoru

25-2-4 Organizace vykladky

Tato ulohu sme pdvodne zamyslali ako jednoduchi, teda
takil, Ze jej rieSenie je priamociare a jasné. NevsSimli sme
si v8ak zna¢né mnozstvo slepych uli¢iek, ktoré vas zmiatli.
Ulohu jsme zadavali s tym, ze pojde jednoducho riesit v li-
nearnom case, ¢o sa nakoniec ukéazalo ako zly predpoklad.
Za to sa vam ospravedlnujeme a i kvoli tomu sme bodovali
zlé rieSenia miernejsie.

Drviva vicsina riesSitelov sa tlohu pokusala riesit hladovo,
¢o ale nefungovalo. Dalsia vec je, Ze skoro vsetky riesenia,
ktoré prisli, boli zle popisané a casto sa stavalo, Ze si opra-
vujuci musel toho dost vela domyslat. NavySe vicsina z va;
zabudala uvadzat ¢asovi zlozitost.

Najcastejsimi protiprikladmi na hladové rieSenie boli po-
stupnosti, v ktorych sa vyskytovalo viac jednotiek vedla
seba — napriklad v postupnosti, ktord je tvorend dvojkou,
desiatimi jednotkami a opif dvojkou, je lepSie s¢itat. Na
podobnych protiprikladoch zlyhali vSetky pokusy o linear-
ne hladové riesenie.

Ukézeme si ako riesif tlohu v kvadratickom ¢ase pomocou
dynamického programovania.’ Dynamické programovanie
je velmi uZitofna programovacia technika, ktord spociva
v rozdeleni problému na nejaké mensie podproblémy, kto-
ré vieme vyrieSit. Z rieSeni pre mensie podproblémy potom
poskladdme finalne rieSenie. UkéZeme si to na nasej ulohe.

Predstavme si, ze na vstupe dostaneme n ¢isel, ozna¢me ich
ai, ..., an. Uvdzme teraz kazdé i € {2,...,n — 1}. Pred-
pokladajme, Ze vieme doplnit operatory medzi a4, ..., a;,
tak Ze po vyhodnoteni a1 as ... a; dostaneme najlepsi vy-
sledok. Ako zistit, aky najlepsi vysledok mozeme dosiahnif,
ked uvazujeme a1 as ... a,?

Zvolme nejaké j € {2,...,n — 1}. Z predchadzajtceho od-
stavca vieme, Ze sme schopni optimélne doplnif operédtory
medzi a; az ... a;, oznaéme vysledok v;. Jeden z moznych
vysledkov pre a; as ... ay je vj + ajq1-. .. ap, oznacme
ho V;. Najlepsi vysledok dostaneme tak, Ze vezmeme ma-
ximum zo v8etkych Vj, pre j € {2,...,n —1}.

Co teda vlastne robime? Vsimnime si, Ze sme predpoklada-
li, Ze problém vieme vyriesit pre vSetky i také, ze i < n a
z toho sme zistili rieSenie pre n. Pre uplnost dodajme eSte,
7e pre a; sme schopni tlohu vyrieSit trividlne, tam Ziad-
ne operatory dopliat netreba. To znamena, Ze so znalostou
optimalneho rieSenia pre a; sme schopni aplikovanim vys-
$ie uvedeného postupu ziskat optimélne rieSenie pre a; as,
dalej so znalostou optimélneho rieSenia pre a; a a; as sme
schopni aplikovanim rovnakého postupu ziskat optimdlne
riesenie pre a; as az atd.

Predchadzajuci odstavec celkom jasne popisuje, ako bude
algoritmus fungovat. Jeho ¢asova zloZitost bude ©(n?). Je
tomu tak preto, lebo potrebujeme spocitat najlepsie vysled-
ky pre aj as ... a;, pre kazdé i € {1,...,n}. Pri po¢itani
kazdého takéhoto vysledku spravime O(i) krokov. Celkovy
podet krokov je teda ©(1) + - - -+ O(n) = O(n?). Pamitova
zlozitost je ©(n).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-3.py

Peter Zeman

V této praktické uloze byly vstupy rozdéleny do ctyf sad
podle ocekavané efektivity feSeni.

Hledany soucet vzdalenosti od daného bodu ke vS§em ostat-
nim v maximové metrice nazveme cenou vykladky pro dany
bod. Nejjednodussim feSenim tlohy je pfimy vypocet ceny
vykladky pro kazdy bod tak, ze projdeme vSechny ostatni
body a secteme vzdalenosti podle vzorecku. Takové feSeni
mé ¢asovou slozitost O(N?) a stacilo pro vyieseni prvnich
dvou sad.

Ve druhé sadé se hodnoty nevlezly do 32-bitovych promén-
nych, museli jste tedy pouzit 64-bitové celociselné typy. Co
jsem do tlohy nevkladal, ale doporucuji k promysleni (a nej-
lépe i naprogramovani), je pfipad, kdy by se ¢isla nevlezla
ani do 64-bitovych proménnych a vas jazyk by nepodpo-
roval celoCiselné typy s dynamickou délkou. A jak byste
postupovali, pokud by ¢isla nebylo potfeba pouze scitat a
porovnévat, ale provadét i dalsi operace jako napiiklad na-
sobeni a déleni?

Ve treti sadé jiz byl pocet zadanych bodf vysoky (N <
100000), ale pocet navzdjem riznych bodd byl stale niz-
ky (K < 1000). Takova situace se dala vyfesit seskupenim
shodnych bodi do jediného bodu, u kterého byla udana jeho
nasobnost. Lze to provést tfeba setfidénim bodu (nejpfiro-
zenéjsi zpusob je asi lexikograficky — nejprve podle sourad-
nice z, v pripadé shody podle soutadnice y).

Settidéni vede k tomu, zZe se shodné body umisti v poli na
souvislém tseku. Pak lze pole projit a pro kazdy bod zkon-
trolovat, zda je shodny s pfedchozim prvkem pole. V pripa-
dé shody je zvysena nasobnost naposledy pridaného bodu,
v opa¢ném piipadé je pfidan novy bod. Protoze méa (rozum-
né) t¥idéni ¢asovou slozitost O(N log N), je vysledn4 ¢asova
slozitost O(N log N + K?). (Pouzitim vyhled4vacich stromii
Ize docilit O(N log K + K?), coz ale neni pfilis atraktivni
vylepseni.)

Efektivni FeSeni

Problém dosavadniho pristupu tkvi v tom, ze kvili nepfi-
jemné formuli pro vzdéalenost mezi dvéma body nedokazeme
cenu vykladky pocitat néjak hromadné. Moznosti, se kterou
jsem puvodné pocital, je zametat body podél y-ové sourad-
nice a vhodné si v intervalovych stromech udrzovat body

9 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

tak, aby se daly efektivné pro zpracovavany bod spocitat
4 soucty — soucty soufadnic vSech bodti, pro které se bude:
pri¢itat a odecitat z-ova soufadnice a pri¢itat a odecitat
Y-OVa.

Asymptoticky stejné efektivni, ale jednodussi je pouzit trik
prevzaty z feseni Ondry Hiibsche. Trik spociva ve vyuziti
vztahu

2max(|al, |b]) = |a = b +[a + ],

ovéite si jej naptiklad rozborem piipadd. Vzdalenost dvou
bodt d = max(|x; — 22|, |y1 — y2|) pak miZzeme zapsat jako

2d = |(z1 — @2) — (y1 — y2)| + [(21 — @2) + (Y1 — w2)|.
Budeme pracovat s novymi souradnicemi u a v, které vznik-
nou jako:

Uu=x—1Yy v=x+Y

Vzdalenost dvou bodt ndm pak bude vychézet jako

2d = |’LL1 —U2| + ‘1}1 —U2|.

Celou dobu budeme pocitat dvojnasobné vzdélenosti a pou-
ze na konci vysledek vydélime dvéma.

Jaké je vyhoda tohoto pfevodu? Zbavili jsme se nepiijem-
né operace maxima. Soucet uz dokdzeme pocitat efektiv-
né, provedeme to ve dvou krocich — oddélime |u; — us| a
|vy — va]. V prvnim kroku set¥idime body vzestupné pod-
le sourfadnice u a spocitame si prefixové soucty pro toto
setfidéné pole. Pro aktualné zpracovavany prvek p pole je
pak |u, — u;| = up, — u; pro vSechny prvky ¢ pfed nim a
|up — wi| = u; — up pro prvky za nim.

S prefixovymi soucty dokazeme zapocitat vSechny body do
ceny vykladky pro bod p v konstantnim ¢ase. (Pole P pre-
fixovych soucti je takové pole, které na i-té pozici obsahu-
je soucet prvnich ¢ prvkd. Dokazeme jej predpocitat v li-
nedrnim ¢ase pomoci vztahu P[i] = P[i — 1] 4+ Q[é], kde
Q@ je puvodni pole. Soucet prvki na pozicich k az [ je pak
P[l] - Pk —1].)

Analogicky postupujeme pro soufadnici v. Nyni mame pro
kazdy bod spoctenou cenu vykladky a staci vybrat nejmensi
z nich. Jedinou slozitéjsi operaci je tiidéni, ostatni operace
jsou pouhé linearni priichody. Casova sloZitost Feseni je tak
O(N log N), pamétova O(N).

Program (C++) — N kvadraticky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Nkvadr.cpg

Program (C++) — K kvadraticky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Kkvadr.cpg
Program (C++) — Nlog N:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-NlogN. cpd

Lukds Folwarczny

25-2-5 Sbirani papiru

Nez se vrhneme na feSeni tlohy, u¢inme nékolik stézejnich
pozorovani. Ta nam uz feSeni ulohy daji takrka zadarmo.

Novinarka se nesmi vracet dold. Tim padem pied precho-
dem na dalsi faddek (nahoru) musi vybrat vSechny papiry
na fadku.

Zaroven nemad smysl uvazovat jiné papiry nez ten nejvice
vlevo a vpravo. VSechny ostatni papiry totiz novinaika se-
bere automaticky pfi pohybu mezi nimi.

Dale je dulezité uvédomit si, Ze po sebrani posledniho pa-
piru nema smysl se na tomto fadku déale pohybovat. Stejné
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kroky totiz lze provést o fadek vyse s vysledkem pfinej-
horsim stejnym (na aktudlnim fadku uz zadny dalsi papir
nesebereme).

Musime jesté vytesit, jak se na fadku pohybovat. Ozna¢me
si index papiru polozeného nejvice nalevo [ a index toho
nejvice napravo r. Index policka, na které vstupujeme pti
prechodu na fadek, oznacme c. Nyni nastavaji t¥i moznosti.

Il > ¢ Nemé smysl se pohybovat jinak nez potfad doleva.
r < ¢ Nema smysl se pohybovat jinak nez porad doprava.
l < ¢ < r Muzeme jit nejdiive k [ a nasledné k r. Také je
mozné jit nejdiive k r a poté k [. Obé varianty mohou dat
jinou délku cesty.

V tuto chvili mnoho z fesitel sahlo po hladovém algoritmu.
Tedy vzdy se podivat, zda je vyhodnéjsi z c jit nejdfive
do [ a az poté do r, nebo opac¢né. Nasledné lepsi z vysledki
vzit jako soucast TeSeni a pokracCovat stejnym zpusobem
na fadku vyse. Tento postup je vSak chybny. Zkuste si ho
napriklad odsimulovat na nasledujicim vstupu:

38

Radek 3: 01 000000
Radek 2: 01 000001
Radek 1: 00100000

7 toho plyne, Ze je tfeba pocitat s obéma variantami pri-
chodu radkem a obé si ulozit. VSech moznych cest je tak
sice exponencialné mnoho, lze ale vyuzit pfistupu z dyna-
mického programovani a ukladat si mezivysledky.

Budme v néjakém fadku i. V fadku i — 1 jsme dostali dvé
optimélni feseni. Jedno pro /;_; a jedno pro r;_;. Pro spo-
¢itani feseni v I; tedy vyzkousSime oba z vysledki pro pred-
chozi fadek a lepsi z nich si ulozime. Totéz provedeme pro
i, ¢imz dostaneme opét dvé mozné varianty. V poslednim
rfadku pak z téchto dvou variant vybereme tu s kratsi délkou
cesty.

Specialnim pfipadem je prvni fadek, a to v tom, Ze musime
vzdy dojit do r1 a optimélni feSeni je zde tak pouze jedno
(o délce r1). V programu toto snadno oSet¥ime.

Ze je TeSeni spravné si lze snadno rozmyslet pies matema-
tickou indukci. ReSeni pro prvni fadek je indukénim pied-
pokladem. ReSeni pro i-ty fadek pak indukénim krokem.

Jesté vsak nekoncime. Jelikoz chceme také zpétné rekon-
struovat cestu, musime si navic ukladat pole pfedchidci a
sméry pohybu. Pak Ize jiz cestu rekonstruovat. Smér pohy-
bu se navic bude ménit pro fadek maximalné dvakrat, tedy
pamétova slozitost ulozeni cesty je O(N). Takova je i pamé-
tové slozitost celého algoritmu, jelikoz neni tieba ukladat
si celou matici. Pozorni ¢tenafi si jisté dokazou rozmyslet
proc.

Ke zjisténi indexi [ a r pro kazdy radek staci jednou matici
v O(NM) projit. Néaslednd dynamika ndm zabere O(N)
krokd, tedy celkova ¢asova sloZitost je linedrni — O(NM).

Zdrojovy kod je z vétsi Casti pfepisem programu Rastislava
Rabatina. Dékujeme.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-5.cpp

Jan Bok


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Nkvadr.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Kkvadr.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-NlogN.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-5.cpp
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25-2-6 Optimalizace v redakci

Nasim tkolem je pro kazdou hranu zadaného ohodnoceného
grafu urcit, zda se vyskytuje ve vSech, v pouze nékterych,
nebo v zadnych miniméalnich kostrach. K feseni vyuzijeme
upraveny Kruskaltv algoritmus. Z kuchaiky'® budeme po-
tfebovat predevsim poznatek o jeho spravnosti a také po-
znatek o tom, ze v pfipadé vice hran stejné vahy muze byt
pofadi zpracovani hran libovolné (algoritmus mize vydat
rizné kostry, ale vSechny budou minimdlni).

Popis algoritmu

Algoritmus si bude, stejné jako ten ptvodni, budovat les T' —
cast vysledné kostry. Hrany stejné vahy wy budeme zpraco-
vavat najednou. Hranu, jejiz oba vrcholy lezi v jedné kom-
ponenté, rovnou oznacime za hranu, ktera se v zadné mini-
malni kostfe nevyskytuje, a dale s ni nepracujeme.

Pro ostatni hrany rozhodneme, zda se vyskytuji ve vSech,
nebo jen nékterych minimalnich kostrach. Ve skutecnosti
zjistime, zda Kruskaltv algoritmus hranu (v zdvislosti na
pofadi zpracovani) pfida vzdy, nebo jen nékdy. Pozdé&ji do-
kazeme, ze je oboji ekvivalentni.

UvazZme pro tento ucel graf G, ktery vznikne tak, ze do
T vlozime vSechny hrany vahy wjg. Pokud se odebranim
hrany e (vahy wy) z grafu G snizi pocet komponent, pfidal
by algoritmus hranu ve vSech pripadech, neb nemé jinou
hranu téze vahy, jiz by spojil pfislusné komponenty. Pokud
se naopak pocet komponent nezméni, existuje dalsi hrana,
kterou lze pouzit misto e.

Hrana, po jejimz odebréani vzroste pocet komponent grafu,
se nazyva most. Algoritmus na hledani mosti je detailné
popsan v kuchafce o grafech,'! zde si jej popiseme pouze
struéné. Upravime algoritmus prichodu do hloubky (DFS)
tak, aby u vrchold pocital tzv. hladinu. Graf si zakofeni-
me, pro lepsi predstavu umistime kotfen ,,dolt“ a pridélime
mu hladinu 0. Hladina pak ukazuje to, jak vysoko pfi pri-
chodu vystoupame, tedy pocet hran na cesté od kofene pii
prichodu do hloubky.

Pro kazdy vrchol se uréi nejnizsi hladina, do které se lze
z néj dostat pfi prachodu do hloubky (hrana, po které jsme
do néj pfisli je pfirozené zapovézena). Kazdy vrchol si tuto
hodnotu spocte rekurzivné jako minimum z hladin vrcholf,
do kterych se z néj lze dostat.

Nyni, kdyz se v DFS stromu vracime z vrcholu w zpatky
do jeho otce v, nastavaji dvé moznosti: z vrcholu w se lze
dostat pouze do hladin vyssich nez v, pak je hrana vw most,
neb po odebrani se uz z w do nizsich hladin nijak nedostane-
me. Pokud se lze dostat alesponn do hladiny vrcholu v, pak
se 0 most nejedna, protoze i po odebrani hrany vw bude
existovat cesta z v do w a graf tak bude souvisly.

Casové slozitost priichodu do hloubky je O(N + M), kde
N je pocet vrcholi a M pocet hran. Pocet skupin hran
ruzné vahy oznac¢me jako £ a po¢ty hran v téchto skupinach
jako mq az my. V jednom priichodu prochézime pro kazdou
skupinu graf, ve kterém je nejvyse N — 1+ m; hran (kostra
grafu na N vrcholech ma N — 1 hran). Casova slozitost je
tak O(¢- N + . m;), coz je v nejhorsim ptipadé O(MN).

Pro vylepSeni si uvédomime, ze vrcholy a hrany uvniti uz
existujicich komponent nas ve skutecnosti viibec nezajimayji.
Zajimé nas pouze to, jak propojuji aktualné zpracovavané

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostra

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

~19 —

hrany. Graf proto budeme konstruovat tak, ze jeho vrcho-
ly budou tyto komponenty. Navic komponenty, do kterych
nevede zadna z aktualné zpracovavanych hran, do grafu ne-
zahrneme.

Takovy graf uz nemusi byt klasickym grafem, ale mohou
v ném existovat i ndsobné hrany (vice hran mezi dvéma vr-
choly, tzv. multihrany). To nevadi, uvédomime si, ze multi-
hrany nemohou byt mosty a nic jiného neni ovlivnéno. Ta-
kovy graf bude mit m; hran a nejvyse 2m; vrcholid, kde m;
je pocet hran i-té vahy.

Celkova slozitost hleddni mostt bude O(my + mo + ... +
me) = O(M). V Kruskalové algoritmu hrany na zac¢dtku
setiidime néjakym efektivnim algoritmem, napt. QuickSor-
tem, a pak pouzivime strukturu Disjoint-Find-Union. To
ndm déva asovou slozitost O(M log M), coz je i slozitost
celého algoritmu. Pamétova slozitost je O(M).

Dukaz spravnosti

Zatim jsme pro hrany néjaké vahy w; rozhodli pouze to,
zda se objevi v néjaké kostie za pfedpokladu, zZe uz je ur-
¢ena Castecna kostra T, ktera vznikla béhem Kruskalova
algoritmu na vSech hranach mensi vahy. Dokéazeme, Ze hra-
na, kterd spojuje 2 vrcholy stejné komponenty v pribéhu
naseho algoritmu, se neobjevi v zadné minimalni kostfe.

Predpokladejme pro spor, ze existuje minimalni kostra, ve
které se vyskytuje tato hrana e. Odeberme tuto hranu —
vzniknou dvé komponenty. Uvazme vSechny hrany ptvodni-
ho grafu, které vedou mezi komponentami (z vrcholu jedné
komponenty do vrcholu druhé komponenty). V priibéhu na-
Seho algoritmu byly tyto komponenty spojeny leh¢i hranou
nez e, tedy mezi vybranymi hranami je tato hrana. Kdyz
ji pfidame misto e do kostry, vznikne nova kostra s mensi
védhou — to je spor s tim, ze se jednalo o minimalni kostru.

O ostatnich hranich vime, Ze se vyskytuji v alespon jedné
minimalni kostfe. Predpokladejme, ze existuje minimalni
kostra, ve které se nevyskytuje hrana e = uv, o které jsme
prohlasili, ze se vyskytuje v kazdé kostfe. Uvazme cyklus,
ktery vznikne pfidanim hrany e do této kostry.

Pokud maji vSechny hrany na tomto cyklu mensi vahu, pak
bychom hranu e do kostry vibec nepfidavali, misto toho
bychom vrcholy u a v spojili témito levnéjsimi hranami.
Pokud se na cyklu vyskytuje ostie vétsi hrana, je mozno ji
za e vyménit, tim ale vznikne leh¢i kostra, coz je spor.

Zbyva pripad, kdy se na cyklu vyskytuje alespon jedna hra-
na f = wz stejné véhy. Pak se ale dvojice (u, w), (v, x) nebo
(u, ), (v, w) daji spojit hranou véhy nejvyse stejné jako e
a v algoritmu bychom vyhodnotili, Ze ani e ani f nejsou
mosty, to je opét spor.

Pro zbyvajici hrany jsme primo ukazali, jak sestrojit mini-
malni kostru, kde se vyskytuji, i minimalni kostru, kde se
nevyskytuji. Dikaz je timto hotov.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostra
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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Zavérem si dovolim malou pozndmku. Jak asi vidite, tento
dtikaz je dosti nepékny a nepfehledny. Kolem koster existuje
zajimavé teorie, pomoci které lze tvrzeni podobnd tomu na-
Semu dokazovat daleko prijemnéji. Doporucuji nahlédnout
do ucebniho textu Martina Marese Krajinou grafovych al-
goritm®.'? Lze tam nalézt napiiklad i to, Ze pro zavedeni
minimélni kostry vlastné viibec nemusime umét vahy hran
séitat — staci je umét porovnavat. (Coz lze mozna i odtusit
z toho, Ze Kruskaliuv algoritmus séitdni nevyuziva.)

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-6.cpg

Lukads Folwarczny
Teorie miniméalnich koster

7 té zminéné teorie miniméalnich koster si ostatné mi-
@ zeme maly kousek ukazat. Uvazme néjakou minimélni
kostru 7" a hranu e = uv, ktera v této kostre nelezi. Vime, zZe
vrcholy u a v jsou v kostie T' spojené né&jakou cestou T'[u, v].

Rozlisime tfi pripady:

f je téz8i nez e — tento pfipad nemiiZe nastat. Tehdy bychom
totiz mohli z kostry T' odebrat hranu f a vzniklé dvé kom-
ponenty spojit pfidanim hrany e. Tim bychom ziskali leh¢i
kostru, nez byla minimalni kostra 7.

f je stejné téZka jako e — pak muZeme pouzit tentyz trik a
ziskat jinou kostru stejné tézkou jako T (tedy téZ minimél-
ni), kterd obsahuje hranu e. T{im padem hrana e v nékterych
minimalnich kostrach lezi a v jinych ne.

f je lehci nez e — dokazeme, ze tehdy se e nemiize vyskyto-
vat v zddné minimalni kostfe. K tomu se ndm bude hodit

nésledujici lemma (pouZijeme ho na cyklus tvofeny cestou
T[u,v] a hranou e).

Cyklové lemma: Necht C je cyklus v grafu a e = uv jeho
hrana, kterd je té€zsi nez vsechny ostatni hrany cyklu C.
Potom se e nevyskytuje v zddné minimalni kostte.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, Ze existuje néjakd mini-
malni kostra K, ktera obsahuje hranu e. Odebereme-li z K
tuto hranu, kostra se rozpadne na néjaké dva stromy K,
a K, (oznacime je tak, aby v € K, a v € K,). Budeme
obchéazet cyklus C: za¢neme ve vrcholu u, pujdeme vzda-
lengjsi cestou k vrcholu v (tedy ne po hrané e) a budeme
sledovat, ve kterém stromu se zrovna nachazime. Na zacat-
ku to je strom K, na konci K, takze nékde cestou musime
potkat néjakou hranu h, jejiz jeden konec lezi v K, a druhy
v K,. Tato hrana se ovSem nevyskytuje v kostte K a je
Proto nahrazenim e za h ziskdme kostru lehé¢i nez K, coz
je spor s minimalitou K.

Nase tfi pravidla nam tedy fikaji, jak pro kazdou hranu,
ktera nelezi ve zvolené minimalni kostte T', rozhodnout, zda
lezi v né&jaké / vSech / z4dné minimalni kostfe. Staci umét

pouzit datova struktura z druhé tlohy této série.

Zbyvé doresit, jak je to s hranami, které lezi v T, ale to uz
si zkuste rozmyslet sami. Opét pomutze Cyklové lemma.

Martin ,Medved” Mares

http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
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25-2-7 Zalévame dokument

Nepfislo sice tolik vasich feSeni jako v prvni sérii, ale stale
se jednalo o tlohu s nejvétsim poctem odevzdanych feseni.
Vypada to, ze vas TEX zaujal a to je dobfe.

Ukol 1

Reseni tohoto tikolu jste se zhostili velmi tispé&sné a vynalé-
zavé. Podivejme se, jakym zptisobem se dal fesit. Nejprve
bylo potieba nadefinovat bila a ¢ernd pole.

\def\bile#1{\hskip #1}
\def\cerne#1{\vrule height #1 width #1}

Objevily se i jiné, stejné dobré definice bilého pole:

\def\bile#1{\hbox to #1{\hfil}}
\def\bile#1{\vrule height Ocm width #1}

Pak je potreba policka néjak poskladat do sachovnice. Ond-
ra Hlavaty priSel s ndpaditym a Cistym feSenim — definovat
oblasti 2 x 2.

\def\ctyrka#1{\vbox{/
\hbox{\bile{#1}\cerne{#1}}/
\hbox{\cerne{#1}\bile{#1}}%

i3

Tyto oblasti pak naskladame do Sachovnice a ordmujeme.

\def\sachovnice#1{\vbox{\offinterlineskip’,
\hrule\hbox{%
\vrule\vbox{%
\hbox{\ctyrka{#1F\ ctyrka{#1}/,
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}1}/
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}%
\ctyrka{#1\ctyrka{#1}}%
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}%
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}}/
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}/
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}}/
Hvrule
Hhrule
}}r

Sachovnici vykreslime zavoldnim \sachovnice{20mm}.

Vypnuti mezifddkové mezery (\offinterlineskip) jste si
mohli najit na foru, pfipadné jste mohli nastavit rozméry
\baselineskip a \lineskip na nulu.

Typickou chybou bylo vynechani vypnuti mezifadkovych
mezer, coz vytvorilo osklivé bilé pruhy mezi radky. To jsem
penalizoval obvykle jednim bodem. Drobné penalizace jste
se také mohli dockat za necitelny kod.



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-6.cpp
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/

Ukol 2

Druhy tkol bylo prosté cviceni na vylozenou latku. Nékteti
jej hrubé odflakli, objevilo se nezarovnani poc¢tu bodu na
pravou stranu nebo o8klivé mald mezera pod textem.

Takto vypada vzorova implementace pouzivand v KSP (jen
mame okolo pridané jesté néjaké mezery, aby ndm nadpisy
uloh lépe sedly do sazby):

\def\thrule{\hrule height 0.8pt depth Opt}
\def\dblrule{\thrule\nobreak\vskip 1pt\thrule}
\def\taskheading#1#2#3{\vtop{’
\dblrule\line{%
\strut\bf #1 \enspace #2 \hfil #3}
\dblrule}
}

Makro \thrule definuje ¢aru, \dblrule definuje dvojcaru.
Makro \enspace je definovano v Plainu jako mezera velka
presné 0.5em.

Asi dva z vés pouzili i \strut, coz je zkratka definovana
v Plainu za podly trik (le¢ naprosto bézny a standardni):
\vrule width Opt height 8.5pt depth 3.5pt\relax

Ucel pouziti této konstrukce naleznete ve tteti sérii. Ti, kdo
na to prisli sami, u mé maji malé bezvyznamné plus.

Ukol 3

Toto byl nejtézsi ikol. Definice vlastniho prostfedi typu ver-
batim dala mnohym zabrat. Objevilo se nékolik variant, ob-
vykle jste si zvolili néjaky znak nebo fixni sekvenci, ktera
prostiedi verbatim ukonc¢i. Zde uvadime vzorovou imple-
mentaci, ve které si muzete zvolit ukoncovaci fetézec sami.

Piikaz \verbatim je vstupni rozhrani celého prostiedi. Ote-
vie se skupina, prestavi se kategorie specidlnich znaki, zmé-
ni se prace s mezerami a predd se Fizeni do dalsiho makra.

\def\verbatim{/
\begingroup
\verbcats
\verbspaces
\verbwork

3

Prestaveni specidlnich tisknutelnych znaki se provede s vy-
jimkou slozenych zavorek, které jesté budeme potiebovat,
aby nam oramovaly ukoncovaci fetézec.

Vsimnéte si specialni sekvence "I a ~"M. Kdyz TEX potka
dva stejné znaky kategorie 7 za sebou, spolkne je a nasle-
dujicimu znaku prehodi Sesty bit. Operace se provadi pred
tokenizaci (takze \""I je token (TAB, 0), tedy fidici sek-
vence se jménem TAB).

Takze ~"I je znak s kdédem 9, tedy tabulator; ~~@ je znak
s kédem 0; ~~. je znak n; "~ 7 je znak s kédem 127, zvany téz
DEL, jediny znak, ktery je bézné kategorie 15. Tento zapis
se hodi pro prehlednost, aby se v kédu jen tak nepoflakovaly
netisknutelné znaky.

Jesté pro uplnost, pokud se za ~~ objevi dvé malé hexade-
cimalni ¢islice (0 az 9, a az f), nahradi se celd ¢tvefice za
znak s uvedenym hexadecimalnim kédem.
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\def\verbcats{/,
\catcode ‘\\=12
\catcode‘\$=12
\catcode ‘\&=12
\catcode ‘\#=12
\catcode‘\"=12
\catcode‘\_=12
\catcode ‘\%=12
\catcode‘\"=12
\catcode‘\ =13
\catcode‘\~"I=13
\catcode‘\""M=13

}

Nyni nastavime chovani verbatimu na bilych znacich.

Mezera, tabulator a konec fadku se stanou aktivnimi znaky
s vyznamem \verbspc, \verbtab a \verbcr. Konec ifaddku
zajisti, ze se vstoupi do odstavcového médu a vynuti se vy-
sazeni odstavce. Odstavec musi obsahovat néjaky materidl,
jinak se nevysazi, proto ten \hskip.

Mezera se vysazi jako explicitni mezera. Tabulator vysa-
zime jako Ctyfi mezery. Pokud odkomentujete Sesty radek,
budou mezery vysazeny viditelné. Mezery na koncich radkua
se ofezavaji jesté pred tokenizaci, takze je vysazet neumi-
me.

\catcode‘\ =13\catcode‘\""I=13\catcode‘\""M=13
\def\verbspaces{\let \verbspc\let
\verbcr\let~"I\verbtab}

\catcode‘\ =10\catcode‘\""I=10\catcode‘\""M=5
\def\verbspc{\ }

%\chardef\verbspc 32
\def\verbtab{\verbspc\verbspc\verbspc\verbspc}
\def\verbcr{\noindent\hskip Opt\par}

Nakonec se pfe¢te ukoncovaci fetézec (ktery mize obsaho-
vat libovolné znaky, jen musi byt dobfe uzavorkovany, co
se tyce slozenych zavorek), nastavi se i kategorie sloZzenych
zavorek na 12, zrusi odsazeni prvniho fadku odstavce a pro-
vede findlni magie.

\def\verbwork#1{/
\catcode‘\{=12Y%
\catcode ‘\}=12},
\parindent Opt
\def\verbdo~ "M##1#1{\tt##1\endgroup}y,
\verbdo
}

Makro \verbatim se vola takto:

\verbatim{EOV}
Néjaky zdrojovy kéd

odsazeny mezerami

nebo tabuldtorem

s prazdnymi Fadky
a obsahujici rdzné specialni znaky
jako jsou { a } nebo %
EOV

Nyni vysvétlime magii okolo \verbdo. Parametr {EOV} se
precte az pii volani makra \verbwork. To pak definuje
\verbdo vlastné takto:

\def\verbdo~ "M#1EOV{\tt#1\endgroup}

Pak se makro zavola, spolkne konec fadku za {EOV} a zby-
tek az do EOQV vysazi. Pak uzavie skupinu, ¢imz vSechny



zbésilé zmény kategorii zrusi a miizeme zase sazet klasicky
dal. Misto EOV mtzeme pouzit libovolny jiny fetézec, ktery
bude verbatim ukoncovat.

Za rozumné funkéni feSeni jsem déaval plny pocet bodu. Za
vaznéjsi prohfesky jsem pak néco strhaval.

Baliky maker

Cim vice budete pouzivat TEX, tim vice budete mit pocit,
7e si na zacatek souboru kopirujete désnou spoustu véci.
TEX umi vkladat externi soubory primitivem \input, za
které uvedete jméno souboru. Mtzete si tedy napiiklad vy-
tvorit svlij soubor se spoustou maker, ktery si pak vlozite
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do kazdého sazeného textu. Napiiklad vSechny letaky KSP
zacinaji prikazem \input kspmac3.2.tex, tedy vlozenim
souboru s makry KSP, verze 3.2.

Na spoustu riiznych kol pak existuji specializované bali-
ky, které si uzivatelé mizou vymétiovat pfes CTAN.!3 Na
adrese http://www.ctan.org/ tedy najdete nékolik tisic
riznych balikt vseho druhu.

A to je pro dnesek vSe. Dékuji vam vSem za hezka reSeni a
téSim se na pristi sérii.

Jan ,Moskyto“ Matéjka


http://www.ctan.org/

Vysledkova listina druhé série dvacatého patého roéniku KSP
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Rastislav Rabatin
Ondrej Hlavaty
Michal Puncochéar
Martin Raszyk
Dominik Machacek
Martin Spanél
Martin Cerny
Stépan Hojdar
Vojtéch Hlavka
Dalimil Hajek
Jakub Marousek
Mikulas Hrdlicka
Matej Lieskovsky
Jakub Svoboda
Jakub Safin
Ondfej Micka
Petra Pelikanova
Luké$ Ondracek
Petr Houska
Martin Sery
Richard Hladik
Marek Dobransky
Vojtéch Vasek
Katefina Zakravska
Sabina Franova
Vladan Glonc¢ak
Jan Pokorny
Alexander Mansurov
Jan Mikel
Vojtéch Sejkora
Aneta Stastna
Jonatan Matéjka
Mark Karpilovskij
Stépan Treka
Tomas Velecky
Tomas Svitil
Radovan Svarc
Ondrej Cifka
Milan Sorf

Jitka Fiirbacherova
Jan Knizek

Anna Zakravska
Jozef Kascéak
Tereza Hulcova
Ondfej Hiibsch
Jan Lejnar

Marek Dédic
Jan-Sebastian Fabik
Michal Staruch
Pavel Salva

Jan Horesovsky
Dominik Rohéacek
Vaclav Volhejn
Ptemysl Stastny

skola

GJHroncaBA
GJirsikaCB
GJirovcCB
G_Karvina
GLanskroun
ArcibisGPH
G_Sokolov
GJirovcCB
GSlapanice
GKepleraPH
G_Pisek
MensaG
GOmskPha
GKomHavir
GHorMichal
GJiroveCB
GJaroseBO
GVolgogrOS
GJirovcCB
GJirovcCB
GOAMarLaz
GHorMichal
GHIi

GJar
GDubNVahom
GLStaraTN
G_Bucovice
GNVPIlaniPH
G_RoznovPR
SPSE_Pard
GOmskPha
SSP_CB
GJaroseBO
GSlavicin
GBezru¢eFM
AES _NewDelhi
G_CT¥ebova
GNAlejiPH
GNeumannZR
GKlatovy
G_Strakon
GJar
G_Svidnik
GKlatovy
GArabskdPH
GKlatovy
GBNémcovHK
GJaroseBO
GOA _Vrchla
VOSSumperk
GMael
SPSLegioJI
GKepleraPH
GZamberk
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