Mili resitelé a resitelky!
Spadané listi hraje vSemi barvami, nékdo hleda kastany a vas si naSel druhy letak 26. ro¢niku
KSP. V ném vam pfinasime dalsi sadu ulozek a pokracovani seridlu o vypocetnich modelech.

Za 1ispé&iné feseni KSP je mozno byt pfijat na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
fesitelem se stava ten, kdo ziskd za cely ro¢nik alespori 50 % bodt. Slibujeme, Ze letos piijde
ziskat maximalné 300 bodi, takze hranice pro Gspésné resitele je 150.

Pro zacatec¢niky chceme vyzdvihnout informaci, ze v kazdé sérii jsou dvé leh¢i tlohy urcené
pravé jim. A ¢asem pro né mozna budeme mit jesté vic. ©

Pripominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bod,
darujeme KSP propisku, blok a tuzku. Déle se na védomost dava, ze kazdému, kdo v této sérii
vyresi alesponi tFi libovolné tlohy na plny pocet bodu, posleme ¢okoladu.

Vsechny fesitele, stejné jako kohokoli dalsiho se zdjmem o studium na MFF UK, si navic
dovolujeme pozvat na Den otevienych dveri MFF UK, ktery probéhne ve étvrtek 28. listopadu.
Vice informaci naleznete na adrese http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod.

Termin odevzdani druhé série je stanoven na pondéli 9. prosince v 8:00 SEC. CodExov4 tiloha
mé termin o den posunuty, opravuje ji totiz automat — odevzdejte ji do 10. prosince, 8:00 SEC.

Reseni piijimdme elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi
komunikovat bezpeéné, muzete si ovérit nd§ HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 fingerprint:
OE:D9:B6:E5:6F:B0:51:D9:66:EB:E9:29:E4:58:AB:5F:99:D6:FD:A3.

Pied tim ale vyplitte pfihlasku na http://ksp.mff.cuni.cz/ (a to i tehdy, kdyz jste se KSPcka
Gcastnili loni). Na tomtéZ misté najdete i dalsi informace o tom, jak KSP funguje. Na webu
mame rovnéz férum, kde se muZete na cokoli zeptat. Také nam mizete napsat na e-mail

ksp@mff.cuni.cz.

Druha série dvacatého Sestého roéniku KSP

V predchozi sérii jste mohli sledovat nouzové pristani
vesmirné lodi Freya. Jacob, ktery pristdni prezil, nalezl kus
od lodi zdobeny ostép, znamku inteligentniho Zivota. Vyra-
zil ho hledat. Najednou ho ale vyrusilo zapraskdni za jeho
zady . ..

* % *

Mezi listy zlaté zasvitily dva velké kruhy. Byly to oci né-
jakého zvitete. K ocim patril i cumdk a prekvapivé mald
hlava. A télo a ¢tyri dlouhé nohy. Jacobovi vyskocilo srdce
nékam do krku.

Nedelal si iluze o tom, Ze zvire prislo, aby se stalo jeho
pravodcem po nezndmé planeté. Kdyz jako jediny prezijete
nouzové pristani vesmirné lodi, je to samo o sobé dost Silené
a na dalsi zdazrak si obvykle musite zase chvili pockat.

Zvire zatim Jacoba pozorovalo. Moznd pozorovalo i kus
jeho okoli. Rozhodné se zddlo, Ze pozorné naslouchd. Asporn
pokud to, co Jacob povazoval za usi, skutecné byly usi. Né-
co tu nesedélo, ale strach nedovolil jeho mozku zabyvat se
né&jakymi nepodstatnymi nesrovnalostmi. Misto toho se dal
na utek.

Beézel, co mu sily stacily, a litoval, Ze se nedd vylézt na
okolni stromy. Netusil, jestli zvite zistalo stat na misté, ne-
bo jestli bézi za nim a on ho jen pro svij vlastni dusot nesly-
si. Netroufal si ohlédnout se, a mavic, dokud zvite nevidél,
mohl doufat, Ze tam neni.

Najednou vzduch provizlo néjoké zasvisténi. Ani tehdy se
Jacob neohlédl, jen st uvédomoval, Ze ho nic neskolilo, Ze
muze béZet ddl.

Zastavil se aZ za hodnou dobu, kdy zacal opaddvat je-
ho strach, a s tim mu zacaly dochdzet sily. Nasel odvahu
ohlédnout se. Po zvireti nebylo ani vidu. Jacob si nebyl upl-
né jisty, Ze trefi zpét, ale pro tuhle chvili se rozhodl doufat,
ze cestu najde.

Zacal se zase soustredit na svij puvodni pldn, totiZ hle-
dat mistni inteligentni Zivot. Pozorné se rozhlédl po okoli.
A zdésil se.

1=

Teprve ted si vs§iml, Ze kus od néj jsou volné nataZené
dva provazy, které se do sebe navic ponékud zamotaly. Byl
div, Ze se o né pri svem uprku neprerazil. Jacob se k nim
sehnul, aby je mohl prozkoumat bliz.

7 bodu

26-2-1 Zamotané provazy

V pralese jsou volné natazené dva provazy, které se do
@ sebe zamotaly. Provazy jsou pevné uvazané na dva stro-
my, prvii provaz niz a druhy vys. Zadny z nich se nikde
nevraci. Mize to tedy vypadat tfeba takto:

ﬁ F

O kazdém prektizeni vime, ktery z provazi je vpredu. Chce-
me zjistit, jestli je mozné provazy rozmotat bez toho, aby
bylo nutné néktery z nich odvazovat.

Program dostane na vstupu ¢islo N udavajici pocet kiizeni
a N ¢isel 1 nebo 2 udévajicich, ktery provaz je vpfedu (na
stromech je provaz 2 vzdy uvézany nad provazem 1). Od-
povédét méa ano, nebo ne, podle toho, zda je provazy mozné
rozmotat.

Priklad (odpovidd obrdzku):

4
1221

Odpovédi je ano, jelikoz provazy rozmotat jdou.

Pri zkoumant provazi Jacob najednou zahlédl mezi stro-
my jakysi barevny zdblesk. Pouhym pohledem se mu neda-
rilo zjistit vic, a tak se s patFicnou obezretnosti vydal tim
smerem. Jak se pribliZoval, ménily se obcasné zdblesky v ba-
revnou plochu prosvitajici mezi stromy.

Konecéné se Jacob dostal az k ni. Ocitl se na nécem, co
snad mohlo pripominat mytinku, ovSem po stromech ani
trdvé tu nebyly vibec Zddné stopy. Ted uZ Jacob vidél, Ze



trojuhelnikovou barevnou plochu tvori zvldstni hexagondini
kameny, nékteré cervené, nékteré do Zluta.

Zddlo se, Ze je kdosi nasklddal do mnoha vrstev, kterymi
peclive vyplnil hlubokou jamu; nekolik dalsich kameni se
valelo v nejblizsim okoli. V jednom z nich byl vyryty podivny
napis:

Xera triinedr jaeto vspogir
Xeta gigesor Gaeto mangine
fhgi§p0ﬁ kigjes trucep ndp
matrfinep vas heritep sdi ndp

Jacob si vsiml, Ze jedna z barev spojuje vSechny tri strany
trojuhelniku, a napadlo ho, jestlipak je to tak i ve vrstvdch,
které nevidi.

26-2-2 Barevny trojihelnik 8 bodt

Méame rovnostranny trojuhelnik o hrané N tvoreny hexa-
gonalnimi kameny dvou barev.

Dokazte, ze v trojuhelniku existuje jednobarevna souvisla
plocha, ve které se nachazi alesponn jeden kdmen z kazdé
strany trojuhelniku. Kameny ve vrcholech patii do dvou
stran zaroven.

Priklad takového trojuhelniku si miizete prohlédnout na ob-
razku. Barvou, kterd spojuje vSechny tfi strany, je zde Seda.

ProtoZe se zacalo pripozdivat, rozhodl se Jacob brzy po-
kracovat dal. Kamenny trojuhelnik mu nyni slouzil jako dob-
ry orientacni bod, a on se vypravil smeérem dal od jednoho
z jeho vrchold.

Po néjaké dobé dosel k mistu, kde se prales najednou
zacal rozestupovat. Vznikly vyhled odhalil krom jiného to,
Ze tato ¢dst pralesa je mirne vyvysend nad okolim — zdola
musel byt nahoru opravdu impozanini pohled.

O kus ddl uvidél Jacob feku. To ho potésilo, nebot pokud
se tu da spoléhat na podobné véci jako na Zemi, mohl by ji
sledovat a dojit po jejim proudu k néjaké civilizaci.

Zddlo se ovsem, Ze terén je vselijaky a nékterd mista by
mohla cestu hodné zpomalit. Musel si ji proto dobre roz-
myslet.

10 bodu

26-2-3 Planovani cesty

% Jacob se chce co nejrychleji dostat k fece. Terén, pres
ktery musi projit, si lze predstavit jako ¢tvercovou sit

o rozmérech R x S. V nékterych oblastech je tento terén

dost nepfijemny, a tak pfes né€kterd policka trva prtichod

delsi dobu, néktera jsou dokonce zcela nepruchozi.

Priichod pies oblast lezici na soufadnicich 4, j trva ¢; ;. Pfe-
chézet mezi policky je mozné pouze vodorovné nebo svisle
(8ikmo ne).

Vasim tkolem je najit nejrychlejsi cestu.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

Tato tloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Jacob cestu naplanoval, jak nejlépe umel. Dal byl ovsem
rozhodnuty vyrazit aZ rdno. Preci jen neni nejrozumnéjsi
pohybovat se unaveny nékde, odkud miZete spadnout. Ted si
radéji opatril provizorni pristresek. Chvili se jesté podivoval
nad tim, jak jasnd je noc, a pak se uloZil ke spdnku.

* % Kk

Rano se Jacob vzbudil brzy. Pobalil si svych nekolik véct a
odhodlané vyrazil na cestu. Terén tu byl skutecné vselijaky,
misty prijemné uslapand hlina, misty skoro baZiny, mezitim
ledacos jin€ho, ovsem pFipravend trasa se vcelku osvédcila.
Mohlo byt krdtce po poledni, kdyz Jacob dorazil k Tece.

V jednom kameni u brehu byl opét vyryty podivny ndpis:

fhgi§p0]5 kig}es trucep ndp
lugi thgispop kiﬁes rerip athjep sdi ndp
Reho et nd sjo gestit
ASN sjo triine

Jesté vic ovsem Jacoba zaujaly podivné kostky na pro-
tejsim brehu. Vypadaly trochu jako détskée drevéné kosticky,
jen o mnoho vétsi. A zddlo se, Ze z nich néekdo chce podobné
jako z kosticek pro déti postavit velkou vez.

26-2-4 Stavba véze 10 bodu

Nékdo se z K kostek snazi postavit v€z. Vsechny kostky jsou
stejné velké, ale kazda kostka mé svoji vahu w; a nosnost £;.
Nosnost £; znamena, Ze i-ta kostka unese na ni stojici kostky
o maximalni celkové vaze ¢;, jinak se zborti a véZ spadne.

Zajima nas, jestli lze postavit véz ze vsech K kostek. Véz
stavime tak, ze pfimo na sebe poklddame jednotlivé kostky
(muzete si piedstavit i to, Ze stavime komin).

®

Stavba, af uZ méla bijt v budoucnosti cimkoli, byla zrovna
opusténd. Jacob se tedy vydal ddl po proudu teky. Cestou
obcas potkal néjaky ten napis na kameni, stale se mu v nich
ale nedatilo odhalit Zadny smysl.

Po nekolika ndpisech a mnoha krocich se pred Jacobem
najednou objevila mald veZicka. Nebo alesponi mald na mist-
ni pomery. Jak uZ Jacob ocekdval, stdl pred ni kamen s nd-

pisem:

Leh¢i varianta (za 3 body): Vyfeste tlohu za piedpo-
kladu, ze vSechny kostky maji véhu w = 1.

Gesrit thgispop kiﬁes rerip athgep sdi ndp
ASN krees

Vezicka neméla okna, méla ovsem dverte. Po trose vahdni
si Jacob dodal odvahy a zkusil dvere oteviit. Slo to prekva-
pivé lehce. Jako prvni zaznamenal smés rizného huceni a
bzuceni. Pak teprve s jistou ulevou zjistil, Ze vevnitt nikdo
nent.

Pivodcem podivnyjch zvuki se ukdzaly byt jakési krabic-
ky. Byly na sobé rizné zavésené, cela konstrukce byla navic
uchycend ve vézicce. Jacob se ale nemohl ubrdnit dojmu, Ze
konstrukce uZ nemizZe dlouho vydriet. Ackoli si nebyl jis-
ty, jestli je to dobry ndpad, rozhodl se ji pomoci tim, Ze ji
VYvdazi.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codex

12 bodu

26-2-5 VyvazZzovani

Ocislované krabicky jsou zavésené ve vézicce, hrozi ale,
é ze celd konstrukce spadne. Chceme ji proto vyvazit.
Podle piktogramt na zdech vime, Ze je potfeba zachovat
urcité poradi krabi¢ek na konstrukci. Celou tlohu si tak
mizeme predstavit jako vyvazovani binarniho vyhledavaci-
ho stromu.

Na vstupu mdme obecny bindrni vyhledévaci strom (jeho
definici naleznete v kuchaice) a chceme z néj udélat doko-
nale vyvazeny binarni vyhledavaci strom. Pro kazdy vrchol
vysledného stromu tedy musi platit, Ze rozdil velikosti jeho
levého a pravého podstromu je nejvyse 1.

Konstrukce uz drzi jen silou vile, takze pozadujeme, aby
vas algoritmus pracoval s linearni ¢asovou slozitosti. Pocet
bodt, které dostanete, bude zdviset na prostorové (pamé-
tové) slozitosti vaseho feseni. Né&jaké body dostanete i za
linearni, na plny pocet ale potfebujete konstantni slozitost.

Po prdci si Jacob udélal pauzu na svacinu. Bylo pomalu
vhodn€ zacit myslet na ndvrat, ale on chtel jeste pokracovat
ve svém pdtrani. Usoudil, Ze alespon do vecera muze jit ddl,
a pak se uvidi.

S plnéjsim Zaludkem se pak Jacob vypravil opét po prou-
du teky. Tentokrdt ovsem potkal néco zajimavého mnohem
driv. Dosel totiz k neécemu, co se snad dalo povaZovat za
brod.

Tradicné tu potkal vyryty ndpis, tentokrdt dost sloZity.
Po chvilce jeho zkoumdnt Jacob pojal podezient, Ze znaky,
které uz néjakou dobu potkdval na kamenech u brehu, jsou
zkratkou néjakého ndzvu. Studoval dalsi slova na kameni
a premyslel, kterd z nich by také mohla byt ndzvy a mit
néjakou svoji zkratku.

26-2-6 Zkratky mist 12 bodua

Méme podezieni, Ze pro nazvy mist se pouzivaji t¥ipismen-
né zkratky, a méame také seznam slov, o kterych si myslime,
ze by mohly byt nazvem néjakého mista.

Zkratka ma prvni pismeno vzdy stejné, jako je prvni pisme-
no nazvu daného mista, a zbyla dvé pismena jsou libovolna
dvé pismena z ndzvu mista ve spravném poradi. Nazev Pra-
ha tak lze zkratit napf. na PRH nebo PHA, ale uz ne na
PHR nebo RHA.

Vasim tkolem je zjistit, pro kterd vsechna slova bychom
skutec¢né uméli takovou zkratku najit. Zkratky mist musi
byt navzajem jedineéné, chceme jich ale najit co nejvice.
Je-li moznych feSeni se stejnym poctem nalezenych zkratek
vic, vypiste libovolné z nich.

Priklad:

Vstup: Vystup:

Pra Pra PRA
Praga Praga  PAA
Prak Prak PAK
Prk Prk PRK
Prkg Prkg PRG
Pak Prague PGU
Prague

Jacobovi se povedlo prekonat Teku a dostat se na druhy
breh. Pred nim zacinalo néco, co silnée pripominalo cesticku.
Zhluboka se nadechl a pak po ni vyrazil.

Cesticka chvili vedla skoro podél Teky, pak se od ni ovsem
prudce odklonila a zavedla Jacoba za hradbu stromi. Nebyly
to stejné€ stromy jako v pralese, ale podobné jako ony byly

vysokdanske a mely o trochu jinou barvu, neZ by clovek cekal
na Zemi.

Jacob se rozhlédl kolem sebe a bezdéeky zatajil dech. Na-
sel, co hledal! Byl tu inteligentni Zivot, byl tady, primo pred
nim.

Tvorové byli vlastné podobni lidem. Byli vyssi, Jacob by
vedle nich vypadal jako malé dité. Podobné jako zvite minu-
ly den meli prekvapivé malou hlavu a naopak nezvykle vel-
k€ oci. Barvou kiZe pFipominali spise pozemstany, kterym
zrovna neni dobre od Zaludku. Ale bez nejmensich pochyb
to byli predstavitelé mistniho inteligentniho Zivota.

Skupinka tvord se zrovna motala kolem obrovského kme-
ne stromu, ktery zrejmé pochdzel z pralesa.

26-2-7 Cisténi kmene 13 bodu

Humanoidni tvorové ¢isti kmen stromu. Celkem se prace
tcastni T tvortl. Na kmeni je M mist, kterd je potfeba
odistit. Kazdé takové misto je na néjaké pozici m; (to miize
byt tfeba vzdalenost od konkrétniho konce kmene; pozice
bude vzdy celoéiselnd).

Na zacatku stoji j-ty tvor na pozici ¢;. Prace tvort probiha
v jednotlivych krocich: v kazdém kroku se kazdy tvor (ne-
zévisle na ostatnich) mize pfesunout o jednu pozici vlevo,
vpravo, nebo muize zlstat stat na misté.

Ocisténi ¢asti kmene, nad kterou tvor stoji, je bleskové (pro-
béhne ve stejném kroku, kdy tvor k této ¢asti kmene dojde).
Specidlni vyjimkou je pocatecni pozice kazdého tvora. Ta
je ocCisténa jesté pred tim, nez tvor udéla prvni krok.
Zajima nam nejmensi pocet krokt potiebny k ocisténi ce-
lého kmene.

P1i feSeni muzZete predpokladat 1 < M, T < 100000 a 1 <
m;,t; < 1000000 000.

Priklad: Maji-li se zkontrolovat mista 2,5, 6 a tvorové stoji
na pozicich 3,5, zvladnou kmen ocistit na 1 krok. Kdyby
stali na 3,4, budou kroky potfebovat 2.

Kdyz se pred nim tvorové vynotili, nebyl si Jacob najed-
nou vubec jisty, co by vlastne mél udélat. Pozoroval skupin-
ku, vsiml si také kdesi za nimi doliki v zemi, véiml si, Ze
v jednom z mich zmizel stejny tvor.

Najednou se ozval vykrik. Jacob se polekané rozhlédl. Né-
kdo si ho zrejmeé vsiml a upozornil na néj ostatni. V té chvili
se na néej uprely pohledy vsech tvori.

Pokracovdni priste. . .

Proni Jacobovy kroky po nezndmé planeté s vami sledo-
vala

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd
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26-2-8 Tovarna na prepisovani 14 bodu

V prvnim dile letosniho seridlu jste se mohli sezna-

mit s Turingovymi stroji coby zajimavym teoretickym
modelem pocitace. Dnes v na$i zoo vypocetnich modelt
popojdeme k sousednimu vybéhu, kde se pasou prepisovaci
pravidla. Ne nadarmo jsou hned vedle — ¢asem uvidime, zZe
si spolu tahle dvé zvifatka naramné rozuméji.

Abeceda a vstup s vystupem

Jak uz nazev napovidé, prepisovaci pravidla pracuji nad né-
jakym zadanym Fetézcem znaki (¥ikejme mu wstup) a po-
stupné ho néjak prepisuji, az dostanou néjaky dalsi Fetézec
znakl (vystup). Nez zafneme mluvit o samotnych pravi-
dlech, pojdme tyto fetézce pofadné definovat.

Za abecedu budeme oznac¢ovat kone¢nou mnozinu vsech zna-
ki, které se mohou vyskytnout v fetézci. Vstup a vystup
jsou pak vzdy néjaké konec¢né fetézce znaki z této abecedy.

Mimo to zavedeme dva metaznaky, kterymi budeme ozna-
Covat okraje fetézce: = na zaCatku a $ na konci Fetézce.
Tyto znaky nebudou soucasti abecedy, a tedy se nebudou
vyskytovat nikde jinde neZ pravé na okrajich Fetézce.?
Abecedou mohou byt napiiklad ¢isla 0-9, pismena a-z, ne-
bo tieba {©, #, &, $}. Jednotlivé tlohy pak mohou navic
urcit, Ze ve vstupu nebo vystupu se smi vyskytovat jen né-
které znaky abecedy.

Prepisovaci pravidla

Kazdé prepisovaci pravidlo mé svou levou a pravou cast:
levé ¢asti budeme tikat vzor a pravé prepis. Zapisovat ho
budeme takto:

VZOT — prepis

Ve vzoru se mohou kromé znakt abecedy vyskytovat i me-
taznaky zacatku a konce Fetézce (pak se vzor véaZe k néja-
kému z okraju fetézce), v piepisu se uz mohou vyskytovat
jen znaky abecedy.

Aplikace konkrétniho pravidla na néjaky fetézec pak vypa-
d4 nasledovné:

Najde se prvni (nejlevéjsi) vyskyt vzoru v fetézci.

Tento vyskyt se vymaze a na jeho misto se vlozi prepis.

Pravé strana (pfepis) miZze byt i prazdné. Takové pravidlo
lze napiiklad vyuzit k vymazani ¢asti vstupu. Vzor naopak
prazdny byt nemuze, vzdy musi obsahovat alespon jeden
znak nebo metaznak.

Uvazme napiiklad nasledujici pravidla:

a—b
a$ — b

“aa — ccc

Kazdé samostatné aplikujeme na vstup baa. Prvni pravi-
dlo ho prepiSe na bba, druhé na bab a treti pravidlo nic
nepiepise (takovyto vzor ve vstupu neexistuje, a tedy se
nic neprovede).

Samostatnou aplikaci pravidel ovSem dost silny vypocet-
ni model nedostaneme. Na to bude potieba poskladat vice
pravidel dohromady.

Prepisovaci programy

Prepisovacim programem nazveme néjaky usporadany sou-
bor prepisovacich pravidel, ¢ili nékolik pravidel sefazenych
za sebe.

Vypocet prepisovaciho programu probiha v krocich: prvni
krok prepisuje vstup programu, vystup prvniho kroku se
stane vstupem druhého, a tak stale dokola. Vypocet konci
ve chvili, kdy jiz mezi pravidly neexistuje zadné, jehoz vzor
by se vyskytoval ve vstupu. To se samoziejmé nemusi stat —
jisté snadno vymyslite pirepisovaci program, ktery se nikdy
nezastavi.3

Vypocet kazdého kroku by se dal formalné popsat takto:

Najde se prvni pravidlo, jehoz vzor se vyskytuje nékde ve
vstupu.

Toto pravidlo se provede (najde se prvni vyskyt vzoru ve
vstupu a na jeho misto se vloZi pfepis).

Vystup tohoto pravidla se pouzije jako vstup dalsiho kroku.
Vypocet dalsiho kroku zaéiné opét od prvniho pravidla a od
zacatku Tetézce.

Zbyvéa zavést néjakou miru efektivity — analogii ¢asové slozi-
tosti normalnich programii. Nam pro tyto icely bude slouzit
pocet provedenych kroki prepisovaciho programu. (Na za-
mysleni: co by odpovidalo prostorové slozitosti?)

Priklady
Pojdme vyzkouSet, co prepisovaci programy dovedou.

Prvni pfiklad bude jednoduchy. Pfedstavte si, Ze mame za-
danou posloupnost nul a jednicek (tfeba 01101) a chceme
ji settidit. Jinymi slovy chceme pfesunout vSechny nuly na-
levo od jednicek.

To ptijde prekvapive snadno. Sestrojime program obsahujici
jediné pravidlo:

10 — 01

Na nasem ukazkovém vstupu bude vypocet probihat takto:
01101, 01011, 00111.

Povsimnéme si, ze dokud posloupnost neni setf¥idéna, exis-
tuje v ni aspon jedna po sobé jdouci dvojice 10, takze pro-
gram bézi dal.

Dobéhne nékdy? Sledujme inverze v posloupnosti: tak bu-
deme fikat dvojicim (ne nutné sousednich) ¢isel, kterd jsou
ve Spatném poradi. Nase ukazkova posloupnost obsahuje 2
takové dvojice. Kazdé pouziti pravidla snizi pocet inverzi
pravé o jedna, takze se program po kone¢né mnoha krocich
musi zastavit.

Jak dlouho nas program pobézi? Ve vstupu délky n mu-
7e byt nejvyse (n/2)? inverzi (to odpovid4 situaci, kdy na
vstupu mame n/2 jednicek a za nimi n/2 nul) a program je
odstratiuje po jedné, takze provede fddové n? krokt. (Mi-
mochodem, pokud budeme provadét chytfejsi operace nez
pouhé prohazovani, je mozné dosadhnout i lepsi efektivity.
Zkuste vymyslet, jak.)

Druhy pfiklad uz bude zaludnéjsi. Moznéa si vzpominate na
kontrolu spravnosti uzdvorkovani z minulé série. Pojdme
si ukazat, jak snadno se da vyfesit pomoci prepisovacich
pravidel.

Podobnost s regularnimi vyrazy pouzivanymi v praxi viibec neni ndhodna. Chcete védét vic? Nahlédnéte do serialu 23. ro¢niku.
Jednou z moznosti je tieba program skladajici se z jediného pravidla § — a. Ten nikdy neskonéi, protoze vzor pravidla je

obsazen v kazdém retézci.



Na vstupu budeme mit posloupnost levych a pravych zavo-
rek a nasim tkolem bude rozhodnout, jestli tvoii spravné
uzavorkovani, nebo netvori. Podle toho vratime na vystupu
bud ANO, nebo NE. Pro pfipomenuti, spravné uzavorkovani
je takové, ve kterém jsou zavorky spravné sparované a pary
se nekfizi.

Idea naseho pfepisovaciho programu bude takovato: Vsim-
neme si, ze se v kazdé neprazdné spravné uzavorkované po-
sloupnosti vyskytuje po sobé jdouci dvojice (). Tu mize-
me odstranit, ¢imz ziskame dalsi spravné uzavorkovanou
posloupnost, a tak dale, az nakonec dospéjeme k prazdné
posloupnosti. Funguje to i naopak: pfidanim () do jakého-
koliv spravného uzavorkovani nelze ziskat nespravné, takze
se nemuze stat, ze bychom na prazdny Fetézec zredukovali
néjaké nespravné uzavorkovani.

Program vypada nasledovné:

X$ — NE
X(—=X
X) —» X
O -

~$ — ANO
“(—X
") =X

Dokud vse probihéa tak, jak ma, ¢tvrté pravidlo umazava
zavorky. Pokud umaze vsechny zévorky, paté pravidlo vy-
piSe ANO. Pokud ale jiz nebude mozné umazat zadnou dvo-
jici zévorek, nastoupi jedno z poslednich dvou pravidel a
na scénu prijde X. To pak za pomoci prvnich tii pravidel
vymaze zbytek vstupu, vypiSe NE a program se zastavi.

Rozmyslete si, pro¢ namisto poslednich dvou pravidel ne-
miizeme pouzit ~ — X.4
Ulohy

Vymyslete pfepisovaci programy na nésledujici problémy.
U vsech programii odhadnéte efektivitu (v po¢tu provede-
nych kroki) a pokuste se o co nejlepsi. Soucasti Feseni by
mél byt slovni popis a alespon naznak zapisu pouzitych pre-
pisovacich pravidel.

Ukol 1 [2b]: Vstup je tvofeny posloupnosti ¢isel 0 az 9.
Vasim ukolem je zanechat na vystupu ANO, pokud je po-
sloupnost ¢isel neklesajici, a NE v opa¢ném piipadé.

Ukol 2 [3b]: Na vstupu je posloupnost znakt *. Spoéitejte,
kolik jich je, a vysledek zanechte na vystupu jako ¢islo ve
dvojkové soustaveé.

Ukol 3 [5b]: Na vstupu jsou dvé é&isla ve dvojkové soustave
oddélend kiizkem #. Na vystupu nechf se objevi to vétsi
z nich. Pozor, zapisy ¢isel nemusi byt stejné dlouhé. Ptipad,
kdy jsou si ¢isla rovna, nemusite uvazovat.

Prevod na Turinguv stroj a naopak

Jak uz jsme zminili v iivodu, pfepisovaci pravidla a Turingo-
vy stroje spolu tzce souvisi. Ukazeme, jak prevést jakykoli
prepisovaci program na Turingiv stroj.

Nejdiive se zamyslime, jak pfevést jedno prepisovaci pra-
vidlo do fec¢i Turingova stroje. Za¢neme s hlavou na levém
konci pasky a budeme se postupné pokouset najit vyskyt
vzoru (vyzkousime vSechny za¢atky a vidy porovname se
vzorem; stav stroje bude fikat, kolikaty znak vzoru porov-
navime).

Ve chvili, kdy nalezneme prvni vyskyt, pfepneme se do
dalsiho stavu a pasku prepiseme odpovidajicim pfepisem
(a pfipadné odsuneme ¢i prisuneme zbytek znakt na péasce,
pokud pfepis bude mit jinou délku nez vzor). A nakonec,
po dokonceni prepisovani, vratime hlavu opét na zacatek
pasky (a stejné tak v pifipadé, Ze se ndm nepovede najit
zadny vyskyt vzoru).

Tim jsme tspésné naucili Turinguv stroj zpracovat jedno
pravidlo. K prekladu celého ptepisovaciho programu uz zby-
vé jen krucek. Kazdé pravidlo v programu bude mit svou
vlastni sadu stavi (sady necht jsou tfeba oéislované). Po
Gspésném provedeni pravidla a navratu hlavy zpét na za-
catek pasky se presuneme do prvni sady; po netspésném
hleddni vzoru se pfesuneme do néasledujici sady (zkusime
aplikovat dalsi pravidlo v pofadi). Pokud budeme netspés-
ni i u posledniho pravidla, ukoné¢ime vypocet.

Prave jsme dokazali, ze kazdy pfepisovaci program lze simu-
lovat Turingovym strojem. Pokud navic ukazeme, ze kazdy
Turingtv stroj lze prevést na pfepisovaci program, bude
jasné, ze oba vypocetni modely jsou stejné silné (co jde
spocitat v jednom, jde i ve druhém a opa¢né). To uz ale
bude na vas:

Ukol 4 [4b]: Dokazte, ze pro kazdy jednopaskovy Turingtiv
stroj existuje prepisovaci program, ktery pocita totéz. Pres-
néji feceno, pokud se pro dany vstup Turingiv stroj zastavi,
prepisovani se také zastavi a vyda stejny vysledek. Pokud
se stroj nezastavi, pfepisovani se také nezastavi. Rozmysle-
te si, v jakém vztahu je Casova slozitost stroje a pravidel.
Svij pristup demonstrujte na stroji z prikladu v 1. sérii
(vyvéaZzena posloupnost).

Jirka Setnicka € Martin ,Medvéd® Mares

4 Spravna odpovéd je, Ze pak by se nam program nikdy nezastavil, protoze vzor takového pravidla by byl nalezen vzdy.
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Recepty z programatorské kucharky: Vyhledavaci stromy

V kucharce prvni série jsme probrali zakladni zpusoby ukla-
dani dat v pocitaci, tzv. datové struktury, a také ¢asto pou-
zivané programatorské techniky. Konkrétné jsme se naucili
udrzovat ¢isla nebo jiné objekty v poli, ve spojovém sezna-
mu, v grafu nebo ve stromu. Ukazali jsme si rekurzi a jeji
vyuziti v backtrackingu (prostém zkouSeni vSech moznosti).
Dale jsme nakouli pod poklicku dalsim technikam: rozdél a
panuj, dynamickému programovani, hladovym algoritmdim
a par dalsim.

Nyni se podivame podrobnéji na binarni vyhledavani, které
bylo rovnéz minule predstaveno, a pokusime se ho vylepsit,
abychom mohli priibézné ménit data, v nichz vyhledavame.
Zd4-li se vam to na jednu kuchatku malo, zvI4st v porov-
nani s tou minulou, vézte, ze problém neni jednoduchy, ale
zajimavy a TeSeni jsou navic v praxi casto pouzivana.
Nejprve vSak zopakujme binarni vyhledavani.

Binarni vyhledavani

Stejné jako minule mame obrovské pole setfidénych zazna-
mu, tieba identifikacnich ¢isel studentd nejmenované uni-
verzity (zdznamy vSak nemusi byt ¢isla, staci, kdyz jsou
navzajem porovnatelné). Nasim tkolem je najit zdznam z
v poli s N zaznamy 1 < 22 < ... < ZN.

Pfi pouziti binarniho vyhledavani neboli ptileni intervalu se
podivame na prostfedni zdznam x,, a porovhame s nim na-
Se z. Pokud z < z,,, vime, Ze se z nemiize vyskytovat ,na-
pravo® od x,,, protoze tam jsou vSechny zaznamy vétsi nez
Ty, @ tim spiSe nez z. Analogicky pokud z > x,,, nemuZe se
z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pfipadech nam
zbude jedna polovina a v ni budeme pokracovat stejnym
zpusobem. Tak budeme postupné ptlit interval, ve kterém
se z muze nachézet, az budto z najdeme nebo vyloud¢ime
vSechny prvky, kde by mohlo byt.

Tento algoritmus mizeme naprogramovat budto rekurzivné
nebo pomoci cyklu, v némz si budeme udrzovat interval
(l,7), ve kterém se hledany prvek jesté mtze nachazet. My
si ukdzeme v jazyce C pristup s cyklem:

int bin_najdi(int z) {
int levy, pravy, median;
// interval, ve kterém hledame
levy = 0; pravy = N;
// dokud interval jest& neni préazdny
while (levy <= pravy) {
median = (levy+pravy)/2;
// hledand hodnota je vlevo
if (z < x[median])
pravy = median-1;
// je vpravo
else if (z > x[median])
levy = median+i;
else // nasli jsme ji
return median;

}
return -1; // hledana hodnota nebyla nikde
}

Samoziejmé bychom pii vyhledavani zaznamu mohli byt
jesté chytrejsi. Vime-li tfeba, ze ¢isla jsou z rozsahu 1 az
1000 a dostaneme ¢islo 900, muzeme se naptred podivat do
deviti desetin pole misto do poloviny. Obecné se tedy sna-
zime odhadovat, kde bude zaznam v ramci pole podle jeho

hodnoty. Tomuto pristupu se fika interpolacni vyhleddvdini
a v pruméru je lepsi nez bindrni (primérnd éasova slozitost
je O(loglog N)), byt v nejhorsim p¥ipadé je linedrni.

Binarni vyhledavani je velmi rychlé, pokud mame moznost
si data predem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridavat a odebirat zaznamy, se zlou se potazeme.
Budto budeme mit zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva
nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout®, coz
mize trvat az N krokt, anebo si je budeme udrzovat v né-
jakém seznamu, do kterého dokazeme pridavat v konstant-
nim case, jenze pak pro zménu nebudeme pfi vyhledavani
schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moznymi cestami se miize
v nasem poli binarni vyhledavani ubirat. Na zac¢atku porov-
navame s prostfednim prvkem a podle vysledku se vydame
jednou ze dvou moZnych cest (nebo rovnou zjistime, zZe se
jedné o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy pfipad).
Na kazdé cesté nas zase ¢eka porovnani se sttedem prislus-
ného intervalu a to nas opét posle jednou ze dvou dalSich
cest atd. To si mizeme ptrehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotifebujeme vidét ptivodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovndme a podle vysledku se budto pfesuneme do levého
nebo pravého podstromu, a tak dale. Kazdy priabéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom vitbec nemusel vzniknout ptilenim interva-
lu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze vSsechny hodno-
ty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli
by také popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdybychom hleda-
li podle ,, degenerovaného® stromu z pravého obrazku, trvalo
by to dokonce linearné). Dtlezité ale je, Ze takovéto stromy
se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pri trose Sikov-
nosti mizeme udrzet dostateéné podobné idealnimu ptleni
intervalu. Pak bude hloubka stromu stale O(log N), tim péa-
dem i Casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i
mnohych dalsich operaci.



Definice

Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme praveé vy-
mysleli:

Binarni vyhleddvaci strom (podoméacku BVS) je bud préazd-
na mnozina nebo koten obsahujici jednu hodnotu a majici
dva podstromy (levy a pravy), coz jsou opét BVS, ovSem
takové, Ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstromu jsou
mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSech-
ny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofenim téchto podstromi (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol z pfislusného sy-
na nema. Vrcholu, ktery nemé zadné syny, budeme fikat
list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud x ma jen
jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy ne-
bo pravy, protoze potifebujeme udrzet spravné usporada-
ni hodnot. Také si vSimnéte, ze pokud zname syny kaz-
dého vrcholu, mtizeme jiz rekonstruovat vsechny podstro-
my.

Kazdy BVS také mtzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v pameéti:

struct vrchol {
struct vrchol *levy, *pravy; // synové
int x; // hodnota ve vrcholu

};

Pokud néktery ze synti neexistuje, zapiseme do prislusné
polozky hodnotu NULL.

Hledani

V fe¢i BVS miizeme pfeformulovat nas vyhledavaci algorit-

mus takto:

/* Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se nachazi, nebo NULL, neni-1li. */
struct vrchol *strom_najdi(struct vrchol *v,

int x)
{
while (v != NULL && v->x != x) {
if (x < v->x)
v = v->levy;
else
VvV = v->pravy;
}
return v;
}

Funkce strom najdi bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zacini v korfeni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Vkladani

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz
bychom se ted starali o to, zda tim strom nemtize degene-
rovat)? Stac¢i zkusit hodnotu najit a pokud tam jesté neby-
la, urc¢ité pii hledani narazime na odbocku, ktera je NULL.
A presné na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol,
aby byl spravné uspofadan vzhledem k ostatnim vrcholim
(Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi hledéni jsme postup-
né vyloudili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota byt
nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si uka-
zeme rekurzivni zachazeni se stromy:

/* Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. */
struct vrchol *strom_vloz(struct vrchol *v,

int x)
{
if (v == NULL) { // prazdny strom
// zalozime novy koFfen
v = malloc(sizeof (struct vrchol));
v->levy = v->pravy = NULL;
V- >X = X;
} else if (x < v->x) // vkladame vlevo
v->levy = strom_vloz(v->levy, x);
else if (x > v->x) // vkladéme vpravo
v->pravy = strom_vloz(v->pravy, x);
return v;
}
Mazani

Mazani bude o kousi¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit tii
ptipady: Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za
NULL. Pokud ma pravé jednoho syna, sta¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna prepojit k otci v. A pokud méa
syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu
(tu najdeme tak, Ze pijdeme jednou doleva a pak pofad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smazeme (coz uz umime,
protoze ma 1 nebo 0 syni). Program nésleduje:

/* Parametry stejné jako strom_vloz */
struct vrchol *strom_vymaz(struct vrchol *v,

int x)
{
struct vrchol *w, *ret = v;
if (v == NULL) return v; // prazdny strom
else if (x < v->x) // hledame x
v->levy = strom_vymaz(v->levy, x);
else if (x > v->x)
v->pravy = strom_vymaz(v->pravy, X);
else { // na8li jsme x ... jaké ma syny?
if (v->levy == NULL
&% v->pravy == NULL) { // zadné
free(v);
return NULL;
} else if (v->levy == NULL) {
// jen pravy syn
ret = v->pravy;
free(v);
return ret;
} else if (v->pravy == NULL) {
// jen levy syn
ret = v->levy;
free(v);
return ret;
} else { // ma oba dva syny
w = v->levy; // hledame max(L)
while (w->pravy != NULL)
W = w->pravy;
v->x = w->x; // prohazujeme
// maZeme puvodni max(L)
v->levy = tree_del(v->levy, w->Xx);
}
¥
return v;
}



Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptidavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:

(5)
e Delete 4 @

e Insert 1 @

Jak vkladani, tak mazdni opét budou trvat O(h), kde h
je hloubka stromu. Ale pozor, jejich pouzivanim muze h
nekontrolovatelné rist (v zévislosti na poc¢tu prvki ve stro-
meé).
Cviceni

e Zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosdhne az N — pii po-
stupném budovani stromu operacemi vkladani i pfi mazani
ze stromu hloubky O(log N).

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vypsat,
staéi strom rekurzivné projit a sama definice usporadéni
hodnot ve stromu ndm zajisti, ze hodnoty vypiSeme ve vze-
stupném potadi: nejdiive levy podstrom, pak kofen a pak
podstrom pravy. Casova slozitost je, jak se snadno nahléd-
ne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as vypisovanim
kazdého prvku a prvki je pravé N. Program bude opét
pfimocary:

void strom_ukaz(struct vrchol *v){

if (v == NULL)
return; // neni co dal dé&lat

printf("(");
strom_ukaz(v->levy) ;
printf (")\%d(",v->x);
strom_ukaz (v->pravy) ;
printf(")");

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaké kouzla a prakticky
vSechny stromové algoritmy maji spolecné to, ze jejich ca-
sové slozitost je linedrni v hloubce stromu. (Pravda, pravé
ten posledni je vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez li-
nedrné s N opravdu nevypiSeme.)

Jenze jak jsme vid€li, neopatrnym insertovanim a deletova-
nim prvki mohou snadno vznikat vselijaké degenerované
stromy, které maji linedrni hloubku. Abychom tomu za-
bréanili, musime stromy vyvaZovat. To znamend definovat
si néjaké sikovné omezeni na tvar stromu, aby hloubka by-
la vzdy O(log N). Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty

v

nejdulezitéjsi:

Dokonale vyviZeny budeme tikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, Ze pocet vrcholt v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stro-
my kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledévani,
a proto maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se
lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas
ptlici algoritmus zaokrouhloval polovinu vzdy dolt, takze
levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci piliciho algo-
ritmu dé dokonale vyvéazeny BVS v linedrnim Case vytvorit
ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a Deletu neda
v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vy-
zadovat, aby se u kazdého vrcholu liSily o jednicku nikoliv
velikosti podstromt, nybrz pouze jejich hloubky. Takovym
stromum se ¥ikd AVL stromy a mohou vypadat tfeba takto:

TN o

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obrazku, opac¢né to platit nemu-
si. To, ze hloubka AVL stromi je také logaritmicka, proto
neni Gplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech ma hloubku O(log N).

Diikaz: Ozna¢me Ay nejmensi mozny pocet vrcholu, ja-

ky mtze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno zjistime,
e Ay =1, Ay =2, A3 = 4 a Ay = 7 (pfislusné minim4l-
ni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, ze
Ag = 1+ Ayg_1 + Ag_2, protoze kazdy minimalni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét
miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrcholi celého stromu. Navic ale-
spoti jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtize mit d—1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholit).

Spocitat, kolik pfesné je Ay, neni tplné snadné. Nam vSak
postaéi dokazat, ze Ay > 29/2. To provedeme indukci: Pro
d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4 je
Ad _ 1+Ad71+Ad72 > 2(d—1)/2+2(d—2)/2 _ 2d/2.(2—1/2_’_
271) > 24/2 (soucet é&isel v zavorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ay roste s d alespon exponencialné,
tedy ze e : Ag > c?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom T na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7" mize byt maximalné d, protoze
jinak by T musel mit alesponi A441 vrcholi, ale to je vice
nez N. A jelikoz A, rostou exponencidlng, je d < log, N,
¢ilid= O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak
provadét Insert a Delete tak, strom zistal vyvazeny. Ne-
miizeme si totiz dovolit strukturu stromu ménit libovolné —
stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K to-
mu se nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci,
o kterych dokazeme, Ze jsou korektni, a pak strukturu stro-
mu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to rotace
a dvojrotace.



Rotace

Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu)
nazveme jeho ,prekofenéni“ za nékterého ze synt kotfene.
Misto forméalni definice ukazme radéji obrazek (trojuhelnik
zastupuje podstrom, ktery miize byt v nékterych pripadech

i prézdny):
() )
(7] ()
/a\ /5N /B\ /o\

Strom jsme piekofenili za vrchol y a prepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét uspora-
dané spravné (vSimnéte si, Ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). JelikoZ se tim okoli vrcholu y ,otoéilo“ po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tiké rotace doleva a na nasem obrazku odpovida prechodu
zprava doleva.

[N/

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyZ provedeme dveé
rotace nad sebou ligici se smérem (tj. jednu levou a jed-
nu pravou nebo opaéné). Tomu se ¥ika dvojrotace a jejim
vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene pfi-
pojeného ,cikcak“. Radéji opét predvedeme na obrazku:

Znaménka

Pri vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat si u kazdého
vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromt. To-
mu budeme Fikat znaménko vrcholu a bude budto 0, jsou-li
oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi a 4+ pro
pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive vrcho-
ly se znaménky znacit ©, © a P.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opatnd (® a © se
prohodi, ® ztstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim,
ze druhd se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcho-
lu. To miZeme zaridit budto tak, Ze si do zdznamul popi-
sujicich vrcholy stromu pfidame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy prijit z kofene, a celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho.

VyvaZovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obec-
nych vyhledavacich stromt, ptfibude ndm ve stromu list. Po-
kud se tim AVL vyvazenost neporusila, sta¢i pouze opravit
znaménka na cesté z nového listu do kofene (vSude jinde
zustala zachovana). Paklize porusila, musime s tim néco
provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rotacemi opravit.
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Popiseme algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke ko-
feni a vSe potiebné zafidi.

Nejprve pridani listu samotné:

i

Pokud jsme pfidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, ji-
nak vyfesime zrcadlové) Vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na © a posleme o patro vys informaci o tom, zZe
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
Pridali-li jsme list k &, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se nemeéni, takze miizeme skoncit.

Nyni rozebereme pfipady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu pfijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, Ze ptisla zleva; pokud zprava,
vyresime zrcadlové. Pokud prisla do & nebo ®, oSetiime to
stejné jako pfi pridani listu:

e feoi

Pokud ale vrchol x ma znaménko &, nastanou potize: levy
podstrom ma4 ted hloubku o 2 vyssi nez pravy, takZze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami jsme pfikreslili do obrazku — pokud si
hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam preci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
§i nez pravy (ptvodni hloubky jsme na obrazku naznaéili
[v zdvorkach]). Po zrotovani vyjdou u = i y znaménka © a
celkové hloubka se nezmeéni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (Nemiize se ndm stat, Ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obrazku.
Jelikoz z mtze mit libovolné znaménko, jsou hloubky pod-
strom B a C budto h nebo h — 1, coz znacime h~. Podle



toho pak vyjdou znaménka vrcholt z a y po rotaci. Kazdo-
padné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova hloubka se neméni,
takze koncime.

Posledni moznost je, Ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi
snadno: vSimneme si, ze nemize nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme Sipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ muze nastat?)

HUSTEY W Ocwm

Vyvaiovéni po Deletu

vvvvv

popsat par obrazky. Nejdfive opét rozebereme zékladni si-
tuace: odebirame list (bez Gjmy na obecnosti (BUNO) levy)
nebo vnitini vrchol s jedingm synem (tehdy ale musi byt
jeho jediny syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

P

Sipkou dolii zna¢ime, %e o patro vys posilame informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime to snadno:

& feok

Problematické jsou tentokrate ty ptripady, kdy Sipku do-
stane ®. Tehdy se musime podivat na znaménko opacného
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opacny syn
ma @:

[h+ 3] + .

[h+1 + h+2
RN

h h+1

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova

hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat
Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ©:

h+1 h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezménila.
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Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, Ze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z urdité existuje,
jelikoz y je typu ©), vrcholy = a y obdrzi znaménka v za-
vislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pri Insertu, tak pri Deletu se nam podafilo strom upra-
vit tak, aby byl opét AVL stromem, a trvalo ndm to lineadrné
s hloubkou stromu (kondme konstantni praci na kazdé hla-
ding), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze
0o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji hloubku vzdy
logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert a Delete zvlad-
neme v logaritmickém ¢ase (vzhledem k aktudlnimu pocétu
prvkd ve stromu).

Dalsi typy stromu

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak zavést
stromovou datovou strukturu s logaritmicky rychlymi ope-
racemi. Jaké jsou dalsi?

2-83-stromy nemaji v jednom vrcholu uloZenu jednu hod-
notu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3,
odtud nazev.) Pfiddme navic pravidlo, ze vSechny listy jsou
na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmicka, vyvazovani fe-
$ime pomoci spojovani a rozdélovani vrcholt.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi.
Kazdy je budto ¢erveny nebo ¢erny a plati, ze nikdy nejsou
dva cervené vrcholy pod sebou a Ze na kazdé cesté z kote-
ne do listu je stejny pocet ¢ernych vrcholi. Hloubka je pak
znovu logaritmicka.

Po Insertu a Deletu barvy opravujeme rotovanim a prebar-
vovanim na cesté do kofene, jen je potreba rozebrat pod-
statné vice pfipadd neZ u AVL stromt. (Za to jsme ale
odménéni tim, Ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.) Po-
¢et pripadu k rozebrani lze omezit zpfisnénim podminek
na umisténi Cervenych vrcholii — dvéma rtznym takovym
zpFisnénim se fika AA-stromy a left-leaning cerveno-éerné
stromy.

Interpretujeme-li ¢ervené vrcholy jako rozsifeni otcovského
vrcholu o dalsi hodnoty, pochopime, Ze jsou cCerveno-cerné
stromy jen jinym zpusobem zdznamu 2-4-stromt. Proc¢ se
takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a
dvéma hodnotami se pracuje nesikovné.

V pripadé splay stromi nezavadime zadnou vyvazovaci pod-
minku, nybrz definujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do korene a pokud to jde,
preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fika Splay a daji
se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hodnotu najde
a poté na ni zavola Splay. Insert si necha vysplayovat pred-
chiiddce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi pfedchidce
a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
uvniti pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude



mit jen jednoho syna a mtizeme jim tedy nahradit mazany
prvek v kofeni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linearné
dlouho, ale d& se o nich dokazat, ze jejich amortizovand
slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme Fici, Ze provést ¢ po
sobé jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem trva
O(t - log N) (né&které operace mohou byt pomalejsi, ale to
je vykoupeno vétsi rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staci — datovou strukturu obvykle po-
uzivate uvnitt néjakého algoritmu a zajima vas, jak dlouho
bézi vSechny operace dohromady — a navic je Splay stromy
daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stro-
my. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfi-
zpUsobuji sviij tvar cetnostem hledéani, takze casto hledané
prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji rozdélovat
a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifadime
vdhu, coZ je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom pak udr-
zujeme usporadany stromoveé podle hodnot a haldové podle
vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar uréen jednoznacné,
pokud tedy jsou vSechny vahy navzijem rtzné, coz skoro
jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové uspofadani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casové slozitost v primérném
pripadé je O(log N).

BB-« stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby se ve-
likost podstromt kazdého vrcholu lisila maximéalné a-krat
(prézdné podstromy néjak oSetfime, abychom nedélili nu-
lou; dokonalé vyvazenost odpovidd o = 1 (aZ na zaokrouh-
lovani)). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik vr-
chold obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a
Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene
a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikos-
ti podstromu prilis lisi, a vSe od tohoto mista doli zno-
vu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale vyvazenych
stromti. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi
podstrom pifebudovavame, tim to délame méné casto, tak-
7e vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.
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Cviceni

Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

Jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy?

Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledavacim
stromu najde jeho naslednika, coZ je prvek s nejblizsi vyssi
hodnotou (zde predpokladejte, ze ke kazdému prvku maéte
uloZeny ukazatel na jeho otce).

Jak vypsat cely strom tak, ze zac¢nete v minimu a budete
postupné hledat nasledniky? (I kdyZ nalezeni néslednika
mize trvat az O(h), v8imnéte si, Ze projiti celého stromu
pfes nasledniky bude linedrni.)

Jak do vrchold stromu ukladat rizné pomocné informace,
jako tfeba pocet vrcholl v podstromu kazdého vrcholu, a
jak tyto informace pfi operacich se stromem (pfi Insertu,
Deletu, rotaci) udrzovat?

Ukazte, Ze lze libovolny interval (a,b) rozlozit na logarit-
micky mnoho intervalti odpovidajicich podstromtm vyva-
zeného stromu.

Ukazte, ze zkombinovanim predchozich dvou cviéeni lze od-
povidat i na otazky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot
ze zadaného intervalu“ v logaritmickém case ...

Poznamky

Predstavte si, ze budujete binarni vyhledavaci strom vkla-
danim prvki v ndhodném poradi. Obecné nemusi byt vy-
véazeny, ale v priméru v ném bude mozné vyhledavat v case
O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou, odpovi-
daji presné moznym pribéhim QuickSortu, ktery ma pru-
mérnou ¢asovou slozitost O(N log N).

Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva stej-
né zaznamy, budou stromy stale fungovat, jen si musime
dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pii operacich se
stromem muze nastat.

Jakpak ptisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adelso-
na-Velského a Landise, ktefi je objevili.

Rekurenci Ag =1+ A4_1+ Ag_2, A1 =1, Ay = 2 pro veli-
kosti minimélnich AVL stromu je samoziejmé mozné vyiesit
i pfesné. Zadné piekvapeni se nekond, objevi se totiz stara

znamé Fibonacciho éisla: A, = F, 1o — 1.

Martin ,,Medvéd“ Mares € Tomds Valla



Vzorova feSeni prvni série dvacatého Sestého roéniku KSP

26-1-1 Blokujici signaly

Reknéme, 7e dokazeme zastavit né&jaky signal v uzlu X. Co
to znamena? To znamena, ze muzeme z hlavniho pocitace
poslat blokujici signal, ktery do uzlu X dorazi ve stejny
moment jako ten vadny.

Vsimnéme si, ze kdyz mtuzeme poslat z hlavniho pocitace
signal, ktery dorazi do uzlu X v ¢ase T', tak miizeme poslat
i signal, ktery dojde kdykoliv potom. Mtzeme totiz signal
z hlavniho pocitace jednoduse vyslat pozdéji.

Ke kazdému uzlu X tedy existuje néjaky minimalni ¢as Ty
takovy, Zze dokdzeme zablokovat kazdy vadny signal, ktery
do uzlu X dorazi nejdfive v ¢ase Ty. Specidlné pro hlav-
ni pocitac je Ty rovno nule: pokud vadny signal prochazi
hlavnim pocitacem, staci si na néj pockat.

Na kazdy uzel X, ktery je néjak spojeny s hlavnim pocita-
¢em, muzeme nejdrive dosdhnout v Case, za ktery stihneme
prejit nejkratsi cestou z hlavniho pocitace do uzlu X. Sta-
¢l si tedy zjistit délku nejkratsich cest z pocatku do vSech
ostatnich uzld, ¢imz ziskdme vSechny casy Tp.

Tahle tloha je (jak si jisté zkuSenéjsi fesitelé vSimli na prv-
ni pohled) grafova. Na zjisténi délek vSech nejkratsich cest
z néjakého daného vrcholu se v obecném grafu da pouzit
tfeba Dijkstriv algoritmus, ktery jde naprogramovat tak,
aby sebéhl v ¢ase O(M + Nlog N) na grafu s N vrcholy a
M hranami. ProtoZe ale v této siti jsou vSechny hrany (ne-
boli spojeni mezi pocitaci) stejné dlouhé, miuzeme nejkratsi
cesty najit prostym prohleddavanim do Sifky, coZ se stihne
za O(M + N). Prohledavani do $ifky si mizete predstavit
jako postupné ,oloupavani® sité: nejdiive utrhneme hlav-
ni poéitac, pak vSechny pocitace na néj napojené (tedy ve
vzdalenosti 1), pak vSechny napojené na né (2 kroky dale-
ko), a tak ddle. Na detaily implementace se mtzete podivat
ve zdrojaku vzorového feseni.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-1.4

Michal Pokorny

Pro bipartitni grafy je to tedy snadné. Jak to ale bude
v obecném pripadé? Uz se ndm asi nepovede splnit vSech-
na doporuceni, ale mizeme se pokusit splnit jich alespon
polovinu.®

N4&s algoritmus bude pracovat po krocich a v kazdém kroku
se bude lokalné pokouset splnit alespon polovinu doporu-
¢eni. Nejdrive se podivame, jak bude vypadat jeden jeho
krok, a potom si dokdzeme, zZe tim splnime alespon polovi-
nu doporuceni i globalné.

Krok algoritmu:

1. Vezmi libovolny neobarveny kontejner.
. Spocitej, kolik mé sousedu které barvy.
. Pokud ma sousedii jedné barvy méné, obarvi ho touto bar-

vou. Jinak libovolné.

. Dokud nejsou vSechny kontejnery obarveny, pokracuj bo-

dem 1.

Pro Gcely dokazovani pritadime kazdé doporuceni jen jed-
nomu z dvojice kontejnert — tomu obarvenému pozdéji (tim
si uréité nic nepokazime, nebot jednotlivd doporuceni ani
jejich pocet se nijak nezméni).

Kazdy z kontejnert bude tedy mit svou vlastni mnozinu
doporuceni. Ale to jsou presné ta doporuceni, kterd jsme
uvazovali v bodu 2 algoritmu a obarvenim kontejneru jsme
jich splnili alespon polovinu. U kazdého kontejneru je tedy
alespon polovina doporuceni splnéna, takze v souctu pres
vSechny kontejnery musi byt splnéna také alespon polovina
doporuceni. A tim je splnéno i zadani.

Zbyva jesté casova a prostorova slozitost. VSe, co si musime
pamatovat, je néjaky seznam vrcholid a ke kazdému vrcholu
seznam jeho hran, takze paméfova slozitost je O(N + M).

vvvvvv

algoritmu a v kazdém se mizeme podivat az na M hran
(coz by mohlo vést na O(MN)), ale staci si uvédomit, ze
celkové se za cely béh programu podivime maximalné na
2M koncti hran a tedy vysledna ¢asova slozitost bude jen
O(N + M).

Program (C):

26-1-2 Preskladani nakladu

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-2.d

Problém rozdéleni kontejnerit do skladisf muzeme prevést
na obarvovani neorientovaného grafu. Kontejnery budou vr-
choly, doporuceni budou hrany mezi nimi a obarveni vr-
cholti dvéma barvami bude znazornovat jejich rozdéleni do
skladist.

Nasim cilem je obarvit vrcholy grafu tak, aby hran vedou-
cich mezi vrcholy stejné barvy (tedy nesplnénych doporu-
¢eni) byla nejvyse polovina.

Ve specialnim pripadé, kdy bychom meéli slibeno, ze graf
je Cisté bipartitni (tedy Ze se dé rozdélit na dvé mnoZiny,
kde hrany vedou jen mezi mnozinami a ne uvnit¥), bude
obarveni vrcholid dvéma barvami trivialni.

Dokud budeme mit néjaky neobarveny vrchol, budeme opa-
kovat toto: obarvime ho prvni barvou, vSechny jeho souse-
dy druhou, vSechny sousedy sousedii opét prvni a tak déle.
Protoze kazdy vrchol sousedi pouze s vrcholy z opacné par-
tity, povedlo by se nam takto splnit vSechna doporuceni
u kazdého z vrcholti.

Jirka Setnicka € Petra Pelikanovd

5 Pokud bychom jich vak chtéli splnit co nejvic, uz by §lo o NP-tiplnou tlohu.
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-1.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-2.c

26-1-3 Plynové kapsy

Jednoduché reseni

Pro kazdy dotaz prosté projdeme prislusny interval zleva
doprava a pokud se aktudlni znak bude shodovat s pfed-
chozim, pri¢teme jednicku. Toto feSeni je ale pomalé.

Rychlé Feseni

Pripravime si pomocné pole. Na pozici i budeme mit ulo-
Zeny pocet bezpeénych mist v intervalu (0, ¢). Tomu se Fik4
prefixovy soucet. Potom pfi dotazu na (i,j) sta¢i od j-té
pozice odecist (i — 1)-tou. Tim od vSech bezpeénych po-
zic nalevo od pravého konce intervalu odecteme ty nalevo
od levého konce intervalu, tedy zbudou nam jen ty pozice
uvnitt intervalu.

A jak si toto pomocné pole spocitat? Velmi podobné tomu,
jak jsme pocitali vysledek pfi jednoduchém feseni. Vypravi-
me se od levého konce a pokazdé, kdyz bude aktualni znak
stejny, jako predchozi, zvétsime si pribézny pocet o jedna.
A v kazdém kroku si aktudlni prubézny soucet uloZime.

Proc to funguje, je vidét z vysvétleni v druhém odstavci. Po-
mocné pole nam zabere linedrni mnozstvi paméti s velikosti
vstupni posloupnosti. Co se tyce ¢asu, pak predvypocet je
linearni s délkou posloupnosti na vstupu (projdeme jej jed-
nou zleva doprava a v kazdém policku udélame konstantni
mnozstvi prace). Jeden dotaz zodpovime v konstantnim ¢a-
se, protoze jen odecteme dvé cisla.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-3.cpp

Lucka Mohelnikovd € Michal ,,Vorner“ Vaner

26-1-4 Oprava databaze

Vytesme nejprve jednodussi variantu, totiz dvojné prvky.
Pro kazdy prvek pi v zadané posloupnosti mizeme vyzkou-
Set vSechny dvojice pfedchozich prvki p;,p; a ovéfit, zda
nahodou jejich soucet neni pi. Tim dostaneme Feseni s ¢aso-
vou slozitosti O(n3). To ale neni nejlepsi feseni této tlohy.

Muzeme si v§imnout, ze zbytecné nékolikrat provadime stej-
né soucty. Co kdybychom si misto toho dané soucty syste-
maticky pamatovali a pak v nich jen vyhledavali? To mu-
zeme udélat naptiklad bindrnim vyhledavacim stromem.

V ném si budeme uchovavat vSechny mozné soucty dvojic
prvku pred aktudlnim prvkem pg. Tedy v moment zpraco-
vavani prvku py v ném bume mit hodnoty sou¢td dvojic
Di;Dj pro 4,j < k. Takze jen ovéfime, zda je hodnota py
obsazena ve stromé a pokud ano, tak p; je dvojnym prv-
kem. Nakonec pfiddme do stromu vSechny soucty pj + p;
pro ¢ < k a pokracujeme prvkem pj1.

Toto FeSeni méa ¢asovou slozitost O(n - (logn + nlogn)) =
O(n?logn) a pamétovou slozitost O(n?).

Nyni pojdme vyfesit tlohu pro trojné prvky. Postupovat
budeme velmi podobné. Opét budeme mit binarni vyhle-
déavajici strom uchovavajici soucty zatim potkanych dvojic,
akorat budeme rozdilné zpracovavat prvek pi. Pro néj bu-
deme predpokladat, Ze je tfetim prvkem v souc¢tu a pro
vSechny j > k ovéfime, zda je mozné pomoci souctu dvou
prvki pfed pj dostat hodnotu p; — py.

Pokud ano, tak prvek p; je trojnym prvkem. To zjistime do-
tazem na binarni vyhledavaci strom. Pak stejné jako ptred-
tim do stromu pfidame vSechny soucty tvorené prvkem py
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a nékterym predchozim prvkem a pfesuneme se s vypoctem
na dalsi prvek posloupnosti.

Reseni mé ¢asovou slozitost O(n?logn), protoze provadi-
me O(n?) operaci s bindrnim vyhleddvacim stromem. Pii
programovani pouzijeme knihovni implementaci binadrniho
vyhledavaciho stromu, naptiklad v jazyce C++ to je set
z knihovny STL. Celéd realizace fesSeni je pak kratsi, nez
tento slovni popis. :-)

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-4.cpg

Karel Tesar € Mark Karpilovskij

Medvédi poznamky

Dvojné prvky jde hledat o néco rychleji. Postupné procha-
zime pres viechna j a zjistujeme, zda je souet prvku p;
s néjakym prvkem nalevo od néj roven né¢jakému prvku na-
pravo od néj. Za timto tcelem si budeme udrzovat dva se-
t¥idéné seznamy: L bude obsahovat hodnoty lezicich nalevo
od aktualniho prvku, P ty napravo.

Pro kazdé j spocitdme S; = L+ p; (seznam vznikly pFicte-
nim p; ke kazdému prvku z L). To je také setfidény seznam,
takze jeho slévanim s P miizeme snadno zjistit, zda S; a P
maji néjaky spole¢ny prinik, ¢ili dvojny prvek. VSechny ty-
to operace zvladneme pro jedno j provést v linearnim case,
celkové tedy v O(n?). Paméti spotiebujeme pouze O(n).
Vyhledéavaci stromy jsou mocna zbran, kterou je dobré ovla-
dat, ale obcas lze véci Tesit i jednoduseji. Jako treba zde.
Pro hledani trojnych prvkt postaci predpocitat si vSechny
mozné soucty dvojic, settfidit si je a pro kazdou hodnotu
souctu si zapamatovat jeji nejlevéjsi vyskyt. Pak muzeme
namisto ve stromu binarné vyhledavat v této setfidéné po-
sloupnosti a podle pozice nejlevéjsiho vyskytu snadno ové-
fit, zda soucet lezi pred zkoumanym pj, anebo az za nim.

Pokud bychom se ovSem spokojili s algoritmem, ktery je
rychly v priméru a ne nutné v nejhorsim piipadé, hodi se
misto stromu pouzit hesovaci tabulku — ta pracuje v pri-
mérné konstantnim ¢ase na operaci, ¢imz se ¢asova slozitost
hledéni trojnych prvka snizi na O(n?). Najdeme ji i v STL
pod nazvem unordered_set.

Martin ,Medved” Mares

26-1-5 Senzory

Zkouseni v8ech moznosti tady moc efektivni nebude. Pojd-
me ulohu trochu rozebrat, aby se na ni jednoduseji itocilo.
Prvni ucinéné pozorovani bude néasledujici: mtzeme véze
rozmistit do Fadk{ a do sloupeckii nezavisle. Kdyz se totiz
véze ohrozuji, tak se ohrozuji bud v fadku, nebo ve slou-
pecku, a naopak pokud je rozmisténi vézi spravné v fadcich
i ve sloupeccich, je spravné i celkové. Zredukovali jsme si
tedy zadani na jeho jednodussi verzi, ve které se véze sta-
vi do jednoho fadku, dvé nesmi stat ve stejném sloupci,
a kazda muze stat jenom v néjakém vymezeném intervalu.
Vytesime tyhle podulohy pro sloupce a pro fadky zvlast a
vysledky spojime.

Reseni pomoci systému raznjch reprezentanti
Jednodussi poduloha je specialni pfipad hledani takzvané-
ho systému riznych reprezentanti. Méjme tfeba mnoziny
A=1{1,3,4},B = {3,4,5},C = {5,6}. Systém rtznych re-
prezentanti je takové pfifazeni prvk mnozin k jejich mno-
zinam, ze vSechny vybrané prvky jsou rizné. Priklad systé-
mu ruznych reprezentanti pro tyto mnoziny A, B, C' je tfe-
baA—1,B—3,C —5 (ale ttebha A - 3,B — 3,C — 6


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-3.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-4.cpp

nebo A — 5, B — 3,C — 6 uz ne). Obecné se systémy riz-
nych reprezentantti daji hledat pres toky v sitich. Vytvofi-
me si bipartitni graf, ve kterém jedna partita budou prvky
mnozin (1, 3,4, 5, 6) a druhd budou mnoziny (4, B, C) a na-
tahneme hrany s kapacitou 1 mezi prvkem z a mnozinou M
tam, kde z € M.

Potom si vytvofime zdroj, ze kterého povedou hrany kapa-
city 1 do vSech prvki, a stok, do kterého povedou hrany
kapacity 1 ze vSech mnozin. V této siti najdeme maximal-
ni tok naptiklad pomoci Fordova-Fulkersonova algoritmu.
Maximéalni tok nam ukaze hledany systém rdznych repre-
zentanti (pokud existuje). Kapacity hran a podminky, kte-
ré musi tok spliiovat, zajistuji, Zze vSechny prvky i vSechny
mnoziny budou pouzity maximalné jednou.

Je to zcela spravny zptlisob feseni tllohy o rozmistovani vézi.
Podrobnosti hleddni maximalniho toku tu vSak nenajdete,
protoze uloha jde fesit jednoduseji a rychleji. Mate-li o né
z4jem, miizete je najit v kuchaice o tocich.®

Jednodussi fesSeni

Zkusime to takzvané hladové: mizeme nejdiive vybrat véz,
kterou umistime na prvni sloupecek, pak ze zbylych vy-
brat tu, kterou umistime na druhy, a tak dale (samozfejmé
preskakujeme sloupecky bez vézi). Jak si ale budeme véze
vybirat? Prekvapivé tu bude fungovat metoda ,,do prvniho
sloupe¢ku vyber tu véz, se kterou jde nejméné hybat* (po-
jmenujme ji tfeba minimdlni véz). To, Ze takovy algoritmus
bude fungovat, nahlédneme indukci.

Dukaz spravnosti

Indukci za¢neme tieba od trividlniho pfipadu s jednou vézi:
tu mizeme umistit hned na prvni sloupecek, na ktery miize
prijit, takze tam algoritmus funguje.

Indukéni krok bude schematicky takovyhle: ,Kdyz néjaké
véZ ma prazdny interval, je jasné, ze zadné feseni neexistuje.
Reknéme ted bez Gjmy na obecnosti, Ze na prvni sloupeéek
jde umistit néjaka véz. Vybereme z vézi, které jdou dat
do prvniho sloupecku, libovolnou minimélni, a polozime ji
tam. Tim si zmensime zadani o jednu véz a jeden sloupecek.
Nechame si od indukce piihrat feSeni mensiho problému.
Pokud existuje, pfiddme k nému tuhle véz a mame vysledek.
Pokud neexistuje, pak neexistuje ani feseni problému véetné
miniméalni véze.*

Zbyvé ted dokazat, Zze pokud budeme véze takhle umisto-
vat, tak o zddné FeSeni nepiijdeme. (Dtikaz toho, Ze zaddné
feSeni nepfidame, je jednoduchy.) Jingmi slovy: pokud jdou
véze néjak rozmistit podle zadani, tak jdou rozmistit i tak,
ze v prvnim sloupecku bude z vézi, které tam Sly umistit,
libovolna minimalni.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-siticl
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Vezméme si néjaké feseni a vyberme si z vézi, které mi-
zou dostat prvni sloupecek, néjakou minimalni. Oznac¢ime
ji tieba M. Necht M nedostane prvni sloupecek, ale sloupe-
¢ek Sps. Pokud je prvni sloupecek v feSeni volny, muzeme
do néj M premistit, ¢imz dostaneme feSeni, ve kterém prv-
ni sloupecek drzi vybrand minimalni véz. Pokud neni prvni
sloupec volny, znamena to, ze néjaka véz X jej drzi. Proto-
ze M je miniméalni véz, tak interval véze X obsahuje mimo
jiné sloupecek Sp;. Muzeme tedy véze X a M beztrestné
prohodit. Po prohozeni opét dostaneme feSeni, které ma
v prvnim sloupci minimalni véz.

Implementace

Méame dokazano, ze to bude fungovat, a zbyva to ,jenom*
implementovat. Budeme postupné ukrajovat véze a slou-
pecky. V proménné si budeme drzet posledni sloupecek, do
kterého jsme uz umistili véz (a dalsi véze budeme umistovat
jenom za néj).

Véze chceme brat v takovém potadi, abychom pokazdé umi-
stovali tu, kterd je v nezpracovaném prostoru miniméalni.
Jak toho dosdhneme? Mohli bychom si v kazdém kroku na-
jit minimalni véz prichodem vsech zbylych vézi, ale to by
nas stalo kvadraticky cas. Existuje lepsi feSeni: ukladat si
véze do haldy. Halda konkrétné bude minimova a bude-
me v ni tfidit podle konce intervalu, do kterého mizeme
véz umistit. Také do ni véze nebudeme pfidavat vSechny
hned, ale teprve okamzikem, kdy narazime na zacatek je-
jich intervalu. Kdykoliv z téhle haldy tedy odebereme véz
s nejmensim koncem intervalu, bude to pravé ta minimalni
pro sloupecek, ktery budeme zabydlovat.

Jako prvni krok véze v O(Nlog N) setfidime vzestupné
podle minima intervalu. Potom budeme postupné zleva za-
pliovat sloupecky a pfidévat véze do haldy.

Kazdou véz zpracujeme takto: jde-li umistit hned za posled-
ni umisténou véz, ucinime to. Nejde-li to, zkusime ji umistit
na zacatek jejiho intervalu. Pokud ani to nejde, znamena
to, ze posledni umisténa véz je za koncem intervalu pravé
zpracovavané véze, takze zpracovavand véz nejde umistit
nikam — TeSeni neexistuje. Nakonec nesmime zapomenout
zvysit proménnou s posledni umisténou vézi.

A co nés to bude stat? Pamét je jednoducha: staéi O(N) na
ulozeni vstupu a haldy. Co se Casu tyce: setFidéni vézi zabere
O(Nlog N). Kazdou véz také jednou ulozime do haldy a
jednou z ni vybereme, coZ oboji trvd O(log N) za véz, tedy
celkem O(N log N). VSechno ostatni trva kratsi dobu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-5.cpp

Michal Pokorny

26-1-6 Hydroponie

Zahrada skyté pfihradky na rostliny oznacené Cisly 0 az
N — 1. K dispozici mdme M népajecich okruht, -ty okruh
je intervalem I; = [a;,b;) = {a;,a; + 1,...,b; — 1}. Délka
intervalu v tomto znaceni je b; — a;.

Pokousime se urcit pocet vSech moznych osazeni rostlin do
prihradek tak, aby kazdy interval obsahoval alespon jednu
rostlinu. Protoze mohou byt vysledné hodnoty extrémné
vysoké, pocitame pouze zbytek po déleni této hodnoty ¢is-
lem 1000000 007.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-5.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich

Rozklad na schodisté

Provedme tvodni pozorovani. Plati-li pro navzajem rtiznéa
1 a j inkluze I; C I;, mlzeme interval I; ze svych tvah
vypustit. Podminku na obsazeni rostliny v tomto intervalu
nam zajisti interval ;.

Dale budeme uvazovat pouze intervaly, které v sobé neob-
sahuji zadny cely interval. Intervaly si navic uspoiradéame
vzestupné dle jejich pocatku. Pro libovolné i < j budou
nyni platit nerovnosti a; < a; a b; < b;. (Prvni nerovnost
je ddna uspofddénim, druhd tim, Ze I; nemize cely lezet
v I 1)

Ziskali jsme jakousi schodovitou strukturu. Tuto strukturu
si rozebereme na jednotliva schodisté. Schodisté S; bude
mnozinou intervalt I, az I, takovou, ze kazdé dva po so-
bé jdouci intervaly maji neprazdny prunik, navic S; bude
vzdy nejvétsi takovou moznou mnozinou. Tedy I,,—1 a I, 41,
pokud existuji, jsou disjunktni s I, a I,. Pocdet schodist
oznacme jako T

Povsimnéme si, Ze illoha se ndm nyni rozpadla na 741 zcela
nezavislych poduloh. Pro pfihradky neobsazené v zadném
intervalu nejsme ni¢im vazani, tedy mame 2% moznosti je-
jich obsazeni, je-li K poctem téchto prihradek. Zbyvajicimi
podilohami jsou jednotliva schodiste.

Vypocet pro jedno schodisté

Meéjme jediné schodiste s intervaly Jy, ..., Jy—1. Nyni ozna-
¢ujme J; = [a;, b;).

Zuzitkujeme myslenku dynamického programovani a bude-
me si postupné pocitat hodnoty D(0) az D(¢—1), kde D(i)
udéavé podet moznych rozmisténi kvétin, umistujeme-li je
pouze do intervalt 0 az 1.

Pocateéni hodnota D(0) je ziejmé 2!70l — 1, neb nam je za-
kazano pouze to obsazeni kvétin v intervalu Jy, pfi kterém
neumistime ani jednu kvétinu.

Pfedokladejme nyni, Ze hodnoty D(0),...,D(i —1) jiz byly
spo¢teny, a my chceme uréit D(7).

Bud p nejmensi takové, ze b, > a;. Interval J; rozdélime na
podintervaly [(Li, bp), [bp, bp+1), [bp+1, bp+2)7 ey [bi,h bl)
MozZnosti osazeni kvétinami si rozdélime podle toho, do kte-
rého z téchto podintervali umistime nejpravéjsi kvétinu.
Nejprve se podivejme na intervaly tvaru [bj,b;;1) pro né-
jaké j spliujici p < j < i. Pozdéji se jesté podiviame na
specidlni interval [a;, b,). Vysledky pro jednotlivé intervaly
pak seCteme a ziskdme D(7).

Mame interval [bj,b,11), ve kterém bude umisténa alesponi
jedna rostlina, a vime, Ze na pozicich od b;; dale uz zadna
kvétina nebude. Moznosti, jak umistit kvétiny do tohoto
podintervalu, je 20i+1=% — 1. Kolika zptsoby lze korekt-
né osadit zbytek schodisté udéva D(j), coz davéa celkem
(2b+17% — 1) - D(j) moZznosti pro tento interval.

Zbyva nam interval [a;,bp). Je-li p = 0, pak je mezivy-
sledkem hodnota 2% =% . (2%~=% — 1). Musili jsme obsadit
alespoii jednu kvétinu do intervalu [a;, by), zbytek intervalu
Jo jsme mohli obsadit libovolné.

Pro p > 1 se jesté podivame na interval J,_;. Pro ten uz
plati b,_1 < a;. PoCet moznjch osazeni intervalu [a;, b,) je
opét 2% ~b0 —1. Interval [b,_1, a;) lze obsadit libovolng, tedy
2¢i=b-1 zpiisoby. Jak obsadit vSechny pozice pred timto
intervalem uz udéva D(p — 1). Celkem tedy (2%~ —1) -
20i=br—1. D(p —1).

Celkovy pocet moznych osazeni tohoto schodisté je D(¢—1).

—15 —

Plody nasSeho snaZeni

ProtoZe jsou umisténi do jednotlivych T schodist a do pii-
hradek mimo schodisté nezavisla, ziskame vysledek jako
souc¢in poc¢tu moznosti pro tyto jednotlivé pripady.

Zbyva se zamyslet, s jakou slozitosti umime celé nase feseni
implementovat. Abychom si intervaly spravné uspotradali a
zbavili se prebytecnych, stac¢i je setfidit a vhodné projit.
(Detaily si rozmyslete sami, nebo si je pfectéte ve vzorové
implementaci.)

Asymptoticka sloZitost algoritmu bude funkci dvou promén-
nych, jmenovité N a M. V takovém pfipadé nemusi byt
jednoznacné, kterd Casova slozitost je tou optimalni. Mize
to zaviset na vztahu mezi témito proménnymi. (Optim&lni
algoritmus by asi mél podle vstupnich hodnot N a M zvolit
spravnou variantu implementace).

Predvedeme si dvé mozné slozitosti feseni. V prvnim pfi-
padé intervaly setfidime v éase O(M log M), tfeba pomoci
Quicksortu.

Béhem pocitani moznosti pro vSechna schodisté mocnime
dvojku a to exponentem z rozsahu 0 az N. Tuto operaci
jsme schopni provést v case O(log N).

Pfi vypoctu moznosti pro dany interval ve schodisti s¢ita-
me moznosti podintervald. VSimnéme si, ze tento soucet
neni potfeba pocitat vzdy od nuly, ale staci jej aktualizo-
vat pfi zvySovani ¢ a p. To znamend linedrni pocet operaci
vzhledem k poc¢tu intervala. Nejdrazsi operaci je uz zminé-
né mocnéni dvojky.

Prvni feseni mé tedy ¢asovou slozitost O(M log N) a pamé-
tovou slozitost O(M). (Vsimnéte si, ze O(log M) a O(log N)
je totéz, protoze M je nejvyse N2.)

Protoze okraje intervaldl jsou z rozsahu 0 az N — 1, mu-
zeme je také setiidit pfihradkovym t¥idénim v ¢ase O(N).
Vsechny mocniny dvojky si mizeme dopfedu pfedpocitat a
pak na dotaz odpovidat v konstantnim case. Tak ziskavame
druhé feseni s ¢asovou i paméfovou slozitosti O(N + M).

Pti implementaci nesmime zapomenout vSechny hodnoty
pribézné nahrazovat jejich zbytkem po déleni 1 000 000 007,
abychom nedostavali ohromna cisla.

Vzorova implementace ukazuje feSeni v ¢ase O(M log N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-6.4

Lukads Folwarczny

26-1-7 Mravenci

Pokusme se soustfedit na srazku urcitych dvou mravencu.
Lze si vSimnout, ze pokud si je neoznacime, vypada situace
tak, jako by se mijeli a k zddné srazce nedoslo. Mravenec,
ktery spadne z klacku posledni, je tedy ten, ktery je nej-
vzdalengjsi od okraje klacku, ke kterému je otoceny. Pozor,
takovy mravenec je vzdy aspon jeden, ale mtzou byt i dva!

U druhé ¢asti nam pribylo nékolik tézkosti. Nemtzeme uz
totiz zanedbat oznaceni mravenctl. Nahlédneme ale, ze mra-
venci se na klacku nemohou preskakovat. Specidlné je tedy
prvnich n mravenci spadlych z klacku na levé strané to-
toznych s témi n mravenci, ktefi jsou na zacatku nejblize
levému konci klacku. Pro pravou stranu plati analogické
tvrzeni.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-6.c

7 prvni ¢asti jiz vime, do jakého sméru je na zacatku ori-
entovdn mravenec, jenz spadne jako posledni (pro jedno-
duchost déle predpokladejme, Ze doleva, jinak analogicky).
Nyni zjistime pocet mravencii, kteii na za¢atku miti doleva.
Reknéme, Ze je jich k. Pak mravenec, ktery z klacku spad-
ne jako posledni, je k-ty mravenec zleva v pofadi, v jakém
stoji mravenci na zacatku.

Jan Bok

26-1-8 Turingova strojovna

vy,

Prvni t¥i tkoly byly snadné, ¢tvrty trochu tézsi. Ukazalo
se ale, ze vSechny Ctyfi skryvaji neCekané hlubiny. Za¢neme
proto snadnymi FeSenimi a pak se spolu vydame na cestu
do hlubin.

Ukol 1

Nejprve si v§imneme, ze kazda neprazdna spravné uzavor-
kovana posloupnost obsahuje po sobé jdouci dvojici .
Smazanim této dvojice vytvorime jiné spravné uzavorko-
vani, v némz opét najdeme takovou dvojici, a tak déle, az
posloupnost zredukujeme na prazdnou. Naopak za¢neme-li
se Spatnym uzavorkovanim, smazanim () z néj nikdy nevy-
tvorime spravné. Zjistili jsme, Ze spravna uzavorkovani jsou
pravée ta, ktera lze zredukovat na prazdnou posloupnost.
Presné o to se bude pokouset nas stroj. Pracovat bude nad
abecedou {(,),*} a jeho program bude vypadat nasledov-
né:

stav/znak  ( ) * U

S ((,—),S) (*7<_7P) (*7%75) (I—la<_aK)

P (-, — (x,+,P) NE

K NE — (*,+,K) ANO
Zacne ve stavu S, bude prochazet fetézcem zleva doprava
a hledat prvni pravou zavorku. Jakmile ji najde, pfepise ji
na * a prepne se do stavu P, v némz se bude vracet zpat-
ky a hledat nejblizsi levou. Tu také vyhvézdickuje, nacez se
prepne opét do stavu S (vSimnéte si, ze vlevo od aktudlni
pozice uz zaddné pravé zavorky nejsou, takze se k nim ne-
ni potfeba vracet). Az vstupni Fetézec dojde, stroj prejde
do stavu K, v némz bude kontrolovat, zda nezbyly néjaké
nesparované levé zavorky.

Casové slozitost tohoto stroje je O(n?), jelikoz az fadove
n-krat potrebujeme najit parovou zavorku, coz trva az ra-
dové n krokid. Kvadraticky dlouho bude pocitat naptiklad
na vstupu (((...))). Kromé prostoru na péasce, kde byl
napsan vstup, nepotfebuje zddnou dalsi pamét.

Ukol 2 s linearni paméti

Sledujme, jak probiha vypocet stroje z predchoziho tkolu.
Vyhvézdickovana policka pasky mutizeme ignorovat, ta stroj
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vzdy preskakuje. Pak plati, Ze vlevo od aktualni pozice jsou
samé levé zavorky — to jsou ty, ke kterym jsme jesté nenasli
pravou zévorku do paru. Kazd4a dalsi zavorka je budto levéa
(a pak ji pfesko¢ime, ¢imz se presune do levé Gasti), ne-
bo pravé (a tehdy naopak z levé ¢asti jednu levou zévorku
smazeme).

Jinymi slovy levou ¢ast pouzivame jako zasobnik dosud ne-
uzavienych zévorek. Na vicepaskovém stroji si ho mtizeme
ulozit na samostatnou pasku. Tim zaridime, Ze dalsi znak
v zasobniku bude dostupny v konstantnim case.

Program stroje bude vypadat takto:

(S,(vl—') - (((,—)),((,—>),S)
(57)7|—’) — (()a%)a(l-h(_)’P)
(Sv\_h\_l) — ((\_l;.)7(\_h<7)aK)
(P,OQ() — ((aa.)a(l—lv.)’s)
(P,a, ) — NE

(K,u,u) — ANO

(K,u, () = NE

Stroj zacne ve stavu S. Na prvni pasce se bude pohybovat
zleva doprava a postupné ¢ist zavorky ze vstupu. Na druhé
pasce si bude udrzovat zasobnik otevienych zavorek a hla-
va se v klidovém stavu bude nachézet vpravo od posledni
ulozené zavorky.

Pokud stroj piecte levou zavorku, ulozi ji na zasobnik.

Pokud pfecte pravou zavorku, prepne se do stavu P a zkon-
troluje, jestli na zasobniku mé néjakou levou. Paklize ano,
odstrani ji a vrati se do pocatecniho stavu. Pokud ne, za-
vorkovani neni spravné.

Skonci-li vstup, je jesté potieba zkontrolovat, ze na zasob-
niku nezustala Zaddnd neuzaviend zavorka. O to se stard
stav K.

Tento stroj pracuje v linedrnim ¢ase s délkou vstupu (kazdy
znak zpracuje v konstantnim ¢ase) a spotiebuje linearné
mnoho prostoru na pracovni pasce.

Ukol 2 s logaritmickou paméti

Zadani vybizelo k co nejmensi spotfebé paméti. Vskutku,
predchozi feseni prostorem vyslovené plytva. Do zasobniku
ukladé samé levé zavorky, takze by tplné stacilo pamato-
vat si jejich pocet ve dvojkové soustavé. Ulozime ho jako
posloupnost znaki 0 a 1 na pracovni pasce. Nejnizsi fad se
bude nachéazet vpravo a v klidovém stavu bude hlava stat
na mezefe napravo od néj.

Obsluha vstupni pasky bude vypadat nasledovné:

(Sv(’\—’) - (((7—>)7(U’<_)vl)
(Sv)vl—l) — (()7%)7(U3H)3D)
(Svl—lvl—l) - ((I—lv.)v (l—l’ <_)»K)

Stavy I, D a K znamenaji ,zvy$ pocitadlo o 1 (inkre-
mentace), ,sniz poc¢itadlo o 1 (dekrementace) a ,zédvéreéna
kontrola, zda pocitadlo je 0“. V nich uz se budeme zabyvat
jen pracovni paskou s pocitadlem, takze je popiSeme jako
jednopaskovy Turingiv stroj. Navic jsme pridali stav Z,
ktery slouzi k navratu hlavy doprava.

stav/znak 0 1 L
I (1,—,7) (0,«<,1) (1,—,2)
D (1,+,D) (0,—,2) NE
K (0,+,K) NE ANO
Z (O,—),Z) (17_>7Z) (u,.,S)




Nyni spotfebujeme pouze logaritmické mnozstvi prostoru,
nebot dvojkové ¢&islo v rozsahu 0 az n zapiSeme pomoci
[logy n] + 1 bitd. OvSem zvySovani a sniZzovani pocitadla
trva logaritmicky dlouho, takze jsme si Casovou slozitost
pokazili na O(nlogn).

Ukol 3

Pokud si mtizeme dovolit pridavat pasky, vystacime si do-
konce s jedinym stavem. Rozsifime abecedu o tolik symbo-
14, kolik mél ptvodni stroj stavi. Pfiddme novou pasku,
z niz budeme pouzivat jen jediné policko. Na ném budeme
udrzovat informaci o tom, jaky stav ptuvodniho stroje pravé
simulujeme. A aby se novy stroj spravné rozbéhl, urc¢ime,
7e prazdné policko odpovida pocateénimu stavu pivodniho
stroje.

Ukol 4

Na jednopaskovém stroji se nabizi rozsirit abecedu na uspo-
fadané dvojice (z, s), kde z je znak ptivodni abecedy a s stav
puvodniho stroje. Jenze: pokud posuneme hlavu na sou-
sedni poli¢ko, musime tam prenést informaci o stavu, ktera
byla zakédovana do stavajiciho policka. To nejde udélat
najednou (protoze do stavu nového stroje zakédujeme jen
1 bit informace), ale s trochou Sikovnosti poskytuji dva sta-
vy dost manévrovaciho prostoru na to, abychom informaci
prenesli po ¢astech.

Stavy nového stroje nazveme X a Y. Abecedu rozsifime na
trojice (z,s,m), pficemZ z a s budou odpovidat znaku a
stavu puvodniho stroje (stavy ocislujeme) a m bude mdd,
na némz bude zaviset, co zrovna X a Y znamenaji. M6-
d budeme rozeznavat pét: klid, vysildni doprava, vysilani
doleva, prijem zprava, prijem zleva.

Predstavme si, Ze novy stroj pravé odsimuloval jednu in-
strukci starého stroje. Na aktudlnim policku zménil s i z
a ted se potiebuje posunout na sousedni policko, feknéme
doprava. Udéla toto:

Na aktudlni policko zapise méd vysildni doprava, prepne se
do stavu X a posune hlavu doprava.

Sousedni policko bylo v médu klid, takze si stav X vylozi
jako pozadavek, ktery ptisel zleva. Nastavi s = 0, pfejde do
médu prijem zleva a ve stavu X se posune zpét doleva.
Nyni je pfedavani informaci nastartovano. Vysilaci policko
pokazdé snizi své s o 1 a dokud nevyjde 0, presouva se
na pfijimaci policko ve stavu X. Prijimaci policko zvysi
své s 0 1 a vrati hlavu zpét (stile stav X). Pokradujeme
v predavani.

e Jakmile vysilaci policko dopoc¢ita do nuly, pfepne sviij méd
na klid a posune hlavu na pfijimaci poli¢ko, tentokrat ve
stavu Y. Podle toho prijimaci policko poznd, Ze pfenos je
u konce, a odsimuluje dalsi instrukci ptivodniho stroje.

Pokud chceme prenaset informaci doleva misto doprava, po-
stupujeme obdobné, jen v prvnim kroku pouzijeme stav Y,
podle ¢ehoz prijimaci policko pozna, ze pfendsSime zprava.

Kazdou instrukci piivodniho stroje tedy umime odsimulo-
vat konstantné mnoha instrukcemi stroje nového.

Ukol 4: start vypoctu

@ Pravé predvedené teseni 4. tkolu mé jeden maly, le¢
podstatny hacek: jak se vlastné cely vypocet rozbéhne?

Potfebujeme pfeci, aby byl ve znaku na prvnim policku

pasky zakddovan pocatecni stav Sy pivodniho stroje.

Jak to zafidit? Mame moznost urcit pro kazdy znak ptvod-
ni abecedy, jaka trojice mu bude odpovidat v nové abecedé,
a také si mizeme vybrat pocatecni stav nového stroje.

Hned se nabizi zapisovat znaky puvodni abecedy jako tro-
jice (z, So, klid). JenZe ani pro pocateéni stav X, ani pro Y
to nedopadne dobfe: stroj se bude snazit kopirovat stav ze
sousedniho policka, které na to viibec neni pfipraveno. Tak
radéji nechdme novy stroj, at svilj vypocet zahaji zapsanim
stavu Sy. Jak ale pozna, kdy to ma udélat?

Ptjdeme na to mensi oklikou. Nejprve si rozmyslime, ze
kazdy Turingtv stroj mizeme predélat tak, aby nikdy ne-
vyuzival policka pasky nalevo od pocatecni polohy hlavy
(tedy aby jeho péska byla jen jednostranné nekonecnd). Za-
fidime to ,prelozenim pasky naptl“. Policka ptvodni pasky
si o€islujeme ..., —3,—2,—1,1,2,3,... a na i-té policko no-
vé pasky ulozime uspofddanou dvojici znakid z ptvodnich
policek ¢ a —i.

Ptedélany stroj bude simulovat instrukce ptivodniho stroje
a navic si bude ve svém stavu pamatovat, zda se nachéazi
v kladné ¢i zaporné ¢asti puvodni pasky. Podle toho bude
pouzivat bud prvni, anebo druhou slozku dvojice a pfipadné
obracet smér pohybu hlavy. Navic si na policko 1 umisti-
me znacku, abychom poznali, Ze jsme presli pres rozhrani
kladné a zaporné casti.

Tato transformace zpomali vypocet pouze konstanta-krat
a ma jeden pfijemny disledek, kterého vzapéti vyuzijeme:
vstoupime-li na jakékoli policko poprvé, je to vzdy zleva.

Nyni se vratme zpét k redukci poétu stavi. Kazdy znak z
ptivodni abecedy zakédujeme jako trojici (z, So, init). No-
vy méd init se chova stejné jako klid a navic fika, Ze jsme
na policku poprvé. Proto vime, ze béhem vypoctu nového
stroje nemtZeme na takové poli¢ko pfijit ve stavu Y (ten
by totiz znamenal ,jdeme kopirovat zprava“). Y tedy pro-
hlasime za pocatecni stav nového stroje a kombinaci mdéd
init 4+ stav Y vyuzijeme k rozjezdu stroje.

Heuréka, problém vyfesen. Kazdy jednopaskovy Turingiv
stroj umime upravit tak, aby pocital totéZz (az na zménu
abecedy), zpomalil se jenom konstanta-krat a vystacil si
pfitom s pouhymi dvéma stavy. (Pfesnéji feceno, piedvedli
jsme to pro stroje, které odpovidaji stavem ANO nebo NE.
Pokud by vystup vydavaly na pasce, museli bychom jesté
na zavér vypoctu pasku ,vycistit® a prekddovat zpét do
vstupni abecedy. Ale to uZ je malickost.)
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Pro prehlednost jesté ukdzeme tabulku, co ktery stav zna-
mend ve kterém médu:

mod stav X
init  zacne prijem zleva start stroje
klid  zacne prijem zleva  zaCne piijem zprava
vysildni chci pokracovani —
prijem zvysit ¢islo stavu konec vysilani

stav Y

Pozndmka: Dodejme jesté, ze inicializaci lze provést i jinak.
Vyuzijeme toho, ze jsme ve vysilacich médech nepotfebo-
vali stav Y. Pojdme i tam stavem rozliSovat, zda jsme p¥isli
zleva nebo zprava. Navic mame moznost v kazdém mddu
poprohazovat, co znamend X a co Y. Pak zafunguje nasle-
dujici trik.

Na pocatec¢ni policko pfijdeme ve stavu X, takze si policko
mysli, ze ma prijimat zleva. Pozada proto policko vlevo od
sebe o pokracovani vysilani. Jenze levé policko o zadném
vysilani nevi, takze to interpretuje jako zaddost o prijem
zprava. Prejde tedy doprava s zadosti o vysilani. Mtzeme
zaridit, aby si pravé policko tuto zadost vylozilo jako konec
vysilani, ¢ili pfijalo stav 0. Ten zpracujeme specialné: sko-
¢ime doleva a také predame konec vysilani. I levé policko
ukonéi pfijem prijetim stavu 0, ale umi to rozlisit, proto-
7e ptisel zprava, takze ho mize zpracovat jinak specidlné:
zahajenim pfrenosu skute¢ného pocatecniho stavu stroje do-
prava. Kouzlo se zdafilo.

Zpét k tkolu 1: rychlejsi FeSeni

Trik s pocitadlem z tkolu 2 se d& vyuzit i na jednopasko-
vém stroji. Jen si musime dat pozor, kam pocitadlo ulozi-
me: pokud na zacatek pasky (pfed vstup), budeme ke konci
vstupu potfebovat spoustu krokt na pfesuny mezi vstupem
a pocitadlem; pocitadlo za koncem vstupu se bude chovat
podobné Spatné na zacatku vypocétu. Kam tedy? Poridi-
me si pocitadlo stéhovavé: bude umisténo tésné pred dosud
nezpracovanou ¢asti vstupu a po zpracovani kazdé dalsi za-
vorky ho celé prestéhujeme o jednu pozici doprava.

Program stroje bude vypadat nasledovné:

stav/znak  ( ) 0 1 U
S ((7<_>]> ()7<_7D> - (U7<_7K>
I T 7 (17<_5L) (O,(—,I) (17%711)
D — — (1,-,D) (0,+,L) NE
L 7 7 (07<;aL) (1a<;aL) (I_I,H,Cs)
Cs e e (I—h_>700) (U7_>761) 7
co (0,—,95) (0,—,5) (0,—,¢c0) (0,—,¢1) —
a (1,—,9) (1,—=,9) (1,=,c0) (1,—,¢1) —
K — —  (0,«-,K) NE ANO

Stroj opét zaéina ve stavu S. Jakmile zmer¢i levou zavorku,
posune se tésné pred aktualni pozici, kde je uloZeno pocita-
dlo, a zac¢ne ho inkrementovat. Pritom setrvava ve stavu I,
dokud dochézi k prenosu do vyssich fadu. Jakmile pfenosy
ustanou, prejde do L a pohybuje se smérem k levému okraji
pocitadla. Nakonec pomoci stavii cg, ¢1 a ¢s celé pocitadlo
pfesune o znak doprava a vrati se zpét do S.

Podobné reaguje na pravou zavorku, jen k tomu pouziva
dekrementovaci stav D. Na konci viypoctu jako obvykle po-
moci stavu K zkontroluje, Ze pocitadlo vyslo nulové.

Casova slozitost tohoto feSeni je O(nlogn), protoZe pro
kazdy znak vstupu stravime O(logn) krokd zvySovanim ¢
snizovanim a nasledné presunem logaritmicky dlouhého po-
¢itadla. Paméti zabirdame stale O(n).
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Zpét k tkolu 2: trocha nadéje

Také vam vrta hlavou, jestli by neslo néjak zkfizit nase

dvé feseni druhého tkolu a dosdhnout soucasné line-
arniho Casu a logaritmické paméti? Jista nadéje tu je. Po-
zorujme, jak se méni ¢islice pocitadla, kdyz ho opakované
inkrementujeme:

0000 — 0001 — 0010 — 0011 — 0100 — 0101 — 0110 —
— 0111 — 1000 — 1001 — 1010 — 1011 — ...

Pro prehlednost jsme zménéné ¢islice vyznacili tucné.
Pokazdé se jednicky na konci ¢isla zméni na nuly a nula
pfed nimi na jednicku. Nebo jinak: jedna jednicka vznikne
a mozna néjaké zaniknou. Pokud provedeme m inkrementi,
vzniklo celkem m jednicek. Kazda z nich zanikla nejvys
jednou, takze vSech zanikt dohromady je také nejvys m.
Vsech m inkrementt tedy zabralo ¢as O(m).

Tehdy fikdme, Ze jeden inkrement méa konstantni amortizo-
vanou casovou slozitost. Hezky se to popisuje pomoci peniz-
kové metody. Jelikoz Cas jsou jak zndmo penize, zavedeme
mezi nimi sménny kurs. Jeden penizek bude pfedstavovat
dostatek ¢asu na provedeni jedné operace naseho stroje: te-
dy prepsani nuly na jednicku ¢i opacné, véetné pripadného
pohybu hlavy.

Nyni prohlasime, Ze na provedeni jednoho inkrementu po
uzivateli chceme 2 penizky. Jeden z nich pouzijeme na vy-
tvoreni jednicky, druhy ddme nové vzniklé jednicce do vinku
a ona si z né€j casem zaplati své smazani. Za m inkrement
tedy zaplatime 2m penizkt a kazdou operaci stroje jsme
natctovali nékterému z inkrement.

Dokud tedy pri kontrole zavorek potkdvame jen ty levé,
casova slozitost stroje je linearni. Jenze... prava zavorka
zpUsobi snizeni pocitadla a to nam cely elegantni amor-
tizaéni argument zboii: pocitadlo mize libovolné dlouho
stfidat hodnoty 0111...1 a 1000...0, coz nutné zabere lo-
garitmicky cas.

Ukol 2: dvojkova soustava vraci tder

Tak snadno se preci nevzdame. Dvojkovou soustavu rozsi-
fime, aby byla vyvdZend. Vedle ¢islic 0 a 1 pouzijeme navic
—1 (pro zkréceni zépisu budeme misto 1 psat + a misto —1
prosté -). Véhy fadt budou stéle mocniny dvojky, takze
¢islo ¢cpcp—1 ... c1co bude mit hodnotu Z?:o 2. ¢
Dvojkovy zapis ¢isla funguje i ve vyvazené dvojkové sousta-
vé, ale totéz ¢islo miize mit i jiné zapisy. Napiiklad 6 (110
dvojkové) se da zapsat jako ++0, ale i +-+0 nebo +-0-0,
jakoz i mnoha dalsimi zptsoby.

Ptesto z prvni ¢islice pozname, zda je ¢islo kladné nebo za-
porné. Necht prvni éslice je + a ma vahu 2¢. Potom ani kdy-
by byly vSechny ostatni ¢islice zaporné, neprispéji dohro-
mady tolik, aby se celé ¢islo vynulovalo, nebo dokonce pre-
houplo do zéporna. Plati totiz 20+ 21 +.. . +2F"1 =2~k _ 1,
Podobné je-li prvni ¢islice -, musi byt ¢islo nutné zaporné.
Z toho specialné plyne, ze jediné moznosti, jak zapsat nulu,
jsou Fetézce ¢islic 0. Cokoliv jiného je bud kladné, nebo
zaporné.

Inkrementovani ¢isla provedeme takto: ptijdeme zprava do-
leva. Pokud potkdme 0, zménime ji na + a zastavime se.
Potkame-li =, zménime ho na 0 a zastavime se. Narazime-li
na +, pfepiSeme ho na 0 a stejné jako v klasické dvojkové
soustavé provedeme pienos do vyssiho fadu (o ¢islici vlevo).

Dekrementovani je symetrické: z 0 udélame -, z + udéla-
me 0, z - vytvofime O a pfenos.



Posloupnost inc, inc, inc, inc, dec, dec, inc tedy projde hod-
notami 0, +, +0, ++, +00, +0-, +-0, +—+.

Nyni nahlédneme, Ze inkrementovani i dekrementovani ma
konstantni amortizovanou slozitost. Penizky budeme tento-
krat pritazovat vSem nenulovym ¢islicim. Inkrementovani si
nechd od uzivatele zaplatit 2 penizky. Pokud pfepise 0 na +,
zaplati to z uzivatelova penizku a ten druhy da do vinku
vzniklému +. Zméni-li + na 0, zaplati to z penizku toho + a
pokracuje ve vypocétu. A pokud pfepiSe - na 0, zaplati to
z penizku toho - a dva uzivatelovy penizky mutize prohyiit.
Dekrementovani se chova obdobné, téz si vystaci se dvéma
penizky.

K vyfeseni tllohy pouZijeme Turinguv stroj, ktery bude fun-
govat obdobné jako nase predchozi feseni s dvojkovym poci-
tadlem, jen pouzijeme vyvazenou dvojkovou soustavu. Po-
piSeme jen obsluhu pocitadla, zbytek stroje ztstane stej-
ny. V klidovém stavu budeme opét udrzovat hlavu vpravo
od pocitadla. Navic aby se ndm snadno testovala nulovost
pocitadla, budeme nevyznamné nuly ze zacatku cisla pri
kazdé prilezitosti mazat.

Program stroje vypada takto:

stav/znak 0 + - L
I (+,—,7) (0,<,I) (0,<,N) (+,—,2)
D (-,—,7)(0,<,N) (0,<,D) NE
Z (07—>7Z) (+7 7Z) (_a_>aZ) (I—h.aS)
N (O,H,Z) (+7 7Z) (_’*}72) (\-’7*>7N,)
N/ (U7_>7Z) - 7 -
K NE NE NE ANO

Stav I je jako obvykle inkrementovaci, stav D dekremen-
tovaci. V obou stroj upravuje pocitadlo tak dlouho, dokud
dochézi k prenosu. Pak se pfepne do stavu Z, v némz se
vraci na konec pasky. Pokud na pésku zapise 0, odskod¢i si
jesté do stavu N, v némz zkontroluje, zda tato nula nelezi
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na zacatku ¢isla, a pfipadné ji smaze. Stav K slouzi k za-
vérecné kontrole nulovosti pocitadla — jelikoz nevyznamné
nuly prubézné mazeme, postaci testovat prazdnost pasky.

Dosahli jsme tedy linearni casové a logaritmické prostorové
slozitosti. Na zavér dodejme, ze logaritmicky prostor je sku-
tecné zapottebi, ale dikaz je trochu pracnéjsi a do okraje
této stranky by se nevesel ©

Ukol 2: kockopsi FeSeni

Ukéazeme jesté jedno optimalni feSeni druhého ukolu. Je
technicky pracnéjsi, ale myslenkové prostsi: Sikovné zk¥i-
Zime prvni feseni (poditadlo v jednickové soustavé, linear-
ni ¢as, linedrni pamét) s druhym (dvojkova soustava, Cas
O(nlogn), pamét O(logn)).

Opét budeme udrzovat pocitadlo rozdilu levych a pravych
zavorek. Pocitadlo bude dvojkové, ale budeme ho aktuali-
zovat po skocich. Nejprve spocitame ¢ = [log, n].

Vstup budeme zpracovavat po blocich velikosti ¢. Pro kaz-
dy blok budeme udrzovat pocitadlo v jedni¢kové soustave.
Zajimat nas bude jeho hodnota na konci bloku a také nej-
nizsi zaporna hodnota béhem bloku. To vse zjistime v Case
O(¢) a prostoru taktéz O(f).

Hodnotu pocitadla na konci bloku pfevedeme do dvojkové
soustavy a pricteme ji ke globalnimu pocitadlu. Pred tim
jesteé ovérime, ze nejnizsi zaporna hodnota nepfesahla pred-
chozi hodnotu globéalniho pocitadla. VSechny tyto operace
stihneme v O(¢) — tolik bitt maji dvojkova ¢isla, s nimiz
pracujeme. Pievod z jednickové do dvojkové soustavy za-
fidime postupnym pri¢itanim jednicky, které, jak uz vime,
trva O(1) amortizovang.

Kazdy blok tedy zpracujeme v ¢ase O(¢) a prostoru O(f).
Vsech O(n/¢) blokt v ¢éase O(n) a prostoru opét O(¢) =
O(logn).

Martin ,Medved” Mares

Snad se vdm pri étens TeSeni neuvarila hlava @

Hodné stésti i do dalsich sérii!
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