
M
ilé
řešitelky

a
m
ilí
řešitelé!

V
ítejte

u
dalšího

napínavého
Jacob

ova
dobrodružství

na
neznám

é
planetě,

okořeněného
sp
oustou

prop
ečených

úložek.P
okud

bažíte
p
o
vědom

ostech,m
ůžete

se
p
odívat

do
kuchařky

o
intervalových

strom
ech
neb
o
siužít

m
anuálníprácipřidlaždičkovánízdiv

našíseriálové
zoo
výp
očetních

m
odelů.

A
nedočkavci

se
m
ohou

rovnou
p
odívat,

co
zajím

avého
Jacob

nalezl
p
o
p
okoření

všech
úložek

...

C
htěli

bychom
vyzdvihnout,

že
každém

u
řešiteli,

který
v
tom
to
ročníku

z
každé

série
dostane

alesp
oň
5
b
odů,

darujem
e
K
SP
propisku,

blok
a
tužku.

D
ále
se
na
vědom

ost
dává,

že
každém

u,
kdo
v
této

sérii
získá

alesp
oň
dva
b
ody
z
každé

úlohy,
p
ošlem

e
čokoládu.

T
aké
přip
om
ínám

e,
že
za
úsp
ěšné

řešení
K
SP
je
m
ožno

být
přijat

na
M
F
F
U
K
b
ez
přijím

acích
zkoušek.

Ú
sp
ěšným

řešitelem
se
stává

ten,
kdo
získá

za
celý

ročník
alesp

oň
50
%
z
m
axim

a
b
odů,

tedy
alesp

oň
150
b
odů.

P
okud

se
ale
hlásíte

na
M
F
F
letos

a
chcete

prom
inutí

přijím
aček

za
tento

ročník,
m
áte
čtvrtou

sérií
p
oslední

m
ožnost

na
zisk

b
odů.

V
takovém

případě
se
nám

ozvěte
em
ailem

a
m
y
se
p
okusím

e
vaše

řešení
opravit

přednostně
před

ostatním
i.

T
erm
ín
odevzdání

čtvrté
série

je
stanoven

na
p
ondělí

31.
března

2014
v
8:00

SE
L
Č
.
C
odE
xová

úloha
m
á
term

ín
o
den
p
osunutý,opravuje

jitotiž
autom

at
–
odevzdejte

jido
1.dubna,8:00

SE
L
Č
.

Ř
ešení

přijím
ám
e
elektronicky

na
stránce

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/subm

it/
.
C
hcete-li

s
nám
i
kom
u-

nikovat
b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
h
t
t
p
s
certifikát

–
zde
je
jeho

SH
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P
řed
tím
ale
vyplňte

přihlášku
na
http://ksp.m

ff
.cun
i.cz/

(a
to
i
tehdy,

když
jste
se
K
SP
účastnili

loni).
N
a
tom
též
m
ístě
najdete

i
další

inform
ace
o
tom
,
jak
K
SP
funguje.

N
a
w
ebu
m
ám
e
rovněž

fórum
,
kde
se
m
ůžete

na
cokoli

zeptat.
T
aké
nám

m
ůžete

napsat
na
e-m
ail
ksp@

m
ff
.cun
i.cz.

Č
tvrtá

série
dvacátého

šestého
ročníku

K
SP

Jacob
pom
alu
popadal

dech.
P
rávě

se
m
u
podařilo

un
ik-

n
out
před

proudem
lávy
valící

se
z
rozběsn

ěn
é
sopky.

D
okon

-
ce
n
ašel
m
alý
převis,

který
ho
uchrán

il
před

deštěm
kam
en
í

a
žhavého

sopečn
ého
popela.

Jeho
m
yšlen

kam
i
letěly

vzpom
ín
ky
n
a
události,

které
zažil

od
okam

žiku,
kdy
ho
ztroskotán

í
vesm

írn
é
lodi
U
F
C
F
reya

uvězn
ilo
n
a
této

plan
etě.
P
rvn
í
opatrn

é
zkoum

án
í
pralesa.

S
etkán

í
s
m
im
ozem

šťan
y.
P
olám

an
é
n
ohy.

D
louhé

léčen
í.

T
ajupln

á
A
da.
P
odzem

n
í
bratrstvo.

D
arovan

ý
m
eč.
P
robu-

zen
ý
vulkán

...
P
odařilo

se
aspoň

části
člen
ů
B
ratrstva

utéci
do
bezpečí,

n
ebo
všechn

y
v
jejich

podzem
n
ím
kom
plexu

zaplavila
láva?

T
o
se
Jacob

ještě
n
ějaký

čas
n
edozví

–
teď
m
u
totiž

n
ezbývá

n
ež
vyčkat

v
úkrytu,

dokud
se
sopka

n
euklidn

í.
A
by
zahn
al

n
ervozitu,

zkouší
hrát

n
ejrůzn

ější
hry
pro
jedn
oho
hráče

n
e-

boli
solitéry.

T
řeba

s
kam
ín
ky,
těch

je
teď
všude

pln
o.

26-4-1
K
am
ín
kov
ý
solitér

10
b
o
d
ů

Jacob
hraje

následující
hru.

N
ejprve

vytvoří
n
hrom

ádek
kam
ínků.

P
ak
odebírá

kam
ínky

p
odle

následujícího
pravi-

dla:
V
ždy
si
vyb
ere
dvojici

různě
velkých

hrom
ádek

a
z
té

většíodeb
ere
tolik

kam
ínků,kolik

jich
je
na
té
m
enší.C

ílem
hry
je
zbavit

se
co
nejvíce

kam
ínků.

V
ym
yslete

algoritm
us,
který

pro
tuto

hru
najde

optim
ální

strategii.N
a
vstupu

dostane
p
očet

hrom
ádek

n
a
p
očáteční

p
očty

kam
ínků

h
1 ,...,h

n .
V
ýstup

em
m
á
být
p
osloupnost

tahů
typu

„od
h
i
odečti

h
j ÿ
taková,

že
p
o
provedení

těchto
tahů

bude
součet

h
1
+

...+
h
n
nejm

enší
m
ožný.

�
L
ehčí

varianta
(za
4
b
ody):

R
ozm
yslete

si,
jak
úloha

dopadne
pro
dvě
hrom

ádky.
Své
tvrzení

dokažte.

Jacob
se
s
trhn
utím

probudil.
C
o
to
bylo?

V
en
ku
byla

tm
a

jako
v
pytli,

hvězdy
pohltil

všudypřítom
n
ý
sopečn

ý
prach.

O
podál

cosi
šram

otilo.
„P
sst,
Jacobe,

to
jsi
ty?ÿ

špitl
hlas

n
ápadn

ě
podobn

ý
A
din
u.
P
o
chvilce

oboustran
n
ého
ujišťo-

ván
í
se
ze
tm
y
vyn
ořila

A
da
spolu

s
dalším

i
čtyřm

i
m
im
o-

zem
šťan
y,
kteří

s
Jacobem

zkoum
ali
kráter

sopky.
B
ylo
to

včera,
ale
zdálo

se
to
jako

věčn
ost
...

P
řeci
jen
se
jim
podařilo

un
ikn
out
potokům

prskající
lávy

a
schovat

se
ve
stejn

ých
skalách,

které
poskytly

azyl
Jaco-

bovi.
Jacob

si
pom
yslel,

že
jsou

jistě
celí
žhaví

zjistit,
co
se

událo
v
okolí.

N
ejspíš

i
doslova.

K
aždopádn

ě
jim
n
ezbývá

n
ež
zůstat

v
úkrytu,

dokud
se
popel

n
erozptýlí.

Z
atím

n
en
í

vidět
n
a
krok

a
kdo
ví,
jak
se
erupcí

zm
ěn
ila
krajin

a.
S
ed
li
si
tedy

společn
ě
n
a
teplou

zem
i.
Z
e
začátku

tiše,
ale

po
chvíli

jeden
z
tvorů

vytáhljakési
zvíře

podobn
é
bažan

tovi,
které

n
ašel

pod
vrstvou

rozpálen
ého
popela.

Z
jevn
ě
dobře

upečen
é.
P
o
dobrém

jíd
le
n
ervozita

opad
la
a
Jacob

využil
příležitosti

a
zeptal

se
n
a
pár
věcí,

které
m
u
už
delší

dobu
vrtaly

hlavou.
N
apříklad

proč
m
ají
všichn

i
člen
ové
B
ratrstva

n
a
krku

podivn
ý
am
ulet

–
n
áhrdeln

ík
s
řadou

barevn
ých
korálků.

K
aždý

s
jin
ou
kom
bin
ací
barev,

ale
přeci

jen
bylo

m
ožn
é

vysledovat
určité

podobn
osti.

A
da
usoudila,

že
teď
už
před

Jacobem
n
en
í
potřeba

n
ic
tajit.

P
rozradila

m
u,
že
am
ulet

slouží
jako

pozn
ávací

zn
am
en
í
člen
ů
B
ratrstva

a
obsahuje

heslo,
které

se
čas
od
času

m
ěn
í.

26-4-2
V
ý
rob
a
am
u
letu

10
b
o
d
ů

A
m
ulet

definujem
e
jako

p
osloupnost

červených,
zelených

a
m
odrých

korálků.
H
eslo

je
také

nějaká
p
osloupnost

korál-
ků.
A
m
ulet

obsahuje
heslo,

p
okud

lze
z
am
uletu

vypustit
některé

korálky
tak,

aby
zbylo

právě
heslo.

M
atem

atik
by

tedy
řekl,že

heslo
tvořívybranou

p
odp
osloupnost

am
uletu.

A
da
zná
nové

heslo
a
chce

svůj
am
ulet
upravit

tak,aby
toto

heslo
obsahoval.

U
pravovat

ho
m
ůže
vkládáním

korálků
na

lib
ovolné

m
ísto.O

všem
výroba

jednoho
korálku

trvá
nějaký

čas
závislý

na
jeho

barvě,tak
by
chtěla

vym
yslet,kam

vložit
který

korálek,
aby
tím
celkově

strávila
co
nejm

éně
času.

V
ym
yslete

algoritm
us,
který

jí
v
tom

p
om
ůže.

N
a
vstupu

dostane
dva
řetězce

písm
en
R,
G
a
B:
am
ulet

a
heslo.

M
im
o

to
ještě

dostane
celá

kladná
čísla

c
R
,
c
G
a
c
B
udávající,

kolik
času

trvá
vyrobit

korálek
které

barvy.

V
ýstup

em
algoritm

u
m
á
být
p
osloupnost

op
erací

„za
i-tý

korálek
vlož

korálek
barvy

bÿ,která
zab
ere
nejkratším

ožný
čas.

–
1
–



N
oc
pokračuje.

S
kupin

ka
se
sn
aží
usn
out,

ale
ve
stísn

ě-
n
ém
prostoru

pod
převisem

to
jde
jen
obtížn

ě.
P
olštáře

tu
n
ejsou,

tak
m
usel
Jacob

vzít
zavděk

jakým
si
kam
en
em
.
N
e-

příjem
n
ě
tlačil

do
ucha

a
n
avíc

se
z
n
ěj
ozývalo

podivn
é

zvon
ěn
í,
jako

by
v
hlubin

ách
plan
ety
n
ějaký

skřítek
m
látil

kladivem
do
skály.

Z
von
ěn
í
je
ale
podivn

ě
pravideln

é.
S
koro

jako
by
si
ti

skřítci
posílali

n
ějaké

zprávy.
Jacob

m
ísto
počítán

í
oveček

přem
ýšlí,

jak
by
takový

přen
os
zpráv

m
ohl
fun
govat.

S
n
aží

se
vym
ýšlet

různ
é
způsoby

a
zkoušet

pom
ocí
n
ich
zvon
ěn
í

dešifrovat.
E
viden

tn
ě
to
k
n
ičem

u
n
ebude,

ale
aspoň

svou
m
ysl
un
aví
a
kon
ečn
ě
usn
e.

„J...S
...M

...E
...Z

...A
...S

...Y
...P

...ÿ
C
ože??!!!

Jacob
ihn
ed
vzbudil

ostatn
í
a
společn

ě
n
aslouchali

skalám
.

T
ext
byl
pon
ěkud

zm
aten
ý,
postupn

ě
však

pochopili,
že
se

jedn
á
o
víc
překrývajících

se
zpráv.

P
osílají

je
skupin

ky
čle-

n
ů
B
ratrstva

uvězn
ěn
é
n
a
různ
ých
m
ístech

v
podzem

í.
D
o
jeskyn

n
ího
systém

u
n
ejspíš

n
en
atekla

žádn
á
láva,

ale
výbuch

n
a
m
n
oha
m
ístech

zavalil
chodby.

A
da
hn
ed
začala

do
vrstvy

popela
zapisovat,

které
části

podzem
í
zůstaly

pro-
pojen

é,
ale
situaci

zn
epřehledň

ovalo,
že
se
zprávy

o
spojen

í
jeskyn

í
často

opakovaly.

26-4-3
O
b
n
oven

é
sp
o
jen
í

10
b
o
d
ů

M
ějm
e
n
jeskyní

a
m
neusp

ořádaných
dvojic

{x
i ,y

i },
které

p
opisují,

že
jeskyně

x
i
je
prop

ojena
s
jeskyní

y
i .
N
avrh-

něte
co
nejefektivnější

algoritm
us,
který

z
tohoto

seznam
u

odstraní
opakující

se
dvojice.

V
ýstup

em
je
tedy

seznam
navzájem

různých
dvojic,

které
se
alesp

oň
jednou

vyskytly
ve
vstupním

seznam
u.N
a
p
ořadí

dvojic
nezáleží.

A
da
dokreslila

plán
podzem

í
a
ve
tváři

jí
zazářila

radost.
P
rávě

zjistila,
že
n
avzdory

všem
závalům

stále
existuje

ces-
ta,
jak
se
do
všech

obyd
len
ých
jeskyn

í
dostat.

Z
n
ačn
ě
složi-

tá,
ale
je
tu.

V
zduch,

který
se
m
ezitím

trochu
pročistil,

ovšem
odha-

lil,
že
okoln

í
skaliska

jsou
zasypan

á
hrom

adam
i
sopečn

é-
ho
popela,

tufu
a
kam
en
í.
D
říve

důvěrn
ě
zn
ám
é
kopce

se
n
ajedn

ou
prom

ěn
ily
v
n
epřehledn

ou
krajin

u
pln
ou
skrytých

n
ebezpečí.
S
kupin

a
se
rozdělila

a
každý

dostal
za
úkol

důkladn
ě,
ale

velm
i
opatrn

ě
prozkoum

at
část

okolí
a
pokusit

se
n
akreslit

m
apu.

K
dyž
se
vrátili,

zjistili,
že
m
apy
se
pon
ěkud

překrý-
vají.

N
ěkterá

m
ísta
n
ejsou

zm
apován

a
vůbec,

zatím
co
jin
á

velm
i
důkladn

ě.
Jak
se
v
tom

vyzn
at?

26-4-4
S
k
lád
án
í
m
ap
y

12
b
o
d
ů

�
V
rovině

je
p
oloženo

několik
kusů

m
apy.

K
usy
m
ají

tvar
ob
délníků

se
stranam

i
rovnob

ěžným
i
s
osam

i
sou-

řadnic.

N
aším

úkolem
je
vytvořit

datovou
strukturu,

která
bude

um
ět
rychle

odp
ovídat

na
dotazy

typu
„v
kolika

ob
délnících

leží
zadaný

b
od?ÿ

D
ůležitá

je
přitom

jak
časová

složitost
dotazů,

tak
čas
p
o-

třebný
na
vybudování

struktury.

K
on
ečn
ě
se
podařilo

poskládat
jedn
otlivé

m
apy
do
jed-

n
oho
jakž

takž
použiteln

ého
celku

a
n
aplán

ovat
záchran

n
ou

akci.
N
ež
se
ale
podaří

zpustošen
é
podzem

í
vrátit

do
oby-

vateln
ého
stavu,

bude
potřeba

vybudovat
pro
všechn

y
provi-

zorn
í
tábor

v
horách.

T
iše
přem

ýšleli,
kde
ve
skalách

vzít
kousek

rovn
é
plochy.

N
aštěstí

sopečn
é
tufy

a
popel

jsou
lehké,

takže
m
en
ší
n
e-

rovn
osti
půjde

sn
adn
o
srovn

at.
I
tak
by
ale
bylo

m
ilé
si
co

n
ejvíc

práce
ušetřit.

S
esed
li
se
okolo

m
apy
a
uvažovali

n
ad

vhodn
ým
m
ístem

.

26-4-5
M
ísto

p
ro
táb
or

14
b
o
d
ů

Je
dána

výšková
m
apa
krajiny.

T
erén

je
rozdělen

na
R
×
S

p
olíček

a
pro
každé

z
nich

znám
e
jeho

nadm
ořskou

výšku
v
m
im
ozem

ských
pídích.

N
a
nějakém

m
ístě
chcem

e
p
ostavit

táb
or.
T
o
obnáší

vy-
brat

ob
délníkovou

část
krajiny

o
rozm

ěrech
r
×

s
p
olíček

a
srovnat

ji
do
roviny.

T
edy
přesunout

m
ezi
těm
ito
p
olíčky

zem
inu
tak,aby

všechna
p
olíčka

byla
stejně

vysoko.Jednot-
ky
si
zvolm

e
tak,

že
zvýšení

p
olíčka

o
jednu

m
im
ozem

skou
píď
vyžaduje

přivezení
jedné

m
im
ozem

ské
kárky

zem
iny.

V
aším

úkolem
je
pro
zadanou

výškovou
m
apu

a
velikost

táb
ora
najít

takové
m
ísto
pro
táb
or,
abychom

m
useli

pře-
sunout

co
nejm

éně
zem
iny.

Z
em
ina
je
neom

ezeně
dělitelná,

ale
lze
ji
p
ouze

přesouvat.
N
ení
m
ožné

ani
vytvořit

zem
inu
z
ničeho,

ani
ji
zničit.

�
L
ehčí

varianta
(za
10
b
odů):

V
yřešte

pro
jednorozm

ěr-
nou
krajinu

(S
=

s
=
1).

T
ábor

utěšen
ě
rostl.

P
roudili

do
n
ěj
stále

n
oví
člen
ové

B
ratrstva,

vysvobozen
í
z
čím
dál
vzdálen

ějších
částí

jeskyn
-

n
ího
systém

u.
N
a
krajin

u
se
sn
ášela

další
n
oc,
m
n
ohem

op-
tim
ističtější

n
ež
ty
předchozí.

S
tředu

tábora
vévodilo

veliké
ohn
iště,

u
kterého

právě
od-

počívalU
bu
spolu

s
n
ěkolika

starším
i
m
im
ozem

šťan
y.
Jacob

si
k
n
im
přised

l.
C
htěl
totiž

využít
klidn

é
chvilky

a
dozvědět

se
n
ěco
o
tom
,
co
je
B
ratrstvo

zač
a
proč

se
tolik

sn
aží
svou

existen
ci
utajit.

A
důvody

k
tajn
ostem

skutečn
ě
existovaly:

B
ratrstvo

or-
gan
izovalo

odboj
proti

m
ístn
ím
u
králi.

Č
len
ové
královské

dy-
n
astie

byli
sice
považován

i
za
potom

ky
bohů

(a
dokon

ce
prý

vypadali
trochu

jin
ak
n
ež
jejich

poddan
í),
ale
vlád
li
velm
i

n
evybíravě

a
n
ebývale

krutě.
S
piklen

ci
už
d
louho

připravovali
plán

n
a
svržen

í
pan
ov-

n
íka.

P
odezírali

ale
krále,

že
o
jejich

úm
yslech

ví
a
že
se

celého
B
ratrstva

pokusil
zbavit

výbuchem
sopky

vyvolan
ým

m
agií.

Jacob
se
tvářil

zn
ačn
ě
n
edůvěřivě

–
n
a
kouzla

n
evě-

řil
a
ještě

m
én
ě
pravděpodobn

é
bylo,

že
by
kdokoliv

n
a
této

plan
etě
dispon

oval
potřebn

ou
techn

ikou.
A
le
dost

už
pochybn

ostí,
dn
es
je
den

m
n
oha

šťastn
ých

shledán
í
a
takový

si
zaslouží

oslavu.
Jacoba

n
apad

lo,
že
by

ostatn
í
m
ohl
n
aučit

n
ějakou

pozem
skou

hru.
V
šim
l
si,
že

sopečn
ý
tuf
je
n
atolik

m
ěkký

a
lehký,

že
z
n
ěj
jde
n
ožem

vy-
řezávat

n
ěco
jako

sn
ěhové

koule.
S
ice
tolik

n
estudí,

vlastn
ě

vůbec,
ale
házet

jdou
úpln
ě
stejn

ě.
H
ej!
K
ryj
se!
P
al!
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S
n
ěh
ová

b
itva

11
b
o
d
ů

V
rovině

stojí
n
b
ojovníků

se
sněhovým

i
koulem

i
v
rukou.

Z
a
chvíli

začne
velká

řež.
P
okud

b
ojovník

A
hodí

kouli
p
o

b
ojovníkovi

B
,
m
ůže
trefit

kohokoliv,
kdo

se
nachází

na
p
olopřím

ce
A
B
.

N
a
vstupu

dostanete
p
olohy

b
ojovníků

v
rovině.V

aším
úko-

lem
je
vytvořit

datovou
strukturu,

p
om
ocí
které

budete
um
ět
efektivně

odp
ovídat

na
dotazy

„P
okud

A
m
íří
na

B
,

m
ůže
zasáhnout

někoho
dalšího?ÿ.

Jako
odp
ověď

stačí
a
n
o

neb
o
n
e
,
není

p
otřeba

hledat,
koho

zasáhnete.

D
o
všeobecn

ého
veselí

se
vkrádaly

stín
y
n
edůvěry.

Jak
se

m
ohl
král

o
existen

ci
B
ratrstva

dozvědět?
N
en
í
m
ezi
n
im
i

n
ějaký

špión
,
n
ebo
dokon

ce
víc
takových?

K
rálovská

tajn
á

policie
je
přeci

svým
i
schopn

ostm
i
po
celé
říši
proslulá.

–
2
–

V
ýsledková

listina
třetí

série
dvacátého

šestého
ročníku

K
SP

řešitel
škola

ročn
ík
sérií

3-1
3-2
3-3
3-4

3-5
3-6
3-7

3-8
série

celkem
0.

11
12

9
10

11
8
12

15
61

,0
174,0

1.
M
artin

R
aszyk

G
K
arvina

4
18

11
9
10

11
8
12

14
56

,9
161,7

2.
Jan
Špaček

G
W
icht

3
3

11
9
10

4
8
10

13
55

,7
155,2

3.
V
áclav

R
ozhoň

G
JirsíkaČ

B
3

4
11

9
7
,8
12
13,5

54
,9

150,8
4.

M
arek

Č
erný

G
C
hrudim

3
3

11
11

11
7
,6
12

14
60

,4
148,0

5.
M
atej
L
ieskovský

G
O
m
skP
ha

4
13

11
9

11
7
,9

12,5
50

,8
142,0

6.
M
ichal

K
orb
ela

G
JJesen

4
3

11
7
,5

11
8
12

52
,1

124,7
7.

M
ichal

P
unčochář

G
JírovcČ

B
4

13
11
12

9
10
10,5

12
55

,4
122,3

8.
Jakub

Svob
oda

G
K
om
H
avíř

4
8

9
9

11
8

10
48

,9
119,4

9.
R
ichard

H
ladík

G
O
A
M
arL
az

1
8

10
11

7
12

5
47

,0
112,8

10.
A
neta

Šťastná
G
O
m
skP
ha

4
9

8
9

7
7
,7

6
40

,1
105,2

11.
Jan-Sebastian

F
abík

G
JarošeB

O
4

11
11

9
10

12
8

50
,1

98,6
12.

Jakub
Z
árybnický

G
T
om
kovaO

L
3

3
5
6
0
2

2
7

3,5
35

,3
91,1

13.
F
ilip
B
ialas

G
O
patovP

H
A

1
3

7
6
7
,7
10

36
,1

86,5
14.

A
ntonín

Č
ešík

SP
SE
P
ard

4
3

6
7
,7

11
29

,2
78,4

15.
Jakub

M
aroušek

G
P
ísek

4
7

11
9
2

7
7

38
,7

72,2
16.

A
nna
Steinhauserová

G
D
ačice

4
3

6
5

16
,1

71,7
17.

L
ucie

Studená
G
K
epleraP

H
4

2
3
5
5

7
7
,5

37
,9

70,6
18.

D
orian

Ř
ehák

G
C
oubT

áb
or

3
3

6
3

3
19

,6
67,5

19.
V
áclav

V
olhejn

G
K
epleraP

H
1

8
11

4
2

18
,9

65,3
20.

Štěpán
H
ojdar

G
JírovcČ

B
4

7
0
,0

60,1
21.

Jan
P
okorný

G
B
učovice

2
3

0
,0

59,1
22.

Štěpán
T
rčka

G
Slavičín

3
9

0
,0

54,3
23.

Jonatan
M
atějka

SŠP
Č
B

4
17

11
11

,0
50,9

24.
Jan
K
nížek

G
Strakon

3
11

0
,0

42,9
25.

A
dam

Španěl
A
rcibisG

P
H

2
2

0
,0

32,0
26.

O
ndřej

H
übsch

G
A
rabskáP

H
4

21
12

12
,0

30,0
27.

D
om
inik
R
oháček

SP
ŠL
egioJI

4
3

0
,0

27,0
28.

D
alim
il
H
ájek

G
K
epleraP

H
3

13
10

9
,6

26,5
29.

A
ntonín

T
eichm

ann
G
Jeroným

L
I

4
2

4
7
,4

22,6
30.

Jan
P
avlovský

G
JiM

4
1

0
,0

21,3
31.

M
arek

D
obranský

G
H
orM
ichal

4
6

0
,0

20,3
32.

A
neta

K
.
L
esna

G
Z
b
orovP

H
1

1
0
,0

16,8
33.

M
ichal

H
loušek

G
N
adŠtolP

H
1

1
0
,0

16,3
34.

P
etro

K
ostyuk

G
E
B
enešeK

L
4

2
0
,0

12,1
35.

P
řem
ysl
Šťastný

G
Z
am
b
erk

0
2

5
1,5

10
,0

10,0
36.

R
adovan

Švarc
G
Č
T
řeb
ová

3
3

0
,0

8,0
37.

T
adeas

F
riedrich

G
O
hradníP

H
4

2
0
,0

6,3
38.

Jan
H
orešovský

G
M
ěl

4
2

0
,0

6,2
39.

M
ichal

M
artinek

G
H
avP
odl

3
1

0
,0

6,0
40.

M
arek

Ž
idek

G
T
om
kovaO

L
4

1
0
,0

4,0
41.

L
adislav

T
lapák

G
B
řeclav

−
1

1
0
,0

2,5
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Instrukci
I
N
C

r
i
přeložím

e
na
násob

ení
registru

r
prvočís-

lem
p
i .
A
čkoliv

bychom
m
ohli
p
oužít

zkratku
M
U
L,
raději

si
násob

ení
naprogram

ujem
e
sam
i
využívajíce

toho,
že

p
i
je

konstanta.
B
ude
nám

stačit
jediný

pracovní
registr

t.

C
L
R
t

X
:

I
N
C
t

(
p
_
i
-
k
r
á
t
)

D
E
C
r

J
N
Z
r
,
X

Y
:

I
N
C
r

;
p
ř
e
l
i
j
e
m
e
z
p
ě
t
d
o
r

D
E
C
t

J
N
Z
t
,
Y

P
odobně

D
E
C

r
i
přeložím

e
na
dělení

registru
r
číslem

p
i ,

ovšem
m
usím

e
si
dát
p
ozor,

abychom
v
případě,

kdy
r
není

dělitelné,
vše
vrátili

do
p
ůvodního

stavu.

C
L
R
t

;
O
p
a
k
o
v
a
n
ě
o
d
č
í
t
á
m
e
p
_
i
.

D
I
V
:
J
Z
r
,
O
K

D
E
C
r

J
Z
r
,
R
1

D
E
C
r

J
Z
r
,
R
2

(
.
.
.
d
a
l
š
í
c
h
p
_
i
-
3
d
v
o
j
i
c
.
.
.
)

D
E
C
r

I
N
C
t

J
M
P
D
I
V

;
N
e
b
y
l
o
t
o
d
ě
l
i
t
e
l
n
é
,

;
p
o
z
i
c
e
v
p
r
o
g
r
a
m
u
u
d
á
v
á
z
b
y
t
e
k
.

(
.
.
.
p
_
i
-
3
i
n
k
r
e
m
e
n
t
ů
j
a
k
o
n
í
ž
e
.
.
.
)

R
2
:

I
N
C
r

R
1
:

I
N
C
r

;
N
a
k
o
n
e
c
k
r
p
ř
i
č
t
e
m
e
t
*
p
_
i
.

T
:

J
Z
t
,
D
O
N
E

I
N
C
r

(
p
_
i
-
k
r
á
t
)

D
E
C
t

J
M
P
T

;
P
o
v
e
d
l
o
s
e
,
p
ř
e
l
i
j
e
m
e
z
p
ě
t
d
o
r
,

;
k
t
e
r
é
u
ž
j
e
t
o
u
t
o
d
o
b
o
u
n
u
l
o
v
é
.

O
K
:

I
N
C
r

D
E
C
t

J
N
Z
t
,
O
K

D
O
N
E
:

P
odm
íněný

skok
J
N
Z
vyřeším

e
ob
dobně:p

okusím
e
se
o
D
E
C,

p
okud

se
p
ovede,

zvrátím
e
jeho

účinek
dalším

I
N
C
a
skočí-

m
e.
P
akliže

se
nep
ovede,

jen
uvedem

e
registr

r
do
p
ůvod-

ního
stavu

a
p
okračujem

e
v
program

u.

V
ypadá

to
tedy,

že
každý

program
dokážem

e
upravit,

aby
m
u
p
ostačily

p
ouhé

dva
registry

r
a
t.
Jenže

ouha:
ještě

m
usím

e
um
ět
zakódovat

vstup
do
našeho

„exp
onenciální-

hoÿ
kódování,

a
na
konci

program
u
zase

dekódovat
výstup.

K
tom
u
b
ohužel

p
otřebujem

e
další

registr.

K
ódování

vstupu
bude

probíhat
tak,

že
na
p
očátku

p
olo-

žím
e
r
=
1
a
pak
budem

e
dekrem

entovat
vstupní

registr
a

přitom
inkrem

entovat
jeho

zakódovaný
obraz

v
r.
P
odobně

dekódování
bude

dekrem
entovat

zakódovaný
obraz

výstup-
ního

registru
a
inkrem

entovat
skutečný

výstupní
registr.

N
a
ob
ojí
nám

p
ostačí

tři
registry.

D
odejm

e
ještě,že

je
znám

o,že
se
dvěm

a
registry

takové
kó-

dování
provést

nelze.
D
ůvod

je
prostý:

nelze
sp
očítat

žád-
nou
funkci,

která
roste

exp
onenciálně.

D
vojregistrový

stroj
tedy

nem
ůže
být
univerzální.

(D
ůkaz

viz
R
ich
Schroepp

el:
“A
T
w
o-counter

M
achine

C
annot

C
alculate

2
N
”,
M
assa-

chusetts
Institute

of
T
echnology,

A
rtificial

Intelligence
M
e-

m
o
#
257.)

Ú
kol
5
–
m
inim
ální
instrukční

sada

N
ěkteřířešitelé

dokázalivym
yslet

jednoinstrukčnísadu,ale
p
okaždé

nějakým
ošklivým

trikem
.
T
řeba

instrukcí,
jejíž

součástí
je
konstanta,

která
instrukci

řekne,
jakou

op
eraci

m
á
provést.

Z
de
předvedem

e
také

m
írně

p
odlé,

ale
snad

o
ždib
ec
elegantnější

řešení.

N
aše
instrukce

se
bude

jm
enovat

I
D
J
N
Z

x
,y
,p
(increm

ent,
decrem

ent
and
jum
p
ifnot

zero)
a
bude

fungovat
takto:N

ej-
prve

otestuje
registr

y
na
nulu.

P
ak
inkrem

entuje
registr

x
,

načež
dekrem

entuje
registr

y
(p
okud

by
vzniklo

záp
orné

číslo,
zapíše

nulu).
N
akonec

skočí
na
adresu

p,
p
okud

na
začátku

byl
registr

y
nenulový.

V
opačném

případě
nikam

neskáče.

I
N
C

x
zapíšem

e
jako

I
D
J
N
Z

x
,t,p,

kde
t
je
nějaký

pracovní
registr

a
p
adresa

těsně
za
instrukcí.

D
E
C

x
přeložím

e
analogicky

na
I
D
J
N
Z

t,x
,p.

J
N
Z

x
,p
upravím

e
na
I
D
J
N
Z

x
,x

,p.M
artin

„M
edvědÿ

M
areš

–
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Jacoba
n
apad

lo,
že
to
m
ohl
být
důvod,

proč
se
k
n
ěm
u

jeho
n
ěkdejší

léčitelé
chovali

tak
uzavřen

ě
a
odm
ítali

m
u

odpovídat
n
a
jeho

otázky.
K
on
ec
kon
ců,
královská

rodin
a

přeci
m
á
vypadat

jin
ak
n
ež
ostatn

í
obyvatelé

plan
ety,

tak
n
en
í
divu,

že
byl
Jacob

krajn
ě
podezřelý.

O
to
víc
si
vážil

důvěry
B
ratrstva.

T
eď
s
U
buem

probírali
různ
é
hypotézy,

jak
by
si
m
ohli

královi
zvědové

předávat
in
form

ace.

26-4-7
K
rálov

ští
šp
ion
i

9
b
o
d
ů

�
K
rál
m
á
n
špionů.

K
aždý

špion
m
á
p
evně

určeno,
kte-

rém
u
jednom

u
špionovi

předává
všechny

inform
ace,

jež
zjistí.

Špionská
síť
s
osm
i
špiony

m
ůže
například

vypadat
násle-

dovně:

1
2

3
4

5
6

7
8

P
okud

špion
dostane

zprávu,
kterou

už
zná,

nep
osílá

ji
dál.

Šíření
každé

zprávy
se
tedy

p
o
konečném

p
očtu

kroků
za-

staví.

V
áš
algoritm

us
dostane

zadanou
síť
špionů.

Jeho
úkolem

je
pro
každého

špiona
sp
očítat,jak

dlouho
bude

v
sítiputovat

zpráva,
kterou

tento
špion

vyšle.

V
sítina

obrázku
jednotlivé

zprávy
urazíp

ostupně
v
p
ořadí

dle
čísla

vysílajícího
špiona

5,3,3,2,5
,4
,3
a
2
kroků.

T
ato
úloha

je
praktická

a
řeší
se
ve
vyhodnocovacím

sys-
tém
u
C
odE
x. 1
P
řesný

form
át
vstupu

a
výstupu,

p
ovolené

jazyky
a
další

technické
inform

ace
jsou

uvedeny
v
C
odE
xu

přím
o
u
úlohy.

Jakm
ile
v
táboře

přestala
být
potřeba

každá
pom
ocn
á
ru-

ka,
Jacob

dostal
chuť

projít
se
po
okolí.

C
htěl
si
zblízka

pro-
hlédn

out
ztuhlé

potoky
lávy,

n
a
kterých

se
utvořily

zajím
avé

obrazce.
Z
voln
a
kráčel

m
ezi
skalam

i
a
sledoval

pustou
krajin

u.
P
řipom

n
ěla
m
u
povrch

M
ěsíce.

P
osm
utn
ěl,
když

si
uvědo-

m
il,
že
tam

už
se
n
ejspíš

n
ikdy

n
epodívá.

N
ajedn

ou
m
u
n
ohy
uvázly

v
sopečn

ém
popelu.

K
dyž
se
je

pokusil
vyprostit,

jen
om
se
propad

l
o
n
ěco
hlouběji.

Z
jevn
ě

n
arazil

n
a
jám
u
pln
ou
popela.

M
arn
ě
se
pokoušel

rukam
a

zachytit
okraje.

S
jížďěl

čím
dál
rychleji.

„U
ž
zase!ÿ

blesklo
m
u
hlavou.
P
roletěl

jakousi
šikm
ou
chodbou

a
přistál

n
a
pod
laze
n
e-

velké
jeskyn

ě.
V
šude

se
válely

podivn
é
kovové

krabice.
Z
n
ač-

n
ě
om
šelé
a
propojen

é
zašlým

i
zkroucen

ým
i
kabely.

N
a
n
ej-

bližší
z
n
ich
zahléd

l
kovový

štítek
s
n
ápisem

.
S
tálo
n
a
n
ěm
:
„M
ade
in
C
hin
a.ÿ
U
hhh...

P
okračován

í
příště...

O
Jacobových

příhodách
n
a
vzdálen

é
plan
etě
vyprávěl

M
artin

„M
edvědÿ

M
areš

26-4-8
D
lažd

ičk
y

16
b
o
d
ů

�
V
naší

zoo
výp
očetních

m
odelů

jsm
e
zatím

p
otkávali

volně
pasoucí

se
exem

pláře.
D
nes
uvidím

e
první

zdi.
N
ení
to
ovšem

proto,
že
by
náš
m
odel

p
otřeb

oval
chránit

před
větry

dešti,
nýbrž

proto,
že
tyto

zdi
bude

náš
program

obkládat
dlaždicem

i.

P
ojďm

e
si
nejprve

říct,
co
je
to
taková

dlaždice.
D
laždi-

ce
představuje

čtverec
jednotkové

velikosti,
který

m
á
kaž-

dou
hranu

obarvenou
nějakou

barvou.
O
barvení

jednotli-
vých

hran
m
ůže
a
nem
usí
být
stejné,

ale
každá

hrana
m
usí

být
obarvena

právě
jednou

barvou.
D
ohodněm

e
se
také,

že
barvy

budem
e
označovat

nějakým
i
sym
b
oly,
typicky

čísly
a

písm
eny.

Č
asto

budem
e
pro
názornost

dlaždice
zobrazovat

opravdu
jako

čtverce
rozdělené

na
čtyři

části,
ale
form

álně
dlaždici

zavedem
e
jako

usp
ořádanou

čtveřici
(ℓ,h

,p
,d),
kde
jednot-

livé
sym
b
oly

ℓ,h
,p
,d
označují

p
o
řadě

obarvení
levé,

horní,
pravé

a
dolní

hrany
dlaždice.

Z
takových

dlaždic
m
ůžem

e
skládat

d
lážděn

í.P
rostoru,kte-

rý
chcem

e
dlaždičkovat,říkejm

e
zeď.T

a
je
ob
délníková

a
m
á

rozm
ěry

r×
s
(přičem

ž
jednotkou

bude
délka

hrany
dlaždi-

ce).
O
kraje

zdi
jsou

rozděleny
na
úseky

o
jednotkové

délce,
a
každý

z
těchto

úseků
m
á
p
odobně

jako
hrany

dlaždic
ně-

jaké
obarvení.

Jako
dlaždění

označujem
e
p
okrytí

zdi
dlaždicem

i,
p
okud

toto
p
okrytí

splňuje
několik

p
odm
ínek.

V
první

řadě
p
oža-

dujem
e,
aby
v
každém

z
r
×
s
čtverců

byla
um
ístěna

právě
jedna

dlaždice.
D
ále
každé

dvě
sousední

dlaždice
m
usí
m
ít

ty
hrany,kterým

ise
dotýkají,obarvené

stejnou
barvou.P

o-
žadavek

na
stejnou

barvu
m
ám
e
i
na
okrajové

dlaždice,
te-

dy
dlaždice,které

přiléhajík
okrajizdi,m

usím
ít
příslušnou

hranu
obarvenou

stejnou
barvou,jakou

je
obarvený

přísluš-
ný
úsek

okraje.
P
oslední

p
odm
ínka,

dlaždice
nesm

ím
e
při

tvorb
ě
dláždění

otáčet.
D
odejm

e
ještě,

že
každou

dlaždici
sm
ím
e
p
oužít

lib
ovolně-krát.

P
om
ocídláždění,resp.jeho

existence
neb
o
neexistence,m

ů-
žem
e
snadno

rozhodovat
úlohy,

na
které

se
odp
ovídá

a
n
o
,

neb
o
n
e
.Jak

to
udělám

e?
M
usím

e
sestavit

vhodnou
m
noži-

nu
dlaždic,

z
kterých

budem
e
sm
ět
vybírat

při
tvorb

ě
dláž-

dění.
H
orní

okraj
zdi
obarvím

e
p
odle

vstupu.
Ještě

p
otře-

bujem
e
obarvit

ostatní
okraje,

s
tím
,
že
všechny

jejich
úse-

ky
obarvím

e
stejnou

barvou
(m
ůžem

e
o
tom

tedy
uvažovat

jako
o
obarvení

celého
okraje

jednou
barvou).

D
laždice

a
obarvení

vybírám
e
tak,
aby
dláždění

existovalo,
právě

když
odp
ověď

na
úlohu

je
a
n
o
.

M
ožných

dláždění(a
jim
příslušných

m
nožin

dlaždic
a
obar-

vení
okrajů)

m
ůže
existovat

velm
i
m
noho,

tak
si
je
alesp

oň
trochu

om
ezm
e.
P
ožadujem

e,
aby
zeď
byla

vždy
široká

prá-
vě
tak,

jak
dlouhý

je
vstup.

H
orní

okraj
tedy

bude
vstu-

pu
přesně

odp
ovídat.

N
avíc

chcem
e,
aby

výška
zdi
byla

nejm
enší

m
ožná.

T
o,
co
jsm
e
před

chvilkou
p
opsali,

je
d
laždicový

program
.

T
en
se
skládá

z
nějaké

konečné
m
nožiny

dlaždic
a
nějakého

obarvení
okrajů

zdi.
F
orm
álně

by
se
jednalo

o
usp
ořáda-

nou
čtveřici

(D
,ℓ,p

,d),
kde

D
je
m
nožina

dlaždic
a
ℓ,p

,d
představují

obarvení
levého,

pravého
a
dolního

okraje.

P
rogram

na
zadaný

vstup
odp
oví
a
n
o
,
p
okud

je
m
ožné

vy-
dláždit

nějakou
zeď
dlaždicem

i
z
m
nožiny

D
tak,
aby
horní

okraj
byl
obarven

p
odle

vstupu
a
zbývající

okraje
barva-

m
i
ℓ,

p
a
d.
N
eexistuje-li

žádné
takové

dláždění,
výstup

em
program

u
je
n
e
.

D
laždicové

program
y
jsou

chráněná
zvířátka,

a
tak
jim
bu-

dem
e
na
vstupu

předkládat
p
ouze

neprázdné
řetězce.

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
c
o
d
e
x

–
3
–



B
ývá
hezké

um
ět
u
program

ů
ve
výp
očetním

m
odelu

určo-
vat
složitost.U

dlaždicových
program

ů
to
zvládnem

e
jedno-

duše:za
dobu

výp
očtu

prohlásím
e
m
inim
álnívýšku

zdi,pro
kterou

existuje
dláždění

(časová
složitost

je
pak
m
axim

um
z
dob
výp
očtu

přes
všechny

vstupy
dané

délky),
p
oužitou

pam
ěť
pak
představuje

plocha
vydlážděné

zdi.
V
stupy,

na
něž
je
odp
ověď

n
e
,
takže

žádné
dláždění

neexistuje,
složi-

tost
neovlivní.

D
ost
bylo

teoretizování,
p
ojďm

e
se
p
odívat,

jak
se
náš
m
o-

del
návštěvníkům

předvede.

M
ějm
e
na
vstupu

nějakou
p
osloupnost

nul
a
jedniček.

N
a-

ším
úkolem

je
rozhodnout,

jestli
je
tato

p
osloupnost

kon-
stantní,

tedy
zda
obsahuje

p
ouze

nuly
neb
o
p
ouze

jedničky.
V
yužijem

e
k
tom
u
dlaždicový

program
s
následujícím

idlaž-
dicem

i.M
ůžem

e
je
rozdělit

do
čtyř
typ
ů,každý

typ
existuje

ve
dvou

barvách:

L
0D
0
0
0D
0
0
0D
P

L
0D
P

L
1D
1
1
1D
1
1
1D
P

L
1D
P

L
evý
okraj

obarvím
e
L
,pravý

P
,dolní

D
.N
áš
program

ur-
čitě
odp
ovísprávně,a

dokonce
m
u
k
tom
u
bude

stačit
jeden

řádek.
T
akové

odvážné
tvrzení

by
se
ale
slušelo

dokázat.

Jelikož
všechny

dlaždičky
m
ají
dolní

hranu
obarvenou

D
a
žádná

nem
á
barvou

D
obarvenou

hranu
horní,

buď
bu-

de
m
ít
dláždění

výšku
1,
neb
o
vůb
ec
nep
ůjde

vytvořit.
P
ro
konstantníp

osloupnost
jistě

dlážděníexistuje.V
přípa-

dě
jednoprvkové

p
osloupnostip

oužijem
e
příslušnou

dlaždici
čtvrtého

typu,
v
případě

p
osloupnosti

delší
p
om
ocí
vhodné

dlaždice
prvního

typu
„zvolím

e
čísloÿ

a
následně

ho
„pro-

pagujem
eÿ
až
k
pravém

u
okraji:

0
0

0
0

L
L
0D
0
0
0D
0
0
0D
0
0
0D
P

P

D
D

D
D

P
latí
i
to,
že
vše,

pro
co
dláždění

existuje,
m
usí
být
kon-

stantní
p
osloupnost.

K
levém

u
i
k
pravém

u
okraji

m
ůže

přiléhat
vždy

jen
jedna

konkrétní
dlaždice

(p
odle

hodnoty
na
vstupu),

a
k
jejich

sp
ojení

je
p
otřeba

„předávatÿ
stále

stejné
číslo.

Ú
kol
1
[3b]:

Sestavte
dlaždicový

program
,
který

o
p
osloup-

nosti
nul
a
jedniček

na
vstupu

zjistí,
zda
je
v
ní
p
očet

jed-
niček

dělitelný
třem

i.

Ú
kol
2
[2b]:

M
ějm
e
nějaký

dlaždicový
program

,
který

pra-
cuje

v
čase

t,
kde

t
je
konstanta.

D
okažte,

že
existuje

jiný
dlaždicový

program
,
který

odp
ovídá

na
tutéž

otázku,
ale

stačí
m
u
čas
1.

Z
ávorkování

nás
stále

baví

V
jednotlivých

dílech
seriálu

jste
sim
ohlizkoušet

v
různých

výp
očetních

m
odelech

ověřovat,
že
zadaná

p
osloupnost

je
správně

uzávorkovaná.
T
oho
jsou

schopné
i
dlaždicové

pro-
gram

y,
a
na
rozdíl

od
p
očítadlových

strojů
z
m
inulého

dílu
jim
ani
nem
usím

e
p
osloupnost

nějak
sp
eciálně

kódovat.

Ú
kol
3
[4b]:

Sestavte
dlaždicový

program
,
který

o
p
osloup-

nosti
otvíracích

a
zavíracích

závorek
na
vstupu

rozhodne,
zda
je
správně

uzávorkovaná.

Ú
kol
4
[3b]:

D
okažte,

že
rozhodnutí

uzávorkování
nelze

p
o-

m
ocí
dlaždicových

program
ů
dosáhnout

v
lepší

než
logarit-

m
ické

časové
složitosti.

K
dybyste

si
nevěděli

rady,
zkuste

alesp
oň
dokázat,

že
konstantní

čas
nestačí.

P
říbuzní

T
uringových

strojů?

K
dyž
jsm
e
se
na
začátku

seriálu
zastavili

u
T
uringových

strojů,
nepřečetli

jsm
e
si
jednu

ceduli
o
jejich

příbuzných.

P
řip
om
eňm
e
si,
že
stroj

se
v
každém

kroku
výp
očtu

rozho-
duje

p
odle

stavu,
ve
kterém

se
právě

nachází,
a
p
odle

zna-
ku
na
aktuálním

p
olíčku

pásky.
A
každé

kom
binaci

stavu
a
znaku

jeho
program

přiřadí
instrukci,

která
se
m
á
pro-

vést.
Instrukce

říká,
co
m
á
stroj

dál
udělat

(na
jaký

znak
přepsat

aktuální
část

vstupu,
kam

se
p
osunout,

do
jakého

přejít
stavu).

K
e
každé

kom
binaci

stavu
a
znaku

jsm
e
m
ěli

právě
jednu

m
ožnost.

A
le
co
kdyby

těch
m
ožností

bylo
víc?

C
o
kdybychom

jedné
kom
binaci

stavu
a
vstupu

přiřadili
hned

několik
m
ožných

reakcí?
P
řesně

tak
to
totiž

m
ají
n
edeterm

in
istické

T
urin
go-

vy
stroje.

Jak
si
ale
takový

stroj
z
m
ožných

reakcí
vyb
ere

tu,
kterou

doopravdy
provede?

Jedna
m
ožnost

je
představit

si,
že
nedeterm

inistický
stroj

um
í
vracet

svůj
výp
očet.

P
ak
m
ůžem

e
říct,

že
nedeterm

i-
nistický

stroj
v
každém

kroku
výp
očtu

vykoná
první

nevy-
zkoušenou

m
ožnou

reakci
(nevyzkoušenou

v
daném

kroku)
a
p
okračuje

dál.
P
okud

se
někdy

dostane
do
stavu,

kdy
už
nem
á
další

m
ožné

reakce,
neb
o
do
koncového

stavu
n
e
,

jednoduše
vrací

svůj
výp
očet

až
do
toho

kroku,
kdy

m
ěl

nap
osledy

na
výb
ěr.
T
eprve

v
případě,

že
se
vrátí

do
p
očá-

tečního
stavu

a
už
nem
á
co
vyzkoušet,

zapíše
n
e
.

N
eb
o
si
m
ůžem

e
představit,

že
je
stroj

vybaven
křišťálovou

koulí
(neb
oli
orákulem

),
které

m
u
p
okaždé

p
oradí

takovou
reakci,

aby
na
konci

výp
očtu

stroj
odp
ověděl

a
n
o
.
Jen
p
o-

kud
taková

p
osloupnost

rad
neexistuje,

odp
ověď

zní
n
e
.

Ú
plně

m
im
o
ale
není

ani
představa,

že
v
každém

kroku
se
vesm

ír
rozštěpí

na
tolik

kopií,
kolik

m
á
nedeterm

inistic-
ký
T
uringův

stroj
právě

m
ožností,

v
každém

ze
vzniklých

vesm
írů
se
provede

jedna
reakce

a
výp
očet

p
okračuje

dál.
D
ůležité

pro
nás
je,
jestli

alesp
oň
v
jednom

vesm
íru
dojde

stroj
do
stavu

a
n
o
.

Ú
kol
5
[4b]:

D
okažte,

že
dlaždicové

program
y
jsou

ekviva-
lentní

nedeterm
inistickým

T
uringovým

strojům
pracujícím

v
lineárním

prostoru.
T
edy
m
áte
za
úkol

dokázat,
že
ja-

kýkoli
nedeterm

inistický
T
uringův

stroj,
který

m
á
lineár-

ní
prostorovou

složitost,
lze
reprezentovat

jako
dlaždicový

program
,
a
naopak,

každý
dlaždicový

program
(při
našich

om
ezeních

na
rozm

ěry
zdi)

lze
reprezentovat

jako
nedeter-

m
inistický

T
uringův

stroj
pracující

v
lineárním

prostoru.

P
rozradím

e
vám

m
alou

náp
ovědu

k
předchozím

u
úkolu:tvr-

zení
stačí

dokázat
o
T
uringových

strojích
pracujících

v
pro-

storu
přesně

n
(kde

n
je
velikost

vstupu).
P
okud

totiž
stroj

p
oužívá

prostor
cn
pro
nějakou

konstantu
c
>
1,
m
ůžem

e
p
odobně

jako
v
úkolu

2
vytvořit

jiný
stroj,

kterém
u
bude

stačit
prostor

n
.

K
arolín

a
„K
arryan

n
aÿ
B
urešová

–
4
–

S
odčítáním

S
U
B

x
,y
,z
si
p
oradím

e
p
odobně.

N
ezap
om
e-

nem
e
na
případ,

kdy
x

<
y,
na
což
m
ám
e
p
odle

zadání
odp
ovědět

nulou.

M
O
V
x
,
z

J
Z
y
,
Y

M
O
V
y
,
t

X
:

D
E
C
z

D
E
C
t

J
N
Z
t
,
X

Y
:

N
ásob
ení
M
U
L

x
,y
,z
pak
definujem

e
jako

opakované
sčítání

(s
je
další

p
om
ocný

registr):

C
L
R
z

J
Z
y
,
Y

M
O
V
y
,
s

X
:

A
D
D
x
,
z
,
z

D
E
C
s

J
N
Z
s
,
X

Y
:

Ještě
se
nám

v
následujících

úkolech
bude

hodit
dělení

D
I
V

x
,y
,p
,q,které

do
p
uložícelou

část
p
odílu

x
/y
a
do

q
zbytek

p
o
tom
to
dělení.

Im
plem

entujem
e
jako

opakované
odčítání,

jen
p
okaždé

odečtem
e
y
−
1
a
před

odečtením
zbývající

jedničky
zkontrolujem

e,
zda
se
dělenec

už
nevynuloval.

M
O
V
x
,
t

C
L
R
p

M
O
V
y
,
s

D
E
C
s

;
s
=
y
-
1

X
:

M
O
V
t
,
q

S
U
B
t
,
s
,
t

J
Z
t
,
Y

D
E
C
t

I
N
C
p

J
M
P
X

Y
:

Ú
kol
2
–
tradiční

závorky

Z
ávorky

na
vstupu

dostanem
e
zakódované

do
jednoho

vel-
kého

čísla.
T
o
p
otřebujem

e
rozebrat

na
desítkové

číslice,
což
se
daleko

snáz
dělá

od
konce

než
od
začátku:vydělením

deseti
odstraním

e
p
oslední

číslici,
zbytek

nám
řekne,

jaká
číslice

to
byla.

N
a
sam
otnou

kontrolu
uzávorkování

p
oužijem

e
jako

ob-
vykle

p
očítadlo,

ale
jelikož

vstup
zpracovávám

e
zprava

do-
leva,

bude
tentokrát

udávat,
kolik

závorek
bylo

uzavřeno,
ale
ještě

ne
otevřeno.

Z
a
každou

)
ho
tedy

zvýším
e
o
1
a
za

každou
(
snížím

e.
N
esm
í
přitom

nikdy
klesnout

p
od
nulu

a
na
konci

vstupu
m
usí
vyjít

nulové.

S
našim

i
aritm

etickým
i
instrukcem

i
je
im
plem

entace
hrač-

ka.
V
registru

x
očekávám

e
vstup,

do
y
zapisujem

e
výstup,

z
nám

bude
p
očítat

závorky,v
d
bude

uložena
konstanta

10
a
r
bude

obsahovat
právě

odebranou
číslici.

C
L
R
y

;
z
a
t
í
m
š
p
a
t
n
ě

C
L
R
z

;
p
o
č
í
t
a
d
l
o
z
á
v
o
r
e
k

C
L
R
d

I
N
C
d
(
1
0
x
)
;
d
=
1
0

N
E
X
T
:
J
Z
x
,
E
N
D

D
I
V
x
,
d
,
x
,
r
;
d
a
l
š
í
z
á
v
o
r
k
a
?

D
E
C
r

J
Z
r
,
O
P
E
N

I
N
C
z

;
z
a
v
í
r
a
c
í

J
M
P
N
E
X
T

O
P
E
N
:
J
Z
z
,
D
O
N
E

;
o
t
v
í
r
a
c
í

D
E
C
z

J
M
P
N
E
X
T

E
N
D
:
J
N
Z
z
,
D
O
N
E

;
z
á
v
ě
r
e
č
n
ý
t
e
s
t

I
N
C
y

;
s
p
r
á
v
n
ě

D
O
N
E
:

Ú
kol
3
–
sim
ulace

T
uringova

stroje

N
ejprve

využijem
e
trik
z
1.
série,

abychom
daný

T
uringův

stroj
převedli

na
jednopáskový.

N
ynínavrhnem

e,jak
do
registrů

zakódovat
konfiguracistro-

je.
A
b
ecedu

stroje
očíslujem

e
od
0
do
nějakého

A
−
1,
při-

čem
ž
0
bude

znam
enat

m
ezeru.

P
ásku

rozdělím
e
v
m
ístě

hlavy.
L
evou

část
uložím

e
do
registru

ℓ
jako

číslo
v
sou-

stavě
o
základu

A
,
číslice

nejnižšího
řádu

bude
odp
ovídat

znaku
těsně

před
hlavou

(zde
se
hodí,

že
0
je
m
ezera,

tak-
že
vlevo

přirozeně
vznikne

nekonečně
m
noho

m
ezer).Z

naky
vpravo

od
hlavy

zakódujem
e
ob
dobně

do
registru

r,nejnižší
řád
bude

odp
ovídat

znaku
b
ezprostředně

za
hlavou.

Z
bývá

nějak
reprezentovat

znak,
na
kterém

právě
stojí

hla-
va,a

aktuálnístav
řídicíjednotky

stroje.T
o
zakódujem

e
do

p
ozice

v
p
očítadlovém

program
u,
kde
se
zrovna

nacházím
e.

P
rogram

bude
tvořen

velikost
abecedy

×
počet

stavů
p
o-

dobným
i
bloky,

zm
ěna
stavu

neb
o
aktuálního

znaku
bude

p
ouhý

skok
do
jiného

bloku.

Stačí
tedy

um
ět
p
osouvat

hlavu.
P
opišm

e
p
osun

doprava:
A
ktuální

znak
se
přesune

do
levé

části
pásky,

takže
regis-

tr
ℓ
vynásobím

e
velikostíab

ecedy
a
přičtem

e
aktuálníznak.

N
aopak

registr
ℓ
vydělím

e
velikostí

ab
ecedy

a
zbytek

nám
řekne,

jaký
znak

se
stal
aktuálním

.
P
osun

doleva
vyřeším

e
ob
dobně.

Ú
kol
4
–
redukce

p
očtu

registrů

K
dyby

nám
stačilo

dokázat,
že
stačí

nějaký
p
evný

p
očet

registrů,
m
ůžem

e
k
tom
u
p
oužít

předchozí
úkol.

Z
e
zadání

vím
e,
že
každý

p
očítadlový

program
lze
přeložit

na
ekviva-

lentní
T
uringův

stroj,
v
předchozím

úkolu
jsm
e
se
naučili

převést
ho
zp
ět.
K
om
binací

ob
ou
převodů

získám
e
p
očíta-

dlový
program

s
p
evným

p
očtem

registrů.K
dybychom

pro-
m
ysleli

detaily
(zejm

éna
p
očty

pracovních
registrů

v
arit-

m
etických

instrukcích),dostalibychom
se
na
něco

jako
5
re-

gistrů.
U
kážem

e,
že
stačí

m
éně.

M
ějm
e
program

,
který

p
oužívá

registry
r
1 ,...,r

k .
Jejich

stav
dovedem

e
zakódovat

do
jediného

čísla

r
=

p
r
1
1

·
...·p

r
k

k
,

kde
p
1 ,...,p

k
jsou

navzájem
různá

prvočísla.
Z
jednoznač-

nosti
prvočíselného

rozkladu
plyne,

že
zakódovaný

stav
lze

dekódovat
jediným

m
ožným

zp
ůsob

em
.

–
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P
rotože

se
nám

v
lehčí

variantě
stejné

klíče
neopakují,

tak
rovnou

dostanem
e
číslo

ve
dvojkové

soustavě,
kde

p
očet

jedniček
odp
ovídá

p
očtu

vnitřních
klíčů.

Stačí
tedy

v
li-

neárním
čase

a
konstantní

pam
ěti
při
čtení

vstupu
najít

největší
exp
onent

vnitřního
klíče

a
odečíst

od
něj
celkový

p
očet

vnitřních
klíčů,čím

ž
rovnou

dostanem
e
p
otřebný

p
o-

čet
vnějších

klíčů.

P
ři
řešení

těžší
varianty

ale
již
bude

p
otřeba

hodnoty
klíčů

nějak
sčítat.N

em
usím

e
op
erovat

přím
o
s
hodnotam

i,b
oha-

tě
nám

stačí
sčítat

exp
onenty.

O
značm

e
si
p
om
ocí

N
p
očet

exp
onentů

(vnitřních
klíčů)

na
vstupu

a
jako

M
m
axim

ál-
ní
exp
onent,

který
se
na
vstupu

m
ůže
vyskytnout.

P
odle

velikosti
M
m
ůžem

e
úlohu

řešit
dvěm

a
různým

i
zp
ůsoby:

P
ro
m
alé

M
,
p
okud

M
<

N
log

N
,
je
nejvýhodnější

p
ou-

žít
přihrádkové

tříděn
í.M
axim

álníexp
onent,ke

kterém
u
se

m
ůžem

e
v
průb

ěhu
výp
očtu

dostat,
je

M
+
log

N
(kdyby

všech
N
vnitřních

klíčů
bylo

m
axim

álního
exp
onentu),tak-

že
sivyrobím

e
takto

velké
p
ole
přihrádek

a
pak
v
lineárním

čase
sp
očítám

e
p
očty

jednotlivých
exp
onentů

na
vstupu.

P
ak
nám

stačí
toto

p
ole
projít

odzadu,
p
očítat

p
očet

nul,
a
kdykoliv

se
nám

v
nějaké

přihrádce
vyskytne

číslo
větší

jak
jedna,

tak
ho
nechám

e
„přetéctÿ

–
v
aktuální

přihrádce
nechám

e
zbytek

p
o
dělení

dvěm
a
(tedy

buď
0
neb
o
1)
a
do

další
přihrádky

přičtem
e
(celočíselnou)

p
olovinu

hodnoty
z
aktuálnípřihrádky.T

ím
úlohu

vyřeším
e
v
čase

O
(N
+
M
)

a
s
pam
ětíO

(M
+
log

N
).

P
rogram

(P
ython)

–
přihrádky:

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
3
-
6
-
p
r
i
h
r
a
d
k
y
.
p
y

P
ro
velká

M
(klidně

řádově
větší

jak
N
)
by
se
nám

však
již

p
ole
přihrádek

do
pam
ěti
vůb
ec
nem
uselo

vejít,
nem
luvě

o
tom
,
že
by
v
něm

m
ohly

být
velké

„díryÿ,
ve
kterých

bychom
trávili

zbytečně
m
oc
času.

P
ak
je
výhodnější

zvolit
jiný
p
ostup.

V
šech

N
vnitřních

klíčů
si
m
ůžem

e
na
začátku

program
u

v
čase

O
(N
log

N
)
seřadit,

seřazené
naskládat

do
sp
ojové-

ho
seznam

u,
a
pak
ho
op
ět
jako

v
předcházejícím

případě
projít

od
nejm

enšího.
Z
de
však

bude
drobný

rozdíl
v
tom
,

že
p
okud

ve
sp
ojovém

seznam
u
ještě

p
oložka

pro
další

ex-
p
onent

není,tak
jizaložím

e.V
tom
to
případě

se
dostávám

e
na
časovou

složitost
O
(N
log

N
)
(nejdéle

trvá
úvodní

setří-
dění)

a
pam
ěťovou

O
(N
).

P
ozn
ám
ka:
V
ukázkovém

program
u
je
p
oužit

navíc
trik,

díky
kterém

u
se
b
ez
sp
ojáku

nakonec
ob
ejdem

e
úplně.Stačí

si
při
průchodu

jen
pam
atovat,

kolik
stejných

exp
onentů

jsm
e
v
seřazeném

p
oli
už
p
otkali.

K
do
chcete,

nahlédněte.

P
rogram

(C
)
–
velké

exp
onenty:

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
3
-
6
-
v
e
l
k
e
-
e
x
p
.
c

Jirka
S
etn
ička

26-3-7
S
op
ečn
é
p
ok
ry
tí

N
aším

úkolem
je
pro
m
apu

R
×

S
najít

p
osunutí

m
řížky

s
velikostí

buňky
A

×
B
takové,

že
p
očet

buněk
obsahují-

cích
alesp

oň
jeden

sop
ečný

kráter
je
m
inim
ální.K

takovém
u

výp
očtu

se
nám

bude
hodit

um
ět
rychle

zjišťovat,
jestli

ně-
jaký

konkrétní
ob
délník

o
velikosti

A
×
B
obsahuje

sop
ečný

kráter.

M
y
si
ukážem

e,
jak
v
čase

O
(R

S
)
vyrobit

strukturu,
p
o-

m
ocí
které

v
čase

O
(1)
dokážem

e
zjistit

p
očet

kráterů
v
li-

b
ovolném

p
odob

délníku,
sp
eciálně

tedy
i
v
p
odob

délnících
A
×

B
.

Jedná
se
o
takzvané

dvourozm
ěrn
é
prefi
xové

součty.
M
oh-

li
jste
je
p
otkat

například
v
kuchařce

o
základních

algorit-
m
ech. 7

P
okud

nep
otkali,nevadí,m

yšlenku
zde
zopakujem

e:

P
ro
každé

p
olíčko

si
předp

očítám
e,
kolik

kráterů
obsahuje

horní
levý

ob
délník,

který
m
á
pravý

dolní
roh
právě

v
tom
-

to
p
olíčku.

T
edy
p
olíčko

na
p
ozici

[x
,y]
bude

m
ít
hodnotu

p
očtu

kráterů
v
ob
délníku

([1
,1],[x

,y]).
T
ento

výp
očet

si
m
ůžete

sam
i
rozm

yslet,
neb
o
se
na
něj
p
odívat

ve
zdrojo-

vém
kódu

–
není

to
nic
těžkého.

D
vourozm

ěrné
p
ole
dvourozm

ěrných
prefixových

součtů
si

označm
e
P
,
pak
p
očet

kráterů
v
ob
délníku

([a
,b],[c,d])

zís-
kám
e
jako:

K
[a
,b,c,d]=

P
[c,d]−

P
[c,b−

1]−
P
[a−
1,d]+

P
[a−
1,b−

1]

K
dyž
již
m
ám
e
vybudovanou

p
om
ocnou

datovou
strukturu,

zkusím
e
každé

m
ožné

p
osunutí

větších
buněk.

K
aždé

p
olíč-

ko
se
právě

jednou
stane

nějakým
pravým

dolním
rohem

buňky
(pro

právě
jedno

p
osunutí).

V
praktické

realizaci
tak
pro
každé

p
olíčko

v
m
ap
ě
R

×
S

zjistím
e,jestliob

délník
A
×
B
m
ajícípravý

dolníroh
v
tom
-

to
p
olíčku

obsahuje
kráter

a
p
okud

ano,
tak
k
příslušném

u
p
osunutí

m
řížky

přičtem
e
jedničku.

T
ím
jsm
e
vlastně

ho-
tovi,

už
se
jen
stačí

p
odívat,

při
jakém

z
A

×
B
p
osunutí

jsm
e
p
otřeb

ovali
nejm

éně
buněk

m
řížky.

Č
asová

ipam
ěťová

složitost
algoritm

u
je

O
(R

S
).M
ůžete

se
také

p
odívat

do
vzorového

kódu
psaného

v
jazyce

C
+
+.

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
3
-
7
.
c
p
p

K
arel
T
esař

26-3-8
Z
d
ivo
čelá

p
o
čítad

la

Ú
kol
1
–
aritm

etické
instrukce

Z
ačnem

e
zkratkou

A
D
D

x
,y
,z
pro
uložení

součtu
x
+

y
do

registru
z.
N
ejprve

zkopírujem
e
x
do

z
a
y
do
p
om
ocného

registru
t.
P
oté
budem

e
p
ostupně

dekrem
entovat

t
a
inkre-

m
entovat

z.

M
O
V
x
,
z

M
O
V
y
,
t

J
Z
t
,
Y

X
:

I
N
C
z

D
E
C
t

J
N
Z
t
,
X

Y
:

(V
šim
něte

si,že
naše

zkratka
nep
otřebuje,aby

registry
x
,
y

a
z
byly

navzájem
různé.

O
to
se
budem

e
snažit

i
u
ostat-

ních
aritm

etických
op
erací.

Jen
m
usím

e
dodefinovat

M
O
V

x
,x
,
aby
neprovedl

nic.)

7
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
z
a
k
l
a
d
n
i
-
a
l
g
o
r
i
t
m
y

–
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R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky:

Intervalové
strom

y

P
ředstavm

e
si,
že
m
ám
e
p
osloupnost

celých
čísel

p
0 ,p
1 ,...p

N
−
1 ,

se
kterou

budem
e
průb

ěžně
provádět

tyto
dvě
op
erace:

1.
Z
m
ěna
jednoho

čísla
v
p
osloupnosti.

2.
Z
jištění

součtu
čísel

na
nějakém

intervalu
[a
,b],
tedy

p
a
+

p
a
+
1
+

...+
p
b .

N
ejdříve

se
zkusím

e
zam
yslet,jak

bychom
úlohu

řešili,kdy-
bychom

m
ěli
jen
druhou

op
eraci,

tj.
dotazy

na
součty

na
konkrétních

intervalech.
K
řešení

využijem
e
p
ole
prefi
xo-

vých
součtů

.

P
ole
prefixových

součtů
je
p
ole
délky

N
+
1,
ve
kterém

na
indexu

i
leží
součet

prvků
p
osloupnosti

od
indexu

0
až
do

indexu
i−
1.
T
edy

pref[i]=
p[0]+

...+
p[i−

1],
pref[0]=

0

N
ení
těžké

si
rozm

yslet,
že
toto

p
ole
dokážem

e
jednoduše

sp
očítat

v
čase

O
(N
).

N
yní,
když

už
znám

e
všechny

prefixové
součty

p
osloupnos-

ti,
um
ím
e
snadno

sp
očítat

součet
na
lib
ovolném

intervalu
[a
,b]:

s[a
,b]=

pref[b
+
1]−

pref[a]

K
aždý

dotaz
dokážem

e
zodp

ovědět
v
konstantním

čase.C
e-

lý
algoritm

us
m
á
tedy

složitost
O
(N
+

D
),
kde

N
je
délka

p
osloupnosti

a
D
je
p
očet

dotazů.

K
dyž
si
do
úlohy

přidám
e
i
op
eraci

č.
1
(zm
ěna
čísla

v
p
o-

sloupnosti),
tak
se
nám

p
okazí

časová
složitost.

S
prefixo-

vým
isoučty

stále
dokážem

e
dotaz

č.2
provádět

v
konstant-

ním
čase,

ale
při
op
eraci

č.
1
se
nám

m
ůže
stát,

že
m
usím

e
zm
ěnit
až
všechny

prefixové
součty,takže

složitost
této
op
e-

race
je

O
(N
)
a
celková

složitost
pro

Z
zm
ěn
a
D
dotazů

je
v
nejhorším

případě
O
(N

Z
+

D
).

S
touto

složitostí
se
sam
ozřejm

ě
nesp
okojím

e
a
budem

e
se
snažit,

abychom
výsledné

intervaly
um
ěli
co
nejrychle-

ji
skládat

z
předp

očítaných
hodnot

a
abychom

při
zm
ěně

p
osloupnosti

m
useli

zm
ěnit

co
nejm

éně
hodnot.

K
tom
u

se
nám

bude
hodit

datová
struktura

jm
énem

intervalový
strom

.

Z
avedení

intervalového
strom

u

In
tervalový

strom
je
dokonale

vyvážený
binární

strom
,
je-

hož
každý

list
představuje

nějaký
intervala

všechny
ostatní

vrcholy
reprezentují

interval,
který

vznikne
složením

inter-
valů

jejich
synů.Z

ároveň
intervaly

vrcholů
jedné

hladiny
na

seb
e
navazují

(vždy
sm
ěrem

zleva
doprava).

Z
toho

vyplý-
vá,že

složením
intervalů

z
vrcholů

jedné
hladiny

dostanem
e

interval,
který

si
pam
atujem

e
v
kořeni.

[1, 4]

[1, 2]
[3, 4]

1
2

3
4

Intervalových
strom

ů
existuje

více
druhů.

O
bvykle

je
roz-

lišujem
e
p
odle

toho,
jaké

inform
ace
si
v
nich

pam
atujem

e.
N
apříklad

ve
strom

ě
pro
součty

si
každý

vrchol
pam
atuje

součet
na
svém

intervalu,
ve
strom

ě
pro
m
axim

a
si
pam
a-

tuje
m
axim

um
na
intervalu,

ap
od.
M
ůžem

e
ale
klidně

m
ít

strom
,
který

si
pam
atuje,

jestli
celý

jeho
interval

obsahuje
jen
jednu

hodnotu
a
p
okud

ano,
tak
jakou.

S
o
u
čto

vý stro
m

[1, 4], s[1, 4] =
 7

1
-3

2
7

[1, 2], s[1, 2] =
 9

[3, 4], s[3, 4] =
 -2

M
y
se
teď
zam
ěřím
e
na
intervalový

strom
pro
součty

a
p
o-

m
ocí
něj
vyřeším

e
úvodní

úlohu.

N
a
začátku

budem
e
chtít,

aby
v
listech

intervalového
stro-

m
u
byly

hodnoty
p
ůvodní

p
osloupnosti,

přičem
ž
první

a
p
oslední

list
strom

u
nechám

e
volné,

p
ozději

uvidím
e,
proč.

Z
ároveň

ale
chcem

e,
aby
tento

strom
byl
dokonale

vyváže-
ný.

P
osloupnost

tedy
prodloužím

e
tak,

aby
její
velikost

byla
m
ocnina

dvojky
m
inus

dva
(na
její
konec

přidám
e
nějaké

prvky).
V
šim
něte

si,
že
tím
jsm
e
strom

nezvětšili
více

než
dvakrát

a
že
nám

nezáleží
na
tom
,
jaké

prvky
jsm
e
do
stro-

m
u
přidali,

protože
s
nim
i
nikdy

nebudem
e
pracovat.

N
yní

k
jednotlivým

op
eracím

.

Z
m
ěnu
čísla

v
p
osloupnosti

udělám
e
jednoduše.

Z
jistím

e,
o
kolik

se
hodnota

prvku
p
osloupnosti

zm
ění,
najdem

e
od-

p
ovídající

list
a
k
tom
uto
listu

a
ke
všem

jeho
předkům

přičtem
e
daný

rozdíl.
T
ím
jsm
e
upravili

všechny
intervaly,

do
kterých

tento
prvek

patří.

N
yní
se
p
odívejm

e,
jak
ze
strom

u
zjistím

e
součet

na
něja-

kém
intervalu

[a
,b].
Jiným

i
slovy:

p
otřebujem

e
ze
strom

u
vybrat

takové
vrcholy,

aby
sjednocení

jejich
intervalů

byl
náš
dotazovaný

interval,
a
zároveň

chcem
e,
aby
těchto

vr-
cholů

bylo
co
nejm

éně.

Součet
intervalu

[a
,b]
zjistím

e
tak,
že
si
ve
strom

ě
najdem

e
listy

reprezentující
p
ozice

a−
1
a
b
+
1
p
osloupnosti

a
jejich

nejbližšího
sp
olečného

předka
p.
N
yní
budem

e
p
ostup

ovat
z
listu

od
a
−
1
až
do

p
a
vždy

když
do
nějakého

vrcholu
přijdem

e
z
levého

syna,
tak
do
výsledku

přidám
e
interval

pravého
syna.

Stejně
tak
p
ostupujem

e
od

b
+
1
k
p
a
p
o-

kud
do
vrcholu

přijdem
e
z
pravého

syna,
tak
přidám

e
jeho

levého
syna.

V
šim
něte

si,
že
při
takovém

to
průchodu

složím
e
celý

inter-
val.
V
še
je
vidět

na
nasledujícím

obrázku:

V
ýb

ě
r in

te
rva

lu
 [2

, 6
]

1
2

3
4

5
6

7
8

L
P

Z
p
ůsob

ů,jak
pracovat

z
intervalovým

strom
em
a
zjišťování

inform
ací
z
něj,
je
více.

T
oto
byl
jeden

z
nich.

Z
m
ěna
prvku

p
osloupnosti

m
á
časovou

složitost
O
(log

N
),

protože
jsm
e
na
každé

hladině
zm
ěnili

p
ouze

jeden
interval

a
strom

m
á
O
(log

N
)
hladin.

Z
jištění

součtu
na
intervalu

–
5
–



m
á
také

složitostO
(log

N
),jelikož

jsm
e
do
výsledku

přidali
m
axim

álně
2
log

N
intervalů:

nejvýše
log

N
při
cestě

z
listu

a
−
1
a
log

N
při
cestě

z
b
+
1.

Im
plem

entace
intervalového

strom
u

P
ři
im
plem

entaci
intervalového

strom
u
využijem

e
jeho

do-
konalé

vyváženostia
budem

e
jejim

plem
entovat

v
p
oli(stej-

ně
jako

se
do
p
ole
ukladá

halda).
K
ořen

strom
u
bude

v
p
oli

na
indexu

1,
vrcholy

z
druhé

hladiny
budou

m
ít
p
ostupně

indexy
2
a
3,
...,
až
listy

budou
m
ít
indexy

N
,
...,
2
N

−
1.

V
této

reprezentaci
platí

pro
vrchol

s
indexem

i
následující

pravidla:

1.
2i
a
2
i
+
1
jsou

jeho
synové.

2.⌊i/2⌋
je
jeho

předek
(pro

i
>
1).

3.
P
okud

je
i
sudé,

tak
je
vrchol

levým
synem

,
jinak

pravým
.

4.
P
ro
sudé

i
je

i+
1
pravý

bratr,pro
liché

i
je

i−
1
levý

bratr.

N
yní
vím
e
vše
p
otřebné,

tak
se
p
odívejm

e
na
sam
otnou

im
plem

entaci
v
jazyce

C
:

i
n
t
N
=
1
0
0
;

/
/
v
e
l
i
k
o
s
t
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t
i

i
n
t
p
o
s
l
[
1
0
0
]
;
/
/
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t

i
n
t
*
s
t
r
o
m
;

/
/
i
n
t
e
r
v
a
l
o
v
ý
s
t
r
o
m

/
/
D
e
k
l
a
r
a
c
e
f
u
n
k
c
í

v
o
i
d
i
n
i
c
(
i
n
t
N
)
;

v
o
i
d
p
r
i
c
t
i
(
i
n
t
i
n
d
e
x
,
i
n
t
h
o
d
n
o
t
a
)
;

i
n
t
s
o
u
c
e
t
(
i
n
t
A
,
i
n
t
B
)
;

/
/
I
n
i
c
i
a
l
i
z
a
c
e
i
n
t
e
r
v
a
l
o
v
é
h
o
s
t
r
o
m
u

/
/
P
o
z
o
r
:
p
r
v
k
y
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t
i
i
n
d
e
x
u
j
e
m
e
1
,
.
.
.
,
N

v
o
i
d
i
n
i
c
(
i
n
t
N
)
{

/
/
N
a
j
d
e
m
e
n
e
j
b
l
i
ž
š
í
v
y
š
š
í
m
o
c
n
i
n
u
d
v
o
j
k
y

i
n
t
l
i
s
t
y
=
1
;

w
h
i
l
e
(
l
i
s
t
y
<
N
+
2
)
l
i
s
t
y
=
l
i
s
t
y
*
2
;

/
/
P
r
o
s
t
r
o
m
p
o
t
ř
e
b
u
j
e
m
e
2
*
(
p
o
č
e
t
l
i
s
t
ů
)
v
r
c
h
o
l
ů

/
/
(
n
e
p
o
u
ž
í
v
á
m
e
s
t
r
o
m
[
0
]
)

s
t
r
o
m
=
(
i
n
t
*
)
m
a
l
l
o
c
(
s
i
z
e
o
f
(
i
n
t
)
*
2
*
l
i
s
t
y
)
;

N
=
l
i
s
t
y
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
2
*
l
i
s
t
y
;
i
+
+
)
s
t
r
o
m
[
i
]
=
0
;

/
/
N
a
p
ř
í
s
l
u
š
n
á
m
í
s
t
a
p
ř
i
č
t
e
m
e
h
o
d
n
o
t
y
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t
i

f
o
r
(
i
n
t
i
=
0
;
i
<
N
;
i
+
+
)

p
r
i
c
t
i
(
i
,
p
o
s
l
[
i
]
)
;

}/
/
P
ř
i
č
t
e
n
í
h
o
d
n
o
t
y
n
a
d
a
n
é
m
í
s
t
o
p
o
s
l
o
u
p
n
o
s
t
i

v
o
i
d
p
r
i
c
t
i
(
i
n
t
i
n
d
e
x
,
i
n
t
h
o
d
n
o
t
a
)
{

i
n
t
k
=
N
+
i
n
d
e
x
;

w
h
i
l
e
(
k
>
0
)
{

s
t
r
o
m
[
k
]
=
s
t
r
o
m
[
k
]
+
h
o
d
n
o
t
a
;

k
=
k
/
2
;

}
}/
/
Z
j
i
š
t
ě
n
í
s
o
u
č
t
u
n
a
i
n
t
e
r
v
a
l
u

i
n
t
s
o
u
c
e
t
(
i
n
t
A
,
i
n
t
B
)
{

i
n
t
s
o
u
c
=
0
;

i
n
t
a
=
N
+
A
-
1
;

i
n
t
b
=
N
+
B
+
1
;

w
h
i
l
e
(
a
!
=
b
)
{

/
/
P
o
k
u
d
j
e
a
l
e
v
ý
s
y
n
,
t
a
k
p
ř
i
č
t
i
p
r
a
v
é
h
o
b
r
a
t
r
a

i
f
(
a
%
2
=
=
0
)
s
o
u
c
=
s
o
u
c
+
s
t
r
o
m
[
a
+
1
]
;

/
/
P
o
k
u
d
j
e
b
p
r
a
v
ý
s
y
n
,
t
a
k
p
ř
i
č
t
i
l
e
v
é
h
o
b
r
a
t
r
a

i
f
(
b
%
2
=
=
1
)
s
o
u
c
=
s
o
u
c
+
s
t
r
o
m
[
b
-
1
]
;

/
/
P
ř
e
s
u
n
n
a
o
t
c
e

a
=
a
/
2
;
b
=
b
/
2
;

}/
/
N
a
v
í
c
j
s
m
e
p
ř
i
č
e
t
l
i
s
y
n
y
s
p
o
l
e
č
n
é
h
o
p
ř
e
d
k
a
.

s
o
u
c
=
s
o
u
c
-
s
t
r
o
m
[
2
*
a
]
-
s
t
r
o
m
[
2
*
a
+
1
]
;

r
e
t
u
r
n
s
o
u
c
;

}

V
této

im
plem

entaci
jsm
e
strom

upravovali
zdola

sm
ěrem

nahoru.
E
xistuje

ještě
rekurzivní

im
plem

entace,
v
níž
se

strom
upravuje

od
kořene

sm
ěrem

dolů,
ale
tu
si
zde
uka-

zovat
nebudem

e.

C
vičení

•
N
aprogram

ujte
rekurzivní

im
plem

entaci
op
erací

(strom
se

prochází
shora

dolů).
•
Jak

by
vypadala

im
plem

entace
intervalového

strom
u
pro

m
axim

a?

P
oužití

intervalového
strom

u

Intervalový
strom

je
silný

nástroj,
kterým

se
dá
vyřešit

sp
ousta

úloh.
A
le
než
ho
začnete

p
oužívat,

tak
si
vždy

roz-
m
yslete,

zda
úloha

nelze
řešit

elegantněji
b
ez
intervalového

strom
u.
N
e
všechny

druhy
intervalových

strom
ů
se
dobře

im
plem

entují.

Intervalový
strom

obvykle
p
oužijem

e,
p
okud

p
otřebujm

e
průb

ěžně
zjišťovat

inform
ace
o
intervalech

a
zároveň

je
i

m
ěnit.

P
okud

p
oužívám

e
jen
jednu

z
těchto

op
erací

(a
tu

druhou
jen
zřídka),

existuje
často

lepší
řešení

než
interva-

lový
strom

–
viz
úvodní

příklad.

Fenw
ickův

strom

F
en
w
ickův

strom
,
někdy

také
nazývaný

jako
fi
n
ský
strom

,
je
v
p
odstatě

jen
strom

reprezentovaný
v
p
oli.
Jeho

p
ou-

žívání
je
p
odobné

jako
p
oužívání

intervalového
strom

u
pro

součty.
R
ozdíl

je
jen
v
im
plem

entaci
daných

funkcí.
M
y
si

F
enw
ickův

strom
op
ět
ukážem

e
na
úvodním

příkladu.
Z
ase

tedy
budem

e
p
otřeb

ovat
funkci

pro
zm
ěnu
hodnoty

v
p
o-

sloupnosti
a
funkci

pro
zjištění

součtu
na
intervalu.

(V
e

skutečnosti
zjistím

e
dva
prefixové

součty
a
z
nich

pak
sp
o-

čítám
e
výsledný

interval.)

F
enw
ickův

strom
je
p
oněkud

m
agická

datová
struktura.

A
bychom

situto
m
agiim

ohliužít,
zvolím

e
trochu

netradič-
ní
zp
ůsob

vysvětlování
a
nejdříve

si
ukážem

e,
jak
se
F
en-

w
ickův

strom
im
plem

entuje
a
teprve

pak
si
vysvětlím

e,
jak

to
všechno

funguje.

F
enw
ickův

strom
bude

p
ole
velikosti

N
+
1,
kde
index

0
ne-

budem
e
p
oužívat.

P
oužívat

budem
e
p
ouze

prvky
1,...,N

,
které

všechny
na
začátku

nastavím
e
na
0.P
okud

v
p
osloup-

nosti
zm
ěním

e
hodnotu,

stejně
jako

u
intervalového

stro-
m
u,
ve
F
enw
ickově

strom
ě
na
některá

m
ísta
přičtem

e
rozdíl

oproti
předchozí

hodnotě.

v
o
i
d
p
r
i
c
t
i
(
u
n
s
i
g
n
e
d
i
n
t
i
n
d
e
x
,
i
n
t
r
o
z
d
i
l
)
{

w
h
i
l
e
(
i
n
d
e
x
<
=
N
)
{

s
t
r
o
m
[
i
n
d
e
x
]
+
=
r
o
z
d
i
l
;

i
n
d
e
x
=
i
n
d
e
x
+
(
i
n
d
e
x
&
-
i
n
d
e
x
)
;

/
/
"
&
"
z
n
a
č
í
b
i
t
o
v
ý
A
N
D

}
}A
zde
je
funkce

pro
zjištění

prefixového
součtu:

i
n
t
p
r
e
f
_
s
o
u
c
e
t
(
u
n
s
i
g
n
e
d
i
n
t
i
n
d
e
x
)
{

i
n
t
s
o
u
c
e
t
=
0
;

w
h
i
l
e
(
i
n
d
e
x
>
0
)
{

s
o
u
c
e
t
=
s
o
u
c
e
t
+
s
t
r
o
m
[
i
n
d
e
x
]
;

i
n
d
e
x
=
i
n
d
e
x
&
(
i
n
d
e
x
-
1
)
;

}r
e
t
u
r
n
s
o
u
c
e
t
;

}T
oť
celá
im
plem

entace.
N
o,
nevypadá

na
první

p
ohled

m
a-

gicky?
P
okud

chcete
vědět,

jak
tohle

celé
funguje,

tak
čtěte

dál.

–
6
–

26-3-5
R
ozv
rh
kovárn

y

A
ž
na
pár
originálních

řešení,
často

fungujících
a
optim

ál-
ních,

zvolili
všichni

hladový
přístup

zezadu,
čili
hladový

al-
goritm

us,
který

si
p
opíšem

e.
Stručně

řečeno:
seřadím

e
si

p
ožadavky

dle
term

ínu
dokončení,

b
erem

e
je
od
nejvyšší

hodiny
dokončeníp

o
nejm

enšía
dávám

e
do
rozvrhu

do
nej-

vyšší
volné

hodiny
tak,
že
vždy

b
erem

e
nezařazený

p
ožada-

vek
s
nejvyšší

prioritou,
který

lze
v
tu
hodinu

vyráb
ět.

Jak
vybírat

p
ožadavek

s
nejvyšší

priori-
tou?

Ř
ešení

nap
ovídal

sym
b
ol
kuchařky

u
zadání

odkazující
se
na
kuchařku

o
hal-

dách. 6
N
a
p
ožadavky

p
oužijem

e
haldu,

konkrétně
m
axim

ovou,
tedy

řazenou
od

největšího
prvku

p
o
nejm

enší.
N
áš
algo-

ritm
us
tedy

bude
takový

hladový.

T
rochu

p
odrobněji:

N
ejprve

si
seřadím

e
p
ožadavky

dle
ter-

m
ínu
dokončenía

zavedem
e
siprom

ěnnou
hodin

a,což
bude

p
osledním

ožná
hodina,do

níž
m
ůžem

e
rozvrhnout

p
ožada-

vek,a
kterou

zinicializujem
e
na
m
axim

álníhodinu
dokonče-

nínějakého
p
ožadavku

m
ínus
jedna.P

ak
b
erem

e
p
ožadavky

sestupně
dle
hodiny

dokončení.

V
každé

iteraci
se
nejprve

p
odívám

e,
jestli

m
ezi
p
ožadavky

nejsou
nějaké

s
term

ínem
hodin

a
+
1
(plus

jedna
kvůlitom

u,
že
s
výrob

ou
nástroje

m
usím

e
začít

hodinu
před

term
ínem

).
V
šechny

takové
přidám

e
do
haldy.

P
ak
vyb
erem

e
z
haldy

p
ožadavek

s
nejvyšší

prioritou,
rozvrhnem

e
vybraný

p
oža-

davek
na
hodinu

hodin
a
a
tuto

prom
ěnnou

snížím
e
o
jedna.

Skončím
e,
když

se
hodin

a
dostane

p
od
nulu.

P
očet

iteracíje
roven

největšíhodině
dokončení

H
m
ezip

o-
žadavky.

H
však

neníp
olynom

iálnív
N
,aniv

délce
vstupu,

náš
algoritm

us
tedy

není
ani
p
olynom

iální.
N
ejčastější

chy-
b
ou
v
řešeních

právě
bylo,

že
skončila

s
algoritm

em
,
který

závisel
na

H
.

O
prava

na
p
olynom

iálníalgoritm
us
je
však

nasnadě:p
okud

je
halda

prázdná,
rovnou

p
osunem

e
prom

ěnnou
hodin

a
na

nejvyšší
hodinu

dokončení
nezpracovaného

p
ožadavku

m
í-

nus
jedna.D

íky
tom
u
v
každé

iteraciodeb
erem

e
jeden

prvek
z
haldy

a
přidám

e
ho
do
rozvrhu.

A
lternativně

je
m
ožné

na
začátku

inicializovat
prom

ěnnou
hodin

a
na

N
a
všim

nout
si,
že
si
tím
nic
nep
okazím

e,
protože

stejně
nebudem

e
vy-

ráb
ět
více

jak
N
hodin.

Seřazenídle
hodin

dokončeníjistě
zvládnem

e
v
O
(N
log

N
),

kde
N
je
p
očet

p
ožadavků.

Z
kuchařky

vím
e,
že
haldo-

vé
op
erace

jako
přidávání,

nalezení
největšího

prvku
a
je-

ho
sm
azání

trvají
logaritm

us
z
velikosti

haldy,
která

bude
v
nejhorším

případě
obsahovat

všech
N
p
ožadavků.

V
každé

iteraci
vyb
erem

e
z
haldy

m
axim

um
(za

O
(log

N
))

a
sm
ažem

e
ho,m

ůžem
e
ale
do
haldy

přidat
hodně

p
ožadav-

ků.
K
aždý

p
ožadavek

však
dám
e
do
haldy

jen
jednou,

což
celkově

dává
O
(N
log

N
)
času

na
přidávání.

Č
asovou

slo-
žitost

jsm
e
tedy

určili
na

O
(N
log

N
).
C
o
se
týče

pam
ěti,

vystačím
e
si
jistě

s
prostorem

O
(N
).

D
ůkaz

správnosti

} ∑
Z
bývá

už
jen
dokázat,že

náš
algoritm

us
dává

optim
ální

rozvrh,
tedy

že
nelze

udělat
rozvrh

s
větším

součtem
priorit.

B
udem

e
p
ostup

ovat
sp
orem

,
tedy

předp
okládat,

že
pro
nějaký

seznam
p
ožadavků

existuje
lepší

rozvrh
než
ten,

jež
našelnáš

algoritm
us.P

ostupně
dojdem

e
k
nějaké

zjevné
nepravdě,

což
znam

ená,
že
lepší

rozvrh
neexistuje.

R
ozvrh

R
1
vytvořený

naším
algoritm

em
a
lepší

rozvrh
R
2

se
m
usí
někde

lišit,
přičem

ž
nás
zajím

ají
jen
rozdíly

v
prio-

ritách
p
ožadavků

pro
konkrétníhodiny.Jelikož

R
2
m
á
vyšší

součet
priorit,

m
usí
existovat

hodina
H
,
ve
které

m
á
lepší

rozvrh
p
ožadavek

P
s
vyšší

prioritou,
než
m
á
p
ožadavek

zpracovávaný
v
hodině

H
v
našem

rozvrhu.

P
rovedem

e
vým
ěnu
a
upravím

e
lepší

rozvrh
R
2
na
p
odob-

ný
rozvrh

se
stejným

součtem
priorit.P

ožadavek
P
m
usím

e
vyráb

ět
v
našem

rozvrhu
R
1
v
hodině

H
′,
kde

H
′
>

H
,
ji-

nak
bychom

ho
v
hodině

H
vytáhliz

haldy.N
ynízam

ěním
e

v
rozvrhu

R
2
p
ožadavky

v
hodinách

H
a
H

′
a
všim

nem
e

si,
že
jsm
e
si
nep
okazili

rozvrh:
p
ožadavek

z
hodiny

H
′
vy-

rábím
e
dříve

a
p
ožadavek

z
hodiny

H
lze
v
našem

rozvrhu
vyráb

ět
v
hodině

H
′,
takže

to
m
usí
jít
i
v
rozvrhu

R
2 .

Jelikož
upravený

rozvrh
R
2
m
á
vyšší

součet
priorit

než
R
1 ,

tak
ip
o
vým
ěně
m
usíexistovat

hodina,v
níž
se
v
R
2
vyrábí

p
ožadavek

s
vyšší

prioritou
než
v
R
1 .
M
ohli
bychom

tedy
takovéhle

vým
ěny
provádět

donekonečna,
což
však

nejde,
neb
oť
p
o
každé

vým
ěně
vzroste

alesp
oň
o
jedna

p
očet

ho-
din,kde

se
shodujírozvrhy

R
1
a
R
2 ,konkrétně

o
hodinu

H
′.

Č
ili
m
ám
e
kýžený

sp
or.

T
ím
jsm
e
úsp
ěšně

vykovali
algoritm

us.
U
žijte

si
zbytek

zi-
m
y
...
tedy,

chtěl
jsem

říct
jara.

P
rogram

(C
+
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h
t
t
p
:
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k
s
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.
m
f
f
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c
u
n
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.
c
z
/
v
i
z
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2
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-
3
-
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c
p
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P
avel

„P
aulieÿ

V
eselý

26-3-6
T
rezor

V
šichni,

kdo
se
p
okusili

o
tuto

úlohu,
se
nezastavili

u
lehčí

verze
a
rovnou

se
pustili

do
verze

plné.
P
řesto

se
na
chvilič-

ku
u
lehké

verze
zastavm

e,
uvidím

e,
že
se
dá
řešit

p
ěkným

trikem
.

V
lehčí

verzi
nám

jednotlivé
vnitřní

klíče
dají

dohrom
a-

dy
číslo

ve
dvojkovém

zápise
–
sérii

jedniček
a
nul
–
a
m
y

chcem
e
všechny

nuly
zm
ěnit
na
jedničky.T

o
určitě

m
ůžem

e
udělat

tak,
že
p
oužijem

e
právě

klíče
s
exp
onenty

odp
ovída-

jící
p
ozicím

nul
v
tom
to
čísle.

N
ejde

to
však

lép
e,
s
m
enším

p
očtem

klíčů,
než
kolik

je
v
čísle

nul?

N
ejde.

Ž
ádným

zp
ůsob

em
totiž

přidáním
jednoho

klíče
ne-

zm
ěním

e
více

než
jednu

nulu
na
jedničku.

I
když

by
došlo

k
„přetečeníÿ

nějakého
řádu,tak

se
nám

na
tom
to
m
ístě
ob-

jevínula
a
zbytek

čísla
se
chová

stejně,jako
kdybychom

jed-
ničku

přičítalik
o
jedna

větším
u
řádu.Z

adáníúlohy
se
tedy

dá
přeform

ulovat
přím

o
na
sp
očítání

p
očtu

nul
ve
dvojko-

vém
zápisu

součtu
vnitřních

klíčů.
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prodloužit
a
provést

další
krok

indukce.
V
rchol

v
r
je
tedy

sp
ojen

hranou
s
asp
oň

k
vrcholy

na
sestrojené

cestě
a
tudíž

určitě
existuje

vrchol
v
s ,
který

je
sousedem

v
r
a
pro
kte-

rý
platí

s
≤

r
−

k.
N
yní
už
m
ůžem

e
jásat,

neb
oť
vrcholy

v
s v

s+
1
...v

r
nám

tvoří
kružnici

délky
alesp

oň
k
+
1.

P
ostup

užitý
v
důkaze

m
ůžem

e
im
plem

entovat
přím

o
jed-

ním
průchodem

grafu
do
hloubky,

což
nám

dává
časovou

i
pam
ěťovou

složitost
O
(N
+
M
).

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
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k
s
p
.
m
f
f
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c
u
n
i
.
c
z
/
v
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z
/
2
6
-
3
-
3
.
c
p
p

M
ark
K
arpilovskij

26-3-4
K
lad
en
í
p
astí

Snažím
e
se
rozm

ístit
pasti

v
pralese.

P
řitom

m
usím

e
do-

držet
pravidlo,

že
každá

p
ěšinka

sp
ojující

dvě
křižovatky

sousedí
alesp

oň
s
jednou

pastí.
V
řeči

teorie
grafů

křižo-
vatku

nazvem
e
vrchol

a
p
ěšinku

hran
a
.
R
ozm
ístění

pastí
splňující

výše
p
opsanou

p
odm
ínku

se
obvykle

nazývá
vr-

cholové
pokrytí.

N
a
stavbu

pasti
v
každém

vrcholu
m
usím

e
vynaložit

úsilí
U
i
(zaplatit

cenu).
H
ledám

e
proto

takzvané
m
in
im
áln
í
vážen

é
vrcholové

pokrytí.

P
odívejm

e
se
nejprve

na
řešení

lehčí
varianty,

ve
které

je
graf
tvořen

jedinou
cestou.

P
ostup

p
otom

dokážem
e
zob
ec-

nit
i
pro
těžší

verzi.

L
ehčí

varianta

P
ro
každou

z
křižovatek

m
ám
e
dvě
m
ožnosti.B

uď
na
nipast

um
ístím

e,
neb
o
neum

ístím
e.
P
ro

N
vrcholů

je
tedy

všech
m
ožných

rozm
ístění

pastí
2
N
.
N
ěkterá

z
těchto

rozm
ístění

sam
ozřejm

ě
nejsou

vrcholová
p
okrytí.

K
aždopádně

ani
tak

není
v
našich

silách
vyzkoušet

všechny
m
ožnosti.

C
o
kdyby

nás
pro
začátek

nezajím
alo
sam
otné

rozložení
pastí,

ale
p
ouze

celková
m
inim
ální

cena?
Z
kusm

e
ji
p
očí-

tat
p
ostupně

pro
jednotlivé

p
očáteční

úseky
cesty

délky
i.

(D
élku

budem
e
m
ěřit
třeba

v
p
očtu

vrcholů.)

Z
vlášť

si
zapam

atujem
e
m
inim
ální
cenu

p
i
tohoto

p
očáteč-

ního
úseku

délky
i
za
p
odm
ínky,

že
v
p
osledním

(i-tém
)

vrcholu
nalíčím

e
past.

N
aopak

n
i
bude

značit
cenu

začá-
tečního

úseku
délky

i
v
případě,

že
v
i-tém

vrcholu
past

není.
C
elkovou

m
inim
ální
cenu

tohoto
úseku

cesty
snadno

sp
očtem

e
jako

m
in(p

i ,n
i ).

P
ro
prvnívrcholurčím

e
m
inim
álníceny

jednoduše:
p
1
=

U
1

a
n
1
=
0.
P
ro
ostatní

využijem
e
toho,

co
jsm
e
sp
očítali

dří-
ve.
C
eny
tedy

budem
e
p
očítat

p
ostupně

pro
všechna

i
od
1

do
N
.P
okud

je
v
i-tém

vrcholu
past,tak

m
inim
álnícenu

p
i

sp
očtem

e
z
celkové

m
inim
ální
ceny

předchozího
úseku

jako
p
i
=
m
in(p

i−
1 ,n

i−
1 )
+

U
i .
V
případě,

že
past

do
vrcho-

lu
i
neum

ístím
e,
tak
jsm
e
ji
m
useli

um
ístit

do
předchozího

vrcholu
i−
1.
P
latí
tedy,

že
n
i
=

p
i−
1 .

T
ím
to
p
ostup

em
snadno

v
lineárním

čase
O
(N
)
sp
očte-

m
e
m
inim
ální
cenu

p
otřebnou

k
rozm

ístění
pastí.

P
ůvodně

jsm
e
však

chtěli
m
inim
ální

vrcholové
p
okrytí

i
najít.

Z
re-

konstruujem
e
jej
v
opačném

p
ořadí

od
N
do
1.

P
okud

se
rozhodujem

e,
zda
p
oužít

i-tý
vrchol,

pak
jej
vy-

b
erem

e
tehdy,

když
se
nám

to
vyplatí.

T
edy

když
platí

p
i ≤

n
i .
P
okud

však
vrchol

nevyb
erem

e,
nutně

m
usím

e
vy-

brat
vrchol

i−
1.
V
tom

případě
se
znovu

rozhodujem
e
až

u
vrcholu

i−
2.

T
ěžší
varianta

Jak
p
ostup

ovat
v
případě,

že
cestičky

a
křižovatky

tvo-
ří
strom

?
M
inim
ální

ceny
chcem

e
op
ět
p
očítat

p
ostupně

z
předchozích

m
ezivýsledků.

P
ředstavm

e
si
celý

strom
jako

zakořeněný
(všechny

vrcholy
krom

ě
kořene

m
ajíjednoznač-

ně
určeného

otce).
M
inim
ální
ceny

p
i
a
n
i
pak
budem

e
p
o-

čítat
pro
všechny

p
odstrom

y,
tj.
pro
vrchol

i
se
všem

i
jeho

p
otom

ky.

P
otřebné

p
ořadí

pro
p
ostupné

p
očítání

cen
získám

e
tak,

že
projdem

e
celý

strom
p
om
ocí
algoritm

u
prohledávání

do
hloubky. 5

P
řiopuštěnívrcholu

sp
očtem

e
ohodnocení

p
i
a
n
i

jeho
p
odstrom

u
následovně:

•
P
okud

je
vrchol

i
list,nastavím

e
m
inim
álnícenu

s
p
oužitím

daného
vrcholu

p
i
=

U
i .

•
C
ena
b
ez
um
ístění

pasti
do
listu

p
otom

bude
n
i
=
0.

•
P
ro
ostatnívrcholy

určím
e
m
inim
álnícenu

s
p
oužitím

pasti
ve
vrcholu

i
jako

součet
ohodnocení

daného
vrcholu

a
cel-

kové
m
inim
ální
ceny

p
odstrom

ů
všech

jeho
synů:

p
i
=

U
i +

∑j∈
S
y
n
(i) m

in
(p

j ,n
j ),

kde
S
y
n
(i)
značí

m
nožinu

synů
vrcholu

i.
•
P
okud

do
vrcholu

i
past

neum
ístím

e
(dle

předchozího
b
o-

du),
m
usím

e
pasti

nalíčit
ve
všech

jeho
synech:

n
i
=

∑j∈
S
y
n
(i) p

j .

P
ři
op
ouštění

p
osledního

vrcholu
tak
sp
očítám

e
m
inim
ální

cenu
rozm

ístění
pasti

v
celém

strom
ě.

Stejně
jako

v
lehčí

variantě
m
usím

e
ještě

určit,
ve
kterých

vrcholech
m
ám
e
pasti

nalíčit,
abychom

dodrželi
sp
očítanou

m
inim
ální
cenu.

P
rojdem

e
tedy

znovu
náš
strom

.
N
a
křižo-

vatku
i
past

um
ístím

e,p
okud

op
ět
platí

p
i ≤

n
i .K
dyž
však

past
do
vrcholu

neum
ístím

e,m
usím

e
jipřidat

do
všech

jeho
synů.

T
ím
m
ám
e
ipro

těžšívariantu
celkem

slušnou
časovou

a
pa-

m
ěťovou

složitost
O
(N
).
Strom

p
ouze

dvakrát
projdem

e.
P
řidané

výp
očty

sice
závisí

na
p
očtu

synů
daného

vrcholu,
dohrom

ady
je
však

synů
stejně

jako
vrcholů.

P
ro
(N
P
-)úplnost

ještě
dodejm

e,
že
pro
ob
ecný

graf
není

v
současnosti

znám
é
žádné

efektivní
řešení.
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v
i
z
/
2
6
-
3
-
4
-
t
e
z
s
i
.
c
p
p

Jen
da
H
adrava

5
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
g
r
a
f
y

–
10
–

V
e
F
enw
ickově

strom
ě
je
na
indexu

1
uložen

první
prvek,

na
indexu

2
součet

prvního
a
druhého,

na
indexu

3
třetí

prvek
na
indexu

4
součet

prvních
čtyř,

...na
indexu

N
je
uložen

součet
p
osledních

2
K
hodnot,

kde
K
je
p
ozice

prvního
jedničkového

bitu
v
binárním

zápise
čísla

N
.
V
e

strom
ě
m
ám
e
tedy

uloženou
takovou

pravidelnou
strukturu

intervalů.

N
yní
se
p
odívám

e,
co
dělají

naše
m
agické

funkce
na
p
o-

souvání
ve
strom

ě
a
pak
najednou

bude
všechno

jasné.
V
e

výrazu
i
n
d
e
x
&
(
i
n
d
e
x
-
1
)
z
funkce

p
r
e
f
_
s
o
u
c
e
t
(
)
se
ne-

děje
nic
jiného

než,že
se
vynuluje

nejpravějšíjedničkový
bit

v
indexu.

T
ím
se
dostanem

e
na
první

interval,
který

jsm
e

ještě
nepřičetli.

V
m
om
entě,

kdy
se
dostanem

e
na
index

0,
tak
už
m
ám
e
dotazovaný

interval
kom
pletní

a
výp
očet

m
ů-

žem
e
ukončit.

V
ýraz

i
n
d
e
x
+
(
i
n
d
e
x
&
-
i
n
d
e
x
)
dělá

to,
že
se
v
p
om
y-

slném
strom

ě
intervalů

p
osune

o
úroveň

výš. 2
P
okud

jsm
e

tedy
v
intervalu

o
velikosti2,tak

se
dostanem

e
do
intervalu

velikosti
4,
který

daný
interval

obsahuje
(tento

interval
je

jednoznačný).
Sam
otný

výp
očet

dělá
to,
že
v
čísle

i
n
d
e
x

vezm
e
nejpravější

jedničku
a
znova

ji
přičte.

F
enw
ickův

strom
se
p
oužívá

hlavně
kvůli

jednoduchosti
je-

ho
naprogram

ovánía
také

kvůliefektivitě
sam
otného

výp
o-

čtu
a
nevelké

náročnosti
na
pam
ěť.
P
ři
jeho

im
plem

entaci
dop
oručujem

e
dávat

si
p
ozor

na
správnost

bitových
funkcí.

C
vičení

•
R
ozm
yslete

si,
že
oba
m
agické

výp
očty

opravdu
dělají

to,
co
m
ají,
a
také,

proč
vše
vlastně

funguje.

K
arel
T
esař

2
M
agická

op
erace

i
n
d
e
x
&
-
i
n
d
e
x
funguje

jen
v
případě,

že
se
jako

reprezentace
záp
orného

čísla
p
oužívá

tzv.
dvojkový

doplněk:
-
k
=
=
~
k
+
1,
neb
oli
všechny

bity
čísla

se
znegují

a
pak
se
přičte

jednička.

–
7
–



V
zorová

řešení
třetí

série
dvacátého

šestého
ročníku

K
SP

Č
okolády

V
této

sérii
jsm
e,
jak
už
je
naším

zvykem
,
op
ět
rozdávali

čokolády.
T
entokrát

za
to,
p
okud

se
vám

p
odařilo

získat
z
alesp

oň
p
ěti
úloh

alesp
oň
p
olovinu

m
ožných

b
odů.

T
o
se
p
odařilo

celkem
devíti

z
vás.

Shodou
okolností

je
to

právě
prvních

devět
řešitelů

v
p
ořadí

zisku
b
odů

za
tuto

sérii.
G
ratulujem

e
a
užijte

si
sladkou

odm
ěnu.

26-3-1
V
ý
k
lad
z
d
rah
okam

ů

P
rotože

věštění,
byť
z
drahokam

ů,
je
kom
plikovaná

věc,
za-

čnem
e
jednodušší

úlohou.
B
udem

e
pro
začátek

hledat
co

největší
žlutý

čtverec.

P
odobné

úlohy
se
vyskytují

docela
často

a
zkušeném

u
řeši-

teli
už
něco

našeptává
„dynam

ikaÿ.

K
aždý

(i
největší)

jednobarevný
čtverec

m
á
nějaký

pravý
dolní

roh.
M
y
si
tedy

pro
každou

p
ozici

sp
očítám

e
největ-

ší
čtverec,

který
od
něj
vede

doleva
nahoru

a
p
otom

jen
vyb
erem

e
nejlepší

m
ožnost.

P
okud

je
aktuální

p
ozice

červená,
je
zřejm

ě
výsledek

0,
ne-

b
oť
je
to
největší

žlutý
čtverec,

který
se
zde
nachází.

N
ao-

pak,
p
okud

je
žlutá,

p
odívám

e
se
na
p
ozici

o
jedna

doleva,
o
jedna

nahoru
a
o
jedna

šikm
o
doleva

nahoru.
Z
nich

vy-
b
erem

e
m
inim
um
jejich

čtverců
a
to
zvětším

e
o
1
–
na
čem

se
„zarazíÿ

čtverec
odp
ovídající

tom
uto
m
inim
u,
na
tom

se
zarazí

i
náš
čtverec

v
aktuální

p
ozici.

N
aopak,

tím
jak
se

čtverce
sousedních

p
olíček

překrývají,tak
nám

dajík
disp
o-

zici
odp
ovídající

žlutou
plochu,

kterou
jen
aktuální

p
ozicí

rozšířím
e.
Z
kuste

si
to
nakreslit.

Sam
ozřejm

ě,
p
otřebujem

e
p
očítat

m
axim

ální
čtverce

v
ta-

kovém
p
ořadí,

abychom
všechny

tři
sousedy,

do
kterých

nahlížím
e,
m
ěli
již
sp
očítané.

N
apříklad

p
o
řádcích

zleva
doprava,

stejně
jako

se
čte.

A
jako

m
alý
technický

trik,
abychom

nem
useli

řešit
vyku-

kováníz
p
ole
na
levém

a
horním

okraji,připravím
e
siřádek

a
sloup

eček
nul
jako

jakýsi
rám
eček.

N
yní
tedy,

jak
na
naši

těžší
úlohu?

V
šim
nem
e
si,
že
každý

šachovnicový
čtverec

je
p
odčtvercem

nějaké
velké

šachov-
nice

takových
rozm

ěrů,
jaké

m
á
celá

m
řížka.

A
tyto

velké
šachovnice

existujíprávě
dvě
–
jedna,která

m
á
vlevo

nahoře
žlutý

drahokam
,
a
k
ní
inverzní,

která
m
á
vlevo

nahoře
čer-

vený.
C
elou

m
řížku

si
tedy

převedem
e
a
budem

e
p
okládat

žluté
drahokam

y
tam
,
kde
barva

na
dané

p
ozici

odp
ovídá

prvníšachovnici,a
červené,kde

druhé.T
ím
jsm
e
úlohu

pře-
vedli

na
nalezení

největšího
jednobarevného

čtverce
–
což

je
buď
žlutý,

neb
o
červený.

Ž
lutý

už
najít

um
ím
e
a
nalezení

červeného
bude

p
onecháno

na
čtenáři.

Jak
pam
ěťová,

tak
časová

složitost
jsou

lineární
s
velikostí

vstupu.
K
e
každém

u
p
olíčku

vstupu
si
pam
atujem

e
kon-

stantně
m
noho

inform
ací
(jeho

převedenou
barvu

a
jeho

m
axim

ální
čtverec

doleva
nahoru).

O
b
dobně,

při
převodu

p
olíčka

udělám
e
konstantně

m
noho

práce,
a
při
p
očítání

m
inim
a
také

koukám
e
jen
na
tři
okolní

p
olíčka.

P
rogram

(P
ython):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
3
-
1
.
p
y

M
ichal

„vorn
erÿ
V
an
er

26-3-2
S
třih

látk
y

O
značm

e
si
vrcholy

m
nohoúhelníka

V
0
až

V
n
−
1
a
střihovou

p
olopřím

ku
p
(zadanou

p
očátkem

P
a
vektorem

u
).
D
o-

volm
e
si
z
úsp
orných

důvodů
zanedbat

„ošklivéÿ
případy,

kdy
se
p
olopřím

ka
m
nohoúhelníka

dotýká
v
jednom

b
odě

či
splývá

s
některou

jeho
stranou.

N
ebude

těžké
ošetřit

je
dodatečně

přidáním
několika

p
odm
ínek

na
vhodná

m
ísta.

V
ícem
éně
z
definice

konvexity
plyne,

že
p
bude

m
ít
s
m
no-

hoúhelníkem
nejvýše

dva
průsečíky.

V
šim
něm
e
si,
že
doopravdy

vlastně
chcem

e
zjistit,

se
kte-

rým
i
stranam

i
m
nohoúhelníka

se
protíná.

D
op
očítat

kon-
krétní

souřadnice
průsečíků

už
je
pak

jen
drobné

cvičení
ze
středoškolské

geom
etrie.

P
okud

si
s
takovým

i
úloham

i
nerozum

íte,
nastala

správná
chvíle

přečíst
si
geom

etrickou
kuchařku. 3

V
průb

ěhu
řešení

budem
e
často

chtít
vědět,

jestli
b
od
od

nějaké
(p
olo)přím

ky
leží
napravo,

neb
o
nalevo

(při
p
ohledu

p
o
sm
ěru
p
olopřím

ky).
P
rozatím

nám
uvěřte,

že
to
snadno

zjistím
e
v
konstantním

čase.

V
šim
něm
e
si,
že
nějaká

hrana
m
nohoúhelníka

kříží
p
právě

tehdy,
když

jeden
její
konec

je
vlevo

od
p
a
druhý

vpravo.
D
ále
si
všim

něm
e,
že
vrcholy

nalevo
a
napravo

od
p
tvoří

v
m
nohoúhelníku

souvislý
úsek

(díky
konvexitě).

M
y
tedy

vlastně
v
p
osloupnosti

vrcholů
nehledám

e
nic
než
hranici

m
ezi
levým

i
a
pravým

i
vrcholy

(díky
cykličnosti

existují
dvě).T

o
svádík

tom
u
p
oužít

něco
jako

binárnívyhledávání.

Z
de
nám

ovšem
kom
plikuje

život
fakt,

že
p
osloupnost

je
cyklická

a
záleží

na
tom
,
jaký

vrchol
vezm

em
e
za
p
očáteč-

ní.
U
važm

e
např.

p
osloupnosti

P
L
L
P
P
P
P
a
P
P
P
P
L
L
P.
P
ou-

hým
p
ohledem

na
prostřední

prvek
(v
ob
ou
případech

P)
nep
oznám

e,
ve
které

p
olovině

m
ám
e
p
okračovat

v
hledání.

P
okud

bychom
znalialesp

oň
jeden

vrcholnalevo
od
přím

ky
a
jeden

napravo,
je
to
jednoduché:

v
těchto

dvou
vrcholech

p
osloupnost

rozstřihnem
e.
T
ím
vzniknou

dvě
p
osloupnosti

tvaru
L
L
L
P
P
P
či
P
P
P
L
L
L,v
ob
ou
z
kterýchž

najdem
e
hranici

prachobyčejným
binárním

vyhledáváním
.

3
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
g
e
o
m
e
t
r
i
e

–
8
–

Jak
takové

dva
protilehlé

vrcholy
sehnat?

U
važm

e
b
ody

V
0

a
V
m
:=

V
n
/
2 .
M
ohou

nastat
dva
případy:

a)
V
0
a
V
m
leží
na
opačných

stranách
p.
V
yhráno.

b)
V
0
a
V
m
leží
na
stejné

straně
p.
P
ak

p
neprotíná

úsečku
V
0 V

m
.
T
a
však

rozděluje
m
nohoúhelník

na
dvě
p
oloviny

–
p
tedy

prochází
jen
jednou

z
nich.

T
u
druhou

m
ůžem

e
za-

hodit
a
p
okračovat

v
hledánírekurzivně

s
m
nohoúhelníkem

o
p
olovičním

p
očtu

b
odů.

A
lgoritm

us
se
tedy

skládá
ze
dvou

fází.
V
první

hledám
e

dva
b
ody
na
opačných

stranách
p.
P
okud

takové
dva
b
ody

najdem
e,
přejdem

e
do
druhé

fáze.
Jinak

se
zastavím

e,
až

nám
zbude

trojúhelník,
pro
který

už
úlohu

vyřeším
e
trivi-

álně
testem

každé
ze
tříhran.V

druhé
fázibinárně

hledám
e

hrany
protínající

se
s
p
p
ostup

em
p
opsaným

výše.

V
ob
ou
fázích

nás
každý

krok
stojí

konstantní
čas
a
zm
en-

ším
e
jím
p
očet

zpracovávaných
b
odů
na
p
olovinu.

T
ím
do-

sáhnem
e
celkové

složitostiO
(log

n
).

N
alezení

správné
p
oloviny

b
odů

A
ž
dosud

je
algoritm

us
docela

přím
očarý

a
vym
yslitelný.

Z
atajilijsm

e
ovšem

jeden
na
prvníp

ohled
drobný

detail:jak
z
p
olohy

p
p
oznám

e,
kterou

p
olovinu

b
odů

(V
1 ,...,V

m
−
1 ,

neb
o
V
m
+
1 ,...,V

n
−
1 )
zahodit?

T
o
překvapivě

není
vůb
ec
zřejm

é.
E
xis-

tuje
sp
ousta

zp
ůsob

ů,
jak
to
„um
látitÿ,

např.
p
očítáním

nějakých
vzdáleností

a
průsečíků.

T
o
jsou

ale
výp
očty

kom
pliko-

vané
a
nepřesné,

zkusím
e
si
proto

ukázat
hezčí,

byť
m
ožná

m
yšlenkově

trochu
ná-

ročnější
řešení.

P
ředstavm

e
siúhel

V
0 P

V
m
jako

jakýsi„stínÿ.V
ím
e,že

p
ne-

leží
ve
stínu

(jinak
by
se
protínala

s
V
0 V

m
),
tedy

kdykoli
se
nějaký

ob
jekt

nachází
celý

ve
stínu,

nem
á
průsečík

s
p.

O
značm

e
si
S
střed

V
0 V

m
a
o
p
olopřím

ku
P
S
(„pseudoosuÿ

stínu).
T
a
nám

rozdělí
rovinu

na
dvě
p
oloroviny.

X
=
V

V
₀=

Y

m

O
značm

e
si
X
ten
z
b
odů

V
0 ,V

m
,
který

leží
ve
stejné

p
olo-

rovině
jako

p
a
Y
ten
opačný.

P
odívejm

e
se
nyní

na
sousedy

X
.
A
lesp
oň
jeden

z
nich

leží
ve
stínu,

neb
kdyby

oba
ležely

na
světle,

m
ěl
by
m
noho-

úhelník
vnitřní

úhel
větší

než
180

◦:

O
značm

e
sitakového

souseda
W
.P
rotože

X
,W

,...,Y
tvoří

konvexní
m
nohoúhelník,

m
usí
jeho

obvod
„zatáčetÿ

p
ořád

na
stejnou

stranu
–
na
obrázku

výše
doprava

(sm
ěrem

k
Y
).

T
edy
p
okud

je
W
ve
stínu,

budou
tam

i
všechny

následující
vrcholy

(přinejm
enším

ty
ve
stejné

p
olorovině).

T
edy
p
o-

lovina
našeho

m
nohoúhelníku

tvořená
b
ody

X
,W

,...,Y
se

nem
ůže
protnout

s
p:část

se
jínacházíve

stínu
a
druhá

část
v
opačné

p
olorovině

vůči
o
než

p.
T
yto
b
ody
tedy

m
ůžem

e
(krom

ě
krajních

X
,Y
)
zahodit.

P
okud

jsou
oba
sousedé

ve
stínu,

p
nem
ůže
m
ít
s
m
noho-

úhelníkem
žádný

průnik.

T
udíž

p
otřebujem

e
um
ět
zjistit,

(1)
ve
které

p
olorovině

se
nachází

p,
(2)
jestli

je
daný

soused
X
ve
stínu.

T
o
jsou

ale
jen
další

instance
naší

op
erace

„p
oloha

b
odu

vůči
p
olopřím

ceÿ.
Z
volím

e
si
lib
ovolný

b
od
na

p
(třeba

P
+

u
)
a
p
odívám

e
se,
na
které

straně
je
od

o.
P
ak

X
je
ten

z
V
0 ,V

m
,
který

leží
na
stejné

straně.
A
nějaký

soused
X

je
ve
stínu,

právě
když

leží
od

P
X
na
opačné

straně,
než

X
od

o.

Z
bývá

nám
nějak

zařídit
onu
m
ýtickou

op
eraci

zjištění
p
o-

lohy
b
odu

vůči
p
olopřím

ce:
m
ějm
e
nějaký

b
od

B
a
p
olo-

přím
ku

q
s
p
očátkem

Q
a
sm
ěrovým

vektorem
w
.
N
yní
se

nám
bude

hodit
vektorový

součin. 4
Z
pravidla

pravé
ruky

si
snadno

rozm
yslíte,

že
w
×
(B
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