Milé resitelky a mili Tesitele!

Zima uz je ddvno za nami, pomalu nastava jaro a uz se opatrnymi kricky blizi i 1éto. To je presné ten
pravy ¢as na to, aby se objevila letosni posledni, pata, série KSP, s terminem odevzdani tak, abychom
vam ji stihli opravit, jesté nez odjedete pry¢ na letni prazdniny.

MuZete se t&sit opét na pokracovani seridlu o vypocetnich modelech, tentokrat si budeme hrat s grafovy-
mi automaty. Mimo seridl na vas ¢ekéd dalsich sedm zajimavyjch tloh okofenénych zavérem napinavého
Jacobova dobrodruzstvi. A pokud chcete védét, jak to s Jacobem nakonec dopadne, Feste, at se dosta-
nete na podzimni soustfedéni KSP, kde se k pfibéhu vratime.

Pripominame, ze kazdému Fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodt, darujeme
KSP propisku, blok a tuzku. Déale se na védomost déva, Ze kazdému, kdo z tloh této série ziska
dohromady alespon 50 bodi, posleme ¢okoladu.

Termin odevzdani paté série je stanoven na pondéli 26. kvétna 2014 v 8:00 SELC. CodExové tloha mé
termin o den posunuty, opravuje ji totiz automat — odevzdejte ji do 27. kvétna, 8:00 SELC.

Reseni piijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndAmi komuniko-
vat bezpec¢né, muzete si ovéfit nds HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 fingerprint:
OE:D9:B6:E5:6F:B0:51:D9:66:EB:E9:29:E4:58:AB:5F:99:D6:FD:A3.

Pied tim ale vypliite pfihlasku na http: //ksp.mff.cuni.cz/ (a to i tehdy, kdyz jste se KSP ti¢astnili loni).
Na tomtéz misté najdete i dalsi informace o tom, jak KSP funguje. Na webu mame rovnéz férum, kde

se mizZete na cokoli zeptat. Také nam muzete napsat na e-mail ksp @mff.cuni.cz.

Pata série dvacatého Sestého roéniku KSP

V minulém dile se Jacob, zkouseny osudem jiZ padem
hvézdné lodé, setkdnim s mimozemstany i vijbuchem sopky,
propadl do néjaké podzemni prostory. Ted v uZasu ziral na
kovovou bednu se zacouzenym ndpisem ,Made in China“.

Tohle je preci lidskd technika! A wrcité to nejsou jen
ndhodné popadan€ trosky z Freyi, protoZe tady je to celé
propojené. To znamend. .. ,Jsi v porddku?“ prerusil ndh-
le jeho myslenky hlas shora. Jacob vzhlédl a spatril jednoho
mimozemstana, jak kleci na okraji diry, kterou sem propadl.

Ubu ho asi poslal, aby na néj ddval pozor. No ted se
to hodi, pomyslel si Jacob. Poslal mimozemstana pro posily
a za pul hodiny uZ tahli nejuétsi z kovovych beden do tdbora.

Jacob chtél prijit na to, k cemu zatizent slouzi. Jelikoz
bylo, zda se, vyrobeno jako co nejlevnéjsi a nejuniverzalnéji
pouZitelné zatizent, sklddalo se jen z univerzdlni ridici jed-
notky, kterd byla naprogramovdna pomoci spousty reldtek
uspordadangch v pravidelné mriZce. BohuZel nékterd z nich
byla spdlend a bylo nutné je vymenit.

9 bodu

26-5-1 Made in China

Jacob ma pred sebou podivné zaiizeni a chtél by ho
@ spustit. Jenze predtim musi vyménit né€kolik spalenych
relé. Kazdé relé mé své typové oznadeni (pfirozené ¢islo),
které jde poznat po vyndani relé ze zatrizeni. AvSak spalend
relé maji oznaceni bohuzel specend k nepoznani.

Podle schématu na zafrizeni vime, Ze ptivodné byla relé
usporadand podle tabulky, kde v horni fadce i na levém
okraji této tabulky byla relé oznacend postupné rostoucimi
prirozenymi ¢isly zadinajicimi nulou (0,1,2,3,...).

Zbytek tabulky byl vyplnén tak, Ze na pozici [A, B] se na-
chéazelo relé s nejmensim takovym ¢islem, které se doposud
doleva ani nahoru od néj nevyskytlo (vSechny tyto pozi-
ce jiz samoziejmé musi byt osazeny). Prvnich Sest fadku
a sloupct této tabulky tak bude vypadat takto:
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Jacob potfebuje vyménit né€kolik spalenych relé, ale nechce
se mu kv1ili tomu zkoumat vSechna relé doleva a nahoru od
téchto pozic. Proto by od vas potteboval postup, ktery by
mu rychle fekl, jaké relé ma umistit na pozici [4, B].

Po osazeni vsech relé se zarizeni spustilo a zobrazilo na
malé obrazovce nékolik informaci. Po zbézném proctent bylo
Jacobovi vse jasné. Za par minut uZ Ubu a nekolik dalsich
starsich sedéli v jednom ze stanii.

,Ctihodny Ubu, vidél nékdy nékdo z vasich lidi pFimo
nékoho z vlddnouct kasty?“ zeptal se rovnou.

»Ne, podle nasich zvédi nikdy nesunddvaji své blystive
helmy, Jacobe.“

Jacob se nadechl, tohle by mohlo byt osemetné: ,,Ctihod-
ny Ubu, rado starsich, véc, kterou jsem vykopal, pravdé-
podobné spustila vybuch sopky. Je to asi ndstroj, ktery sem
umistil nékdo z vlddcovych lidi. Ten ndstroj ale pozndvdm,“
nadechl se, ,je to technika mych lidi, nebestanii.“

Videl, jaké reakce to mezi radou starsich vyvolalo, a tak
rychle pokracoval: ,, 0O téch lidech nic nevim, moznd to bude
néjaky odstépeny klan. Musim se ale vypravit do kralovské-
ho mésta a promluvit si s nimi, presvedcit je o tom, Ze deélaji
Spatnou véc.“

Jesté chvili diskutoval s radou, nez se mu ji povedlo pre-
svéedcit, Ze ho maji nechat jit samotného. Prizvuk uZ mel
docela dobry, tak dostal alespori mistni ekvivalent kutny,
kterou tu obcas nosili starsi mimozemstané a kterd mu za-
kryvala oblicej i celé télo. S ni by snad mohl splynout s mist-
nimi. Mimo to si jesteé vzal mec, ktery ziskal pri ritudlu,
a dostal od Ady docela presnou mapu pralesa. Rozloucil se
s mistnimi, minul mistni ekvivalent kocky leZici na kraji
tabora a vyrazil.

Jako prvni se vydal k vraku Freyi. Tam si cestu pama-
toval, a tak si béhem ni pldnoval trasu od vraku smeérem



ke krdlovskému méstu. Bude to dlouhd cesta, vedouci v prv-
ni casti skrz husty prales, kde bude muset davat pozor, aby
v ném neprehlédl Zadnou odbocku.

26-5-2 Cesta pralesem 9 bodu

Prales je misto, kde se velmi lehce pfehlédne pokracova-
ni cesty. Mame mapu pralesa predstavovanou c¢tvercovou
miizkou o rozmeérech R x S policek, dale mame zadané star-
tovni policko a cilové policko.

Pohybovat se v mapé miizeme jen horizontalné nebo ver-
tikalné, Sikmo ne. Kazdé policko ma navic dva koeficienty
prehlédnutelnosti. Jeden pro cestu vedouci pres néj rovné
(shora dolti, zleva doprava nebo naopak) a druhy pro od-
boceni (tedy vSechny zbylé prichody — zleva doli, shora
doleva, ...).

Protoze chceme mit co nejvétsi nadéji, ze se v pralese ne-
ztratime, je vaSim tkolem nalézt cestu ze startovniho do
cilového policka, kterd bude mit v souctu pres vSechna po-
licka cesty co nejmensi pfehlédnutelnost (pfehlédnutelnost
ve startovnim a cilovém policku neuvazujte).

Nez si Jacob naplanoval celou dalsi cestu, uz stal u boku
UFC Freya. Torzo lod€ i po téch letech stale vypadalo ma-
jestdatne, ale brazda v pralese i ponicené okoli po nouzovém
pristani uZ pomalu zarustaly novou vegetact.

Béhem svého nekolikaletého pobytu v mimozemském td-
bote se do vraku pdrkrdt podival, ale vidy se vydal jen k vy-
strojnimu skladu pro nové boty. Od ztroskotani nikdy neza-
sel ddl, to misto na néj z néjakého duvodu pusobilo tisnive
a stejné tam nebylo nic zajimavého — nouzovy signdl nesel
vyslat kvili néjakému rusent v atmosfére a vody i jidla mel
od mimozemstani dost.

Ted se skrz zprohygbany koridor prodral hloubéji do lodi.
Freya jako pivodné vdleénd transportni lod méla v pridi
nekolik zabezpecenych skladi a Jacob je chtel zkontrolovat.
Zastavil se u zavrené prepazky, kterd nesla stopy po pouZiti
malého plazmového hordku — nékdo se chtél propalit skrz,
ale malym hotdkem se mu to zdd se nepovedlo. To znamend,
Ze se tady objevil néjaky jiny clovek, pravdépodobné nékdo
z téch, kteri ted vlddnou domorodciim.

Jacob odklopil ovlddaci panel a nékolika stisky probudil
palubni pocitac z jeho spdnku. Chvili trvalo, neZ nabéhl, ale
zdlozni baterie stdle poskytovaly dostatek energie. Potom,
co Jacob zadal sviy pristupovy kod, se ale nic nestalo. Zkusil
to znovu, a teprve pak si vsiml, jakou paseku ma kabelech
nezndmy ndvstévnik s plazmovym hovdkem provedl. Jeste Ze
ve skladu udrzby byla celd krabice ndhradnich — jen rychle
najit ten sprdavny.

10 bodu

26-5-3 Nahradni kabel

Méme pfed sebou bednu plnou ndhradnich kabelt a po-
‘é tfebujeme rychle poznat, jestli jsou néjaké dva kabely
stejné. Nejsou to ale jen kabely se dvéma konci, tyto jsou
rozvétvené a mohou obecné propojovat i vice véci dohro-
mady.

Kazdy kabel si tedy mtzeme predstavit jako spoustu uzla
pospojovanych jednotlivymi draty. Cely kabel je navic po-
spojovany tak, ze v ném neexistuji cykly — z kazdého uzlu do
kazdého jiného se lze dostat jen jedinou cestou. Informatik
by tedy takovyto rozvétveny kabel mohl nazvat stromem.

Jacob vzdy ndhodné uchopi dva kabely, a to tak, ze je chy-
ti za néjaky uzel a zbytek necha viset dol. Tomuto uzlu
budeme fikat koren. Diky tomu, Ze kabely jsou v uzlech

spojeny v pevném pofadi, mizeme lehce popsat zbytek ka-
belu naptiklad tak, ze kofen oznac¢ime indexem 0 a zbylé
uzly vyjadiime jako N ¢isel oznacujicich, pod kterym ji-
nym uzlem je pripojeny i-ty uzel.

V pripadé vice uzld pfipojenych pod ten samy je uvedeme
tfeba v pofadi proti sméru hodinovych ruéicéek (rozmysle-
te si, ze je jedno, od jaké pozice zacneme pripojené uzly
popisovat, kdyZ dodrzime jejich poradi).

Jacoba by nyni zajimalo, jestli ndhodou nejsou dva kabely,
které drzi v ruce, stejné. To znamena, ze kdyby si je chytl
oba za spravny uzel, vypadaly by pak oba stejné (mimo pfe-
chyceni za jiny uzel nesmime potradim kabeli v jednotlivych
uzlech nijak rotovat).

Priklad: Pro kabely nize staci, abychom prostfedni kabel
chytili za uzel s indexem 1 a spravné otocili, pak budou
levy a prostifedni kabel stejné (vSimnéte si, Ze uzel 2 se
sice zrotoval na druhou stranu, ale potadi uzli pripojenych
k uzlu 1 se tim nijak nezménilo). Nicméné pravy kabel se
od nich lisi (m4 jiné potadi podstromi v uzlech).

Levy Prostfredni Pravy
kabel kabel kabel
1: 0 1: 0 1: 0
2: 1 2: 1 2: 0
3: 1 3: 1 3: 2
4: 0 4: 3 4: 3
5: 4 5: 3 5: 3
6: 0 6: 0 6: 2
0 0 0
1 4 6 1 6 1 2
2 3 5 2 3 3 6
4 5 4 5

Po zapojeni spravného kabelu zadal Jacob znovu sviyg pri-
stupovy kod. Panel zezelenal a s hrozivym skripotem se pan-
cé€Tovd prepdzka oteviela asi do poloviny. Jacob prolezl skrz
a ocitl se v sekci lodé, ve které od startu nebyl. Matné si pa-
matoval, Ze sem naklddali néjaké zdhadné bedny s tajnygm
obsahem — stdle zde stdly a vypadalo to, Ze jim nouzové
pristant ant prilis neubliZilo.

Jacoba ale zajimalo néco jineho. V malém skladu na kon-
ci oddélent se nalézala bedna, o niz védelo jen nékolik clent
byvalé posddky. Pomalu ji otevrel a vytdhl pdr véci ven. Pak
zvedl plazmovou karabinu, zaptel si ji o rameno a pohledem
skrz zamértovac vyzkousel, Ze vojenskd zbrarn stdle fungu-
je. Mysli mu proletély vzpominky na vdlku. .. jeho sluzba
u elitni roty marindkid, kamarddi v jednotce a jejich heslo
Semper Fidelis — vZdy verni.

Zatrepal hlavou a zahnal vzpominky. Je to uz skoro dva-
cet let, co po konci vdlky opustil armddu. Schoval masivni
zbran do batohu, sundal z helmy nocni videni a termovizi,
k boku si pripnul malou pistoli na uspdvaci Sipky a pobral
jesté nekolik drobnosti véetné sady ndradi. Pak vyrazil.

Podle mapy odhadl, Ze krdlovské mésto bude leZet méco
pres pet set kilometru od mista, kde havaroval. Behem své-
ho putovdni minul nekolik mimozemskych osad, ale vZdy se
drzel mimo né. Patndcty den cesty, odhadem pulden ces-
ty od kralovského mésta, mu vsak uzZ doslo vsechno jidlo.
Chtél si pred setkdnim radéji poradnée odpocinout, a tak se
rozhodl, Ze navstivi nejbliZsi vesnici, na kterou narazi.



Jednu takovou objevil k veceru. Asi hodinu ji pozoroval,
nez se odvdzil ukdzat se. Zddlo se, Ze mistni nacelnik zrovna
resil néjaky problém s rozdélovdanim surovin na vyrobu jidla.

11 bodu

26-5-4 Rozdélovani jidla

I% Vesnicky nacelnik ma k dispozici K typt riznych su-
rovin a chce je co nejlépe vyuzit, aby mu jich dohro-

mady zustalo co nejméné nepouzitych. Od kazdé suroviny

m4 na zac¢itku néjaké mnozstvi myq, ..., mg (m; > 0).

Obyvatelé vesnice mu predlozili N recepti. Kazdy recept
spotiebuje néjaké mnozstvi od kazdé suroviny, tedy je za-
dany K ¢isly aq,...,ax (a; > 0) alze ho pouzit maximalné
jednou (a to jen tehdy, pokud jesté od kazdé suroviny zbyva
alespori tolik, kolik recept spotfebuje).

Vasim tkolem je ze vSech N receptd vybrat takové, které
dohromady zanechaji co nejmensi zbytek surovin (tedy po-
kud si zbytky oznac¢ime jako z1,..., 2k, tak Zfil z; bude
co nejmensi mozné).

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Potom, co se s nimi Jacob najedl, poznal podle ndhr-
delniku s tajnym heslem v jednom z domorodci clena Bra-
trstva. Pockal, neZ odejde stranou, a pak se za nim nend-
padné vydal.

Ve chvili, kdy si pred nim Jacob sundal z hlavy kdpi, se
mimozemstan zarazil, jako by ho nékdo prastil palici po hla-
vé. Pak ale jeho pohled sklouzl na ndhrdelnik Bratrstva, kte-
ry Jacob dostal od Ady, a doslo mu to: , Ty jsi ten nezndmy
cizinec, ktery nam slibil pomoc, ze? Co delds takhle daleko
od hlavniho tabora? A mimochodem, jd jsem Lakus.“

Jacob mu vsechno vysvétlil a také mu rekl, Ze by se potre-
boval nendpadné dostat do krdlovského mésta, aby si pro-
mluvil s krdlem. To, Ze jsou to taky pozemstané jako on,
radéji nezminoval.

Mimozemstan se zamyslel a pak pravil: ,Pracuji se sku-
pinkou Temeslniki, kteri do mésta dopravuji kdmen. VyuZzi-
vame k tomu staré podzemni tunely, tudy by ses tam mohl
dostat.“

* % *

Druhy den rdno uZ Jacob pomdhal tlacit velky povoz ka-
mensi naloZeny tak, Ze byl trojndsobné vyssi nez on sam. Mel
na sobé stdale kdpi, ale batoh s karabinou a nejvétsimi véc-
mi dal radéji Lakusovi do uschovy, nechtel aby se pripadné
dostaly do rukou krdlovym lidem.

Prdvé se blizili k vstupu do tunelu, mésto se tycilo na
ostrohu nad nimi. Jacob st mimo jiné vsiml pozemsky vy-

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

hliZejici antény na nejvétsim z domu. Ndhle je zastavilo za-
volant jednoho z hlidactu u usti do tunelu. Zacal se hadat
s preddkem skupinky, jestli se takhle velky povoz do tunelu
vejde, nebo jestli ho bude nutné sloZit tady a ndklad odnosit
TUCNE.

26-5-5 Prujezd tunelem 12 bodua

Potfebujeme zjistit, jestli nas povoz projede tunelem. Po-
voz mé prifez obdélniku rovnobézného se souradnymi osa-
mi, prifez tunelu je predstavovan konvexnim mnohothel-
nikem (zadanym na vstupu t¥eba jako posloupnost vrcholl
po sméru hodinovych rucicéek).

Ptame se, jestli se povoz vejde do tunelu, neboli jestli exis-
tuje néjaké posunuti obdélniku takové, ze se cely obdélnik
vejde dovnitf konvexniho mnohothelniku. Obdélnik muze-
me posouvat v libovolném sméru (tedy klidné i nahoru a
dolt1), ale nesmime ho otééet. Pokud takové posunuti exis-
tuje, najdéte ho.

Po proniknuti do meésta se Jacob oddélil od skupinky mi-
mozemstani. Opatrné proklouzl okolo strdZi a vysplhal na
vyvysenou véZ na okraji hradeb. Zde zalehl a vytahl z kapsy
dalekohled.

Pozorne si prohlédl antény, které uz drive spatril. Podle
toho, kam byly zamérené, se pravdépodobné pouZivaly jen
k mistni komunikaci. Jeho pohled upoutala vycnivajici ko-
vovad véc za kralovskym paldcem, ale ze své soucasné pozice
tam nevidél. Rozhodl se pockat do noci a pak se pres strechy
jednotlivgch staveb opatrné presunout blize paldci.

Cekdni na tmu vyuZil k tomu, Ze si pro kaZdou oblast
mésta nasel nejvyssi stavbu, kterou by pri nocnim presunu
mohl pouzit jako pozorovatelnu.

26-5-6 Nejvyssi stavby 12 bodua

Chceme v mimozemském mésté najit vzdy lokalné nejvyssi
stavbu. Plan mimozemského mésta je tvoren ¢tvercovou siti
o rozmérech R x S, kde pro kazdé policko zname vysku
stavby, kterd se na ném naléza. Dale mame zadand cisla
ras (plati r < Ras < S) — velikost oblasti, kterd nés
zajima.

Chtéli bychom pro kazdou oblast velikosti r X s zjistit, jakou
nejvyssi stavbu obsahuje.

Vystupem programu by tedy méla byt tabulka velikosti
(R—r+1)x (S —s+1), kde policko [i,j] bude obsaho-
vat maximalni vysku stavby nalézajici se v oblasti velikosti
r X § s levym vrchnim rohem v tomto policku.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

r=3,s =23 4433
142202 8556
022211
213301
810506

Leh¢i varianta (za 6 bodu): Vyfeste tlohu jen pro jed-
norozmérny piipad (tedy R =r = 1).

®
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Padla noc. Jacob se pliZil po strechdach jen v cerné kombi-
néze, pomdhage si nocnim vidénim. Diky tomu, Ze si presné
zmapoval nejuyssi budovy ve méste, se dokdzal snadno vyhy-
bat hlidkam. Metr po metru se bliZil ke kralovskému paldci.

Seskocil z posledni strechy, obesel vézZicku a naskytl se mu
pohled na néco podivného. Samoziejmé tu véc pozndval, za
svoji karieru ji vidél mnohokrdt na spousté hvézdnych lodi.
Nebo alespori jeji modernéjsi sourozence, tohle byl vdzné
stary model, ten uZ se skoro piulstoleti nepouZival.

Co ho ale zaskocilo mnohem vic neZ shleddni se starym
zachrannym raketopldinem Mark II, bylo to, Ze aktudlné vy-
padal jako vyvrZeny vorvan. Jeho motory to asi odnesly pri

S témito slovy odesel a nechal Jacoba samotného v cele.
S wvyhlidkou na dlouhy pobyt zacal Jacob zkoumat své ve-
zeni. Na jedné zdi objevil dlouhy zdpis jedné z oblibengch
mimozemskych her, asi si tu néjaky vézen taky krdtil dlou-
hé cekani. Hra se docela podobala pozemskym piskvorkdm
a Jacoba by zajimalo, jok vlastne dopadla.

26-5-7 Partie piskvorek 13 bodua

Jacob nasel zapis jedné partie mimozemskych piskvorek,
ktera se hraje se na ¢tvercové siti o rozmérech N x N. Zapis
hry je tvoren tfemi typy taht:

e Na policko [A, B] umisti kolecko
e Na policko [A, B] umisti kiizek
e Vymaz znak z policka [A, B|

turdém pristdni, aspon podle skod na zadi. Pldatovani z celé-
ho okoli fuzniho reaktoru bylo odstranéno a od odhalengch
soucdstek vedlo smérem do paldce nékolik tlustych svazkid

kabeld.

Dalsi vedly z mista byvalého kokpitu a koncily u soustavy
antén na strese vlevo od nej. Pusobilo to celé, jako kdyby se
nékdo rozhodl vyuzit z raketopldnu kazdou pouzitelnou véc,
zacal ho prestavovat na obytny prives krizeny s tovdrnou na
boty a v pulce navic ztratil vijrobni pldny.

Ndhle ho vyrusil Soupavy zvuk po jeho pravici. Rych-
le vyskocil, otocil se a ztuhnul s rukou na Sipkové pistoli.
Z pul metru hledel do zrcadlového hledi skafandru. Kriticky
si uwvédomil, Ze ho ten clovék md spatné nasazeny, zamky
helmy nebyly zacvaklé a navic na sobé nemél rukavice. To
mu vsak nijak nezabrdnilo v tom prastit Jacoba po hlave
kovovou tyci.

* % Kk
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Probudil se v temné mistnosti a priserné ho bolela hlava.
Zahlédl vedle sebe néjakého cloveka. Poprvé po péti letech
zase spattil prislusnika lidské rasy!

,Omlouvdm se za tu ranu na hlaveé, mij syn je trochu
2brkly, “ zacal clovek starym hlasem. ,To vite, nespatvil ni-
kdy nikoho jiného mimo nds, narodil se pét let po ztrosko-
tdnd.“

LJak jste tu dlouho?“ zeptal se Jacob a mnul si bouli na
hlave.

»Nase lod, Hermes, tu ztroskotala pred asi 30 pozemsky-
mi roky, pokud pocitam sprdvné. Jd jsem Cedric, nejuyssi
prezivsi dustojnik, “ Tekl starec, ,kapitan a vétsina ostatnich
distojniku zemreli, kdyz navddéli lod nékam do nejhlubsiho
more. . . selhdval ndm reaktor a oni nechtéli zamorit mistni
ekosystém vybuchem.“

Hermes, to mu néco ikalo. Nebyla to ta civilni lod, kte-
rd se ztratila béhem wvdlky? Puvodné se myslelo, Ze byla v
néjaké potycce omylem znicena ale prizkum zdznami vsech
zucastnengch stran neukdzal nic.

LA od té€ doby tu vyuZivdte domorodce?“ presel Jacob
hned k jadru véci.

,Oni si mysli, Ze jsme bohové. A ja nemam v umyslu jim
to vyvracet. Sem tam se sice objevi néjaky pochybovac, ale
jak se Tikd, dostatecné pokrocilou technologii nelze odlisit od
magie — ty bldzni se daj hrozné snadno presvéddcit. A kdyz to
nejde. .. “ s temi slovy st nadhodil v ruce puvodné Jacobovu
Sipkovou pistoli.

» Ty jsi tu spadl s tou velkou lodi pred par lety, ne? Po-
kouseli jsme se do ni dostat, ale s nasimi ndstroji ze zd-
chranného ¢lunu jsme se nedokdzali profiznout ani pres jed-
nu prepazku. Ty ale urcité mas pristupové kddy, zZe?“

,Predpokldddte, Ze vam pomuzu?!?% zeptal se Jacob.

,» Ty se nechces nechat povazovat témihle tupci za boha?“
podival se Cedric na Jacobuv znechuceny vyraz. ,No dobrd,
pdr dnu na premysleni moznd zméni tvij ndzor.“

Po kazdém tahu by nés zajimalo, jak je dlouha aktualné
nejdelsi souvisla fada symbolil (v fadce, sloupci nebo na tth-
lopfiéce). Vybudujte datovou strukturu drzici aktuélni stav
hraci desky, ktera by navic méla zvladat rychle zapisovat
jednotlivé tahy a po kazdém tahu rychle vypsat aktualné
nejdelsi fadu.

Predpokladejte, ze tahti bude fadove stejné, jako je velikost
hraci desky (tedy faddové N?2). Tahy budou vzdy korekt-
ni, tedy nebude dochazet k mazani prazdného policka ani
k umistovani znaku na neprazdné policko.

@ Leh¢i varianta (za 5 bodu): Vyfeste tlohu pro partii,
v niz se znaky nebudou mazat (nastanou jen tahy prv-
nich dvou typt).

Po zamotdni se v partii piskvorek Jacob ulehl na tvrdou
zem — rdno moudrejsi vecera, pomyslel si. Uprostred noci
ho ale probudil slaby hlas. Chvili premyslel, jestli se mu
to nezddlo, ale kdyz Adu zaslechl znova, okamZzité vyskocil.
Divala se na néj skrz malé okénko a podavala mu jeho plny
batoh.

Bez rozmyslent ho popadl, vyndal z néj plazmovou karabi-
nu, pripjal si mec k boku a ekl Adé: ,,Radsi ustup.“ Pozvedl
zbram, zacilil a nekolika presnymi vystrely znicil m7riz. Pak
se vzniklym otvorem protdhl k Adé. ,Jak. .. “ zacal, ale Ada
ho umlcela. Ukdzala mu rukou a rozebéhla se do temnoty.

Nedostali se ale daleko. Na nddvori, kus od raketoplanu,
je obklicili strazci s ostrymi ostépy. ,Jd je nechci zranit,
Ado,“ sykl, ,nent tu néjakd jind cesta?“

»Mds mec? Vytahni ho, deélej!“ vekla rychle Ada.

Jacob st spustil karabinu na popruhu doli a tasil mec.
Co se stalo dal, nechdpal. Strazni upreli pohled na blystivou
cepel zdobenou kameny, zacali si néco mumlat a ustupovali.
Zaslechl néco o proroctvi a prorokovi. Co ho ale udivilo vic,
bylo to, Ze jeden z kament na meci zacal v blizkosti fuzniho
reaktoru raketoplanu nezvykle pulzovat. Vrhl rychly pohled
do zméti kabeli a pak mu to doslo.

L,Ado, chyt ten mec a drz je od nds ddl!“

Ada opatrné uchopila mec, jako by se bdla, Ze se o néj
spdli. Jacob zacal kuchat obnaZené zatizeni, nez se mu po-



vedlo uvolnit vinovy rezondtor montovany na tyto staré re-
aktory. OkamZzité se spustil nouzovy protokol a reaktor se
odstavil, paldc ndhle potemnél.

Ada s Jacobem wvyuZili nastaly zmatek a rychle unikli
z mesta. Tam na né éekalo pdr dalsich ¢lent Bratrstva s tvo-
ry vzddlené podobnymi korniim. Cesta nazpét k Freye jim
nezabrala ani tri dny.

Beéhem zastavek vyrazil Jacob z mece, ke zdéseni ostat-
nich, néekolik kament a néco s nimi a s ukradenym rezond-
torem delal. Co, to nechtél rict, ale naléhal, Ze jako pruni
must k vraku lodé. Také se cestou vénoval sepisovdni neéja-
kych véci do elektronického zdpisniku.

Kdyz tam dorazili, vylezl po trupu nahoru aZ k troskam
anténniho pole. Viibec neocekdval, Ze by se na téhle plane-
té mohlo vyskytovat thallium v krystalické podobé. Pokud
tohle vyjde, mohl by pres néj pomoci toho prastarého re-
zondtoru vyslat kratky subprostorovy impulz, ktery by mohl
proniknout vsim tim rusenim okolo.

Potom, co vsechno spravné pospojoval, usedl k jedno-
mu z Tidicich paneli. Prehrdl do paméti lodniho poditace
pripravenou zprdvu z elektronického zdpisniku. Zhluboka se
nadechl a poturdil prikaz. Lodni pocitac ve zlomku sekundy
pretizil anténni systém a v efektnim zablesku spdlil krystal
na prach. . .

* % Kk

Ve sledovacim centru vesmirného provozu na Zemi zrov-
na Bob pojidal sendvic, kdyz vtom zacal jeho pocitac varov-
né pipat. Liné zamdckl spinac poplachu a podival se, co za
plany poplach to je ted. Sendvié mu vypadl z ruky a o sekun-
du pozdéji sahal po interkomu: ,Séfe. .. Ano, vim, Ze jsou
dvé v noci, ale tohle musite vidét!“

Pokracovdni pribéhu na podzimnim soustredént. . .
Dalsi ¢ast pribéhu o Jacobovi pro vads sepsal

Jirka Setnicka

26-5-8 Automatizovany graf 15 bodua

Ve vSech ¢tyfech minulych dilech tohoto seridlu jsme

se potulovali po pomyslné zoo vypocetnich modelt a
zastavovali se u zajimavych exemplaiti. Dnes nasi letosni
pout zakonéime u jednoho podivného vybéhu, ve kterém se
nepase jedno velké vypocetni zviratko, ale spousta malic¢-
kych. Re¢ bude o grafovyjch automatech.
Uvod
Grafovy automat se sklada ze spousty stejnych jednodu-
chych automat (mtzeme si je predstavit tfeba jako ma-
1é programy, omezeni viz nize), které jsou néjakym zptiso-
bem pospojovany a spolecné fesi néjaky slozitéjsi problém.
Abychom si nepletli pojmy, budeme dale grafovému auto-
matu jako celku fikat grafomat a pojmem automat budeme
oznacovat jednotlivé malé automaty obsazené v grafomatu.

Reéeno formélné, grafomat si miizeme pfedstavit jako oby-
¢ejny neorientovany graf? tvofeny mnozinou vrcholi a mno-
zinou hran mezi nimi. V kazdém vrcholu sidli jeden auto-
mat a hrany nam vyjadiuji to, jak jsou automaty mezi se-
bou propojené. Pro tcely tohoto seridlu si dovolime pojmy
vrchol a automat ve vrcholu zaménovat.

Aby navic mohl kazdy automat rozpoznat své sousedy, jsou

v kazdém vrcholu vSechny hrany, které z néj vychazi, ocislo-
vany navzajem riznymi ¢isly 0,1, 2, ... Jedna hrana pritom

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

na obou koncich mtize (ale nemusi) dostat rizn4 ¢éisla, takze
spiSe nez hrany cislujeme konce hran. Pokud budeme mlu-
vit o néjaké hrané z pohledu urcitého automatu, budeme
jejl konce nazyvat mistni a protéjsi.

Navic budeme pro jednoduchost predpokladat, ze ze vsech
vrchold vede stejny pocet hran. Grafim s touto vlastnosti
se Tika reguldrni, nebo ptfesnéji K-regularni, kde K je pocet
hran vychézejicich z vrcholu. To mimochodem znamené, ze
v celém grafu se nachézi pravé N - K/2 hran, nebot kazda
hrana méa 2 konce a koncti napocitime N - K.

Ukazku 2-regularniho a 3-regularniho grafomatu na 6 vr-
cholech s ocislovanymi hranami mizete vidét nize.
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Automaty a jejich pamét

Uz vime, jak grafomat vypada jako celek, ale jesté bychom
si méli popsat, jak vypadaji jednotlivé automaty ve vrcho-
lech. Jak uz jsme rfekli vySe, vSechny automaty musi byt
stejné — navzajem se budou odliSovat jen tim, co ktery
z nich dostane na vstupu, a tim, co uvidi okolo sebe.

Formalné vzato, budou to konecné automaty, o kterych
jsme psali perial ve 23. ro¢niky. Abychom je nemuseli pre-
cizné definovat, budeme si je radéji predstavovat jako velmi
jednoduché programy. V ptikladech a v fesenich budeme
programovat v Pythonu, sva feseni muzete psat ve svém
oblibeném jazyce, pokud si myslite, Ze je na to vhodny. Za-
vedeme ale nékolik omezeni, aby moznosti nasich programu
odpovidaly moznostem kone¢nych automati.

Pfedné omezime pamét: Kazdy automat si miize pamatovat
jen konstantné mnoho bitt informace nezévisle na velikosti
vstupu. Mzeme pouzit libovolny pevny pocet proménnych
néjakého libovolného, ovSem omezeného rozsahu. Smime si
napiiklad pamatovat ¢islo od 0 do 42, ale nemtzeme si po-
fidit proménnou, ve které bychom si spocitali poc¢et vrcholt
grafu — takova proménnd by musela mit horni mez zavislou
na velikosti vstupu, coz nemame dovoleno.

Druhé omezeni vyplyva z prvniho: V programech jednot-
livich automatti nemizeme pouzit rekurzi a pro vSechny
cykly musi existovat konstantni horni mez na pocet iteraci.

Zbyva urcit, jak spolu mohou automaty komunikovat. Kdy-
koliv jsou dva automaty propojeny hranou, vidi si navzajem
do paméti. Mohou si do ni ovSem jen nahlizet, ne ji jeden
druhému prepisovat. Pro pristup k paméti sousedit mame
v kazdém automatu k dispozici dvé pole indexovana mist-
nim ¢islem hrany (tedy od 0 do K — 1):

vvvvvv

S|[i] pfistupuje k proménnym souseda pfipojeného hranou
s mistnim ¢islem 4. Pomoci konstrukce S[i].promenna pte-
¢teme libovolnou sousedovu proménnou. Jen se nesmime
odkazovat na jeho pole P a S, tedy neni mozné se napfii-
klad zeptat na proménnou sousedova souseda.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/23-2-7
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Priubéh vypoétu a jeho ukonceni

Jak bylo naznaceno vyse, vypocet probiha v taktech. V kaz-
dém taktu se automat miize podivat na stav proménnych
svych sousedii a podle nich a svého vlastniho stavu provést
néjaky vypocet a modifikovat vlastni proménné. (Pokud bé-
hem taktu soused své proménné zménil, stale vidime jejich
stav z pocatku taktu.)

Kdyz se automat rozhodne, Ze uz pro néj veskerd prace
skoncila, muze zavolat specidlni instrukci stop. Od této
chvile az do konce béhu celého grafomatu uz tento auto-
mat nevykond zadnou akci. Jeho sousedé stale mohou ¢ist
jeho proménné, ale uz neni zadny zpisob, jak by jeho vy-
pocet mohl byt opét nastartovan. Poté, co instrukci stop
zavolaji vSechny automaty v grafu, konéi cely vypocet.

Druhou moznosti ukonceni viypoctu je ustdleni. Tim se mys-
li, ze se dva takty po sobé nezméni v zaddném automatu
hodnota jakékoliv proménné (rozmyslete si, pro¢ potfebu-
jeme dva takty a nestaci ndm jeden — souvisi to s tim, ze
automaty vidi stav proménnych souseda jakoby o tah na-
zpét).

Pokud se grafovy automat nikdy cely nezastavi (ani instruk-
¢l stop ani ustdlenim), je to Spatné a takovy program je
chybny.

Vstup je realizovan tak, ze se pred prvnim taktem vypo-
¢tu objevi ve smluvenych proménnych kazdého automatu
vstupni hodnoty (jaké a v jakych proménnych, to zalez
na uloze). Vystup je obdobny, po konci vypoctu by se ve
vSech automatech méla ve smluvenych proménnych nacha-
zet spravné vystupni hodnota.

Pii pocitani slozitosti nas bude zajimat jen pocet taktt do
zastaveni celého grafového automatu (na rychlosti vypoétu
jednotlivych automatt ve vrcholech nezalezi). Odhad po-
¢tu taktd staci délat jen asymptoticky (pomoci O-notace),
pokud to konkrétni loha nebude vyzadovat jinak.

Priklad 1 — hledani dosaZitelnych vrchola

Zaddni: Méjme 5-regularni graf na IV vrcholech a v kazdém
vrcholu proménnou a. Na zac¢atku bude ve vsech vrcholech
a = 0 s jedinou vyjimkou vrcholu A, kde bude a = 1. Po
konci vypoctu by mélo byt a = 1 ve v8ech vrcholech, kam
Ize z vrcholu A po hranéch grafu dojit.

Reseni: Pouzijeme princip prohleddvani grafu do &iiky —
kazdy vrchol bude sledovat své sousedy a ve chvili, kdy se
v néjakém z nich objevi a = 1, sdm si také své a nastavi
na 1. Az se hodnoty a ustali, viypocet se prirozené zastavi.
Program pro jednotlivy automat bude vypadat nasledovné:

# Proménné:
# a - rozsah 0..1
# i - rozsah 0..4, vychozi hodnota O

for i in range(5):
if S[il.a == 1:
a=1

Program vykoné nejvyse N taktt. Nejpomaleji pobézi, po-
kud ma graf tvar cesty. Jestlize bude graf ,hustsi“, program
mize dobéhnout mnohem rychleji — naptiklad pro tplny
graf vykondme jen 3 takty: v prvnim se vSude nastavia = 1
a zbylé dva slouzi pro ustéleni.

Priklad 2 — nalezeni protéjsiho vrcholu

Zaddni: Méjme 2-regularni graf na N vrcholech slozeny z je-
diného cyklu sudé délky (graf je tedy sudd kruznice dél-
ky N). Na zac¢atku je jeden vrchol oznafen: ma = = 1,

zatimco ostatni £ = 0. Chceme najit protéjsi vrchol a také
ho oznadit (nastavit mu x = 1).

Reseni: Pogleme si po kruznici signdly smérem doleva i do-
prava a ve chvili, kdy se potkaji, tak vime, Ze jsme nalezli
vrchol pfesné naproti. Zde pro ukazku pouzijeme zastaveni
pomoci stop, i kdyz by Slo napsat i verzi zastavujici usta-
lenim.

# Proménné:

# x - rozsah 0..1

# signal - rozsah 0..1, vychozi hodnota 0O

if x ==
# VySleme dvodni signal na obé
# strany a skoncime
signal = 1
stop
if S[0].signal and S[1].signal:
# Dostali jsme signdl z obou stran
x =1
stop

elif S[0].signal or S[1].signal:
# Signdl priSel alespoil z jedné strany
signal = 1
stop

Cely vypocet pobézi pravé N/2 takti.
Ukoly

Ukol 1 [3b]: M&jme 2-regulérni graf na N vrcholech (N je
deélitelné tfemi) slozeny z jediného cyklu. Na zacatku je je-
den vrchol oznaceny: ma x = 1, zatimco ostatni vrcholy
maji x = 0. Vasim tkolem je oznacit zbylé dva vrcholy ve
tfetinach kruznice. Tedy pokud si startovni vrchol oznacime
indexem 0, tak po konci béhu grafového automatu budou
oznadeny pravé vrcholy s indexy 0, N/3 a 2N/3.

Pokud vam to pomiize, mizete predpokladat, ze kazdy vr-
chol je spojeny hranou s mistnim ¢islem 1 se sousedem
po sméru hodinovych rucicek a hranou s mistnim ¢islem 0
s druhym sousedem (jako na obrazku v tvodu).

Ukol 2 [3b]: M&jme 5-regularni souvisly graf s jednim ozna-
¢enym vrcholem (bude mit na za¢atku proménnou a = 1,
ostatni vrcholy ji budou mit nulovou). Vasim tkolem bude
najit néjakou kostru tohoto grafu, tedy néjakou podmnozi-
nu hran takovou, ze stale spojuje vSechny vrcholy, ale ne-
obsahuje zadny cyklus.

Pro vystup pouZijte pole proménnych kostrali] obsahujici
pét prvki. Na zacatku bude toto pole v kazdém vrcholu
plné nul, na konci by v ném mély byt jednicky pravé na
pozicich, které odpovidaji mistnim ¢islim hran, které jsou
v nalezené kostfe (pozor, pamatujte na to, Ze mistni a pro-
téjsi ¢islo hrany nemuseji byt stejné a Ze je nutné nastavit
pole kostrali] na obou koncich hrany).

V predchozich dvou tkolech stacilo odhadovat pocet tak-
ti asymptoticky, nebylo by ale zajimavé zkusit si vyrobit
program, o kterém budeme védét uplné presné, jak dlouho
pobézi?

Ukol 3 [4b]: Vyrobte program, ktery bude na K-regularnim
grafu na N vrcholech (N > 1) bézet pfesné C - N kroki, kde
C bude néjaka konstanta, kterad muize zaviset na velikosti K.
Pokud se vam vSak povede C' stanovit pevné (bez zavislosti
na K), bude to jesté lepsi. Pokud vam to pomuZe, muzZete,
jako v predchozich tikolech, predpokladat, Ze pravé jeden
vrchol bude néjakym zptisobem oznacen.



Mozné uz zacinate byt nervézni, uz je skoro konec seridlu
a jesté nebylo ani slovo o tradiénim uzavorkovani. Nebojte
se, zde prichazi:

Ukol 4 [5b]: Vasim tkolem bude zkontrolovat spravnost
uzavorkovani skladajiciho se z levych a pravych zavorek.
Spravné uzavorkovani je takové, kde jsou zavorky spravné
sparovany a pary se nekiizi.

V feci grafomatu budou zavorky zakédované hodnotami ve
vrcholech 2-reguldrniho grafu (kruznice) na N vrcholech:
v prvinim vrcholu bude zapsana prvni zavorka, ve druhém
druhéd, a tak dale. Posledni vrchol pak bude navic hranou
spojen s prvnim, aby byla kruznice uzaviena.

Zavorky budou zapsany pomoci proménné zavorka a to tak,
Ze hodnota 1 bude odpovidat levé (oteviraci) zévorce a hod-
nota —1 pravé (uzaviraci) zavorce. Navic bude prvni vrchol
oznacen pomoci prvni = 1, aby Sel jednoduse poznat.

Na konci béhu by ve vSech vrcholech méla byt nastavena
proménnd vystup na hodnotu 1, pokud bylo uzavorkovani
korektni, nebo na hodnotu 0, pokud nebylo.

3 http://mo.mff.cuni.cz/p/56/zadani-1.html#P-I1-4

4 http://en.wikipedia.org/wiki/Conway’%27s_Game_of _Lifd
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Par slov zavérem

S grafomaty jste se jiz mohli potkat pfi studovani starych
ro¢nikt Matematické olympiady kategorie P. Nase grafo-
maty jsou velmi podobné (ale ne identické — t¥eba se 1isi
v podminkdch zastavovani), takze se pro inspiraci muzete
podivat i na studijni texty a tlohy 56. roéniku olympiady.?

MozZné vam grafomaty pfijdou jako zajimavy teoreticky mo-
del, ktery nemé s praxi pranic spole¢ného. Opak je vsak
pravdou. Specialni verzi grafomat jsou tfeba takzvané bu-
nécn€ automaty a nejznaméjsi z nich je asi Conwayova hra
Zivot.* Ta se svym fungovanim blizi svému biologickému
predobrazu — bunky v téle slozitéjSich organismt jsou ta-
ké Casto jedna jako druhd (alespoili v rdmci stejné tkané) a
kazda z nich reaguje jen na to, co ,,vidi“ okolo sebe.

Mimo to grafomat mizZeme povazovat za jeden z dosti rea-
listickych modelu paralelnich pocitacu. Z fyzikalnich zako-
ni totiz plyne, ze vzdéalené procesory spolu nemohou komu-
nikovat okamzité (kvili koneéné rychlosti svétla) a ze kazdy
procesor mize komunikovat pouze s velmi omezenym po-
¢tem sousedt (kvili omezené dimenzi prostoru). Obé ome-
zeni grafomat pomérné vérné zachycuje.

Jirka Setnicka


http://mo.mff.cuni.cz/p/56/zadani-1.html#P-I-4
http://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_Game_of_Life

Recepty z programatorské kucharky: Hledani v textu

Retézec je v podstaté jakakoli posloupnost symbolé zapsa-
né za sebou a s nimi budeme v této kapitole pracovat. Kaz-
dého napadne ,vyhledavani v textu“ nebo ,hledani jmen
v telefonnim seznamus ale fetézce najdeme i na nizSich
arovnich informatiky. Napiiklad celé ¢islo zakédované v bi-
narni soustavé, které dostaneme na vstupu programu, je
také jen fetézec nul a jednicek.

Jiny priklad pouziti Fetézci (a jejich algoritmi) najdeme
v biologii. DNA neni o mnoho vice, nez chytré uloZeni po-
sloupnosti ¢tyf znakii/nukleovych bazi — a chceme-li hledat
vzory anebo konkrétni podposloupnosti, bude se nam hodit
znalost zdkladnich algoritmii pro praci s fetézci.

Neméame bohuzel Sanci vysvétlit vsechny algoritmy s fetéz-
ci, protoze je priliS mnoho moznjch véci, co s fetézci délat.
Pievadénim Fetézcii na cisla (heSovadnim) jsme se vénovali
v jiné kuchafce, v této se budeme soustredit na algoritmy,
které se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tvodu popiSeme dva stavebni kameny textovych
algoritmi, coz bude jedna datova struktura pro slovniky
(trie) a jedno vyhledani v textu s pfedzpracovanim hleda-
ného slova (a jeho rozsifeni pro vice slov). S jejich znalosti
se pak mnohem snéze vymysli feseni slozitéjsich, realnéjsich
problémi.

Jak Fetézce chapat

Kdyz programétor déla prvni kricky, ¢asto moc netusi, co
s témi fetézci vlastné mize a nesmi délat. V programovacim
jazyce to je jasné — néco mu jazyk dovoli a na néco nejsou
prostfedky. Ale jak to je na tirovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zacatku, fetézec bude posloupnost néja-
kych symbol, kterym fikame znaky. Tyto znaky jsou z né-
jaké mnoziny, které ¥ikdme abeceda. Abeceda mize byt jen
{0, 1} pro ¢isla v bindrnim zapisu, klasické {A-Z, a-z} pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové
sady Unicode, kterd mé az 23! znakt. Nezapominejme, ze
nejenom pismena a Cislice, ale i mezery a interpunkce jsou
znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pii odhadu slozitos-
ti by bylo pfilis troufalé, a tak budeme velikost abecedy
oznadovat |X|. Abeceda sama se v textech o Fetézcich ¢asto
znadi feckym X.

O znacich samotnych predpokladame, Ze jsou dostateéné
malé, abychom s nimi mohli pracovat v konstantnim case,
podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich kapitolach.

Nyni hlavni otazka — mame chapat retézec jako pole znak,
nebo jako spojovy seznam? Salamounsks odpovéd: miizeme
s nim pracovat tak i tak. Kdyz budeme potfebovat prevést
Fetézec na spojovy seznam (protoze se nam hodi rychlé pre-
pojovani Fetézcil), tak si jej pfevedeme. Tento pievod nés
samoziejmé bude stat cas linearné zavisly na délce Fetéz-
ce. Budeme ji dale znacit L; casova slozitost prevodu bude

O(L).

Standardné se ale pocita s tim, ze Fetézec je ulozen v poli
nékde v paméti (jiz od zad¢atku algoritmu), takze ke kazdé-
mu znaku mizeme pristupovat v konstantnim case.

Jelikoz jsme fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime
zapominat ani na prdzdny tetézec . A kdyz uz mame feté-
zec, urcité mame i podretézec — souvislou podposloupnost
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znaktl jiného fetézce. Napiiklad BAR, RET, € i KABARET jsou
podietézce slova (fetézce) KABARET; KAT vSak podfetézcem
neni.

Casto nas budou zajimat dva zvlastni druhy podietézci.
Pokud ze slova odstranime néjaky souvisly tisek na konci,
vznikne podfetézec, kterému fikame prefiz (Cesky pfedpo-
na), a pokud odstranime néjaky souvisly usek ze zac¢atku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABA-
RET, KABA je zase jeho prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny
fetézec — to znamena, Ze slovo je samo sobé prefixem i su-
flixem. Pokud chceme mluvit o prefixech, suffixech nebo
obecné podrietézcich, kde jsme museli alesponn jeden znak
odtrhnout, oznacime takové podietézce jako vlastni.

Pro nékterd pouziti fetézct je dilezité, abychom je mohli
porovnavat — kdyz mame Fetézce R a S, chceme rozhod-
nout, ktery je mensi, a ktery je vétsi. Jaké piesné toto uspo-
rfadani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva
tzv. lexikografickeé uspordddnyi.

Pro lexikografické usporadani potiebujeme nejprve zadané
linearni usporddéani na znacich. Tim se mysli takové, kde
jsou vSechny prvky navzajem porovnatelné a v podstaté to
znamend, ze jsou usporadany v jedné fadé za sebou (kromé
binarniho 0 < 1 se Casto pouziva ,telefonni“ A = a < B =
b < ... < Z = z, které je ovSem linearni az na velikost
znaki).

Kdyz méame zadané usporadani na znacich, na vSechny fe-
tézce je rozsifime nasledovné: Nejkratsi je prazdny retézec.
Ostatni fetézce tfidime podle jejich prvniho znaku. Jestli-
ze se prvni znak shoduje, tak podle druhého znaku, atd.
Pokud pfitom znaky jednoho z fetézci dojdou driv, pro-
hlasime tento fetézec za mensi.

Plati tedy tfeba ¢ < A < AUTO < AUTOBUS < AUTOGRAM <
AUTOR < BAMBITKA < BARNABAS < Z.

Adresar pomoci trie

Typicky ,textovy“ problém je udrzovani mnoziny fetézci
— muzete si predstavit tfeba slovnik. Slova ve slovniku si
chceme Sikovné predzpracovat, abychom pak mohli efek-
tivné odpovidat na otazky typu: ,Je slovo S obsazeno ve
slovniku?* Muzeme také po predzpracovani chtit pridavat
nové polozky, nebo i odebirat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat slova, mizeme pouzit he-
Sovani, které je rychlé a u¢inné. Vice o ném najdete v he-
Sovaci kuchafce.> M4 vsak tu nevyhodu, Ze pfi velkém za-
plnéni se za¢ne chovat pomaleji a mirné neptredvidatelné.

Ukazeme si jiné feSeni, které je také asymptoticky rychlé a
neni ani pfili§ naro¢né na pamét. Vyuziva stromové struk-
tury a k4 se mu trie (vyslovujeme Cesky ,tryje“ a anglicky
jako ¢ést slova retrievaly z néhoz slovo trie vzniklo). V ¢es-
tiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom:

Trie bude zakofenény strom. V prvnim patie se bude vétvit
podle prvniho pismene slova, ve druhém podle dalsiho, a tak
dale.

Obrézek vyda za tisic definic, pojdme se podivat, jak vy-
pada trie pro slova AHOJ, AT, KSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA.
Pro prehlednost pismena misto na hrany kreslime do nasle-
dujicich vrcholu:
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Vsimnéte si, Ze vrcholy v hloubce h (tedy v h-tém patie
trie) odpovidaji prefixim délky h zadanych slov. Napiiklad
prefixy délky 2 jsou AH, AT, KS, TR a TY. Hrana mezi prefixy
vede pravé tehdy, lze-li jeden z druhého ziskat pripsanim
pismene na konec.

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak
jsme ji definovali: kazdé slovo ze slovniku budeme procha-
zet znak po znaku a bude-li néjaka hrana chybét, tak ji
vytvorime a pokracujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konéi slovo
ze slovniku a kde kon¢i jen jeho prefix. Standardni zpi-
soby, jak to vyftesit, jsou dva: bud si do kazdého vrcholu
pridame informaci o tom, je-li koncem celého slova nebo ne
(jak je to naznaceno dvojitymi krouzky v obrazku), anebo
si rozsirime abecedu o specidlni znak, ktery se v ni pred-
tim nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem sloviim pfilepime
tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo ve slovniku, po pri-
chodu trii zkontrolujeme jesté, jestli z konecného vrcholu
vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcho-
lech trie reprezentovat hrany do delSich prefixi. Abychom
mohli vyhledavat skutecné linearné, potfebovali bychom
umét v konstantnim case odpovédét na otazku ,ma vr-
chol P potomka pies hranu se znakem c7¢.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom
mit v kazdém vrcholu pole indexované znaky abecedy. To
ovSem znamend, Ze takové pole budeme muset vytvorit,
a tedy alokovat |X| poli¢ek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou naroénost trie (a ¢asovou naroénost je-
ji stavby) na O(D-|X|), kde D znadi velikost vstupu, ¢ili
soucet délek vSech slov ve slovniku. To je naprosto piijatel-
né pro malé abecedy, ale uz pro {A-Z,a-z} je tento faktor
roven 52 a pro Unicode je takova alokace nemyslitelna.

Jak z toho ven? Muzeme oZelet konstantni rychlost dotazu
a pouzit namisto pole tfeba binarni vyhledavaci strom ne-
bo hesovaci tabulku vSech znakt, kterymi aktualni prefix
miize pokracovat. Nebo mizeme kazdy znak velké abecedy
zapsat pomoci nékolika znakd mensi abecedy. Tou men-
§i abecedou muze byt tfeba {0,1}. Tehdy nahradime kaz-
dy znak pivodni abecedy [log, |2|] novymi (jeho zépisem
ve dvojkové soustavé). Tim se Casové slozitost konstrukce
zlepsi na O(D -log |X|) a ¢asova slozitost dotazu na slovo
délky L zhorsi na O(L -log |X|).

A jsme hotovi! S trii miZzeme v linedrnim ¢ase odpovidat
na dotazy ,,Vyskytuje se dané slovo ve slovniku?“, pridavat

a odebirat dalsi polozky za béhu a nejen to — vic o tom ve
cvicenich.
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Poznamky

Checete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pas-
calu, podivejte se do knihy Algoritmy a programovact tech-
niky.

Triim se také fika prefizové stromy, coz popisuje, ze kazdy
vrchol odpovida prefixu nékterého slova ve slovniku.
Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat
v textu v linedrnim c¢ase. Muzeme preci postavit slovnik ze
vSech slov v daném textu, a pak prochéazet prislusnou trii.
M3 to ale par hacki: jednak je casto hledany fetézec krat-
ky, ale text se nevejde do paméti. Druhak, pokud bychom
pouzili jako oddélova¢ mezery, mohli bychom hledat jen
jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi kusy véty.
Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjakd mo-
difikace trie, ktera umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano,
jmenuje se suffizovy strom a jdou s ni délat spousty kras-
njch kouskil. Rika se, Ze kazdou fetézcovou tulohu lze fesit
v linedrnim ¢ase pomoci suffixovych stromi. Vic se o nich
doétete tieba v knizce Krajinou grafovich algoritmad.b
Cviceni

Reknéme, Ze chceme slovnik na vstupu setfidit v lexikogra-
fickém porfadi (definovaném v sekci ,Jak Fetézce chapat“).
Problémem pro klasické t¥idici algoritmy je to, Zze porovna-
ni dvou fetézct neni bohuzel konstantné rychlé. Vymyslete
zpusob, jak settidit takovy slovnik rychle pomoci trie.
Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytecné
vrcholy trie, tedy ty, v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete
si, jestli by nééemu vadilo misto takovychto cest mit jen
jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhledédvani?
Mimochodem, je celkem jasné, ze takovato komprimovand
trie prinese jen konstantni zrychleni dotazii i prostoru, a
tak na soutézich apod. stac¢i pouzit zakladni variantu.

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlou-
hy text a kratké slovo. Slovo si muzeme néjak predzpraco-
vat, nacez projdeme co nejrychleji text a nahlasime jeden
nebo vsSechny vyskyty slova. Zajimaji nas pfi tom i vysky-
ty, které se navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo
NANA vyskytuje dvakrat. Casto se hovoii o ,hledani jehly
v kupce sena“, procez se textu prezdiva semo a hledanému
slovu jehla. Délku jehly oznacime J a délku textu S.

Predstavme si nejdfive hledané slovo jako spojovy seznam,
tfeba slovo INSTINKT:

O OnOROROROROROR0

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kont-
rolovat, zda se text shoduje s nasim slovem/spojovym se-
znamem. Pokud by si znaky odpovidaly, sko¢ime na dalsi
znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemutzeme jen skocit na dalsi znak textu —
co kdybychom v textu narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového sezna-
mu, ale i zpatky v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili
jako odpovidajici, a zkouset porovnavat s jehlou znovu od
zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus ne-
bude linearni, protoZe se musi vracet zpét v textu o délku
jehly.

Sice je predchozi popis skuteéné v nejhorsim ptipadé slozi-
ty O(S-J), avsak sta¢i mald Gprava a slozitost pfejde na
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linedrni O(S + J). Ve skuteénosti algoritmus nezpomalova-
lo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se
vraceli prilis zpatky.

Tteba v nasem prikladu s textem INSTINSTINKT se nemu-
sime vracet ve spojovém seznamu na zacatek, jakmile na-
C¢teme INSTINS. Mohli jsme se vratit jen na druhy znak,
tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, mizeme po-
kracovat dale v ¢teni a nevracime se v textu. Kdyby text
byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po nacteni B na
zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali
déle bez zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy uréime policko
spojového seznamu, na které sko¢ime, pokud se nasleduji-
ci znak v textu lisi od toho ocekévaného. Poradové cislo
tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bu-
de funkce definovana pomoci pole, kde F[i] bude poradové
¢islo policka, na které se ma skocit z policka ¢islo i. Porov-
névat pak budeme s nasledujicim znakem. Pokud F[i] = 0,
znamend to, ze mame zacit porovnavat uplné od prvniho
znaku jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, muzete se na nas
spojovy seznam divat jako na graf a hovofit o zpétnych
hrandch.

Zatim jsme ale pfesné nepopsali, na které policko presné
bude zpétna funkce ukazovat. Necht chceme urcit zpétné
poli¢ko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pracujeme ted s pre-
fixem INSTIN. Selsky feceno, chceme najit ,konec slova IN-
STIN takovy, ze je stejny, jako zacatek slova INSTIN®.

Abychom n&s pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpét-
nym polickem pro jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo
ABABABC a my urcovali zpétné policko pro ABABAB? Kdy-
bychom ukézali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné,
protoze pak bychom pro text ABABABABC nezahlasili vyskyt
jehly, coZz je jasna chyba. Musime se vratit uz na ABAB!

Zajimé nas tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako
zacéatek, ale nejdelsi takovy konec/suffix. A jesté navic ne
jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni“ — slovo INSTIN je
samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by
se neméla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pra-
vé urcovali hodnotu zpétné funkce pro znak ¢islo 7, kterému
odpovidé prefix P, pak jeji hodnota bude délka nejdelsiho
vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, ze je zdroven
prefixem P.

Pro slovo INSTINKT vypada spojovy seznam se zpétnou
funkei (zakreslenou pomoci ukazateld) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slo-
zitost? A jak spocitat zpétnou funkci?

Poperme se nejdiive s tou prvni. Pro kazdy znak vstup-
niho textu mohou nastat dva pfipady: Bud znak rozsiruje
aktudlni prefix, nebo musime pouzit zpétnou funkci. Prvni
piipad m4 jasné konstantni slozitost, druhy je horsi, nebot
zpétnd funkce muze byt pro jeden znak volana az J-krat.

~10 —

Pti kazdém volani vSak klesne poradové c¢islo aktualniho
stavu (policka) alespon o jedna, zatimco kdykoliv stav pro-
dluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady mize byt nejvyse tolik, kolik bylo vsech prodlou-
zeni, ¢ili kolik jsme precetli znakt textu. Celkem je tedy
pocet kroku automatu linedrni v délce textu, O(S).

Konstrukci zpétné funkce provedeme malym trikem. VSim-
néme si, ze F[i] je presné ¢islo stavu, do néjz se dostane-
me pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu na fetézec,
ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Proc to tak je? Zpétna funkce ik, jaky je nejdelsi vlastni
suffix daného stavu, ktery je také stavem, zatimco policko,
ve kterém po i krocich skonc¢ime, oznacuje nejdelsi suffix
textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druhé pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu za-
branime odstranénim prvniho znaku.

Takze F ziskame tak, ze spustime vyhledavani na ¢ast sa-
motné jehly. Jenze k vyhledévani zase potfebujeme funk-
ci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret po-
stupné od nejkratsich prefixt. Ziejmé F[1] = 0. Pokud jiz
méme F[i], pak vypocet F[i + 1] odpovid4 spusténi auto-
matu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji
jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet
vzdy znovu od zacdtku — (i 4+ 1)-ni prefix je pfeci prodlou-
zenim i-tého prefixu o jeden znak. Stac¢i tedy spustit algo-
ritmus na jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy
bude prochézet — to budou pfesné hodnoty zpétné funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce J — 1, a proto pobézi
v éase O(J). Casovd slozitost celého algoritmu tedy bude
O(S + J). Dodéame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé po-
psali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se
mu fikda KMP. Naprogramovany bude vypadat nasledovné
(¢teni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[l..J] of char; { jehla }
Text: array[1l..S] of char; { seno }

F: array[1..J] of integer;
I, J: integer;

{ zpétna fce }
{ pomocné promé&nné }

function Krok(I: integer; C: char): integer;

begin
if (I < J) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok := 1 + 1
else if I > 0 then
Krok := Krok(F[I], C)
else
Krok := 0;
end;

begin { konstrukce zpé&tné funkce }
F[1] := 0;
for I := 2 to J do
F[I] := Krok(F[I-1], Slovo[I]);
{ prochézeni textu }
J := 0;
for I := 1 to S do begin
J := Krok(J, Text[I]);
if J = J then
writeln(I);
end;
end.



Poznamky

® Pro anglicky nebo cesky text je pouziti takto sofistikované-
ho algoritmu skoro skoda, protoze v obou jazycich se stava
jen méalokdy, ze bychom meéli nékolik slov spojenych dohro-
mady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény naivni
algoritmus. Na soutézich a olympiadach ale piste radéji al-
goritmus KMP.

® HesSovani lze pouzit i na vyhledavani fetézce v textu. Ob-
zv14§té vhodné jsou na to rolling hash functions (,,0kénkové
hesovaci funkee®), které umi v konstantnim ¢ase pfepodcitat
hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku a pridame-li jiny na
konci — jako kdybychom se divali na text skrz posouvajici
se okénko.

Cviceni

® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledédvame vice slov, ne jen jedno,
a algoritmus musi vypsat vSechny vyskyty na vystup, mui-
zeme se dobrat vyssi nez linearni slozitosti v zavislosti na
vstupu. Na ¢em potom takova Casova slozZitost také zalezi?

® Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci pro
vyhledavani jedné jehly.

Vyhledavani jehelnicku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale ce-
1y jehelnicek, ¢ili seznam hledanych slov? I to lze fesit po-
dobnou metodou, jakou jsme hledali jedno slovo. Tento al-
goritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spocCiva v tom, ze jednoduchy spojovy seznam nahradime
trii a do trie opét pridame zpétné hrany.

Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskla-
dame jehelnicek do trie. Pro pfiklady v této kucharce pou-
7ijeme jehelni¢ek ARAB, ARARA, ARARAT, BAR, BARA, BARABA,
RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych hran. Nej-
prve jsme sestrojili zpétnou hranu pro prvni znak slova, pak

vvvvvv

Na prvni pohled se mtze zdat, ze bychom mohli automat
sestrojit tak, ze bychom vyrobili KMP pro prvni slovo, pak
KMP pro druhé slovo s vyuzitim struktury prvniho atd.,
ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do
predka. Napftiklad pro slovo BARAB
povede zpétna hrana do slova ARAB,
z toho do slova RAB a z toho do B.
Kdybychom ale zkonstruovali auto-
mat vySe popsanym zplisobem (a za-
Cali slovem BARAB), nebude existo-
vat v trii ani ARAB, ani RAB, takze
bychom vedli zpétnou hranu chybné
do B.

Mizeme se ale opfit o stejny trik,
jako pii konstrukci KMP. Budeme
opét vyhledavat nejdelsi vlastni suf-
fix. Kam dojde vypocet po jeho vy-
hledani, tam povede zpétna hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit celou
trii a pak postupné vyhledat nejdelsi
vlastni suffix pro kazdé slovo. Ouha,
to také nefunguje. Kdyz za¢neme slovem BARABA a bude-
me tedy vyhledavat ARABA, nalezneme v trii ispéSné prefix
ARAB, ale ARABA jiz v trii neni. Méli bychom pfrejit ze slova
ARAB po zpétné hrané, ale tu jesté nemame zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov budou prvni
vrstva, druhé znaky budou tvofit druhou vrstvu atd., az
1-té znaky slov budou tvorit i-tou vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy
tedy povede do vrstvy s nizsim pofadovym c¢islem. Pokud
tedy budeme zpétné hrany konstruovat po vrstvach, dojde-
me kyzeného vysledku.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné,
kdyz je musime vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté
vzit slovo, pro které hleddme zpétnou hranu, utrhnout mu
prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.

Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARA-
BA v jiz zkonstruované ¢asti automatu, ale pro¢ to délat
celé, kdyz jsme pri konstrukei predchozi vrstvy vyhledavali
ARAB pii konstrukei zpétné hrany pro BARAB?
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Pri konstrukci dalsi zpétné hrany tedy najdeme akorat, kde
jsme minule skoncili, a odtamtud pokracujeme dél. Jak to
najdeme? Z otce naseho vrcholu tam prece vede zpétna hra-
na. Takze muzeme postup shrnout do bod:

. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hledame
zpétnou hranu);

. presuneme se do otce;

. pfesuneme se po zpétné hrané;

. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni,
pfesouvame se po zpétnych hranéch;

. pokud existuje syn se znakem c, natdhneme do néj zpétnou
hranu z P, jinak ji natahneme do kofene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce se-
stava z konstrukce trie v O(J - |X)), resp. O(J - log |X]) (po-
kud pouZijeme binarni strom ve vrcholech) a z pfedpocita-
ni zpétnych hran. Pri pfedpocitavani udélame néjaky kon-
stantn{ podet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(J))
a také paralelné vyhleddvame vsechny jehly z jehelnicku,
jejichz vyhledani nés stoji O(J), resp. O(J -log |X|).

Tedy konstrukce trvé celkem O(J - |X|), resp. O(J -log|X|),
pamétova narocnost je stejnd jako u trie — O(J - |X|), resp.
O(J), pfidali jsme jen O(.J) zpétnych hran.

Projdeme tedy automatem text BARABARARAT. Ohlasi po-
stupné nélez slov BAR, BARA, BARABA, BAR, BARA, ARARA a
ARARAT.

Nenalezl vSak vSechno. Chybi mu napf. ARAB, ktery zac¢ina
druhym znakem a koné¢i patym. Dale chybi nékolik vyskyta
RA a jeden RAB.

Kdyz byl na patém znaku, byl ve stavu BARAB, jehoZ suffi-
xem je ARAB. Obecné na suffixy zapominidme — narozdil od
KMP, kde suffix aktudlniho stavu nikdy nebyl jehla, tady
jehlou byt mtize.

V kazdém stavu bychom te-
dy meéli projit vSechny suffixy
a zkontrolovat je, jestli ndho-
dou nejsou jehlami. Jak na-
jdeme vSechny suffixy? Pro-
jdeme postupné po zpétnych
hranéch az do kofene. M4 to
jen jeden problém — je to po-
malé.

Predstavme si napfiklad slov-
nik obsahujici A a AAAA...A
(délky J — 1). Budeme-li jim
vyhledavat v textu AAAA...A
délky S > J, projdeme prak-
ticky pro kazdy znak az J —1
zpétnych hran, ¢imz slozitost
naroste az na nepouzitelnych
O(Ss-J).

Vsimnéme si vsak, ze vétsi-
nou zpétnych hran jsme prosli aplné zbytecéné. Predpodi-
tame si tedy zkratky — z vrcholu vede zkratka do nejdelsiho
jeho suffixu, ktery je jehlou. Na obrazku jsou vyznaceny
dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran casovou slozitost konstrukce
automatu jisté nezhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim p¥ipa-
dé projit vSechny zpétné hrany jesté jednou.

Potfebujeme-li ohlasit vsechny vyskyty slov véetné pozi-
ce, kde se nachéazeji, jsme hotovi. Vysledna ¢asova slozitost
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prohledavani bude O(S + O), resp. O(S -log|X| + O), kde
O je velikost vystupu — pocet vyskyt vSech slov.

Celkova casova slozitost prohledavani véetné stavby au-
tomatu tedy bude O(O + S + J-|X]), resp. O(O + (S +
J)-log|%]).

Jak velky miize byt vystup? Obec-
né az S2. Extrémné velky vystup
je mozné vygenerovat tieba slov-
nikem obsahujicim vSechny prefi-
xy slova AAAA...A délky S a se-
nem taktéz AAAA. . . A délky S. Au-
tomat pak hlasi vyskyt pro kazdé
podslovo, kterych je fadové S2.
Pokud nam stac¢i u kazdého slova
jen pocet vyskytl, nemusime zou-
fat — zavislost na pocétu vyskyta
umime odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozi-
ci zapocitame pouze nejdelsi jehlu,
kterd tam konéi (u kazdé jehly si
budeme udrzovat ¢itac). Nebude-
me tedy v kazdém kroku poskako-
vat po zkratkach az do aleluja, ale
maximalné jednou. Diky tomu ndm z ¢asové slozitosti zmizi
velikost vystupu.

V nasem prikladu se senem BARABARARAT tedy na konci
budeme mit ulozeno, Ze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x,
ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2Xx a BARABA 1x. RA a RAB nemaji
hlaseny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy
vrchol spocitame soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoctu bude mit RA tii vyskyty a RAB jeden
vyskyt; celkovy pocet vyskyti pak bude 12.

Poznamky

® Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou konecné

automaty a regularni vyrazy, o kterych jsme méli serial ve
23. roc¢niku.

Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasicko-
vou v rozumné dobé napriklad pfi soutézi, pokud tento al-
goritmus nemate opravdu pod kuzi. Radsi zkuste pouzit
hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cviceni
Redukci o velikost vystupu mtzeme provést i pro pfipad,
kdy vystup nebudeme vypisovat, ale staci nam mit jej ulo-
zeny v paméti. Vymyslete vhodnou tpravu triku s ¢itacem.
Zkuste si implementovat Aho-Corasickovou vlastnoruéné ve
svém oblibeném jazyce, abyste si byli jisti, Ze doopravdy
chapete vSechny zaludnosti tohoto algoritmu.

Martin Bohm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda



Vzorova feSeni ¢tvrté série dvacatého Sestého roéniku KSP

26-4-1 Kaminkovy solitér

Mmnoho fFesitelti odeslalo spravna feseni, to nas moc tési.
Leh¢i varianta

Leh¢éi varianta byla, jak mnozi poznali, Eukliduv algorit-
mus na zjistovani nejvétsiho spole¢ného délitele (nsd). Viz
kuchaika o teorii ¢isel.”

Spravnou odpovédi tedy bylo, Ze ndm na kazdé hromédce
zbude nsd(a,b), kde a a b jsou pocty kaminkl na jedné a
druhé hromadce.

Nekteri fesitelé si povolili odéitat i stejné velké hroméd-
ky od sebe, to pak vede k tomu, ze celkovy pocet zbylych
kamink® bude nsd(a, b).

Yy,

Tézs1 varianta
Jak se ndm zméni tloha pro vice hroméadek?

S hromadkami, které maji 0 kaminkt, se vyporadame tak,
7e je prosté zahodime, ty ndm nijak nemohou ovlivnit pri-
béh hry ani celkovy vysledek (protoZe ode¢tenim této hro-
madky od jiné se stav hry nezméni).

Nyni musime dokézat, Zze nsd(a, b, ¢) = nsd(a, nsd(b, ¢)).

Vime, 7ze a > 0,b > 0,¢ > 0 (jinak bychom je neuvazovali
mezi hroméadky). Déle plati, Zze a =g-a’, b=g-V,c=g-.
Navic plati, Ze nsd(b,¢) = g - 2/, protoze nsd(b, ¢) ziskdme
odecitanim hroméadek b a ¢ od sebe. Vzdy tu vyssi od¢itame
od té nizsi, a tim zlistane g zachovano. To plati proto, ze
b—c=(g-V)—(g-c)=g- (@ —¢). Pak plati, ze pokud
g = nsd(a, b, c), pak i nsd(a,g-2") = g.

Tedy spravna odpovéd byla, Ze na kazdé hroméadce zbude
nsd(h;), piipadné Ze zbude pravé nsd(h;) (pokud si Fesitel
povolil odéitat od sebe i stejné velké hromddky). Dokaza-
né pozorovani nsd(a, b, ¢) = nsd(a, nsd(b, ¢)) vyuzijeme pro
nas algoritmus, ktery bude umét v O(1) poradit dalsi tah
hry. Algoritmus bude vypadat takto:

Nejprve zahodime hromadky, které maji hodnotu 0. Nyni
vezmeme 1. a 2. hromadku, od¢itame vzdy od vétsi men-
§i, dokud nemaji stejnou hodnotu (kterd je, jak uz vime,
nsd pivodnich hodnot téch dvou hromadek). Poté to samé
provedeme s 2. a 3. (zde dostdvame nsd ptivodnich hodnot
vSech pfedchozich hromédek a té aktualni), pak se 3. a 4.,
.., (n—1)-tou a n-tou. Tim jsme ziskali na n-té a (n —1)-
té hromadce nsd vsech hromadek. Nyni potfebujeme tento
délitel dostat k predchozim. Tedy provedeme od¢itani hro-
madek zpétné (nejprve s hromadkou n — 1 a n — 2, pak
sn—2an—3,...,1a2). Kdyz skon¢ime, madme na vsech
nenulovych hromadkach nsd(h;) a 0 na nulovych.

Vojta Sejkora

26-4-2 Vyroba amuletu

Uloha se znaéné podobé znamému problému hledani nejdel-
$i spolecné podposloupnosti, popsanému napt. na Wikipe-
dii,® véetné velice pfimodéarého feseni. Zmiliujeme se o ném
i v nasi kuchafce o dynamickém programovani,® ale algo-
ritmus popsany tam by se htife upravoval pro potieby nasi
ulohy.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisell

Ptredpokladejme nejdiive pro jednoduchost, Ze ceny vSech
koralkl jsou stejné, cg = c¢ = ¢ = 1. Upraveny amulet
bude obsahovat tfi druhy koralkd: nové (které jsme vy-
robili pro potfebu hesla), recyklované (které jsme pouzili
z ptvodniho amuletu jako soucast hesla) a zbytecné (které
zbyly z ptivodniho amuletu, ale nejsou pouzity k vytvoreni
hesla).

My hledame feseni s co nejméné novymi koralky. Ale jezto
novych a recyklovanych dohromady je vzdy stejné (jako dél-
ka hesla), miZeme zrovna tak hledat feseni obsahujici nej-
vice recyklovanych koralkd. Vzhledem k tomu, ze recyklo-
vané koréalky tvoii (z definice) spoleénou podposloupnost
amuletu a hesla, miizeme pouzit algoritmus z odkazovaného
¢lanku pro nalezeni jejich nejdelsi spole¢né podposloupnos-
ti (NSP), a tak zjistit, které koralky chceme v optimalnim
feSeni recyklovat.

Ukazme si to na prikladu pro amulet RRRGGGBBB a heslo
RGBRGB:

Pivodni amulet RRRG GGBBB
Heslo R GBR GB
NejdelSi spol. podposl. R G GB
Vyrobeno BR
Novy amulet RRRGBRGGBBB
Typ koralku rZZINMNZITZZ

Z vystupu algoritmu kromé samotné podoby NSP (RGGB)
snadno zjistime, i na jakych pozicich v amuletu a hesle se
tyto recyklované koralky budou nachéazet. Jednim pricho-
dem NSP si tedy mizeme ke kazdému recyklovanému ko-
ralku ulozit jeho pozici v puvodnim amuletu, a z toho uz
snadno dopocitame, kam se vkladaji koralky nové.

Tady je trochu problém s interpretaci zadani, nebot pfi-
davanim novych koralkd se ndm ptvodni posouvaji a neni
prilis jasné, co vlastné znamend -ty koralek“. V piikla-
du vyse nejprve vypiSeme ,vloz modry kordlek za ctvrty*
a pak Cerveny za ... ¢tvrty, nebo paty? Nejjednodussim
zpusobem, jak se problému elegantné zcela vyhnout, je vy-
pisovat pfridané koralky odzadu. Tak nadm zadny pridany
koralek nemuzZe ovlivnit ¢islovani mist, na ktera budeme
pridavat pozdéji. V nasem ptipadé€ by to tedy znamenalo
nejdiive vlozit Cerveny koralek za ¢tvrty a pak modry za
¢tvrty (¢imz se Gerveny odsune o jednu pozici doprava).

Slozitosti algoritmu dominuje hledani NSP, které zvladne-
me v Case a paméti O(|A|- |H|), kde |A] je délka ptivodniho
amuletu a |H| je délka hesla. Zbyva se vyporadat s tim, Ze
vyrobni ceny koralk nemusi byt jednotkové. Ale neni tézké
si rozmyslet, Ze algoritmus NSP mutzeme jednoduse upravit
tak, aby misto nejdelsi hledal nejdrazsi spole¢nou podpo-
sloupnost. Prosté v§ude misto délek posloupnosti poc¢itame
jejich ceny a pri rozsifovani posloupnosti misto jednicky
pri¢itame cenu pridavaného koralku. Slozitost tim nijak ne-
ovlivnime. Pro pfesnou podobu upraveného algoritmu na-
hlédnéte do programu.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-2-nsp.d

Filip Stédronsky

8 http://en.wikipedia.org/wiki/Longest_common_subsequence#Solution_for_two_sequenced

9 http://ksp.mff.cuni. cz/viz/kucharky/ayna.micl-:e—progra.movanjl
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-2-nsp.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel
http://en.wikipedia.org/wiki/Longest_common_subsequence#Solution_for_two_sequences
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

26-4-3 Obnovené spojeni

V této tloze se ndm bohuzel vloudila chyba do zadani tlo-
hy, kde mélo byt uvedeno, ze jeskyné, které mezi sebou
propojujeme, si ocislujeme od 1 do n. Proto se fada z vas
spokojila s trivialnim fesenim pomoci tfidéni nebo pomoci
hesovani. Chyba je ovSem na nasi strané, takze jsem takova
feSeni jen mirné bodové odlisil od téch, ktera si chybéjici
predpoklad domyslela a byla zcela spravné.

Optimalnim feSenim je dvojité uziti prihradkového t¥idéni.
Nejprve si kazdou dvojici jeskyn usporadame vzestupné.
Nyni roztfidime dvojice do pfihradek podle hodnoty dru-
hé jeskyné. V praxi to mizeme reprezentovat tfeba polem
spojovych seznamu délky n, kde ke kazdé hodnoté druhé
jeskyné budeme mit spojovy seznam hodnot prvni jesky-
né. K druhému tfidéni vyuzijeme vysledek prvniho. Bude-
me postupné prochazet kazdy spojovy seznam od nejmensi
hodnoty druhé jeskyné k nejvétsi a zatiidovat do jinych
ptihradek tentokrat podle prvni jeskyné. VSimnéme si, ze
pokud k jedné prvni jeskyni existuji dvé druhé, timto pri-
chodem jako prvni narazime na tu s mensim ¢islem. Z toho
vyplyva, Ze Cisla ve vyslednych prihradkach budou settidé-
na od nejmensiho k nejvétsimu.

Tim jsme dostali vSechny dvojice setfidéné primarné podle
prvni a sekundarné podle druhé jeskyné. Takto setfidéna
data uz snadno projdeme a vyhneme se pfi vypisovani du-
plikatim napriklad tak, ze si pamatujeme, co jsme napo-
sledy vypsali.

Zachézeli jsme s O(n) pfihradkami a s O(m) jeskynémi, pfi-
tom jsme na kazdou jeskyni spotfebovali konstantni ¢as pfi
jejim zapracovani do nékterého seznamu, vysledna casova
i pamétova slozitost tohoto FeSeni je tedy O(n + m).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-3.cpp

Mark Karpilovskij

26-4-4 Skladani mapy

Castou chybou u tlohy bylo to, ze jste piedpokladali celo-
Ciselnost soufadnic a pokouseli jste se obdélniky s mapou
napasovat do néjaké tabulky, o celociselnosti jsme vSak nic
neslibili. Ta by se sice dala zachranit néjakou kompresi sou-
fadnic (sefadili bychom si neceloé¢iselné souradnice za sebe
a o€islovali), ale vét$i problém byl v tom, Ze takova tabulka
by mohla byt obrovské — predstavte si dva malé kusy mapy
vzdélené od sebe milion policek. Inicializace takové tabulky
by nam zabrala neimérné mnoho Casu, a proto bylo nutné
vydat se jinudy.

Nejdiive se zkusime zamyslet nad tim, jak by se tloha fesila
jen v jednom rozméru, tedy kdybychom namisto obdélnik

10 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|
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méli jen Gsecky na piimce. Takovy piipad je presné stvoreny
pro zjednoduseny intervalovy strom.!?

Intervalovy strom ndm ve zkratce umoznuje provadét dota-
zy nad intervaly, tedy s kterymi intervaly se protiné hledany
interval. My ale hleddme jen jeden bod a navic nés zajima
jen pocet obdélnikd mapy, se kterymi se protneme, proto
nam staci pouzit jednodussi verzi intervalového stromu.

7 ptvodniho intervalového stromu si vyptjcime jen vyhle-
davani podle konctt pokrytych intervalti ve vnitinich vrcho-
lech, a protoze nase dotazy ptjdou vzdy az do samotnych
listi intervalového stromu, sta¢i ndm mit pocéty pokrytych
intervalti jen v téchto listech. Pozdéji u dvourozmérné vari-
anty budeme muset do vnitinich vrcholt pfidat néjaké dalsi
hodnoty, ale u jednorozmérné verze bez nutnosti ménit in-
tervaly za béhu si vystacime s touto leh¢i verzi.

Takovy strom si lehce postavime v ¢ase O(Nlog N) (kde
N je pocCet usecek) tak, ze si nejdiive setfidime soufadnice
zacatkl a konch tsecek, budeme je postupné prochdzet (za
zacatek pricteme jednicku k aktualnimu poctu pokrytych
usecek, za konec zase odec¢teme) a ukladat do listt aplné-
ho binarniho stromu. P#i obchazeni stromu navic jesté do
vnitinich vrcholt ulozime konce intervalii (pro vyhledéva-
ni) a jsme hotovi. Vyhledani pak lehce zvlddneme v Case
O(log N) na dotaz.

Dva rozmeéry

Jak postup vySe zobecnit pro dva rozméry? Ano, pouZije-
me dvourozmérné intervalové stromy. Nejdiiv si vyrobime
intervalovy strom pro jeden rozmér (jako kdybychom kusy
mapy promitli jako Gsecky tfeba na osu x). Tim si rovinu
rozdélime na jednotlivé (v tomto pfipadé svislé) pasy, kde
mame jen spodni a vrchni okraje obdélnikti mapy. Jesté
vSak potfebujeme vyhledat spravnou oblast uvnitt téchto
pasi.

Proto si v kazdém listu prvniho intervalového stromu uby-
tujeme dalsi intervalovy strom, ktery bude mit na starost
pouze tento pés (kazdy pés si totiz milzeme zase predstavit
jako tisecky v ose y odpovidajici jednotlivym kustim mapy).
Vyhledani je pak dvoustupnové: nejdiive v prvnim stromé
najdeme spravny pas a v tomto pasu pomoci odpovidajici-
ho stromu najdeme piesné misto, kde je umistén bod, na
ktery se ptame. Takovy dotaz zvladneme v O(log V).

S dvourozmeérnymi intervalovymi stromy se ale musi opatr-
né — spousta zdroji sice uvadi, ze se daji vybudovat v ¢a-
se O(N log® N), ale to jen, pokud se na né uplatni n&jaky
trik. Ti z vas, ktefi pouzili ve svych feSenich pojem 2D-
intervalového stromu jako v§emocny blackbox bez toho, aby
se nad nim a jeho pouzitim a problémy zamysleli, néjaky
ten bod bohuzel ztratili.

Pokud by totiz obdélniky vypadaly tfeba jako na obrazku
vySe, budeme mit fadové N intervald v prvnim (z-ovém)
stromé a kazdy z y-ovych stromu bude také drzet fado-
vé N interval. Pokud si budeme kazdy z mensich stromu
ukladat samostatné, dostaneme se na pamét O(N?), a k je-
jich konstrukci tedy i na stejnou ¢asovou slozitost.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-3.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

Persistentni datova struktura

Nejvétsim problémem konstrukce naseho 2D-intervalového
stromu bylo to, ze stromy v druhé trovni vypadaly porad
skoro stejné, ale pokazdé jsme je museli konstruovat ce-
1é znovu. Neda se néjak vyuzit jiz dfive zkonstruovanych
stromii?

D4, a takovému triku se tika persistence. V nasich stro-
mech vedou vSechny hrany jen dold (nepotfebujeme zpétné
hrany do otce), a tak klidné mtuzeme udélat to, Ze si zkon-
struujeme novy strom tak, ze se bude odkazovat na ¢asti
jiz postavenych stromi. Staci se drzet zakladniho pravidla
persistence: Staré hodnoty nikdy neménim, kdyz potfebuji
néco zmeénit, vyrobim si od toho kopii.

Kdybychom naptiklad chtéli ve stromu niZze zménit hodno-
tu ve vrcholu s ¢islem 3, stac¢i nam vyrobit si kopii tohoto
vrcholu, kopii jeho otce (a tak déle, az ke kopii jeho kofenu)
a ty odkazat na jiz existujici podstromy. Kdyz se nyni vy-
ddm z kofene 1’, budu mit k dispozici novy strom, ale kdyz
se vydam z korene 1, uvidim strom v puvodnim stavu. Ma-
me tedy dva stromy velikosti NV, ale vyrobou nového jsme
museli stravit pouze ¢as O(log N) (délku cesty z vrcholu do
kofene).

1 Iy

N

A 2 A 2/

/N

3 B 3 B

C D C D

V naSem pripadé persistenci pouzijeme k vyrabéni jednot-
livych intervalovych stromu v pasech. Mezi jednotlivymi
pasy dochézi jen k tomu, ze néjaky obdélnik zmizi, nebo se
jiny objevi, tedy potiebujeme pricist nebo odecist néjakou
hodnotu od néjakého intervalu hodnot. Pockat, co kdyz ale
budeme muset modifikovat fddové N vrchol oproti pred-
chozimu stromu, nepokazi se nam casova slozitost?

Kdybychom to délali jako dosud (se zjednoduSenymi inter-
valovymi stromy), tak by se pokazila. Ted uz budeme potte-
bovat plné intervalové stromy (tak, jak jsou popsané v ku-
chafce), které ndm umoziuji i rychlou aktualizaci hodnot.
Pokud chceme modifikovat néjaky cely interval, miZeme to
rozlozit na modifikaci O(log N) vrcholti intervalového stro-
mu (do vnit¥nich vrcholl si pfi¢teme néjaké plus a minus
jednicky, pfes které pak pfi dotazu projdeme a vezmeme je
v potaz).

Modifikace kazdého vrcholu v persistentnim intervalovém
stromu nam trva O(log N), takze ndm (kromé prvniho) vy-
roba kazdého z O(N) intervalovych stromt trva O(log® N)
a zabere maximalné stejné pameéti. Vyhledavani v nich je
pak stejné jako v minulém pripadé.

Dohromady tedy potfebujeme na vyrobu celé struktury cas
O(Nlog® N) a na Q dotazii ¢as O(Qlog N). Paméti ndm
staéi O(N log® N).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-4.4

Jirka Setnicka

11O intervalovych stromech se miizete do¢ist v nasi kuchaice.
—15 —

Poznamka: Algoritmus muZzeme jesté trochu vylepsit, po-
kud si vSimneme, Ze pii pfidavani ¢i odebirdni obdélnika
sice upravujeme az logaritmicky pocet vrchold, ale vSech-
ny lezi v blizkém okoli dvou cest z kofene do listu. Pokud
persistenci naucime zaznamenat vSechny tyto zmény na-
jednou, zkopirujeme celkové jen O(log N) vrcholii stromu,
takZe vyroby struktury klesne na O(N log N).

Dalgimi triky by $lo snizit pamétové naroky na O(N log N),
ale to uz se do tohoto textu nevejde. Kdybyste chtéli, pti-
lezitostné se zeptejte :)

Martin ,Medved” Mares

26-4-5 Misto pro tabor

~v s .

Ulohu budeme Fesit jen pro t&zsi variantu. Reseni lehéi va-
rianty je uplné stejné, akorat jen v jednom rozmeéru. Zada-
nim tlohy je najit obdélnik velky r x s, kde potfebujeme
prevézt co nejméné hliny na jeho vyrovnani. Tedy takovy,
v kterém na polickdch pod primérnou vyskou obdélnika
chybi co nejméné hliny. Pro dalsi ¢ast feSeni zadefinujeme
n=rsa N =RS.

Pokud v daném obdélniku méame primérnou vysku V' a pra-
vé k policek s podprimeérnou vyskou pi,...,pr, musime
prevézt prave
k
BV =) pj

j=1
hliny. Chtéli bychom tedy pro vSechny mozné obdélniky
r X s tyto hodnoty spocitat.

Nejdiive spoc¢itame primeérné vysky. Pomoci dvourozmeér-
nych prefixovych souctti snadno zvladneme spocitat souc-
ty vySek v obdélnicich v ¢ase O(RS) a tyto hodnoty vy-
délime n. Primérné vysky si setfidime a oznacime jako
X1, X2+, X(R—r41)(S—s+1)- Laroven zvolime X¢ = 0.

Pro vypocet hodnot 2521 p; se ndm budou hodit dva dvou-
rozmérné souctové intervalové stromy S a 7.1 Do stromu T
budeme iterativné pridavat hodnoty vysek v ptuvodni mapé
a do stromu S budeme vkladat jednicky na mista, kde se
pridané prvky vyskytuji.

V i-té iteraci do stromi vlozime vSechny hodnoty z inter-
valu (X;_1, X;). Pokud si navic pro kazdé X; budeme pa-
matovat, ke kterému obdélniku r X s patfi, rovnou pro néj
zvladneme spocitat hodnoty k a Z?Zl p;. Zde je pseudokdd
celé jedné iterace:

. Do intervalovych stromt pfiddme vSechna policka, jejichz

hodnota je v intervalu (X;_1, X;).

2. Ze stromu S ziskdme hodnotu k pro obdélnik pattici k X;.
3. Ze stromu T ziskame hodnotu Z?:l p; pro obdélnik pat¥ici

k X;.

A to je celé. Do kazdého intervalového stromu vlozime kaz-
dou z N hodnot maximélné jednou, tedy dostavame ca-
sovou slozitost O(RS -log R -log S). Hodnoty vysek a prii-
mérd mame setfidéné a zpracovavame je ve vzestupném
poradi.

Posilame gratulaci Michalu Puncocharovi, ktery tuto tlohu
jako jediny vytesil optimalné a zcela spravné.

Karel Tesar


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-4.c

26-4-6 Snéhova bitva

Nejjednodussi feSeni by bylo nepfedpocitavat si viibec nic.
Pii dotazu, zda na polopiimce AB je jesté néjaky dalsi bod,
jednoduse spocitdme smér z bodu A do vSech ostatnich
a porovname se smérem do B. Jak spoditat a reprezento-
vat smeér rozebereme nize, prozatim predpokladejme, ze jde
smér spocitat i porovnat v konstantnim case. Takové fesSe-
ni ma dotaz za O(n) a potfebuje O(n) paméti na uloZeni
vstupu. Ale za takto jednoduchou tlohu by asi organizatoii
11 bodu nenabizeli.

Tak co bychom si mohli predpocitat? Co tfeba odpovéd
na kazdy mozny dotaz? Protoze odpovéd na takovy dotaz
je jen ANO/NE a pocet dvojic je O(n?), bude nam stadit
dvourozmérné pole. Ale predpocitat si ho pomoci vySe zmi-
néného jednoduchého feseni by trvalo O(n?). To zkusime
zrychlit.

Zkusme si spocitat naraz vSechny odpovédi pro jednoho mi-
ficiho bojovnika A a vSechny mozné cile C'. Tedy odpovédi
pro vSechny polopfimky AX. Udélame to tak, Ze spoc¢itame
smeéry pro vSechny cile a tyto sméry setfidime. Tim se nam
stejné sméry ,sesypou” k sobé. Nyni mizeme sméry jesté
jednou projit a najit iiseky stejnych sméri a jim odpovida-
jici cile oznacit, ze lezi na spolecné polopiimce, a tedy ze
pro né bude odpovéd ANO. Toto nam zabere O(n - logn)
pro jednoho mifictho bojovnika, tedy O(n? - logn) celkem.
Spotiebujeme O(n?) paméti a odpovidat mizeme v kon-
stantnim case.

Nyni, co s tim smérem? Nejpfirozenéjsi reprezentace by asi
byla pocitat thel. To s sebou ale nese jisté technické pro-
blémy (jako napiiklad trochu pomalejsi vipocet trigonome-
trickych funkei ¢i chlupata iracionalni ¢isla, co se kamaradi
s 7 1 pro rozumnd vstupni data). Budeme tedy poéitat po-
mér rozdilu v ose X a Y. To ma stéle jisté problémy. Jed-
nak tento pomér bude pro protilehlé sméry vychazet stejné
— smér doleva dolt a smér doprava nahoru bychom neroz-
lisili. Tedy, smér bude dvouslozkova hodnota. Prvni slozka
bude fikat, jestli je to smér nahoru, nebo dolt (resp. dole-
va, ¢i doprava v pfipadé vodorovnych sméri, at se vyhneme
kladné a zédporné nule). Druhjm problémem je déleni nulou
pro svislé sméry. Ale v takovém pfipadé si budeme néjakym
zplusobem reprezentovat nekonec¢no (napft. ¢isla s plovouci
¢arkou opravdu maji specidlni hodnotu pro nekonecno).

Nakonec jedna poznamka o tom, Ze to mize jit lépe. Pokud
bychom pouzili hesovani misto t¥idéni pro shluknuti stej-
nych smért dohromady, dostali bychom se na ocekavanou
slozitost O(n) (bohuzel jen o¢ekdvanou, ne nejhorsi piipad)
pro jednoho stielce, namisto O(n -logn). To lze udélat pro-
to, ze nam vlastné vibec nezalezi na poradi, v jakém sméry
dostavame, jen aby byly ty stejné pohromadé.

To ma ale hacek. Cisla s plovouci ¢arkou maji v poéitaci
tendenci akumulovat pfi operacich chybu. Proto je treba
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je porovnavat s malou toleranci, nikoliv na presnou rov-
nost, a to s hesovaci tabulkou nejde. Pokud bychom ale
méli celoéiselny (nebo alesponi raciondlni) vstup, mizeme
smér ukladat jako zlomky a poté nam jiz hesovaci tabulka
pomuze. Ale pfevést zlomek na zékladni tvar nezvladneme
v konstantnim case. V§imneme si vSak, ze kdyz jsou ¢isla na
vstupu omezend hodnotou L, dva rzné zlomky se budou
lisit alesponi o 1/L2. Vynasobime tedy vsechny sméry L? a
budeme délit celociselné.

Michal ,vorner® Vaner

26-4-7 Kralovsti Spioni

Rozplést sit $pionti vétSinou nebyva snadné. V této tloze
jsme ji ale méli jiz p€kné naservirovanou.

Nejjednodussim, avSak pomalym TFeSenim je odsimulovat
putovani zprav postupné od kazdého Spiona. K tomu ndm
staci si vstup nacist do pole A. Pak uz jen v jedné promén-
né udrzujeme pocet kroku a ve druhé pozici zpravy, tj. ¢islo
Spiona, u kterého se zrovna nachazi. Jedno preposlani zpra-
vy provedeme snadno pfifazenim pozice = A[pozice].

Jak pozname, kdy se ma predavani zprav zastavit? Jedno-
duse si budeme v dal$im poli pamatovat, ktefi Spioni tuto
zpravu vidéli. Uvedené feseni ma ¢asovou slozitost O(N?),
kde N je pocet Spionii. Za takové CodEx udéloval t¥i body.

Problém s pomalosti spoc¢iva v tom, Ze prochazime v siti
Spionu stale dokola ta stejnd mista, prestoze vysledek je
vzdy stejny. Pii kazdém prichodu muzeme rovnou ulozit
pocty krokd pro vSechny Spiony, pres které jsme zpravu
posilali.

Vsimnéme si, ze kazdéa zprava konci své putovani néjakym
cyklem — ¢asti, ve které si Spioni posilaji informace v kruhu.
Zprava vyslané libovolnym Spionem na cyklu bude pfedana
presné tolikrat, kolik je v daném cyklu Spionu. V useku pred
cyklem roste doba putovani postupné o jedna za kazdého
Spiona.

Asymptoticky jsme si zatim nepomohli. Nic ndm totiz neza-
rucuje, ze Spiony budeme prochazet ve spravném potadi od
toho nejvzdalenéjsiho. Musime zacit vyuzivat to, co jsme
jiz spocitali. Kdyz pii simulaci dojdeme ke Spionovi, pro
néjz mame vysledek spocitany, nebudeme pokracovat dal,
protoze bychom se stejné nic nového nedozvédéli. K poctu
kroku jen pri¢teme vysledek pro aktualniho Spiona.

Tim uz pro kazdého Spiona provedeme jenom konstantné
mnoho operaci. Celkova ¢asova slozitost tak je O(N). Pro
uplnost jesté dodejme, Ze s pouzity trikem se miizeme setkat
castéji. Dokonce si vyslouzil vlastni ndzev memoizace.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-7.d

Jenda Hadrava


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-7.c

26-4-8 Dlazdicky

Ukol 1 — Pocet jednicek délitelny t¥emi

K feseni prvniho tkolu ndm bude stac¢it pomérné jednodu-
ché myslenka. Budeme si zleva doprava propagovat dosa-
vadni pocet jedni¢ek modulo 3 (plné stejny trik bychom
mohli pouzit pro libovolnou jinou konstantu).

Dlazdice si pofidime dvojiho typu, jedny budou mit nahote
nulu, druhé jednicku. Ty s nulou predavaji stejnou hodnotu,
tedy maji levou i pravou stranu obarvenou stejné. Naopak
ty s jednickou predavany pocet zvysuji, takze maji vlevo z
a vpravo (z + 1) mod 3. Dole v8echny dlazdice obarvime
barvou D. Nage dlazdice tedy vypadaji takto:

0 1
z X r x Xg!| pro 2’ =(x+1)mod3
D D

Dolnimu okraji pridélime barvu D, levému i pravému okraji
pak barvu 0.

Pro vstup, ktery mé pocet jednicek délitelny tfemi, urcité
umime dlazdéni vytvorit (pfesné podle myslenky Feseni jen
pocitame jednicky ve vstupu modulo 3).

Dl4zdéni bud vibec nelze vytvofit, nebo je uréené jedno-
znacné. Pro dany vstup mame pravé jednu moznost, jakou
dlazdici prilozit pfimo k levému okraji, pak pravé jednu
moznost, jakou dlazdici navazat na tuto prvni atd. Dlazdé-
ni tak vzdy pocita jednicky modulo 3, tedy pokud dlazdéni
existuje, vstup skuteéné podminku splioval.

Vsimnéte si, ze mame levy i pravy okraj zdi obarveny stej-
nou barvou. Tim jsme si uSetfili feSeni okrajovych pripadu.
Chceme-li ovSem takovy trik provést, musime si velmi dobfe
rozmyslet, jestli si tim nepokazime spravnost. Obecné tim
totiz tvrdime, Ze zietézime-li nékolik vstupi spliujicich nasi
podminku, vysledek ji bude spliovat také.

Ukol 2 — SniZovani vysky dlazdéni o konstantu

Predstavme si, ze mame dlazdéni vysky ¢, a podivejme se na
libovolny sloupec tohoto dlazdéni. Obarveni horizontalnich
stran dlazdic, vyjma horni stény nejvyssi a spodni stény
nejnizsi dlazdice, nemé pro zbytek dlazdéni zadny vyznam,
uréuje pouze navaznosti v tomto sloupci.

Naopak obarveni vertikalnich stran dilezité je, a to po celé
vysce sloupce, urcuje totiz navaznosti v ramci jednotlivych
radkid. Toto obarveni tedy chceme zachovat.

Abychom snizili vysku dldZzdéni, nahradime kazdy sloupec
jedinou dlazdici. O¢islujme si dlazdice ve sloupci od 0 do
t—1 (dlazdice v nultém Fddku pfiléhaji ke vstupu), obarve-
ni kazdé z nich pak (¢;, hs,pi, d;). Nova dlazdice pak bude
nahote obarvena barvou hg, dole barvou d;_;. Pro bo¢ni
stény zavedeme nové barvy, které oznac¢ime jako usporada-
nou t-tici (lo,...,¢—1), resp. (po,-.-,Dt—1)-

Pro uplnost dodejme, zZe levy okraj prebarvime z barvy £
na (¢,...,¢), podobné pravy.

Sloupce k sobé priléhaji stale stejné, ovsem vysku dlazdéni
jsme z t zmensili na 1. Velikost mnoziny D, tedy mnozi-
ny vSech pouzitelnych dlazdic, nepovazujeme za dilezitou,
presto stoji za zminku, Ze jsme ji timto trikem exponenci-
alné zvetsili.

12 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-8/reseni|
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Ukol 3 — Dlazdickové zavorkovani

Kdybychom chtéli spravnost zavorkovani ovérovat primo-
¢afe, mohli bychom postupné umazavat dvojice (), které
urcité spravné jsou. Misto opravdového smazani takovych
dvojic a nasledného posouvani zbytku fetézce se hodi ,,sma-
zané“ zavorky jen nécim nahradit a vstup nechéavat na pu-
vodnim misteé.

Potfebujeme tedy vzdy nahradit dvé zavorky (), mezi kte-
rymi bud neni viibec nic, nebo jsou pouze smazané zna-
ky. Ostatni zavorky musime poslat o fadek niz, na konci
chceme mit smazany cely vstup. Toho muzeme dosadhnout
napiiklad s nasledujici sadou dlazdicek:

( ) ( ) U
0 X0l [0X0] [0 Xx| |xX0] [xXx

( ) u u u

Levy a pravy okraj obarvime barvou 0, dolni barvou ;.

V nejhor$im pfipadé budeme ovSem potiebovat n/2 kroki
na smazani celého vstupu, program tedy pracuje v linearni
¢asové slozitosti. To piece musi jit 1épe!

Zavorkovani rychleji

Abychom doséhli lepsi nez linedrni slozZitosti, vypuj¢ime si
trik z feseni 26-1-8.12 Budeme po¢itat tirovei zanoifeni, ne-
boli kolik jsme zatim potkali neuzavienych zavorek. A pro-
toze mame jen koneCnou mnozinu barev, budeme si tuto
uroven ukladat jako ¢islo ve dvojkovém zapisu.

Urovei zanofeni miiZe byt u spravného zévorkovani nejvyse
n/2, na reprezentaci takového ¢isla ve dvojkovém zépisu
potfebujeme log n bit. My si dvojkové zapisy budeme jesté
doplnovat tak, aby vzdy zac¢inaly nulou, ale tim jsme pfidali
jeden tadek. Nas program tak bude pracovat v logaritmické
¢asové slozitosti.

Vzdy, kdyz potkdme otviraci zédvorku, uroven vnoreni o 1
zvysime, u zaviracich zavorek ji zase o 1 snizime. Zapis Grov-
né nam bude vznikat smérem dold, jinak feceno, pii hoto-
vém dlazdéni ho mizeme ¢ist na pravych stranach dlazdic
v daném sloupci. Navic si nepofidime dlazdice, které by
umély reprezentovat odecitani do zapornych Cisel.

Horizontéalné si budeme predavat hodnoty jednotlivych bit
¢isla, vertikalné prenos mezi témito bity. Jesté si dovolime
jeden podly trik, a to ten, ze vertikdlni pfenosy budeme
kédovat opét zavorkami. Diky tomu totiz nemusime nijak
odlisovat prikladani dlazdic ke vstupu a k pfedchozimu ad-
ku dlazdéni.

Pro tplnost dodejme, zZe vSechny tii okraje zdi obarvime 0,
a pak se konecné pojdme podivat na pouzivané dlazdice:

( ( ) ) 0 0
0 X1 [1X0| [1X0] [0X1| |0X0] |1X1
0 ( 0 ) 0 0

Ukol 4 — Minimalni sloZitost zavorkovani

Zkusme si poiidit riizné posloupnosti zavorek délky n. Rek-
néme, ze budeme posloupnosti budovat z dvojic zavorek, ze
nejprve vybudujeme prvni polovinu této posloupnosti a ze
v prvni poloviné smime pouzit pouze dvojice () a ((.

Takto jisté mlizeme vytvorfit n/4 posloupnosti délky n/2
takovych, ze zddné dvé nemaji stejny pocet otevienych za-
vorek. Nyni kazdou z nich dopliime pomoci dvojic () a ))
na spravné uzavorkovanou posloupnost délky n.
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Pojdme se ted podivat na dlazdéni, kterd pro jednotlivé po-
sloupnosti vzniknou. Na chvilku pfedpokladejme, ze kazdé
z nich mé vysku pravé V.

Pro n/4 prvnich polovin méme n/4 druhych polovin, pfi-
¢emz prvni poloviné vzdy odpovida prave jedna ze druhych
polovin. Na prostfednim sloupci dlazdéni tedy musime byt
schopni odlisit alespoii téchto n/4 riznych moznosti, jiny-
mi slovy musi existovat n/4 moznych obarveni prostfedniho
sloupce.

Pokud oznacime celkovy pocet barev v nasem programu ja-
ko B, miizeme moznéa obarveni prostfedniho sloupce omezit
také vyrazem BY. Tim dostdvdme nerovnost BY > n/4,
Upravami ziskdme V' > logp n — logg 4. To ovSem mutizeme
asymptoticky zapsat jako V' € Q(logn).

Rozhodnout spravné zavorkovani tedy skute¢né neumime
lépe nez logaritmicky.

Pro uplnost jesté okomentujme nas drzy predpoklad, zZe
dlazdéni pro kazdou z naSich posloupnosti mélo vysku pra-
vé V. To samoziejmé nemusi byt pravda, né€ktera klidné
mohla byt jednotrddkova. Kazdé dlazdéni, které ma vysku
maximalné V' ovSem umime ,nafouknout* tak, aby meélo
vysku pravé V. Muzete si jako cviceni rozmyslet, jak toho
doséhnout.

Ukol 5 — Ekvivalence s Turingovymi stroji

Zacénéme s asi snazsim prevodem, a to z dlazdickovych pro-
gramu na Turingovy stroje. Nechame Turingtv stroj simu-
lovat stavbu dlazdéni, a to konkrétné po fadcich. Obarveni
vodorovnych hran budeme povazovat za znaky na pésce
vzdy pred provedenim kroku a po ném, obarveni svislych
hran pak za stavy.

Pro kazdou dlazdici (¢, h, p, d) tedy zavedeme pravidlo typu
(¢,h) — (p,d,—). Tedy pokud se ve stavu ¢ na pésce na-
chézi znak h, stroj zapise znak d a prejde do stavu p, hlava
se posune doprava.

Timto umime vybudovat jeden fadek dlazdéni. Radki ale
miuze byt vic, potfebujeme se tedy umét vracet zpét. V pri-
padé, ze aktualni stav odpovida barvé pravého okraje zdi,
feknéme P, a na vstupu se nachézi mezera, piejde stroj do
specidlniho navratového stavu. V ném znaky vzdy zapisuje
zpét a posouva se doleva, dokud opét nenarazi na mezeru.
Névrat nastartuje pravidlo (P,) — (IV,, ), béhem vra-
ceni potfebujeme pravidla typu (N,z) — (N,z,<) pro
vSechna mozné obarveni x a k ukonceni navratu ptridame
jesté pravidlo (N, ) = (L, u, —).

Jesté musime poznat, ze je celé dlazdéni dokoncené. Moh-
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li bychom pfi navratu odlisSovat dva stavy: jeden, kdy jsme
dosud ze vstupu cetli pouze znak odpovidajici obarveni dol-
niho okraje, a druhy, kdy se alespon jeden znak lisil. My si
ale predstavime, Ze ve specidlnim stavu vybudujeme jesté
jeden tadek navic.

Po skonceni navratu umoznime pfechod do specidlniho sta-
vu, (N,) — (*,u,—). V tomto stavu pfijimame pouze
spravny znak (tedy spravné obarveni), a pouze pokud do-
jdeme az na konec vstupu, ukon¢ime vypocet. Zavedeme
proto jesté dvé pravidla, (x, D) — (x, D, —) a (x,) — ANO.

Uz vime, ze dlazdickové programy nejsou silnéjsi nez Tu-
ringovy stroje. Pojdme ted prevést Turingtiv stroj na dlaz-
dickovy program.

Tentokrat bude jeden fadek dlazdéni odpovidat jednomu
kroku Turingova stroje. Musime védét, nad kterym znakem
se pravé nachéazi hlava a v kterém stavu se nachézi cely
stroj. Zaroven nam informaci o stavu stac¢i znat u znaku
pod hlavou, ostatni znaky stejné vypocet ovlivnit nemohou.
Pro kazdé pravidlo typu (s;,z;) — (sj,2;,e) si poridime
nasledujici dlazdici:

SiZi,

0 X0

SjZj

Dale si poridime dlazdice pro pravidla, kdy se hlava posou-
vé, pokud bychom u piedchoziho pravidla méli posun hlavy
doprava, potifebujeme nasledujici dvojici ,slepenych“ dlaz-
dic:

SiZi, 2k
0 Xsjl5;,\0

27' SjZk

Nesmime zapomenout, ze vétsinu znakt ze vstupu v jednot-
livych krocich nijak neménime, ale dlazdice pro né existovat
musi. Takova dlazdice bude mit podobu

z

0oX0
z

Koncového stavu dosahneme pfi ¢teni néjakého konkrétniho
znaku, ale aby $lo dlazdéni dokonc¢it, musi byt spravnou
barvou obarveny cely posledni fadek. Pro jakékoli pravidlo
typu (s, z) = ANO proto pfidame dlazdici (ANO, (s, z), ANO,
ANO) a pro ostatni prvky abecedy dlazdice (ANO, z, ANO,
ANO). Pouze pro okrajové mezery musi dlazdice vypadat
jinak, (L, ., ANO, ANO), analogicky pro pravou stranu.

Zbyva si jesté rozmyslet, jak by mél vypadat zacatek dlaz-
déni. Potfebujeme do vstupu dostat informaci o pocateénim
umisténi hlavy a pocate¢nim stavu. K tomu si zavedeme jes-
té jeden specialni inicializa¢ni stav. Pak nam budou stacit
tyto dlazdice:

U z
0X* |* X0
0 Soz

Tim je pfevod hotov, Turingtv stroj umime simulovat po-
moci dlazdi¢kovych programi, tedy tyto dva vypocetni mo-
dely jsou skutec¢né ekvivalentni.

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd



Vysledkova listina ¢tvrté série dvacatého Sestého roéniku KSP

P NSO WO

resitel skola rocnik sérit | 4-1 4-2 4-8 4-4 4-5 4-6 4-7 4-8 | série celkem

10 10 10 12 14 11 9 16 | 63,0 237,0
Martin Raszyk G_Karvina 4 19 10 10 10 12 3 3 9 15,5]| 56,8 218,5
Jan Spacek G_Wicht 3 4 10 10 6 11 10 11 9 15 | 60,4 2156
Marek Cerny G_Chrudim 3 4 4 8§ 12 10 11 9 11 58,1 206,1
Véclav Rozhor GJirsikaCB 3 5 95 10 5 9 9 477 1985
Matej Lieskovsky GOmskPha 4 14 10 5 8 3 11 33,1 175,1
Michal Puncochér GJiroveCB 4 14 |95 10 10 14 9 52,3 174,6
Michal Korbela GJJesen 4 4 9 6 8 4 25 3 8 2 42,0 166,7
Jakub Svoboda GKomHavir 4 9 10 8 10 10 7 47,1 166,5
Aneta Stastna GOmskPha 4 10 | 10 10 9 3 5 382 1434
Richard Hladik GOAMarLaz 1 9 8 7T 7 23,9 136,7
Jakub Zarybnicky GTomkovaOL 3 4 10 6 15 10 3 36,6 1277
Jan-Sebastian Fabik  GJaroseBO 4 12 9 9,0 107,6
Vaclav Volhejn GKepleraPH 1 9 10 8 2,5 9 30,5 95,8
Filip Bialas GOpatovPHA 1 4 8 8,6 95,1
Jan Knizek G_Strakon 3 12 9 5 6 35 9 11 9 9 46,0 88,9
Antonin Cesik SPSE_Pard 4 4 7 8,2 86,6
Lucie Studené GKepleraPH 4 3 8 0 2 13,2 83,8
Jan Pokorny G_Bucovice 2 4 8 9 18,2 77,3
Jakub Marousek G_Pisek 4 7 0,0 72,2
Anna Steinhauserovd GDagcice 4 3 0,0 71,7
Stépan Hojdar GJiroveCB 4 8 3 4 8,8 68,9
Dorian Rehék GCoubTébor 3 3 0,0 67,5
Ondfej Hiibsch GArabskaPH 4 22 10 9,5 8 9 32,9 62,9
Stépan Trcka GSlavic¢in 3 9 0,0 54,3
Jonatan Matéjka SSP_CB 4 17 0,0 50,9
Dalimil Hajek GKepleraPH 3 14 8 7,6 34,1
Adam Spanél ArcibisGPH 2 2 0,0 32,0
Anna Gajdova GFPValMez 3 1 10 8 9 28,5 28,5
Dominik Rohécdek SPSLegioJI 4 3 0,0 27,0
Antonin Teichmann  GJeronymLI 4 2 0,0 22,6
Jan Pavlovsky GJiM 4 1 0,0 21,3
Marek Dobransky GHorMichal 4 6 0,0 20,3
Aneta K. Lesna GZborovPH 1 1 0,0 16,8
Michal Hlousek GNadStolPH 1 1 0,0 16,3
Piemysl Stastny GZamberk 0 3 4 6,0 16,0
Petro Kostyuk GEBeneseKL 4 2 0,0 12,1
Radovan Svarc G_CT¥ebova 3 3 0,0 8,0
Tadeas Friedrich GOhradniPH 4 2 0,0 6,3
Jan HoreSovsky GMz¢l 4 2 0,0 6,2
Michal Martinek GHavPodl 3 1 0,0 6,0
Josef Cech GJMasar_JI 2 1 3 5,7 5,7
Marek Zidek GTomkovaOL 4 1 0,0 4,0
Ladislav Tlapak G_Breclav -1 1 0,0 2,5
Michal Kuzela GSlavi¢in 2 4 1 0 2,0 2,0
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